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១. នយិមនយ័លីមតី (Definition of Limit) 

f ជាអនុគមន៍រំនត់បាន រនុងចននាល ោះនបើរណាមួយ ដែលផទុរនូវចំនួនពិត a ។  

នគនិយាយថា លីមីតនន f(x) នពល x ខិតនៅររ a គឺ L ន ើយនយើងសរនសរ 

 
 

lim ( )
x a

f x l


 មានន័យថាតនមល ( )f x អាចយរកាន់ដតជិតតនមល l នពលនយើងយរតនមល x កាន់ដតជិត 

a (ប ុដនែ មិនដមននសមើ a នទ) ។ 

| |x a ជាចំងាយពី x  នៅ a  ន ើយ | ( ) |f x l ជាចំងាយពី ( )f x  នៅ l  

 

 

 

 

 

 

 

  

 ឧទា រណ៍ ៖ នោយនរបើនិយមន័យបងាា ញថា 
3

lim(4 5) 7
x

x


   

 ែំនណាោះស្រស្ថយ ៖ 0, 0      ដែល 0 | 3 |x     នគបាន | 4 5 7 |x     

ដត | 4 5 7 | | 4( 3) | 4 | 3 |x x x      ននាោះ4 | 3 |x    ឬ | 3 |
4

x


   នយើងយរតនមល 
4


   

 ែូចននោះ 
3

lim(4 5) 7
x

x


  ។ 

 

 

,∃ ដែល  នពល   

a a +  a -  

 

 +  

 -  

0 

x 

y 



វទិាស្ថា នជាតិ  អប់រ ំ លីមីត និង ភាពជាប់ននអនុគមន៍ 

 

គណិតវទិាររមុ០៣ (ជំនាន់ទី ១៨) ទំព័រទី3 

 

លីមីតនឆវង 

 

 

 លីមីតស្ថែ  ំ

 

 

លីមីតមានតនមលអននែ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ឧទា រណ៍៖ នោយនរបើនិយមន័យបងាា ញថា 
20

1
lim
x x

 ។ 

ែំនណាោះស្រស្ថយ ៖ ចំន ោះ 0, 0M      ដែល 0 | 0 |x     នគបាន 
2

1
M

x
 នំានអាយ 

2 1
x

M


 

រ ឺ 1
| |x

M
  យរ 1

M
   

,∃ ដែល  នពល  ។ 

,∃ ដែល  នពល  ។ 

,∃ ដែល  នពល  ។ 

,∃ ដែល  នពល  
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ែួចននោះ 
20

1
lim
x x

 ។ 

លីមីតរតង់តនមលអននែ 
ឧបមាអនុគមន៍ f អាចរំណត់បាននលើចននាល ោះ (a,+∞) ននាោះ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ឧទា រណ៍ ៖ នោយនរបើនិយមន័យបងាា ញថា 1
lim 0
x x

  

ែំនណាោះស្រស្ថយ ៖ ចំន ោះ 0, 0,N x N       នគបាន 1
| 0 |

x
  នំានអាយ 1

x


  

យរ 1
N


  

ែូចននោះ 1
lim 0
x x

  ។ 

ឧបមាអនុគមន៍ f អាចរំណត់បាននលើចននាល ោះ (-∞,a) ននាោះ 
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ឧទា រណ៍៖ នោយនរបើនិយមន័យបងាា ញថា 1
lim 1

2x

x

x





 

ែំនណាោះស្រស្ថយ ចំន ោះ 0, 0,N x N        នគបាន 1
| 1|

2

x

x



 



 

3 3
| | | 2 |

2
x

x





    


 

នគបាន 3 3 3 2
2 2x x



  

 
         យរ 3 2

N




 
   

ែូចននោះ 1
lim 1

2x

x

x





 

ឧបមាអនុគមន៍ f អាចរំណត់បាននលើចននាល ោះ(a,+∞) *នរៀងគ្នន  (-∞,a)+ 

  

  

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ឧទា រណ៍៖ នោយនរបើនិយមន័យបងាា ញថា 2lim ( 4 3)
x

x x


     

 ែំនណាោះស្រស្ថយ៖ ចំន ោះ 0, 0M N    ដែល x N នគបាន 2 4 3x x M    


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x x M
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    

     

     

        

   

ដត 0x   នគបាន ]2 1 , [x M     នំានអាយ 2 1x M N     

ែូចននោះ 2lim ( 4 3)
x

x x


     

២. លក្ខណៈននលីមតី  (limit law) 

 ឧបមាថា c ជាចំនួននថរ ន ើយលីមីត នន lim ( )
x a

f x


និង lim ( )
x a

g x


 មានតនមល នគបាន 

     lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( ) ( ( , ))
x a x a x a

f x g x f x g x except thecase
  

      

   lim[ ( )] lim ( )
x a x a

cf x c f x
 

  

   lim[ ( ) ( )] lim ( ).lim ( ) ( (0, ))
x a x a x a

f x g x f x g x except thecase
  

   

   
lim ( )( )

lim , lim ( ) 0( (0,0),( , ))
( ) lim ( )

x a

x a x a

x a

f xf x
g x except thecase

g x g x


 



     

   
lim[ ( )] [lim ( )] , lim ( ) lim ( ) (lim ( ) 0)

, (1,2,3.......)

n n n n
x a x a x a x a x a

f x f x f x f x f x

n

    
  


 

   lim , lim
x a x a

c c x a
 

 
 

   

lim ( )
( )lim( ( )) (lim ( )) ( (1, ),( ,0),(0,0))x a

g x
g x

x a x a
f x f x except thecase

 
  

 

 

 

 

  

 

 

រទឹសែបីទ ១ 

នបើ f(x) ≤ g(x) នពល x ខិតនៅររ a ន ើយលីមីតនន f(x) និង g(x) មានតនមលននាោះ 

 

នបើ f(x)≤g(x) ≤h(x) និង   
 (The Squeeze Theorem)

 
 លុោះរាដត   
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៣. របូមនតសខំាន់ៗ ននលីមតី
 

រាងដែលនយើងមិនអាចវាយតនមលភាល មៗបាន    
 

 នបើ 
0

lim ( ) 0
x x

f x


 ននាោះ 

0

sin ( )
1. lim 1

( )x x

f x

f x
   2.   

0

tan ( )
lim 1

( )x x

f x

f x
      3.   

0

arcsin ( )
lim 1

( )x x

f x

f x
  

4.   
0

arctan ( )
lim 1

( )x x

f x

f x
  5.    

0

1

( )lim (1 ( )) f x

x x
f x e


   6.    

0

ln(1 ( ))
lim 1

( )x x

f x

f x


  

7.   
0

( ) 1
lim ln , 0

( )

f x

x x

a
a a

f x


    8.   

0

(1 ( )) 1
lim ( )

( )

r

x x

f x
r r

f x

 
   

 នបើ 
0

lim ( )
x x

f x


  ននាោះ 

 9.   
0

( )1
lim(1 )

( )

f x

x x
e

f x
    10.  

0

ln ( )
lim 0

( )x x

f x

f x
  

សមាា ល់ ៖    នពលដែល x  ខិតនៅររ +∞ ន ើយ n ជាចំនួនពិតវជិជមាន ។ 

នគបាន              ន ើយ  

៤. ភាពជាបន់នអនគុមន ៍(Continuity of Function) 

 នយើងសនងេតនឃើញថាកាលណាតនមលលីមីត នពល x ខិតនៅររតនមលរំណត់ណាមួយ 
នយើងរ៏អាចគណនាតនមលននាោះបាន ាមរយៈការគណនាតនមលអនុគមន៍នោយផ្ទទ ល់ នៅរតង់
តនមលននាោះដែរ។ អនុគមន៍ដែលមាន លរខណៈដបបននោះ រតូវបាននគនៅថាអនុគមន៍ជាប់ ។ 
នយើងនឹងនឃើញថា ភាពជាប់ននអនុគមន៍រនុងន័យ គណិតវទិា គឺនឆលើយតបយា ងសីុជនរៅនៅ
និង ភាពជាប់ រនុងជីវភាពរបចំនថៃដែរ។ មានន័យថា ភាពជាប់សំនៅ នលើអវីដែលនរើតន ើង
រ ូត នោយគ្នម នការរខំានន ើយ ។ 

 អនុគមន៍ f  ជាប់ រតង់ចំណុច a កាលណា  

  ១. ( )f a អាចរំណត់បាន (មានន័យថា a នៅរនុងដែនរំណត់នន f ) 

   

0 00
0 , , 0 , , , ,1

0


   



ln n xx x e 

ln ln
lim 0, lim 0 , lim 0

n

x x nx x x

x x x

e e x  
  

0 0
lim ln , lim ln 0n

x x
x x x

  
  
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២. lim ( )
x a

f x


 មាន  ៣. lim ( ) ( )
x a

f x f a


  

 ឧទា រណ៍ៈ នតើអនុគមន៍មួយណាដែល មិនជាប់ ? 

(a)  

 

(b)  2

1
0

( )

1 0

if x
f x x

if x




 
 

 (c)

2 2
2

( ) 2

1 2

x x
if x

f x x

if x

  


 
 

 

ែំនណាោះស្រស្ថយៈ 

នយើងនឃើញថា f(2) គឺមិនអាចរំណត់បាននទ ែូចននោះ f(x) មិនជាប់រតង់ 2 នទ។ 

ចំនុចននោះនយើងបាន f(0)=1 គឺអាចរំណត់បាន ដត 
20 0

1
lim ( ) lim
x x

f x
x 

 មិនមានតនមលនទ 

ែូចននោះ f(x) មិនដមនជាអនុគមន៍ជាប់រតង់ 0 នទ។ 

ចំនុចននោះនយើងបាន f(2)=1 អាចរំណត់បាន ន ើយ  
2

2 2 2 2

2 ( 2)( 1)
lim ( ) lim lim lim( 1) 3

2 2x x x x

x x x x
f x x

x x   

   
    

 
មានតនមលដត

2
lim ( )
x

f x


≠ (2)f  

ែូចននោះ f(x) រ៍មិនដមនជាអនុគមន៍ជាប់រតង់ 2 ដែរ។ 

ចំណំា៖ អនុគមន៍មួយជាអនុគមន៍ជាប់កាលណានយើងគូសរកាបនោយគ្នម នែរប ិចនចញពី
ររោសនទផទុយនៅវញិនបើអនុគមន៍ននាោះមិនជាប់នទការគូសរកាបនឹងរតូវែរប ិចនចញពី
ររោស នរ ោះនឹងមាន ចំនុចោច់រតង់ណាមួយជាមិនខាន។ 

  

 

 

ឧទា រណ៍៖ ចំន ោះចំនួនគត់ណាមួយ n អនុគមន៍ ( )f x x គឺជាប់ពីខាងស្ថែ  ំ ដតមិនជាប់ពី
ខាងនឆវង នរ ោះ lim ( ) lim ( )

x n x n
f x x n f n

  
     ដត lim ( ) lim 1 ( )

x n x n
f x x n f n

  
     ។ 

 

 

2 2
( )

2

x x
f x

x

 




និយមន័យ៖ អនុគមន៍ f ជាប់ពីខាងស្ថែ នំនចំនុច a កាលណា  

  ន ើយជាប់ពីខាងនឆវងននចំនុច a កាលណា  

 

និយមន័យ៖ អនុគមន៍ f ជាប់នលើចននាល ោះណាមួយកាលណាវា ជាប់រតង់រគប់ចំនុច 
នលើចននាល ោះននាោះ។ 
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វធីិស្ថស្រសែ ៖ នែើមបីបងាា ញអនុគមន៍ជាប់នលើចននាល ោះណាមួយ 

 
( )f x  

 

f ជាប់នលើ ] , [a b  
f ជាប់ខាងស្ថែ រំតង់ a  

រ ឺ lim ( ) ( )
x a

f x f a


  

f ជាប់ខាងស្ថែ នំឆវង 
b  

រ ឺ lim ( ) ( )
x b

f x f b


  

ជាប់នលើ [ , [a b  

b អាច +∞ 

 

ពិត 
 

ពិត 

 

 

មិនគិត 

ជាប់នលើ ] , ]a b  

a អាច -∞ 

 

ពិត 

 

មិនគិត 

 

ពិត 

 

ជាប់នលើ[ , ]a b  
 

ពិត 

 

ពិត 

 

ពិត 

ឧទា រណ៍ ៖ បងាា ញថាអនុគមន៍ 2( ) 1 1f x x    ជាប់នលើចននាល ោះ [-1,1] 

ែំនណាោះស្រស្ថយ៖នបើ -1<a<1 នគបាន
2 2 2lim ( ) lim(1 1 ) lim1 lim 1 1 1 ( )

x a x a x a x a
f x x x a f a

   
          នយើងនឃើញថារាល់តនមល a 

នៅចននាល ោះ]-1,1[ សុទធដតនធវើនអាយ f ជាប់។ 

ន ើយ   
1

lim ( ) 1 ( 1)
x

f x f


    និង 
1

lim ( ) 1 (1)
x

f x f


    

ែូចននោះ f ជាប់នលើចននាល ោះ [-1,1] ។ 

 

 

 

 

សំរាយ៖ នោយ f និង g ជាប់រតង់ចំនុច a ននាោះ lim ( ) ( )
x a

f x f a


  និង lim ( ) ( )
x a

g x g a


  

 នគបាន lim( )( ) lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( ) ( ) ( ) ( )( )
x a x a x a x a

f g x f x g x f x g x f a g a f g a
   

          

 ននោះបងាា ញឱ្យនឃើញថា f+g រ៍ជាប់រតង់ a ដែរ ន ើយែូចគ្នន ចំន ោះ 2 , 3 និង 4 ។ 

 

រទឹសែបីទ ៤.២ ៖ របសិននបើ f និង g ជាប់រតង់ចំនុច a ន ើយ c ជាចំនួននថរ ននាោះអនុ
គមន៍ខាងនរកាមននោះរ៍ជាប់ដែរ  
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 សំរាយ ៖ 

អនុគមន៍ព ុធា ជាអនុគមន៍ដែលមានទរមង់ 

1

1 1 0( ) n n

n nP x a x a x a x a

      ដែល 1 1 0, ,..., ,n na a a a  ជាចំនួននថរ ។ 

នយើងនឃើញថា 
0

0 0lim
x x

a a


  និង 
0

lim n n

x x
x a


 ,n=1,2,3…,n 

ដតនយើងែឹងថា ( ) nf x x  ជាអនុគមន៍ជាប់ ន ើយ ាមរទឹសែីបទ ៤.២ ( ) ng x cx  ជាប់ 

និង P(x) ជាផលបូរនន អនុគមន៍របនភទ ( )g x នំាឱ្យ P(x) រ៏ជាប់ ។ 

អនុគមន៍ អសនិទានជាអនុគមន៍ដែលមានទរមង់ 

( )
( )

( )

P x
f x

Q x
  ដែល ( )P x  និង ( )Q x  ជាអនុគមន៍ព ុធា។ ដែនរំណត់នន ( )f x  គឹ  

 | ( ) 0D x Q x    ន ើយនយើងែឹងនទៀតថា ( )P x  និង ( )Q x  ជាប់នលើ  ។ 

ែូចននោះ ាមរទឹសែីបទ ៤.២ ននាោះ ( )f x  ជាប់នលើដែនរំណត់របស់វា ។ 

ចំណំា ៖  អនុគមន៍រចសនន អនុគមន៍ជាប់ ជាអនុគមន៍ជាប់ដែរ នរ ោះ រកាបននអនុគមន៍រចស
បានមរពីចំនុចឆលុោះននអនុគមន៍នែើមនធៀបនៅនឹង បនាទ ត់ y=x ។ ែូចននោះ នបើ រកាបអនុគមន៍នែើម
គ្នម នចំនុចោច់នទននាោះ រកាបននអនុគមន៍រចសរ៏គ្នម នចំនុចោច់ដែរ ។ 

 

 

 

 

 

 

 

រទឹសែបីទ ៤.៣ ៖  

 រាល់អនុគមន៍ ព ុធាគឺជាអនុគមន៍ជាប់នលើ  

 រាល់អនុគមន៍ អសនិទានជាអនុគមន៍ជាប់កាលណា តនមលវាអាចរំណត់បាន 

មានន័យថា វាជាប់នលើ ដែនរំណត់ របស់វា ។ 

រទឹសែបីទ ៤.៤ ៖ របនភទអនុគមន៍ខាងរកាមននោះ គឺជាប់រតង់រគប់ចំនុចរនុងដែន
រំណត់របស់វា៖ 

ព ុធា  អនុគមន៍សនិទាន អនុគមន៍រា ឌីកាល អនុគមន៍រតីនកាណមារត 

,អនុគមន៍រតីនកាណមារតរចស អនុគមន៍អិចសប ូណង់ដសយល  អនុគមន៍នោការតី
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ឧទា រណ៍ ៖ នតើអនុគមន៍ 
2

ln arctan
( )

1

x x
f x

x





 ជាប់នៅរដនលងណាខលោះ? 

ែំនណាោះស្រស្ថយ នយើងែឹងថា អនុគមន៍ ln xជាប់ចំន ោះ x>0 ន ើយ arctan xជាប់ចំន ោះតនមល 
x  ។ែូចននោះ ln x + arctan xជាប់នលើ (0,+∞) មា ងនទៀត 2 1x  ជាប់ចំន ោះតនមល x ។ ែូច
ននោះ f ជាប់នពល 2 1x  ≠0 ននាោះ f ជាប់នលើចននាល ោះ (0,1) និង (1,+∞)។ 

វធីិមា ងនទៀតរនុងការរចបាច់បញ្ចូ លគ្នន រវាងពីរអនុគមន៍ f និង g គឺអនុគមន៍បណាែ រ់ 

 

 

 

 

ឧទា រណ៍ ៖ គណនា 
1

1
lim arcsin( )

1x

x

x




? 

ែំនណាោះស្រស្ថយ ៖ នោយ arcsin ជាអនុគមន៍ជាប់នលើ ននាោះនយើងអាចនរបើរទឹសែីបទ ៤.៥ 

នគបាន
1 1 1

1 1 1 1
limarcsin( ) arcsin(lim ) arcsin(lim ) arcsin

1 1 2 6(1 )(1 )x x x

x x x

x x x x


  

  
   

   
 

 

 

 

 

 

ឧទា រណ៍ ៖  

  x ជាប់រតង់ 0 0x   ន ើយ sin x ជាប់នលើ  ននាោះ ( ) sinf x x ជាប់រតង់ 0 0x   

   sin x ជាប់រតង់ 0x   ន ើយ nx ជាប់រតង់ 0y   ននាោះ ( ) sinnf x x ជាប់រតង់ x   

 

 

 

រទឹសែបីទ ៤.៥ ៖ នបើអនុគមន៍ f ជាប់រតង់ b និង  ននាោះ 
   

មានន័យថា     

រទឹសែបីទ ៤.៦ ៖ នបើ ជាអនុគមន៍ជាប់រតង់ ន ើយ ជាប់រតង់  ននាោះអនុគម
ន៍បណាែ រ់  រ៏ ជាប់រតង់  ។ 
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ឧទា រណ៍ ៖ ររបនាល យភាពជាប់ ននអនុគមន៍ f  រតង់ 0x  ដែល sin
( )

1

x
f x

x





  

ែំនណាោះស្រស្ថយ ៖ នោយ 
1 1

sin sin (1 )
lim ( ) lim

1 1x x

x x
f x

x x

 


 


   

 
 

ែូចននោះបនាល យភាពជាប់នន f  រតង់ 0x  គឺ 
sin

1
( ) 1

1

x
if x

g x x

if x








 
 

   ។ 

 

  

 

 

 

 

         

    

 

 

 

 

រទឹសែបីទ ៤. ៧ ៖ នគនអាយអនុគមន៍ មានន័យរតង់ voisinage នន នលើរដលង
រតង់ ប ុដនែ  ននាោះនគអាចបនងេើត បនាល យភាពជាប់ ននអនុគមន៍  រតង់ 

 បានដែលរំណត់នោយអនុគមន៍ថមីគឺ  

  

គឺ  ជាប់រតង់  នោយ  

រទឹសែបីទ តនមលរណាែ ល ៖ ឧបមាថា  ជាអនុគមន៍ជាប់នលើចននាល ោះបិទ  ន ើយ
មានតនមល  ណាមួយនៅចននាល ោះ  ដែល ។ ននាោះរបារែជា
មានតនមល យា ងតិច មួយនៅចននាល ោះ  ដែលនផទៀងផ្ទទ ត់  ។ 

  

f(b)

ធ
f(a)

ធ
a b c 

y=f(c)=N 

y 

x 
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នយើងនឃើញថារទឹសែីបទននោះពិតជារតឹមរតវូ រនុងន័យធរណីមារត នរ ោះនបើនយើងគូសបនាទ ត់
y N កាត់ចននាល ោះ[ ( ), ( )]f a f b  ននាោះបនាទ ត់របារែជាកាត់ ដខែនកាង រ ឺ បនាទ ត់ដែលគ្នម នចំនុច
ោច់ននាោះ( f ជាប់)។ ននោះបងាា ញឱ្យនឃើញថាមានតនមលណាមួយដែលនៅចននាល ោះ [ , ]a b  ដែល 

( )f c N ។រទឹសែីបទននោះរតូវបានបងាា ញនោយនោរ Karl Weierstrass 1(1815-1897) ។ 

ររណីពិនសស ៖ ររណីដែល ( ). ( ) 0f a f b   ននាោះមានតនមល cយា ងតិចមួយនៅចននាល ោះ[ , ]a b  
ដែលនផទៀងផ្ទទ ត់ ( )f c N =0 ។ ររណីននោះភាគនរចើនរតវូបាននគនរបើ នែើមបីបងាា ញថាសមីការ
មានរសឹនៅចននាល ោះបិទណាមួយ។ 

        

 

 

 

 

            
 ឧទា រណ៍ ៖ បងាា ញថាមានរសឹមួយននសមីការ 3 24 6 3 2 0x x x    នៅចននាល ោះ[1,2] ។
 ែំនណាោះស្រស្ថយ ៖ នោយសមីការជាអនុគមន៍ព ុធាននាោះវាជាអនុគមន៍ជាប់ ែូចននោះ
នយើងអាចនរបើរទឹសែីបទតនមលរណាែ ល ។ នោយ (1) 1 0f    និង (2) 12 0f    ននាោះ 

(1). (2) 0f f   មានន័យថាមានតនមល x ណាមួយនៅចននាល ោះ[1,2]ដែលនធវើឱ្យសមីការខាងនលើនសមើ
សូនយ រមឺានរសឹ។ 

 

 

 

 

 
                                                           
1 Karl Weierstrass ជាអនរគណិតវទិាជនជាតិអា ឺម ង់ដែលបានស្រស្ថយបញ្ជជ រ់រទឹសែីបទតនមលរណាែ ល និង មូលោា នមួយ
ចំនួននន Calculus ។ នោររតូវបាននគស្ថា ល់ថាជារគូបនរងៀនែ៏លអមាន រ់ ន ើយអតាបទបនរងៀនរបស់គ្នត់រតូវបាន ំនំានៅអឺុរ  បុ
នោយរូនសិសែរបស់គ្នត់ មា ងនទៀតគ្នត់រ៏ជាស្ថា បនិរនន គណិតវភិាគទំននើបដែរ។ 
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x x
 

  
   

 
ដត x   

នគបាន
2

2 2

2 2(1 )

2 2

x x x

x x

 
 

     
  

   

នគបាន 1 1 8 (1 ) 1 1 8 (1 )
] , [ ] , [

2 2
x

   

 

     
   

 
ដត x 

1 1 8 (1 )
] , [

2
x

 



  
  


នយើងអាចយរ 1 1 8 (1 )

2
N

 



  
 


 

ែូចននោះ
2

2
lim 1

2x

x x

x

 
 


 

១៣.
2 1

lim
x

x

x


   

 ចំន ោះ 0, 0 /M N x N      នគបាន
2 21 1

0
x x Mx

M
x x

  
    

 -ររណី 2M  នគបាន ]0, [x  នយើងអាចយរ 0N   

-ររណី 2M  នគបាន
2 24 4

] , [ ] , [
2 2

M M M M
x

   
    ដត x ននាោះ

នយើងយរ
2 4

] , [
2

M M
x

 
  យរ

2 4

2

M M
N

 
  

ែូចននោះ
2 1

lim
x

x

x


   

 

១៤. 2lim ( 3 2)
x

x x


      

ចំន ោះ 0, 0 /M N x N      នគបាន 2 23 2 3 2 0x x M x x M           នគ

បាន 17 4 3 17 4 3
] , [ ] , [

2 2

M M
x

   
    នោយ xនំានអាយ

17 4 3
] , [

2

M
x

 
  នយើងអាចយរ 17 4 3

2

M
N

 
  

ែូចននោះ 2lim ( 3 2)
x

x x


      
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១៥.
2 1

lim ( )
x

x

x


   

ចំន ោះ 0, 0 /M N x N       នគបាន
2 21 1

0
x x Mx

M
x x

  
                                  

-ររណី 2M  នំានអាយ ] ,0[x  នយើងអាចយរ 0N                   

-ររណី 2M  នំានអាយ
2 4

] , [
2

M M
x

  
  នរ ោះ x យរ

2 4

2

M M
N

 
   

ែូចននោះ
2 1

lim ( )
x

x

x


   

១៦. 1
lim ( 3)

2xx
    

 ចំន ោះ 0, 0 /M N x N       នគបាន 2

1 1
3 2 log (3 )

2 3

x

x
M x M

M
       



 យរ 2log (3 )N M   

 ែូចននោះ 1
lim ( 3)

2xx
    

 

ភាពជាប ់
១៧. រំណត់តនមល m  និង n  នែើមបីឲ្យអនុគមន៍  f x  ជាប់នលើចននាល ោះ ] , [   

  

, 1

, 1 4

2 , 4

x if x

f x mx n if x

x if x




   
    

១៨. នគឲ្យអនុគមន៍    
2

2

1 cos
,

cos ,

x
x

xf x

x m x









 
  

រំណត់តនមល m  នែើមបឲី្យ  f x  ជាប់រតង់ x  ។ 

១៩. នគឲ្យអនុគមន៍  
2cos 1

, 0,
2cos 2 1 2 3

x
f x x

x

     
         

 

     នតើនគអាចបនាល យអនុគមន៍  f x  ឲ្យជាប់រតង់ 0
3

x


  ដែរឬនទ? 
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២០. នគឲ្យអនុគមន៍ f រំណត់នោយ  
3

x
f x

x 
។ សិរាភាពជាប់ននអនុគមន៍ f  រតង់ 

0 0x  ។ 

២១. នគឲ្យអនុគមន៍  
  3

2

, 0

2 1 , 0

xx a e x
f x

ax x x

  
 

  
 

       រំណត់តនមល a  នែើមបឲី្យអនុគមន៍ f  ជាប់រតង់ 0x   ។ 

២២. នគឲ្យអនុគមន៍  
sin

1 cos

x
f x

x



។ សិរាលីមីតនឆវង លីមីតស្ថែ រំតង់ចំនុច 

0 0x  ។ នតើនគអាច

បនាល យអនុគមន៍ f  ឲ្យជាប់រតង់ចំនុច 0 0x   បានដែរឬនទ? 

២៣. នគឲ្យអនុគមន៍ : ,
2 2

f
  

  
 

  
1 cos 2

sin , 0
sin

2 , 0

x
x x

x f x x

x

 
 

 
 

 

       នតើអនុគមន៍ f  ននោះជាប់រតង់ចំនុច 0 0x   ឬនទ? 

២៤. រំណត់តនមល a  នែើមបឲី្យអនុគមន៍ f  ជាប់នលើ  ដែលរំណត់នោយ  
3

2 , 1

log , 1

x a x
f x

x x

  
 


 

២៥. ររតនមល  ដែលនធវើឲ្យអនុគមន៍  

3

2

1
, 1

1

, 1

x
if x

f x x

a if x

 


  
 

 ជាប់រតង់ចំនុច 1x   ។ 

២៦. អនុគមន៍  រំណត់នោយ   2

3 ,

1 ,

x if x a
f x

x if x a

 
 

 
 

     រំណត់ចំនួនពិត a  នែើមបឲី្យអនុគមន៍ f  ជាប់រតង់ x a  ។ 

២៧. នគឲ្យអនុគមន៍ f  រំណត់នោយ  
2

3 2

sin

sin

x x x
f x

x x





 ចំន ោះ 0x   ន ើយមាន     

   0 lnf a  ។ រំណត់តនមល a  នែើមបីឲ្យ f  ជាប់រតង់ចំនុច 0x   ។ 

២៨. g  ជាអនុគមន៍រំណត់នលើ  នោយ  
32 3 4 , 0

1 2 3 , 0

x xe e if x
g x

x m if x

   
 

  
 

       រំណត់តនមល m  នែើមបីឲ្យ g  ជាអនុគមន៍ជាប់នលើ  ។ 

២៩. រំណត់តនមល a  នែើមបីឲ្យអនុគមន៍  
2

1

, 0

, 0

xe if xf x

a if x


  
 

  ជាប់រតង់ 0x   ។ 
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៣០. នគឲ្យអនុគមន៍  
 

2 , 0, 1
ln

ln 1 , 0

e
x if x x

f x x

m if x


   

 
  

 

       រំណត់តនមល m  នែើមបីឲ្យ f  ជាប់ខាងស្ថែ រំតង់ 0x   ។ 

៣១. នគឲ្យអនុគមន៍  
 sin sin sin x

f x
x

    នបើ 0x   និង 

 
 

   
, 0

log 6 log 6 , 0

f x if x
g x

k k if x

 
 

   

 

 រំណត់តនមល k  នែើមបឲី្យ g  ជាបនាល យាមភាពជាប់នន f  រតង់ 0x   ។ 

 

ដណំ ោះស្រាយ 

១៧. រំណត់តនមល m  និង n  នែើមបីឲ្យអនុគមន៍  f x  ជាប់នលើចននាល ោះ ] , [   

  

, 1

, 1 4

2 , 4

x if x

f x mx n if x

x if x




   
    

 

អនុគមន៍  f x  ជាប់នលើចននាល ោះ ] , [   លុោះរាដតអនុគមន៍  f x  ជាប់រតង់ 1 និង 4 ៖ 

ររណីអនុគមន៍  f x  ជាប់រតង់ 1  

នយើងមាន        
1 1 1 1

lim lim lim lim 1, 1
x x x x

f x f x mx n x m n
      

        

 ររណីអនុគមន៍  f x  ជាប់រតង់ 4 ៖ 

នយើងមាន          
4 4 4 4

lim lim lim lim 2 4 8, 2
x x x x

f x f x mx n x m n
      

          

ាម  1 និង  2  នយើងបាន 3m    និង 4n   

ែូចននោះ  3 , 4m n    



វទិាស្ថា នជាតិ  អប់រ ំ លីមីត និង ភាពជាប់ននអនុគមន៍ 

 

គណិតវទិាររមុ០៣(ជំនាន់ទី ១៨) ទំព័រទី22 

 

១៨. នគឲ្យអនុគមន៍    
2

2

1 cos
,

cos ,

x
x

xf x

x m x









 
  

រំណត់តនមល m  នែើមបឲី្យ  f x  ជាប់រតង់ x  ។ 

 

នគមាន   2 2cos 1f m m      

 
     

2 2

2 2 2

2cos 2sin
1 cos 12 2lim lim lim lim

2
4

4

x x x x

x x
x

f x
x x x   



  
      




   
  



 

   2 2lim lim cos 1
x x

f x x m m
   

     

នែើមបីឲ្យ  f x  ជាប់រតង់ x   លុោះរាដត      lim lim
x x

f x f x f
 


  

   

 
2 1 6

1
2 2

m m       

ែូចននោះ  6

2
m    

១៩. នគឲ្យអនុគមន៍  
2cos 1

, 0,
2cos 2 1 2 3

x
f x x

x

     
         

 

នតើនគអាចបនាល យអនុគមន៍  f x  ឲ្យជាប់រតង់ 0
3

x


  ដែរឬនទ? 

នយើងមាន  
   2

3 3

2cos 1
lim lim

2 2cos 1 1 2cos 1x x

x
f x

x x 
 




   
 

 

  
   

  

3

3

2cos 1
lim

2cos 1 2cos 1 2cos 1

1 1
lim

42cos 1 2cos 1

x

x

x

x x x

x x












  

 
 

 

ែូចននោះ នគអាចបនាល យអនុគមន៍  f x  ឲ្យជាប់រតង់ចំនុច 0
3

x


  បាននោយរគ្នន់ដតបដនាម 

1

3 4
f

 
 

 
។ 
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២០. នគឲ្យអនុគមន៍ f រំណត់នោយ  
3

x
f x

x 
។ សិរាភាពជាប់ននអនុគមន៍ f  រតង់ 

0 0x  ។ 

 

នយើងមាន    0 0 0f x f   

   
0 0 0

lim lim lim 0
3 3x x x

x x
f x

x x    
  

 
 នរ ោះ 0x   ននាោះ x x  

   
0 0 0

lim lim lim 0
3 3x x x

x x
f x

x x    
  

  
 នរ ោះ 0x   ននាោះ x x   

នោយ      
0 0

lim lim 0
x x

f x f x f
  

    

ែូចននោះ អនុគមន៍ f  ជាប់រតង់ 0 0x   ។ 

២១. នគឲ្យអនុគមន៍  
  3

2

, 0

2 1 , 0

xx a e x
f x

ax x x

  
 

  
 

រំណត់តនមល a  នែើមបឲី្យអនុគមន៍ f  ជាប់រតង់ 0x   ។ 

 

នយើងមាន  0 1f   

     2

0 0
lim lim 2 1 1
x x

f x ax x
  

     

      3

0 0
lim lim x

x x
f x x a e a

 



 
    

នែើមបីឲ្យអនុគមន៍ f  ជាប់រតង់ 0x   លុោះរាដត      
0 0

lim lim 1
x x

f x f x f o a
  

     

 ែូចននោះ  1a   

២២. នគឲ្យអនុគមន៍  
sin

1 cos

x
f x

x



។ សិរាលីមីតនឆវង លីមីតស្ថែ រំតង់ចំនុច 0 0x  ។ នតើនគអាច

បនាល យអនុគមន៍ f  ឲ្យជាប់រតង់ចំនុច 0 0x   បានដែរឬនទ? 

 

 សិរាលីមីតនឆវង លីមីតស្ថែ ំរតង់ចំនុច 0 0x   
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នយើងមាន  
2

2sin cos 2sin cos
sin 2 2 2 2

1 cos
2 sin2sin

22

x x x x
x

f x
xx x

  


 

នបើ 0x   ននាោះ sin 0 sin sin
2 2 2

x x x
  

 

 

នយើងបាន 
0 0

2sin cos 2sin cos
2 2 2 2lim lim 2

2 sin2 sin
22

x x

x x x x

xx  
   

 ែូចននោះ លីមីតស្ថែ ំនន  f x  គឺ  
0

lim 2
x

f x


  

នបើ 0x   ននាោះ sin 0 sin sin
2 2 2

x x x
     

 
0 0

2sin cos 2sin cos
2 2 2 2lim lim 2

2 sin2 sin
22

x x

x x x x

xx  
  



 

 ែូចននោះ លីមីតនឆវងនន  f x  គឺ  
0

lim 2
x

f x


   

 នតើនគអាចបនាល យអនុគមន៍ f  ឲ្យជាប់រតង់ 0 0x   បានដែរឬនទ? 

នោយ    
0 0

lim 2 lim 2
x x

f x f x
  

     ននោះបញ្ជជ រ់ថា  
sin

1 cos

x
f x

x



  

គ្នម នលីមីតរតង់ 0 0x  នទ 

ែូចននោះ នគមិនអាចបនាល យអនុគមន៍ f  ឲ្យជាប់រតង់ 0 0x   បាននទ។ 

២៣. នគឲ្យអនុគមន៍ : ,
2 2

f
  

  
 

 

     
1 cos 2

sin , 0
sin

2 , 0

x
x x

x f x x

x

 
 

 
 

 

 នតើអនុគមន៍ f  ននោះជាប់រតង់ចំនុច 0 0x   ឬនទ? 
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នយើងមាន    0 0 2f x f   

   
2 2 sin1 cos2 2sin

sin sin sin
sin sin sin

xx x
f x x x x

x x x


       

នយើងបាន  
0 0 0

2 sin 2 sin
lim lim sin lim sin 2

sin sinx x x

x x
f x x x

x x    

   
         

  

 

   
0 0 0

2 sin 2 sin
lim lim sin lim sin 2

sin sinx x x

x x
f x x x

x x    

   
          

  

 

នោយ    
0 0

lim 2 lim 2
x x

f x f x
  

     

 ែូចននោះ  អនុគមន៍ f  មិនជាប់រតង់ 0 0x   នទ។ 

២៤. រំណត់តនមល a  នែើមបីឲ្យអនុគមន៍ f  ជាប់នលើ  ដែលរំណត់នោយ  
3

2 , 1

log , 1

x a x
f x

x x

  
 


 

 

 នយើងមាន  1 2f a    

      
1 1

lim lim 2 2
x x

f x x a a
  

       

     3
1 1

lim limlog 0
x x

f x x
  

   

 នែើមបីឲ្យ f  ជាប់នលើ  លុោះរាដត      
1 1

lim lim 1 2 0 2
x x

f x f x f a a
  

        

 ែូចននោះ  2a   

២៥. ររតនមល  ដែលនធវើឲ្យអនុគមន៍  

3

2

1
, 1

1

, 1

x
if x

f x x

a if x

 


  
 

 ជាប់រតង់ចំនុច 1x   ។ 

 

នយើងមាន  1f a  
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 

   

3

21 1

1 3 2 3

1
lim lim

1

1 1
lim

61 1 1

x x

x

x
f x

x

x

x x x x

 









 

   

 

 នែើមបីឲ្យអនុគមន៍ f  ជាប់រតង់ 1x   លុោះរាដត 

    
1

1
1 lim

6x
f f x a


    

 ែូចននោះ  1

6
a   

 

២៦. អនុគមន៍  រំណត់នោយ   2

3 ,

1 ,

x if x a
f x

x if x a

 
 

 
 

  រំណត់ចំនួនពិត a  នែើមបីឲ្យអនុគមន៍ f  ជាប់រតង់ x a  ។ 

 

នយើងមាន   3f a a   

     lim lim 3 3
x a x a

f x x a
  

     

     2 2lim lim 1 1
x a x a

f x x a
  

     

 នែើមបីឲ្យអនុគមន៍ f  ជាប់រតង់ x a  លុោះរាដត  

 

     
2

2

lim lim

1 3

2 0

1 , 2

x a x a
f x f x f x

a a

a a

a a

  
 

   

   

   

 

 ែូចននោះ  1,2a   

២៧. នគឲ្យអនុគមន៍ f  រំណត់នោយ  
2

3 2

sin

sin

x x x
f x

x x





 ចំន ោះ 0x   ន ើយមាន  

     0 lnf a  ។ រំណត់តនមល a  នែើមបីឲ្យ f  ជាប់រតង់ចំនុច 0x   ។ 
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នយើងមាន    0 lnf a  

   

2

2

3 2 20 0 0
2

2

sin
1

sin
lim lim lim 2

sin sinx x x

x
x

x x x x
f x

x x x
x x

x

  

 
      

  
 

 

 

នែើមបីឲ្យ f  ជាប់រតង់ចំនុច 0x   លុោះរា

      2 4

0
0 lim ln 2 ln

x
f f x a e a e 


        

ែូចននោះ 4a e  

២៨. g  ជាអនុគមន៍រំណត់នលើ  នោយ  
32 3 4 , 0

1 2 3 , 0

x xe e if x
g x

x m if x

   
 

  
 

 រំណត់តនមល m  នែើមបីឲ្យ g  ជាអនុគមន៍ជាប់នលើ  ។ 

 

នយើងមាន  0 2 3 4 5g       

     3

0 0
lim lim 2 3 4 5x x

x x
g x e e

  
      

     
0 0

lim lim 1 2 3 1 3
x x

g x x m m
  

      

 g  ជាអនុគមន៍ជាប់នលើ  លុោះរាដត  

      
0 0

lim lim 0 1 3 5 2
x x

g x g x g m m
  

         

 ែូចននោះ 2m   

២៩. រំណត់តនមល a  នែើមបឲី្យអនុគមន៍  
2

1

, 0

, 0

xe if xf x

a if x


  
 

  ជាប់រតង់ 0x   ។ 

 

នយើងមាន  0f a  

   
2

1

0 0
lim lim 0x

x x
f x e



 
   
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 នែើមបីឲ្យ f  ជាប់រតង់ 0x   លុោះរាដត    
0

lim 0 0
x

f x f a


    

 ែូចននោះ 0a   

៣០. នគឲ្យអនុគមន៍  
 

2 , 0, 1
ln

ln 1 , 0

e
x if x x

f x x

m if x


   

 
  

 

  រំណត់តនមល m  នែើមបីឲ្យ f  ជាប់ខាងស្ថែ រំតង់ 0x   ។ 

 

នយើងមាន    0 ln 1f m   

   
0 0

lim lim 2 2
lnx x

e
f x x

x  

 
     

 
 

 នែើមបីឲ្យ f  ជាប់ខាងស្ថែ រំតង់ 0x   លុោះរាដត 

       2

0
lim 0 2 ln 1 1
x

f x f m m e





        

 ែូចននោះ 21m e   

៣១. នគឲ្យអនុគមន៍  
 sin sin sin x

f x
x

    នបើ 0x   និង 

 
 

   
, 0

log 6 log 6 , 0

f x if x
g x

k k if x

 
 

   

 

 រំណត់តនមល k  នែើមបឲី្យ g  ជាបនាល យាមភាពជាប់នន f  រតង់ 0x   ។ 

 

នយើងមាន  
 

0 0

sin sin sin
lim lim
x x

x
f x

x 

    

   
 

 
 

0

sin sin sin sin sin sin
lim 1

sin sin sinx

x x x

x x x

        
  

 

 នែើមបីឲ្យ g  ជាបនាល យាមភាពជាប់នន f  រតង់ 0x    

លុោះរាដត      
0

lim log 6 log 6
x

f x k k


     
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