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−
−+ −

= − −  

( ) ( )
( )1

1 11

2

1 !
1

n
nn

n

x n n
y

x

−
− ++  −

= −  

( ) ( )1

1

!
1

nn

n

n
y

x

+

+
= −  
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េូចដៃេះ ( ) ( )
( )1 1 !

1
nn

n

n
y

x

− −
= −  ។ 

ខ. ( )cos 2 3y x= +  

ដគមាៃ ( ) 1' 2sin 2 3 2 cos 2 3
2

y x x
 

= − + = + + 
 

  

 ( ) 2 2
'' 4cos 2 3 2 cos 2 3

2
y x x

 
= − + = + + 

 
 

 ( ) 3 3
''' 8sin 2 3 2 cos 2 3

2
y x x

 
= + = + + 

 
 

 ................................................................... 
ឧបមាថាវាពិតេល់ដេរដីេទី n  ដគបាៃ 

( )
2 cos 2 3

2

n n n
y x

 
= + + 

 
 

រាយថាវាៃឹងពិតដេរចំដពាេះដេរដីេទី 1n+   

ដគមាៃ ( )
2 cos 2 3

2

n n n
y x

 
= + + 

 
 

ដគបាៃ ( )1
2 2 sin 2 3

2

n n n
y x

+  
= −  + + 

 
 

12 cos 2 3
2 2

n n
x

 +   
= + + +  

  
 

( )1
1

2 cos 2 3
2

n
n

x


+
+ 

= + + 
 

 ពិត 

េូចដៃេះ ( )
2 cos 2 3

2

n n n
y x

 
= + + 

 
 ។ 
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ឃ. 5

1
y

x
=

−
 

ដគមាៃ 
( )

( )
( )

1

2 1 1

5 5 1!
' 1

1 1
y

x x
+


= − = −

− −
  

( )

( ) ( )
( )

( )

2

4 3 2 1

5 2 1 10 5 2!
'' 1

1 1 1

x
y

x x x
+

  − 
= = = −

− − −
 

( )

( ) ( )
( )

( )

2

3

6 4 3 1

5 2 3 1 30 5 3!
''' 1

1 1 1

x
y

x x x
+

   − 
= − = − = −

− − −
 

...................................................................................... 
ឧបមាថាវាពតិេល់ដេរដីេទី n  ដគបាៃ ( ) ( )

( )
1

5 !
1

1

nn

n

n
y

x
+


= −

−
 

រាយថាវាៃឹងពិតដេរចំដពាេះដេរដីេទី 1n+  

ដគមាៃ ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

1

2 1

5 1 ! 1
1

1

n

nn

n

n n x
y

x

+

+

 +   −
= − −

−
 

( )
( )

( )

1

2 2

5 1 !
1

1

n

n n

n

x

+

+ −

 +
= −

−
 

( )
( )

( )

1

2

5 1 !
1

1

n

n

n

x

+

+

 +
= −

−
 ពិត 

េូចដៃេះ ( ) ( )
( )

1

5 !
1

1

nn

n

n
y

x
+


= −

−
 ។ 

ង. 
2

2 1

2

x
y

x x

+
=

+ −
 

ដោយ 
2

2 1

2

x
y

x x

+
=

+ −
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( )( )
2 1

1 2

x

x x

+
=

− +
 

( ) ( )

( )( )

1 2

1 2

x x

x x

− + +
=

− +
 

1 1

1 2x x
= +

− +
 

( ) ( )x x = +  

ដេល ( ) ( )
1 1

,
1 2

x x
x x

 = =
− +

  

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n
y x x = +  (តាមរបូមៃតដេរដីេនៃផលបូក) 

តាង ( )
a

u x
bx c

=
+

 ដេល , , ,
c

a b c x
b

  −  

- គណនា ( ) ( )n
u x   

ដគមាៃ ( )
( )

( )
( )

1
1

2 1 1

1!
' 1

ab ab
u x

bx c bx c
+


= − = −

+ +
 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )

2 2
2

4 3 2 1

2 2 2!
'' 1

ab b bx c ab ab
u x

bx c bx c bx c
+

 + 
= = = −

+ + +
 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )

2

3

6 4 3 1

3 3 32 3 6 3!
''' 1

ab bx c ab ab
u x

bx c bx c bx c
+

  + 
= − = − = −

+ + +
 

..............................................................................................  
ឧបមាថាវាពិតេល់ដេរដីេទី n  ដគបាៃ  

( ) ( ) ( )
( )

1

!
1

n
nn

n

ab n
u x

bx c
+


= −

+
 

រាយថាវាៃឹងពិតដេរចំដពាេះដេរដីេទី 1n+  
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ដគមាៃ ( ) ( ) ( )
( )

1

!
1

n
nn

n

ab n
u x

bx c
+


= −

+
 

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

1

1

2 1

1 !
1

nn
nn

n

ab n n bx c
u x

bx c

+

+

+

 +   +
= − −

+
 

( )
( )

( )

1
1

2 2

1 !
1

n
n

n n

ab n

bx c

+
+

+ −

 +
= −

+
 

( )
( )

( )

1
1

2

1 !
1

n
n

n

ab n

bx c

+
+

+

 +
= −

+
 ពិត 

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( )
( )

( )1

!
1 1

n
nn

n

ab n
u x

bx c
+


= −

+
 ពិត 

តាម ( )1  ដគបាៃ ( ) ( ) ( )
( )

1

!
1

1

nn

n

n
x

x


+
= −

−
  

ៃិង ( ) ( ) ( )
( )

1

!
1

2

nn

n

n
x

x


+
= −

+
 

នាឱំ្យ ( ) ( )
( )

( )
( )

1 1

! !
1 1

1 2

n nn

n n

n n
y

x x
+ +

= − + −
− +

  

េូចដៃេះ ( ) ( )
( )

( )
( )

1 1

! !
1 1

1 2

n nn

n n

n n
y

x x
+ +

= − + −
− +

 ។ 

ចំម េះដងឹបន្ថែ្  
រូប្ថតមេបថិច (Leibniz Rule)៖ ដគមាៃអៃុគមៃ ៍ ( )f x uv=  

ដេល u  ៃិង v  ជាអៃុគមៃន៍ៃ x  ៃិងមាៃដេរដីេលំោប ់ n  ដគបាៃដេរដីេ
លំោប ់ n  នៃ ( )f x  កំណតដ់ោយ៖ 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

C ,
n

n n k k

k

f x n k u v
−

=

=    ។ 

4> ដោយដរបើៃិយមៃយ័នៃដេរដីេនៃអៃុគមៃ ៍ចូរបង្ហា ញថា 
( )' 2cos 2f x x=  ដបើ ( ) sin 2 5f x x= +  ។ 

ចម្លើយ 
បង្ហា ញថា ( )' 2cos 2f x x=  

តាមៃិយមៃយ័ដគបាៃ ( )
( ) ( )

0
' lim

h

f x h f x
f x

h→

+ −
=  

ដោយ ( ) sin 2 5f x x= +   
នាឱំ្យ ( ) ( )sin 2 5f x h x h+ = + +    

ដគបាៃ ( )
( )( ) ( )

0

sin 2 5 sin 2 5
' lim

h

x h x
f x

h→

+ + − +  
=  

( )
0

sin 2 2 sin 2
lim
h

x h x

h→

+ −
=  

0

sin 2 cos2 sin 2 cos2 sin 2
lim
h

x h h x x

h→

+ −
=  

( )
0

sin 2 cos2 1 sin 2 cos2
lim
h

x h h x

h→

− +
=  

0 0

cos2 1 sin 2
sin 2 lim 2cos2 lim

2h h

h h
x x

h h→ →

−
= +  

sin2 0 2cos2 1x x=  +   (ដរពាេះ 
0

cos2 1
lim 0
h

h

h→

−
= ) 

2cos2x=  
េូចដៃេះ ( )' 2cos2f x x=  ។ 



 

ស្រាវស្រាវ នងិរ ៀបរ ៀងរោយ ៖ ពុធ បូរុ៉ី ទំព័ ទី 18 

5> ដគមាៃអៃុគមៃ ៍ ( ) 2

8
f x

x
=  ។ 

ក. សងរ់ោប ( )C  តាងអៃុគមៃខ៍ាងដលើ ។ 
ខ. សរដសរសមោីរបនាា ត ់ ( )T  ប េះរោប ( )C  រតង ់ x a=  ។ 
គ. ដបើបនាា ត ់( )T  ោតអ់ក័សអរដោដៃ ៃងិអក័សអាបសីុ់សរតងច់ណុំច A  ៃិង 
B  ដរៀងគ្នា  ចូរកណំតកូ់អរដោដៃនៃចំណុច A  ៃិង B  ។ 
ឃ. រកនផារកឡានៃរតីដោណ OAB  ដៅដពល a→  ។ 

ចម្លើយ 
ក. សងរ់ោប ( )C  
ន្ដថក ំត់នថអថុគ្ថ ៍
អៃុគមៃ ៍ ( )f x  មាៃដេៃកណំត ់  D 0= −  
មដរមីេ ថងិអមេរភាពនថក្រាប 

ចំដពាេះ ( ) 3

16
D, 'f x

x
 = −  

ដបើ 0x   ដគបាៃ ( )3

3

16
0 ' 0x f x

x
  = −   ដនាេះរោប ( )C  

ចុេះជាៃិចចចំដពាេះ ( )0,x  +  

ដបើ 0x   ដគបាៃ ( )3

3

16
0 ' 0x f x

x
  = −   ដនាេះរោប ( )C  

ដកើៃជាៃិចចចំដពាេះ ( ),0x  −  
លី្ីតចុងន្ដថ 

( ) 2
0 0

8
lim lim
x x

f x
x+ +→ →

= = +  
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( ) 2
0 0

8
lim lim
x x

f x
x− −→ →

= = +  

( ) 2

8
lim lim 0
x x

f x
x→ →

= =  

ដគបាៃចំដពាេះ ( ),0x  −  រោប ( )C  ដកើៃពី 0  ដៅ +  
ៃិងចំដពាេះ ( )0,x  + រោប ( )C ចុេះពី + ដៅ 0  
ដគបាៃរោប ( )C នៃអៃុគមៃ ៍ ( )f x  
សង់ក្រាប 

 
ខ. សរដសរសមោីរបនាា ត ់ ( )T  ប េះរោប ( )C  រតង ់ x a=   
សមោីរបនាា តប់នាា ត ់ ( )T  ប េះរោប ( )C  រតង ់ x a=  
ដគបាៃ ( ) ( )( ) ( ): 'T y f a x a f a= − +  

ដេល ( ) ( )3 2

16 8
' ,f a f a

a a
= − =  



 

ស្រាវស្រាវ នងិរ ៀបរ ៀងរោយ ៖ ពុធ បូរុ៉ី ទំព័ ទី 20 

នាឱំ្យ ( ) ( )3 2 3 2

16 8 16 24
:T y x a x

a a a a
= − − + = − +  

េូចដៃេះ ( ) 3 2

16 24
:T y x

a a
= − +  ។ 

គ. កណំតកូ់អរដោដៃនៃចណុំច A  ៃិង B  
ដោយបនាា ត ់ ( )T  ោតអ់ក័សអរដោដៃរតង ់ A   

ដគបាៃ 
2

24
Ay

a
=  (ដរពាេះ 0Ax = ) 

បនាា ត ់ ( )T  ោតអ់ក័សអាបសីុ់សរតង ់ B  

ដគបាៃ 
3 2

16 24 3
0

2
B B

a
x x

a a
− + =  =  (ដរពាេះ 0By = ) 

េូចដៃេះ 
2

24 3
0, , ,0

2

a
A B

a

   
   
   

 ។ 

ឃ. រកនផារកឡានៃរតីដោណ OAB  ដៅដពល a→   
តាង S  ជានផារកឡារតីដោណ OAB   
ដោយ OAB  ជារតីដោណដកង  

ដគបាៃ 
2

1 1 3 24 18

2 2 2
B A

a
S x y

a a
= =   =  

ដពល a a→ →+  ដគបាៃ 18
0

a
→  

េូចដៃេះ 0S =  ដបើ a→  ។ 
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6> បង្ហា ញថាដខសដោងនៃអៃុគមៃ ៍ cos

1 sin

x
y

x
=

+
 មៃិមាៃបនាា តប់ េះជា

បនាា តដ់េកដនាេះដទ ។ 

ចម្លើយ 
បង្ហា ញថាដខសដោងនៃអៃុគមៃ ៍ y  មៃិមាៃបនាា តប់ េះជាបនាា តដ់េក
ដនាេះដទ  

អៃុគមៃ ៍ cos

1 sin

x
y

x
=

+
 មាៃដេៃកណំត ់

D 2 ;
2

k k



 

= − − +  
 

 

ឧបមាថាអៃុគមៃ ៍ cos

1 sin

x
y

x
=

+
 មាៃបនាា តប់ េះជាបនាា តដ់េករតង ់

;x a a=   

ដគបាៃ ( )' 0y a =  ដេល ( )

( )

2

2

sin 1 sin cos
'

1 sin

x x x
y

x

− + −
=

+
 

( )

2 2

2

sin sin cos

1 sin

x x x

x

− − −
=

+
 

( )
2

1 sin

1 sin

x

x

− −
=

+
 

ដបើ ( )' 0 1 sin 0 2 D
2

y a a a k


=  − − =  = − +   

មាៃៃយ័ថាគ្នា ៃតនមៃ a  ណាមយួដ្វើឱ្យសមោីរ ' 0y =  ដទ  
ដនាេះអៃុគមៃ ៍ ( )f x  មៃិមាៃបនាា តប់ េះជាបនាា តដ់េកដនាេះដ ើយ 
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េូចដៃេះ អៃុគមៃ ៍ cos

1 sin

x
y

x
=

+
 មៃិមាៃបនាា តប់ េះជាបនាា តដ់េក

ដនាេះដទ ។ 
ចំណំ៖ ដយើងអាចបង្ហា ញថាអៃុគមៃគ៍្នា ៃតនមៃបរមាដ្ៀបដនាេះដទ 
(បនាា តប់ េះរោបរតងច់ណុំចបរមាដ្ៀប ជាបនាា តដ់េករសបៃឹងអក័ស
អាបសីុ់ស) ។ 

7> ដគមាៃអៃុគមៃ ៍ ( )
2

2 1

x ax b
f x

x

+ +
=

+
 ៃិងចំៃៃួដេរ p  មយួដេល

ដផាៀងផ្ទា ត ់ ( ) 0f p =  ។ បង្ហា ញថា ( ) 2

2
'

1

p a
f p

p

+
=

+
 ។ 

ចម្លើយ 

បង្ហា ញថា ( ) 2

2
'

1

p a
f p

p

+
=

+
  

ដគមាៃ ( )
2

2 1

x ax b
f x

x

+ +
=

+
  

នាឱំ្យ ( )
( )( ) ( )

( )

2 2

2
2

2 1 2
'

1

x a x x x ax b
f x

x

+ + − + +
=

+
 

ដបើ x p=  ដគបាៃ 

 ( )
( )( ) ( )

( )

2 2

2
2

2 1 2
'

1

p a p p p ap b
f p

p

+ + − + +
=

+
 

( )( )

( )

2 2

2 2
2

2 1
2

11

p a p p ap b
p

pp

+ + + +
= − 

++
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2

2 2

2
2

1 1

p a p ap b
p

p p

+ + +
= − 

+ +
 

ដត ( ) 0f p =  (សមាតិកមា) ដគបាៃ 
2

2
0

1

p ap b

p

+ +
=

+
 

នាឱំ្យ ( ) 2 2

2 2
' 2 0

1 1

p a p a
f p p

p p

+ +
= −  =

+ +
 

េូចដៃេះ ( ) 2

2
'

1

p a
f p

p

+
=

+
 ។ 

8> រាយបញ្ជា កថ់ា 2 1
' 2

2

ttx x e
t

−+ = +  ដបើ 
2

22

tt e
x

t

−−
=  ។ 

ចម្លើយ 

រាយបញ្ជា កថ់ា 2 1
' 2

2

ttx x e
t

−+ = +  

ដគមាៃ 
2 2

2 2

1 1

2 2

t tt e e
x

t t t

− − −
 = = −
 
 

  

នាឱំ្យ 
2 2

3

2 4

1 1 2 2
'

2

t tt e te
x

t t

− − − −
 = − −
 
 

  

2 2
2

2 3

1 1 2 2
'

2

t tt e e
x

t t

− − +
 = − +
 
 

 

នាឱំ្យ 
2 2

2

2

1 1 2 2
'

2

t tt e e
tx

t t

− − +
 = − +
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2 2
2

2

1 1 2 2

2

t tt e e

t t

− −  +
  = − −
    

 

2 2
2

2 2

1 1
2

2

t t
t e e

e
t t t

− −
−

 
 = − − − −
 
 

 

2 2
2

2 2

1 1
2

2

t t
te e

e
t t t

− −
−

  
  = − − − −
    

 

2 2
2

2 2

1 1

2 2

t t
te e

e
t t t

− −
−

 
 = − − + +
 
 

 

2
2

22

t
t e

x e
t

−
−= − + +  

2
2

2
2

2

t
t e

x x e
t

−
−= − + + +  

ដគបាៃ 
2

2

2
' 2

2

t
t e

tx x x e
t

−
−+ = + +   

2 2
2

2 2

1

2 2 2

t t
te e

e
t t t

− −
−= − + +  

2 1

2

te
t

−= +  

េូចដៃេះ 2 1
' 2

2

ttx x e
t

−+ = +  ពិតតាមសរមាយបញ្ជា ក ់។ 
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9> ដគឱ្យអៃុគមៃ ៍ ( ) ( ) ( )F x f x w x=   ៃិង ( ) ( )' 'f w w x c =  

ដេល c  ជាចំៃួៃដេរ ។ រាយបញ្ជា កថ់ា '' '' '' 2F f w c

F f w f w
= + +


 

ៃិង ''' ''' '''F f w

F f w
= +  ។ 

ចម្លើយ 

- រាយបញ្ជា កថ់ា '' '' '' 2F f w c

F f w f w
= + +


 

ដគមាៃ ( ) ( ) ( )F x f x w x=   
នាឱំ្យ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ' 'F x f x w x f x w x=  +   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )'' '' 2 ' ' ''F x f x w x f x w x f x w x=  +  +    
ដត ( ) ( )' 'f w w x c =   
ដគបាៃ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )'' '' '' 2F x f x w x f x w x c=  +  +   

( )

( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

'' '' '' 2F x f x w x c

f x w x f x w x f x w x
= + +

 
 

( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

'' '' '' 2F x f x w x c

F x f x w x f x w x
= + +


 ពិត 

េូចដៃេះ ( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

'' '' '' 2F x f x w x c

F x f x w x f x w x
= + +


 ។ 

- រាយបញ្ជា កថ់ា ''' ''' '''F f w

F f w
= +  

ដគមាៃ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )'' '' '' 2F x f x w x f x w x c=  +  +  
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នាឱំ្យ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

''' ''' '' ' ' ''

''' 0

F x f x w x f x w x f x w x

f x w x

=  +  + 

+  +

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
'

''' ''' ' 'f x w x f x w x f x w x=  +  +     
( ) ( ) ( ) ( )''' ''' 'f x w x f x w x c=  +  +  
( ) ( ) ( ) ( )''' '''f x w x f x w x=  +   

ឬ 
( ) ( )

( )

( )

( )

( )

''' '''''' f x w xF

f x w x f x w x
= +


 

េូចដៃេះ '' '' '' 2F f w c

F f w f w
= + +


 ៃិង ''' ''' '''F f w

F f w
= +  ។ 

10> របអបរ់តងម់យួមាៃគរមបដលើ ៃិងគរមបដរោមមាៃរាងជាោដរមាៃ
មាឌ 350 cm   ។ ដគចងដ់្វើគរមបដលើ ៃិងគរមបដរោមពីស័ងកសីដេល
មាៃតនមៃ 1$ កាុងមយួសងទ់ដីម តោដរ   ៃិងនផាសងខាងដ្វើពអីាលុយមី
ញ ូ មដេលមាៃតនមៃ 2$ កាុងមយួសងទ់ីដម តោដរ   ។ ដតើដគរតូេកំណត់
របដេងរទៃុងប ុនាា ៃដេើមបឱី្យ របាកច់ំណាយអស់តិចបផុំត ។ 

ចម្លើយ 
កំណតរ់បដេងរទៃុងដេើមបឱី្យរបាកច់ំណាយោរផ
លិតរបអបអ់ស់របាកត់ចិបំផុត 
តាង ,a h  ជារបដេងរជុងបាតមាៃរាងោដរ ៃិង
កមពស់របស់របអប ់ , 0a h    
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ដោយរបអបម់ាៃមាឌ 2

2

50
50V a h h

a
= =  =   

ដគបាៃរកឡានផាសរបុនៃរបអបក់ំណតដ់ោយ ( ) 2l bS a S S= +   

ដេល lS  ជារកឡានផាខាងនៃរបអប ់
2

100 100
4l

a
S ah

a a
= = =  ៃិង 

2

bS a=   

ដគបាៃ ( )
3

2100 2 100
2

a
S a a

a a

+
= + =   

នាឱំ្យ ( )
( )3 3 3

2 2

6 2 100 4 100
'

a a a
S a

a a

− + −
= =   

ចំដពាេះ 20 0a a     ដនាេះ ( )'S a  យកសញ្ជា តាម 34 100a −   
ដបើ ( ) 3 3' 0 4 100 0 25S a a a=  − =  =   
ដគបាៃតារាងសញ្ជា នៃ ( )'S a   

 
តាមតារាងសញ្ជា  ( )S a  មាៃអបបបរមារតង ់

3
3 3

2 3 2

50 50 50 25
25 2 25

2525
a h

a
=  = = = =  

េូចដៃេះ ដេើមបឱី្យដ្វើរបអបអ់ស់របាកត់ិចបំផុតោលណារបអបម់ាៃ
កមពស់ 32 25h cm=  ៃិងរជុងបាត 3 25a cm=  ។ 

 

a   0   
 

+   
 

( )'S a   −  +  
 


