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ស្រាវស្រាវ នងិរ ៀបរ ៀងរោយ  ៖ ពុធ បូរ ុ៉ី ទំព័ ទី 1 

វ ៉ិចទ័រក្នុងលំហ 

1> ក្នុងតម្រុយកូ្អរដោដេមាេទសិដៅវជិ្ជមាេ  , , ,O i j k  ដេមាេបី
ចំណុច    1, 2,3 , B 0, 1,1A    េិង  2,3,5C  ។ 

ក្. ដៅចំណុច ,A B  េិង C  ក្នុងតម្រុយ  , , ,O i j k  ។ េណនា 

,AB BC  េិង AC  ។ 
ខ. ក្ណំតស់រកីារបលង ់  P  ដែលកាតត់ារចណុំច A  ដ ើយដក្ងេឹងវុចិទរ័ 
BC  ។ ក្ំណតស់រកីារប៉ា រ៉ា ដរ៉ាម្ត  L  ដែលកាតត់ារពីរចំណុច B  េិង C   
។ 
េ. េណនាកូ្អរដោដេនេចណុំចម្បសពវ H  រវាងបនាា ត ់  L  េឹងបលង ់
 P  ។ 
ឃ. បង្ហា ញថាម្តីដកាណ ABC  ជាម្តីដកាណសរបត រចួេណនាម្ក្ឡានទា
ម្តីដកាណ ABC  ។ 

ចម្លើយ 

ក្. ដៅចណុំច ,A B  េិង C  



 

ស្រាវស្រាវ នងិរ ៀបរ ៀងរោយ  ៖ ពុធ បូរ ុ៉ី ទំព័ ទី 2 

 
- េណនា ,AB BC  េិង AC   
ដេមាេ    1, 2,3 , B 0, 1,1A    េិង  2,3,5C  

ដេបេ      1, 3, 2 , 2,4,4 , 3,1,2AB BC AC   
ែូចដេេះ      1, 3, 2 , 2,4,4 , 3,1,2AB BC AC   ។ 
ខ. ក្ណំតស់រកីារបលង ់  P  

ដេមាេ  2,4,4BC  េិង  1,2,3A   
ដោយបលង ់  P  កាតត់ារចណុំច A  ដ ើយដក្ងេឹងវុចិទរ័ BC  
ដេបេ វុចិទរ័ BC  ជាវុចិទរ័ម្បបទ់សិនេបលង ់  P  
ដេបេ        0 0 0: 0P a x x b y y c z z       

       : 2 1 4 2 4 3 0P x y z       



 

ស្រាវស្រាវ នងិរ ៀបរ ៀងរោយ  ៖ ពុធ បូរ ុ៉ី ទំព័ ទី 3 

  : 2 2 4 8 4 12 0P x y z       
  : 2 4 4 18 0P x y z     
  : 2 2 9 0P x y z     

ែូចដេេះ សរកីារបលង ់  P  េឺ   : 2 2 9 0P x y z     ។ 
- ក្ណំតស់រកីារប៉ា រ៉ា ដរ៉ាម្ត  L  
ដោយបនាា ត ់  L  កាតត់ារចណុំច B  េិង C  

ដេបេ បនាា ត ់  L  មាេវុចិទរ័  2,4,4BC  ជាវុចិទរ័ម្បបទ់ិស 

ដេបេ  
0

0

0

2

: 1 4 ;

1 4

x x at t

L y y bt t t

z z ct t

  


     
    

 

ែូចដេេះ សរកីារបនាា ត ់  L  េឺ  

2

: 1 4 ;

1 4

x t

L y t t

z t




   
  

 ។ 

េ. េណនាកូ្អរដោដេនេចណុំចម្បសពវ H  

ដេមាេ  

2

: 1 4 ;

1 4

x t

L y t t

z t




   
  

 

េិង   : 2 2 9 0P x y z     
យក្សរកីារបនាា ត ់  L  ជ្ួសចូលសរកីារបលង ់  P  
ដេបេ      2 2 1 4 2 1 4 9 0t t t        

2 2 8 2 8 9 0t t t       
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18 9 0t    
1

2
t   

យក្ 1

2
t   ជ្ួសចូលសរកីារបនាា ត ់  L  

ដេបេ 

1
2 1
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1
1 4 1

2

1
1 4 3
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x
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ែូចដេេះ កូ្អរដោដេចំណុច H  េឺ  1,1,3H  ។ 
ឃ. បង្ហា ញថាម្តីដកាណ ABC  ជាម្តីដកាណសរបត 

ដេមាេ    1, 3, 2 , 3,1,2AB AC   
នាឱំ្យ 1 9 4 14AB AB      

9 1 4 14AC AC      
ដោយ AB AC  នាឱំ្យម្តីដកាណ ABC  ជាម្តីដកាណសរបត
ក្ំពូល A  
ែូចដេេះ ម្តដីកាណ ABC  ជាម្តីដកាណសរបតក្ំពូល A  ។ 
- េណនាម្ក្ឡានទាម្តីដកាណ ABC   
តាង S  ជាម្ក្ឡានទាម្តីដកាណ ABC  

ដេបេ 1

2
S AB AC   



 

ស្រាវស្រាវ នងិរ ៀបរ ៀងរោយ  ៖ ពុធ បូរ ុ៉ី ទំព័ ទី 5 

ដោយ 1 3 2

3 1 2

i j k

AB AC     

     6 2 2 6 1 9i j k        
4 8 10i j k     

នាឱំ្យ 1 1
16 64 100 180 3 5

2 2
S       

ែូចដេេះ ម្ក្ឡានទាម្តីដកាណ ABC  េឺ 3 5S   (ឯក្តានទា) ។ 

2> ក្នុងតម្រុយកូ្អរដោដេមាេទសិដៅវជិ្ជមាេ  , , ,O i j k  ដេមាេបី
ចំណុច    1,4,4 , 1,2,3A B  េិង  3,2,4C  ។ 

ក្. ដៅចំណុច ,A B  េិង C  ក្នុងតម្រុយ  , , ,O i j k  ។ េណនា 

,AB BC  េិង AC  ។ 
ខ. បង្ហា ញថាចំណុច ,A B  េិង C  រេិរតម់្តងគ់្នន  រចួេណនាម្ក្ឡានទាម្តី
ដកាណ ABC  ។ 
េ. សរដសរសរកីារបលង ់  ABC  ។ េណនាចមាា យពីចណុំចេល់តម្រុយ
ដៅបលង ់  ABC  ។ 
ឃ. េណនា  AB AC AO   រចួទាញរក្មាឌចតុរុខ OABC  ។ 

ចម្លើយ 
ក្. ដៅចណុំច ,A B  េិង C  



 

ស្រាវស្រាវ នងិរ ៀបរ ៀងរោយ  ៖ ពុធ បូរ ុ៉ី ទំព័ ទី 6 

 
- េណនា ,AB BC  េិង AC  
ដេមាេចណុំច    1,4,4 , 1,2,3A B  េិង  3,2,4C  

ដេបេ      2, 2, 1 , 2,0,1 , 4, 2,0AB BC AC    
ែូចដេេះ      2, 2, 1 , 2,0,1 , 4, 2,0AB BC AC    ។ 
ខ. បង្ហា ញថាចំណុច ,A B  េិង C  រេិរតម់្តងគ់្នន  

ដេមាេ    2, 2, 1 , 4, 2,0AB AC    

ដោយ  2 2 1

4 2 0

i j k

AB AC   



 



 

ស្រាវស្រាវ នងិរ ៀបរ ៀងរោយ  ៖ ពុធ បូរ ុ៉ី ទំព័ ទី 7 

     0 2 0 4 4 8i j k        
2 4 4i j k     

ដោយ AB AC O   
ែូចដេេះ ចណុំច ,A B  េិង C  រេិរតម់្តងគ់្នន  ។ 
- េណនាម្ក្ឡានទាម្តីដកាណ ABC  
តាង S  ជាម្ក្ឡានទាម្តីដកាណ 

ដេបេ 1

2
S AB AC   

ដោយ 2 4 4AB AC i j k      

ដេបេ 1 36
4 16 16 3

2 2
S       

ែូចដេេះ ម្ក្ឡានទាម្តីដកាណ ABC  េឺ 3S   ឯក្តានទា ។ 
េ. សរដសរសរកីារបលង ់  ABC  
បលង ់  ABC  កាតច់ំណុច ,A B  េិង C  
ដេបេបលងម់ាេវុចិទរ័ណរមា៉ា ល់  2, 4,4n AB AC      
េិងកាតត់ារចំណុច  1,4, 4A   
ដេបេ        0 0 0: 0ABC a x x b y y c z z       

       : 2 1 4 4 4 4 0ABC x y z        
  : 2 2 4 16 4 16 0ABC x y z        
  : 2 4 4 2 0ABC x y z      
  : 2 2 1 0ABC x y z     



 

ស្រាវស្រាវ នងិរ ៀបរ ៀងរោយ  ៖ ពុធ បូរ ុ៉ី ទំព័ ទី 8 

ែូចដេេះ សរកីារបលង ់  ABC  េឺ   : 2 2 1 0ABC x y z     ។ 
- េណនាចមាា យពចីំណុចេល់តម្រុយដៅបលង ់  ABC  
ដេមាេចណុំច  0,0,0O  េិងបលង ់  : 2 2 1 0ABC x y z     

ដេបេ    0 0 0

2 2 2
,

ax by cz d
d O ABC

a b c

  


 
 

0 0 0 1 1

31 4 4

  
 

 
 

ែូចដេេះ ចមាា យពីេល់តម្រុយដៅបលង ់  ABC  េឺ  

  
1

,
3

d O ABC   (ឯក្តានទា) ។ 

ឃ. េណនា  AB AC AO   

ដេមាេ 2 4 4AB AC i j k      េិង  1, 4, 4AO    
ដេបេ  

       2 1 4 4 4 4 2AB AC AO               

ែូចដេេះ   2AB AC AO     ។ 

- ទាញរក្មាឌចតុរខុ OABC   
តាង V ជាមាឌចតុដកាណ OABC  

ដេបេ  
1 1 1

2
6 6 3

V AB AC AO        

ែូចដេេះ មាឌនេចតុដកាណ OABC  េ ឺ 1

3
V   (ឯក្តានទា) ។ 



 

ស្រាវស្រាវ នងិរ ៀបរ ៀងរោយ  ៖ ពុធ បូរ ុ៉ី ទំព័ ទី 9 

3> ក្នុងតម្រុយកូ្អរដោដេមាេទសិដៅវជិ្ជមាេ  , , ,O i j k  ដេមាេបេួ
ចំណុច      1,3,2 , 4,0, 3 , 5, 1,4A B C    េិង  0,6,1D  ។ 

ក្. ដៅចណុំច , ,A B C  េងិ D  ក្នុងតម្រុយ  , , ,O i j k  ។ េណនា 

, , , ,AB AC AD BC BD  េិង CD  ។ 
ខ. សរដសរសរកីារឆលុេះនេបនាា ត ់  BC  ។ H  ជាចំដោលដក្ងនេចណុំច 
A  ដលើបនាា ត ់ BC  ។ រក្កូ្អរដោដេចណុំច H  រចួសរដសរសរកីារបនាា ត ់
 AH  ។ 
េ. េណនា BC BD  រចួសរដសរសរកីារបលង ់  DBC  ។ 
ឃ. េណនាចមាា យពីចណុំច A   ដៅបលង ់  DBC  េិងពីចំណុច A  ដៅ
បនាា ត ់  BC  ។ 

ចម្លើយ 
ក្. ដៅចណុំច , ,A B C  េិង D  
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- េណនា , , , ,AB AC AD BC BD  េិង CD   
ដេមាេ ចណុំច      1,3, 2 , 4,0, 3 , 5, 1, 4A B C     
េិង  0,6,1D  

ដេបេ      5, 3, 5 , 6, 4,2 , 1,3, 1 ,AB AC AD     

     1, 1,7 , 4,6,4 , 5,7, 3BC BD CD     
ែូចដេេះ 

     

     

5, 3, 5 , 6, 4,2 , 1,3, 1 ,

1, 1,7 , 4,6,4 , 5,7, 3

AB AC AD

BC BD CD

   

   
 ។ 

ខ. សរដសរសរកីារឆលុេះនេបនាា ត ់  BC  
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បនាា ត ់  BC  មាេវុចិទរ័  1, 1,7BC   ជាវុចិទរ័ម្បបទ់ិស ដ ើយ
កាតត់ារចណុំច  4,0, 3B   

ដេបេ   0 0 0:
x x y y z z

BC
a b c

  
   

ឬ  
4 3

:
1 1 7

x y z
BC

 
 


 

ែូចដេេះ សរកីារបនាា ត ់  BC  េឺ  
4 3

:
1 1 7

x y z
BC

 
 


 ។ 

- រក្កូ្អរដោដេចណុំច H  
ដោយ H  ជាចំដោលដក្ងនេចណុំច A  ដលើបនាា ត ់  BC  

ដេបេ  H BC

AH BC






  

រយ៉ាងដទៀត សរកីារបនាា ត ់  BC  អាចសរដសរ  

 

4

; 1

3 7

x t

y t t

z t

 


  
   

 

ដេបេ កូ្អរដោដេចណុំច H  មាេទម្រង ់  4 , , 3 7H t t t     
ដែលម្តូវក្ណំតត់នរល t  

ដេបេ  5 , 3 , 5 7AH t t t      
ដោយ AH BC  ដេបេ 0AH BC   
ឬ      1 5 1 3 7 5 7 0t t t            

5 3 35 49 0t t t       
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51 27 0t    
27 9

51 17
t    

ដបើ 9

17
t   ដេបេ 

9 77
4

17 17

9

17

9 12
3 7

17 17

x

y

z


  




 



    


 

ដេបេ 77 9 12
, ,

17 17 17
H
 

 
 

 

ែូចដេេះ កូ្អរដោដេចំណុច H  េឺ 
77 9 12

, ,
17 17 17

H
 

 
 

 ។ 

- សរដសរសរកីារបនាា ត ់  AH  

បនាា ត ់  AH  មាេវុចិទរ័ម្បបទ់ិស  
94 42 22

, ,
17 17 17

AH
 

 
 

 េិង

កាតត់ារចណុំច  1,3,2A   

ដេបេ  

0

0

0

94
1

17

42
: 3 ;

17

22
2

17

x x at t

AH y y bt t t

z z ct t


    




    



   

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ឬ  

1 94

: 3 42

2 22

x k

AH y t

z t

  


 
  

 ដែល 1

17
k t   

ែូចដេេះ សរកីារបនាា ត ់  AH  េឺ  

1 94

: 3 42

2 22

x k

AH y t

z t

  


 
  

 ។ 

េ. េណនា BC BD  

ដេមាេ    1, 1,7 , 4,6,4BC BD   

ដេបេ 1 1 7

4 6 4

i j k

BC BD  



 

     4 42 4 28 6 4i j k        
46 32 2i j k     

ែូចដេេះ 46 32 2BC BD i j k      ។ 
- សរដសរសរកីារបលង ់  DBC   
បលង ់  DBC  មាេវុចិទរ័ម្បបទ់ិស 46 32 2BC BD i j k      
េិងកាតច់ណុំច  4,0, 3B   
ដេបេ        0 0 0: 0DBC a x x b y y z z z       

       : 46 4 32 0 2 3 0DBC x y z        
  : 46 184 32 2 6 0DBC x y z       
  : 46 32 2 190 0DBC x y z      
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  : 23 16 95 0DBC x y z     
ែូចដេេះ បលង ់  DBC  មាេសរកីារ  

  : 23 16 95 0DBC x y z     ។ 
ឃ. េណនាចមាា យពចីំណុច A   ដៅបលង ់  DBC  
ដេមាេ  1,3, 2A   េិង   : 23 16 95 0DBC x y z     

ដេបេ    0 0 0

2 2 2
,

ax by cz d
d A DBC

a b c

  


 
 

ឬ   
23 48 2 95 72 12 786

,
131529 256 1 786

d A DBC
    

  
 

 

ែូចដេេះ េណនាចមាា យពីចណុំច A   ដៅបលង ់  DBC  េ ឺ

  
12 786

,
131

d A DBC   ។ 

- េណនាចមាា យពចីំណុច A  ដៅបនាា ត ់  BC  

ដេមាេ បនាា ត ់
4

;

3 7

x t

y t t

z t

 


  
   

 េិង  1,3,2A   

យក្ 0t   ដេបេ 4, 0, 3x y z     

ដេបេ    4,0, 3P BC   នាឱំ្យ  5, 3, 5AP    

នាឱំ្យ 5 3 5

1 1 7

i j k

AP BC   


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     21 5 35 5 5 3i j k         
26 40 2i j k     

ដេបេ   ,
AP BC

d A BC
BC


  

676 1600 4 2280 2 570 2 29070

511 1 49 51 51

 
   

 
 

ែូចដេេះ   
2 29070

,
51

d A BC   ។ 

4> ដេឱ្យបលងព់ីរ    : 2 2 1 0, : 2 2 17 0P x y z Q x y z          
េិងចណុំច  1, 2,3A  ។ 

ក្. បង្ហា ញថា បលង ់ P  ម្សបជារយួេឹងបលង ់ Q  រចួេណនាចមាា យរវាង
បលងទ់ាងំពីរដេេះ ។ 
ខ. ពចីំណុច A  ដេេូសបនាា ត ់    AH Q  ដែល  H Q  ។  
 ១. បង្ហា ញថាចណុំច A  សថិតដៅដលើបលង ់  P  ។ 
 ២. រក្កូ្អរដោដេចណុំច H  រចួសរដសរសរកីារបលងដ់ែលជាដរែយទរ័នេ
អងកត ់ AH  ។ 

ចម្លើយ 
ក្. បង្ហា ញថា បលង ់  P  ម្សបជារយួេឹងបលង ់  Q  
បលង ់   : 2 2 1 0P x y z     មាេវុចិទរ័ណរមា៉ា ល់  1 2, 2,1n   
បលង ់  : 2 2 17 0Q x y z      មាេវុចិទរ័ណរមា៉ា ល់  2

2, 2, 1n    
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ដោយ 
1 2n n  ដេបេ    P Q  

ែូចដេេះ បលង ់  P  ម្សបជារយួេឹងបលង ់  Q  ។ 
- េណនាចមាា យរវាងបលងទ់ាងំពីរដេេះ 
យក្    0 0 0, ,M x y z P  ដេបេ 

0 0 02 2 1 0x y z     

ដេបេ         0 0 02 2 17
, ,

4 4 1

x y z
d P Q d M Q

   
 

 
 

ឬ      0 0 02 2 17
,

3

x y z
d P Q

   
  

ដត 
0 0 0 0 0 02 2 1 0 2 2 1 0x y z x y z          

0 0 02 2 17 18x y z       

ដេបេ     
18 18

, 6
3 3

d P Q


    

ែូចដេេះ     , 6d P Q   (ឯក្តាម្បដវង) ។ 

ខ. ១. បង្ហា ញថាចណុំច A  សថិតដៅដលើបលង ់  P  
ដេមាេ   : 2 2 1 0P x y z     េិង  1, 2,3A  
យក្កូ្ដអដោដេចំណុច A  ជ្ួសចូលសរកីារ  P  
ដេបេ 2 1 2 2 3 1 0 0 0         ពិត 
ែូចដេេះ ចណុំច A  សថិតដៅដលើបលង ់  P  ។ 
២. រក្កូ្អរដោដេចណុំច H  

តាង  1 1 1, ,H x y z  នាឱំ្យ  1 1 11, 2, 3AH x y z    

ដោយ      2 2,2,1AH Q AH n    
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ដេបេ 
1

1

1

1 2

2 2

3

x t

y t

z t

  


 
   

 ឬ  
1

1

1

1 2

2 2 1

3

x t

y t

z t

 


 
  

 

រយ៉ាងដទៀត  H Q  ដេបេ  1 1 12 2 17 0 2x y z      
យក្  1  ជ្ួសចូល  2  ដេបេ  

     2 1 2 2 2 2 3 17 0t t t         

2 4 4 4 3 17 0t t t         
9 18 0t    

2t   

យក្ 2t   ជ្ួសចូល  1  ដេបេ 
1

1

1

1 2 2 3

2 2 2 6

3 2 1

x

y

z

    


   
   

 

ដេបេ  3,6,1H   
ែូចដេេះ  3,6,1H   ។ 
- សរដសរសរកីារបលងដ់ែលជាដរែយទរ័នេអងកត ់ AH   

តាង  R  ជាបលងដ់ែលជាដរែយទរ័នេអងកត ់  AH AH R   
ដនាេះដេបេ AH  ជាវុចិទរ័ណរមា៉ា ល់នេបលង ់  R   
ដោយ    3,6,1 4,4, 2H AH     
យក្ I  ជាចណុំចក្ោា លអងកត ់ AH  

ដេបេ , ,
2 2 2

A H A H A Hx x y y z z
I

   
 
 
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ឬ  
1 3 2 6 3 1

, , 1,4,2
2 2 2

I I
   

  
 

 

ដេបេ បលង ់  R  កាតត់ារចំណុច  1,4,2I   
នាឱំ្យ        : 4 1 4 4 2 2 0R x y z        
  : 4 4 4 16 2 4 0R x y z        
  : 4 4 2 16 0R x y z      
  : 2 2 8 0R x y z     
ែូចដេេះ សរកីារបលងជ់ាដរែយទរ័នេអងកត ់ AH  េឺ 

  : 2 2 8 0R x y z     ។ 

5> ក្នុងតម្រុយអរតូណរមា៉ា ល់ទិសដៅវជិ្ជមាេ  , , ,O i j k  មាេឯក្តា 

1cm  ដេឱ្យបលង ់  : 2 2 6 0P x y z     ។ ចំណុច ,A B  េិង C  
ជាចំណុចម្បសពវរវាងបលង ់  P  ជារយួអក័្ស ,Ox Oy  េិង Oz  ដរៀង
គ្នន  ។ 

ក្. ក្ណំតកូ់្អរដោដេចំណុច ,A B  េិង C  រចួសងប់លង ់  P  ។ 
ខ. សរដសរសរកីារប៉ា រ៉ា ដរ៉ាម្តនេបនាា ត ់  L  ដែលកាតត់ារេល់ O  ដ ើយ
កាតត់ារេល់  O  ដ ើយដក្ងេងឹបលង ់  P  ។ 
េ. េណនា AB AC  រចួេណនាម្ក្ឡានទាម្តីដកាណ ABC  ។ 
ឃ. េណនាមាឌដតម្តាដអ៊ែត OABC  រចួទាញរក្ចមាា យពចីំណុច O  ដៅបលង ់
 P  ។ 

ចម្លើយ 
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ក្. ក្ណំតកូ់្អរដោដេចំណុច ,A B  េិង C  
ដេមាេសរកីារបលង ់   : 2 2 6 0P x y z     
េិងចណុំច ,A B  េិង C  ជាចំណុចម្បសពវរវាងបលង ់  P  ជារយួ
អក័្ស ,Ox Oy  េិង Oz  ដរៀងគ្នន  
ដេបេ      ,0,0 , 0, ,0 , 0,0,A a B b C c  
យក្កូ្អរដោដេចំណុចទាងំបជី្ួសចូលសរកីារ  P  

ដេបេ 
0 0 6 0 6

0 2 0 6 0 3

0 0 2 6 3

a a

b b

c c

     
 

      
     

 

នាឱំ្យ      6,0,0 , 0,3,0 , 0,0,3A B C  
ែូចដេេះ      6,0,0 , 0,3,0 , 0,0,3A B C  ។ 
- សងប់លង ់  P   
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ខ. សរដសរសរកីារប៉ា រ៉ា ដរ៉ាតនេបនាា ត ់  L  
ដេមាេ    L P  នាឱំ្យវុចិទរ័ណរមា៉ា ល់នេបលង ់ P  ជាវុចិទរ័ម្បប់
ទិសនេបនាា ត ់  L  
ដេបេ វុចិទរ័  1, 2, 2n ជាវុចិទរ័ម្បបទ់សិនេបនាា ត ់  L  
រយ៉ាងដទៀតបនាា ត ់  L  កាតត់ារចណុំច  0,0,0O  

ដេបេ  
0

0

0

: 2 ;

2

x x at t

L y y bt t t

z z ct t

  


   
   

 

ែូចដេេះ សរកីារប៉ា រ៉ា ដរ៉ាតបនាា ត ់ L  េឺ   : 2 ;

2

x t

L yt t t

z t




 
 

 ។ 

េ. េណនា AB AC  
ដេមាេ      6,0,0 , 0,3,0 , 0,0,3A B C  
នាឱំ្យ    6,3,0 , 6,0,3AB AC   

ដេបេ 6 3 0

6 0 3

i j k

AB AC  



 

     9 0 18 0 0 18i j k        
9 18 18i j k    

ែូចដេេះ 9 18 18AB AC i j k     ។ 
- េណនាម្ក្ឡានទាម្តីដកាណ ABC   
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តាង S  ជានទាម្ក្ឡាម្តីដកាណ ABC  

ដេបេ 1 1 27
81 324 324

2 2 2
S AB AC       

ែូចដេេះ នទាម្ក្ឡាម្តីដកាណ ABC  េឺ 227
cm

2
S   ។ 

ឃ. េណនាមាឌដតម្តាដអ៊ែត OABC  
តាង V  ជាមាឌដតម្តាដអ៊ែត OABC  

ដេបេ  
1

6
V AB AC AO    

ដោយ  9 18 18 , 6,0,0AB AC i j k AO      

ដេបេ  
541

9 6 0 0 9
6 6

V


       

ែូចដេេះ មាឌដតម្តាដអ៊ែត OABC  េឺ 39 cmV   ។ 
- ទាញរក្ចមាា យពីចណុំច O  ដៅបលង់ P   
តាង OH  ជាក្រពស់នេដតម្តាដអ៊ែត OABC  
នាឱំ្យ  OH ABC  ឬ  OH P  
ដេបេ   ,d O P OH  

រយ៉ាងដទៀតដេមាេ  1 3

3

V
V OH S OH

S
     

ដោយ 3 227
9 cm , cm

2
V S   

ដេបេ   
3 9 2

, 27 2
27 27

2

d O P OH


      
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ែូចដេេះ ចមាា យពីចណុំច O  ដៅបលង់ P  េឺ   , 2 cmd O P   ។ 

សម្គាល់៖ ដយើងអាចេណនាចមាា យពីចណុំច O  ដៅបលង ់ P  តារ

របូរេត   
0 0 0 6 6 6

, 2cm
31 4 4 9

d O P
  

   
 

 ។ 

6> ក្នុងតម្រុយអរតូណរមា៉ា ល់ទិសដៅវជិ្ជមាេ  , , ,O i j k  ដេឱ្យបលង ់  P  
មាេសរកីារ   : 2 2 1 0P x y z     េិងដសវ៊ែរ  S  មាេសរកីារ
  2 2 2: 2 8 4 12 0S x y z x y z        ។ 

ក្. បង្ហា ញថាបលង ់  P  ប៉ាេះដសវ៊ែរ  S  ម្តងច់ណុំច A  រចួក្ំណតកូ់្អរដោដេ
ចំណុច A  ដនាេះ ។ 
ខ. សរដសរសរកីារបនាា ត ់    ដក្ងេឹងបលង ់  P  ម្តងច់ណុំច A  ។ 
េ. B  ជាចំណុចរយួដទសងដទៀតដែលបនាា ត ់    កាតដ់សវ៊ែរ  S  ។ 
ក្ំណតកូ់្អរដោដេចំណុច B  រចួសរដសរសរកីារបលង ់  Q  ដែលប៉ាេះដសវ៊ែរ 
 S  ម្តង ់B  ។ បង្ហា ញថាបលង ់  P  ម្សបេឹងបលង ់  Q  ។ 

ចម្លើយ 
ក្. បង្ហា ញថាបលង ់  P  ប៉ាេះដសវ៊ែរ  S  ម្តងច់ណុំច A  
ដេមាេ បលង ់   : 2 2 1 0P x y z      
េិងដសវ៊ែរ   2 2 2: 2 8 4 12 0S x y z x y z        
សរកីារដសវ៊ែរ  S  អាចសរដសរ  

       
2 2 2 2: 1 4 2 3S x y z       

ដេបេដសវ៊ែរ  S  មាេទចិត  1, 4,2I   េិង 3R   ឯក្តា 
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រយ៉ាងដទៀត        , ,d S P d I P  
0 0 02 2 1

4 4 1

x y x  


 
 

2 8 2 1 9 9
3

3 39

    
     ឯក្តា 

ដោយ     , 3d S P R    
ដេបេដសវ៊ែរ  S  ប៉ាេះបលង ់  P  ម្តង ់ A  
ែូចដេេះ បលង ់  P  ប៉ាេះដសវ៊ែរ  S  ម្តងច់ណុំច A  ។ 
- ក្ណំតកូ់្អរដោដេចណុំច A  
បលង ់   : 2 2 1 0P x y z     មាេវុចិទរ័ណរមា៉ា ល់  1 2, 2,1n   
តាង  1 1 1, ,A x y z  នាឱំ្យ  1 1 11, 4, 2IA x y z    

រយ៉ាងដទៀត 1IA n  ដេបេ 
1

1

1

1 2

4 2

2

x t

y t

z t

 


  
  

 ដែលម្តូវក្ំណតត់នរល t  

ឬ  
1

1

1

2 1

2 4 1

2

x t

y t

z t

 


  
  

 

ដោយ  A P  ដេបេ  1 1 12 2 1 0 2x y z     
យក្  1  ជ្ួសចូល  2  ដេបេ  

     2 2 1 2 2 4 2 1 0t t t         

4 2 4 8 2 1 0t t t        
9 9 0t    
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1t   

យក្ 1t   ជ្ួសចូល  1  ដេបេ 
1

1

1

2 1 1 1

2 1 4 2

1 2 3

x

y

z

   


    
   

 

ដេបេ  1, 2,3A  
ែូចដេេះ កូ្អរដោដេនេចណុំច A  េឺ  1,2,3A  ។ 
ខ. សរដសរសរកីារបនាា ត ់    
ដេមាេ    P   ដេបេវុចិទរ័  1 2, 2,1n   ជាវុចិទរ័ម្បបទ់ិស
នេបនាា ត ់    
រយ៉ាងដទៀត បនាា ត ់    ដក្ងេងឹបលង ់  P  ម្តងច់ំណុច A  

ដេបេ  
1

1

1

1 2

: 2 2 ;

3

x x ak k

y y bk k k

z z ck k

   


     
    

 

ែូចដេេះ សរកីារបនាា ត ់    េឺ  

1 2

: 2 2 ;

3

x k

y k k

z k

 


   
  

 ។ 

េ. ក្ណំតកូ់្អរដោដេចំណុច B  
ដេមាេបនាា ត ់    កាតដ់សវ៊ែរ  S  ម្តង ់ A  េិង B  

តាង  2 2 2, ,B x y z  ដេបេ  
2

2

2

1 2

2 2 3

3

x k

y k

z k

 


 
  

 

ដែលម្តូវក្ណំតត់នរល k  
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យក្  3  ជ្ួសចូល  S  ដេបេ  
     

2 2 2
1 2 1 2 2 4 3 2 9k k k          
     

2 2 2
2 2 2 2 1 9k k k        

2 2 24 8 4 4 8 4 2 1 9k k k k k k          
29 18 0k k   
 9 2 0k k    

ដេបេ 0 , 2k k    
ដបើ 0k   ដេបេ 

2 2 21, 2, 3x y z    រេិយក្ (ចណុំចដតរយួ
េឹងចណុំច A ) 
ដបើ 2k    ដេបេ 

2 2 23, 6, 1x y z     
ដេបេ  3,6,1B   
ែូចដេេះ  3,6,1B   ។ 
- សរដសរសរកីារបលង ់  Q  
ដោយបលង ់  Q  ដែលប៉ាេះដសវ៊ែរ  S  ម្តង ់ B  
ដេបេបលង ់  Q  មាេវុចិទរ័ណរមា៉ា ល់ 2n IB  ដ ើយកាតត់ារ
ចំណុច B  
ដោយ  1, 4,2I   េិង  3,6,1B   
នាឱំ្យ  2 2,2, 1n IB    
ដេបេ        2 2 2: 0Q a x x b y y c z z       

       : 2 3 2 6 1 0Q x y z        
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  : 2 6 2 12 1 0Q x y z        
  : 2 2 17 0Q x y z      
  : 2 2 17 0Q x y z     

ែូចដេេះ សរកីារបលង ់  Q  េឺ   : 2 2 17 0Q x y z     ។ 
- បង្ហា ញថាបលង ់  P  ម្សបេឹងបលង ់  Q  
បលង ់  P  មាេវុចិទរ័ណរមា៉ា ល់  1 2, 2,1n   
បលង ់  Q  មាេវុចិទរ័ណរមា៉ា ល់  2 2, 2, 1n    
ដោយ 1 2 1 2n n n n    ដេបេ    P Q  ដែរ 
ែូចដេេះ    P Q  ។ 

7> ក្នុងតម្រុយអរតូណរណរមា៉ា ល់ទិសដៅវជិ្ជមាេ  , , ,O i j k  ដេឱ្យបលង ់

  : 2 2 6 0P x y z     េិងបនាា ត ់  
1 1 1

:
1 2 2

x y z
L

  
   ។ 

ក្. ដតើបនាា ត ់  L  េិងបលង ់  P  កាតគ់្នន ដែរឬដទ? ដបើកាតគ់្នន េណនា
ចំណុចម្បសពវដេេះ ដបើរេិកាតគ់្នន េណនាចមាា យរវាងបលងប់នាា ត ់  L   េងិ
បលង ់  P  ។ 
ខ. ចំណុច ,A B  េិង C  ជាចណុំចម្បសពវដរៀងគ្នន នេបលង ់  P  េឹង
អក័្ស     ,Ox Oy  េិង  Oz  ។ ក្ំណតកូ់្អរដោដេចំណុច ,A B  េិង 
C  ។ 
េ. េណនា GA GB GC    ដបើ  2,1,1G  ។ តារតនរលដែលេណនា
ដឃើញដេអាចថាយ៉ា ងែូចដរាចចំដ េះចំណុច G  ដលើម្តីដកាណ ABC  ។ 
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ឃ. េណនា AB AC  រចួេណនានទាម្ក្ឡាម្តីដកាណ ABC  ។ 
ង. S  ជាចំណុចរយួសថិតដៅដលើបនាា ត ់  L  ដែលមាេអាបសីុ់ស 

5Sx   ។ រក្កូ្អរដោដេចណុំច S  រចួេណនាមាឌដតម្តាដអ៊ែត SABC  ។ 

ចម្លើយ 

ក្. ដតើបនាា ត ់  L  េិងបលង ់  P  កាតគ់្នន ដែរឬដទ?  
ដេមាេបលង ់   : 2 2 6 0P x y z     មាេវុចិទរ័ណរមា៉ា ល់  1, 2, 2n  

េិងបនាា ត ់  
1 1 1

:
1 2 2

x y z
L

  
   មាេវុចិទរ័ម្បបទ់សិ  1, 2, 2u  

ដោយ 1 4 4 9 0n u       ដេបេ n  រេិដក្ងេឹង u  
ដេបេ បនាា ត ់  L  េិងបលង ់  P  កាតគ់្នន បេរយួចណុំច 

បនាា ត ់  L  អាចសរដសរ  

1

1 2 1

1 2

x t

y t

z t

 


  
   

 

េិងបលង ់    : 2 2 6 0 2P x y z     
យក្  1  ជ្ួសចូល  2  
ដេបេ      1 2 1 2 2 1 2 6 0t t t          

1 2 4 2 4 6 0t t t        
9 9 0t    

1t   
យក្ 1t   ជ្ួសចូល  1  ដេបេ 2, 1, 1x y z    
ែូចដេេះ បនាា ត ់  L  េិងបលង ់  P  កាតគ់្នន ម្តងច់ណុំច  2,1,1  ។ 
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ខ. ក្ណំតកូ់្អរដោដេចំណុច ,A B  េិង C  
ដេមាេបលង ់   : 2 2 6 0P x y z     
ចំណុច A  ជាចណុំចម្បសពវដរៀងគ្នន នេបលង ់  P  េឹងអក័្ស   Ox  
ដេបេ 0y z   នាឱំ្យ 2 0 2 0 6 0 6x x         
ដេបេ  6,0,0A  
ចំណុច B  ជាចណុំចម្បសពវដរៀងគ្នន នេបលង ់  P  េឹងអក័្ស   Oy  
ដេបេ 0x z   នាឱំ្យ 0 2 2 0 6 0 3y y        
ដេបេ  0,3,0B  
ចំណុច C  ជាចណុំចម្បសពវដរៀងគ្នន នេបលង ់  P  េឹងអក័្ស   Oz  
ដេបេ 0x y   នាឱំ្យ 0 2 0 2 6 0 3z z        
ដេបេ  0,0,3C  
ែូចដេេះ      6,0,0 , 0,3,0 , 0,0,3A B C  ។ 
េ. េណនា GA GB GC     
ដេមាេ      6,0,0 , 0,3,0 , 0,0,3A B C  េិង  2,1,1G  
នាឱំ្យ      4, 1, 1 , 2,2, 1 , 2, 1,2GA GB GC       
ដេបេ  

   4 2 2, 1 2 1, 1 1 2 0,0,0GA GB GC             

ែូចដេេះ  0,0,0GA GB GC    ។ 
- ដេអាចថាយ៉ា ងែូចដរាចចំដ េះចំណុច G  ដលើម្តីដកាណ ABC ? 
ដេមាេ  0,0,0GA GB GC     
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ដនាេះ G  ជាទីម្បជុ្ទំរាេន់េម្តីដកាណ ABC  
ែូចដេេះ G  ជាទីម្បជុ្ទំរាេន់េម្តីដកាណ ABC  ។ 
ឃ. េណនា AB AC  
ដេមាេ      6,0,0 , 0,3,0 , 0,0,3A B C  
នាឱំ្យ    6,3,0 , 6,0,3AB AC   

ដេបេ 6 3 0

6 0 3

i j k

AB AC  



 

     9 0 18 0 0 18i j k        
9 18 18i j k    

ែូចដេេះ 9 18 18AB AC i j k     ។ 
- េណនានទាម្ក្ឡាម្តីដកាណ ABC  
តាង S  ជាម្ក្ឡានទាម្តីដកាណ ABC  
ដោយ 9 18 18AB AC i j k     

ដេបេ 
2 2 21 9 18 18 729 27

2 2 2 2
S AB AC

 
      

ែូចដេេះ នទាម្ក្ឡាមំ្តីដកាណ ABC  េឺ 27

2
S   (ឯក្តានទា) ។ 

ង. រក្កូ្អរដោដេចំណុច S  
តាង  5, ,S SS y z  
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ដោយ  S L  ដេបេ 
 

 

 

1 5

1 2

1 2

S

S

t i

t y ii

t z iii

 

  

  

 

តារ  i  ដេបេ 4t   នាឱំ្យ 7, 7S Sy z   
ែូចដេេះ  5,7,7S  ។ 
- េណនាមាឌដតម្តាដអ៊ែត SABC   
តាង V  ជាមាឌដតម្តាដអ៊ែត SABC  
ដេមាេ      6,0,0 , 5,7,7 , 9,18,18A S AB AC ’ 
នាឱំ្យ  1,7,7AS   
ដេបេ   9 126 126 243AB AC AS        

នាឱំ្យ  
1 243 81

6 6 2
V AB AC AS      

ែូចដេេះ មាឌដតម្តាដអ៊ែត SABC  េឺ 81

2
V   (ឯក្តាមាឌ) ។ 

8> ក្នុងតម្រុយអរតូណរមា៉ា ល់  , , ,O i j k  មាេទិសដៅវជិ្ជមាេដេ
ឱ្យចំណុច  2,1, 1A   េិងមាេបលង ់   : 2 2 11 0x y z      
េិង   : 3 4 7 0x y z      ។  

ក្. រក្សរកីារបលង ់    កាតច់ណុំច A  ដ ើយដក្ងររួគ្នន េឹងបលង ់    េិង 
   ។ 
ខ. ក្ណំតកូ់្អរដោដេចណុំច B  ដែលជាចំណុចនេម្បសពវនេបលងទ់ាងំប ី
   ,   េិង    ។ 
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េ. C  ជាចំណុចម្បសពវរវាងបលង ់    ជារយួអក័្សកូ្ត ។ ក្ំណតម់្បដេទម្តី
ដកាណ ABC  រចួេណនានទាម្ក្ឡារបស់វា ។ 
ឃ. ក្ណំតកូ់្អរដោដេចំណុច D  ដែើរបឱី្យចតុដកាណ ABCD  ជាម្បដលឡូ
ម្ការ ។ 
ង. យក្ E  ជាចណុំចក្ោា លនេអងកត ់AB  េិង F  ជាកូ្អរដោដេនេអងកត ់
CD  ។ បង្ហា ញថា EAFC  ជាកាដរ ។ 

ចម្លើយ 

ក្. រក្សរកីារ    
ដេមាេចណុំច  2,1,1A   
បលង ់   : 2 2 11 0x y z      មាេវុចិទរ័ណរមា៉ា ល់  1 1,2,2n  
បលង ់   : 3 4 7 0x y z      មាេវុចិទរ័ណរមា៉ា ល់  2 3,1, 4n   
ដោយបលង ់    ដក្ងររួគ្នន េងឹបលង ់    េិងបលង ់    
ដេបេបលង ់    មាេវុចិទរ័ណរមា៉ា ល់ 1 2n n n   

ដោយ 1 2 2

3 1 4

i j k

n 



 

     8 2 4 6 1 6i j k         
10 10 5i j k     

រយ៉ាងដទៀតបលង ់    កាតច់ំណុច  2,1, 1A   
ដេបេ        : 10 2 10 1 5 1 0x y z         
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  : 10 20 10 10 5 5 0x y z         
  : 10 10 5 5 0x y z       
  : 2 2 1 0x y z      

ខ. ក្ណំតកូ់្អរដោដេចំណុច B  
ដោយចំណុច B  ជាចំណុចម្បសពវរវាងបលង ់    ,   េិង    
ដេបេកូ្អរដោដេចណុំច B  ជាេូចដរលើយនេម្បពេ័ធសរកីារ 

 

 

 

2 2 11 0 1

3 4 7 0 2

2 2 1 0 3

x y x

x y z

x y z

   


   


   

 

យក្  2  េុណេឹង 2  ដេបេ 
 

 

 

2 2 11 0 1

6 2 8 14 0 4

2 2 1 0 3

x y x

x y z

x y z

   


   


   

 

យក្    1 4  េិង    3 4  ដេបេ 
 

 

5 10 25 0 5

8 7 13 0 6

x z

x z

   


  

 

យក្  5  េុណេឹង 8  េិង  6  េុណេងឹ 5  ដេបេ 
 

 

40 80 200 0 7

40 35 65 0 8

x z

x z

   


  

 

យក្    7 8  ដេបេ 135
45 135 0 3

45
z z      
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យក្  3z   ជ្ួសចូល  5  ដេបេ 5 30 25 1x x      
យក្ 1, 3x z   ជ្ួសចូល  2   
ដេបេ 3 12 7 0 2y y       
ដេបេ  1, 2,3B  
ែូចដេេះ កូ្អរដោដេចំណុច B  េឺ  1,2,3B  ។ 
េ. ក្ណំតម់្បដេទម្តីដកាណ ABC  
ដេមាេ    2,1, 1 , 1,2,3A B  
េិងចណុំច C  ជាចំណុចម្បសពវរវាងបលង ់ 

  : 2 2 1 0x y z      ជារយួអក័្សកូ្ត 
ដេបេ 0 0 0 1 0 1x y z z          
ដេបេ  0,0,1C  
ដេបេ      1,1,4 , 2, 1,2 , 1, 2, 2AB AC BC       
នាឱំ្យ 1 1 16 18, 4 1 4 3,AB AC         

1 4 4 3BC      

ដោយ 3AC BC   េិង 2 2 29 9 18AC BC AB      
ដេបេម្តីដកាណ ABC  ជាម្តីដកាណដក្ងសរបតមាេក្ំពូល C  
ែូចដេេះ ម្តីដកាណ ABC  ជាម្តីដកាណដក្ងសរបតមាេក្ំពូល 
C  ។ 
- េណនានទាម្ក្ឡារបស់ម្តីដកាណ ABC  
តាង S  ជានទាម្ក្ឡារបស់ម្តីដកាណ ABC  
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ដេមាេម្តីដកាណ ABC  ជាម្តីដកាណដក្ងសរបតមាេក្ំពូល C  

ដេបេ  
1 3 3 9

2 2 2
S BC AC


     

ែូចដេេះ នទាម្ក្ឡារបស់ម្តីដកាណ ABC  េឺ 9

2
S   (ឯក្តានទា) ។ 

ឃ. ក្ណំតកូ់្អរដោដេចណុំច D  

 
តាង  , ,D D DD x y z  នាឱំ្យ  , ,1D D DDC x y y    
ដែើរបឱី្យ ABCD  ជាម្បដលឡូម្ការលុេះម្តាដត AB DC  

ដោយ  1,1,4AB   ដេបេ 
1 1

1 1

1 4 3

D D

D D

D D

x x

y y

z z

    
 
     
     

 

ែូចដេេះ កូ្អរដោដេចំណុច D  េឺ  1, 1, 3D    ។ 
ង. បង្ហា ញថា EAFC  ជាកាដរ 

ដេមាេ E  ជាចំណុចក្ោា ល AB  ដេបេ 3 3
, ,1

2 2
E
 
 
 

 

េិង F  ជាចំណុចក្ោា ល CD  ដេបេ 1 1
, , 1

2 2
F
 

  
 

 

ដេបេ 3 3 1 1 1 1
, ,0 , , , 2 , , , 2 ,

2 2 2 2 2 2
CE CF AE

     
       

     
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3 3
, ,0

2 2
AF

 
  
 

 

ដេបេ 9 9 3 2 1 1 3 2
0 , 4 ,

4 4 2 4 4 2
CE CF         

1 1 3 2 9 9 3 2
4 , 0

4 4 2 4 4 2
AE AF         

ដោយ 3 2

2
CE CF AE AF     

ដេបេចតុដកាណ EAFC  ជាចតុដកាណដសមើ 

រយ៉ាងដទៀត 3 3
0 0

4 4
CE CF CE CF        

នាឱំ្យចតុដកាណដសមើ EAFC  មាេរុដំក្ងរយួ 
ែូចដេេះ ចតុដកាណ EAFC  ជាកាដរ ។ 

9> ដេឱ្យេូបឯក្តា ABCD EFGH  ។ , ,I J K  េិង L  ជាចំណុច
ក្ោា លដរៀងគ្នន នេម្ជ្ុង , ,AB EH BC  េិង CG  ។ ក្នុងតម្រុយអរតូ
ណរដរ  , , ,A AB AD AE  ៖ 

ក្. a. បង្ហា ញថាវុចិទរ័ FD  អរតូកូ្ោល់េឹងបលង ់  IJK  ។ 
 b. សរដសរសរកីាបលង ់  IJK  ។ 
ខ. សរដសរសរកីារប៉ា រ៉ា ដរ៉ាតនេបនាា ត ់  FD  ។ 
េ. M  ជាចំណុចម្បសពវរវាងបលង ់  IJK  េិងបនាា ត ់  FD  ។ រក្កូ្អរដោ
ដេនេចណុំច M  ។ 
ឃ. ក្ណំតម់្បដេទម្តីដកាណ IJK  រចួេណនានទាម្ក្ឡារបស់វា ។ 
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ង. េណនាមាឌដតម្តាដអ៊ែត FIJK  ។ 
ច. ដតើបនាា ត ់ IJ  េិង  KL  ម្បសពវគ្នន ដែរឬដទ? ដបើបនាា តទ់ាងំពីរម្បសពវ
គ្នន ចូររក្ចណុំចម្បសពវដនាេះ ។ 

ចម្លើយ 
ក្. a. បង្ហា ញថាវុចិទរ័ FD  អរតូកូ្ោល់េឹងបលង ់  IJK  

 
ដោយេូប ABCD EFGH  ជាេូបឯក្តា 
ដេបេក្នុងតម្រុយ  , , ,A AB AD AE  មាេចណុំច  

       0,0,0 , 1,0,0 , 1,1,0 , 1,0,1A B C F  េិង  0,1,0D  
ដេបេ  1,1, 1FD    
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រយ៉ាងដទៀត I  េិង K  ជាចំណុចក្ោា លដរៀងគ្នន នេអងកត ់ AB  េិង 

BC  
ដេបេ 1 1

,0,0 , 1, ,0
2 2

I K
   
   
   

 

នាឱំ្យ 1 1
, ,0

2 2
IK

 
 
 

 ដេបេ  1 1
0 0

2 2
IK FD       

ដេបេ IK FD  ឬ  FD IJK  
ែូចដេេះ វុចិទរ័ FD  អរតូកូ្ោល់េឹងបលង ់  IJK  ។ 
 b. សរដសរសរកីាបលង ់  IJK បលង់ IJK  មាេវុចិទរ័ណរមា៉ា ល់ 

 1,1, 1FD    ដ ើយកាតត់ារចណុំច 1
,0,0

2
I
 
 
 

 

ដេបេ      
1

: 0 0 0
2

IJK x y z
 

       
 

 

 
1

: 0
2

IJK x y z      

  : 2 2 2 1 0IJK x y z     
ែូចដេេះ សរកីារបលង ់  IJK  េឺ   : 2 2 2 1 0IJK x y z     ។ 
ខ. សរដសរសរកីារប៉ា រ៉ា ដរ៉ាតនេបនាា ត ់  FD  
បនាា ត ់  FD  មាេវុចិទរ័ម្បបទ់ិស  1,1, 1FD    េិងកាតត់ារ
ចំណុច  1,0,1F  

ដេបេ  

1

: ;

1

x t

FD y t t

z t

 


 
  
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ែូចដេេះ សរកីារប៉ា រ៉ា ដរ៉ាតនេបនាា ត ់  FD  េឺ  

 

1

: ;

1

x t

FD y t t

z t

 


 
  

 ។ 

េ. រក្កូ្អរដោដេនេចណុំច M  
ដេមាេ M  ជាចំណុចម្បសពវនេបលង ់  IJK  េឹងបនាា ត ់  FD  
យក្សរកីារប៉ា រ៉ា ដរ៉ាតនេបនាា ត ់  FD  ជ្ួសចូលសរកីារបលង ់ IJK  
ដេបេ    2 1 2 2 1 1 0t t t       

2 2 2 2 2 1 0t t t       
6 3 0t    

1

2
t   

យក្ 1

2
t   ជ្ួសចូលសរកីារប៉ា រ៉ា ដរ៉ាតនេបនាា ត ់  FD  

ដេបេ 

1 1
1

2 2

1

2

1 1
1

2 2

x

y

z


  








  


 

ដេបេ 1 1 1
, ,

2 2 2
M
 
 
 

 

ែូចដេេះ កូ្អរដោដេនេចណុំច M  េឺ 1 1 1
, ,

2 2 2
M
 
 
 

 ។ 
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ឃ. ក្ណំតម់្បដេទម្តីដកាណ IJK  

ដេមាេ 1 1 1 1 2 2
, ,0 0

2 2 4 4 4 2
IK IK

 
      

 
 

ចំណុច J  ជាចណុំចក្ោា លនេអងកត ់EH  

ដោយ    0,0,1 , 0,1,1E H  ដេបេ 1
0, ,1

2
J
 
 
 

 

នាឱំ្យ 1 1 1 1 6 6
, ,1 1

2 2 4 4 4 2
IJ IJ
 
       
 

 

 1,0,1 1 0 1 2JK JK       

ដោយ 2 2 22 6 8
2

4 4 4
IK IJ JK       

ឬ 2 2 2IK IJ JK   ដនាេះម្តីដកាណ IJK  ជាម្តីដកាណដក្ងម្តង់
ក្ំពូល I  

រយ៉ាងដទៀត 
2

JK
IK   (ម្ជ្ុងជាបរ់ុដំក្ងដសមើ ក្ក់្ោា លអុបី៉ាូដតេុស) 

ដនាេះម្តីដកាណ IJK  ជាម្តីដកាណក្េលេះសរង័ស 
ែូចដេេះ ម្តដីកាណ IJK  ជាម្តីដកាណក្េលេះសរង័ស ។ 
- េណនានទាម្ក្ឡារបស់វា 
តាង S  ជានទាម្ក្ឡាម្តីដកាណ IJK  
ដោយម្តីដកាណ IJK  ជាម្តីដកាណក្េលេះសរង័ស 

ដេបេ  
1

2
S IJ IK   
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ដោយ 6 2
,

2 2
IJ IJ IK IK     

ដេបេ 1 6 2 12 2 3 3

2 2 2 8 8 4
S        

ែូចដេេះ នទាម្ក្ឡាម្តីដកាណ IJK  េឺ 3

4
S   (ឯក្តានទា) ។ 

ង. េណនាមាឌដតម្តាដអ៊ែត FIJK   
តាង V  ជាមាឌដតម្តាដអ៊ែត FIJK  

ដេបេ  
1

3
V S FM    

ដោយ 3

4
S   េិង  

1 1 1 1 1 1 3 3
, ,

2 2 2 4 4 4 4 2
FM FM

 
         

 
 

ដេបេ 1 3 3 3 1

3 4 2 24 8
V       

ែូចដេេះ មាឌដតម្តាដអ៊ែត FIJK  េឺ 1

8
V   (ឯក្តាមាឌ) ។ 

ច. សិក្ាចណុំចម្បសពវរវាងបនាា ត ់  IJ  េិង  KL  
- សរដសរសរកីារបនាា ត ់  IJ  

ដេមាេ 1 1
, ,1

2 2
IJ
 
 
 

 

សរកីារបនាា ត ់  IJ  មាេវុចិទរ័ម្បបទ់ិស IJ  ដ ើយកាតត់ារ I  
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ដេបេ  

1 1

2 2

1
; 1

2

x k

y k k

z k


 




 






  

- សរដសរសរកីារបនាា ត ់  KL  

ដេមាេ 1
1, ,0

2
K
 
 
 

 

ដ ើយ L  ជាចំណុចក្ោា លនេម្ជ្ុង CG  

ដោយ    1,1,0 , 1,1,1C G  នាឱំ្យ 1
1,1,

2
L
 
 
 

 

ដេបេ 1 1
0, ,

2 2
KL

 
 
 

  

សរកីារបនាា ត ់ KL  មាេវុចិទរ័ម្បបទ់ិស KL  ដ ើយកាតត់ារ K  

ដេបេ  

1

1 1
' ; ' 2

2 2

1
'

2

x

y k k

z k


 



  





  

- សិក្ាចណុំចម្បសពវរវាងបនាា ត ់  IJ  េិង  KL  
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ទាឹរ  1  េិង  2  ដេបេ 

1 1
1

2 2

1 1 1
'

2 2 2

1
'

2

k

k k

k k


 




 






 

ឬ 
 

 

 

1 2

1 '

2 '

k i

k k ii

k k iii

 


 




 

តារ  i  ដេបេ 1k    យក្ជ្ួសចូល  ii   
ដេបេ 1 1 ' ' 2k k       
យក្ 1, 2k k     ជ្ួសចូល  iii  

ដេបេ  
1

1 2 1 1
2

        ពិត 

ដេបេ បនាា ត ់  IJ  េិង  KL  ម្បសពវគ្នន ម្តងរ់យួចណុំច 

យក្ 1t    ជ្ួសចូល  1  ដេបេ 1
1, , 1

2
x y z      

ែូចដេេះ បនាា ត ់  IJ  េិង  KL  ម្បសពវគ្នន ម្តងរ់យួចណុំច ដែល

មាេកូ្អរដោដេ 1
1, , 1

2

 
  

 
 ។ 
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10> ក្នុងតម្រុយអរតូណរដរ  , , ,D DA DC DH  ដេឱ្យេូបឯក្តា 
ABCD EFGH  ។ 

ផ្នែក A 

ក្. បង្ហា ញថាវុចិទរ័ DF  ជាវុចិទរ័ណរមា៉ា ល់នេបលង ់  EBG  ។ 

ខ. សរដសរសរកីារនេបលង ់  EBG  ។ 

េ. រក្កូ្អរដោដេនេចណុំច I  ចំណុចម្បសពវនេបនាា ត ់  DF  េិងបលង ់
 EBG  ។ 

ផ្នែក B 

ដេឱ្យ x  ជាតនរលរយួដែរសថិតដៅចដនាល េះ  0,1  េិងចំណុច M  រយួចល័ត
ដលើអងកត ់ DF  ដែលដទាៀងផ្ទា ត ់ DM x DF  ដ ើយ ,EMB  

0     ។ 

ក្. ក្ណំតត់នរលរុ ំ   ដបើចំណុច M  ម្តួតដលើចណុំច D ? ម្តួតដលើចំណុច 
F  ។ 

ខ. a. បង្ហា ញថាកូ្អរដោដេនេចណុំច M  េឺ  , ,M x x x  ។ 

 b. បង្ហា ញថា 
2

2

3 4 1
cos

3 4 2

x x

x x


 


 
 ។ 

េ. សងត់ារងអដេរភាពនេ cos  ដលើចដនាល េះ  0,1  រចួក្ំណតកូ់្អរដោដេ
ចំណុច M  ដែើរបឱី្យ៖ 
 a. ម្តីដកាណ MEB  ជាម្តីដកាណដក្ងម្តង ់M  ។ 

 b. រុ ំ  មាេតនរលអតិបរមា ។  
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ចម្លើយ 

 
ផ្នែក A 

ក្. បង្ហា ញថាវុចិទរ័ DF  ជាវុចិទរ័ណរមា៉ា ល់នេបលង ់  EBG  

ដោយេូប ABCD EFGH  ជាេូបឯក្តា 
ដេបេក្នុងតម្រុយ  , , ,D DA DC DH  មាេចណុំច 

     1,1,0 , 0,0,0 , 1,0,1B D E  េិង  1,1,1F  
ដេបេ    1,1,1 , 0,1, 1DF EB   
ដោយ 0 1 1 0DF EB DF EB        
ដេបេ  DF EBG  
ែូចដេេះ វុចិទរ័ DF  ជាវុចិទរ័ណរមា៉ា ល់នេបលង ់  EBG  ។ 
ខ. សរដសរសរកីារនេបលង ់  EBG  
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បលង ់  EBG  មាេវុចិទរ័ណរមា៉ា ល់  1,1,1DF  េិងកាតច់ំណុច 
 1,0,1E  

ដេបេ        : 1 0 1 0EBG x y z       

  : 1 1 0EBG x y z      

  : 2 0EBG x y z     

ែូចដេេះ សរកីារបលង ់  EBG  េឺ   : 2 0EBG x y z     ។ 
េ. រក្កូ្អរដោដេនេចណុំច I   

ដេមាេ    : 2 0 1EBG x y z     

ដ ើយបនាា ត ់ DF  មាេវុចិទរ័ម្បបទ់ិស  1,1,1DF  េិងកាតត់ារ
ចំណុច  0,0,0D  

ដេបេ    : ; 2

x t

DF y t t

z t




 
 

 

 ដោយ I  ចំណុចម្បសពវនេបនាា ត ់  DF  េិងបលង ់  EBG  

យក្  2  ជ្ួសចូល  1  ដេបេ 

2
2 0 3 2

3
t t t t t         

យក្ 2

3
t   ជ្ួសចូល  2  ដេបេ 2 2 2

, ,
3 3 3

x y z    

ែូចដេេះ កូ្អរដោដេចំណុច I  េឺ 2 2 2
, ,

3 3 3
I
 
 
 

 ។ 

ផ្នែក B 
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ក្. ក្ណំតត់នរលរុ ំ  

- ក្រណីចណុំច M  ម្តួតដលើចណុំច D  

ដេមាេ M  ម្តួតដលើចំណុច D  ដេបេ  0,0,0M  

ដេបេ    1,0,1 , 1,1,0 , 1 0 0 1ME MB ME MB      

េិង 1 0 1 2, 1 1 0 2ME MB         

រយ៉ាងដទៀតដេមាេ cosME MB ME MB      

1 1
cos

22 2

ME MB

ME ME



   


 

ដោយ 1
cos

3 2 3

 
    

ែូចដេេះ 
3


   ។ 

- ក្រណីចណុំច M  ម្តួតដលើចណុំច F  

ដេមាេ M  ម្តួតដលើចំណុច F  

ដោយ EF FB  (ម្ជ្ុងេូប) ដេបេ  

2
EM MB EMB


     

ែូចដេេះ 
2


   ។ 

ខ. a. បង្ហា ញថាកូ្អរដោដេនេចំណុច M  េឺ  , ,M x x x  
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ដេមាេ M DF  ដនាេះកូ្អរដោដេចណុំច M  ដទាៀងផ្ទា តស់រកីារ

បនាា ត ់   : ;

x t

DF y t t

z t




 
 

 

យក្ t x  ដេបេ  , ,M x x x  ពិត 

ែូចដេេះ កូ្អរដោដេនេចណុំច M  េឺ  , ,M x x x  ពិត ។ 

b. បង្ហា ញថា 
2

2

3 4 1
cos

3 4 2

x x

x x


 


 
 

ដេមាេ      , , , 1,0,1 , 1,1,0M x x x E B  

នាឱំ្យ    1 , ,1 , 1 ,1 , ,ME x x x MB x x x       

     
2 2 2 21 1 2 4 3 ,ME x x x x x          

     
2 2 2 21 1 2 4 3 ,MB x x x x x          

     
2 21 1 1 3 4 1ME MB x x x x x x x           

ដោយ cosME MB ME MB     cos
ME MB

ME ME



 


 

2

2 2

3 4 1
cos

2 4 3 2 4 3

x x

x x x x


 


    
 

2

2

3 4 1
cos

3 4 2

x x

x x


 


 
 ពិត 

ែូចដេេះ 
2

2

3 4 1
cos

3 4 2

x x

x x


 


 
 ពិត ។ 
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េ. សងត់ារងអដេរភាពនេ cos  ដលើចដនាល េះ  0,1   

តាង 
2

2

3 4 1
cos

3 4 2

x x
y

x x


 
 

 
 

នាឱំ្យ      

 

2 2

2
2

6 4 3 4 2 6 4 3 4 1
'

3 4 2

x x x x x x
y

x x

      


 
 

   

 

2 2 2 2

2
2

18 36 4 8 18 36 10 4

3 4 2

x x x x x x

x x

      


 
 

 
2

2

6 4

3 4 2

x

x x




 
 

ចំដ េះ    
2

20,1 , 3 4 2 0x x x      ដេបេ 'y  យក្សញ្ញា
តារ 6 4x   

ដបើ 2
6 4 0

3
x x     

ដេបេតារងអដេរភាពនេ cosy   

 

- ក្ណំតកូ់្អរដោដេចណុំច M  ដែើរបឱី្យ 
a. ម្តីដកាណ MEB  ជាម្តីដកាណដក្ងម្តង ់M  

ម្តីដកាណ MEB  ជាម្តីដកាណដក្ងម្តង ់M  កាលោ cos 0   

x   0   

2

3
 

1  

'y        

y   
0.5   

 

0.5   

0  
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ដេបេ 
2

2

2

3 4 1
0 3 4 1 0

3 4 2

x x
x x

x x

 
    

 
 

ដេបេ 1
1,

3
x x   

ែូចដេេះ ម្តីដកាណ MEB  ជាម្តីដកាណដក្ងម្តង ់ M  កាលោ

ចំណុច M  មាេកូ្អរដោដេ  
1 1 1

1,1,1 , ,
3 3 3

M M
 
 
 

b¤  ។ 

b. រុ ំ  មាេតនរលអតិបរមា  
ដេមាេ 0     ដេបេរុ ំ   មាេតនរលកាេដ់តធំកាលោ 
cos  មាេតនរលកាេដ់តតូច 

តារតារងអដេរភាព ដេបេ cos  មាេតនរលអបបរមាម្តង ់ 2

3
x   

ដេបេ 2 2 2
, ,

3 3 3
M
 
 
 

 

ែូចដេេះ រុ ំ  មាេតនរលអតិបរមាកាលោចំណុច M  មាេកូ្អរដោ

ដេ 2 2 2
, ,

3 3 3
M
 
 
 

 ។ 

 

យ ើងមនិអាចកែករែអតីតកាលបាន  
ែ ៉ុកនែយ ើងអាចចាែ់យ ដ្ើមជាថ្ម ី 

យៅយេលយនេះយ ើម្បផី្ល្ស់ែដូរអនាគតបាន 
(C.S. Lewis អនែនិេនធរែយោមយោែ)  


