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អារម្ភកថា 

 វសិមភាពជាផ្នែកមួយដស៏ំខានក់ែុងគណិតវទិ្យា ។ មិនត្តឹមផ្តប ុណ ណ្ ោះ  
ណទ្យ ណោយសារផ្តលកខណៈពិណសសជាណត្រើនននវសិមភាពបានណ វ្ើឲ្យលំហាតត់្ប  
ណេទ្យណនោះណលររូបរាងណ ើងជាញឹកញាបណ់ៅកែុងការត្ប ងត្បផ្ែងនានាពិណសស 
ណនាោះ គឺ ការត្ប ងសិសសពូផ្កកត្មិតជាតិ និង អនតរជាតិជាណដើម ។ ណេតុណនោះ  
ការយល់ដឹងពើវសិមភាពពិតជាមានសារៈសំខាន់្ ស់សត្មាបប់អូនៗផ្ដលរង់ 
កាា យជាសិសសពូផ្កមួយរូប ។ 
 ណសៀវណៅវសិមភាព 360 ណនោះត្តូវបានណរៀបណរៀងណ ើងសត្មាបន់តលជ់ា  
មូលោា នត្គឹោះណលើផ្នែកវសិមភាពណៅដល់មិតតអែកអាន ។ ណសៀវណៅណនោះត្តូវបាន  
ណរៀបណរៀងណ ើងជាលកខណៈណមណរៀនននវសិមភាពផ្ដលកែុងណនាោះខំុ្បាទ្យបានណរៀបណរៀង 
ណតត តសំខានណ់ៅណលើវសិមភាពជាមូលោា នមួយរំនួនផ្ដលណពញនិយមណៅកែុងការ 
ត្ប ងត្បផ្ែងដូរជាវសិមភាពននម្យម (QM-AM-GM-HM), វសិមភាព  
Cauchy-Schwarz, វសិមភាពននតណត្មៀប (Rearrangement), វសិមភាព  
Jensen និង វសិមភាពជាណត្រើនណទ្យៀត ។ ណលើសពើណនោះណៅណទ្យៀតខំុ្បាទ្យបាន  
បញ្ចូ លនូវតិរនិរមួយរំនួនដូរជា ការតាងផ្បបពើែគណិត ការតាងផ្បបត្តើ  
ណកាណមាត្ត និង ការតាងផ្បប Ravi ជាណដើម ។  
គួរកតស់មាា ល់នងផ្ដរថា ណដើមើបទាញយកត្បណោែនឲ៍្យបានណត្រើនពើលំហាតមួ់យ  
រ ឺកណ៏សៀវណៅមួយការសណងេតណលើលកខណៈទូ្យណៅរបស់លហំាតទ់ាងំណនាោះពិតជាមាន  
សារៈសំខានខ់ាា ងំ្ស់ ។ ការយល់ពើលកខណៈទូ្យណៅណនោះណត្បៀបដូរជាគនាឹោះ រ ឺ 
កូនណសារមួយផ្ដលែួយអែកឲ្យចាកណ់សារណបើកទាវ រណរញណៅរកភាពរ ើករណត្មើន ។ 
 ណទាោះបើជាមានការត្តួតពិនិតយោ ងម តរ់តោ់ ង្កណ៏ោយកំេុសឆ្ាង 
ណោយអណរតនាមួយរំនួនត្បាកដជាណកើតមានណ ើង ។ ណេតុណនោះ ណយើងខំុ្សូមអរ  
គុណទុ្យកជាមុនរាល់មតិរោិះគនព់ើត្គបម់ែឈោា នអែកសិកាទាងំអស់ណដើមើបផ្កលំអឲ្យ 
ណសៀវណៅមួយកាលណនោះកាា យជាណសៀវណៅវសិមភាពដល៏អត្បណសើរ ។ 



 
 
 
 
 
 
 
 
 

េែំណពញ នងៃទ្យើ ១៦ ផ្ខ សើហា ឆ្ែ  ំ២០១៤ 
ណរៀបណរៀងណោយ ជា ពិសិដា 



 

មាតិកា 
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

ការេជាចំនួនវិជ្ជមាន  
 

 
ចំព ោះ xជាចំនួនពិត ពេបាន 0

2
x  សមភាព ល ោះត្រាតត 0x  ។ 

 
វសិមភាពត្រីរោណ (Triangle Inequality) 
ព ើ a , b ជាពើរចំនួនពិត ពេបាន baba   សមភាពពពល 0ab ។ 
សម្រមាយ 
ព ើមើប ង្ហា ញថាសំព ើ ខាងពលើពិតព ើងត្រានត់ត ង្ហា ញថា 

 22
baba   

ព ើងមាន  
222222

22 bbaababababa   
 2ba   

សមភាពព ើតព ើងពពល 0 ababab រ ឺa , b មានសញ្ញា  ូចាា  ។ 
 

ទត្មង់ទរូៅនៃវសិមភាពត្រីរោណ 
ចំព ោះ 1x , 2x , … , nx ជាចំនួនពិត ព ើងបាន 

nn xxxxxx  ...... 2121  សមភាពព ើតព ើងពពល 

ix , ni ,1 មានសញ្ញា  ូចាា  ។ 
 

 
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

លហំាត់  ១ 
ពេឲ្យ a , b , c , d ជាចំនួនពិត ំពពញល ខខ ឌ  cbda  ។ 
 ង្ហា ញថា          0 cbaddbcadcba  ។ 

(Czech and Slovak Republics,2004) 
ចរ ល្ើយ  
ព ើងមាន dcbacbda   
ពេបាន         cbaddbcadcba   

acabcdbdcdbcadabbdbcadac   
bdbcadac 2222     dcbdca  22  

     022
2
 badcba  

សមភាពព ើតព ើងល ោះត្រាតត dcba   
លហំាត់ ២ 
ពេឲ្យ          2222

,,, addccbbadcbaf  ។ 
ចំព ោះ dcba   ង្ហា ញថា 

     cdbafdcbafdbcaf ,,,,,,,,,   ។ 
ចរ ល្ើយ 
ព ើងមាន    dcbafdbcaf ,,,,,,   

       2222
dcdbbaca   

     dcbcbcbacb 22   
   02  dacb  
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

ពេបាន    dcbafdbcaf ,,,,,,   (1) 
មយ៉ាងព ៀត    cdbafdcbaf ,,,,,,   

       2222
acaddbcb   

     adccddcbcd 22   
   02  abcd  

ពេបាន    cdbafdcbaf ,,,,,,   (2) 
ាម (1),(2) ព ើងបាន      cdbafdcbafdbcaf ,,,,,,,,,   
លហំាត់ ៣ 
ពេឲ្យ a , b , cជាចំនួនពិតវជិ្ជមានព ទ្ៀងផ្ទទ ត ់ 1abc ។  ង្ហា ញថា 

1
555555








 caac

ca

bccb

bc

abba

ab  ។ 

(IMO Shortlist,1996) 
ចរ ល្ើយ 
ព ើងមាន     bababababa 

22552233
0  

ពេបាន 
    2222

2

2255
abcbacba

abc

abbaba

ab

abba

ab








 

cba

c


  ពត្រ ោះ 1abc  

ត្រា  ូចាា  ព ើងបាន 
cba

a

bccb

bc





55

 

cba

b

caac

ca





55
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

ពេត ពនោះ 
caac

ca

bccb

bc

abba

ab








555555

1





cba

cba  

លហំាត់ ៤ 
 ង្ហា ញថា 0 cbaaccbbacba (*) ។ 
ចរ ល្ើយ 
ព ើ a , b រ ឺ 0c ពេបាន (*) ពិត 

ពត្រៅពើពនោះ WLOG1 សនមតថា 0 cba ពេបាន 1
a

b , 1
a

c  

ព ើងបាន (*) សមមូល  

01111 
a

c

a

b

a

c

a

c

a

b

a

b

a

c

a

b  

01111 
a

c

a

b

a

c

a

c

a

b

a

b

a

c

a

b  

011 









a

c

a

b

a

c

a

b

a

c

a

b

a

c

a

b  ពិត 

ពត្រ ោះ 
a

c

a

b

a

c

a

b
 , 

a

c

a

b

a

c

a

b
 11  

លហំាត់ ៥ 

រ តម្មៃតូច ំ  ្តម្ន 



100

1i

ix  ចំព ោះ xជាចំនួនពិត ។ 

ចរ ល្ើយ 
ចំព ោះ 50,1k  ព ើងបាន   kkxkx 2101101   

                                                        
1 Without Loss of Generality 
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

ពត្រ ោះ baba   
សមភាពពពល      0101  kxkx  kkx  101,  
ពេបាន 991001  xx  

97992  xx  
………………………… 

15150  xx  

 ូ អងគ និង អងគពេបាន 2500509997...31
2

100

1


i

ix

 
សមភាពពពល    

50

1

51,50101,



k

kkx  

 ូចពនោះ តម្មៃតូច ំ  ្តម្ន 



100

1i

ix  េឺ 2500 សមភាពល ោះត្រាតត  51,50x  

លហំាត់ ៦ 

ព ោះត្រា វសិមើការ 
 

92
211

4
2

2




x
x

x  ។ 

(IMO,1960) 
ចរ ល្ើយ 

 
92

211

4
2

2




x
x

x  មានន ័ កាលណា 








0211

021

x

x  

 







 ,00,

2

1
x  
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

ព ើងមាន 
 

92
211

4
2

2




x
x

x  

 
   

92
211211

2114
22

2
2





 x

xx

xx  

 
 

92
211

2114
2

2
2





 x

x

xx   92211
2

 xx  

92212121  xxx
2

7
21  x  

4

49
21  x

8

45
 x  

 ូចពនោះ 


















8

45
,00,

2

1
x

 
លហំាត់ ៧ 

 ង្ហា ញថា  
4

1
4

2
 nn , INn  ។  x  ាងឲ្យត ា្  សភាេម្ន x  ។ 

ចរ ល្ើយ 
ព ើងមាន 14444

222
 nnnnn  

1242
2

 nnnn  
ពេបាន   nnn 24

2
  

ព ើងបាន   nnnnnnn 2444
222

  

  nnnnn 244
22

  

 ង្ហា ញថា 
4

1
24

2
 nnn  
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

ព ើងមាន 
4

1
24

4

1
24

22
 nnnnnn  

16

1
44

22
 nnnn  

16

1
0   ពិត 

 ូចពនោះ  
4

1
4

2
 nn

 
លហំាត់ ៨ 
ចំព ោះ a , b , 0c និង p , q ព ទ្ៀងផ្ទទ ត ់ 1 qp ។  ង្ហា ញថា 
a , b , cជារង្ហា ស់ត្រជុ្ងម្នត្រតើពកា មួ  កាលណា 222

pqcqbpa  ។ 
ចរ ល្ើយ 
ព ើងមាន pqqp  11  
ព ើងបាន 222

pqcqbpaQ    
    222

11 cppbppa   
  222222

bpcbapc   
ពេបាន   222222

4 cbcba   
  bccbabccba 22

222222
  

     2222
cbacba   

    cbacbacbacba   
0Q កាលណា 0 ( ពត្រ ោះ 0

2
c ) 

     0 cbacbacbacba  
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

    0 baccbaacb  (*) 
ព ើពើរ ា ងចំពណាម acb  , cba  , bac  អវជិ្ជមាន 

0 a , 0b រ ឺ 0c ទ្  ពើសមមតិ មម 
ពេត ពនោះ (*) ពិត កាលណា  

0 acb , 0 cba និង 0 bac  
 acb  , cba  និង bac   
 ូចពនោះ a , b , cជារង្ហា សត់្រជុ្ងម្នត្រតើពកា មួ  កាលណា 

222
pqcqbpa   

លហំាត់ ៩ 
ពេឲ្យ 0 cba និង 1 cba ។  ង្ហា ញថា 153

222
 cba ។ 

( មព ជា,2014) 
ចរ ល្ើយ 
ព   0 cba និង 1 cba  
ព ើងបាន 222222222

22253 ccbcbacba   

cabcabcba 222
222

  
  11

22
 cba  

 ូចពនោះ 153
222
 cba  

លហំាត់ ១០ 
ពេឲ្យអន េមន៍ f  ំ តព់     n

n xaxaaxf  ...10 មានពមេ   

ia  ំពពញល ខខ ឌ  00 aai  ចំព ោះ ni ,1 ។ 
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

      n

n

n

n xbxbxbbxf
2

210

2
......   ។ 

 ង្ហា ញថា   21 1
2

1
fbn   ។ 

( មព ជា,2008) 
ចរ ល្ើយ 

ព ើងមាន   n

n xaxaaxf  ...10     210

2
...

n

n xaxaaxf   
ព      n

n

n

n xbxbxbbxf
2

210

2
......    

ពត្រ ៀ ព ៀ ពមេ  ម្ន 1n
x ព ើងបាន 

0020111211 ...... aaaaaaaaaaaab nnnnn    
     10102011 ...2 aaaaaaaaab nnnn    
     nnnn aaaaaaaaa  ............ 00201  

  nn aaaaaa  ...... 2110  
    22

10 1... faaa n   

 ូចពនោះ   21 1
2

1
fbn   

 
 

 
 
 



| 10 
 

រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

វិសមភាពងាយ 
 

 
ដដើមីើបឈានដៅដល់វសិមីភាពងាយដនេះ ដយើងសដងេតដមីើលសមីភាពពើជគណិត 
ដម៏ានសារៈសំខានមួ់ីយជាមុីនសិន គឺ  

        222333

2

1
3 accbbacbaabccba   (*) 

សម្រាយ 
រដបៀបទើ ១ 
ដយើងមាន abccba 3

333
  

   cbaabcba  3
33  

        cbaabcbacbacba  3
22

 

  bcacabcbacba 
222  

        222

2

1
accbbacba   

រដបៀបទើ ២ 
យក  xP ជាពហុធាដឺដ្កទើ ៣ ដដលមានរសឹ cba ,, ដយើងបាន 

     cxbxaxxP   
    abcxcabcabxcbax 

23  
ជំនួស cba ,, កនុង  xP ដគបាន 

    0
23

 abcacabcabacbaa  
    0

23
 abcbcabcabbcbab  
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

    0
23

 abcccabcabccbac  
បូក អងគ និង អងគ   cbacbacba

222333
  

   03  abccbacabcab  

abccba 3
333
  
   0

222
 cabcabcbacba  

abccba 3
333
   bcacabcbacba 

222  

abccba 3
333
         222

2

1
accbbacba   

រដបៀបទើ ៣ 

ដ្បើដដដទមីើណងល់ំដាប ់៣ abccba

b

a

c

a

c

b

c

b

a

D 3
333
   (1) 

មីយ៉ាងដទៀត 
b

a

c

a

c

b

cba

cba

cba

D







   Dcba 

b

a

c

a

c

b

1

1

1

   

  cabcabcbacba 
222

  (2) 
តាមី (1),(2) ដយើងបាន  

abccba 3
333
   bcacabcbacba 

222  

        222

2

1
accbbacba 

 
សដងេតដលើសមីភាព (*) 
ដបើ 0 cba  ដគបាន abccba 3

333
   (i) 
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

ដបើ a , b , 0c  ដគបាន abccba 3
333
  1  

សមីភាពដកើតដ ើងលុេះ្តាដត cba   
 
លហំាត់ ១ 
ដាក ់      333

xzzyyx   ជាផលគុណកតាា  ។ 
ចមមលើយ 
ដបើយក yxa  , zyb  , xzc   ដគបាន 0 cba  
តាមី (i) ដយើងបាន 
         xzzyyxxzzyyx  3

333  
លហំាត់ ២ 

្សាយបញ្ជា កថ់ា 33 5252  ជាចំនួនសនិទាន ។ 
ចមមលើយ 

យក IR5252 33 x  05252 33 x
 

ដបើយក xa  , 3 52 b , 3 52 c
 

ដគបាន 0 cba  

តាមី (i) ដយើងបាន   33
525235252  xx  

043
3

 xx   
   041

2
 xxx  

ដយើងបាន 1x ជាចំនួនសនិទាន  
                                                        
1
 វសិមីភាព Cauchy រ ឺAM-GM ចំដ េះបើចំនួនពិតវជិាមាន 
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

លហំាត់ ៣ 
ឧបមាថា cba ,, ជារងាា ស់្ ជុងនន្តើដោណមួីយ ។ ្សាយបញ្ជា កថ់ា

 cba
abccba

,,max
2

3
3

333


 ។ 

ចមមលើយ 
ដដាយ វសិមីភាពមានលកខណៈសុើដមី្ទើដ ៀបនឹងអដេរ a , b , c  
WLOG ឧបមាថា cba   

ដយើងបាន  cba
abccba

,,max
2

3
3

333




 

 a
abccba




3

333

2

3
03

333
 abccba  

    03
333

 bcacba  

         0
2

1 222
 cbcabacba ពិត 

 ដ្ េះ cba ,, ជារងាា ស់្ជុងនន្តើដោណមួីយ 
 
 

 
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

លហំាត់ 
1. ដគឲ្យ zyx ,, ជាបើចំនួនគតបំ់ដពញលកខខណឌ   

      xyzxzzyyx 
222 ។ ្សាយបញ្ជា កថ់ា 

333
zyx   ដចកដាចនឹ់ង 6 zyx  ។ 

2. យក cba ,, ជាបើចំនួនពិតបំដពញលកខខណឌ  042 33  cba ។  
បងាា ញថា 0 cba ។ 

3. រកសំណំុចំណុច  yx, ដដលបំដពញលកខខណឌ  13
33

 xyyx ។ 
4. តាង S ជាសំណំុននចំនួនគត់ x ដដល abccbax 3

333
  

( cba ,, ជាចំនួនគត ់) ។ បងាា ញថា ដបើ Syx , ដគបាន Sxy ។ 
5. ដគដោយ cba ,, ជាបើចំនួនគតវ់ជិាមានដផេងគ្នន  និង k ជាចំនួនគតវ់ជិាមាន ។  
បងាា ញថា ដបើ 13

2
 kcabcab ដគបាន  

kabc
cba

3
3

333


  ។ 

6. ចំដ េះ្គបចំ់នួនពិត x , y , z បងាា ញថា zxyzxyzyx 
222 ។ 

7. ដបើ a , b , cជាចំនួនពិតវជិាមាន បងាា ញថា 
cbaabc

cba 111
222


 ។ 

8. (Romania,2007) 
ចំដ េះ្គប ់ x , y , zជាចំនួនពិតវជិាមាន ្សាយបញ្ជា កថ់ា 

   xzzyyxxyz
zyx




4

3

3

333

 ។ 

9. (UK,2008) 
រកតនមីៃអបបបរមានន 222

zyx  ដបើដគដឹងថា x , y , zជាបើចំនួនពិត 
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

បំដពញលកខខណឌ  13
333

 xyzzyx  ។ 
10. ដដាេះ្សាយសមីើោរ 011 333  xxx  ។ 

11. ដគឲ្យ r  ជាចំនួនពិតបំដពញលកខខណឌ  3
1

3

3 
r

r  ។ 

គណនា 
3

3 1

r
r   ។ 

 
 
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

ទម្រង់ Engel នៃវិសរភាព Cauchy-Schwarz 
(Arthur Engel’s Minima Principle) 

 
ទ្រឹស្តីបរ 
ចំព ោះ 1a , 2a ,…, na ជាចំនួនពិត និង 1x , 2x  , … , nx  

ជាចំនួនពិតវជិ្ជមានពេបាន  

n

n

n

n

xxx

aaa

x

a

x

a

x

a






...

...
...

21

2

21

2

2

2

2

1

2

1 ,  

2n ។ 

ស្ទ្ាយ 
ចំព ោះ 2n ព ើងបាន  

 

21

2

21

2

2

2

1

2

1

xx

aa

x

a

x

a






 
      21

2

21211

2

2212

2

1 xxaaxxxaxxxa 

 
  0

2

1221  xaxa  សមភាពព ើតព ើងល ោះត្រាតត 
2

2

1

1

x

a

x

a
  

ឧបមាថា ពិតដល់ kn  េឺ  

k

k

k

k

xxx

aaa

x

a

x

a

x

a






...

...
...

21

2

21

2

2

2

2

1

2

1  

សិ ា រណើ  1 kn   

ព ើងមាន  

k

k

k

k

xxx

aaa

x

a

x

a

x

a






...

...
...

21

2

21

2

2

2

2

1

2

1  

 

1

2

1

21

2

21

1

2

1

2

2

2

2

1

2

1

...

...
...







 





k

k

k

k

k

k

k

k

x

a

xxx

aaa

x

a

x

a

x

a

x

a  
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  


 

121

2

121

...

...









kk

kk

xxxx

aaaa  

សមភាពព ើតព ើងល ោះត្រាតត  
1

1

2

2

1

1 ...



k

k

x

a

x

a

x

a  

លហំាត់ ១ 
ចំព ោះ 1a , 2a , … , na និង 1b , 2b , … , nb  ជាចំនួនពិត 
បង្ហា ញថា   2

2211 ... nnbababa   
  22

2

2

1

22

2

2

1 ...... nn bbbaaa   ។ 
(វសិមភាព Cauchy-Schwarz) 

ចមរលើយ 

ព ើងមាន      
2

2

2

2

2

22

2

1

2

1122

2

2

1 ......
n

nn

n
b

ba

b

ba

b

ba
aaa   

 
22

2

2

1

2

2211

...

...

n

nn

bbb

bababa




  

ពេបាន  2

2211 ... nnbababa   
  22

2

2

1

22

2

2

1 ...... nn bbbaaa   

សមភាពព ើតព ើងល ោះត្រាតត 
n

n

b

a

b

a

b

a
 ...

2

2

1

1  

លហំាត់ ២ 

ចំព ោះ a , b , cជាចំនួនពិតវជិ្ជមាន បង្ហា ញថា
2

3








 ba

c

ac

b

cb

a ។ 

(វសិមភាព Nesbitt) 
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

ចមរលើយ 

ព ើងមាន 
bcac

c

abbc

b

acab

a

ba

c

ac

b

cb

a


















222

 

 
 cabcab

cba






2

2

 

ពោ     cabcabcbacabcabcba  30
2222  

ពេបាន  
  2

3

2

3













 cabcab

cabcab

ba

c

ac

b

cb

a  

លហំាត់ ៣ 
   1a , 2a , … , na , 1b , 2b , … , nb  ជាចំនួនពិតវជិ្ជមានបំពពញល ខខណឌ  

nn bbbaaa  ...... 2121 ។ បង្ហា ញថា 

 n

nn

n aaa
ba

a

ba

a

ba

a









...

2

1
... 21

2

22

2

2

11

2

1 ។ 

(APMO,1991) 
ចមរលើយ 

ព ើងមាន 
nn

n

ba

a

ba

a

ba

a









2

22

2

2

11

2

1 ...

 
 

nn

n

bbbaaa

aaa






......

...

2121

2

21  

 

  2

...

...2

... 21

21

2

21 n

n

n aaa

aaa

aaa 





  
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

លហំាត់ ៤ 
ពេឲ្យ a , b , cជាចំនួនពិតវជិ្ជមានបំពពញល ខខណឌ  1abc ។ 

បង្ហា ញថា 
      2

3111
333








 bacacbcba

។ 

(IMO,1995) 
ចមរលើយ 
 

ព ើងមាន 
     bacacbcba 







333

111  

bcac

c

bcab

b

acab

a










222

111

 cabcab

cba














2

111
2

 

 2
2 abc

cabcab 


 
 

2

3

2

3
3 2

 abc  

លហំាត់ ៥ 
ចំព ោះ a , b , cជាចំនួនពិតវជិ្ជមាន បង្ហា ញថា 

1
222








 ba

c

ac

b

cb

a ។ 

(Czech and Slovak Republics,1999) 
ចមរលើយ 

ព ើងមាន 
bcac

c

abbc

b

acab

a

ba

c

ac

b

cb

a

222222

222

















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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

 
 

1
3

2







cabcab

cba

 
ពត្រ ោះ    cabcabcba  3

2  
លហំាត់ ៦ 
ពេឲ្យ w , x , y , zជាចំនួនពិតវជិ្ជមាន បង្ហា ញថា 

3

2

32323232











 yxw

z

xwz

y

wzy

x

zyx

w ។ 

(Moldova,2007) 
ចមរលើយ 

ព ើងមាន 
yxw

z

xwz

y

wzy

x

zyx

w

32323232 









 

xywyyz

y

wxxzxy

x

wzwywx

w

323232

222










 

yzxzwz

z

32

2


  

 
 xzwyzwyzxywx

zyxw






4

2

 

បង្ហា ញថា  
  3

2

4

2






xzwyzwyzxywx

zyxw  

ព ើងមាន  
  3

2

4

2






xzwyzwyzxywx

zyxw  

   xzwyzwyzxywxzyxw  23
2222 ពិត 

ពត្រ ោះ ាម AM-GM ពេបាន wxxw 2
22
 , xyyx 2

22
  
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

yzzy 2
22
 , zwwz 2

22
  

wyyw 2
22
 , xzzx 2

22
  

បូ អងគ និង អងគព ើងបាន 
   xzwyzwyzxywxzyxw  23

2222  
លហំាត់ ៧ 
   x , y , zជាចំនួនពិតវជិ្ជមាន បង្ហា ញថា 

         4

3
222








 yzxz

z

xyzy

y

zxyx

x ។ 

(Croatia,2004) 
ចមរលើយ 

ព ើងមាន 
        yzxz

z

xyzy

y

zxyx

x









222

 

 
 zxyzxyzyx

zyx






3
222

2

 

បង្ហា ញថា  
  4

3

3
222

2






zxyzxyzyx

zyx  

ព ើងមាន  
  4

3

3
222

2






zxyzxyzyx

zyx  

zxyzxyzyx 
222  ពិត 

លហំាត់ ៨ 
ចំព ោះត្រេប ់ a , b , cជាចំនួនពិតវជិ្ជមាន ។ ត្រា បញ្ជជ  ថ់ា 
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

7

1

111011101110








 ba

c

ac

b

cb

a  ។ 

(ភ្នំពពញ,2009) 
ចមរលើយ 

ព ើងមាន 
ba

c

ac

b

cb

a

111011101110 






 

bcac

c

abbc

b

acab

a

111011101110

222








  

 
 cabcab

cba






21

2

 

ពោ     cabcabcba  3
2  

ព ើងបាន 
ba

c

ac

b

cb

a

111011101110 






 

 
  7

1

21

3







cabcab

cabcab  

 
 

 
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

លហំាត់ 
i. (វសិមភាព QM-AM ) 

ចំព ោះត្រេបចំ់នួនពិតវជិ្ជមាន 1x , 2x , … , nx បង្ហា ញថា 

n

xxx

n

xxx nn 


 ...... 21

22

2

2

1  ។ 

ii. (Hungry,1996) 
ពេឲ្យ a , b ជាចំនួនពិតវជិ្ជមានបំពពញល ខខណឌ  1 ba ។ 

បង្ហា ញថា 
3

1

11

22





 b

b

a

a  ។ 

iii. (MOSP,2000) 
   a ,b , x , y , zជាចំនួនពិតវជិ្ជមាន ។ បង្ហា ញថា  

babyax

z

bxaz

y

bzay

x












3  ។ 

iv. (South Africa,1995) 
   a , b , c , d ជាបួនចំនួនពិតវជិ្ជមាន ។ បង្ហា ញថា 

dcbadcba 


6416411  ។ 

v. ចំព ោះ a ,b , c , d ជាចំនួនពិតវជិ្ជមាន បង្ហា ញថា 
 /    444

8 baba   

ខ/  1. 
cbaaccbba 










9222

 
2. 
















 cbaaccbba

111

2

1111  (Ireland,1998)។ 
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

េ/ cba
ac

ac

cb

cb

ba

ba















222222

 

ឃ/ 2









 ba

d

ad

c

dc

b

cb

a  

ង/ 
2

5














 ba

e

ae

d

ed

c

dc

b

cb

a  ។ 

vi. (Belarus 1999) 
ពេឲ្យ a ,b , 0c តដល 3

222
 cba ។ បង្ហា ញថា 

2

3

1

1

1

1

1

1








 cabcab
 ។ 

vii.  (IMO Shortlist,1990) 
ពេឲ្យ a , b , c , d ជាចំនួនពិតវជិ្ជមានតដល 1 dacdbcab ។ 

បង្ហា ញថា 
3

1
3333











 cba

d

bad

c

adc

b

dcb

a ។ 

viii.  (Thailand,2006) 
   a , b ជាចំនួនពិតវជិ្ជមាន និង  ,0k  ។  ំណត់ M ធំបំផ ត 

ពបើពេដឹងថា 
ba

M

akbbka 







11  ។ 

ix. (Greece,2007) 
ពេឲ្យ a , b , cជារង្ហា ស់ត្រជុ្ងននត្រតើពោណមួ  ។ បង្ហា ញថា 
 
 

 
 

 
 

cabcab
bacc

acb

acbb

cba

cbaa

bac















444

។ 

x. (Korea,2007) 
 ំណតត់នមៃវជិ្ជមាន k ទងំអស់តដលអាចមានពបើពេដឹងថា 
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

2007

1








 kab

c

kca

b

kbc

a  ពិតចំព ោះត្រេប់ចំនួនពិតវជិ្ជមាន 

a , b , c ។ 
xi.  (Greece,2008) 

ពេឲ្យ 1x , 2x , … , nx ជាចំនួនេតវ់ជិ្ជមាន ។ បង្ហា ញថា 

n

t

kn

n

n xxx
xxx

xxx
...

...

...
21

21

22

2

2

1 















  តដល  nxxxk ,...,,max 21  

និង  nxxxt ,...,,min 21 ។ ពតើសមភាពព ើតព ើងពៅពពលណា ? 
 

 
 
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

វិសមភាពនៃមធ្យម 
(Mean Inequalities) 

 
ទ្រឹសតបីរ 
ចំព ោះ 1a , 2a , … , na ជាចំនួនពិតវជិ្ជមាន ពេយក  

n

xxx
QM n

22

2

2

1 ...
 , n

aaa
AM n


...21  , 

n
naaaGM ...21  និង 

naaa

n
HM

1
...

11

21



   

ពយើងបាន HMGMAMQM  សមភាពល ោះត្រាតត  

naaa  ...21 ។ 
QM ពៅថា មធ្យមរសឹកាពរ (Quadratic Mean) 
AM ពៅថា មធ្យមនពវនត  (Arithmetic Mean) 
GM ពៅថា មធ្យមធ្រណើ មាត្រត (Geometric Mean) 
HM ពៅថា មធ្យមអាម ៉ូនិច (Harmonic Mean) ។ 
សទ្ាយ 
ពយើងនឹងត្រាយបញ្ជជ ក ់AM-GM ពោយពត្របើវចិារកំពណើ នតបបក៉ូស ើ (Cauchy) 
សត្រមាបត់នែកពៅសល(់QM-AM និងGM-HM)ស៉ូមមិតតអ្ែកអានាកលបងត្រាយ  
ពោយខ្លួនឯង។ 
ទត្រមងន់នវចិារកំពណើ នតបបក៉ូស ើ  
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

ក/ បង្ហា ញថា  2p ពិត 
ខ្/ ឧបមាថា  np ពិត រចួ ទាញថា  np 2 ពិត និង  1np ពិត 
ពេបាន  np ពិត ចំព ោះត្រេប ់ 2n ។ 

ចំព ោះ 2n  ពេបាន វសិមភាពឲ្យ 2121 2 aaaa   

  0
2

21  aa  ពិត  
សមភាពល ោះត្រាតត 21 aa   

ឧបមាថា ពិតដល់ kn  េឺ k
kk aaakaaa ...... 2121   

 បង្ហា ញថា k
kkk aaakaaaa 2

221221 ...2......   
ពយើងមាន kkk aaaaa 2121 ......    

k
kkk

k
k aaakaaak 22121 ......   

 k
kkk

k
k aaaaaak 22121 ......   

k
kk aaaak 2

221 ......2  ពិត 
 បង្ហា ញថា   1

121121 ...1... 
  k

kk aaakaaa  
ចំព ោះ 1a , 2a , … , 01 ka  ាង 1

121 ...
 k

kk aaaa  

ពយើងបាន k
kk aaakaaa ...... 2121   

 k
k

k

kk aakaaa
1

21 ...


  

kk kaaaa  ...21  
ពេបាន   1

121121 ...1... 
  k

kk aaakaaa  ពិត 
ដ៉ូចពនោះ n

nn aaanaaa ...... 2121    
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

សមភាពល ោះត្រាតត naaa  ...21  
លហំាត់ ១ 
ពេឲ្យ  naaa ,...,, 21 ជាចមាល ស់មួយនន   

 IR,...,, 21 nbbb ។ 

បង្ហា ញថា n
b

a

b

a

b

a

n

n  ...
2

2

1

1  

n
a

b

a

b

a

b

n

n  ...
2

2

1

1   ។ 

ចមមលើយ 
ពោយ  naaa ,...,, 21 ជាចមាល ស់មួយនន  nbbb ,...,, 21  
ពយើងបាន 




n

i

i

n

i

i ba
11

 

ាម AM-GM ពយើងបាន n

b

a

n
b

a

b

a

b

a
n

i

i

n

i

i

n

n 









1

1

2

2

1

1 ...  

និង n

a

b

n
b

a

b

a

b

a
n

i

i

n

i

i

n

n 









1

1

2

2

1

1 ...

 

លហំាត់ ២ 
ពេឲ្យ a , b , 0c បំពពញលកខខ្ណឌ  1abc ។ 

បង្ហា ញថា 3
1

1

1

1

1

1
















c

ca

b

bc

a

ab  ។ 

ចមមលើយ 
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

ពយើងមាន 
c

ca

b

bc

a

ab















1

1

1

1

1

1

cabc

ca

babc

bc

aabc

ab
















111  









































ab

ca

cca

bc

bbc

ab

a 1

11

1

11

1

11  

ាម AM-GM ពយើងបាន 
c

ca

b

bc

a

ab















1

1

1

1

1

1  

 3

1

11

1

11

1

11
3 





























































ab

ca

cca

bc

bbc

ab

a
 

3
1

33 
abc

 

ដ៉ូចពនោះ 3
1

1

1

1

1

1
















c

ca

b

bc

a

ab  

លហំាត់ ៣ 
ពេឲ្យ a , b , 0c ។  

បង្ហា ញថា 
cbaaccbbacba 



















9111
2

111  ។ 

ចមមលើយ 

ាម AM-HM ពយើងបាន 
bababa

ba








4112

2

11

  (1) 

ដ៉ូចគ្នែ តដរ 
cbcb 


411      (2) 

acac 


411      (3) 

ប៉ូក (1),(2),(3) ពេបាន 


























accbbacba

111
4

111
2  
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  



















accbbacba

111
2

111  (*) 

ម ាងពទៀត 
 cba

accbba










2

3

3

111

 

cbaaccbba 



















9111
2   (**) 

ាម (*),(**) ពយើងបាន  

cbaaccbbacba 



















9111
2

111  

លហំាត់ ៤ 
យក a , b , cជាចំនួនពិតវជិ្ជមានបំពពញលកខខ្ណឌ  1 cba ។ 

បង្ហា ញថា ក/ 641
1

1
1

1
1





























cba
 

ខ្/ 81
1

1
1

1
1





























cba
  ។ 

ចមមលើយ 
ក/ 
រពបៀបទើ ១ 

ពយើងមាន 1111
1





a

c

a

b

a

cba

a
 

ាម AM-GM ពយើងបាន 4
2

41
1

a

bc

a
  
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ត្រាយដ៉ូចគ្នែ  ពេបាន 4
2

41
1

b

ca

b
 , 4

2
41

1

c

ab

c
  

   
64641

1
1

1
1

1
4

222





























cba

abcabc

cba
 

រពបៀបទើ ២ 

abccabcabcbacba

1111111
11

1
1

1
1

1



























  

ាម AM-GM ពយើងបាន 

  abcabcabccba

133
11

1
1

1
1

1

3 23



























  

3

3

1
1 










abc
 

មា ងពទៀត 3
1

3
3

3 
abc

abccba  

ដ៉ូចពនោះ 6441
1

1
1

1
1 3





























cba
 

ខ្/  

ពយើងមាន 
a

c

a

b

a

cb

a

cba

a






 1111

1  

ាម AM-GM ពយើងបាន 
a

bc

a

2
1

1
  

ត្រាយដ៉ូចគ្នែ  ពេបាន 
b

ca

b

2
1

1
 , 

c

ab

c

2
1

1
  
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ដ៉ូចពនោះ    
8

8
1

1
1

1
1

1





























abc

abcabc

cba
 

លហំាត់ ៥ 

ចំព ោះត្រេប ់ a , b , 0c បង្ហា ញថា 
2

3








 ba

c

ac

b

cb

a  (*)។ 

(វសិមភាព Nesbitt) 
ចមមលើយ 
ាង cbx  , acy  , baz   

ពយើងបាន  
2

2
zyx

cbacbazyx


  

ពេបាន 
2

xzy
a


 , 

2

yxz
b


 , 

2

zyx
c


  

(*) 
2

3

2

1








 








z

zyx

y

yxz

x

xzy  

6
z

y

z

x

y

x

y

z

x

z

x

y  ពិត ាម AM-GM 

ដ៉ូចពនោះ 
2

3








 ba

c

ac

b

cb

a  

រពបៀបទើ ២ 
ាម AM-GM ពយើងបាន 
         33 baaccbbaaccb   

      332 baaccbcba     (1) 
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ព ើយ 3
111

3
111







































 baaccbbaaccb
 (2) 

េ ណ (1),(2) ពយើងបាន   9
111

2 

















baaccb
cba  

2

9
111 










ba

c

ac

b

cb

a  

2

3











ba

c

ac

b

cb

a

 
លហំាត់ ៦ 
ពេឲ្យ 1x , 2x , … , nx ជាចំនួនពិតវជិ្ជមានបំពពញលកខខ្ណឌ   

1
1

1
...

1

1

1

1

21








 nxxx

 ។ បង្ហា ញថា  nn nxxx 1...21  ។ 

ចមមលើយ 

ាង 
1

1




i

i
x

y  ចំព ោះ ni ,1

i

i

i

i
y

y

y
x




1
1

1  

ព ើយ 



ij

ji

i

i yyy 11  

ាម AM-GM ពយើងបាន   111 



 n

ij

ji yny  

ពេបាន 
 





















 


i

i

i

i

i

i

i

i

i

y

y

y

y
x

1
1  
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 



 







i

i

i

n

ij

j

y

yn 11  
 n

i

i

i

i

n

n

y

yn

1

1










 

ដ៉ូចពនោះ  nn nxxx 1...21   
លហំាត់ ៧ 
ពេឲ្យ 2n  និង 1x , 2x , … , nx ជាចំនួនពិតវជិ្ជមានបំពពញលកខខ្ណឌ  

1998

1

1998

1
...

1998

1

1998

1

321








 xxx

 ។ 

បង្ហា ញថា 1998
1

...21


n

xxxn
n  ។ 

(Vietnam,1998) 
ចមមលើយ 

ពយើងមាន 
1998

1

1998

1
...

1998

1

1998

1

321








 xxx

 

 1
1998

1998
...

1998

1998

1998

1998

321








 xxx

 

ាង 
ii yx 


 1

1

1998

1998  ចំព ោះ ni ,1  

ពយើងបាន 0
1998

 i

i

x
y  និង  

i iy
1

1

1  

ាមលំហាត ់១ ពេបាន  nn nyyy 1...21   

 nn n
xxx

1
1998

...
19981998

21 























  
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 n
n

n n
xxx

1
1998

...21   

ដ៉ូចពនោះ 1998
1

...21


n

xxxn
n  

លហំាត់ ៨ 
ពេឲ្យ 1a , 2a , … , na ជាចំនួនពិតវជិ្ជមាន តដល 1...21  naaa ។ 

បង្ហា ញថា  
      1

2121

2121 1

1...11...

...1...






n

nn

nn

naaaaaa

aaaaaa (*)។ 

(IMO Shortlist,1998) 
ចមមលើយ 
ាង nn aaaa  ...1 211 




ij

ji aa1 និង 1
i

ia  

យក 
1

1




i

i
x

a  ចំព ោះ 1,1  ni  
i

i

i
a

a
x




1  

ពេបាន  
i ix

1
1

1  

ាម លំហាត ់១ ពយើងបាន 1

121 ...


 
n

nn nxxxx  

1

1

1

2

2

1

1 1
...

11 



 











 









 









 


n

n

n n
a

a

a

a

a

a  

1

1

1

2

2

1

1 1

11
...

11




 




















































n

n

n

n

n

na

a

a

a

a

a

a

a  

 
      1

2121

2121 1

1...11...

...1...








n

nn

nn

naaaaaa

aaaaaa  
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លហំាត់ ៩ 

ពេឲ្យ x , 1y ។ ត្រាយបញ្ជជ កថ់ា 8
11

22





 x

y

y

x  ។ 

(Russia,1992) 
ចមមលើយ 
រពបៀបទើ ១ 
ាង 1 xa , 01 yb 1 ax , 1 by  

ពេបាន    
a

b

b

a

x

y

y

x
2222 11

11











 

ាម AM-GM ពយើងបាន    aaaa 4121
22
  

ដ៉ូចគ្នែ តដរ    bbbb 4121
22
  

ពយើងបាន   8244
11

22














 a

b

b

a

x

y

y

x  

រពបៀបទើ ២ 

ាម AM-GM ពយើងបាន 





























 11
2

11

22

y

y

x

x

x

y

y

x  (*) 

ចំព ោះ  1a ពយើងបាន   2
1

011
2





a

a
a  

ព ត ពនោះ (*)     8222
11

22





 x

y

y

x

 
លហំាត់ ១០  
ពេឲ្យ x , y , zជាចំនួនពិតវជិ្ជមានបំពពញលកខខ្ណឌ  3 zyx ។ 
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បង្ហា ញថា zxyzxyzyx   ។ 
(Russia,1994) 

ចមមលើយ 
ាម AM-GM ពយើងបាន xxxx 3

2
  

yyyy 3
2

  

zzzz 3
2

  
ប៉ូកអ្ងគ និង អ្ងគពយើងបាន  

   zyxzyxzyx  32
222  

    2222
2 zyxzyxzyx   

zxyzxyzyx   
លហំាត់ ១១ 
ពេឲ្យ x មិនតមនជាចំនួនេត ់ព ើយ 1x ។ ត្រាយបញ្ជជ កថ់ា 

 
 

 
 

 
 

 
  2

9





























xx

x

x

xx

xx

x

x

xx  (*)។ 

(Mediterranean,2007) 
ចមមលើយ 
ាង  xa  ,  xr   

ពយើងបាន (*) សមម៉ូល 
2

9

2

2

2

2





























ra

r

r

ra

ra

a

a

ra  

2

5

22
2 
























ra

r

ra

a

r

a

a

r  
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ពោយ 2
r

a

a

r  

ព ើយ rara  2 , rara 2  
សមភាពពកើតព ើងត្រពមគ្នែ  កាលណា 0 ra ( ជាករណើ មិនអាច ) 

ពេបាន 
2

3
1

22











 ra

r

ra

a

ra

r

ra

a  

ពយើងបាន  
2

5

2

3
4

22
2 
























ra

r

ra

a

r

a

a

r  ពិត 

ដ៉ូចពនោះ  
 

 
 

 
 

 
  2

9





























xx

x

x

xx

xx

x

x

xx

 
លហំាត់ ១២

   ពេឲ្យ a , b , 0c ។ បង្ហា ញថា  

abcabcacabccbabcba

1111
333333










 ។ 

(USAMO,1997) 
ចមមលើយ 
ពយើងមាន     0

2
 baba  ចំព ោះ a , b , 0c  

   0
22

 baba  
 baabba 

33  

ពេបាន 
 cbaababcba 




11
33

   (1) 

ដ៉ូចគ្នែ តដរ ពយើងបាន 
 cbabcabccb 




11
33

 (2) 
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 cbacaabcac 




11
33

 (3) 

ប៉ូក (1),(2),(3)ពយើងបាន  

abcacabccbabcba 






333333

111  

     cbacacbabccbaab 








111  

  abccbaabc

cba 1





  

ដ៉ូចពនោះ 
abcabcacabccbabcba

1111
333333










 

លហំាត់ ១៣  
ពេឲ្យ 0ix ចំព ោះ ni ,1 ។ ត្រាយបញ្ជជ កថ់ា 

  2

21

21

1
...

11
... n

xxx
xxx

n

n 












 ។ 

ចមមលើយ 
ាម AM-GM ពយើងបាន  

nn xxxnxxx ...... 2121   

និង 
nn xxx

n

xxx ...

1
...

11

2121

  

ពេបាន   














n

n
xxx

xxx
1

...
11

...
21

21
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  2

21

21

...
... n

xxx

n
xxxn

n

n 













  

លហំាត់ ១៤ 
ពេឲ្យ 1a , 2a , … , 0na  និង naaas  ...21 ។ 

បង្ហា ញថា ក/ 
1

2

1 




 n

n

as

sn

i i

 

ខ្/  1
1







nn
a

asn

i i

i  

េ/ 
 




n

i i

i

n

n

as

a

1 1
  ។ 

(Australia,1993) 
ចមមលើយ 

ក/ ពយើងមាន 
1

2

1 




 n

n

as

sn

i i  
  2

1

1 n
as

s
n

n

i i




 


 (*) ពោយ 



n

i

ias
1

 

ពេបាន 




 











n

i

in

n

i

i

s

as

s

as

s

as

s

as

s

a

nn
1

211 ...1  

ពយើងបាន (*) សមម៉ូល 2

11

n
as

s

s

as n

i i

n

i

i 


















 



 ពិត 

ាម លំហាត ់១០ 
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ដ៉ូចពនោះ 
1

2

1 




 n

n

as

sn

i i  
ខ្/ ពយើងមាន  1

1







nn
a

asn

i i

i  

nn
a

sn

i i















2

1

1 2

1

n
a

sn

i i




 (*) 

ពោយ 



n

i

i

s

a

1

1  ពត្រ ោះ 



n

i

ias
1

 

ពេបាន (*) សមម៉ូល 2

11

n
a

s

s

a n

i i

n

i

i 




















 ពិត ាម លំហាត ់១០ 

េ/ ាម ក ពយើងបាន 
1

1
1

2

1

2

1 





















 n

n

as

a

n

n

as

s n

i i

i
n

i i  

1

2

1 















 n

n
n

as

an

i i

i

 

 n
n

n

as

an

i i

i 















 1

2

1  

1


n

n

 
ដ៉ូចពនោះ 

 




n

i i

i

n

n

as

a

1 1
 

លហំាត់ ១៥  

ចំព ោះ 1n ជាចំនួនេត់ បង្ហា ញថា 
3

2

2

1
...

1

11





nnn
 ។ 

ចមមលើយ 
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ាម AM-HM ពយើងបាន 
  nnn

n

n

nnn

2...1

1

1

2

1
...

1

11













 

   nnnn

n

3

2

2

21

1





  














nnnn

1
1

3

2

2

1
...

1

11  ពោយ 1
1

1 
n

 

ដ៉ូចពនោះ 
3

2

2

1
...

1

11





nnn
 

លហំាត់ ១៦ 
ពេឲ្យ x , y , zជាចំនួនពិតវជិ្ជមានពនទៀងផ្ទទ ត ់ 1xyz ។ 

បង្ហា ញថា 
         4

3

111111

333








 yx

z

xz

y

zy

x  ។ 

(IMO Shortlist.1998) 
ចមមលើយ 

ាម AM-GM ពយើងបាន 
   4

3

8

1

8

1

11

3
xzy

zy

x









 

ពេបាន 
  

   
 cyccyccyc

x
x

zy

x

4

3

4

3
1

4

1

11

3

 

  
 

4

3
12

4

1

11

3




 
cyccyc

x
zy

x  

សមភាពល ោះត្រាតត 1 zyx  
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លហំាត់ ១៧ 
ពេឲ្យ x , y , zជាចំនួនពិតវជិ្ជមាន ។ បង្ហា ញថា 

 
3

2
2111

xyz

zyx

x

z

z

y

y

x 



























  ។ 

(APMO,1998) 
ចមមលើយ 

ពយើងមាន 
 
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









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z
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x 
  ពិត 

ពត្រ ោះ ាម AM-GM ពយើងបាន  
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
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
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   
3
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xyzzyxzyx 
  

 
3

2

xyz

zyx 
  



| 44 
 

រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

ដ៉ូចពនោះ  
3

2
2111

xyz

zyx

x

z

z

y

y

x 



























  

សមភាពល ោះត្រាតត zyx   
លហំាត់ ១៨ 
ពេឲ្យ a , b , c , 0d  ។ បង្ហា ញថា 

3

2222

44

abdcdabcdabcdcba 


  ។ 

ចមមលើយ 
ាម AM-GM ពយើងបាន  

abdcdabcdabc     cbaddabc   

   cb
da

da
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

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


 








 

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   





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
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
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
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
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 

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2
dcbadcba

 

 
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3
dcba 

  

ពេបាន 
44

3
dcbaabdcdabcdabc 


  

ម ាងពទៀត ាម AM-QM ពេបាន 
44

2222
dcbadcba 


  
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ដ៉ូចពនោះ 3

2222

44

abdcdabcdabcdcba 


  

សមភាពល ោះត្រាតត dcba   
លហំាត់ ១៩ 
ពេឲ្យ x , y , zជាចំនួនពិតវជិ្ជមានបំពពញលកខខ្ណឌ  3

555
 zyx ។ 

បង្ហា ញថា 3
3

4

3

4

3

4


x

z

z

y

y

x  ។ 

ចមមលើយ 

ពយើងមាន   5510551055102555
222 xzzzyyyxxzyx   

9  

ាម AM-GM ពយើងបាន 19
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3

4

193610 xxyx
y

x
  
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4
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z

y
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4

193610 zzxz
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ប៉ូកអ្ងគ និង អ្ងគពយើងបាន  

 
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


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

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
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3

4

3

4

3

4

19310 zyxzyx
x

z

z

y

y

x  





























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19

100
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100

3

4

3

4

3

4

192710 zyx
x

z
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y

x  

បង្ហា ញថា 319
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19

100
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100

 zyx  
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ាម AM-GM ពយើងមាន  

5

19

19

100

19

100

19

100

19

100

20...1191 xxxxx    
tY

 

ពយើងបាន  















cyccyc

xx
519

100

20191   57332019 19

100

 
cyc

x  

ពេបាន 319

100

19

100

19

100

 zyx  

ដ៉ូចពនោះ 3
3

4

3

4

3

4


x

z

z

y

y

x  សមភាពល ោះត្រាតត 1 zyx  

លហំាត់ ២០ 
ពេឲ្យ ABCជាត្រតើពកាណសមស្ងមានរង្ហវ ស់ត្រជុ្ង a ។ យក M ជាចំណ ចមួយ  
ពៅកែ ងត្រតើពកាណពនោះ ព ើយ D , E , F ជាចំពណាលតកងនន M ពលើត្រជុ្ង  
BC , CA  និង AB ពរៀងគ្នែ  ។ បង្ហា ញថា  

ក/ 
aMFMEMD

36111
  

ខ្/ 
aMDMFMFMEMEMD

33111









 ។ 
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សទ្ាយ 
ក/  
ាង MDx  , MEy  , MFz   
ពយើងមាន        ABMCAMBCMABC   

azayaxah   តដល ah
2

3
 (កមពស់ត្រតើពកាណ ABC ) 

zyxh   1 

ាម AM-GM ពយើងបាន   


















zyx
zyx

zyx
h

111111   

993 
xyz

xyz  

ពេបាន 
ahzyx

369111
  

សរ បមក 
aMFMEMD

36111
  

ខ្/  
ាម AM-GM ពយើងបាន 

  

















xzzyyx
xzzyyx

111  

   
   

993 





xzzyyx

xzzyyx  

                                                        

1  Viviani’s lemma 
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ពេបាន 9
111

2 














 xzzyyx
h  

ahxzzyyx

33

2

9111









  

លហំាត់ ២១ 
យក ah , bh , ch ជាកមពស់េ៉ូសពចញពើកំព៉ូល A , B , C ពរៀងគ្នែ ននត្រតើពកាណ 
ABC តដលចារកឹពត្រៅរងវងត់ដលមាននចិត I កា ំ r ។  

បង្ហា ញថា ក/ 1
cba h

r

h

r

h

r  

ខ្/ rhhh cba 9  ។ 

 
 
 
 
សម្រាយ 
ក/ 

ពយើងមាន   
  aa h

r

ah

ra

ABC

IBC
  

ដ៉ូចគ្នែ តដរ  
  bh

r

ABC

ICA
 ,  

  ch

r

ABC

IAB
  

ពយើងបាន  
 

 
 

 
 

 
 

1
ABC

ABC

ABC

IAB

ABC

ICA

ABC

IBC

h

r

h

r

h

r

cba
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ខ្/ 

ាម AM-GM ពយើងបាន   9
111













cba

cba
hhh

hhh  

  9
1

 cba hhh
r

 

ដ៉ូចពនោះ rhhh cba 9  
លហំាត់ ២២ 
ពេឲ្យ ABC មួយមានកមពស់ AD , BE , CF ព ើយ H
ជាអ្រត៉ូសងន់នត្រតើពកាណ 

ពនោះ ។ បង្ហា ញថា ក/ 9
HF

CF

HE

BE

HD

AD  

ខ្/ 
2

3


HC

HF

HB

HE

HA

HD  ។ 

 
 
 
 
 
សម្រាយ 
ក/ 
ាង  ABCS  ,  HBCS 1 ,  HCAS 2 និង  HABS 3  
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

ABC និង HBC ជាត្រតើពកាណតដលមានបាតរមួ 

ពយើងបាន 
AD

HD

S

S
1  

ដ៉ូចគ្នែ តដរ 
BE

HE

S

S
2 , 

CF

HF

S

S
3  

ពេបាន 1321 



S

S

S

SSS

CF

HF

BE

HE

AD

HD  

ាម AM-GM ពយើងបាន 9


















HF

CF

HE

BE

HD

AD

CF

HF

BE

HE

AD

HD  

សរ បមក 9
HF

CF

HE

BE

HD

AD  

ខ្/ 

ពយើងមាន 
32

1

1

1

SS

S

SS

S

HDAD

HD

HA

HD








  

ដ៉ូចគ្នែ តដរ 
13

2

SS

S

HB

HE


 , 

21

3

SS

S

HC

HF


  

ពយើងបាន 
21

3

13

2

32

1

SS

S

SS

S

SS

S

HC

HF

HB

HE

HA

HD








  

ាមវសិមភាព Nesbitt 
2

3

21

3

13

2

32

1 






 SS

S

SS

S

SS

S
 

ដ៉ូចពនោះ 
2

3


HC

HF

HB

HE

HA

HD  

 
 
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

លហំាត់ 
1. កំណតត់នមលត៉ូចបំន តនន  3

1 xx   ពបើ 10  x ។ 
2. យក a , b , cជាចំនួនពិតវជិ្ជមានបំពពញលកខខ្ណឌ  1 cba ។ 

រកតនមលអ្បបបរមានន 
cba

abc
111

  ។ 

3. យក a , b , cជារង្ហវ ស់ត្រជុ្ងននត្រតើពកាណមួយ ។ បង្ហា ញថា 

cabcabbacacbcba 










9111  ។ 

4. ពេឲ្យ a , b , cជាចំនួនពិតវជិ្ជមានបំពពញលកខខ្ណឌ  1abc ។ 

បង្ហា ញថា 3
111
















c

ac

b

cb

a

ba  ។ 

5. ឧបមាថា a , b , cជារង្ហវ ស់ត្រជុ្ងននត្រតើពកាណមួយ ។  
បង្ហា ញថា       cbacba

cbabacacbcba  ។ 
6. ពេឲ្យ a ,b , cជាចំនួនពិតមិនអ្វជិ្ជមានតដល 2 cba ។ 

បង្ហា ញថា 2
222222
 accbba  ។ 

7. ពេឲ្យ a , b , c , d ជាចំនួនពិតវជិ្ជមាន ។ បង្ហា ញថា 

bdacdadcdcbcbaba 













41111
2222

 ។ 

8. ពេឲ្យ a , b , c , d ជាចំនួនពិតមិនអ្វជិ្ជមានបំពពញលកខខ្ណឌ   
5 edcba ។ បង្ហា ញថា 

5 eabdeacdebcdabc  ។ 
9. ពេឲ្យ a , b , cជាចំនួនពិតវជិ្ជមានពនទៀងផ្ទទ ត ់ 3 cba ។ 
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

បង្ហា ញថា 
2

3

111
222








 a

c

c

b

b

a  ។ 

 
 

 
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

វិសមភាព Cauchy-Schwarz 
 
ទ្រឹសតបីរ 
ចំព ោះ 1a , 2a , … , na , 1b , 2b , … , nb ជាចំនួនពិត ពេបាន 





























n

i

i

n

i

i

n

i

ii baba
1

2

1

2

2

1

 ។ 

សទ្ាយ 

យក     
















 



n

i

i

n

i

ii

n

i

i

n

i

ii bbaxaxbxaxf
1

2

11

22

1

2
2  

ព ោះ   0xf  ពោយ 0
1

2




n

i

ia  

ពយើងបាន 00'

2

1

2

1

2

1


























 



n

i

i

n

i

i

n

i

ii baba  

 



























n

i

i

n

i

i

n

i

ii baba
1

2

1

2

2

1  
សមភាពពពល 0 ii bxa ii bxa   ចំព ោះ ni ,1  
ព ល េឺ  naaau ,...,, 21

 ,  nbbbv ,...,, 21
 កូលើពនអ ៊ែគ្នា   

លហំាត់ ១ 
ពេឲ្យ a , b , 0c ។ បង្ហា ញថា  

0
222

222

2

222

2

222

2
















bac

abc

acb

cab

cba

bca  ។ 

ចមមលើយ 
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

ពយើងមាន 0
222

222

2

222

2

222

2
















bac

abc

acb

cab

cba

bca  

 
3

2
222

2







cyc cba

ba  ពិត 

ព្ ោះ តាមវសិមភាព Cauchy-Schwarz ពេបាន 
 

22

2

22

2

222

2

2 cb

b

ca

a

cba

ba









  

ពយើងបាន  
3

2
22

2

22

2

222

2












cyccyccyc cb

b

ca

a

cba

ba  

លហំាត់ ២ 

ពេឲ្យ x , y , 1z ព ទ្ៀងផ្ទទ ត ់ 2
111


zyx
។ បង្ហា ញថា 

111  zyxzyx  ។ 
(Iran MO,1998) 

ចមមលើយ 

ពយើងមាន 1
111

2
111











z

z

y

y

x

x

zyx
 

តាម វសិមភាព Cauchy-Schwarz ពយើងបាន 
2

1
1




























 













 

cyccyccyccyc

x
x

x
xx  

ដូចពនោះ 111  zyxzyx  
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

លហំាត់ ៣ 

ពេឲ្យ a , b , 0c ។ កំណត់តម្មៃតូចបំ្ុតម្ន
ba

c

ac

b

cb

a









543  ។ 

ចមមលើយ 
តាមវសិមភាព Cauchy-Schwarz ពយើងបាន 

5
5

4
4

3
3








 ba

c

ac

b

cb

a  

  

















baaccb
cba

543  

       

















baaccb
baaccb

543

2

1  

 2543
2

1
  

ពេបាន 
ba

c

ac

b

cb

a









543   12543
2

1 2

  

ដូចពនោះ តម្មៃតូចបំ្ុតម្ន 
ba

c

ac

b

cb

a









543  េឺ  

  12543
2

1 2

  សមភាពលុោះ្តាអត 
523

baaccb 





  

លហំាត់ ៤ 
យក a , b , cជារង្ហា ស់្រុងម្ន្តើពោណមួយ ។ បង្ហា ញថា 

cbabacacbcba   ។ 
(APMO,1996) 

ចមមលើយ 
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

តាមវសិមភាព Cauchy-Schwarz ពយើងបាន 
  bacbcbaacbcba 22   

្ាយដូចគ្នា ពយើងបាន cbacacb 2  

acbabac 2  
បូក ងគ និង  ងគពេបាន  
   cbabacacbcba  22  

ដូចពនោះ cbabacacbcba   
សមភាពលុោះ្តាអត cba   

លហំាត់ ៥ 
ពេឲ្យ a ,b , cជាចំនួនពិត ។ 

ពេយក 22
cbcbx  , 22

acacy   និង  
22

babaz   ។ 
បង្ហា ញថា 222

cbazxyzxy   
(VMEO,2006) 

ចមមលើយ 

ពយើងមាន 
22

22

24

3










c
b

c
cbcbx  

ព ើយ 
22

22

24

3










c
a

c
acacy  

តាមវសិមភាព Cauchy-Schwarz ពយើងបាន 
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









































2222

24

3

24

3 c
a

cc
b

c
xy  

  cacb
c

 22
4

1

4

3
2

 

ពេបាន     
cyccyccyccyc

acacbcxy
22

22
4

1

4

3  

ដូចពនោះ 222
cbazxyzxy   

លហំាត់ ៦ 
ពបើសមើោរ 012

234
 bxxaxx មានរសឹជាចំនួនពិតយ៉ា ងពោច 

ណាស់មួយ ។ ្ាយបញ្ជា កថ់ា 8
22
 ba ។ 

(Tournament of the Towns,1993) 
ចមមលើយ 
ពបើ xជារសឹម្នសមើោរ ពយើងបាន 012

234
 bxxaxx  

12
243
 xxbxax  

តាមវសិមភាព Cauchy-Schwarz ពេបាន 

      224232226
12  xxbxaxbaxx  

 
36

224
22 12

xx

xx
ba




  

បង្ហា ញថា  
8

12
26

224






xx

xx  

ពយើងមាន  
8

12
26

224






xx

xx   01
22
 x ពិត 
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ដូចពនោះ 8
22
 ba  

 
 

 
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

វិសមភាពនៃតម្មៀប 
(Rearrangement Inequalities) 

 
វសិមភាពនៃតម្មៀបមៃេះអាច្តូវបាៃមៅថា វសិមភាពនៃចម្លា ស់ ។ 

ទ្រឹស្តីបរ 
មេម្លៃ n2  ចំៃួៃពិតដែលកំណតម់ោយ naaa  ...21  
ៃិង nbbb  ...21 ។ ចំម េះ្េបច់ម្លា ស់  naaa  ,...,, 21  នៃ  

 naaa ,...,, 21 មេបាៃវសិមភាព 



n

i

ii

n

i

ii baba
11

  (1) 









n

i

iin

n

i

ii baba
1

1

1

 (2) 

ចំម េះ (1) សមភាពមកើតម ើងល េះ្ាដត ii aa   , ni ,1  
ចំដណក (2) សមភាពមកើតម ើងល េះ្ាដត ini aa  1  , ni ,1  

ស្ទ្ាយ 
ចំម េះ nbbb  ...21  ៃិង 1a , 2a , … , na ជាចំៃួៃពិត 
ាង  nnssrr bababababaS  .........2211  
ៃិង nnsrrs bababababaS  .........2211  
( S ជាផលបូក S ដែលបតូរទើាងំរវាង ra ៃិង sa ) 
មយើងបាៃ srrsssrr babababaSS   

  rsrs aabb   
មេបាៃ SS  កាលណា rs aa   
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ាមលកខណៈមៃេះ មេបាៃ S ម្លៃតនមាធំបំផ ត មពល naaa  ...21  
ៃិង ម្លៃតនមាតូចបំផ តមពល naaa  ...21  

ែូចមៃេះ ្ទឹសតើបទ្តូវបាៃ្ាយបញ្ជា ក ់
កូរ  ូដល ១ (Corollary) 
ចំម េះ្េបច់ម្លា ស់  naaa  ,...,, 21  នៃ  naaa ,...,, 21  មេបាៃ 

nnn aaaaaaaaa  ...... 2211

22

2

2

1  ។ 
កូរ  ូដល ២ (Corollary) 
ចំម េះ្េបច់ម្លា ស់  naaa  ,...,, 21  នៃ  naaa ,...,, 21  មេបាៃ 

n
a

a

a

a

a

a

n

n 








...
2

2

1

1 ។ 

 
 

 
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លហំាត់ ១ 
យក a , b , cជារង្វា ស់្ រុងនៃ្តើមកាណមួយ ។ បង្វា ញថា 

      abccbacbcabacba 3
222

  ។ 
(IMO,1964) 

ចមមលើយ 
មោយ វសិមភាពម្លៃលកខណៈស ើមម្ទើមធៀបៃឹង a ,b , c  
WLOG ឧបម្លថា abc   
មេបាៃ      cbacbcabacba   

(ការ្ាយទ កជាលហំាត)់ 
ាមវសិមភាពនៃតម្មៀប មយើងបាៃ 

     cbacbacbacba 
222  

     cbaacbaccbacbba   (1) 
     cbacbacbacba 

222  
     cbabcbacabacbca   (2) 

បូក (1) ៃិង (2) មយើងបាៃ 
       abccbacbacbacba 62

222
  

ែូចមៃេះ       abccbacbcabacba 3
222

  
លហំាត់ ២ 
ចំម េះ a ,b , cជាចំៃួៃពិតវរិាម្លៃ ។ ្ាយបញ្ជា កថ់ា 

2

3








 ba

c

ac

b

cb

a  ។ 
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(វសិមភាព Nesbitt) 
ចមមលើយ 
រមបៀបទើ ១ 
មោយ វសិមភាពម្លៃលកខណៈស ើមម្ទើមធៀបៃឹង a , b , c   
WLOG សៃមតថា cba   

មយើងបាៃ 
baaccb

cbacba









111  

ាមវសិមភាពនៃតម្មៀបមេបាៃ  

ba

a

ac

c

cb

b

ba

c

ac

b

cb

a

















  (1) 

ba

b

ac

a

cb

c

ba

c

ac

b

cb

a

















  (2) 

បូក (1),(2) មយើងបាៃ 32 














 ba

c

ac

b

cb

a  

ែូចមៃេះ 
2

3








 ba

c

ac

b

cb

a  

រមបៀបទើ ២ 
ាមកូរ  ូដល ២ នៃវសិមភាពតម្មៀបមេបាៃ  

3














ba

cb

ac

ba

cb

ac   (1) 

3














ba

ac

ac

cb

cb

ba   (2) 

បូក (1) ៃិង (2) មយើងបាៃ 

6
2

1
2

1
2

1 









ba

c

ac

b

cb

a  
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ែូចមៃេះ 
2

3








 ba

c

ac

b

cb

a  

លហំាត់ ៣ 
មបើ naaa  ...21  ៃិង nbbb  ...21  បង្វា ញថា 

n

bbb

n

aaa

n

bababa nnnn 


 ......... 21212211  ។ 

(Tchebyshev’s Inequality) 
ចមមលើយ 
ាមវសិមភាពនៃតម្មៀបមយើងម្លៃ  

nnnn babababababa  ...... 22112211  

132212211 ...... babababababa nnn   

242312211 ...... babababababa nnn   
……………………………………………………………………. 

11212211 ......   nnnnnn babababababa  
បូកអងគ ៃិង អងគមេបាៃ 
    nnnn bbbaaabababan  ......... 21212211  

ែូចមៃេះ 
n

bbb

n

aaa

n

bababa nnnn 


 ......... 21212211  

សមភាពមកើតម ើងល េះ្ាដត naaa  ...21  រ ឺ nbbb  ...21  
 
លហំាត់ ៤ 
មេឲ្យចំៃួៃពិត nxxx  ...21 ៃិង nyyy  ...21 ។ 



| 64 
 

រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

មបើ  nzzz ,...,, 21 ជាចម្លា ស់នៃ  nyyy ,...,, 21 ។ បង្វា ញថា 

   



n

i

ii

n

i

ii zxyx
1

2

1

2  ។ 

(IMO,1975) 
ចមមលើយ 

មោយ  nzzz ,...,, 21 ជាចម្លា ស់នៃ  nyyy ,...,, 21 មេបាៃ 



n

i

i

n

i

i zy
1

2

1

2  

មយើងបាៃ    



n

i

ii

n

i

ii zxyx
1

2

1

2  

  
  


n

i

n

i

iii

n

i

i

n

i

n

i

iii

n

i

i zzxxyyxx
1 1

2

1

2

1 1

2

1

2
22  





n

i

ii

n

i

ii zxyx
11

ពិត ាមវសិមភាពនៃតម្មៀប 

លហំាត់ ៥ 
មេឲ្យ 1x , 2x , … , nx ជា n ចំៃួៃេតវ់រិាម្លៃមផេងគ្នា  ។ បង្វា ញថា 

nn

xxx n 1
...

2

1

1

1
...

21
22

2

2

1  ។ 

(IMO,1978) 
ចមមលើយ 
យក  naaa ,...,, 21 ជាចម្លា ស់នៃ  nxxx ,...,, 21 ដែល naaa  ...21  

 
  

















22221
1

1
,...,

1

1
,

1
,...,,

nn
bbb n  

ចំម េះ  naaa  ,...,, 21 ជាចម្លា ស់នៃ  naaa ,...,, 21  ដែល ini xa  1 ,  
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,ni 1  
ាមវសិមភាពនៃតម្មៀបមយើងបាៃ 

nn

n bababa
n

xxx
 ......

21
221122

2

2

1  

nnn bababa 1211 ...   

22

2

2

1 ...
21 n

aaa n  

មោយ 11 a , 22 a , …, nan  មយើងបាៃ  

nn

n

n

xxx n 1
...

2

1

1

1
...

2

2

1

1
...

21
22222

2

2

1   

លហំាត់ ៦ 
យក a ,b , cជារង្វា ស់្រុងនៃ្តើមកាណមួយ ។ បង្វា ញថា 

      0
222

 acaccbcbbaba  ។ 
(IMO,1983) 

ចមមលើយ 
សិកាករណើ  abc   (ករណើ មផេងមទៀត្ាយែូចគ្នា ) 
មេបាៃ       cbacbacbacba   

ៃិង  
cba

111
  

ាមវសិមភាពនៃតម្មៀបមេបាៃ 
     

c

cbac

b

bacb

a

acba 





  
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     
b

cbac

a

bacb

c

acba 






  

     
cba

b

cac

a

bcb

c

aba
cba 








  

     
0










b

cac

a

bcb

c

aba  

ែូចមៃេះ       0
222

 acaccbcbbaba  
លហំាត់ ៧ 
ចំម េះចំៃួៃពិត 1x , 2x , … , nx ៃិង 1y , 2y , … , ny ។ បង្វា ញថា 





























n

i

i

n

i

i

n

i

ii yxyx
1

2

1

2

2

1

 សមភាពមកើតម ើងល េះ្ាដត IR  

ដែល ii yx  , ni ,1 ។ 
(វសិមភាព Cauchy-Schwarz) 

ចមមលើយ 
មបើ 0...21  nxxx រ ឺ 0...21  nyyy មេបាៃ 00  ពិត 

ករណើ មផេងពើមៃេះ ាង 
n

i

ixS ៃិង 
n

i

iyT  

យក 
S

x
a i

i  ៃិង 
T

y
a i

in  ចំម េះ ni ,1   

ាមកូរ  ូដល ១ នៃវសិមភាពតម្មៀបមយើងបាៃ  





n

i

i

n

i

i
n

i

i a
T

y

S

x 2

1

2

1
2

2

1
2

2

2  
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nnnnnnn aaaaaaaaaa 21122211 ......  
























ST

yx
n

i

ii

12  

ែូចមៃេះ 



























n

i

i

n

i

i

n

i

ii yxyx
1

2

1

2

2

1

សមភាពមកើតម ើងល េះ្ាដត 

,  ដែល  

សម្គា ល ់
 វសិមភាព Cauchy-Schwarz កអ៏ាចមធាើការ្ាយបញ្ជា កា់មសមភាព 
Lagrane (Lagrane’s Identity) បាៃផងដែរ េឺ 

 

មេបាៃ ម្ េះ 

 

លហំាត់ ៨ 
យក , , ជាចំៃួៃពិតវរិាម្លៃបំមពញលកខខណឌ  ។ 

បង្វា ញថា  ។ 

(IMO,1995) 
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មោយវសិមភាពម្លៃលកខណៈស ើមម្ទើមធៀបៃឹង a , b , c   
WLOG សៃមតថា  

ាង , ,  ៃិង  

មយើងបាៃ  

 

 

មោយ  

ាមវសិមភាពនៃតម្មៀបមេបាៃ  

 (1) 

 (2) 

បូក (1) ៃិង (2) មយើងបាៃ  

ាម AM-GM មេបាៃ  ពិត 
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លហំាត់ ៩ 
យក , , ជាចំៃួៃពិតវរិាម្លៃ ។ បង្វា ញថា 

 ។ 

(APMO,1998) 
ចមមលើយ 

មយើងម្លៃ  

 (*) 

ាង , ,   
( ម្ េះ ជា្បម្លណវធិើកា ងនៃ ) 

(*)  

មបើយក  
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ម ើយ ជាចម្លា ស់មួយនៃ  
ាមវសិមភាពនៃតម្មៀបមេបាៃ 
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លហំាត់ 
i. ចំម េះ្េប ់ , , ជាចំៃួៃពិតវរិាម្លៃ បង្វា ញថា  

 ។ 
ii. មេឲ្យ , , ជាបើចំៃួៃពិតវរិាម្លៃបំមពញលកខខណឌ   ។ 

្ាយបញ្ជា កថ់ា  
ក/  

ខ/  ។ 

iii. ចំម េះ្េប ់ , , ជាបើចំៃួៃពិតវរិាម្លៃមិៃសូៃយ បង្វា ញថា 

ក/  

ខ/  ។ 

iv. យក , , ជារង្វា ស់្រុងនៃ្តើមកាណមួយ ។ បង្វា ញថា 

 ។ 

v. មបើ  ៃិង ។ 

បង្វា ញថា ក/    

ខ/ ។ 

vi. មបើ  ៃិង ។ 
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បង្វា ញថា    

vii. (វសិមភាព QM-AM) 
ចំម េះ្េបចំ់ៃួៃពិតវរិាម្លៃ , , … , បង្វា ញថា 

 ។ 

viii. (វសិមភាព AM-GM-HM) 
យក , , … , ។ ្ាយបញ្ជា កថ់ា 

  

សមភាពមកើតម ើងមពល ។ 
ix. មេឲ្យ , , … , ជាចំៃួៃពិតវរិាម្លៃបំមពញលកខខណឌ   

។ 

បង្វា ញថា  ។ 

x. (China,1989) 
មេឲ្យ , , … , ជាចំៃួៃពិតវរិាម្លៃបំមពញលកខខណឌ   

។ បង្វា ញថា 

។ 

xi. មេឲ្យ , , ជាបើចំៃួៃពិតវរិាម្លៃបំមពញលកខខណឌ  ។ 
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បង្វា ញថា ក/  
ខ/  ។ 

xii.  (IMO Shortlist,1990) 
មេឲ្យ , , , ជាចំៃួៃពិតវរិាម្លៃដែល ។ 

បង្វា ញថា ។ 

xiii. មេឲ្យ  , , … , ( ) ជាចំៃួៃពិតដែលផលបូកនៃ  
កា ងចំមណាម ចំៃួៃមៃេះធំជាងចំៃួៃមួយមទៀតដែលមៅសល់ ។ 

ាង  ។ បង្វា ញថា  ។ 
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វិសមភាព យនិសនិ 
(Jensen’s Inequalities) 

 
និយមន័យ 
អនុគមន ៍ ហៅថា ផតហ ើចហ ល្ ោះ  ហបើចំហ ោះគ្គប ់

និង ហគបាន 
។ 

មាននយ័ថាគ្ាបនន ចហ ល្ ោះអាបសុ់ើស និង សថិតហៅហគ្ាមអងកតដ់ែ   
ភ្ជា បព់ើចំណុច  ហៅចំណុច (ែូចរូប)។ 
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ហបើ  ហគបាន  

ម្ររឹសតបីរ (វសិមភ្ជព Jensen) 

ហបើ ផតហ ើ  និង , , … , ដែ   ហគបាន 

 (១) 
ចំហ ោះគ្គប ់ , , … , ។ 
សម្រាយ 
ហយើងមាន ផតហ ើ  
ហយើងបាន  
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គួរកតស់មាា  ់ផងដែរថា (*) កអ៏ាចគ្ាយបញ្ជា កហ់ោយហគ្បើ Lemma ខាងហ ើ 
និង វចិារកំហណើ នដបបកូសុើផងដែរ ។ 
 អនុគមនហ៍បា៉ោ ងកម៏ាន កខណៈែូចគ្នា ដែរ គឺគ្គ្ននដ់តបតូរទិសហៅ  ហៅ ។ 
 ហគអាចហគ្បើហែរ ើហវ ំោប ់២ ហែើមើបបង្ហា ញថា អនុគមនមួ៍យហបា៉ោ ង រ ឺផត គឺ 
ហបើ   0 xf ចំហ ោះ fIx  ហបា៉ោ ងហ ើ I  
ហបើ   0 xf ចំហ ោះ fIx  ផតហ ើ I  ។ 

លហំាត់ ១ 
ហបើ , ,  បង្ហា ញថា 
ក/  
ខ/  ។ 

ចម្លើយ 
អនុគមន ៍ ជាអនុគមនផ៍តហ ើ  ,0  
តាមវសិមភ្ជព Jensen ហយើងបាន 

ក/ 
22

333
baba 








 
  

ហេតុហនោះ  

ខ/ 
33

3333
cbacba 








 
  

ែូចហនោះ   

 
 

a b 
 IRc

   333
4 baba 

   3333
9 cbacba 

  3
xxf 

   
22

bfafba
f










 

   333
4 baba 

     
33

cfbfafcba
f










 

   3333
9 cbacba 
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លំហាត ់២ 
រកតនមលតូចបំផុតនន  ហបើចំហ ោះ ហយើងបាន 

។ 

ចម្លើយ 

អនុគមន ៍  

ចំហ ោះ  ហគថា ហបា៉ោ ងហ ើ  
តាមវសិមភ្ជព Jensen ហយើងបាន 

3

33

22

baba 



  

3333 4 baba   
ហែើមើបឲ្យ  ចំហ ោះ  
 ុោះគ្តាដត 3333 44  kbakba  
ហេតុហនោះ  

លំហាត ់៣ 
ហគឲ្យ , , ។ 

បង្ហា ញថា  ។ 

ចម្លើយ 
អនុគមន ៍  ជាអនុគមនផ៍តហ ើ  

ហគ្ ោះ , 0t  

k 0,  ba

333 bakba 

      0
9

2

3

1
3

5

3

2

3 


xxfxxfxxf

0x f  ,0

   







 




22
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333 bakba  0,  ba

3

min 4k

x y 0z
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តាមវសិមភ្ជព Jensen ហយើងបាន  

 

1
33

111
2222








 





zyxzyx  

  9111
2222
 zyxzyx  

បង្ហា ញថា  
ហយើងមាន  

 
 ពិត 

ហេតុហនោះ  

លំហាត ់៤ 
យក ជាអនុគមនផ៍តហ ើ ។ ចំហ ោះគ្គប ់ , ,  
ហយើងបាន  

 

(*)។ 

( វសិមភ្ជព Popoviciu) 

សម្រាយ 
(*) ជាវសិមភ្ជពសុើហមគ្ទើហ ៀបនឹង x , y , z  
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WLOG សនមតថា  

ហបើ  និង 

 

ហ្ោះ ហផទៀងផ្ទទ ត ់  

និង  

បូកអងា និង អងាហយើងបាន  ts
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ហោយ ផតហ ើ  ហេតុហនោះ  ហគបាន 

 

 

ហេើយ   

បូកអងា និង អងាហគបាន  
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លំហាត ់៥ 
ចំហ ោះ , , បង្ហា ញថា  

 ។ 

ចម្លើយ 

អនុគមន ៍  

ចំហ ោះគ្គប ់ f ជាអនុគមនផ៍តហ ើ  ,0  
តាមវសិមភ្ជព Popoviciu ហយើងបាន 

 

ែូចហនោះ 




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
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លំហាត ់៦ 
យក , , ជាចំនួនពិតវជិ្ាមាន ។ បង្ហា ញថា 

 (*)។ 

ចម្លើយ 
(*) ជាវសិមភ្ជពអូម៉ោូដសន  
WLOG សនមតថា  

ហគបាន (*) សមមូ   
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ពិនិតយ ជាអនុគមន៍ផតហ ើ  

ហគ្ ោះ  

តាមវសិមភ្ជព Jensen ហយើងបាន 

      









3

1
3 fcfbfaf  

ហោយ  

ហេតុហនោះ  

ែូចហនោះ 
 

លំហាត ់៧ 

ចំហ ោះ , បង្ហា ញថា  (*)។ 

ចម្លើយ 
ហបើ រ ឺ ហគបាន (*) ពិត 
ហបើ ,  ហគបាន ,  ចំហ ោះ ,  

ហយើងបាន (*) សមមូ   
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អនុគមន ៍ កំណតហ់ោយ ជាអនុគមនហ៍បា៉ោ ងហ ើ  

ហគ្ ោះ  
 

0

1

1

524

2








 xx

x

ee

e
xf ចំហ ោះគ្គប ់  

តាមវសិមភ្ជព Jensen ហយើងបាន  

vuvu
eee





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



1
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1
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22
 

ែូចហនោះ  

លំហាត ់៨ 

ហគឲ្យ , , … , , , , … , ជាចំនួនពិតវជិ្ាមានដែ  ។ 

បង្ហា ញថា  (*)។ 
(វសិមភ្ជព Weighted AM-GM) 

ចម្លើយ 
ហោយ ជាអនុគមន៍ផត ហគ្ ោះ   0 x

exf ចំហ ោះគ្គប ់ 0x  
តាម វសិមភ្ជព Jensen ហយើងបាន  
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សាា ល ់

ហបើ ហគបាន (*) ាល យជាវសិមភ្ជព AM-GM ។ 

លំហាត ់៩ 
យក , , ជារង្ហា ស់គ្ជុ្ងននគ្តើហាណមួយ ។ បង្ហា ញថា 

 ។ 

ចម្លើយ 
ហោយ a , b , cជារង្ហា ស់គ្ជុ្ងននគ្តើហាណមួយ 
ហយើងបាន 0 cba , 0 acb និង 0 bac  
តាម Weighted AM-GM ហយើងបាន  

 

 

 

ែូចហនោះ  

លំហាត ់១០ 

ហគឲ្យ , ជាចំនួនពិតវជិ្ាមាន ។ ហបើ , ហផទៀងផ្ទទ ត ់ ។ 

បង្ហា ញថា  ។ 

(វសិមភ្ជព Young ) 
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សម្រាយ  

តាម Weighted AM-GM ហយើងបាន  

លំហាត ់១១ 
យក , , … , និង , , … , ជាចំនួនពិតវជិ្ាមានហេើយ ,  

 បំហពញ កខខណឌ  ។ បង្ហា ញថា 

។ 

(វសិមភ្ជព Holder) 

ចម្លើយ 

ហបើ និង  តាម វសិមភ្ជព Young  
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ហយើងបាន  

ែូចហនោះ  

លំហាត ់១២ 
ហគឲ្យ , , … , , , , … , ជាចំនួនពិតវជិ្ាមាន និង ។ 

បង្ហា ញថា  ។ 

(វសិមភ្ជព Minkowski) 

ចម្លើយ 
ហយើងមាន  

 

ចំហ ោះ ,  តាម វសិមភ្ជព Holder ហយើងបាន 
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ចំហ ោះ  

ហយើងបាន  

សាា ល ់
ហបើ សមភ្ជពហកើតហ ើង 

ហបើ  ហគបាន  

លំហាត ់១៣ 
ចំហ ោះ ,  បង្ហា ញថា  

 ។ 

(IMO Shortlist,1998) 

ចម្លើយ 

អនុគមន ៍ កំណតហ់ោយ  ផតហ ើ  
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ហោយ  យក , ,   
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ែូចហនោះ  

លំហាត ់១៤ 
ហគឲ្យ , , ជាចំនួនពិតវជិ្ាមាន ។ បង្ហា ញថា 

 ។ 

(IMO,2001) 
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ែូចហនោះ  

លំហាត ់១៥ 

ហគឲ្យ , , … , ជាចំនួនពិតវជិ្ាមានហផទៀងផ្ទទ ត់  ។ 

 បង្ហា ញថា  ។ 

(China,1998) 

ចម្លើយ 

ជាអនុគមនផ៍តហ ើ  ហគ្ ោះ  

តាម វសិមភ្ជពJensen  

ហយើងបាន  
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បង្ហា ញថា  

តាម វសិមភ្ជព Cauchy-Schwarz ហយើងបាន  

ែូចហនោះ  
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វិសមភាព ស ៊ីមមទ្រ៊ី 
(Symmetric Inequalities) 

 
និយមនយ័ 
អនុគមន ៍ nអថេរ  naaaf ,...,, 21 មានលក្ខណៈសុ៊ីថមទ្រ៊ី រ ឺឆុ្ុះ លុុះទ្ាតែ 
        nn aaafaaaf  ,...,,,...,, 2121   ចំថ ុះទ្គបច់ម្ាស់ 
      n ,...,2,1  នន  n,...,2,1  ។ ថេែុថនុះ ថប៊ី  naaaf ,...,, 21  

ថ ទ្ៀងផ្ទទ ែល់ក្ខខណឌ ណាមួយ ថ ុះ       naaaf  ,...,, 21 ក្ថ៏ ទ្ៀងផ្ទទ ែ ់
លក្ខខណឌ ថ ុះតែរ ។ វសិមភាពននអនុគមនសុ៍៊ីថមទ្រ៊ី ថៅថាវសិមភាពសុ៊ីថមទ្រ៊ី ។ 
ថោយ ជារំ ក្រំ់នងលំោបទ់្គបថ់ល៊ី  ( មាននយ័ថាទ្គបធ់ាែុទងំអស់នន  

សុរធតែអាចថទ្បៀបថ ៀបគ្នា បានថោយរំ ក្រំ់នង ) ថេែុថនុះ ថែ៊ីម៊ីបទ្ាយ 
វសិមភាពសុ៊ីថមទ្រ៊ីថយ៊ីងអាចថរៀបអថេរទងំអស់ននវសិមភាពាមលំោប ់ 
(ឧទេរណ៍ ) ថ ល គឺ ការសនមែថនុះមិន ថំអាយបាែប់ង ់
នូវលក្ខណរូថៅរបសវ់សិមភាពថរ (WLOG: Without loss of generality) ។ 
 
ទ្រឹស្តីបរ  (វសិមភាព Schur) 
ចំថ ុះ , , និង ថយ៊ីងបាន  
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(និង ចម្ាស់ថ្េងថរៀែ) ។ 
ស្ទ្ាយ 
ថោយ វសិមភាពសុ៊ីថមទ្រ៊ីចំថ ុះអថេរ , ,  

 IR

IR 

naaa  ...21

x y 0z IRr

         0 yxxzzzyxyyyxzxx
rrr

zyx  yx  0z

x y z
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WLOG សនមែថា  
ចំថ ុះ  
ថយ៊ីងបាន     (1) 
ថេ៊ីយ  

   (2) 
ាម (1),(2) ថគបាន    0

cyc

r
zxyxx  

ចំថ ុះ  
ថយ៊ីងបាន     (3) 
និង  

 (4) 
ាម (3),(4) ថយ៊ីងបាន    0

cyc

r
zxyxx  

ែូចថនុះ     0
cyc

r
zxyxx  សមភាពថពល   

រ ឺ , (និង ចម្ាស់ថ្េងថរៀែ) 
ស្ាា ល ់
ចំថ ុះ , វសិមភាព Schur សមមូល 
ក្/      accacbbcbaababccba  3

333  
ខ/      bacacbcbaabccba 

222333
3  

គ/  ។ 
(សូមាក្លបងរក្រាងពិថសសថ្េងថរៀែននវសិមភាព Schur) 

ថោយវសិមភាព Schur ជាវសិមភាពតែលទ្ែូវបានទញថចញព៊ីលក្ខណៈសុ៊ីថមទ្រ៊ី 
ែូចថនុះ ភាគថទ្ច៊ីនននវសិមភាពសុ៊ីថមទ្រ៊ី(ែឺថទ្ក្ ំជាង រ ឺថសម៊ីនឹង ៣)សុរធតែអាចថទ្ប៊ី 

វសិមភាព Schur ថែ៊ីម៊ីបទ្ាយបញ្ជា ក្ ់។ 

zyx 

0r

   0 yzxzz
r

        0
11


 rrrrrr

yxzyxzyyzxx

      0 zyxyyzxyxx
rr

0r

   0 zxyxx
r

       yxyyxzyxyzxz
rrrr



   0 yxyz
rr

zyx 

yx  0z

1r

   bacacbcbaabc 
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លហំាត់ ១ 
ថគឲ្យ a , b , cជារង្វា ស់ទ្រុងននទ្ែ៊ីថកាណមួយ ។ បង្វា ញថា 

      abcscscbsbasa 
333  ។ 

( sជាក្ន្ុះបរមិាទ្ែននទ្ែ៊ីថកាណ ) 
សទ្ាយ 
ថយ៊ីងមាន       abcscscbsbasa 

333  
         0

222
 bcaccabcbbcabaa  ពិែ 

ាមវសិមភាព Schur 
លហំាត់ ២ 
ថគឲ្យ a , b , cជាចំនួនពិែវរិាមាន ។ បង្វា ញថា 

  




































cba
cba

ab

c

ca

b

bc

a 111
622227

222

 ។ 

សទ្ាយ 

ថយ៊ីងមាន   




































cba
cba

ab

c

ca

b

bc

a 111
622227

222

 

 bcaccbabcabaabccbaabc
222222333

32   
 23232323222333333

3 acbcabcbabcacbaaccbba   
2323

abcbac  0  ពិែ ាមវសិមភាព Schur ចំថ ុះអថេរ a , b , c   
និង ab , bc , ca   
លហំាត់ ៣ 
ថគឲ្យ a , b , cជាចំនួនពិែវរិាមាន ។ បង្វា ញថា 

        bcac

abc

cbab

cab

caba

bca

ba

c

ac

b

cb

a
























222

។ 

សទ្ាយ 
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ថយ៊ីងមាន 

        bcac

abc

cbab

cab

caba

bca

ba

c

ac

b

cb

a
























222

 

     
   

0
3

333







accbba

accacbbcbaababccba  

         0 bcacccbabbcabaa  
ជាវសិមភាព Schur 

លហំាត់ ៤ 
ថគឲ្យ a , b , cជាចំនួនពិែមិនអវរិាមាន ។ បង្វា ញថា 

cbababa

c

acac

b

cbcb

a












1

444444
222222

 ។ 

សទ្ាយ 
ាម វសិមភាព Cauchy-Schwarz ថយ៊ីងបាន 

222222
444444 baba

c

acac

b

cbcb

a








 

 
      abcbacacbcba

cba

3444
222222

2




  

បង្វា ញថា  
      cbaabcbacacbcba

cba






 1

3444
222222

2

 

ថយ៊ីងមាន  
      cbaabcbacacbcba

cba






 1

3444
222222

2

 

        abcbacacbcbacba 3444
2222223
  

     222222333
3 bacacbcbaabccba   

ជាវសិមភាព Schur 
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លហំាត់ ៥ 
ថគឲ្យ a , b , cជាប៊ីចំនួនពិែ ។បង្វា ញថា 

      bacacbcbacbacba 
555222666

3

2  ។ 

សទ្ាយ 
ាមវសិមភាព AM-GM និង Schur ថយ៊ីងបាន 

  
cyccyccyc

cbaacbaa
22462226

233  

    
cyccyc

caabaa
246246  

  
cyc

cba
5

2  

លហំាត់ ៦ 
ថគឲ្យ a  , b , cជាចំនួនពិែមិនអវរិាមានថ ទ្ៀងផ្ទទ ែ់ 2 cba ។ 
បង្វា ញថា 333444

cbaabccba   ។ 
សទ្ាយ 
ាមវសិមភាព Schur ថយ៊ីងបាន 

         0 bcaccabcbbcbbaa
rrr  

ចំថ ុះ 2r  ថយ៊ីងបាន  
       bacacbcbacbaabccba 

333444  
      cbacbacbaabccba 

333444
2  

ថោយ 2 cba  
ែូចថនុះ 333444

cbaabccba   
លហំាត់ ៧ 
ថគឲ្យ a , b , cជាចំនួនពិែមិនអវរិាមាន ។ បង្វា ញថា 
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1
222222

22

2

22

2

22

2








 baba

c

acac

b

cbcb

a   (1)។ 

សទ្ាយ 
ាមវសិមភាព Cauchy-Schwarz ថយ៊ីងបាន 


cyc cbcb

a
22

2

22  





















cyc

cyc

cbcba

a

222

2

2

22
 

ថែ៊ីម៊ីបបង្វា ញថា(1)ពិែថយ៊ីងទ្គ្ននត់ែបង្វា ញថា

  














cyccyc

cbcbaa
222

2

2
22  

 
cyccyccyc

baaabca
224

2  

ាមវសិមភាព Schur ចំថ ុះ 2r និង AM-GM ថយ៊ីងបាន 
   

cyccyccyccyc

babaabaabca
22224

2  ពិែ 

ែូចថនុះ 1
222222

22

2

22

2

22

2








 baba

c

acac

b

cbcb

a  

លហំាត់ ៨ 
ថគឲ្យ a , b , cជាចំនួនពិែមិនអវរិាមាន ។ បង្វា ញថា 

cba
baba

c

acac

b

cbcb

a









22

3

22

3

22

3

 (*)។ 

សទ្ាយ 
ាមវសិមភាព Cauchy-Schwarz ថយ៊ីងបាន 

 
 

  
 







cyc cyc

cyc

cbcba

cba

cbcba

a

bbcb

a
22

2222

22

4

22

3
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ថែ៊ីម៊ីបបង្វា ញថា (*) ពិែ ថយ៊ីងទ្គ្ននត់ែបង្វា ញថា 

 











































cyccyccyc

acbcbaa
22

2

2  

ថយ៊ីងមាន  











































cyccyccyc

acbcbaa
22

2

2  

     
cyccyccyccyc

aabccbacbabaa 32
2224  

  
cyccyccyc

cbaaabca
34  ជាវសិមភាព Schur  

លហំាត់ ៩ 
ថគឲ្យ a , b , cជាចំនួនពិែមិនអវរិាមាន ។ បង្វា ញថា 

333222222222
cbababacacacbcbcba   

(*) ។ 
សទ្ាយ 
ាម វសិមភាព AM-GM ថយ៊ីងបាន 

  
cyccyc

cbcbaacbcba
222222  

  
cyc

bccbaa
222

2

1  

ថែ៊ីម៊ីបបង្វា ញថា (*) ពិែថយ៊ីងទ្គ្ននត់ែបង្វា ញថា  

  
cyc

bccbaa
222

2

1

cyc

a
3  

ថយ៊ីងមាន   
cyc

bccbaa
222

2

1

cyc

a
3  

  02
2223

 
cyccyc

bccbaaa  
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  
cyccyc

baababca 03
3  ពិែាមវសិមភាព Schur  

លហំាត់ ១០ 
ថគឲ្យ a , b , cជាចំនួនពិែមិនអវរិាមាន ។ បង្វា ញថា 

222

22

3

22

3

22

3

cba
baba

c

acac

b

cbcb
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សទ្ាយ 
ាមវសិមភាព Cauchy-Schwarz ថយ៊ីងបាន 
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ថេែុថនុះ ថែ៊ីម៊ីបបង្វា ញថា វសិមភាពពិែថយ៊ីងទ្គ្ននត់ែបង្វា ញថា 
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វិធីសាស្រ្តជំនួ្ 
(The Substitution Strategy) 

  
វធីិសាស្រ្តជំនួ្ជាវធីិសាស្រ្តមួយដម៏ានសារៈ្ំខានបំ់ផុតក្នុងការដ ោះ 

ស្រសាយលំហាតវ់ ិ្ មភាពដដលមានភាព្មុគសាម ញខាល ងំ ។ ប ុដនតមិនដមនរាល់  
ការជំនួ្ទងំអ្់្ុទ្ធដតផតល់មក្វញិនូវភាពងាយស្រ្ួលដ ោះដទ្ ។  
ក្នុងដផនក្ដនោះដយងី្ូមដលីក្យក្នូវរដបៀបននការជួ្មួយចំនួន្ស្រមាបមិ់នអនក្ 
អានដដីមីបទុ្ក្ជាមូល ា ន ។ 
i. ការជំនួ្បែែពីជគណិត ( Algebraic Substitution ) 
លហំាត់ ១ 
ដបី , , ជាចំនួនពិតវជិជមានតូចជាង 1 ដដល ។ 

បងាា ញថា  (*) ។ 

ចម ល្ើយ 
តាង , ,  , ,  
ដយងីបាន  
ដគបាន , ,  

ដេតុដនោះ (*)  

 ពិត តាម AM-GM   
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លហំាត់ ២ 
យក្ , , ជាចំនួនពិតវជិជមានបំដពញលក្ខខណ្ឌ  ។ 

បងាា ញថា  ។ 

(IMO,1995) 
ចម ល្ើយ 
យក្ , 0  

ដយងីបាន  

 

 

តាម វ ិ្ មភាព Cauchy-Schwarz និង AM-GM ដយងីបាន 

 

 

ដូចដនោះ  ្មភាពលុោះស្រតាដត 
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លហំាត់ ៣ 
ដគដអាយ ជាចំនួនពិតវជិជមានបំដពញលក្ខខណ្ឌ  ។ បងាា ញថា 

 ។ 

(IMO,2000) 
ចម ល្ើយ 

តាង , ,  

ដយងីបាន (*) ្មមូល  

 (1) 
ដបី (1) ពិត 
ដបី  
(1) អាច្រដ្រ ពិត 
ដស្ររោះ  

 
 

ដូចដនោះ  ្មភាពលុោះស្រតាដត 

 
លហំាត់ ៤ 
ដគឲ្យ , , ជាចំនួនពិតវជិជមាន ។ បងាា ញថា 
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 (*) ។ 

(India,2002) 
ចម ល្ើយ 

តាង , ,  ដគបាន  

ដយងីបាន  

ដេយី  

ដគបាន (*)  

 
 (1) 

តាម AM-GM ដយងីមាន  
ដស្របីទ្ស្រមង ់Engel ននវ ិ្ មភាព Cauchy-Schwarz និង AM-GM ដយងីបាន 

 

ដេតុដនោះ (1) ពិត 
ii. ការជំនួ្បែែត្តីមកាណមាត្ត ( Trigonometric Substitution ) 
 ្មភាពស្រតីដកាណ្មាស្រតងាយៗមួយចំនួន ។ 

ដបី , , ជារងាា ្់មំុននស្រតីដកាណ្មួយ ដយងីបាន 
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 វ ិ្ មភាពស្រតីដកាណ្មាស្រតមួយចំនួនជួយក្នុងការស្រសាយបញ្ជជ ក្ ់។ 
ដបី , , ជារងាា ្់មំុននស្រតីដកាណ្មួយ ដគបាន 
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សម្រាយ 

 ដយងីមាន ជាអនុគមនដ៍បា ងដលី  

តាមវ ិ្ មភាព Jensen ដយងីបាន  

 

 

 តាម AM-GM ដយងីបាន  
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ដូច  ដយងីបាន  

 

 

ដស្របី និង AM-GM ដគបាន  

 

ដយងីមាន  
 

 
 

 
 

 

ដូចដនោះ  
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ដយងីមាន  

 

 

 

ដូចដនោះ  

 

ដយងីមាន ជាអនុគមនដ៍បា ងដលី  

ដ យ  

តាមវ ិ្ មភាព Jensen ដយងីបាន 

 

  

ដូចដនោះ  
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 ដ យ  

ដស្របី និង AM-GM ដយងីបាន  

តាម  និង  ដយងីបាន  

 តាម និង ដយងីបាន  

 ដយងីមាន  
 

តាម  

ដយងីបាន  

 ដយងីមាន 

 

តាម  

ដយងីបាន  

 

ដយងីមាន   xxf tan ជាអនុគមនផ៍តដលី  

តាមវ ិ្ មភាព Jensen ដយងីបាន 
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ដូចដនោះ  

 

ដយងីមាន   xxf cot ជាអនុគមនផ៍តដលី  

តាមវ ិ្ មភាព Jensen ដយងីបាន  

 

ដូចដនោះ  

 
ដយងីមាន  
និង  
បូក្អងគ និង អងគដយងីបាន  
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្មំណើ  
ដបី , , ជារងាា ្់មំុននស្រតីដកាណ្មំុស្រ្ួច1មួយ ដគបាន 

 ។ 
្ត្មាយ 

, , ជារងាា ្់មំុននស្រតីដកាណ្ស្រ្ួច 

ដគបាន , ,  

ដ យ  ជាអនុគមនផ៍តដលី  

តាមវ ិ្ មភាព Jensen ដយងីបាន 

 

ដេតុដនោះ  

                                                        
1 ជាស្រតីដកាណ្ដដលមានមុទំងំបីជាមុំស្រ្ួច  









sin

cos

cos1

sin2





  

















sincos1

cos2cos2sin4

2

1
22

 
  


















sincos1

cos1sin3

2

1
22


 

 
3

sincos1

cos1sin3

2

1
22
























  

33tantantan:16  N

  

  









2
,0




  xxf tan 








2
,0


33
3

tan
3

tan
3

tantantan








 


 

33tantantan  



| 109 
 

រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

ត្រឹ្តែីរ 
ដបី , ,  ដគបាន , , ជារងាា ្់មំុននស្រតីដកាណ្មួយ 

លុោះស្រតាដត  ។ 

្ត្មាយ 
 ដបី , , ជារងាា ្់មំុននស្រតីដកាណ្មួយ ដ ោះ  

ដយងីបាន  

 

ដេតុដនោះ  

 ដបី  

ដបី  ដគបាន  ដស្ររោះ  

ដ ោះ  

ដយងីបាន , , ជារងាា ្់មំុននស្រតីដកាណ្មួយ 
WLOG ្នមតថា  
ដ យ  

ដគបាន  
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ដត  

 ដ ោះ  ចំដរោះ  

ដ យ  

ដយងីបាន  ដរល គឺ  
ដេតុដនោះ , , ជារងាា ្់មំុននស្រតីដកាណ្មួយ 
 
រមែៀែជំនួ្បែែត្តីមកាណមាត្ត  
ដបីបីចំនួនពិត , , ដផទៀងផ្ទទ តល់ក្ខខណ្ឌ មានទ្ស្រមងដូ់ច្មភាពស្រតី 
ដកាណ្មាស្រតណាមួយ ដេយីមានដដនកំ្ណ្តដូ់ចអនុគមនស៍្រតីដកាណ្មាស្រតដ ោះ  
ដគអាចជំនួ្ចំនួនទងំដ ោះដ យអនុគមនស៍្រតីដកាណ្មាស្រត។ ការជំនួ្ដនោះមិន 
ដធាីឲ្យបាតប់ងល់ក្ខណ្ៈទូ្ដៅដ ោះដទ្ ដេយីដែមទងំដធាីដអាយវ ិ្ មភាពដដល  
្មុគសាម ញពិបាក្ដ ោះស្រសាយដស្របជាមានរាងងាយ ។ 

ដេតុដនោះការចងចំ្ មភាពស្រតីដកាណ្មាស្រតពិតជា្ំខានណ់ា្់ដដីមីប 
ឈានដៅដល់ការតាងដបបស្រតីដកាណ្មាស្រត ។ 

i. ចំដរោះ  ដគអាចតាង sinkx  ,  

រ ឺ coskx   ចំដរោះ  
ii. ដបី  ដគអាចតាង ,  
iii. ដបី , ,  ដផទៀងផ្ទទ ត ់  
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ដគអាចតាង , ,  ដដល , ,  

ជារងាា ្់មំុននស្រតីដកាណ្មួយ រ ឺតាង , ,   
ដដល , ,  ជារងាា ្់មំុននស្រតីដកាណ្មំុស្រ្ួចមួយ 

iv. ដបី , , បំដពញលក្ខខណ្ឌ   

 រ ឺ  ដគអាចតាង , ,  

ដដល , , ជារងាា ្់មំុននស្រតីដកាណ្មួយ រ ឺតាង ,  
,  ដដល , , ជារងាា ្់មំុននស្រតីដកាណ្  

មំុស្រ្ួចមួយ 
v. ដបី , , បំដពញលក្ខខណ្ឌ   

ដគអាចតាង , , ដដល  , ,  

ជារងាា ្់មំុននស្រតីដកាណ្មួយ រ ឺតាង , , cosz  
ដដល , , ជារងាា ្់មំុននស្រតីដកាណ្មំុស្រ្ួចមួយ 

vi. ដបី 
























2

2
1

k

a
kak  ដគអាចតាង tanka   

vii. ដបីមានរាង 
2

1

2

x

x


, 

2
1

2

x

x


, 

2

2

1

1

x

x



  ដគអាចតាង tanx  

ដគបាន 2sin
1

2
2


 x

x , 2tan
1

2
2


 x

x , 2cos
1

1
2

2






x

x  

 
 

2
tan


x

2
tan


y

2
tan


z   

cotx coty cotz

  

x y 0z xyzzyx 

1
111


zxyzxy 2
cot


x

2
cot


y

2
cot


z

   tanx

tany tanz   

x y 0z 12
222

 xyzzyx

2
sin


x

2
sin


y

2
sin


z   

cosx cosy

  
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

លហំាត់ ១ 
ដបី , ,  បងាា ញថា  (1) ។ 

(Romania,2002) 
ចម ល្ើយ 

តាង , ,  ចំដរោះ , ,  

ដយងីបាន (1) ្មមូល  ពិត 
ដស្ររោះ  

 
លហំាត់ ២ 
ដគឲ្យ a , b , cជាចំនួនពិតវជិជមានបំដពញលក្ខខណ្ឌ  1 cba ។ 
បងាា ញថា 12

222
 abccba  ។ 

្ត្មាយ 
យក្ xya  , yzb  និង zxc   ដយងីបាន  

12
222

 abccba 132
222222

 xyzxzzyyx  
ដដល x , y , zជាចំនួនពិតវជិជមានបំដពញលក្ខខណ្ឌ  1 zxyzxy  (*) 
ដយងីមាន 132

222222
 xyzxzzyyx  

   zyxxyzxyzzxyzxy  2132
2  

3 zyx  (1) 

តាម (*) ដយងីយក្ 
2

tan
A

x  , 
2

tan
B

y  , 
2

tan
C

z    

a b  1,0c     1111  cbaabc

xa
2

cos yb
2

cos zc
2

cos x y 









2
,0


z

1sinsinsincoscoscos  zyxzyx

zyxzyx sinsinsincoscoscos 

yxyx sinsincoscos    1cos  yx
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

ដដល A , B , C  ជារងាា ្់មំុននស្រតីដកាណ្មួយ 

ដយងីបាន (1) 3
2

tan
2

tan
2

tan 
CBA  ពិត តាម 13N  

លហំាត់ ៣ 
ដគឲ្យ a , b ,  1,0c បំដពញលក្ខខណ្ឌ  1 cabcab ។ 

បងាា ញថា 






 














 c

c

b

b

a

a

c

c

b

b

a

a
222

222

111

4

3

111
 ។ 

ចម ល្ើយ  
ដ យ a , b ,  1,0c បំដពញលក្ខខណ្ឌ  1 cabcab  

យក្ 
2

tan
A

a  , 
2

tan
B

b  , 
2

tan
C

c   ដដល A , B , C ជារងាា ្់មំុនន 

ស្រតីដកាណ្មំុស្រ្ួច 

ដយងីបាន 
2

tan

2
tan1

2
tan2

2

1

1 2
2

A

A

A

a

a

























 

ដូចគ្នន ដដរ 
2

tan

1
2

B

b

b



, 

2

tan

1
2

C

c

c



 

ដគបាន 






 














 c

c

b

b

a

a

c

c

b

b

a

a
222

222

111

4

3

111
 











CBA
CBA

tan

1

tan

1

tan

1
3tantantan (*) 

តាម 7I CBACBA tantantantantantan:   
ដយងីបាន (*) ្មមូល 
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

   ACCBBACBA tantantantantantan3tantantan
2

  

       0tantantantantantan
2

1 222
 ACCBBA ពិត 

លហំាត់ ៤ 

ដគឲ្យ x , y , 0z ។ បងាា ញថា  
  zxyxx

x

  

  xyzyy

y




  
1




yzxzz

z   (*)។ 

ចម ល្ើយ 

ដយងីមាន 
  zxyxx

x

   xyzyy

y


  

  
1




yzxzz

z   

        
1

1

1

1

1

1

1

222


















z

yzxz

y

xyzy

x

zxyx

ជាវ ិ្ មភាពអូម ូដ្ន WLOG ្នមតថា 1 zxyzxy  

យក្ 
2

tan
A

x  , 
2

tan
B

y  , 
2

tan
C

z   ដដល A , B , C ជារងាា ្់មំុនន 

ស្រតីដកាណ្មួយ 

ដយងីបាន   

2
tan

2
tan

2
tan

2
tan

2
tan

2
2 A

CABA

x

zxyx




















  



| 115 
 

រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

2
sin

1

2 A
  

ដូចគ្នន ដដរ ដគបាន   

2
sin

1

2
2 By

xyzy


  

ដយងីបាន (*) ្មមូល 1

2
sin1

2
sin

2
sin1

2
sin

2
sin1

2
sin












C

C

B

B

A

A

 

 2

2
sin1

1

2
sin1

1

2
sin1

1











CBA

 ពិត 

ដស្ររោះ តាម AM-HM ដគបាន 

2
sin1

1

2
sin1

1

2
sin1

1

CBA










 

2
sin

2
sin

2
sin3

9

CBA


  

2

2

3
3

9




  

តាម 
2

3

2
sin

2
sin

2
sin:3 

CBA
N  

លហំាត់ ៥ 
ដគឲ្យ x , y , 0z បំដពញលក្ខខណ្ឌ  xyzzyx  ។ 
បងាា ញថា  
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ក្/ 
2

3

1

1

1

1

1

1

222








 zyx
   (1) 

ខ/ 
2

33

111
222








 z

z

y

y

x

x   (2)។ 

ចម ល្ើយ 
ក្/  
ដ យ x , y , 0z បំដពញលក្ខខណ្ឌ  xyzzyx   
តាង Ax tan , By tan , Cz tan  
ដដល A , B , C ជារងាា ្់មំុននស្រតីដកាណ្មំុស្រ្ួច 

ដយងីបាន A
Ax

cos
tan1

1

1

1

22






 

ដូចគ្នន ដដរ B
B

cos
tan1

1

2



, C

C
cos

tan1

1

2



 

ដគបាន (1) 
2

3
coscoscos  CBA  ពិត តាម 5N  

ដេតុដនោះ 
2

3

1

1

1

1

1

1

222








 zyx
 

ខ/  ដូចគ្នន ដដរ (2) 
2

33
sinsinsin  CBA  ពិត តាម 1N  

ដេតុដនោះ 
2

33

111
222








 z

z

y

y

x

x  
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រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

លហំាត់ ៦ 

ដគឲ្យ a , b , c , 0d ដផទៀងផ្ទទ ត ់ 1
1

1

1

1

1

1

1

1
4444











 dcba
។ 

បងាា ញថា 3abcd  ។ 
(Latvia,2002) 

ចម ល្ើយ 
តាង Aa tan

2
 , Bb tan

2
 , Cc tan

2
 និង Dd tan

2
  

ចំដរោះ A , B , C , 









2
,0


D  

ដគបាន 1
1

1

1

1

1

1

1

1
4444











 dcba
 

1coscoscoscos
2222

 DCBA  
តាម AM-GM ដយងីបាន 

DCBAA
22222

coscoscoscos1sin   
 3 2

coscoscos3 DCB    (1) 

ដូចគ្នន ដដរ ដគបាន B
2

sin  3 2
coscoscos3 ADC  (2) 

C
2

sin  3 2
coscoscos3 BAD  (3) 

D
2

sin  3 2
coscoscos3 CBA  (4) 

គុណ្អងគ និង អងគនន (1),(2),(3),(4) 
ដគបាន DCBADCBA

222242222
coscoscoscos3sinsinsinsin   

42222
3tantantantan  DCBA  
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  44
3 abcd  

ដេតុដនោះ  3abcd  
លហំាត់ ៧ 
ដគឲ្យ a , b , cជាចំនួនពិតមិនអវជិជមានបំដពញលក្ខខណ្ឌ   

4
222

 abccba ។ បងាា ញថា 20  abccabcab ។ 
(USA,2001) 

ចម ល្ើយ 
ដបី a , b ,  1c 4

222
 abccba  

ដេតុដនោះ ដដីមីបឲ្យ 4
222

 abccba  លុោះស្រតាដតមានយ ងដហាច  
ណា្់មួយចំនួនតូចជាង រ ឺដ្មីនឹង 1 
ដ យ 4

222
 abccba ្ុីដមស្រទី្ដធៀបនឹង a , b , c  

WLOG ឧបមថា 1a  
ដគបាន   01  bcaabccabcab   (1) 
យក្ pa 2 , qb 2 , rc 2  
ដគបាន 124

222222
 pqrrqpabccba  (*) 

តាម (*) ដគបាន Ap cos  , Bq cos , Cr cos  

រ ឺ Aa cos2 , Bb cos2 , Cc cos2 ចំដរោះ 









2
,0,,


CBA  

ជារងាា ្់មំុននស្រតីដកាណ្មួយ 
ដយងីបាន 2 abccabcab  
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
2

1
coscoscos2coscoscoscoscoscos  CBAACCBBA  

ដយងីមាន 0cos21  A  
ដយងីបាន CBAACCBBA coscoscos2coscoscoscoscoscos   

   ACBCBA cos21coscoscoscoscos   

ដ យ ACB cos
2

3
coscos   

ដេយី     
2

cos1
coscos

2

1
coscos

A
CBCBCB


  

ដយងីបាន  

CBAACCBBA coscoscos2coscoscoscoscoscos   

 
2

1
cos21

2

cos1
cos

2

3
cos 







 









 A

A
AA  

ដ ោះ 2 abccabcab   (2) 
តាម (1),(2) ដយងីបាន 20  abccabcab  
លហំាត់ ៨ 
ដគឲ្យ a , b , c បំដពញលក្ខខណ្ឌ  1 cba ។ បងាា ញថា 

4

33
1







 abc

abc

cab

b

bca

a  ។ 

ចម ល្ើយ 
យក្ xya  , yzb  និង zxc  ដដល x , y , 0z  

ដយងីបាន 
4

33
1







 abc

abc

cab

b

bca

a  
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         4

33
1










yzxyzx

xyz

xyzxyz

yz

zxyzxy

xy  

4

33
1

1

1

11

1
222











zy

y

x
 (**) 

ដដល 1 zxyzxy  

តាង 
2

tan
A

x  , 
2

tan
B

y  , 
2

tan
C

z  ដដល A , B , C ជារងាា ្់មំុនន 

ស្រតីដកាណ្មួយ 

ដេតុដនោះ (**) 
4

33
1

2
tan1

1

2
tan1

2
tan

2
tan1

1

222














CB

B

A
 

4

33
1

2
cossin

2

1

2
cos

22


C
B

A  

4

33
1

2

sin

2

cos1

2

cos1








BCA  

2

33
cossincos  CBA  ពិត 

ដស្ររោះ   CACACBA  sincoscoscossincos  














 CA cos

2

3
cos

2

3

3

2  

 CACA sincos3cossin3
3

1
  









 CA

22
cos

4

3
cos

4

3

3

1  
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 CACA
2222

sin3coscossin3
32

1
  

   BBAA
2222

sincos
2

3
sincos

2

3

2

3


2

33
  

លហំាត់ ៩ 
ដគឲ្យ a , b , cជាចំនួនពិតវជិជមាន ។ បងាា ញថា  
     cabcabcba  9222

222  ។ 
ចម ល្ើយ 
តាង Aa tan2 , Bb tan2 និង Cc tan2  

ដដល 









2
,0,,


CBA  

ដយងីបាន      cabcabcba  9222
222  

 ACCBBA
CBA

tantan2tantan2tantan29
coscoscos

8
222



 CBACBACBA sincossinsinsincoscoscoscos   

CBA cossinsin
9

4
  (*) 

ដ យ   CBACBACBA sinsincoscoscoscoscos   

CBACBA cossinsinsincossin   

 (*)   
9

4
coscoscoscoscoscoscos  CBACBACBA  

តាង 
3

CBA 
  ដ យ 0cos,cos,cos CBA  
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និង   xxf cos ជាអនុគមនដ៍បា ងដលី 








2
,0
  

តាម AM-GM និង វ ិ្ មភាព Jensen ដយងីបាន 

3

3

cos
3

coscoscos
coscoscos 







 


CBA
CBA  

បងាា ញថា  
9

4
3coscoscos

33
   

ដ យ  cos3cos43cos
3



 33
cos3cos33coscos   

ដគបាន  
9

4
3coscoscos

33
   

27

4
cos1cos

24
   ពិត 

ដស្ររោះ តាម AM-GM ដយងីបាន 

   
3

1

2
22

24
cos1

2

cos

2

cos
cos1cos 








 


  

 
3

1
cos1

2

cos

2

cos

3

1 2
22









 

  

្មភាពលុោះស្រតាដត 1
2

1
tantantan  cbaCBA  

លហំាត់ ១០ 

ដគឲ្យ x , y , 1z ដផទៀងផ្ទទ ត ់ 2
111


zyx
។ 

បងាា ញថា 111  zyxzyx  ។ 
(Iran 1998) 
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ចម ល្ើយ 
តាង 1 xa , 1 yb និង 1 zc  

ដគបាន 122
111 222222222

 cbaaccbba
zyx

 

យក្ abp  , bcq  , car   ដ ោះ 12
222

 pqrrqp  
តាង Ap cos , Bq cos , Cr cos  ដដល A , B , C ជារងាា ្់មំុនន  
ស្រតីដកាណ្មំុស្រ្ួចមួយ 
ដយងីបាន 111  zyxzyx  

cbacba  3
222  

2

3
 rqp  

2

3
coscoscos  CBA  ពិត 

ដេតុដនោះ 111  zyxzyx  
លហំាត់ ១១ 
ដគឲ្យ x , y , zជាចំនួនពិតវជិជមានបំដពញដដល 1 zxyzxy ។ បងាា ញថា  

        
9

34
111111

222222
 yxzxzyzyx  (1)។ 

(Hong Kong,1994) 
ចម ល្ើយ 
ដ យ x , y , 0z ដដល 1 zxyzxy  

តាង 
2

tan
A

x  ,
2

tan
B

y  ,
2

tan
C

z  ដដល A , B , C ជារងាា ្់មំុនន 



| 124 
 

រ ៀបរ ៀងរោយ ជា ពិសិដ្ឋ វសិមភាព 360  

ស្រតីដកាណ្មួយ 

ដយងីបាន    


















2
tan1

2
tan1

2
tan11

2222 CBA
zyx  

តាម 










2tan

tan2
tan1

tan1

tan2
2tan

2

2



  

ដគបាន    









CB

CBA
zyx

tantan

1

2
tan

2
tan

2
tan411

22  

ដូចគ្នន ដដរ    









AC

CBA
xzy

tantan

1

2
tan

2
tan

2
tan411

22  

   









BA

CBA
yxz

tantan

1

2
tan

2
tan

2
tan411

22  

ដ ោះ (1)្មមូល
9

3

tantantan

tantantan

2
tan

2
tan

2
tan 







 

CBA

CBACBA (2) 

ដ យ CBACBA tantantantantantan   
( A , B , C ជារងាា ្់មំុននស្រតីដកាណ្មួយ) 

ដេតុដនោះ (2) ្មមូល 
9

3

2
tan

2
tan

2
tan 

CBA  ពិត 

ដស្ររោះ តាម AM-GM ដយងីបាន
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan
ACCBBA

  

3

2

2
tan

2
tan

2
tan3 










CBA  

ដ យ 1
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan 
ACCBBA  

ដូចដនោះ 
9

3

2
tan

2
tan

2
tan 

CBA  
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iii. ការជំនួ្បែែ Ravi ( Ravi Transformation ) 
ការជំនួ្ដបប Ravi គឺជាការជំនួ្ដដីមីបបំដលងពីវ ិ្ មភាពននស្រជុង  

ស្រតីដកាណ្ឲ្យដៅជាវ ិ្ មភាពននចំនួនពិតវជិជមាន ។ 
្ដងេតដលីរងាង ់ ចរកឹ្ក្នុងស្រតីដកាណ្  ដដលរងាងដ់នោះប ោះដៅនឹង 

ស្រជុង , និង ស្រតង ់ ,  និង  ដរៀងគ្នន  ។ 
យក្ , ,  

 
 
 
 
 
 
តាមរូបដយងីបាន , , , ,  

 និង ដដល  

្រុបមក្ ដបី , ,  ជារងាា ្់ស្រជុងននស្រតីដកាណ្មួយ  
បំដពញលក្ខខណ្ឌ  ,  និង  ។ 

លហំាត់ ១ 
ដបី , , ជារងាា ្ស់្រជុងននស្រតីដកាណ្មួយ ។ ស្រសាយបញ្ជជ ក្ថ់ា 

  (*)។ 
ចម ល្ើយ 

 rI , ABC

BC CA AB X Y Z

YAAZx  BXZBy  CYXCz 

zya  xzb  yxc  asx 

bsy  csz 
2

cba
s




a b c 0,,  zyx

yxa  xzb  yxc 

a b c

    abccbabacacb 
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យក្ ,  និង  ចំដរោះ , ,  
ដយងីបាន  
និង  
(*)  ពិតតាម AM-GM 
លហំាត់ ២ 
ដគឲ្យ , , ជារងាា ្់ស្រជុងននស្រតីដកាណ្មួយ ។ បងាា ញថា 

 (*)។ 
(APMO,1996) 

ចម ល្ើយ 
យក្ ,  និង  ចំដរោះ , ,  
(*)   ពិត 
ដស្ររោះ តាម QM-AM ដយងីបាន  

 

 

 
្មភាពដកី្តដ ងីលុោះស្រតាដត  

 
មិនស្រតឹមដតរងាា ្់ស្រជុងននស្រតីដកាណ្ប ុដណាណ ោះដទ្ដដលដយងីអាច្រដ្រជា 

អនុគមនន៍ន , , 0  ដតដយងីក្អ៏ាច្រដ្រឲ្យជាបអ់នុគមន ៍ , ,  

yxa  xzb  yxc  x y 0z

    xyzcbabacacb 8

   xzzyyxabc 

   xzzyyxxyz  8

a b c

cbabacacbcba 

yxa  xzb  yxc  x y 0z

xzzyyxzyx  222

zyx 222 

2

22

2

22

2

22 xzzyyx 








2

22

2

22

2

22 xzzyyx 








xzzyyx 

cbazyx 

x y z x y
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0 ផងដដរនូវ ស្រក្ឡានផទស្រតីដកាណ្ ការំងាងច់រកឹ្ក្នុងស្រតីដកាណ្ ការំងាងច់រកឹ្  
ដស្រៅស្រតីដកាណ្ និង ក្នលោះបរមិាស្រត ។  
ដ យ ,  និង   

ដយងីបាន  

តាមរូបមនតដេរុង (Heron’s formula) 
 

តាមរូបមនតស្រក្ឡានផទ  

ដេយី តាម  

 
លហំាត់ ៣ 
ដគឲ្យ , , ជារងាា ្់ស្រជុងននស្រតីដកាណ្ ។ ដបីដគ្ងស់្រតីដកាណ្  

មួយដទ្ៀតដដលមានរងាា ្ស់្រជុង , ,  ។  

បងាា ញថា  ។ 

(India,2003) 

ចម្លើយ 
យក្ ,  និង  
ដយងីបានរងាា ្់ស្រជុងននស្រតីដកាណ្ ស្រតូវបាន្ដមតងដ យ 

z

yxa  xzb  yxc 

zyx
cba

s 



2

       xyzzyxcsbsassABC 

 
 

zyx

xyz

s

ABC
rsrABC




 
   

 xyzzyx

xzzyyx
R

R

abc
ABC






44

a b c ABC

CBA 
2

b
a 

2

c
b 

2

d
c 

   ABCCBA
4

9


yxa  xzb  yxc 

CBA 
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, ,  

ដយងីបាន  

តាម AM-GM ដយងីបាន ,  

និង  

ដគបាន  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2

32 zyx
a




2

23 zyx
b




2

32 zyx
c




 
    

16

2223 xzzyyxzyx
CBA




3 2
32 yxyx  3 2

32 zyzy 

3 2
32 xzxz 

 
 

 ABC
xyzzyx

CBA
4

9

16

273




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លហំាត់ 
1. ដគឲ្យ x , y , zជាចំនួនពិតវជិជមាន ។ បងាា ញថា 

1
222

33

3

33

3

33

3








 xz

z

zy

y

yx

x  ។ 

2. យក្ x , y , zជាចំនួនពិតវជិជមានដផទៀងផ្ទទ ត ់ 1xyz ។ 

បងាា ញថា 
2

3111








 yxyxzxzyz
 ។ 

(Kazakhstan,2008) 
3. ដបី 3n និង 1x , 

2x , … , nx ជាចំនួនពិតវជិជមានបំដពញលក្ខខណ្ឌ  
1...21 nxxx ។ បងាា ញថា 

1
1

1
...

1

1

1

1

1322211








 xxxxxxxxx nn

។ 

(Russia,2004) 
4. a , b , cជាចំនួនពិតវជិជមានបំដពញលក្ខខណ្ឌ abccabcab  ។ 

បងាា ញថា 
     

1
33

44

33

44

33

44
















acca

ac

cbbc

cb

baab

ba ។ 

(Poland,2006) 
5. ចំដរោះ a , b , cជាចំនួនពិតវជិជមាន បងាា ញថា 

333

1
222

cbacba

c

ab

b

ca

a

bc 












  ។ 

(Ireland,2007) 
6. ដគឲ្យ a , b , cជាចំនួនពិតវជិជមានដផទៀងផ្ទទ ត ់ 8abc ។ 
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បងាា ញថា 0
1

2

1

2

1

2
















c

c

b

b

a

a  ។ 

7. ដគឲ្យ a , b , cជារងាា ្់ស្រជុងននស្រតីដកាណ្មួយ ។ បងាា ញថា 
ក្/      cabcabcbacabcab  43

2  
ខ/  cabcabcbacabcab  2

222   

គ/ 2
2

3











ba

c

ac

b

cb

a  ។ 

8. យក្ a , b , cជារងាា ្់ស្រជុងននស្រតីដកាណ្មួយ ។ បងាា ញថា 
      abccbacbacbacba 3

222
  ។ 

(IMO,1964) 
9. ដគឲ្យ a , b , cជារងាា ្់ស្រជុងននស្រតីដកាណ្មួយ ។ បងាា ញថា 

      abccbacbacbacba 3
222222222
 ។ 

10. ដគឲ្យ a , b , cជារងាា ្់ស្រជុងននស្រតីដកាណ្មួយ ។ បងាា ញថា 
      0

222
 acaccbcbbaba ។ 

(IMO,1983) 
11. ដគឲ្យ a , b , cជារងាា ្់ស្រជុងននស្រតីដកាណ្មួយ ។ បងាា ញថា 

8

1
















ac

ac

cb

cb

ba

ba  ។ 

12. ដគឲ្យ a , b , cជារងាា ្់ស្រជុងននស្រតីដកាណ្មួយបំដពញលក្ខខណ្ឌ  
3 cabcab ។ បងាា ញថា 323  cba  ។ 

13. ដគឲ្យ a , b , cជារងាា ្់ស្រជុងននស្រតីដកាណ្មួយ ដេយី rជាការំងាង ់
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ចរកឹ្ក្នុងស្រតីដកាណ្ដ ោះ ។ បងាា ញថា 
rcba 2

3111
  ។ 

14. ដគឲ្យ a , b , cជារងាា ្់ស្រជុងននស្រតីដកាណ្មួយ ដេយី sជាក្នលោះ 
បរមិាស្រតននស្រតីដកាណ្ដ ោះ ។ បងាា ញថា 
ក្/    abbsas   
ខ/         ascscsbsbsas   

4

cabcab 
  ។ 

15. យក្ a , b , cជារងាា ្់ស្រជុងននស្រតីដកាណ្ស្រ្ួចមួយ ។ បងាា ញថា 
222222222

cbacbacba
cyc

  ។ 

 
 

 
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ភាពអូម ូសែន 

(The Homogeneity) 
  
និយមន័យ  
គេថា អនុេមន៍ ជាអនុេមន៍អូម ូសែន (homogenous) 
គ ើចំគ ោះ គេបាន  ។ 
 

ឧទាហរណ៍  ជាអនុេមនអូ៍ម ូសែន គ្ ោះ 

  

ចំសណក មិនសមនជាអនុេមនអូ៍ម ូសែនគេ ។ 
 

ែម្គា ល ់    nn xxxgxxxf ,...,,,...,, 2121  គៅថាវែិមភាពអូម ូសែន 
 គ ើ  ជាអនុេមន៍ 
អូម ូសែន រ ឺអាចនិយាយម ាងគេៀតថាតួនើមួយៗនន  និង  
 nxxxg ,...,, 21 មានដឺគ្កគែមើគ្នា  ។ 

ឧទាហរណ៍  
 ជាវែិមភាពអូម ូសែន គ្ ោះ តួនើមួយៗនន 

 និង មានដឺគ្ក 2 ដូចគ្នា ។ 

 nxxxf ,...,, 21

 1-IRt    n

k

n xxxfttxtxtxf ,...,,,...,, 2121 

 
yx

yx
yxf






2
,

22

   yxtf
tytx

ytxt
tytxf ,

2
,

2222







  zxyxzyxf 3,,
2



     nnn xxxgxxxfxxxh ,...,,,...,,,...,, 212121 

 nxxxf ,...,, 21

yzzxyyx 
222

2

xyyx 2
22
 yzz 

2
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ដូចគ្នា សដរ  ជាវែិមភាពអូម ូសែន ។ 
ចំសណកឯ  មិនសមនជាវែិមភាពអូម ូសែនគេ ។ 
គ ើវែិមភាពមួយជាវែិមភាពអូម ូសែន គ ោះគេអាច គងកើតលកខខណឌ  សនែម។  
លកខខណឌ  សនែមគនោះមិនបានគ វ្ើឲ្យវែិមភាពបាត ់ងល់កខណៈេូគៅគេ ។  
គលើែពើគនោះគៅ គេៀតការ គងកើតលកខខណឌ ថ្មើគនោះអាចជួយឲ្យវែិមភាពមាន 
េ្មងង់ាយជាងមុន ។ ដំគណើ រការននការ សនែមលកខខណឌ  និង គ វ្ើឲ្យវែិមភាព  
មានេ្មងង់ាយជាងមុនគនោះ ្តូវបានគៅថា Normalization ។  
 
ចំគ ោះវែិមភាពនន ើអគថ្រ , ,  អាច្តូវបាន Normalized ( សនែម  
លកខខណឌ ) គសេងៗដូចជា រ ឺ រ ឺ …។  
រគ ៀ  Normalization ្តូវបានគ វ្ើគ ើងគៅតាមលំហាតន់ើមួយៗ គ ល េឺ  
គ វ្ើយា ងណាឲ្យលំហាតវ់ែិមភាពសដល្តូវគ ោះ្ាយមានេ្មងង់ាយ(្ែួល 
្ាយ ញ្ជា ក)់ ។ 
 
ែគងកតវែិមភាព  ជាវែិមភាពអូម ូសែន 
គយើងអាច Normalize គ យយក  គ្ ោះ គ ើគេយក  
និង , ,  
គយើងបាន  

 

មាននយ័ថា គ ើ  ចំគ ោះ  
គេបាន  

3322
baabba 

 ababb  151
5

a b c

1 cba 1abc 1 cabcab

cabcabcba 
222

1abc 3
kabc 

kxa  kyb  1 xyzkzc

cabcabcba 
222

zxyzxyzyx 
222

zxyzxyzyx 
222

1xyz

cabcabcba 
222
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លហំាត់ ១ 
គេឲ្យ , , ជាចំនួនពិតវជិាមាន ។  ងាា ញថា  

 ។ 

ចមមលើយ 
WLOG ែនមតថា  
តាម AM-GM គយើងបាន និង  
គ ោះ  

 
   

3

8
1

3

accbbacabcab 



  

ដូចគនោះ  (*) 

ពនយល់ សនែម 
គហតុអើវបានជាគយើងអាច សនែមនូវលកខខណឌ  ? 
គ្ ោះ គ ើ គេបាន (*) ពិត 

សទុយពើគនោះ តាង , និង  ( ) 

គយើងបាន (*) ពិតចំគ ោះ្េ  ់ , ,  លុោះ្តាសត(*)ពិតចំគ ោះ្េ ់ ,  

,  គ ើគយើងយក   

តាមែ្មាយខាងគលើ (*) ពិតចំគ ោះ្េ ់ , ,  

a b c

   
3

83

accbbacabcab 




3 cabcab

3 cba 1abc

       abccabcabcbaaccbba 

  83  abccba

   
3

83

accbbacabcab 




3 cabcab

0 cba

t

a
a 

t

b
b 

t

c
c  0t

a b c a 

b  c 3
3




 accbba
cabcab

t

a  b  c
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គហតុគនោះ (*) កពិ៏តចំគ ោះ្េ  ់ , ,  សដរ ។ 
លហំាត់ ២ 

ចំគ ោះ , ,  ងាា ញថា  ។ 

ចមមលើយ 

គ យ  ជាវែិមភាពអូម ូសែន 

WLOG ែនមតថា  

គយើងបាន  ពិត 

គ្ ោះ តាម AM-HM គេបាន  

ដូចគនោះ  

លហំាត់ ៣ 
គេឲ្យ , , ជាចំនួនពិតវជិាមាន ។  ងាា ញថា 

 ។ 

(USA,2003) 
ចមមលើយ 
WLOG ឧ មាថា  

គយើងបាន  

a b c

a b 0c
2

3








 ba

c

ac

b

cb

a

2

3








 ba

c

ac

b

cb

a

1 cba

2

3








 ba

c

ac

b

cb

a

2

9111











accbba

  2

9

2

9111











 cbaaccbba

2

3








 ba

c

ac

b

cb

a

a b c

 

 

 

 

 

 
8

2

2

2

2

2

2
22

2

22

2

22

2
















bac

bac

acb

acb

cba

cba

3 cba

 

 

 

 

 

 22

2

22

2

22

2

2

2

2

2

2

2

bac

bac

acb

acb

cba

cba














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គ យ  
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 ងាា ញថា  ។ 
ចមមលើយ 
គយើងអាចអូម ូសែនវែិមភាពគនោះតាមលកខខណឌ   

តាង , ,  

គយើងបាន  

 

  (*) 
(*) ជាវែិមភាពអូម ូសែន ែនមតថា  
(*)ែមមូល  ពិត 
គ្ ោះ តាម AM-GM គយើងមាន  
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លហំាត់ 
1. គេឲ្យ a , b , c  ជាចំនួនពិតវជិាមាន ។  ងាា ញថា 
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6. គេឲ្យ a , b , cជាចំនួនពិតមិនអវជិាមាន ។  ងាា ញថា 
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