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ជំពូកទី១ 

សេង�បរបូមន�សខំន  
 

១-ផលគុណស �ែក�ុងលហំ 

 1/កេន្សោមផលគ ណុ ស 

 ក-និយមនយ័ 

  ផលគុណស �ែលរវងពីរ វុ ិច ទរu
→

 និង v
→

 ក�ុងលំហគឺជ 

 ចំនួនពិតកំណត់េដយu . v | u | . | v | .cos
→ → → →

= ϕ   ។ 

 ϕ  ជាមុំផ�ុំេឡងេដយ វុ ិច ទរu
→

 និង v
→

 ។ 
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 ខ-កេន្សោ មវិភាគផលគុណស  

  ក�ុងេគាលអរតូណរមា៉ល់ៃនលំហ ផលគុណស�ែល  

 ពីរវុ ិចទរ័   1 1 1u (x ,y ,z )
→

=  និង  2 2 2v (x ,y ,z )
→

=  ក�ុងលំហគឺជ 

 ចំនួនពិតកំណត់េដយ 1 2 1 2 1 2u . v x x y y z z
→ →

= + +   ។ 

 គ-ស�ែ ល និងណមៃនវុចិទរ ័

  េបេគមានវុិចទរ័  u (a,b,c)
→

=  េនាះស�ែល និង ណម   

 កំណត់េដយ
2

2 2 2u a b c
→

= + +   និង  2 2 2| u | a b c
→

= + + ។ 

 ឃ-កូសីុនូសៃនមុរំវងពីរវុិចទរ   

  កូសីុនូសៃនមំុរវងពីរវុិចទរ័   1 1 1u (x ,y ,z )
→

=  និង វុ ិចទរ័  

 2 2 2v (x ,y ,z )
→

=  ក�ុងលំហកំណត់េដយ  

 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

u . v x x y y z zcos
x y z . x y z| u | . | v |

→ →

→ →

+ +
ϕ = =

+ + + +
  ។ 

 

u
→
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 2/លក�ណះ 

  ក/ u . v v .u
→ → → →

=    

  ខ/
2

2u | u |
→ →

=    

  គ/ u .(v w) u . v u .w
→ → → → → → →

+ = +    

  ឃ/ u .(v w) u . v u .w
→ → → → → → →

− = −    

  ង/ u .( v) ( u). v (u . v ) , IR
→ → → → → →

λ = λ = λ λ∈    

 3/វុចិទរអ័រតូកូណាល់ និង វុិចទ័រកូលីេនែ អ  

  ក-វុចិទរអ័រតូកូណាល 

   និង  ជាពីរវុិចទរ័អរ  តូកូណាល់គា� លុះ្u . v 0
→ →

=   

  េប   និង  េនាះេគបាន 

  1 2 1 2 1 2u v u . v x x y y z z 0
→ → → →

⊥ ⇔ = + + =   ។ 

u
→

v
→

1 1 1u (x ,y ,z )
→

= 2 2 2v (x ,y ,z )
→

=
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  ខ- វុចិទរ័កូលីេនែអ ៊

   និង  ជាពីរវុិចទរ័កូលីេនែ  អ៊គា�លុះ្រតែតមា នចំន 

  λ  មួយែដល  u . v
→ →

= λ  ។ 

  េប   និង  េនាះេគបាន 

  
1 2

1 2

1 2

x x
u/ / v y y

z z

→ →
= λ

⇔ = λ
 = λ

    ឬ    1 1 1

2 2 2

x y z
x y z

= =  ។ 

 4/សមកីរបន ា�តក�ុងល 

  ក-សមកីរប ា៉រ៉ ែម 

   សមីករបា៉រ៉ែម៉្រត ៃ នបន(L) កត់តមចំណ  

  A A AA(x ,y ,z )និងមានវុិចទរ័្របាប់ទ  u (a,b,c)
→

=  

  កំណត់េដយ
A

A

A

x x at
y y bt
z z ct ; t IR

= +
 = +
 = + ∈

 

u
→

v
→

1 1 1u (x ,y ,z )
→

= 2 2 2v (x ,y ,z )
→

=
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  ខ-សមកីរឆ�ុ 

  សមីករឆ�ុះៃនបនា�ត (L) កត់តមចំណុ  A A AA(x ,y ,z )  

  និងមានវុិចទរ័្របាប់ទ  u (a,b,c)
→

=  កំណត់េដយ  

  A A Ax x y y z z(L) :
a b c
− − −

= =  ។ 

 5/សមកីរប�ង់ក�ុងលំ 

  សមីករ ៃនប�ង់(P)  កត់តមចំណុ   

  និងមានវុិចទរ័ណ  រមា៉លn (a,b,c)
→

=  កំណត់េដយ  

  A A A(P) : a(x x ) b(y y ) c(z z ) 0− + − + − =   ។ 

 6/សមកីរែស�៊ក�ុងលំ 

  សមីករស�ង់ដៃនែស(S)  មានផ�ិតI(a,b,c) និងកR  

  កំណត់េដយ 2 2 2 2(S) : (x a) (y b) (z c) R− + − + − = ។ 

 

A A AA(x ,y ,z )
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 7/ចមា �យពីចំណុច មួយេទប�ងក�ុងល 

  ចមា �យពីចំណ ុច េទប�ង់(P)  មានសមីក 

  ax by cz d 0+ + + =  កំណត់េដយ  

  A A A
2 2 2

| ax by cz d |D
a b c
+ + +

=
+ +

   ។ 

   

២-ផលគុណវុិចទរក័�ុងលហំ 

 1/លំហមានទិសេ 

  េគឲ្យ(o, i , j ,k)
→ → →

 ជាត្រម�យអរតូណរមា៉ល់ៃនលំ 

 េគថ(o, i , j ,k)
→ → →

 ជាត្រម�យមានទិសេ ដវិជ�ម 

 អ�កសេង�តេនេលកន�ះបនា�ត (o,k)
→

 េហយ្របអប់េជងេន 

 គល់ O  ែបរមខេតចំទិសៃន i
→

 េហយមានវុិចទរ   j
→

េនខ 

 េឆ�ងៃដៃនអ�កសេង�ត ។ 

A A AA(x ,y ,z )
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 2/និយមនយ័ផលគុណៃនពីរវុចិទរ ័

  េគឲ្  និង  ជាពីរវុិចទរ័ៃនលំហ ។   

 ផលគុណរវងពីរវុិចទរ័    និង  គឺជាវុិចទរ័  u v
→ →

×  ឬu v
→ →

∧  

 កំណត់េដយu v | u | . | v | .sin .k
→ → → → →

× = ϕ   ។ 

 ែដល ϕ  ជាមុំផ�ុំេឡងេដយ វុ ិច ទរ  និង   ។ 

 3/លក�ណះៃនផលគុណៃនពីរវុចិទរ ័

  ក/  u v (v u)
→ → → →

× = − ×   

  ខ/ u u O
→ → →

× =  

  គ/ ( u) v u ( v) (u v)
→ → → → → →

λ × = × λ = λ ×  

  ឃ/ u O O u O
→ → → → →

× = × =  

  ង/ u .(v w ) (u v).w
→ → → → → →

× = ×  

u
→

v
→

u
→

v
→

u
→

v
→
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 4/កេន្សោមផលគុណៃនពីរវុិចទរ័ក�ុ  ងេគាលអរតូណរម  

  មានទិសេដ វិជ�មា 

  េគឲ្យ  ជាត្រម�យមានទិសេ ដវិជ� 

  េប   និង  េនាះេគបាន 

  1 1 1

2 2 2

i j k
u v x y z

x y z

→ → →

→ →

× =  

 5/ៃផ�្រកឡា្រតីេកណ និង  រ្បេល 

  ក-ៃផ�្រកឡា្រតីេ 

   ៃផ�្រកឡាៃន្រតីេABC  កំណត់េដយ  

   ABC
1 1 1S | AB AC| | BA BC| | CA CB|
2 2 2

→ → → → → →

= × = × = ×  

 

(o, i , j ,k)
→ → →

1 1 1u (x ,y ,z )
→

= 2 2 2v (x ,y ,z )
→

=
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  ខ-្របេលឡូ្រ 

  ៃផ�្រកឡាៃន្រតីេABCD កំណត់េដយ  

   ABCDS | AB AD|
→ →

= ×   ។ 

 6/ផលគុណច្រម�ះៃនបីវុិចទរ័ក�ុងលំ   

  ក-និយមនយ័ 

   េគមាu , v
→ →

 និង w
→

ជាពីរវុិចទរ័ៃនលំហ    

  ផលគុណច្រម�ះៃនបីវុិចទរ័េ  រៀបតមលំដu , v
→ →

 និង w
→

 

  គឺជាចំនួនពិតកំណត់េដu .( v w)
→ → →

×  ។ 

  ខ-្រទ សឹ�ីប 

  េប   ,  និង    

  េនាះេគបាន 

1 1 1u (x ,y ,z )
→

= 2 2 2v (x ,y ,z )
→

= 2 2 2v (x ,y ,z )
→

=
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1 1 1

2 2 2

3 3 3

x y z
u .( v w) x y z

x y z

→ → →

× =   ។ 

 7/មាឌរបស់្របេលពីែប៉ត និង មាឌេត្រត 

  ក-មាឌរបស់្របេលពីែប 

   មាឌរបស់្របេលពីែប៉តែដលសង់េu , v
→ →

 និង w
→

 

  កំណត់េដយV u .( v w)
→ → →

= ×   ។ 

  ខ- មាឌេត្រតែ 

 

     ABCD
1V (AB AC).AD
6

→ → →

= ×  
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 8/ចមា �យពីចំណុច មួយេទបនា�ត់មួយក�ុង  

  ្រទ សឹ�ីប ៖ 

  ចមា �យពីចំណ ុចQ  េទបនា�ត (L) កំណត់េដយ  

  | PQ u |D
| u |

→ →

→

×
=   ។ 

  ែដល P (L)∈  និង u
→

 ជាវុិចទរ័្របាប់ទិសៃនបនា�    
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ជំពូកទី២ 

ក្រមងលំហត់េ្រជសេ  

 

១-ក�ុងត្រម�យអរតូណមា៉ល(o, i , j ,k)
→ → →

 េគមានបីចំណុច A( 1,2,3)−  

B(0, 1,1)−  និង C(2,3,5) ។ 

ក-ចូរកំណត់សមីករប�ង់(P)កត់តមចំណុ A  េហយែកងនឹង 

វុចិទរ ័BC


 និងសមីករបា ៉រ៉ែម៉ រ្ តបន(L) កត់តមពីរចំណ  

B  និង C ។ 

ខ-គណនាកូអរេដេនៃនចំណុច្រ បសH  រវងបនា�ត (L)  

ជាមួយប�ង់(P) ។ 

គ-រក្របេភទៃន្រតីេកABC រួចគណនាៃផ�្រកល ABC∆ ។ 

 



លហំត់ធរណីមា រ្ តថា�១២ 
 

 

 
 
 

េរៀបេរៀងេដយ លឹ ម ផល�ុ  Page 13 

 

២-ក�ុងត្រម�យអរតូណមា៉ល(o, i , j ,k)
→ → →

 េគមានបួចំណច A(4,0,0) 

B(0, 2,0) , C(0,0,2)−  និង D(4,2,2)  ។ 

ក-បង �ញថាចតុេកABCD ជា្របេលឡូ្រក 

ខ-ចូរកំណត់សមីករបា ៉រ៉ែម៉្រតៃនបន (BC)  និងសមីករៃនប�ង 

កត់តមបីចំណុ A,B និង C  ។ 

គ-យក H  ជាចំេណាលែកងៃA  េលបនា�ត់ (BC)  ។  

រកកូអរេដេនៃនចំណុច H  រួចគណនាAH  និងៃផ�្រកល្របេ 

្រកABCD ។ 

ឃ-េគមានចំណុច S(1,6, 6)−  ។ បង �ញថាបនា� (SA) ែកងនឹង 

ប�ង់ (ABCD)  រួចគណនាមាឌៃនពី រ៉មSABCD  ។ 

៣-ក�ុងត្រម�យអរតូណមា៉ល(o, i , j ,k)
→ → →

 េគមាចំណច A(1,2,3) 

និងប�ង់ ( ) : x 2y 2z 8 0α + − − =   ។ 
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ក-កំណត់សមីករបា ៉រ៉ែម៉្រតៃនបន ( )∆  គូសេចញពីចំណចA  

េហយែកងនងឹប�ង់ ( )β  ្រតង់ចំណុច H  ។ 

ខ-គណនាកូអរេដេនៃនចំណុ H  និងចំណច A' ឆ�ុះគា�នឹង A  

េធៀបនឹងប�ង់ ( )α  ។ 

គ-កំណត់សមីករប�ង់( )β  កត់តមចំណុ A' េហយ�សបនឹង 

ប�ង់ ( )α  ខងេល  

៤-េគឲ្យ( ) : 2x 2y z 9 0α + + − =  និង 
x 2 t

( ) : y 6 4t
z 2 t , t IR

= −
∆ = −
 = + ∈

   

ក-រកកូអរេដេនចំណុច្របសព A  រវងបនា�ត ( )∆ និងប�ង់ ( )α ។ 

ខ-កំណត់រង�ស់មុំ� ស�ចរវងបនា� ( )∆  និង ប�ង់ ( )α  ។ 

គ-កំណត់សមីករប�ង់( )β  ែកងនឹងបនា�ត់ ( )∆  ្រតង់ចំណុច A  ។ 

ឃ-កំណត់សមីករបា ៉រ៉ែម៉្រតៃនបនា�ត់្របសព�រ ( )α និង( )β  
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៥-េគឲ្យប�ង់( ) : 2x 2y z 1 0α − + − =  និងែស� ៊(S)មានសមីក 

2 2 2(S) : x y z 2x 8y 4z 12 0+ + + − − + =   ។ 

ក-បង �ញថាប�ង( )α  ប៉ះនឹងែស�៊ (S) ្រតង់ចំណុច A  មួយ ។ 

ខ-កំណត់កូអរេដេនៃនចំណុចប៉ះ A  ។ 

គ-កំណត់សមីករបនា�ត ( )∆  ែកងនឹងប�ង់( )α   ្រតង់ចំណុច A  ។ 

ឃ-េ្រកពីចំណុ A  បនា�ត ( )∆  ្របសព�ែស�៊(S)្រតង់ចំណុច B  

មួយេទៀត ។ ចូរកំណត់កូអរេដេនចំណុច B  រួចកំណត់សមីក 

ៃនប�ង់ ( )β  ែដលប៉ះែស�៊ (S) ្រតង់B  ។ 

៦-េគឲ្យបនា�ត  x 4 y 2 z 3( ) :
3 3 4
+ + +

∆ = =  និងែស�៊ (S)មានសមីក 

2 2 2(S) : x y z 2x 4y 6z 5 0+ + − − − + =   ។ 

ក-រកកូអរេដេនចំណុច Aនិង B ្របសព�រវ( )∆  និង (S) ។ 

ខ-រកសមីករប�ង់( )α និង ( )β ែដលប៉ះែស�៊(S)្រតង់A  និង B។ 
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គ-កំណត់សមីករបា ៉រ៉ែម៉្រតៃនបន ( ')∆  ជា្របសព�រវងប 

    ( )α  និង ( )β  ខងេល  

៧-េគឲ្យបនា�ត  x 3 y 3 z 2(d) :
2 2 1
− − −

= =
−

 និងែស�៊ (S) មានសមីក 

ទូេទ 2 2 2(S) : x y z 4x 2y 2z 3 0+ + − + − − =   ។ 

ក-កំណត់កូអរេដេនផ�ិតI  និង កំR  របសែ់ស�៊ (S) ។ 

ខ-តងA  ជាចំេណាលែកងៃI  េលបនា�ត់ (d) ។ រកកូអរេដេន

ៃនចំណចA  ។គណនាIA  រួចទញថាបនា (d)ប៉ះនឹងែស�៊(S) ។ 

គ-កំណត់សមីករប�ង់ែកងនឹងបនា� (d) េហយប៉ះនឹងែស�៊(S) ។ 

៨-េគឲ្យបនា�ត  x 1 y 3 z 1(d) :
3 2 4
+ − +

= =
−

 និងប�ង់( )α  មានសមីក 

( ) : x 2y 2z 10 0α + + − =   ។ 

ក-កំណត់កូអរេដេនចំណុច្របស A  រវ(d)និងប�ង់( )α  ។ 

ខ-រកសមីករែស�៊កR 3=  េហយប៉ះនងឹប�ង់( )α  ្រតង់ចំណុ A។ 
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៩-េគឲ្យប�ង់ពីរ( ) : x 2y 2z 11 0α + + − =  និង ( ) : 2x 2y z 1 0β − + − =  

និងបនា�ត់ ( ) : x 3 t ,y 6 4t , z 7 t∆ = + = − = −   ែដល t IR∈  

ក-គណនាកូអរេដេណចំណុច្រ បសA  និង B រវងបនា�ត ( )∆  

ជាមួយប�ង់( )α  និង ( )β  េរៀងគា�  

ខ-យក C ជាចំណុចម ានអប់សុx 1=  េហយស�ិតេនក�ុងប�ង 

( )α  និង ( )β  ។ រកកូអរេដេនៃនចំណុច C រួចរ្រកបេភទៃ ABC∆  

គ-កំណត់សមីករែស�៊(S) មានផ�ិតេនេលបនា� ( )∆  េហយប៉ះ 

រួមេទនឹងប�ង់( )α  និង ( )β  ។ 

១០-េគឲ្យបនា�ត់ពី  1(d ) និង 2(d ) មានសមីករឆ�ុះេរៀងគ ា 

1
x 5 y 1 z 2(d ) :

2 1 2
− − +

= =
− −

  និង   2
x 6 y 2 z 1(d ) :

4 1 3
− − −

= =
− −

 

A  ជាចំណុច មួយៃន 1(d )មានអប់សុី Ax 1=  េហយ B  ជ 

ចំណចមួយៃន  2(d ) មានអប់សុី Bx t=   ែដល t IR∈  ។ 
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ក-ចូរ�សយថ
226(t 2) 144

AB
4

− +
=    

ខ-កំណត់តៃម� t  េដម្បីឲ្(AB) មានតៃម�អប្បបរម 

គ-ចំេពះតៃម�t  ែដលបានរកេឃញខងេ ចូរបង �ញថ(AB) 

ជាបនា�ត់ែកង រួមរវងបនា  1(d ) និង 2(d ) រួចទញរកចម ា�យរ 

បនា�ត  1(d ) និង 2(d ) ។ 

១១-េគឲ្យបនា�ត់ពី  1(d ) និង 2(d ) មានសមីករឆ�ុះេរៀងគ ា 

1
y 4 z 5(d ) : x 2

2 2
− −

− = =   និង   2
x 3 z 4(d ) : y

1 4
− −

= =
−

 

ចូររកសមីករបា ៉រ៉ែម៉្រតៃនបនា�ត់ែកងរួម រ វង 1(d ) និង 2(d )  

១២-េនក�ុងត្រម�យអរតូណមា៉ល់មានទិស េដវិ(o, i , j ,k)
→ → →

  

េគឲ្យមានចំណុ A( 1,4,4) ; B(1,2,3)−  និង C(3,2,4) ។ 

ក-គណនាផលគុណវុិចទរ័   AB AC
→ →

×  រួចទញថាបីចំណ A,B,C 

     រត់មនិ្រតង់គា�។ គណនាៃផ �្រកឡាៃន្រABC ។ 
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ខ-កំណត់សមីករប�ង់(ABC) ។ 

គ-គណនាមាឌៃនចតុមុOABC  រួចទញរកចម ា�យពីចំណុ O  

    េទប�ង់(ABC) ។ 

១៣-េនក�ុងត្រម�យអរតូណមា៉ល់មានទិស េដវិ(o, i , j ,k)
→ → →

  

េគឲ្យមានចំណុ A(0,2,1),B(2,1, 1),C( 4,5,3)− − និងD(4,6,3)  ។ 

ក-ចូរ�សយថAB AC AD
→ → →

× =   រួចគណនាៃផ�្រកឡា ABC∆ ។ 

ខ-កំណត់សមីករប�ង់(ABC) ។ 

គ-គណន(AB AC).AD
→ → →

×  រួចទញរកមាឌៃនេត្រតABCD ។ 

ឃ-ទញរកចម ា�យពីចំណុ Dេទប�ង់(ABC) ។ 

១៤-េនក�ុងត្រម�យអរតូណមា៉ល់មានទិស េដវិ(o, i , j ,k)
→ → →

  

េគឲ្យមានចំណុ A(2,2,1),B(3,1,1),C( 2,4,5)− និងD(1, 1,0)−  ។ 

ក-គណនាផលគុណវុិចទរ   BA BC
→ →

×   រួចទញថាបីចំណុ A,B,C 
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មិនស�ិតេនេលបនា�ត់ែតមួយ  គណនាៃផ�្រកឡា ABC∆  ។ 

ខ-កំណត់សមីករប�ង់(ABC) ។ 

គ-គណន(BA BC).BD
→ → →

×  រួចទញរកមាឌៃនេត្រតABCD ។ 

ឃ-ទញរកចម ា�យពីចំណុ Dេទប�ង់(ABC) ។ 

១៥-េគឲ្យប�ង(P)កត់ត A(4, 2,2)− មានវុិចទរ័ណ  រមា៉ 

      n (1,2,2)
→

=  េហយបនា�ត់  x 1 y 4(L) : z 2
1 4
− −

= = −
−

 ។ 

ក-កំណត់សមីករៃនប�ង(P) រចួគណនាកូអរេដេនចំណុ M  

ជា្របសព�រវងបនា (L)  និងប�ង(P) ។ 

ខ-យកB,C,Dជា្របសព�រវងប�(P)ជាមួយអក្ស(ox),(oy),(oz)

េរៀងគា�េហយ S  ជា្របសព�រវងបន  (L)និងអក្ស(oz) ។ 

ចូរ�សយថាចតុេកABCD  ជា្របេលឡូ្រចួគណនាៃផ 

្រកលរបស់វ 
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គ-បង �ញថាបនា� (SA)អរតូកូណាល់នឹងប�ង់(ABCD) ។ 

គណនារង�ស SA  រចួទញរកមាឌៃនពីរ៉មSABCD  ។ 

១៦-េគឲ្យប�ង(P)មានសមីករ(P) :2x 2y z 1 0+ + − =  និងបនា�ត់

(L)  មានសមីក
x 1 t

(L) : y 1 t
z 1 4t , t IR

= −
 = − −
 = + ∈

 

ក-គណនាកូអរេដេនចំណុច្រប M រវងប�ង(P)និងបនា�ត (L)  

ខ-យក A  ជាចំណ ុចេនក�ុងប�(P) មានអប់សុី Ax 2= −   

B  និង C ជា្របសព�រវងបន (L)ជាមួយអក្ស(ox)និង(oy) ។ 

កំណត់កូអរេដេនA  េដម្បីឲ្ABC  ជា្រតីេកណែកងស 

កំពូល A  ។ កំណត់សមីករប�ង់(ABC) ។ 

១៧-េគឲ្យបនា�ត (L)  មានសមីករបា៉រ៉ែម

x 2 t
(L) : y 4 2t

z 5 2t ,t IR

= +
 = +
 = + ∈

 និងប�ង (P) : x 3y 4z 19 0+ + − =   ។ 
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ក-គណនាកូអរេដេនចំណុច្រប M រវងប�ង(P)និងបនា�ត (L)  

ខ-រកសមីករប�ង់(Q) កត់តមបនា  (L)  េហយែកងនឹងប�ង(P) 

៤-ក�ុងត្រម�យអរតូណរមា៉ល់មានទិសេ ដវិជ(o, i , j ,k)
→ → →

 

េគមានចំណ ុចA(2,1, 1)−  និងប�ងពីរ (P)  និង (Q) មា 

សមីករេរៀងគា x 2y 2z 11 0+ + − =  និង 3x y 4z 7 0+ − + =  

ក-រកសមីករប�ង(R) កត់តមចំណុ A  េហយែកងរមួ 

េទនឹងប�ង់ពីរ(P)  និង (Q) ។ 

ខ-រកកូអរេដេនចំណ ុច្របសព�រវងប�ង់ទ(P),(Q),(R)   

គ-យក C ជា្របសព�រវងប(R) ជាមួយនឹងអក្ស(oz)  ។ 

រក្របេភទៃន្រតីេកABC  រចួគណនាៃផ�្រកឡារប 

ឃ-រកកូអរេដេនD េដយដឹងថាចតុេកABCD 

 ជា្របេលឡូ្រក 
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ង-តE  ជាចំណ ុចកណា�ល [ ]AB  និង Fជាចំណ ុ 

កណា� លៃន[ ]CD  ។ បង �ញថEAFC ជាកេរ 
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ជំពូកទី៣ 

ែផ�កដំេណាះ្រ 

លហំត់ទ១ 

ក�ុងត្រម�យអរតូ ណមា៉ល(o, i , j ,k)
→ → →

 េគមានបីចំណុច A( 1,2,3)−  

B(0, 1,1)−  និង C(2,3,5) ។ 

ក-ចូរកំណត់សមីករប�ង់(P)កត់តមចំណុ A  េហយែកងនឹង 

វុចិទរ ័BC


 និងសមីករបា ៉រ៉ែម៉ រ្ តបន(L) កត់តមពីរចំណ  

B  និង C ។ 

ខ-គណនាកូអរេដេនៃនចំណុច្រ បសH  រវងបនា�ត (L)  

ជាមួយប�ង់(P) ។ 

គ-រក្របេភទៃន្រតីេកABC រួចគណនាៃផ�្រកល ABC∆ ។ 
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ដំេណាះ្រ 

ក- កំណត់សមីករប�ង់(P) និងសមីករបា ៉រ៉ែម៉ រ្ តបន(L) ៖ 

 

 

 

 

 

វុចិទរណ័រមា៉ល់ៃនប�ង់(P)គឺ n BC (2,4,4)
→ →

= =  ។ 

សមីករប�ង(P) កត តមចំណុ A  អចសរេសរតមរូបម 

          A A A(P) : a(x x ) b(y y ) c(z z ) 0− + − + − =  

         
(P) : 2(x 1) 4(y 2) 4(z 3) 0
(P) : 2x 4y 4z 18 0
(P) : x 2y 2z 9 0

+ + − + − =
+ + − =
+ + − =

 

ដូចេនះ (P) : x 2y 2z 9 0+ + − =   ។ 
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វុចិទរ ័្របាប់ទិសៃនបនា� (L) គឺ u BC (2,4,4)
→ →

= =  

សមីករបនា�ត (L) កត់តមពីរចំណុ B  និង C  អចសរេស 

តមរូបមន�
B

B

B

x x at
(L) : y y bt

z z ct , t IR

= +
 = +
 = + ∈

 

ដូចេនះ 
x 2t

(L) : y 1 4t
z 1 4t ,t IR

=
 = − +
 = + ∈

 

ខ-គណនាកូអរេដេនៃនចំណុច្រ បសH  ៖ 

យកសមីករ(L) ជំនួសក�ុង (P) េគបាន  

 

18t 9 0− =   នាំឲ្យ  1t
2

=   ។ 

យកតៃម�  1t
2

=  ជួសក�ងុសមីក(L)េគបាន
x 1
y 1 2 1
z 1 2 3

=
 = − + =
 = + =

 

ដូចេនះ H(1,1,3)  ។ 

2t 2( 1 4t) 2(1 4t) 9 0
2t 2 8t 2 8t 9 0
+ − + + + − =
− + + + − =
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គ-រក្របេភទៃន្រតីេកABC រួចគណនាៃផ�្រកល ABC∆  

េគមានAB (1, 3, 2 ) ; BC (2,4,4) ; CA ( 3, 1, 2)= − − = = − − −
  

 

េដយ| AB | 1 9 4 14 ; | CA | 9 1 4 14
→ →

= + + = = + + =  

េនាះេគទ| AB | | CA | 14
→ →

= =  ។ 

ដូចេនះ ABC ជា្រតីេកណសមបាតកំA  ។ 

ម្ យោ៉ងេទៀAH (2, 1,0)
→

= −   

េគបានAH.BC (2)(2) ( 1)(4) (0)(4) 0
→ →

= + − + =  សមមូល AH BC
→ →

⊥  

េនាះAH  ជាកម�ស់ៃន ABC∆  ។ េគបាន ABC
1S AH.BC
2

=    

ែត AH 4 1 0 5 ,BC 4 16 16 6= + + = = + + =  

ដូចេនះ ABCS 3 5=   (ឯកតៃផ)។ 
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លហំត់ទ២ 

ក�ុងត្រម�យអរតូ ណមា៉ល(o, i , j ,k)
→ → →

 េគមានបួចំណច A(4,0,0) 

B(0, 2,0) , C(0,0,2)−  និង D(4,2,2)  ។ 

ក-បង �ញថាចតុេកABCD ជា្របេលឡូ្រក 

ខ-ចូរកំណត់សមីករបា ៉រ៉ែម៉្រតៃនបន (BC)  និងសមីករៃនប�ង 

កត់តមបីចំណុ A,B និង C  ។ 

គ-យក H  ជាចំេណាលែកងៃA  េលបនា�ត់ (BC)  ។  

រកកូអរេដេនៃនចំណុច H  រួចគណនាAH  និងៃផ�្រកល្របេ 

្រកABCD ។ 

ឃ-េគមានចំណុច S(1,6, 6)−  ។ បង �ញថាបនា� (SA) ែកងនឹង 

ប�ង់ (ABCD)  រួចគណនាមាឌៃនពី រ៉មSABCD  ។ 
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ដំេណាះ្រ 

ក-បង �ញថាចតុេកABCD ជា្របេលឡូ្រ 

េគមានAD (0,2,2)=


 និង BC (0,2,2)=


  

េដយAD BC=
 

  េនាះABCD ជា្របេលឡូ្រក 

ខ-កំណត់សមីករបា ៉រ៉ែម៉្រតៃនបន (BC)៖ 

បនា�ត់ (BC)  មានវុិចទរ័្របាប់ទ  BC (0,2,2)=


 

តមរូបមន�
B

B

B

x x at
(BC) : y y bt

z z ct , t IR

= +
 = +
 = + ∈

 

ដូចេនះ 
x 0

(BC) : y 2 2t
z 2t ,t IR

=
 = − +
 = ∈

   

កំណត់សមីករៃនប�ង់កត់តមបីចំណ A,B និង C  ៖ 

ត(P) : ax by cz d 0+ + + = ជាប�ង់កត់តមបីចំណ A,B និង C  

េនាះកូអរេដេនៃនចំណ A,B និង C  េផ��ងផា�ត់សមីក (P) 
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េគបាន្របពន�
4a d 0

2b d 0
2c d 0

+ =
− + =
 + =

  នាំឲ្ d d da , b , c
4 2 2

= − = = −   

យក d d da , b , c
4 2 2

= − = = −  ជួសក�ុង (P) េគបាន  

d d dx y z d 0
4 2 2

− + − + =   ឬ  (P) : x 2y 2z 4 0− + − =   ។ 

គ-រកកូអរេដេនៃនចំណុច H  រួចគណនាAH  និងៃផ�្រកល្រ

ឡូ្រកABCD ៖ 

តង H H HH(x ,y ,z )   ។ 

េដយH (BC)∈  េនាះ
H

H

H

x 0
y 2 2t (1)
z 2t

=
 = − +
 =

   

េគបានAH ( 4 , 2 2t ,2t )
→

= − − +   

េដយAH BC AH.BC 0
→ → → →

⊥ ⇔ =  

េគបានAH.BC (0)( 4) 2( 2 2t) 2(2t) 0
→ →

= − + − + + =  េនាះ 1t
2

=   
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យក 1t
2

=  ជួសក�ុង (1) េគបាន H H Hx 0,y 2 1 1 , z 1= = − + = − =  ។ 

ដូចេនះ H(0, 1,1)−   ។ 

េហយ  2 2 2AH ( 4) ( 1) 1 3 2= − + − + =  និង BC 0 4 4 2 2= + + =  

េគបាន ABCDS AH.BC (3 2)(2 2) 12= = =  ។ 

ដូចេនះ ABCDAH 3 2 , S 12= = (ឯកតៃផ)។ 

ឃ- បង �ញថាបនា� (SA) ែកងនឹងប�ង់ (ABCD)  ៖ 
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SA (3 , 6,6) , AB ( 4, 2,0) ,AD (0,2,2)
→ → →

= − = − − =  

េគមានSA .AB 12 12 0 0 SA AB
→ → → →

= − + + = ⇔ ⊥    

េហយ SA .AD 0 12 12 0 SA AD
→ → → →

= − + = ⇔ ⊥    

េនាះេគទញប(SA) (ABCD)⊥  ។ 

គណនាមាឌៃនពី រ៉មSABCD  ៖ 

តមរូបមន� SABCD ABCD
1V S SA
3

= ×   េដយSA 9 36 36 9= + + =  

ដូចេនះ SABCD
1V 12 9 36
3

= × × =  (ឯកតមាឌ) 
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លហំត់ទ៣ 

ក�ុងត្រម�យអរតូ ណមា៉ល(o, i , j ,k)
→ → →

 េគមាចំណច A(1,2,3) 

និងប�ង់ ( ) : x 2y 2z 8 0α + − − =   ។ 

ក-កំណត់សមីករបា ៉រ៉ែម៉្រតៃនបន ( )∆  គូសេចញពីចំណចA  

េហយែកងនងឹប�ង់ ( )β  ្រតង់ចំណុច H  ។ 

ខ-គណនាកូអរេដេនៃនចំណុ H  និងចំណច A' ឆ�ុះគា�នឹង A  

េធៀបនឹងប�ង់ ( )α  ។ 

គ-កំណត់សមីករប�ង់( )β  កត់តមចំណុ A' េហយ�សបនឹង 

ប�ង់ ( )α  ខងេល  

ដំេណាះ្រ 

ក-កំណត់សមីករបា ៉រ៉ែម៉្រតៃនបន ( )∆  ៖ 

ប�ង់ ( ) : x 2y 2z 8 0α + − − =  មានវុិចទរ័ណរ  មា៉n (1,2, 2)
→

= −  ។ 
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េដយបនា�ត ( ) ( )∆ ⊥ α េនាn (1,2, 2)
→

= − ជាវុិចទរ័្របាប់ទិ  ( )∆  

ដូចេនះសមីករបនា�ត ( )∆  កត់តA(1,2,3) សរេសរ ៖ 

x 1 t
( ) : y 2 2t

z 3 2t ; t IR

= +
∆ = +
 = − ∈

 

ខ-គណនាកូអរេដេនៃនចំណុ H  និងចំណច A' ឆ�ុះគា�នឹង A  

េធៀបនឹងប�ង់ ( )α  ៖ 

យកសមីករ( )∆  ជួសក�ុង ( )α  េគបាន  

(1 t) 2(2 2t) 2(3 2t) 8 0
1 t 4 4t 6 4t 8 0

9t 9 0

+ + + − − − =
+ + + − + − =

− =
 

េគទញបា 9t 1
9

= =   យកជួសក�ុងសមីករ( )∆  េគបា 

H(2,4,1)   ។ េហយេដយចំណុច A' ឆ�ុះគា�នឹង A េធៀបនឹងប�ង់ ( )α  

េនាះចំណុច H  ជាចំណុចកណ  ា�លៃA  និង A' ។ 

េគបាន A' H A A' H Ax 2x x 4 1 3 , y 2y y 8 2 6= − = − = = − = − =  
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និង A' H Az 2z z 2 3 1= − = − = −   ។ដូចេនះ A'(3,6, 1)−   ។ 

គ-កំណត់សមីករប�ង់( )β ៖ 

 

 

 

 

 

 

េដយ( ) / /( )β α  េនាះn (1 , 2 , 2)
→

= −  ជាវុិចទរ័ណរ  មា៉ល់ៃ( )β  ។ 

េដយ( )β កត់តមចំណុ A'(3,6, 1)−    េនាះេគបាន 

          
( ) : 1.(x 3) 2(y 6) 2(z 1) 0
( ) : x 3 2y 12 2z 2 0
( ) : x 2y 2z 11 0

β − − − + + =
β − − + + + =
β − + + =

 

ដូចេនះ ( ) : x 2y 2z 11 0β − + + =   ។ 
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លហំត់ទ៤ 

េគឲ្យ( ) : 2x 2y z 9 0α + + − =  និង 
x 2 t

( ) : y 6 4t
z 2 t , t IR

= −
∆ = −
 = + ∈

   

ក-រកកូអរេដេនចំណុច្របសព A  រវងបនា�ត ( )∆ និងប�ង់ ( )α ។ 

ខ-កំណត់រង�ស់មុំ� ស�ចរវងបនា� ( )∆  និង ប�ង់ ( )α  ។ 

គ-កំណត់សមីករប�ង់( )β  ែកងនឹងបនា�ត់ ( )∆  ្រតង់ចំណុច A  ។ 

ឃ-កំណត់សមីករបា ៉រ៉ែម៉្រតៃនបនា�ត់្របសព�រ ( )α និង( )β  

ដំេណាះ្រ 

ក-រកកូអរេដេនចំណុច្របសព A  រវងបនា�ត ( )∆ និងប�ង់ ( )α ៖ 

យកសមីករ( )∆  ជួសក�ុង ( )α  េគបាន  

2(2 t) 2(6 4t) (2 t) 9 0
4 2t 12 8t 2 t 9 0

9t 9 0

− + − + + − =
− + − + + − =

− + =
 

េគទញបាt 1=   យកជួសក�ុង ( )∆  េគបានx 1,y 2,z 3= = =  
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ដូចេនះ A(1,2,3)  ។ 

ខ-កំណត់រង�ស់មុំ� ស�ចរវងបនា� ( )∆  និង ប�ង់ ( )α  ៖ 

តងn
→

 និង u
→

 េរៀងគា�ជាវុិចទ    

នរមា៉ល់ និងវុិចទរ័្របាប់   

ៃនប�ង់( )α  និងបនា�ត ( )∆   

េហយ θ  ជាមុំរវងវុិចទ   

n
→

 និង u
→

 េហយ ϕ  ជាមុំរវ 

បនា�ត ( )∆ និងប�ង់( )α  េនាះ េគបា
2
π

ϕ = − θ  ។ 

េគមានn (2,2,1) ; u ( 1 , 4,1)
→ →

= = − −   ។ 

n .u 2 8 1 2cos
24 4 1 1 16 1| n | . | u |

→ →

→ →

− − +
θ = = =

+ + + +
   េគបាន

4
π

θ =  

ដូចេនះ 
2 4 4
π π π

ϕ = − =   ។ 
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គ-កំណត់សមីករប�ង់( )β  ែកងនឹងបនា�ត់ ( )∆  ្រតង់ចំណុច A  ៖ 

េដយ( ) ( )β ⊥ ∆  េនាះu ( 1, 4,1)
→

= − − ជាវុិចទរ័ណរ  មា៉ល់ៃនប�( )β

តមរូបមន� 0 0 0( ) : a(x x ) b(y y ) c(z z ) 0b − + − + − =  

េដយA ( )∈ β  េនាះ( ) : (x 1) 4(y 2) (z 3) 0β − − − − + − =  

ដូចេនះ ( ) : x 4y z 6 0β − − + + =   ។ 

ឃ-កំណត់សមីករបា ៉រ៉ែម៉្រតៃនបនា�ត់្របសព�រ ( )α និង( )β  

យក z t ,t IR= ∈   េនាះ 2x 2y t 9 0
x 4y t 6 0
+ + − =

− − + + =
 

បនា�ប់ពី េដះ�សយេគ 1 1x 4 t , y t
2 2

= − = +   

ដូចេនះ 

x 4 t
1 1(d) : y t
2 2

z t ,t IR

= −
 = +


= ∈
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លហំត់ទ៥ 

េគឲ្យប�ង់( ) : 2x 2y z 1 0α − + − =  និងែស�៊ (S)មានសមីក 

2 2 2(S) : x y z 2x 8y 4z 12 0+ + + − − + =   ។ 

ក-បង �ញថាប�ង( )α  ប៉ះនឹងែស�៊ (S) ្រតង់ចំណុច A  មួយ ។ 

ខ-កំណត់កូអរេដេនៃនចំណុចប៉ះ A  ។ 

គ-កំណត់សមីករបនា�ត ( )∆  ែកងនឹងប�ង់( )α   ្រតង់ចំណុច A  ។ 

ឃ-េ្រកពីចំណុ A  បនា�ត ( )∆  ្របសព�ែស�៊(S)្រតង់ចំណុច B  

មួយេទៀត ។ ចូរកំណត់កូអរេដេនចំណុច B  រួចកំណត់សមីក 

ៃនប�ង់ ( )β  ែដលប៉ះែស�៊ (S) ្រតង់B  ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក-បង �ញថាប�ង( )α  ប៉ះនឹងែស�៊ (S) ្រតង់ចំណុច A  មួយ ៖ 

សមីករែស�៊(S) អចសរេសរជាទ្រមង់ស�ង់ដដូចខងេ 
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2 2 2(S) : (x 1) (y 4) (z 2) 9+ + − + − =  េនាះេគទញI( 1,4,2)−  

ជាផ�ិត និងR 3=  ជារង�ស់កំរប ស់ែស� 

ចមា �យពីចំណុច I  េទប�ង់( )α  កំណតេ់ដយ  

I I I
2 2 2

| 2x 2y z 1 | | 2 8 2 1 |d(I, ) 3
32 ( 2) 1

− + − − − + −
α = = =

+ − +
 

េដយd(I, ) R 3α = = េនាះប�ង( )α ប៉ះនឹងែស�៊ (S)្រតង់ចំណុច មួ 

ខ-កំណត់កូអរេដេនៃនចំណុចប៉ះ A  ៖ 
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តង A A AA(x ,y ,z )  ជាចំណុចប៉ះែដល្ រត�វរក 

េគមានA ( )∈ α  េនាះ A A A2x 2y z 1 0 (1)− + − =  

ម្ យោ៉ងេទៀ IA / / n
→ →

  េនាះ IA t.n
→ →

=    

េដយ A A AIA (x 1,y 4,z 2)
→

= + − −   និង n (2, 2,1)
→

= −  

េគបាន
A

A

A

x 1 2t
y 4 2t
z 2 t

+ =
 − = −
 − =

  ឬ  
A

A

A

x 2t 1
y 2t 4 (2)
z t 2

= −
 = − +
 = +

 

យកសមីករ (2) ជួសក�ុង (1) េគបា៖ 

2(2t 1) 2( 2t 4) (t 2) 1 0
4t 2 4t 8 t 2 1 0

9t 9 0

− − − + + + − =
− + − + + − =

− =
 

េគទញបាt 1= យកជំនួសក�ុង(2)េគបាន A A Ax 1,y 2,z 3= = =  

ដូចេនះ A(1,2,3)  ។ 

គ-កំណត់សមីករបនា�ត ( )∆  ែកងនឹងប�ង់( )α   ្រតង់ចំណុច A  ៖ 
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វុចិទរ ័្របាប់ទិសៃនបនា ( )∆ ជាវុិចទរ័ណរ  មា៉ល់ៃនប�( )α    

េនាះេគបាu n (2, 2,1)
→ →

= = −   េហយេដយA ( )∈ ∆  េនា 

សមីករបា ៉រ៉ែម៉្រ( )∆  អចសរេសរ  

x 1 2t
( ) : y 2 2t

z 3 t , t IR

= +
∆ = −
 = + ∈

    ។ 

ឃ-កំណត់កូអរេដេនចំណុច B  ៖ 

តង B B BB(x ,y ,z )  ។ េដយB ( )∈ ∆  េនា
B

B

B

x 1 2t
y 2 2t
z 3 t

= +
 = −
 = +

    (3) 

យក (3) ជំនួសក�ុងសមីករស�ង់ដៃ(S) េគបាន  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

(1 2t 1) (2 2t 4) (3 t 2) 9
(2t 2) ( 2t 2) (t 1) 9
4(t 1) 4(t 1) (t 1) 9

9(t 1) 9

+ + + − − + + − =

+ + − − + + =

+ + + + + =

+ =

 

េគទញបា 1 2t 0 , t 2= = −   ។ 
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-ចំេពះt 0=  េនាះតម(3)េគបx 1,y 2,z 3= = = ជាចំណុ A  

-ចំេពះt 2= −  េនាះតម(3)េគបx 3,y 6,z 1= − = =  ។ 

ដូចេនះ B( 3,6,1)−   ។ 

កំណត់សមីករៃនប�ង់( )β  ែដលប៉ះែស�៊ (S) ្រតង់B  ៖ 

ប�ង់ ( )β  មានវុិចទរ័ណរ  មា៉លn (2, 2,1)
→

= −   ។ 

ដូចេនះ ( ) : 2(x 3) 2(y 6) (z 1) 0β + − − + − =   

ឬ ( ) :2x 2y z 17 0β − + + =   ។ 
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លហំត់ទ៦ 

េគឲ្យបនា�ត  x 4 y 2 z 3( ) :
3 3 4
+ + +

∆ = =  និងែស� ៊(S)មានសមីក 

2 2 2(S) : x y z 2x 4y 6z 5 0+ + − − − + =   ។ 

ក-រកកូអរេដេនចំណុច Aនិង B ្របសព�រវ( )∆  និង (S) ។ 

ខ-រកសមីករប�ង់( )α និង ( )β ែដលប៉ះែស�៊(S)្រតង់A  និង B។ 

គ-កំណត់សមីករបា ៉រ៉ែម៉្រតៃនបន ( ')∆  ជា្របសព�រវងប 

    ( )α  និង ( )β  ខងេល  

ដំេណាះ្រ 

ក-រកកូអរេដេនចំណុច Aនិង B ្របសព�រវ( )∆  និង (S) ៖ 

2 2 2

x 4 y 2 z 3 ( )
3 3 4

x y z 2x 4y 6z 5 0 (S)

+ + + = = ∆

 + + − − − + =

 

តង x 4 y 2 z 3 t
3 3 4
+ + +

= = =  េនាះ
x 3t 4
y 3t 2 (1)
z 4t 3

= −
 = −
 = −
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យកសមីករ (1) ជួសក�ុងសមីក(S) េគបាន  

2 2 2

2

(3t 4) (3t 2) (4t 3) 2(3t 4) 4(3t 2) 6(4t 3) 5 0
34t 102t 68 0

− + − + − − − − − − − + =

− + =

េគទញឬស 1 2t 1 ; t 2= =   ។ 

-ចំេពះt 1=  តម(1)េគបាx 1,y 1 , z 1= − = =   ។ 

-ចំេពះt 2=   តម(2) េគបាx 2 , y 4 , z 5= = =  ។ 

ដូចេនះ A( 1 , 1 , 1)−   និង  B(2 , 4 ,5)  ។ 

ខ-រកសមីករប�ង់( )α និង ( )β ែដលប៉ះែស�៊(S)្រតង់A  និង B៖ 

សមីករស�ង់ដៃនែស�(S)អចសរេសរដូចខងេ្រក 

2 2 2(S) : (x 1) (y 2) (z 3) 9− + − + − =  ។ 

េគបានកូអរេដេនៃនផ�ិតែស�(S) គឺ I(1 , 2 , 3)  ។ 

វុចិទរណ័រមា៉ល់ៃនប�ង( )α និង ( )β ែដលប៉ះែស�៊(S)្រតង់A  និង Bគឺ 

IA ( 2, 1, 2)
→

= − − −   និង IB (1,2,2)
→

=  ។ 
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សមីករៃនប�ង់( )α និង ( )β អចសរេសរ  

( ) : 2(x 1) (y 1) 2(z 1) 0α − + − − − − =  ឬ ( ) :2x y 2z 1 0α + + − =  

( ) : 1.(x 2) 2(y 4) 2(z 5) 0β − + − + − =  ឬ ( ) :x 2y 2z 20 0β + + − =  ។ 

គ-រកសមីករបា ៉រ៉ែម៉្រតៃនប ( ')∆ ជា្របសព�រ( )α  និង ( )β  

េគមាន 2x y 2z 1 0
x 2y 2z 20 0

+ + − =
 + + − =

 

យក z t IR= ∈  េគបាន 2x y 2t 1 0
x 2y 2t 20 0

+ + − =
 + + − =

 

បនា�ប់ពី េដះ�សយេគ

2x 6 t
3
2y 13 t
3

 = − −

 = −


 

ដូចេនះ 

2x 6 t
3
2( ') : y 13 t
3

z t , t IR

 = − −

∆ = −


= ∈


    ។ 
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លហំត់ទ៧ 

េគឲ្យបនា�ត  x 3 y 3 z 2(d) :
2 2 1
− − −

= =
−

 និងែស� ៊(S) មានសមីក 

ទូេទ 2 2 2(S) : x y z 4x 2y 2z 3 0+ + − + − − =   ។ 

ក-កំណត់កូអរេដេនផ�ិតI  និង កំR  របសែ់ស�៊ (S) ។ 

ខ-តងA  ជាចំេណាលែកងៃI  េលបនា�ត់ (d) ។ រកកូអរេដេន

ៃនចំណចA  ។គណនាIA  រួចទញថាបនា (d)ប៉ះនឹងែស�៊(S) ។ 

គ-កំណត់សមីករប�ង់ែកងនឹងបនា� (d) េហយប៉ះនឹងែស�៊(S) ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក-កំណត់កូអរេដេនផ�ិតI  និង កំR  របសែ់ស�៊ (S) ៖ 

សមីក 2 2 2(S) : x y z 4x 2y 2z 3 0+ + − + − − =   អចសរេសរ  

2 2 2(S) : (x 2) (y 1) (z 1) 9− + + + − =  ។ 

ដូចេនះកូអរេដេនៃនផ�ិតែស�៊គឺI(2, 1,1)−   និងកំR 3=   ។ 
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ខ- រកកូអរេដេនៃនចំណុ A  ៖ 

តង A A AA(x ,y ,z ) ។  

េដយA (d)∈  េនាះកូអរេដេA េផ��ងផា�ត់សមីក (d) ។ 

េគបាន A A Ax 3 y 3 z 2 t
2 2 1
− − −

= = =
−

 េនាះ
A

A

A

x 3 2t
y 3 2t (1)
z 2 t

= +
 = +
 = −

 

េគមាន IA (1 2t , 4 2t , 1 t)
→

= + + −   ។ 

បនា�ត់ (d) មានវុិចទរ័្របាប់ទ  u (2,2, 1)
→

= −  ។ 

េដយ IA u IA .u 0
→ → → →

⊥ ⇔ =  

េគបាន2(1 2t) 2(4 2t) (1 t) 0+ + + − − =  

          
2 4t 8 4t 1 t 0

9t 9 0
+ + + − + =

+ =
 

េគទញt 1= − យកជំនួសក�ុង(1)េគបាន A A Ax 1,y 1 ,z 3= = = ។ 

ដូចេនះ A(1,1,3)  ។ 
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គណនាIA  រួចទញថាបនា (d)ប៉ះនឹងែស�៊(S) ៖ 

េគបាន 2 2 2IA (1 2) (1 1) (3 1) 3= − + + + − =  ។ 

េដយIA R 3= =  ដូចេនះបនា�ត (d)ប៉ះនឹងែស�៊(S)្រតង់A  ។ 

គ-កំណត់សមីករប�ង់ែកងនឹងបនា� (d) េហយប៉ះនឹងែស�៊(S) ៖ 

តងα  ជាប�ង់ែកងនឹងបនា�ត (d) េនាះu (2,2, 1)
→

= −  ជាវុិចទរ   

នរមា៉ល់ៃនប�ង់α  ។  សមីករប�ង់α  អចសរេសរ 

( ) : 2x 2y z d 0α + − + =  ។ េដយប�ង់α  ប៉ះនឹងែស�៊ (S) េនាះេគបា 

                          d(I, ) R 3α = =  

                2 2 2

| 4 2 1 d | 3
2 2 ( 1)

|1 d | 9

− − +
=

+ + −

+ =

 

េគទញបា 1d 8=    ឬ    2d 10= −  ។ 

ដូចេនះសមីករប�ង់ែដល្រត�វរកគឺ 1( ) : 2x 2y z 8 0α + − + =   និង  

2( ) : 2x 2y z 10 0α + − − =   ។ 
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លហំត់ទ៨ 

េគឲ្យបនា�ត  x 1 y 3 z 1(d) :
3 2 4
+ − +

= =
−

 និងប�ង់( )α  មានសមីក 

( ) : x 2y 2z 10 0α + + − =   ។ 

ក-កំណត់កូអរេដេនចំណុច្របស A  រវ(d)និងប�ង់( )α  ។ 

ខ-រកសមីករែស�៊កR 3=  េហយប៉ះនងឹប�ង់( )α  ្រតង់ចំណុ A។ 

ដំេណាះ្រ 

ក-កំណត់កូអរេដេនចំណុច្របស A  រវ(d)និងប�ង់( )α   

   
x 1 y 3 z 1 (d)

3 2 4
x 2y 2z 10 0 ( )

+ − + = =
−

 + + − = α

 

តង x 1 y 3 z 1 t
3 2 4
+ − +

= = =
−

េនាះ
x 3t 1
y 2t 3 (1)
z 4t 1

= −
 = − +
 = −

 

យក (1) ជួសក�ុង ( )α  េគបាន  
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(3t 1) 2( 2t 3) 2(4t 1) 10 0
3t 1 4t 6 8t 2 10 0

7t 7 0

− + − + + − − =
− − + + − − =

− =
 

េគទញបាt 1=  យកជួសក�ុង (1)  េគបានx 2,y 1,z 3= = =  

ដូចេនះ A(2,1,3)  ។ 

ខ-រកសមីករែស�៊កR 3=  េហយប៉ះនងឹប�ង់( )α  ្រតង់ចំណុ A៖ 

តងI(a,b,c) ជាផ�ិតរបស់របស់ែស�៊(S) ែដល្រត�វរក  

សមីករស�ង់ដៃនែស�៊អចសរេស 

2 2 2 2(S) : (x a) (y b) (z c) R 9− + − + − = =  

េដយ(S) ប៉ះប�ង់ ( )α  ្រតង់A  េនាះេគបា AI / / n
→ →

 ។ 

េគមា AI (a 2,b 1,c 3)
→

= − − −  និង n (1,2,2)
→

= ជាវុិចទរ័ណរ  មា ៉

ៃនប�ង់( )α  ។ 

េដយ AI / / n
→ →

 េនាះ AI t .n
→ →

=   
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េគទញ
a 2 t
b 1 2t
c 3 2t

− =
 − =
 − =

  ឬ  
a t 2
b 2t 1 (2)
c 2t 3

= +
 = +
 = +

 

េហយ | AI | | t | . | n |
→ →

=   េនាះ | AI | R 3| t | 1
1 4 4| n | | n |

→

→ →= = = =
+ +

 

េគទញ 1 2t 1 ; t 1= − =  ។ 

-ចំេពះt 1= −  តម (2) េគបាa 1,b 1,c 1= = − =  

ដូចេនះ 2 2 2
1(S ) : (x 1) (y 1) (z 1) 9− + + + − =   ។ 

-ចំេពះt 1=  តម(2)េគបាa 3,b 3,c 5= = =  

ដូចេនះ 2 2 2
2(S ) : (x 3) (y 3) (z 5) 9− + − + − =   ។ 
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លហំត់ទ៩ 

េគឲ្យប�ង់ពីរ( ) : x 2y 2z 11 0α + + − =  និង ( ) : 2x 2y z 1 0β − + − =  

និងបនា�ត់ ( ) : x 3 t ,y 6 4t , z 7 t∆ = + = − = −   ែដល t IR∈  

ក-គណនាកូអរេដេណចំណុច្រ បសA  និង B រវងបនា�ត ( )∆  

ជាមួយប�ង់( )α  និង ( )β  េរៀងគា�  

ខ-យក C ជាចំណុចម ានអប់សុx 1=  េហយស�ិតេនក�ុងប�ង 

( )α  និង ( )β  ។ រកកូអរេដេនៃនចំណុច C រួចរ្រកបេភទៃ ABC∆  

គ-កំណត់សមីករែស�៊(S) មានផ�ិតេនេលបនា� ( )∆  េហយប៉ះ 

រួមេទនឹងប�ង់( )α  និង ( )β  ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក-គណនាកូអរេដេណចំណុច្រ បសA  និង B  ៖ 

យកសមីករ( )∆  ជួសក�ុងសមីករ( )α  េគបាន 
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(3 t) 2(6 4t) 2(7 t) 11 0
3 t 12 8t 14 2t 11 0

9t 18 0 t 2

+ + − + − − =
+ + − + − − =

− + = ⇒ =
 

យកt 2=  ជួសក�ងុ ( )∆  េគបានx 5,y 2 ,z 5= = − =  ។ 

ដូចេនះ A(5 , 2 ,5)−   ។ 

យកសមីករ( )∆  ជួសក�ុងសមីករ( )β  េគបាន 

2(3 t) 2(6 4t) (7 t) 1 0
6 2t 12 8t 7 t 1 0

9t 0 t 0

+ − − + − − =
+ − + + − − =

= ⇒ =
 

យកt 0=  ជួសក�ងុ ( )∆  េគបានx 3,y 6 ,z 7= = =  ។ 

ដូចេនះ B(3 , 6 ,7)   ។ 

ខ-រកកូអរេដេនៃនចំណុច C  រួចរក្របេភទៃ ABC∆  

ចំេពះx 1=  េគបាន 1 2y 2z 11 0
2 2y z 1 0
+ + − =

 − + − =
 ឬ 2y 2z 10 0

2y z 1 0
+ − =

− + + =
 

េគទញបាy 2 , z 3= =   ។  ដូចេនះ C(1,2,3)   ។ 
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េគមានCA (4, 4,2) ; CB (2,4,4)
→ →

= − =   

េគបានCA.CB 8 16 8 0 CA CB
→ → → →

= − + = ⇔ ⊥  

េហយ | CA | 16 16 4 6 ; | CB | 4 16 16 6
→ →

= + + = = + + =  

េគទញបាCA CB 6= = ។ 

ដូចេនះ ABC ជា្រតីេកណែកងសមបាតកំC ។ 

គ-កំណត់សមីករែស�៊(S) ៖ 

តងI(a,b,c) ជាផ�ិតរបស់ែស�៊(S) មានផ�ិតេនេលបនា� ( )∆   

េហយប៉ះរួមេទនឹងប�ង់( )α  និង ( )β  ។ 

េគបាន
a 3 t
b 6 4t (1)
c 7 t

= +
 = −
 = −

 

េហយ R d(I, ) d(I, )= α = β  

| (3 t) 2(6 4t) 2(7 t) 11 | | 2(3 t) 2(6 4t) (7 t) 1 |
1 4 4 4 4 1

+ + − + − − + − − + − −
=

+ + + +
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ឬ   | 9t 18 | | 9t | t 1
3 3

− +
= ⇒ =   យកជួសក�ងុ (1) េគបាន

a 4
b 2
c 6

=
 =
 =

 

េហយ  9R 3
3

= =  ។ ដូចេនះសមីករស�ង់ដៃនសមីករែស�៊សរេ 

2 2 2(S) : (x 4) (y 2) (z 6) 9− + − + − =   ។ 
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លហំត់ទ១០ 

េគឲ្យបនា�ត់ពី  1(d ) និង 2(d ) មានសមីករឆ�ុះេរៀងគ ា 

1
x 5 y 1 z 2(d ) :

2 1 2
− − +

= =
− −

  និង   2
x 6 y 2 z 1(d ) :

4 1 3
− − −

= =
− −

 

A  ជាចំណុច មួយៃន 1(d )មានអប់សុី Ax 1=  េហយ B  ជ 

ចំណចមួយៃន  2(d ) មានអប់សុី Bx t=   ែដល t IR∈  ។ 

ក-ចូរ�សយថ
226(t 2) 144

AB
4

− +
=    

ខ-កំណត់តៃម� t  េដម្បីឲ្(AB) មានតៃម�អប្បបរម 

គ-ចំេពះតៃម�t  ែដលបានរកេឃញខងេ ចូរបង �ញថ(AB) 

ជាបនា�ត់ែកង រួមរវងបនា  1(d ) និង 2(d ) រួចទញរកចម ា�យរ 

បនា�ត  1(d ) និង 2(d ) ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក-�សយថ
226(t 2) 144

AB
4

− +
=    
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េគមាន 1A (d )∈  ែដល  Ax 1=  េនាះ A Ay 1 z 21 5
2 1 2

− +−
= =

− −
 

េគទញបា A Ay 1 , z 2= − =   េនាះA(1, 1 , 2)−   ។ 

ម្ យោ៉ងេទៀ 2B (d )∈  ែដល  Bx t=  េនាះ B By 2 z 1t 6
4 1 3

− −−
= =

− −
 

េគទញបា B B
t 2 22 3ty , z

4 4
+ −

= =  េនា t 2 22 3tB( t , , )
4 4
+ −  ។ 

េគបាន t 6 14 3tAB (t 1 , , )
4 4

→ + −
= −  

េហតុេនះ 
2 2

2 (t 6) (14 3t)AB | AB | (t 1)
16 16
+ −

= = − + +


 

ដូចេនះ 
22 26(t 2) 14426t 104t 248AB

4 4
− +− +

= =   ។ 

ខ-កំណត់តៃម� t  េដម្បីឲ្AB  មានតៃម�អប្បបរម 

េគមាន
226(t 2) 144

AB
4

− +
=   (ស្រមាយខងេល 

េដម្បីឲ្AB  មានតៃម�អប្បបរមាលុះ្រt 2 0− = ឬt 2=  

ដូចេនះ t 2=   ។ 
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គ- បង �ញថ(AB)ជាបនា�ត់ែកង រួមរវងបនា  1(d ) និង 2(d ) ៖ 

ចំេពះt 2=  េគបានB(2 , 1 , 4)   និង AB (1 , 2 , 2)
→

=   ។ 

តងu
→

 និង v
→

 ជាវុិចទរ័្របាប់ទិសៃនបនា    1(d ) និង 2(d ) ។ 

េគបានu ( 2 , 1 , 2)
→

= − −   និង v ( 4 , 1 , 3)
→

= − −   ។ 

េគមានAB.u 2 2 4 0 AB u
→ →

= − − + = ⇔ ⊥
 

 ។ 

េហយ AB. v 4 2 6 0 AB v
→ →

= − − + = ⇔ ⊥
 

  េនាះ 2(AB) (d )⊥ ។ 

ដូចេនះ(AB)ជាបនា�ត់ែកង រួមរវងបនា  1(d ) និង 2(d ) ។ 

ទញរកចម ា�យរវងបន  1(d ) និង 2(d ) ៖ 

េដយ(AB)ជាបនា�ត់ែកង រួមរវងបនា  1(d ) និង 2(d ) េនាះAB  

ជាចម ា�យរវងបនា  1(d ) និង 2(d )  ។ 

ដូចេនះ 1 2d(d ,d ) AB 1 4 4 3= = + + =   ។ 
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លហំត់ទ១១ 

េគឲ្យបនា�ត់ពី  1(d ) និង 2(d ) មានសមីករឆ�ុះេរៀងគ ា 

1
y 4 z 5(d ) : x 2

2 2
− −

− = =   និង   2
x 3 z 4(d ) : y

1 4
− −

= =
−

 

ចូររកសមីករបា ៉រ៉ែម៉្រតៃនបនា�ត់ែកងរួម រ វង 1(d ) និង 2(d )  

ដំេណាះ្រ 

រកសមីករបា ៉រ៉ែម៉្រតៃនបនា�ត់ែកងរួម រ វង 1(d ) និង 2(d ) ៖ 

តង A A A 1A(x ,y ,z ) (d )∈   និង B B B 2B(x ,y ,z ) (d )∈  

េគបាន
A A

A

B B
B

y 4 z 5x 2 p
2 2

x 3 z 4y q
1 4

− − − = = =
 − − = = =
 −

 

េនាះ  
A

A

A

x p 2
y 2p 4 (1)
z 2p 5

= +
 = +
 = +

  និង  
B

B

B

x q 3
y q (2)
z 4q 4

= − +
 =
 = +

 

េគបានAB ( q p 1 , q 2p 4 , 4q 2p 1 )
→

= − − + − − − −  
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តងu
→

 និង v
→

 ជាវុិចទរ័្របាប់ទិសៃនបនា    1(d ) និង 2(d ) ។ 

េគបានu (1 , 2 , 2)
→

=   និង v ( 1 ,1 , 4)
→

= −   ។ 

េដម្បីឲ្(AB) ជាបនា�ត់ែកង រួមរវងបន  1(d ) និង 2(d ) 

លុះ្រតែត AB u

AB v

→ →

→ →


⊥


 ⊥

  សមមូល  AB.u 0

AB. v 0

→ →

→ →


=


 =

   

សមមូល  q p 1 2q 4p 8 8q 4p 2 0
q p 1 q 2p 4 16q 8p 4 0
− − + + − − + − − =

 + − + − − + − − =
 

សមមូល  9q 9p 9 0
18q 9p 9 0

− − =
 − − =

  នាំឲ្p 1 , q 0= − =   ។ 

យក p 1 , q 0= − =   ជួសក�ុង (1) និង (2) េគបាន  

A(1,2,3)  និង B(3 ,0 , 4) េហយេគបានAB (2 , 2 , 1)
→

= −   

ដូចេនះ 
x 1 2t

(AB) : y 2 2t ; t IR
z 3 t

= +
 = − ∈
 = +

  ។  
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លហំត់ទ១២ 

េនក�ុងត្រម�យអរតូណមា៉ល់មានទិស េដវិ(o, i , j ,k)
→ → →

 មួយ 

េគឲ្យមានចំណុ A( 1,4,4) ; B(1,2,3)−  និង C(3,2,4) ។ 

ក-គណនាផលគុណវុិចទរ័   AB AC
→ →

×  រួចទញថាបីចំណ A,B,C 

     រត់មនិ្រតង់គា�។ គណនាៃផ �្រកឡាៃន្រABC ។ 

ខ-កំណត់សមីករប�ង់(ABC) ។ 

គ-គណនាមាឌៃនចតុមុOABC  រួចទញរកចម ា�យពីចំណុ O  

    េទប�ង់(ABC) ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក-គណនាផលគុណវុិចទរ័   AB AC
→ →

×  ៖ 

េគមានAB (2 , 2 , 1)
→

= − −   និង AC (4 , 2 , 0)
→

= −  
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េគបាន
i j k

AB AC 2 2 1 2 i 4 j 4k
4 2 0

→ → →

→ → → → →

× = − − = − − +
−

 

ដូចេនះ AB AC ( 2, 4,4)
→ →

× = − −   ។ 

ទញថាបីចំណ A,B,Cរត់មិន្រតង់គ ា 

េដយAB AC O
→ → →

× ≠   េនាះវុិចទរ័  AB


 និង AC


 មិនកូលីេនែអ៊គា  

ដូចេនះ បីចំណចA,B,Cរត់មិន្រតង់គា�  

គណនាៃផ�្រកឡាៃន្រតីABC ៖ 

តមរូបមន� ABC
1S | AB AC |
2

→ →

= ×  

េដយAB AC ( 2, 4,4)
→ →

× = − −   េនាះ| AB AC | 4 16 16 6
→ →

× = + + =    

ដូចេនះ ABC
1S 6 3
2

= × =   (ឯកតៃផ�)   

ខ-កំណត់សមីករប�ង់(ABC) ៖ 
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ប�ង់ (ABC)មានវុិចទរ័ណរ  មា៉លn AB AC ( 2, 4,4)
→ → →

= × = − −  

តមរូបមន� A A A(ABC) : a(x x ) b(y y ) c(z z ) 0− + − + − =  

                         2(x 1) 4(y 4) 4(z 4) 0− + − − + − =  

ដូចេនះ (ABC) : x 2y 2z 1 0− − + − =   ។ 

គ-គណនាមាឌៃនចតុមុOABC  ៖ 

តមរូបមន� OABC
1V (AB AC).AO
6

→ → →

= ×  

េដយAB AC ( 2, 4,4)
→ →

× = − −   និង AO (1, 4, 4 )
→

= − −  

េគបាន OABC
1 1V | ( 2)(1) ( 4)( 4) (4)( 4) |
6 3

= − + − − + − =  

ដូចេនះ OABC
1V
3

=   (ឯកតមាឌ)  

ទញរកចម ា�យពីចំណុ O  េទប�ង់(ABC) ៖ 

តមរូបមន� OABC ABC
1V S h
3

= ×  ែដល h d(o,(ABC))=  
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េគទញបា OABC

ABC

133V 13d(o,(ABC))
S 3 3

×
= = =  

ដូចេនះចមា �យពីOេទប�ង(ABC)េស�នឹង 1
3
(ឯកត្របែវង)  
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លហំត់ទ១៣ 

េនក�ុងត្រម�យអរតូណមា៉ល់មានទិស េដវិ(o, i , j ,k)
→ → →

 មួយ 

េគឲ្យមានចំណុ A(0,2,1),B(2,1, 1),C( 4,5,3)− − និងD(4,6,3)  ។ 

ក-ចូរ�សយថAB AC AD
→ → →

× =   រួចគណនាៃផ�្រកឡា ABC∆ ។ 

ខ-កំណត់សមីករប�ង់(ABC) ។ 

គ-គណន(AB AC).AD
→ → →

×  រួចទញរកមាឌៃនេត្រតABCD ។ 

ឃ-ទញរកចម ា�យពីចំណុ Dេទប�ង់(ABC) ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក-�សយថAB AC AD
→ → →

× =   រួចគណនាៃផ�្រកឡា ABC∆ ៖ 

េគមានAB (2 , 1, 2) ,AC ( 4,3,2)
→ →

= − − = −   និង AD (4 , 4 , 2)
→

=  

េគបាន
i j k

AB AC 2 1 2 4 i 4 j 2k
4 3 2

→ → →

→ → → → →

× = − − = + +
−
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ដូចេនះ AB AC AD (4,4,2)
→ → →

× = =   ។ 

ខ-កំណត់សមីករប�ង់(ABC) ៖ 

ប�ង់ (ABC)មានវុិចទរ័ណរ  មា៉លn AB AC (4,4,2)
→ → →

= × =  

តមរូបមន� A A A(ABC) : a(x x ) b(y y ) c(z z ) 0− + − + − =  

                        4(x 0) 4(y 2) 2(z 1) 0− + − + − =  

ដូចេនះ (ABC) : 2x 2y z 5 0+ + − =   ។ 

គ-គណន(AB AC).AD
→ → →

×  រួចទញរកមាឌៃនេត្រតABCD ៖ 

េគមានAB AC AD
→ → →

× =   (តមស្រមាយខងេ 

ដូចេនះ   2(AB AC).AD | AD | 16 16 4 36
→ → → →

× = = + + =  ។ 

តមរូបមន� ABCD
1 1V (AB AC).AD 36 6
6 6

→ → →

= × = × =  (ឯកតមាឌ)  

ដូចេនះ ABCDV 6=  (ឯកតមាឌ)។ 
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ឃ-ទញរកចម ា�យពីចំណុ Dេទប�ង់(ABC) ៖ 

 

 

 

 

 

 

 

េគមាន ABCD ABC
1V S d(D,(ABC))
3

= ×   

ែដល d(D,(ABC)) h=  ជាកម�ស់ៃនេត្រតែអ៊តគូសពីកំពD ។ 

េគទញ ABCD

ABC

3V 3 6d(D,(ABC)) 6
S 3

×
= = =  (ឯកត្របែវង)  
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លហំត់ទ១៤ 

េនក�ុងត្រម�យអរតូណមា៉ល់មានទិស េដវិ(o, i , j ,k)
→ → →

 មួយ 

េគឲ្យមានចំណុ A(2,2,1),B(3,1,1),C( 2,4,5)− និងD(1, 1,0)−  ។ 

ក-គណនាផលគុណវុិចទរ   BA BC
→ →

×   រួចទញថាបីចំណុ A,B,C 

មិនស�ិតេនេលបនា�ត់ែតមួយ  គណនាៃផ�្រកឡា ABC∆  ។ 

ខ-កំណត់សមីករប�ង់(ABC) ។ 

គ-គណន(BA BC).BD
→ → →

×  រួចទញរកមាឌៃនេត្រតABCD ។ 

ឃ-ទញរកចម ា�យពីចំណុ Dេទប�ង់(ABC) ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក-គណនាផលគុណវុិចទរ័   BA BC
→ →

×    

េគមានBA ( 1 ,1,0) ,BC ( 5,3,4)
→ →

= − = −    
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េគបាន
i j k

BA BC 1 1 0 4 i 4 j 2k
5 3 4

→ → →

→ → → → →

× = − = + +
−

 

ដូចេនះ BA BC (4,4,2)
→ →

× =   ។ 

េដយBA BC (4,4,2) O (0,0,0)
→ → →

× = ≠ =   េនាះBA
→

 និង BA
→

 ជាវុិចទរ   

មិនកូលីេនែអគ៊ា� ។  

ដូចេនះបីចំណច A,B,Cមិនស�ិតេនេលបនា�ត់ែតមួយ  

គណនាៃផ�្រកល ABC∆  ៖ 

េគបាន ABC
1 1S BA BC 16 16 4 3
2 2

→ →

= × = + + =  (ឯកតៃផ�)  ។ 

ខ-កំណត់សមីករប�ង់(ABC) ៖ 

ប�ង់ (ABC)មានវុិចទរ័ណរ  មា៉លn BA BC (4,4,2)
→ → →

= × =  

តមរូបមន� A A A(ABC) : a(x x ) b(y y ) c(z z ) 0− + − + − =  
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4(x 2) 4(y 2) 2(z 1) 0
4x 8 4y 8 2z 2 0
4x 4y 2z 18 0

− + − + − =
− + − + − =
+ + − =

 

ដូចេនះ (ABC) : 2x 2y z 9 0+ + − =   ។ 

គ-គណន(BA BC).BD
→ → →

×  រួចទញរកមាឌៃនេត្រតABCD ៖ 

េគមានBA BC (4,4,2)
→ →

× =   និង BD ( 2 , 2 , 1)
→

= − − −  

ដូចេនះ  (BA BC).BD 8 8 2 18
→ → →

× = − − − = −  ។ 

តមរូបមន� ABCD
1V (BA BC).BD
6

→ → →

= ×   

េដយ(BA BC).BD 8 8 2 18
→ → →

× = − − − = −  

ABCD
1 1V (BA BC).BD | 18 | 3
6 6

→ → →

= × = × − =   

ដូចេនះ ABCDV 3=  (ឯកតមាឌ)។ 
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ឃ-ទញរកចម ា�យពីចំណុ Dេទប�ង់(ABC) ៖ 

 

 

 

 

 

 

 

េគមាន ABCD ABC
1V S d(D,(ABC))
3

= ×   

ែដល d(D,(ABC)) DH h= =  ជាកម�ស់ៃនេត្រតែអ៊តគូសពីកំពD  

េគទញ ABCD

ABC

3V 3 3d(D,(ABC)) 3
S 3

×
= = =  (ឯកត្របែវង)  
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លហំត់ទ១៥ 

េគឲ្យប�ង់(P)  កត់តមចំណុ A(4, 2,2)−  មានវុិចទរ័ណ  រមា៉ 

n (1,2,2)
→

=  េហយបនា�ត់  x 1 y 4(L) : z 2
1 4
− −

= = −
−

 ។ 

ក-កំណត់សមីករៃនប�ង(P) រចួគណនាកូអរេដេនចំណុ M  

ជា្របសព�រវងបនា (L)  និងប�ង(P) ។ 

ខ-យកB,C,Dជា្របសព�រវងប�(P)ជាមួយអក្ស(ox),(oy),(oz)

េរៀងគា  ។ ចូរ�សយថាចតុេកABCD  ជា្របេលឡូ្ 

រចួគណនាៃផ�្រកលរបស់ 

គ-េគឲ្យS(2, 6, 2)− −  ។ បង �ញថាបនា� (SA)អរតូកូណាល់នឹ 

ប�ង (ABCD) ។ គណនារង�ស SA  រចួទញរកមាឌៃនពីរ៉ម

SABCD  ។ 
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ដំេណាះ្រ 

ក-កំណត់សមីករៃនប�ង(P)៖ 

តមរូបមន� A A A(P) : a(x x ) b(y y ) c(z z ) 0− + − + − =  

េដយA(4, 2,2)−  និង n (1,2,2)
→

=  

េគបាន1.(x 4) 2(y 2) 2(z 2) 0− + + + − =  

              x 4 2y 4 2z 4 0− + + + − =  

ដូចេនះ (P) : x 2y 2z 4 0+ + − =   ។ 

គណនាកូអរេដេនចំណុ M  ៖ 

តង
x 1 y 4 z 2 t

1 4
− −

= = − =
−

 នាំឲ្
x t 1
y 4t 4 (1)
z t 2

= − +
 = +
 = +

 

យកសមីករ(1)ជំនួសក�ុង(P) េគបាន  

( t 1) 2(4t 4) 2(t 2) 4 0
9t 9 0 t 1

− + + + + + − =
+ = ⇒ = −  
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យកតៃម� t 1= −  ជួសក�ុង(1) េគបាន
x ( 1) 1 2
y 4( 1) 4 0
z 1 2 1

= − − + =
 = − + =
 = − + =

 

ដូចេនះ  M(2 , 0 , 1)   ។ 

ខ-�សយថាចតុេកABCD  ជា្របេលឡូ្ ៖ 

េគមាន(P) : x 2y 2z 4 0+ + − =  

-េប y 0 , z 0= =   េគបានx 4 0− =  េនាះx 4=   

-េប x 0 , z 0= =  េគបាន2y 4 0− =   េនាះy 2=  

-េប x 0 , y 0= =  េគបាន2z 4 0− =  េនាះz 2=  

េគបា B(4,0,0) , C(0,2,0),D(0,0,2) ។ 

េដយA(4, 2,2)−  េនាះAB (0,2, 2)
→

= −  និង DC (0,2, 2)
→

= −  

េដយAB DC
→ →

=   េនាះABCD ជា្របេលឡូ្រក 

 

គណនាៃផ�្រកលABCD ៖ 
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តមរូបមន� ABCDS | AB AD |
→ →

= ×  

េដយ AB (0,2, 2) , AD ( 4,2,0)
→ →

= − = −  

េគបាន
i j k

AB AD 0 2 2 4 i 8 j 8k
4 2 0

→ → →

→ → → → →

× = − = + +
−

 

2 2 2
ABCDS 4 8 8 12= + + =   (ឯកតៃផ�)  

គ-បង �ញថាបនា� (SA)អរតូកូណាល់នឹងប�ង់(ABCD) ៖ 

េគមានS(2, 6, 2)− −   និង A(4, 2,2) , B(4,0,0) ,C(0,2,0)−   

េនាះSA (2,4,4) , AB (0,2, 2);AC ( 4,4, 2)
→ → →

= = − = − −   

េគបានSA .AB 0 8 8 0 SA AB
→ → → →

= + − = ⇔ ⊥   

េហយ   SA .AC 8 16 8 0 SA AC
→ → → →

= − + − = ⇔ ⊥  

ដូចេនះ(SA)អរតូកូណាល់នឹងប�ង់(ABCD) ។ 

គណនារង�ស SA  រចួទញរកមាឌៃនពីរ៉មSABCD  ៖ 
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េគបានSA | SA | 4 16 16 6
→

= = + + =  ។ 

តមរូបមន� SABCD ABCD
1V S SA
3

= ×   េដយ  
ABCD

SA 6
S 12

=
 =

 

ដូចេនះ  SABCD
1V 6 12 24
3

= × × =    (ឯកតម) ។ 
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លហំត់ទ១៦ 

ក�ុងត្រម�យអរតូណរមា៉ល់មានទិសេ ដវិជ(o, i , j ,k)
→ → →

 

េគមានចំណ ុចA(2,1, 1)−  និងប�ងពីរ (P)  និង (Q) មា 

សមីករេរៀងគា x 2y 2z 11 0+ + − =  និង 3x y 4z 7 0+ − + =  

ក-រកសមីករប�ង(R) កត់តមចំណុ A  េហយែកងរមួ 

េទនឹងប�ង់ពីរ(P)  និង (Q) ។ 

ខ-រកកូអរេដេនចំណ ុច្របសB រវងប�ង់ទំង(P),(Q),(R)   

គ-យក C ជា្របសព�រវងប(R) ជាមួយនឹងអក្ស(oz)  ។ 

រក្របេភទៃន្រតីេកABC  រចួគណនាៃផ�្រកឡារប 

ឃ-រកកូអរេដេនD េដម្បីឲ ABCDជា្របេលឡូ្រក 

ង-តE  ជាចំណ ុចកណា�ល [ ]AB  និង Fជាចំណ ុ 

កណា� លៃន[ ]CD  ។ បង �ញថEAFC ជាកេរ 
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ដំេណាះ្រ 

ក-រកសមីករប�ង(R) ៖ 

តងn
→

 ជាវុិចទរ័ណ  រមា៉ល់ៃនប�ង(R) ។ 

ប�ង (P) : x 2y 2z 11 0+ + − =  និង (Q) : 3x y 4z 7 0+ − + =  

មានវុិចទរ័ណ  រមា៉ល់េរៀងគ  1n (1,2,2)
→

=  និង  1n (3,1, 4)
→

= −  

េដ(R) ជាប�ងែកងរមួេទនឹងប�ង់ពីរ(P)  និង (Q) 

េនាះេគបា 1 2

i j k
n n n 1 2 2 10 i 10 j 5k

3 1 4

→ → →

→ → → → → →

= × = = − + −
−

 

េដយA(2,1, 1) (R)− ∈ េនាះសមីករប�ង(R) អចសរេសរ  

           (R) : 10(x 2) 10(y 1) 5(z 1) 0− − + − − + =  

           
(R) : 10x 20 10y 10 5z 5 0
(R) : 10x 10y 5z 5 0

− + + − − − =
− + − + =

 

ដូចេនះ (R) : 2x 2y z 1 0− + − + =   ។ 
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ខ-រកកូអរេដេនចំណ ុច្របសពBវងប�ង់ទំង(P),(Q),(R)  ៖ 

 េគបាន្របពន�
x 2y 2z 11 0
3x y 4z 7 0

2x 2y z 1 0

+ + − =
 + − + =
− + − + =

AF CD⊥  

បនា�ប់ពីេដះ�សយេគប ានចេមx 1,y 2,z 3= = =  

ដូចេនះចណុច្របសព�ៃនប�ង់ទំងបីគB(1,2,3)។ 

គ-រក្របេភទៃន្រតីេកABC  រចួគណនាៃផ�្រកឡារប ៖ 

េដ C ជា្របសព�រវងប(R) ជាមួយនឹងអក្ស(oz)េនា 

c cx y 0= =   និង  cz 1 0− + =  ឬ cz 1=  េនាះC(0,0,1)  ។ 

េគមានAB ( 1,1,4) ; AC ( 2, 1,2)
→ →

= − = − −  និង BC ( 1, 2, 2)
→

= − − −  

េគបាន| AC | 4 1 4 3 , | BC | 1 4 4 3
→ →

= + + = = + + =  េនាះAC BC=  

េហយ AC.BC 2 2 4 0 AC BC
→ → → →

= + − = ⇔ ⊥  ។ 

ដូចេនះ ABC ជា្រតីេកណែកងសមបាតកំC  ។ 
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ឃ-រកកូអរេដេនD េដម្បីឲ ABCDជា្របេលឡូ្រក 

 

 

 

 

 

តង D D DD(x ,y ,z ) ។ េប ABCDជា្របេលឡូ្រកមេនា 

AD BC
→ →

=   េដយ D D DAD (x 2,y 1,z 1)

BC ( 1, 2, 2)

→

→


= − − +


 = − − −

 

េគបាន
D

D

D

x 2 1
y 1 2
z 1 2

− = −
 − = −
 + = −

  នាំឲ្ D D Dx 1,y 1,z 3= = − = −  ។ 

ដូចេនះ D(1, 1, 3)− −   ។ 
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លហំត់ទ១៧ 

េនក�ុងតំរុយអរតូ ណរមា៉ល( )O, i , j,k
    ែដលមានទិសេដវិជ�ម  

េគឱ្ ( ) x y 1 z 8L :
2 2 3

− +
= =

−
  និង  ( )P : x 2y 2z 14 0− − − =  ។ 

ក-គណនាកូអរេដេនចំនុច្របសA  រវង( )L  និង ( )P  

ខ-រកសមីករប�ង់ ( )Q  កត់តមបនា�  ( )L េហយែកងនឹងប�ង់ ( )P   

គ-សរេសរ្របពន�័សមីករបា៉ រ៉ែម៉្រតៃនប ( )d  ែដលជា្របស

រវប�ង់ ( )P និង ( )Q    ។ 

ឃ-រកសមីករែស៊�កR 6=  េហយប៉ះនឹងប�ង់ ( )P  ្រតង់ចំនុចA  ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក-គណនាកូអរេដេនចំនុច្របសA  រវង( )L  និង ( )P  

កូអរេដេនៃនចំនុច្របសពA  ជាចំេលយរបស់្របពន�័សមី ៖ 







=−−−

+
=

−
−

=

01 4z2y2x
3

8z
2
1y

2
x
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េដះ�សយ្របពន�័េនះេគ ( )2,3,4A −−  ។ 

ខ-សរេសរសមីករប�ង់( )Q  កត់តមបនា� ( )L េហយែកងនឹងប�ង់ 

( )P  

យក ( )z,y,xM ជាចំនុចទូេទៃនប�ង( )Q  េគបាន

( )2z,3y,4xA M ++−
→   

 

តង Qn  ជាវុិចទរ័ណរ  មា៉ល់ៃនប�ង( )Q  េនាះេគបា
→

×= A MunQ
   

ែដល  ( )3,2,2u −= ជាវុិចទរ័្របាប់ទិសៃនបនា   ( )L  ។ 

េគបាន 
2z3y4x

322
kji

nQ

++−
−=





 

          ( ) ( ) ( )k1x2y2j1 6x3z2i1 3y3z2nQ




++++−−−−−−=   ។ 

ម៉្យោងេទៀតេដ( ) ( )PQ ⊥ នាំឱ្ PQ nn 

⊥  សមមូល  0n.n QP =

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េគបាន

( ) ( ) ( ) 02x2y221 6x3z221 3y3z2.1 =−+−−+−−−−−  

            02 3z2y7x1 0
04x4y43 2x6z41 3y3z2

=++−−
=+−−+−+−−−

 

ដូចេនះ ( ) 02z2y7x1 0:Q =−−+   ។ 

គ-សរេសរ្របពន�័សមីករបា៉ រ៉ែម៉្រតៃនប ( )d   

បនា�ត ( )d  ែដលជា្របសព�រវ( )P និង ( )Q មានវុិចទរ័្របាប់ទ 

QPd nnu  ×=  

ែដល  ( )2,2,1nP −−=


 និង ( )2,7,1 0nQ −=


 ។ 

េគបាន k2 7j1 8i1 8
271 0
221

kji
ud





 +−=
−
−−=  ។ 

យក ( )dN0 ∈  នាំឱ្ ( )PN0 ∈  និង ( )QN0 ∈  ។ 

េគបាន




=−−+

=−−−

02 3z2y7x1 0
01 4z2y2x

000

000
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យកតៃម�  0x0 =  នាំឱ្ 8z,1y 00 −==  ។ 

 េគបាន ( )8,1,0N0 −  ។ 

ដូចេនះសមីករបា ៉រ៉ែម៉្រតៃនបន ( )d  អចសរេស ៖ 

( )










∈+−=

−=
=

I Rt,t2 78z

t1 81y
t1 8x

:d  
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លហំត់ទ១៨ 

េនក�ុងតំរុយអរតូ ណរមា៉ល( )k,j,i,O


 ែដលមានទិសេដវិជ�មាន

ឱ្យប�ង់ពីរ 

( ) 04zy2x:P =++−  និង ( ) 01 3z2y3x2:Q =−−+ ។ 

ក-សរេសរសមីករឆ�ុះៃនបនា�ត ( )L  ជា្របសព�រវងប�( )P  និង 

( )Q  ។ 

ខ-ចូរសរេសរសមីករប�ង់( )R  កត តមចំនុ ( )8,6,0A េហយែកង

រួមេទនឹងប�ង 

ទំងពីរ( )P  និង ( )Q  ខងេល  

គ-គណនាកូអរេដេនៃនចំនុច្របសM  រវងបនា�ត  )L( និង ប�ង់ 

( )R  ។ 

 

ដំេណាះ្រ 
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ក-សរេសរសមីករឆ�ុះៃនបនា�ត ( )L  ជា្របសព�រវងប�( )P  និង 

( )Q  

 ប�ង់ ( )P  និង ( )Q  មានវុិចទរ័ណរ  មា៉ល់េរៀងគ  

 ( )1,2,1nP −=


និង ( )2,3,2nQ −=


។ 

 តង Lu ជាចុិទរ័្របាប់ទិសៃនបនា  ( )L  េនាះេគប ៖ 

 k7j4i
232

121
kji

nnu QPL




 ++=
−

−=×=   ។ 

 យក ( ) ( )Lz,y,xM 0000 ∈  នាំឱ្ ( )PM0 ∈  និង ( )QM0 ∈  

 េគបាន




=−−+

=++−

01 3z2y3x2
04zy2x

000

000
 

 សន�តយក 0z0 =  នាំឱ្យេគទញ 3y,2x 00 ==  ។  

 ដូចេនះ ( )0,3,2M0 ។ 

 ដូចេនះសមីករឆ�ុះៃនបនា�ត ( )L  អចសរេសរតមរូបមន�   
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 ( )
c
zz

b
yy

a
xx:L 000 −

=
−

=
−

  

 ឬ  ( )
7
z

4
3y

1
2x:L =

−
=

−
 ។ 

ខ-សរេសរសមីករប�ង់( )R  ៖ 

តង Rn  ជាវុិចទរ័ណរ  មា៉ល់ៃនប�ង( )R កត់តមចំនុ ( )8,6,0A

េហយែកងរួម 

េទនឹងប�ង់ទំងពី( )P  និង ( )Q  ខងេល  

េគមាន( ) ( )PR ⊥ និង ( ) ( )QR ⊥  

នាំឱ្ PR nn 

⊥  និង QR nn 

⊥  នាំឱ្ QPR nnn 

×=  

េគបាន k7j4i
232

121
kji

nnn QPR






++=
−

−=×=  ។ 

សមីករប�ង់( )R អចសរេសរតមរូបម ៖ 

               ( ) ( ) ( ) ( ) 0zzcyybxxa:R AAA =−+−+−  
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               ( ) ( ) ( ) ( ) 08z76y40x.1:R =−+−+−  

ដូចេនះ       ( ) 08 0z7y4x:R =−++   ។ 

 

គ-គណនាកូអរេដេនៃនចំនុច្របសM  រវងបនា�ត  )L( និង ប�ង់ 

( )R  

កូអរេដេនចំនុចចំនុច្របសពM  រវងបនា�ត  )L( និង ប�ង់ ( )R  

ជាចំេលយ្របពន�័សមីក 

( )

( )







=−++

=
−

=
−

208 0z7y4x

1
7
z

4
3y

1
2x

 

តង t
7
z

4
3y

1
2x

==
−

=
−

 

 នាំឱ្ ( )3
t7z

3t4y
2tx








=
+=
+=

 យកេទជួសក�ុងសមីក(2) 

េគបាន 08)t7(7)3t4(42t =−++++   
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នាំឱ្ 1t =  យកជួសក�ុង )3( េគបាន 7z,7y,3x ===  ។  

ដូចេនះ   ( )7,7,3M  ។ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



លហំត់ធរណីមា រ្ តថា�១២ 
 

 

 
 
 

េរៀបេរៀងេដយ លឹ ម ផល�ុ  Page 91 

 

លហំត់ទ១៩ 

េនក�ុងតំរុយអរតូ ណរមា៉ល( )k,j,i,O


 ែដលមានទិសេដវិជ�មា  

េគឱ្យបនា�ត ( )
3

1z
4

4y
3
3x:L −

=
−

=
−
+

 និងចំនច  ( )4,3,2A −  ។ 

ក-ចូរគណនាចំងយពីចំនុA  េទបនា�ត ( )L  ។ 

ខ-ចូរសរេសរសមីករប�ង់កំនត់េដយបនា� ( )L  និង ចំនច A  ។ 

គ-សរេសរសមីករប�ង់( )Q  កត់តមបនា� ( )L  េហយែកងនឹងប�ង់ 

( )P ។ 

 

 

ដំេណាះ្រ 

ក-គណនាចំងយពីចំនុA  េទបនា�ត ( )L   

 បនា�ត់ ( )
3

1z
4

4y
3
3x:L −

=
−

=
−
+
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 ជាបនា�ត់កត់តមចំ  ( )1,4,3M0 −  េហយមា 

 វុចិទរ ័្របាប់ទិ ( )3,4,3uL −

 ។ 

 តមរូបមន� ( )
L

L0

u

uA M

)L(,Ad


×

=

→

 េដយ ( )3,7,5A M0 −−
→  

។ 

 េគមាន kj2 4i3 3
343
375

kji
uA ML0





 +−=
−

−−=×
→

 

 េគទញ ( ) ( ) 112 43 3uA M 222
L0 =+−+=×

→


 

 េហយ    391 69uL =++=

 ។ 

 េគបាន ( ) 74
3 4

1 6 6
3 4

1 6 6 6)L(,Ad ====  ។ 

 ដូចេនះ ( ) 7)L(,Ad =  ( ឯកត�្របែវ ) ។ 

ខ-សរេសរសមីករប�ង់កំនត់េដយបនា� ( )L  និង ចំនច A   
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 តង Pn ជាវុិចទរ័ណរ  មា៉ល់ៃនប�ង( )P  េគបាន

→
×= AMun 0LP

  

 េដយ ( )3,4,3uL −

 និង   ( )3,7,5AMo −
→  េគបា ៖ 

 kj2 4i3 3
375
343
kji

nP






+−=
−

−=  ។ 

 សមីករប�ង់( )P  អចសរេស ៖ 

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) 01 4 2zy2 4x3 3:P

04z3y2 42x3 3:P
=−+−

=−++−−
 

គ-សរេសរសមីករប�ង់( )Q  កត់តមបនា� ( )L  េហយែកងនឹងប�ង់ 

( )P  

 តង Qn  ជាវុិចទរ័ណរ  មា៉ល់ៃនប�ង( )Q  កត់តមបនា� ( )L   

 េហយែកងនងឹប�ង់ ( )P ។ 
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 យក ( )z,y,xM  ជាចំនុចទូេទៃនប�ង( )Q  េគបាន

→
×= MMun 0LQ

  ។ 

 េដយ ( )3,4,3uL −

 និង ( )1z,4y,3xMM0 −−+
→  េគបា ៖ 

 

( ) ( ) ( )kx4y3j1 2x3z3i8y3z4

1z4y3x
343
kji

nQ







−−+−−−−+−=

−−+
−=

 

 ( )x4y3,1 2x3z3,8y3z4nQ −−+++−=


  ។ 

 េដយ( ) ( )PQ ⊥  នាំឱ្ PQ nn 

⊥  សមមូល  0n.n PQ =


េគ

បា ៖ 

                
( ) ( ) ( )

01 2 0z6 0y1 0 2x7 6
0x4y31 4 4x7 2z7 22 6 4y9 9z1 3 2
0x4y36x3z32 48y3z43 3

=++−−
=−−−−−+−
=−−+++−+−

 

 ដូចេនះ  ( ) 06z3 0y5 1x3 8:Q =−−+  ។ 
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លហំត់ទ២០ 
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េនក�ុងតំរុយអរតូ ណរមា៉ល( )k,j,i,O


 ែដលមានទិសេដវិជ�មា  

េគឱ្យបីចំនុច )7,7,5(B,)4,3,2(A −−  និង )3,7,7(C ។ 

ក-គណនាផលគុណវុិចទរ័   →→
×= AA Bn  ។ 

   ទញថាបីចំនុ C,B,A  រត់មិន្រតង់គា�  

ខ-គណនា្រកឡាៃផ�្រតីABC ។ 

គ-សរេសរសមីករប�ង់( )A B C។ 

ឃ-គណនាមាឌេត្រតែO A B  ។ 

 

ដំេណាះ្រ 

ក-គណនាផលគុណវុិចទរ័   →→
×= AA Bn   

 េគមាន )3,4,3(A B −=
→  និង )1,4,9(A C −=

→  
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 េគបាន k4j2 4i1 6
149

343
kji

A CA Bn






−+−=
−

−=×=
→→

 

 េដយ OA CA B


≠×
→→  នាំឱ្ →

AB  និង 
→
AC  ជាវុិចទរ័មិនកូល 

េនែអ៊គា�  

 ដូចេនះបីចំនច  C,B,A  រត់មិន្រតង់គា�  

 

ខ-គណនា្រកឡាៃផ�្រតីABC  

 តមរូបមន�
→→

×= AA B
2
1SA B C  

                         ( ) ( ) ( ) 24 82 41 6
2
1 222 =−++−=  

 ដូចេនះ       2 8SA B C=  ( ឯកត�្រកឡា )។ 

គ-សរេសរសមីករប�ង់( )A B C 
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 ប�ង់ ( )A B C មានវុិចទរ័ណរ  មា៉ល

( )4,2 4,1 6A CA Bn −−=×=
→→

  ។ 

 សមីករប�ង់( )A B C អចសរេស ៖ 

             
( ) ( ) ( ) ( )
( ) 0)4z(4 8)3y(2 4)2x(1 6:A B C

0zzcyybxxa:A B C AAA

=−−−++−
=−+−+−

 

 ដូចេនះ ( ) 01z6y3x2:A B C =−+−  ។ 

ឃ-គណនាមាឌេត្រតែO A B  

 តមរូបមន�
→→→











×= A.A CA B

6
1VO A B C  

 េដយ ( )4,2 4,1 6A CA B −−=×
→→  និង ( )4,3,2A O −−=

→  

 េគបាន ( )( ) ( )( ) ( )( )
3

444 832 421 6
6
1VO A B C =−−+−+−=  

។ 

 ដូចេនះ 3
4 4VO A B C=  (ឯកត� មា) ។ 
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លហំត់ទ២១ 

េនក�ុងតំរុយអរតូ ណរមា៉ល់មានទិសេដវិជ ( )k,j,i,O


 ។ 

(េគយកឯកត�  cm1  េនេលអក)្ េគឱ្យបនា�ត់ពី ( )1L  និង ( )2L  

មានសមីករឆ�ុះេរៀង  

( )
1
3z

4
4y

9
5x:L1 −

−
=

+
=

+
  និង  ( )

3
1z

4
7y

3
1x:L2 −

+
=

−
−

=
+

 ។ 

ក-ចូរសរេសរសមីករប�ង់( )P  កត ត( )1L  េហយ�សបនឹង ( )2L  

។ 

ខ-ចូរសរេសរសមីករប�ង់( )Q  កត ត( )2L  េហយ�សបនឹង ( )1L  

។ 

គ-គណនាចំងយរវងបនា ( )1L  និង ( )2L  ។ 

 

 

ដំេណាះ្រ 



លហំត់ធរណីមា រ្ តថា�១២ 
 

 

 
 
 

េរៀបេរៀងេដយ លឹ ម ផល�ុ  Page 100 

 

ក-សរេសរសមីករប�ង់( )P  កត់ត( )1L  េហយ�សបនងឹ ( )2L   

( )
1
3z

4
4y

9
5x:L1 −

−
=

+
=

+
 

ជាបនា�ត់កត់  )3,4,5(A −− េហយ�សបនងឹ )1,4,9(u1 −

 

( )
3
1z

4
7y

3
1x:L2 −

+
=

−
−

=
+

 

ជាបនា�ត់កត់  )1,7,1(B −−  េហយ�សបនងឹ )3,4,3(u2 −−

 

តង Pn ជាវុិចទរ័ណរ  មា៉ល់ៃនប�ង( )P  កត់ត( )1L  េហយ�សប

នឹង ( )2L  

េគបាន k4j2 4i1 6
343
149

kji
uun 21P







−+−=
−−
−=×=   ។ 

សមីករប�ង់( )P  កត់ត( )1L  េហយ�សបនឹង ( )2L អចស

េសរ ៖ 

           
( )

0)3z(4 8)4y(2 4)5x(1 6:)P(
0)zz(c)yy(b)xx(a:P AAA

=−−+++−
=−+−+−
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ដូចេនះ  ( ) 02 0z6y3x2:P =−+−   ។ 

ខ-សរេសរសមីករប�ង់( )Q  កត់ត( )2L  េហយ�សបនងឹ ( )1L  

   តង Qn ជាវុិចទរ័ណរ  មា៉ល់ៃនប�ង( )Q  កត់ត( )2L  េហយ

�សបនឹង ( )1L  

   េគបាន k4j2 4i1 6nuun P21Q




−+−==×=   ។ 

   សមីករប�ង់( )Q  អចសរេសរតមរូបម ៖ 

            
( )

0)1z(4 8)7y(2 4)1x(1 6:)Q(
0)zz(c)yy(b)xx(a:Q BBB

=+−−++−
=−+−+−

 

    ដូចេនះ ( ) 02 9z6y3x2:Q =++−  ។ 

គ-គណនាចំងយរវងបនា ( )1L  និង ( )2L  

 េគមាន( ) ( )PL1 ⊂  េហយ ( ) ( )QL2 ⊂  ែដល ( ) ( )Q/ /P   

េនាះេគទញប ( ) ( ) ( ))Q(,Ad)Q() ,P(d)L() ,L(d 21 ==  ( េ្រព
)P(A∈  )  
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( )

( ) 7
7
4 9

7
2 9)3(6)4(3)5(2

)L() ,L(d

6)3(2

2 9z6y3x2
)L() ,L(d

21

222
AAA

21

==
++−−−

=

+−+

++−
=

 

 

លហំត់ទ២២ 

េនក�ុងតំរុយអរតូ ណរមា៉ល់មានទិសេដវិ ( )k,j,i,O


 មា

ឯកត�  cm1  

េនេលអក្ស័េគេអយប�( ) 06z2y2x:P =−++  ។  

េគតង C,B,A  ជាចំនុច្របសព�រវងប�( )P ជាមួយអក្ស

( ) ( ) ( )O,O y,O x ។ 

ក. កំនត់កូអរេ័ដេនរៃនចំនុច B,A និង Cរួចសង់ប�ង់( )P  

ខ.សរេសរសមីករបា ៉រ៉ែម៉តៃនបន ( )L កត់តមគOេហយែកង

នឹងប�ង់  

( )P ខងេល  
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គ. គណនាផលគុណវុិចទរ័   →→
× A CA B រួចទញរក្រកឡាៃផ�្រតី

ABC។ 

ឃ. គណនាមាឌេត្រតO A B  រួចទញរកចំងយពីគលO  

េទប�ង់( )A B C   

 

ដំេណាះ្រ 

ក. កំនត់កូអរេ័ដេនរៃនចំនុច B,A និង Cរួចសង់ប�ង់( )P  

េគមាន ( ) 06z2y2x:P =−++  

េប 0z,0y ==  នាំេអ 06x =−  ឬ 6x =  ។ េគបាន  ( )0,0,6A  

។ 

េប 0z,0x ==  នាំេអ 06y2 =− ឬ 3y = ។ េគបាន ( )0,3,0B  ។ 

េប 0y,0x == នាំេអ 06z2 =−  ឬ 3z =  ។ េគបាន  ( )3,0,0C  

។  
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ខ.សរេសរសមីករបា ៉រ៉ែម៉តៃនបន ( )L  

A

B

C

O y

z

x
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 តមរូបមន�( )











∈+=

+=

+=

I Rt,c tzz

b tyy
a txx

:L

O

O

O

 

 េដយបនា�ត ( )L  ែកងនឹងប�ង់ ( ) 06z2y2x:P =−++  

 នាំេអយវុិចទរ័នរមា៉ល់ៃនប�ង់ជាវុិចទរ័្របាប់ទិស    រ បស់ 

 េគបាន ( )2,2,1nu PL ==


 និង ( )0,0,0O  

 ដូចេនះ  ( )










∈=

=
=

I Rt,t2z

t2y
tx

:L  

គ. គណនាផលគុណវុិចទរ័   →→
× A CA B  

 េគមាន ( )0,3,6A B −=
→  និង ( )3,0,6A C−=

→  

 k1j1 8i9
306
036
kji

A CA B




++=
−
−=×

→→

។ 
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 ដូចេនះ   ( )1,1 8,9A CA B =×
→→  ។ 

 គណនា្រកឡាៃផ�្រតីABC◌ៈ 

 តមរូបមន ៖ 
→→

×= AA B.
2
1SA B C  

                 2222 c5,1 31 81 89.
2
1

=++=  

ឃ. គណនាមាឌេត្រតO A B◌ៈ 

 តមរូបមន ៖ 
→→→











×= A.A CA B.

6
1VO A B C  

េដយ ( )1,1 8,9A CA B
→→

×  និង ( )0,0,6A O−
→  

េគបាន 3
O A B C c9005 4.

6
1V =++−=  

ដូចេនះ 3
O A B Cc m9V =  ។ 

ទញរកចំងយពីគលO  េទប�ង់( )A B C◌ៈ 
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េគមាន ( )A;OdS.
3
1V A B CO A B C×=  ែដល  )A B;o(dO H=  

េគបាន  ( )( ) c2
5,1 3
9.3

S
V.3

A B C,0d
A B C

O A B===  ។ 

 

 

 

O

A
C

H
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លហំត់ទ២៣ 

េគេអយគូបA B C  មួយមាន្រទនុងេស1។ 

លំហមានទិសេដតមតំរុយអរតូណរមា៉ល់មានទសិេដវ










 →→→
A E,A D,A B,A   

េគយក I  ជាចំនុចកណ ា�លៃនអង�ត[ ]EF  និង K  ជាផ�ិតកេ

A D H  ។ 

ក. ចូរេផ��ងផា�ត់ថ  →→→
×= I AI GB K  រួចគណនា្រកឡាៃផ�្រតី

IGA  ។ 

ខ. គណនាមាឌេត្រតA B IG រួចទញរកចំងយពីចំនុB េទ

ប�ង់ ( )A IG   

 

 

A B

C

E F

GH

I

K
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ដំេណាះ្រ 

ក-េផ��ងផា�ត់ថ  →→→
×= I AI GB K  

ក�ុងលំហ 








 →→→
A E,A D,A B,A   

េគមា ៖ 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )1,1,0H,1,1,1G,1,0,1F,1,0,0E

0,1,0D,0,1,1C,0,0,1B,0,0,0A
 

េដI  ជាចំនុចកណ ា�លៃនអង�ត[ ]EF  េគបាន 







 +++

2
11,

2
00,

2
10I  

ឬ 





 1,0,

2
1I និង K  ជាផ�ិតកេA D H េនាះវជាចំនុចកណ ា

អង�ត់ [ ]AH  

 េគបា ៖ 
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 





 +++

2
10,

2
10,

2
00K ឬ 








2
1,

2
1,0K  ។ 

េយងបា ៖  ( )1
2
1,

2
1,1B K 






 −=

→

 

េហយ  





 −−=






=

→→
1,0,

2
1I A,0,1,

2
1I G  េគបា ៖ 

→→→→→

→→→

→→

++−=×

−−

=×

A E.
2
1A D.

2
1A BI AI G

10
2
1

01
2
1

A EA DA B
I AI G

 

េគបាន ( )2
2
1,

2
1,1I AI G 






 −×

→→

  

តម( )1  និង  ( )2  េគបា ៖  →→→
×= I AI GB K  ។ 

 

គណនា្រកឡាៃផ�្រតីIGA◌ៈ 
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តមរូបមន ៖ 
→→→

=×= B.
2
1I AI G.

2
1SI G A   

                           4
6

4
1

4
11.

2
1

=++= ឯកតៃផ� 

ខ. គណនាមាឌេត្រតA B IG ៖ 

 តមរូបមន� 
→→→











×= I B.I AI G

6
1VA B I G    

េដយ 





 −=

→
1,0,

2
1I B  និង 






 −=×

→→

2
1,

2
1,1I AI G  

េគបា ៖  6
1

2
10

2
1.

6
1VA B I G =−+−=   ឯកត� មាឌ 

រកចំងយពីចំនុចB េទប�ង់( )A IG  ៖ 

តមរូបមន ៖  ( )( )A,BdS.
3
1V I G AA B I G×=  

នាំេអ ( )( )
I G

A B

S
V3

A I G,Bd =  
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ដូចេនះ   ( )( )
3
6

4
6
6
1.3

A I G,Bd ==  ។ 

 

 

លហំត់ទ២៤ 

ក�ុងតំរុយអរតូណរមា៉ល់ែដលមានទិសេដវិជ� ( )k,j,i,0


 េគេអ

យចំនុច ៖ 

( ) ( )2,4,0B,0,6,0A  និង ( )5,0,2C ។ 

ក. ចូរសង់ចតុមខុ O A B។ 

ខ. គណនាផលគុណវុិចទរ័   →→
× A CA B  រួចគណនា្រកឡាៃផ�្រតី

ABC ។ 

គ.គណនា
→→→











× O.O BO A រួចទញរកមាឌៃនចតុមុO A B។ 
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ឃ. ទញរកចំងយពីចំនុOេទប�ង់( )A B C ។ 

ង.សរេសរសមីករប�ង( )A B C ។ 

 

ដំេណាះ្រ 

ក. សង់ចតុមុខ O A B  

( ) ( )2,4,0B,0,6,0A  និង ( )5,0,2C  

 

 

 

 

 

 

 

 

B

C

z
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ខ. គណនាផលគុណវុិចទរ័   →→
× A CA B  ៖ 

 េគមាន ( )2,2,0A B −=
→  និង ( )5,6,2A C −=

→  

 េគបាន  k.4j.4i.2
562
220

kji
A CA B





−−−=
−

−=×
→→

 

 ដូចេនះ   ( )4,4,2A CA B −−−=×
→→  ។ 
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 គណនា្រកឡាៃផ�្រតីABC◌ៈ 

 ( ) ( ) ( ) 3442.
2
1A CA B.

2
1S 222

A B C =−+−+−=×=
→→

។ 

 ដូចេនះ 3SA B C=  ឯកតៃផ�  

គ.គណនា
→→→











× O.O BO A  ៖ 

 េគមាន ( ) ( ) ( )5,0,2O,0,2,4O B,0,6,0O A
→→→  

 េគបាន   k.2k.2 4j.0i.0
024
060
kji

O BO A




=−−==×
→→

 

 ដូចេនះ   12 4.5O C) .O BO A( ==×
→→→ ។ 

 ទញរកមាឌៃនចតុមុO A B◌ៈ 

 តមរូបមន� .
6
1VO A B C=

→→→











× O.O BO A  
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 ដូចេនះ 21 2
6
1VO A B C =×=  ឯកតមា 

ឃ. ទញរកចំងយពីចំនុOេទប�ង់( )A B C ៖ 

តង ( ))A B(,Od ជាចំងយពីចំនOេទប�ង់( )A B Cនាំឱ្យវជ

ស់ 

ៃន ចតុមុខ O A B  

តមរូបមន� ( ))A(OdS.
3
1V A B CO A B C×= ។ 

នាំឱ្ ( ) 2
3
2 0.3

S
V.3)A B C(,Od

A B C

O A B===  ឯកត�្របែវ  

ង.សរេសរសមីករប�ង( )A B C◌ៈ 

តងn


 ជាវុិចទរ័ណរ  មា៉ល់ៃនប�ង( )A B Cនាំឱ្

( )4,4,2A CA Bn −−−×=
→→

  

តមរូបមន�( ) ( ) ( ) ( ) 0zzcyybxxa:A B C AAA =−+−+−  

                     
( ) ( ) ( ) ( )
( ) 01 2z2y2x:A B C

00z46y40x2:A B C
=−++

=−−−−−−
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ដូចេនះ ( ) 01z2y2x:A B C =−++ ។ 

 

លហំត់ទ២៥ 

ក�ុងតំរុយអរតូណរមា៉ល់ែដលមានទិសេដវិជ� ( )k,j,i,0


 េគេអ

យចំនុច  

 ( ) ( ) ( )3,2,2C,1,0,2B,2,0,0A  និង ( )4,2,0D  ។ 

ក.េដចំនុច C,B,A  និង D រួចបង �ញថាចតុេកA B C  ជ

្របេលឡូ្រក 

ខ. គណនាផលគុណវុិចទរ័   →→
× A DA B  គណនា្រកឡាៃផ�្រប

្រកA B C ។ 

គ.សរេសរសមីករប�ង( )A B Cនិងសមីករបា ៉រ៉ែម៉ រ្ តបន( )L ែកង

នឹងប�ង ់

( )A B C្ រតងD។ 
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ឃ. កំនត់កូអរេដេនៃនចំនុចE េបេគដឹងថា 









×=

→→→
A DA B

2
1A E  

។ 

ង. គណនាមាឌរបស់្រពីស្រតង់ែដលមានក[ ]AE  និងបាត

ចតុេកណA B C   

 

 

ដំេណាះ្រ 

ក.េដចំនុច C,B,A  និង D រួចបង �ញថាចតុេកA B C  ជ

្របេលឡូ្រ ៖          

    ( ) ( ) ( )3,2,2C,1,0,2B,2,0,0A  និង ( )4,2,0D  ។ 

េគមាន  ( )ABABAB zz,yy,xxA B −−−
→   

និង ( )CDCDCD zz,yy,xxC D −−−
→  
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នាំឱ្យ  ( )1,0,2A B −=
→  និង ( )1,0,2D C −=

→  

េដយ →→
= D CA B  ( កូអរេដេនដូចគា ) 

ដូចេនះ ចតុេកណA B C  ជា្របេលឡូ្រ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A

B

C

Dz

yo
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ខ.គណនាផលគុណវុិចទរ័   →→
× A DA B  គណនា្រកឡាៃផ�្រប

្រកA B C ◌ៈ 

េគមាន ( )1,0,2A B −=
→  និង ( )2,2,0A D=

→  

េគបាន  k.4j.4i.2
220
102

kji
A DA B





+−−=−=×
→→

 

ដូចេនះ   ( )4,4,2A DA B −−=×
→→  ។ 

តមរូបមន�្រកឡាៃផ�្របេលឡូA B C ◌ៈ 

 ( ) ( ) ( ) 6442S 222
A B C D =+−+−=  ( ឯកត�្រកឡាៃ ) ។ 

គ.សមីករប�ង( )A B Cនងិសមីករបា ៉រ៉ែម( )L ែកងនឹងប�ង់( )A B C

្រតងD 
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េដយA B C  ជា្របេលឡូ្រកមេនាះបួនច D,C,B,A  េនក�ុងប

ង់ែតមួយ។ 

តង →
n  ជាវុិចទរ័ណរ  មា៉ល់ៃនប�ង( )A B Cេនាះេគបា 

( )4,4,2A DA Bn −−×=
→→→  

សមីករប�ង់( )A B C អចសរេសរតមរូបម ៖ 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )
( ) 08z2y2x:A B C

01 6z4y4x2:A B C
04z40y40x2:A B C

0zzcyybxxa:A B C AAA

=−+−−
=−+−−

=−+−−−−
=−+−+−

 

 

ម៉្យោងេទៀតត →
u ជាវុិចទរ័្របាប់ទិស  ( )L ែកងនងឹប�ង់( )A B C

្រតងD◌ៈ 

េគបាន ( )4,4,2A DA Bu −−=×=
→→→  
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តមរូបមន�( )











∈+=

+=
+=

I Rt,c tzz

b tyy
a txx

:L

D

D

D

 

ដូចេនះ       ( )










∈+=

−=
−=

I Rt,t44z

t42y
t2x

:L  

ឃ. កំនត់កូអរេដេនៃនចំនុចE េបេគដឹងថា 









×=

→→→
A DA B

2
1A E   

តង  ( )EEE z,y,xE  ។ េគមាន ( )2z,y,xA E EEE −=
→  

និង ( )4,4,2A DA B −−=×
→→  

េដ 









×=

→→→
A DA B

2
1A E នាំឱ្









=−
−=

−=

22z
2y
1x

E

E

E

 ឬ 








=
−=
−=

4z
2y
1x

E

E

E

 

ដូចេនះ   ( )4,2,1E −−  ។ 



លហំត់ធរណីមា រ្ តថា�១២ 
 

 

 
 
 

េរៀបេរៀងេដយ លឹ ម ផល�ុ  Page 123 

 

 

 

លហំត់ទ២៦ 

ក�ុងតំរុយអរតូនរមា៉ល់មានទិសេដវិជ� ( )k,j,i,0


 

 ( េគយកឯកត cm1  េនេលអក្ស)។ 

េគឱ្យបីចំនុច ( ) ( ) ( )4,1,5C,3,1,3B,3,2,1A −−  ។ 

ក-កំនត់កូអរេដេនវុិចទរ័   →
AB  និង 

→
AC  រួចកំនត់តំៃលកសូុីនូស 

 ៃនមុំរវងវុិចទរ័ពីរេនះ    

ខ-គណនាផលគុវុិចទរ័   →→
× A CA B  រួចទញថាបីចំនុ C,B,A មិនរត់

្រតង់គា�  

គ-គណនា្រកឡាៃផ�្រតីABC ។ 

ឃ-កំនត់សមីករប�ង់( )A B C ។ 
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ង-គណនាមាឌេត្រតA B CទញរកចំងយពីចំនុDេទប�ង់

( )A B C។ 

ដំេណាះ�ស 

ក-កំនត់កូអរេដេនវុិចទរ័   →
AB  និង 

→
AC   

េគមាន ( ) ( ) ( )4,1,5C,3,1,3B,3,2,1A −−  

េគបាន ( )0,1,2A B=
→  និង ( )1,3,4A C=

→  ។ 

កំនត់តំៃលកសូុីនូសៃនមុំរវងវុិចទរ   →
AB  និង 

→
AC  ៖ 

តមរូបមន� 2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

zyx.zyx
zzyyxxc o s

++++

++
=θ  

     1
11 1

1 3 0
1 1

2 6.5
038c o s ==

++
=θ  

ខ-គណនាផលគុណៃនវុិចទរ័   →→
× A CA B  ទញថាបីចំនុ C,B,A

មិនរត់្រតង់គា  
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េគបាន k.2j.2i
134
012
kji

A CA B




+−==×
→→

 

ដូចេនះ ( )2,2,1A CA B −×
→→  ។ 

េដយ 0A CA B


≠×
→→  នាំឱ្យវុិចទ   →

AB  និង 
→
AC មិនកូលីេនែអ ៊គា  

នាំឱ C,B,A មិនរត់្រតង់គា  

គ-គណនា្រកឡាៃផ�្រតីABC  

  5,1
2
3441

2
1A CA B.

2
1SA B C ==++=×=

→→

 ( ឯកតៃផ�) 

។ 

ឃ-កំនត់សមីករប�ង់( )A B C  

 តង n


 ជាវុិចទរ័ណរ  មា៉ល់របស់ប�ង( )A B C 

 េគបាន ( )2,2,1A CA Bn −=×=
→→

  

 តមរូបមន�( ) ( ) ( ) ( ) 0zzcyybxxa:A B C AAA =−+−+−  
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( ) ( ) ( )

01 1z2y2x
03z22y21x.1

=−+−
=−++−−

 

 ដូចេនះ   ( ) 01z2y2x:A B C =−+−  ។ 

ង-គណនាមាឌេត្រតA B C  

តមរូបមន� 
→→→











×= A.A CA B.

6
1VA B C D   

េដយ ( ) ( )1,1,2D,3,2,1A −  នាំឱ្ ( )2,3,1A D −=
→   

េហយ  ( )2,2,1A CA B −=×
→→  

េគបាន  5,1
2
3

6
9461.

6
1VA B C D ===−−=  (ឯកតមា)។ 

 

ទញរកចំងយពីចំនុDេទប�ង់( )A B C◌ៈ 

តងhជាកំពស់របស់េត្រតែA B C ែដលគូសេចញពីកំពូល D

េទប�ង់ប 
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នាំឱ្ ( )( )A B,Ddh =  ជាចំងយពីចំនុDេទប�ង់( )A B C។ 

តមរូបមន� ( )( )A,DdS.
3
1hS.

3
1V A B CA B CA B C D ×=×=  

នាំឱ្យ ( )( ) 3
5,1
5,1.3

S
V.3

A B C,Dd
A B C

A B C===   ( ឯកត្របែវ) ។ 
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ជំពូកទី៤ 

លហំត់អនុវត�ន 

ជំពូកទី៥ 

សេង�បរបូមន�សខំន  
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