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អារពមណ៍ទថា 

 

    ស្ៀវសៅវិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែលស្ែលសោកអ្នកកំពុងសមើលស ោះគឺជាស្ៀវសៅមួយស្ែល

សកើតសេញពីការខិតខំស្រសាវស្រជាវរប្់ខ្ញំអ្្់ពីកំោងំេិតត  ិង កាយរប្់ខ្ញំបាទផ្ទា ល់សែើមបីរិោះរក ូវវិធីសាស្រ្តល អៗ

្ំរាប់្ំរួលែល់ការ្ិការប្់សោកអ្នកសោយកា ់ស្តយល់េា្់ ។    

     ខ្ញំបាទ្ងឈឹមថា  ស្ៀវសៅមួយកាលស ោះោេសធវើជាមាគាែ៏ល អមួយែល់សោកអ្នកកនញងការស ោះស្រសាយ ូវបញ្ហា

រាល់លំហាត់ស្ែលទាក់ទង ឹង ែំស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែល បា យ៉ា ងឆាប់រហ័្ ។ 

     សទាោះជាយ៉ា ង កតី រាល់ពាកែសពេ ៍  ិង ការ្រស្រោេ ឹងឆាគ ំឆ្គង ឬ មា កំហុ្ខលោះស យអ្សេតនា     

សោយខ្ញំ្ូមអ្ភ័យសទា្ទុកជាមុ េងេុោះ ។ 

      ខ្ញំបាទរីករាយទទួលយករាល់មតិសយបល់រិោះគ ់រប្់សោកអ្នកកនញង ័យសាា បនារាល់កំហុ្ឆ្គងស្ែលសកើត

មា សៅកនញងស្ៀវសៅមួយស ោះជា ិេ ច ។ 

      ខ្ញំបាទ្ូមអ្រគុណែល់ ស្រពោះមាតាបិតា ជីែូ ជីតា ស្ែលបា េគត់េ គង់សោយខ្ញំបាទបា សរៀ ្ូស្រត 

រហូតែល់មា ថៃ្ ងស ោះ    ិង  ្ ូមអ្គុណែល់សាស្រសាត ចារែទំាងអ្្់ស្ែលបា បង្ហា ត់បសស្រងៀ ខ្ញំសោយមា េំស ោះែឹង

សែើមបីកាល យជាពលរែឋល អមួយរូបសៅកនញង្ងគម ។ 

      ជាេុងសស្រកាយខ្ញំបាទ្ូមស្រប្ិទធពរជ័យែល់អ្នកមា គុណទំាងអ្្់សោយជូបស្តស្េកតី្ុខ ស្េកតីេំសរី  

 ិងជួប ូវពុទធពរបួ ស្របការគឺ ោយុ វណណៈ ្ុខៈ  ិង ពលៈ កុំបីឃ្លល ងឃ្លល តស ើយ ៕ 
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I. ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែល Differenttial Equation (DE) 

1. Introduction to DE 

                    
             ្មីការឌីសេរង់៉ស្្ែលជាសាខាែ៏្ំខា ់មួយថៃ គណតិវិទា ស្ែលបា អ្ ុវតតចាប់តាងំពសីបើក្សមាព ធែំបូងសៅ 

 ពាក់ក ត ល្តវតសទី 17 ។ ស្របវតតិសាស្រ្តរប្់វាស្រតូវបា សគ្ិកាយ៉ា ងេា្់ស យកិេ ចស្របជុំមួយសៅ្តវតសទី  20 ។   

 កិេ ចស្របជុសំ ោះស្រតវូបា សគរកស ើញថា ស្េ នកែ៏្ំខា ់ថៃ ្មីកាឌីសេរង៉់ស្្ែលស្រតូវបា រកស ើញស យសោក   
 Newton   ិង  Leibniz សៅកំលុងឆាន ំ 1950 ។  

                                ្មីការឌីសេរង់៉ស្្ែលសែើរតួនាទីយ៉ា ង្ំខា ស់ៅកនញងវិ្័យ វិ្វកមម  រូបវិទា  ស្ែឋកិេ ច   ិងស្របព័ ធទូគមនាគម ៍ 

 សេសងៗ ។  ្មីការស ោះស្រតវូបា សគយកសៅសស្របើស្របា្់កនញងការវិគបគស្របព ័ ធែំសណើរការសេសងៗជាសស្រេើ ែូេជា ៖ 

• ស្ៀគវីអ្គគិ្ ី 

• ស្ៀគវីសអ្ ិេស្រត ូិក 

• ស្របព័ ធសមកា ិេ 

• បញ្ហា កំសណើ    ិង ការបំស្បក 

• បញ្ហា ព លឺ 

• បញ្ហា ្ីតុណាគបព 

• គ លង Orthogonal 

• េលនាទនាល ក់ែំុអ្ង គធាត ុ-ល- ។ 

1 សរៀបសរៀងស យ ិ្សិត សា៊ា   សាសវឿង 



I. ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែល Differenttial Equation (DE) 

2.   ិយម ័យ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែល 

            Definition :        
            A differential equation is a mathematical equation for an unknown function of one or several variables 

that relates the values of the function itself and its derivatives. 

1.    
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −2𝑥𝑦 + 𝐶𝑜𝑠(3𝑥) 

2 .    
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑎

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑏𝑦 = 𝑆𝑖𝑛 𝜔𝑥  

3 .    
𝑑2𝜃

𝑑𝑥2
+ 𝑘𝑠𝑖𝑛 𝜃 = 0 

4 .    
𝜕2𝑢

𝑑𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝑑𝑦2
= 0 

2 

For examples : 
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I. ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែល Differenttial Equation (DE) 

 ្មីកាឌីសេរង៉់ស្្ែលស្រតវូបា សគស្េកជាពរីស្េ នកគឺ  Ordinary differential equations (ODE)   ិង 

     Partial differential equations ។ 

a. Ordinary Differential Equations 

            Definition :        
           An ordinary differential equation (ODE) is an equation that relates a function y(x) to some of its 

derivatives   𝑦(𝑟) 𝑥 = 𝑑𝑟𝑦/𝑑𝑥𝑟  . It is usual to call x the independent variable  

and y the dependent variable.  

1.    
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −2𝑥𝑦 + 𝑥3 

2 .    
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
− 4

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 3𝑦 = 𝑦3𝑆𝑖𝑛 6𝑥  

3 .    
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑘𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑦 = 𝑥2 

3 

For examples : 
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I. ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែល Differenttial Equation (DE) 

Ordinary DE ស្េកសេញជាពីរសទៀតគឺ  Linear DE and Non-linear DE  

          ជាទូសៅ : 

𝑎𝑛 𝑥 𝑦(𝑛) + 𝑎𝑛;1 𝑥 𝑦(𝑛;1) +⋯ ∙ +𝑎1 𝑥 𝑦′ + 𝑎𝑜 𝑥 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

        ស្ែល  𝑎𝑛;  𝑎𝑛;1;  ⋯ ∙; 𝑎𝑜 𝑥   ិង  f  ជាអ្ ុគ ៍យ៉ា ងសស្រេើ ថៃ អ្ស្រ  x ស្តមួយ សៅថា Linear DE ។ 

       សស្រៅពីស ោះជា Non-linear DE ។ 

1.    
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑥3

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− sin 2𝑥 𝑦 = 𝑒3𝑥         ;        2.     

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑥2 sin

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑥𝑦 = 0 

3.    𝑦𝑥′′ + 5𝑥2𝑦′ −
2

1 + 𝑥2
𝑦 = ln 3𝑥      ;      4.     𝑦′′ + 4𝑥𝑦′ − ln 𝑥 𝑦2 = 0 

Example 1 and 3 are Linear DEs and example 2 and 4 are Non-linear DEs. 

4 

For examples : 
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I. ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែល Differenttial Equation (DE) 

b. Partial Differential Equations 

                    u is dependent variable and x and  y are independent variables, this is partial differential equation. 
 For examples : 

1 .    
𝜕2𝑢

𝑑𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝑑𝑦2
= 0 

2 .    
𝜕4𝑢

𝑑𝑥4
+
𝜕4𝑢

𝑑𝑡4
= 0 

5 

- Order of Differential Equations 

           The order of the differential equation is order of the highest derivative in the differential equation.  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥 + 3                                                              1 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 3

𝑑𝑦

𝑑𝑥

3

+ 9𝑦 = 0                                       2 

𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
+ 𝑥3

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦4 − ln 𝑥 = 0                              3 

Differential Equations          Order 
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I. ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែល Differenttial Equation (DE) 

6 

- Degree of Differential Equations 

               The degree of a differential equation is power of the highest order derivative term in the 

  differential equation. 

Differential Equations          Degree 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 2𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 5𝑦 = 0                                         1 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 3

𝑑𝑦

𝑑𝑥

5

+ 9𝑥𝑦 = 0                                   1 

𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
+ 𝑥3

𝑑4𝑦

𝑑𝑥4

5

+ 𝑦4 − ln 𝑥 = 0                  5 

For Examples 
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I. ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែល Differenttial Equation (DE) 

7 

3. េំសលើយ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែល  ិង Initial Value Problem (IVP) 

ឧទាហរណ៍     េូរសេ ាៀងផ្ទា ត់ថា 𝑓 𝑥 = 𝑐1 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝑐2𝐶𝑜𝑠(𝑥) ជាេំសលើយថៃ ្មីការ  𝑦
′′ + 𝑦 = 0 

សយើងបា  

𝑓′ 𝑥 = 𝑐1 𝐶𝑜𝑠 𝑥 − 𝑐2𝑆𝑖𝑛 𝑥  
𝑓′′ 𝑥 = −𝑐1 𝑆𝑖𝑛 𝑥 − 𝑐2𝐶𝑜𝑠 𝑥  
𝑓′′ 𝑥 + 𝑓 𝑥 = 𝑐1 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝑐2𝐶𝑜𝑠 𝑥 + −𝑐1 𝑆𝑖𝑛 𝑥 − 𝑐2𝐶𝑜𝑠 𝑥  

𝑓′′ 𝑥 + 𝑓 𝑥 =0 

ែូសេ នោះ 𝑓 𝑥 = 𝑐1 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝑐2𝐶𝑜𝑠 𝑥  ពិតជាេំសលើយថៃ ្មីការ  𝑦′′ + 𝑦 = 0 

    + េំសលើយ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែល 

               y=f(x) ជាេំសលើយ្មីការឌសីេរង៉់ស្្ែលលោុះស្រតាស្ត y សេ ាៀងផ្ទា ត់្មីការសនាោះ។ 

សរៀបសរៀងស យ ិ្សិត សា៊ា   សាសវឿង 
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    + Initial Value Problem (IVP) 

              DE លំ ប់ n មា  n ​auxiliary conditions​មា ទំរង់   

 𝑦 𝑥𝑜 = 𝑦𝑜;  𝑦′ 𝑥𝑜 = 𝑦1 ;  ⋯ ; 𝑦(𝑛;1) 𝑥𝑜 = 𝑦𝑛;1   ស្ែល    𝑦𝑜; 𝑦1;  ⋯ ; 𝑦𝑛;1  ជាេំ ួ ស្រ  

សៅថា Initial Value Problem (IVP)។ 

Example  Solve the IVP  𝑦′′ = 𝑒;3𝑥;   𝑦′ 0 = − 1
3 ;    𝑦 0 = 1 

𝑦′′ = 𝑒;3𝑥 ⇒ 𝑦′ =  𝑒;3𝑥𝑑𝑥 = −
1

3
𝑒;3𝑥 + 𝑐1 

⇒ 𝑦 =  −
1

3
𝑒;3𝑥 + 𝑐1 𝑑𝑥 =

1

9
𝑒;3𝑥 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2 

សយើងបា  

សយើងមា  

𝑦 0 = 1 ⇒
1

9
+ 𝑐2 = 1 ⇔ 𝑐2 =

8

9
 

𝑦′ 0 = −
1

3
⇒ −

1

3
+ 𝑐1 = −

1

3
⇔ 𝑐1 = 0 

ែូសេ នោះ 𝑦 =
1

9
𝑒;3𝑥 +

8

9
 ជាេំសលើយថៃ ្មីការ 

សរៀបសរៀងស យ ិ្សិត សា៊ា   សាសវឿង 



II. ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែលលំ ប់ 1 (First-Order Differenttial Equation)  

9 

1. ទំរង់្មកីារឌីសេរង៉់ស្្ែលល ំប់ 1 First-order DE form 

. Derivative form : 

𝑎1 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎𝑜 𝑥 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

. Differential form : 

𝑀 𝑥 𝑑𝑦 + 𝑁 𝑥 𝑦𝑑𝑥 + 𝑃 𝑥 𝑑𝑥 = 0 

. General form : 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓 𝑥, 𝑦    𝑜𝑟    𝑓 𝑥, 𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 

សស្រៅពីស ោះសៅមា ទំរង់សេសងៗសទៀតស្ែលសយើង ឹងសលើកយកមក្ិកា  ិង សធវើការស ោះស្រសាយវា ។ 

សរៀបសរៀងស យ ិ្សិត សា៊ា   សាសវឿង 
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1.  វិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មកីារឌីសេរង៉់ស្្ែលល ំប់ 1 

a.   The Seperable DE  

  ្ មីការ  Seperable DE​មា ទំរង់ : 𝑃(𝑦)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝐹(𝑥) 

សែើមបីស ោះស្រសាយសគស្រតវូ ៖ 

 𝑃(𝑦)𝑑𝑦 =  𝐹(𝑥) 𝑑𝑥 

Ex : ស ោះស្រសាយ្មីការ  DE:  −𝑥2𝑦4𝑑𝑥 + 𝑦2 + 2 𝑒3𝑥𝑑𝑦 = 0 

គុណ្មីការ ឹង  𝑒;3𝑥𝑦;4 សយើងបា ៈ 

−𝑥2𝑒;3𝑥𝑑𝑥 + 𝑦2 + 2 𝑦;4𝑑𝑦 = 0 

⇒  𝑦;2 + 2𝑦;4 𝑑𝑦 =  𝑥2𝑒;3𝑥𝑑𝑥 

⇒ −𝑦;1 −
2

3
𝑦;3 =  𝑥2𝑒;3𝑥𝑑𝑥 

សែរីសវប តបនាា ប់ថៃ     ោងំសតស្រកាលប តបនាា ប់ថៃ  
𝑥2                                                      𝑒;3𝑥 

2𝑥                                              −
1

3
𝑒;3𝑥 

2                                                
1

9
𝑒;3𝑥 

            0                            −
1

27
𝑒;3𝑥 

 

 𝑥2𝑒;3𝑥𝑑𝑥 = −
1

3
𝑥2 +

2

9
𝑥 −

2

27
𝑒;3𝑥 + 𝑐 

+ 

− 

+ 

ែូសេ នោះ 

9

𝑦
+

6

𝑦3 = −
1

3
𝑥2 +

2

9
𝑥 −

2

27
𝑒;3𝑥 + 𝑐 

សរៀបសរៀងស យ ិ្សិត សា៊ា   សាសវឿង 
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Ex: ស ោះស្រសាយ្មីការ 

1.  3𝑦′ + 6𝑦 = 0 

2.  2𝑦2𝑑𝑥 + 𝑦2 + 2 𝑒2𝑥𝑑𝑦 = 0 

3.  𝑦2 − 1 𝑑𝑥 + 2𝑥𝑑𝑦 = 0   

b.​ The First-Order Homogeneous DE  

 សបើ  𝑓 𝑥, 𝑦  ជាអ្ ុគម ៍  Function Homogeneous  Of dergee n  ស្ែល 𝑛 ∈ 𝐼𝑅  

     លុោះស្រតាស្ត 𝑓 𝑡𝑥, 𝑡𝑦 = 𝑡𝑛𝑓(𝑥, 𝑦) ។ 

Ex: សគមា   𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥6 + 𝑦6 ⇒ 𝑓 𝑡𝑥, 𝑡𝑦 = 𝑡𝑥 6 + 𝑡𝑦 6 = 𝑡3 𝑥6 + 𝑦6 

⇒ 𝑓 𝑡𝑥, 𝑡𝑦 = 𝑡3𝑓 𝑥, 𝑦  ជា្មីការ  Homogeneous Of dergee 3 

 ្មីការ The First-Order Homogeneous DE មា រាង   

     𝑀 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = 0  ស្ែល  𝑀  ិង 𝑁 ជាអ្ ុគម ៍អ្ូម៉ាូស្ហស ែឺសស្រកទ ី𝑛  ែូេគាន  ។ 

 វិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែលលំ ប់ 1 

េំសលើយ 

1.  𝑦 = 𝑒;2𝑥 

2.  𝑦 + 𝑦;1 = 𝑒;2𝑥 + 𝑐 

3.  
𝑦:1

𝑦:1
= 𝑒𝑐 𝑥    

សរៀបសរៀងស យ ិ្សិត សា៊ា   សាសវឿង 
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រសបៀបទី១ ៖ 

តាង 𝑦 = 𝑢𝑥 ស្ែល  𝑢 ជាអ្ស្រោស្រ្័យ្ មី​  

  ជំ ួ្េូល្មីការសែើមបីសោយ្មីការកាល យជាទំរង ់ Separable DE ។ 

𝑦 = 𝑢𝑥 ⇒ 𝑑𝑦 = 𝑢𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑢 
𝑀 𝑥, 𝑥𝑢 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑥𝑢 𝑢𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑢 = 0 

⇔ 𝑥𝑛𝑀 1, 𝑢 𝑑𝑥 + 𝑥𝑛𝑁 1, 𝑢 𝑢𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑢 = 0 

⇔ 𝑀 1, 𝑢 + 𝑢𝑁 1, 𝑢 𝑑𝑥 + 𝑥𝑁 1, 𝑢 𝑑𝑢 = 0 

⇔
𝑁 1, 𝑢

𝑀 1, 𝑢 + 𝑢𝑁 1, 𝑢
𝑑𝑢 = −

1

𝑥
𝑑𝑥 

⇔  
𝑁 1, 𝑢

𝑀 1, 𝑢 + 𝑢𝑁 1, 𝑢
𝑑𝑢 = − 

1

𝑥
𝑑𝑥 

⇔  
𝑁 1, 𝑢

𝑀 1, 𝑢 + 𝑢𝑁 1, 𝑢
𝑑𝑢 = −𝑙𝑛 𝑥 + 𝑐 

ជា្មីការោេរកេំសលើយបា តាមទំរង់  Separable DE ។ 

 វិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែលលំ ប់ 1 

សែើមបីរកេំសលើយសគស្រតវូៈ 

សរៀបសរៀងស យ ិ្សិត សា៊ា   សាសវឿង 
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រសបៀបទ២ី ៖ 

ទាញ្មីការ 𝑀 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = 0 ជាទំរង ់

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑀(𝑥, 𝑦)

𝑁(𝑥, 𝑦)
= 𝑓 𝑥, 𝑦  

ជា្មីការ The First-Order Homogeneous DE  ស្ែល  𝑓  ជាអ្ ុគម ៍ Homogeneous degree zero ។ 

បំស្លង្មកីារ dy/dx = f(x,y) សៅជាទំរង់ 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝐹

𝑦

𝑥
 

តាង  𝑉 =
𝑦

𝑥
⇒

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑉 + 𝑥

𝑑𝑉

𝑑𝑥
  

𝑉 + 𝑥
𝑑𝑉

𝑑𝑥
= 𝐹 𝑉 ⇔

𝑑𝑉

𝐹 𝑉 − 𝑉
=

𝑑𝑥

𝑥
 

⇒  
𝑑𝑉

𝐹 𝑉 − 𝑉
=  

𝑑𝑥

𝑥
 

⇒  
𝑑𝑉

𝐹 𝑉 − 𝑉
= 𝑙𝑛 𝑥 + 𝑐 

ជា្មីការោេស ោះស្រសាយបា តាមទំរង់ ្មីការ Seperable DE ​​ ។ 

 វិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែលលំ ប់ 1 

សរៀបសរៀងស យ ិ្សិត សា៊ា   សាសវឿង 
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 វិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែលលំ ប់ 1 

Ex: ស ោះស្រសាយ្មីការ 𝑥2 + 𝑦2 𝑑𝑥 + 𝑥2 − 𝑥𝑦 𝑑𝑦 = 0 

  រសបៀបទ១ី   

  សគមា   𝑀 = 𝑥2 + 𝑦2  ិង  𝑁 = 𝑥2 −𝑥𝑦 ជាអ្ ុគម ៍អ្ូម៉ាូស្ហស ែឺសស្រកទី 2  ែូេគាន  ។ 

 តាង 𝑦 = 𝑢𝑥 ⇒ 𝑑𝑦 = 𝑢𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑢 ⇔ 𝑥2 + 𝑥2𝑢2 𝑑𝑥 + 𝑥2 − 𝑥2𝑢 𝑢𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑢 = 0 

                  ⇒ 𝑥2 1 + 𝑢2 𝑑𝑥 + 𝑥2 1 − 𝑢 𝑢𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑢 = 0 

                  ⇒ 1 + 𝑢2 𝑑𝑥 + 1 − 𝑢 𝑢𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑢 = 0 

                   ⇒
1 − 𝑢

1 + 𝑢
𝑑𝑢 +

1

𝑥
𝑑𝑥 = 0 ⇔  

𝑢 − 1

1 + 𝑢
𝑑𝑢 =  

1

𝑥
𝑑𝑥 

                   ⇒  𝑑𝑢 +  
−2

1 + 𝑢
𝑑𝑢 =  

1

𝑥
𝑑𝑥 

                   ⇒ 𝑢 − 2𝑙𝑛 1 + 𝑢 = 𝑙𝑛 𝑥 + 𝑐 

                   ⇒
𝑦

𝑥
− 2𝑙𝑛 1 +

𝑦

𝑥
− 𝑙𝑛 𝑥 = 𝑐 ⇔ 𝑙𝑛 1 +

𝑦

𝑥
𝑥

2

=
𝑦

𝑥
− 𝑐 

                   ⇒ 𝑥 + 𝑦 2 = 𝑒;𝑐 . 𝑥𝑒
𝑦

𝑥  

សរៀបសរៀងស យ ិ្សិត សា៊ា   សាសវឿង 
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  វិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែលលំ ប់ 1 

សគមា  

𝑥2 + 𝑦2 𝑑𝑥 + 𝑥2 − 𝑥𝑦 𝑑𝑦 = 0 

⇒
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑥2 + 𝑦2

𝑥𝑦 − 𝑥2
=

1 +
𝑦
𝑥

2

𝑦
𝑥
− 1

   (∗) 

តាង  
𝑢 =

𝑦

𝑥
⇒ 𝑑𝑦 = 𝑥

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑢 

ជំ ួ្កនញង (∗) សគបា  

𝑢 + 𝑥
𝑑𝑢

𝑑𝑥
=

1 + 𝑢2

𝑢 − 1 
⇔ 𝑥

𝑑𝑢

𝑑𝑥
=

1 + 𝑢2

𝑢 − 1 
− 𝑢 

⇔ 𝑥
𝑑𝑢

𝑑𝑥
=

1 + 𝑢

𝑢 − 1
⇔  

𝑢 − 1

𝑢 + 1
𝑑𝑢 =  

1

𝑥
𝑑𝑥  

⇔  𝑑𝑢 − 2 
1

𝑢 + 1
𝑑𝑢 =  

1

𝑥
𝑑𝑥 ⇔ 𝑢 − 2𝑙 𝑛 1 + 𝑢 = 𝑙𝑛 𝑥 + 𝑐 

⇔
𝑦

𝑥
− 2𝑙 𝑛 1 +

𝑦

𝑥
− 𝑙𝑛 𝑥 = 𝑐 ⇔ 𝑙𝑛 1 +

𝑦

𝑥
𝑥

2

=
𝑦

𝑥
− 𝑐 

⇒ 𝑥 + 𝑦 2 = 𝑒;𝑐 . 𝑥𝑒
𝑦

𝑥  

រសបៀបទ២ី 

សរៀបសរៀងស យ ិ្សិត សា៊ា   សាសវឿង 
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  វិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែលលំ ប់ 1 

c.   The Exact  DE 

-  ិយម ័យ ៖  សបើ្មីការមួយ ជា ្មីការ  The Exact  DE កាល វា 

មា ឌីសេរង៉ស្្ែលពតិថៃ អ្ ុគម ៍  𝑈(𝑥, 𝑦) ស្ែល 

𝑀 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 =
𝜕𝑈

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑈

𝜕𝑦
𝑑𝑦 = 0 

- ស្រទឹ្តីបទ ៖  សបើ្មីការមួយ ជា្មីការ  The Exact  DE លុោះស្រតាស្ត 

  𝑀 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = 0   &   
𝜕𝑀

𝜕𝑦
=

𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

្ស្រមាយបញ្ហា ក់ៈ  

 តាម ិយម ័យ្មីការ The Exact  DE 

𝑀 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 =
𝜕𝑈

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑈

𝜕𝑦
𝑑𝑦 = 0 

⇒
𝜕𝑈

𝜕𝑥
= 𝑀 𝑥, 𝑦    & 

𝜕𝑈

𝜕𝑦
= 𝑁 𝑥, 𝑦     

⇒
𝜕𝑀

𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑈

𝜕𝑥
=

𝜕2𝑈

𝜕𝑦𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑈

𝜕𝑦
=

𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

⇒
𝜕𝑀

𝜕𝑦
=

𝜕𝑁

𝜕𝑥
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  វិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែលលំ ប់ 1 

- សេ ាៀងផ្ទា ត់ថា     

𝜕𝑀

𝜕𝑦
=

𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

- តាម ិយម ័យ     

𝑀 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 =
𝜕𝑈

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑈

𝜕𝑦
𝑑𝑦 = 𝑑𝑈 = 0 

                       ⇔ 𝑈 𝑥, 𝑦 = 𝑐 
សនាោះសគបា ៈ 

𝜕𝑈

𝜕𝑥
= 𝑀 𝑥, 𝑦  ∶  (1)

𝜕𝑈

𝜕𝑦
= 𝑁 𝑥, 𝑦   ∶  (2)

 

តាម ​ (2) នាឲំ  𝜕𝑈 = 𝑁 𝑥, 𝑦 𝜕𝑦   ឬ សគោេ្រស្រ   𝜕𝑈 = 𝑁𝜕𝑦 

⇒ 𝑈 =  𝑁𝜕𝑦 + 𝑕 𝑥  ∶ (∗) 

យក  (*)  ជួ្េូល  (1)  សនាោះសគោេរកេំសលើយ្មីការបា  ។ 
 រកក៏ តាម(1) នាឲំ  𝜕𝑈 = 𝑀 𝑥, 𝑦 𝜕𝑥  ឬ សគោេ្រស្រ   𝜕𝑈 = 𝑀𝜕𝑥 

⇒ 𝑈 =  𝑀𝜕𝑥 + 𝑕 𝑦  ∶ (∗∗) 

យក  (**)  ជួ្េូល  (2)  សនាោះសគោេរកេំសលើយ្មីការបា  ។ 

សែើមបីរកេំសលើយសគស្រតវូៈ 

សរៀបសរៀងស យ ិ្សិត សា៊ា   សាសវឿង 
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 វិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែលលំ ប់ 1 

Ex : ស ោះស្រសាយ្មីការ  DE:     2𝑥𝑦𝑑𝑥 + 𝑥2 − 1 𝑑𝑦 = 0 

សយើងបា ៈ 

 
𝑀 = 2𝑥𝑦

  𝑁 = 𝑥2 − 1
  ⇒  

𝜕𝑀

𝜕𝑦
= 2𝑥

𝜕𝑁

𝜕𝑥
= 2𝑥

 ⇒  
𝜕𝑀

𝜕𝑦
=

𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

 ⇒ DE: ជា ្មីការ  The Exact  DE  
សនាោះសគបា ៈ 

𝜕𝑈

𝜕𝑥
= 𝑀 = 2𝑥𝑦         ∶  (1)

𝜕𝑈

𝜕𝑦
= 𝑁 = 𝑥2 − 1   ∶  (2)

 

1 ⇒  𝜕𝑈 =  2𝑥𝑦 𝜕𝑥 = 𝑥2𝑦 + 𝑔(𝑦) 

 ⇒ 𝑈 = 𝑥2𝑦 + 𝑔(𝑦)   ∶  (∗) 

2  ⇒
𝜕𝑈

𝜕𝑦
= 𝑥2 + 𝑔′(𝑦) 

         ⇒ 𝑥2 − 1 = 𝑥2 + 𝑔′(𝑦) 
         ⇒ 𝑔′ 𝑦 = −1 
        ⇒ 𝑔 𝑦 = −𝑦  យកជួ្ ∗ :  𝑈 = 𝑥2𝑦 − 𝑦 = 𝑐 

⇒ 𝑦 =
𝑐

𝑥2 − 1
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  វិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែលលំ ប់ 1 

d. The Integrating Factor  DE 

- សបើ្ មីការ   𝑀 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = 0    &     
𝜕𝑀

𝜕𝑦
≠

𝜕𝑁

𝜕𝑥
  សនាោះវាមិ ស្ម ជា្មីការ The Exact  DE សទ។ 

សែើមបីរកេំសលើយសគស្រតវូៈ 

- គុណ្មីការ   𝑀 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = 0 ​  ឹងកតាត ោងំសតស្រកាល   𝐼 𝑥, 𝑦  សែើមបីកាល យជា  
     ្មីការ  The Exact  DE ។ 

សនាោះសគបា      𝐼𝑀𝑑𝑥 + 𝐼𝑁𝑑𝑦 = 0    ជា្មីការ  The Exact  DE 

⇒
𝜕𝐼𝑀

𝜕𝑦
=

𝜕𝐼𝑁

𝜕𝑥
 

⇒ 𝑀
𝜕𝐼

𝜕𝑦
+ 𝐼

𝜕𝑀

𝜕𝑦
= 𝑁

𝜕𝐼

𝜕𝑥
+ 𝐼

𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

⇒ 𝐼
𝜕𝑀

𝜕𝑦
−
𝜕𝑁

𝜕𝑥
= 𝑁

𝜕𝐼

𝜕𝑥
− 𝑀

𝜕𝐼

𝜕𝑦
 

⇒ 𝐼 𝑀𝑦 − 𝑁𝑥 = 𝑁𝐼𝑥 −𝑀𝐼𝑦 

កនញងស ោះមា  3 ករណីស្ែលោេសកើតមា  ៖ 

១. កតាត ោងំសតស្រកាល  𝐼 ោស្រ្័យ ឹង 𝑥  : (សគបា   𝐼𝑦 = 0   ិង 𝐼𝑥 =
𝑑𝐼

𝑑𝑥
 ) 

𝐼 𝑀𝑦 − 𝑁𝑥 = 𝑁𝐼𝑥 = 𝑁
𝑑𝐼

𝑑𝑥
⇔

𝑑𝐼

𝐼
=

𝑀𝑦 − 𝑁𝑥

𝑁
𝑑𝑥 

យក    𝑓 𝑥 =
𝑀𝑦;𝑁𝑥

𝑁
 

                   ⇒ 𝐼 = 𝑒 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 
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  វិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែលលំ ប់ 1 

២. កតាត ោងំសតស្រកាល  𝐼 ោស្រ្័យ ឹង 𝑦 : (សគបា   𝐼𝑥 = 0   ិង  𝐼𝑦 =
𝑑𝐼

𝑑𝑦
 ) 

       𝐼 𝑀𝑦 − 𝑁𝑥 = −𝑀𝐼𝑦 = 𝑀
𝑑𝐼

𝑑𝑦
⇔

𝑑𝐼

𝐼
= −

𝑀𝑦 − 𝑁𝑥

𝑀
𝑑𝑦 

     យក    𝑔 𝑦 =
𝑀𝑦;𝑁𝑥

𝑀
 

                         ⇒ 𝐼 = 𝑒;  𝑔 𝑦 𝑑𝑦 

៣. សបើកតាត ោងំសតស្រកាល  𝐼(𝑥, 𝑦) ោស្រ្័យ ឹង 𝑥 , 𝑦  មា  ័យថា ៖ 

 

𝑀𝑦 − 𝑁𝑥

𝑁
= 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑀𝑦 − 𝑁𝑥

𝑀
= 𝑔(𝑥, 𝑦)

 

  សែើមបីរកេំសលើយសគស្រតវូការែឹងថា 𝐼(𝑥, 𝑦)  មា រាងយ៉ា ង ្ិ  ។ 

- បនាា ប់មកអ្ ុវតត ៍  The Exact DE តាម 

 
𝜕𝑈

𝜕𝑥
= 𝐼𝑀 ∶  (1)

𝜕𝑈

𝜕𝑦
= 𝐼𝑁  ∶  (2)
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  វិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែលលំ ប់ 1 

Ex : Solve the Differential Equations below 

1.  𝐷𝐸 ∶  2𝑥 − 𝑦2 𝑑𝑥 + 𝑥𝑦𝑑𝑦 = 0 

2.  𝐷𝐸 ∶ 𝑥2𝑦2𝑑𝑥 + 𝑥3𝑦𝑑𝑦 = 0 

3.  𝐷𝐸: 2𝑦2 − 9𝑥𝑦 𝑑𝑥 + 3𝑥𝑦 − 6𝑦2 𝑑𝑦 = 0 

e.   The First-Order Linear DE  

ជា្មីការមា ទំរង់ 

𝑎(𝑥)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑏 𝑥 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

សែើមបីរកេំសលើយសគស្រតវូស្េក្មីការ ឹង   𝑎(𝑥) ​  សយើងបា ៈ 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+
𝑏 𝑥

𝑎 𝑥
𝑦 =

𝑓(𝑥)

𝑎(𝑥)
 

តាង  𝑃 𝑥 =
𝑏(𝑥)

𝑎(𝑥)
    ិង  𝑄 𝑥 =

𝑓 𝑥

𝑎 𝑥
     សយើងបា ៈ 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃 𝑥 𝑦 = 𝑄(𝑥) 

 គុណ្មីការ ឹង  𝐼 𝑥 = 𝑒 𝑃 𝑥 𝑑𝑥 

Answers 

1.  𝑦 = ± 𝑥 2𝑐 + 4
1

𝑥
 

2.  𝑦3𝑥3 = 3𝑐 

3.  𝑥2𝑦3 − 3𝑥3𝑦2 = 𝑐 
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 វិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែលលំ ប់ 1 

សយើងបា ្មីការសៅជាៈ 

𝑒 𝑃 𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑒 𝑃 𝑥 𝑑𝑥𝑃 𝑥 𝑦 = 𝑒 𝑃 𝑥 𝑑𝑥𝑄(𝑥) 

⇒ 𝑒 𝑃 𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑑𝑥
+
𝑑 𝑒 𝑃 𝑥 𝑑𝑥

𝑑𝑥
𝑦 = 𝑒 𝑃 𝑥 𝑑𝑥𝑄(𝑥) 

⇒
𝑑 𝑒 𝑃 𝑥 𝑑𝑥 . 𝑦

𝑑𝑥
= 𝑒 𝑃 𝑥 𝑑𝑥𝑄(𝑥) 

⇒  𝑑 𝑒 𝑃 𝑥 𝑑𝑥 . 𝑦 =  𝑒 𝑃 𝑥 𝑑𝑥𝑄(𝑥)𝑑𝑥 

⇒ 𝑒 𝑃 𝑥 𝑑𝑥 . 𝑦 =  𝑒 𝑃 𝑥 𝑑𝑥𝑄(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑐 

⇒ 𝑦 = 𝑒;  𝑃 𝑥 𝑑𝑥  𝑒 𝑃 𝑥 𝑑𝑥𝑄(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑐  

Ex : Solve the Differential Equations 

1.     
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑥𝑦 = 𝑥𝑒𝑥

2 2    , 𝑦 0 = 1 

2.    𝐶𝑜𝑠𝑥 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑦𝑆𝑖𝑛𝑥 = 2𝑥 , 𝑦 0 = 5   

Answers : 

1.   𝑦 =
𝑒𝑥2

+ 1

2𝑒𝑥
2 2 

 

2.   𝑦 =
𝑥2 + 5

𝐶𝑜𝑠𝑥
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 វិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែលលំ ប់ 1 

f.   The Bernoulli DE 

ជា្មីការស្ែលមា ទំរង់​​   

𝑎(𝑥) 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑏 𝑥 𝑦 = 𝑓(𝑥)𝑦𝑛 

សែើមបីរកេំសលើយសគស្រតវូៈ 

 គុណ្មីការ ឹង  
1

𝑎(𝑥)
𝑦;𝑛 សយើងបា ្មីការសៅជាៈ 

𝑦;𝑛
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+
𝑏 𝑥

𝑎 𝑥
𝑦1;𝑛 =

𝑓(𝑥)

𝑎(𝑥)
 

 តាង    𝑃 𝑥 =
𝑏(𝑥)

𝑎(𝑥)
    ិង  𝑄 𝑥 =

𝑓 𝑥

𝑎 𝑥
     សយើងបា ៈ 

𝑦;𝑛
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃 𝑥 𝑦1;𝑛 = 𝑄(𝑥) 

តាង   𝑢 = 𝑦1;𝑛 ⇒
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= (1 − 𝑛)𝑦;𝑛 𝑑𝑦

𝑑𝑥
 ⇒ 𝑦;𝑛 𝑑𝑦

𝑑𝑥
 =

1

1;𝑛
∙
𝑑𝑢

𝑑𝑥
     

  
សយើងបា ៈ 

1

1 − 𝑛
∙
𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑃 𝑥 𝑢 = 𝑄(𝑥) 

⇒ 
𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ (1 − 𝑛)𝑃 𝑥 𝑢 = (1 − 𝑛)𝑄(𝑥) 

ជា្មីការស្ែលោេស ោះស្រសាយបា តាម  ្មីការ The First-Order Linear DE 
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 វិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែលលំ ប់ 1 

Ex : Solve the Differential Equations 

1.     𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 =

1

𝑦2
 

2.    𝑥2  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦2 = 𝑥𝑦 

3.    
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦(𝑥𝑦3 − 1) 

 

Answers 

1.     𝑦 = 1 +
𝑐

𝑥3

3
 

2.     𝑦 =
−𝑥

𝑙𝑛 𝑥 + 𝑐
 

3.     𝑦 =
𝑒;3𝑥

1
3
− 𝑥 𝑒;3𝑥 + 𝑐

3
 

g.   The Ricatti  DE 

មា ទំរង់​​ 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑃 𝑥 𝑦2 + 𝑄 𝑥 𝑦 + 𝑅(𝑥) 

សរៀបសរៀងស យ ិ្សិត សា៊ា   សាសវឿង 
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  វិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែលលំ ប់ 1 

 រសបៀបទី១ ៖ 

-​ រកេំសលើយពសិ្្មួយ តាងស យ  𝑆 𝑥  (​ បា ពីការជំ ួ្ តថៃមល  𝑦 ស យថៃេែ ែ )​ ។ 

- តាង  𝑦 = 𝑆 𝑥 +
1

𝑉
  នាឲំ  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑆

𝑑𝑥
−

1

𝑉2 ∙
𝑑𝑉

𝑑𝑥
   សយើងបា ៈ 

𝑑𝑆

𝑑𝑥
−

1

𝑉2
∙
𝑑𝑉

𝑑𝑥
= 𝑃(𝑥) 𝑆 𝑥 +

1

𝑉

2

+ 𝑄 𝑥 𝑆 𝑥 +
1

𝑉
+ 𝑅(𝑥) 

-​ ស្រតូវទាញរក​     
𝑑𝑉

𝑑𝑥
  ឲមា ទំរង ់The First-Order Linear DE : 

𝑑𝑉

𝑑𝑥
+ 𝑎 𝑥 𝑉 = 𝑏(𝑥) 

​-  គុណ្មីការ ឹងកតាត ោងំសតស្រកាល   𝐼 𝑥 = 𝑒 𝑎 𝑥 𝑑𝑥 រួេស ោះស្រសាយតាមរសបៀប 

 ទំរង់  The First-Order Linear DE​​​  ។ 

 រសបៀបទី២ ៖ 

        សគមា   
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑃 𝑥 𝑦2 + 𝑄 𝑥 𝑦 + 𝑅(𝑥) ្មីការ  The Ricatti  DE   

-​ ឧបមាថា្មីការមា េំសលើយទូសៅ តាងស យ  𝑦 = 𝑦1 + 𝑢 ស្ែល  𝑦1 ជាេំសលើយពសិ្្មួយថៃ   
្មីការ  The Ricatti Equation DE   

⇒
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+
𝑑𝑦1
𝑑𝑥

= 𝑃𝑦2 + 𝑄𝑦 + 𝑅 

⇔
𝑑𝑢

𝑑𝑥
+
𝑑𝑦1
𝑑𝑥

= 𝑃 𝑢 + 𝑦1
2 + 𝑄 𝑢 + 𝑦1 + 𝑅 

សរៀបសរៀងស យ ិ្សិត សា៊ា   សាសវឿង 
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 វិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែលលំ ប់ 1 

ស យសហតថុា 𝑦1 ជាេំសលើយពិស្្មួយថៃ  ្មីការ  The Ricatti DE   

⇔
𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑦1

2 + 𝑄𝑦1 + 𝑅 = 𝑃 𝑢 + 𝑦1
2 + 𝑄 𝑢 + 𝑦1 + 𝑅 

⇔
𝑑𝑢

𝑑𝑥
− 𝑄 + 2𝑃𝑦1 𝑢 = 𝑃𝑢2  ∶ (∗) 

- តាង  𝑢 =
1

𝑤
⇒ 𝑑𝑢 = −

1

𝑤2 𝑑𝑤 យកជំ ួ្កនញង (∗)  សគបា  ៖ 

⇒
𝑑𝑤

𝑤2𝑑𝑥
+ 𝑄 + 2𝑃𝑦1

1

𝑤
= −𝑃

1

𝑤

2

 

⇒
𝑑𝑤

𝑑𝑥
+ 𝑄 + 2𝑃𝑦1 𝑤 = −𝑃 

 

ជា្មីការោេស ោះស្រសាយបា តាម   The Linear DE ។ 

Ex : Solve the Differential Equations 

1.    
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −𝑒;𝑥𝑦2 + 𝑦 + 𝑒𝑥   

2.    
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

4

𝑥2
−
1

𝑥
𝑦 + 𝑦2   

Answers 

1.     𝑦 =
1

−
1
2
𝑒;𝑥 + 𝑐𝑒𝑥

+ 𝑒𝑥 

2.     𝑦 =
2

𝑥
+

1

𝑐𝑥;3 −
1
4
𝑥

 

សរៀបសរៀងស យ ិ្សិត សា៊ា   សាសវឿង 
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 Applications of The First-Order Differenttial Equation  

3. Applications of The First-Order Differenttial Equation 

✔ Growth and Decay Problems 

✔ Temperature Problems 

✔ Falling Body Problems 

✔ Dilution Problems 

✔ Electrical Circuits 

✔ Orthogonal Trajectories 

✔ Solved Problems 

Example :  

Practical to  Falling Body 

Newton’s second law of motion : 

F= 𝐦
𝐝𝐯

𝐝𝐭
 

 

𝐹 = 𝑚𝑔 − 𝑘𝑣 

𝑚
𝑑𝑣

𝑑𝑡
+ 𝑘𝑣 = 𝑚𝑔 

𝑑𝑣

𝑑𝑡
+

𝑘

𝑚
𝑣 = 𝑔 

 

តាមរូបស ោះសគបា  

សរៀបសរៀងស យ ិ្សិត សា៊ា   សាសវឿង 



28 

 Applications of The First-Order Differenttial Equation 

Practical to First-order Circuit 

First-order Circuit RL 

Practice KVL 

𝑅𝐼 + 𝐿
𝑑𝐼

𝑑𝑡
− 𝐸 = 0 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
+
𝑅

𝐿
𝐼 =

𝐸

𝐿
 

First-order Circuit RC Practice KVL 

𝑅𝐼 +
𝑞

𝑐
− 𝐸 = 0 

𝑅
𝑑𝑞

𝑑𝑡
+
𝑞

𝑐
= 𝐸 

𝑑𝑞

𝑑𝑡
+

1

𝑅𝐶
𝑞 =

𝐸

𝑅
 

សរៀបសរៀងស យ ិ្សិត សា៊ា   សាសវឿង 
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III. ្មីការឌីសេរង៉ស្្ែលលំ ប់ 2   Second-order DE 

1.    Form of Second Order DE 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 𝐹(𝑥, 𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) 

𝑎2
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑎1

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎𝑜𝑦 = 𝑓(𝑥) 

𝑎2(𝑥)
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑎1(𝑥)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎𝑜(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥) 

Derivative  form 

Differential linear  with  constant  coefficients  form 

Differential linear  with  variable  coefficients  form 

These forms and other forms we will be study and solve them. 

សរៀបសរៀងស យ ិ្សិត សា៊ា   សាសវឿង 
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 វិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉ស្្ែលលំ ប់ 2 

a. ​​Linear Differential Equation with Constant Coefficients 

𝑎2
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑎1

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎𝑜𝑦 = 𝑓(𝑥) 

* 2nd-order linear Homogenoues  

𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0    ; (𝑎, 𝑏 , 𝑐)𝜖𝐼𝑅 

     សែើមបីស ោះស្រសាយសគស្រតវូ ៖ 

ស ោះស្រសាយ្មីការ្ំគាល់  𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0  

-សបើ ∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 0 សនាោះ្មីការមា រឹ្ឌុប 𝑟𝑜 = −𝑏/2𝑎 

 សនាោះសគបា  េំសលើយទូសៅគឺ  𝑦 = (𝐴 + 𝐵𝑥)𝑒𝑟𝑜𝑥 

-សបើ ∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 > 0 សនាោះ្មីការមា រឹ្ពរីសេសងគាន  𝑟1  ិង 𝑟2 

 សនាោះសគបា  េំសលើយទូសៅគឺ  𝑦 = 𝐴𝑒𝑟1𝑥 + 𝐵𝑒𝑟2𝑥 

-សបើ ∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 < 0 សនាោះ្មីការមា រឹ្ពរីជាេំ ូ កំេ លឹេឆាល ្់គាន ស្ែល  

 មា ទំរង់ 𝑟1 = 𝛼 + 𝑗𝛽  ិង 𝑟2 = 𝛼 − 𝑗𝛽 

សនាោះសគបា  េំសលើយទូសៅគឺ  𝑦 = 𝐴𝑒(𝛼:𝑗𝛽)𝑥 + 𝐵𝑒 𝛼;𝑗𝛽 𝑥 ឬ 𝑦 = 𝐶1𝐶𝑜𝑠𝛽𝑥 + 𝐶2𝑆𝑖𝑛𝛽𝑥 𝑒𝛼𝑥 

2.  វិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉ស្្ែលល ំប់ 2 

សរៀបសរៀងស យ ិ្សិត សា៊ា   សាសវឿង 
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Ex: ស ោះស្រសាយ្មីការ 

1. 𝑦′′ + 2𝑦′ + 𝑦 = 0 

2. 𝑦′′ − 4𝑦′ + 𝑦 = 0 

3. 𝑦′′ − 3𝑦′ + 3𝑦 = 0 

   េសមលើយ  

1. 𝑦 = (𝐴 + 𝐵𝑥)𝑒;𝑥 

2. 𝑦 = 𝐴𝑒𝑥 + 𝐵𝑒3𝑥 

3. 𝑦 = 𝐶1𝐶𝑜𝑠
3

2
𝑥 + 𝐶2𝑆𝑖𝑛

3

2
𝑥 𝑒

3

2
𝑥
 

*2nd-order linear non-Homogenoues  

𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 𝑓(𝑥)    ; (𝑎, 𝑏 , 𝑐)𝜖𝐼𝑅 

     សែើមបីស ោះស្រសាយសគស្រតវូ ៖ 

- រកេំសលើយពិស្្មួយថៃ   𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 𝑓(𝑥) តាងស យ 𝑦𝑝 

- រកេំសលើយថៃ  𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0 តាងស យ 𝑦𝑕 

- េំសលើយទូសៅតាងស យ 𝑦 = 𝑦𝑕 + 𝑦𝑝 

Ex: ស ោះស្រសាយ្មីការ 

1. 𝑦′′ + 2𝑦′ + 𝑦 = 4𝑒𝑥 

2. 𝑦′′ − 4𝑦′ + 3𝑦 = 2𝑠𝑖𝑛𝑥 − 4𝑐𝑜𝑠𝑥 

3. 𝑦′′ − 3𝑦′ + 3𝑦 = 3𝑥2 − 2 3 𝑥 + 2 

   េសមលើយ  

1. 𝑦 = 𝐴 + 𝐵𝑥 𝑒;𝑥 + 𝑒𝑥 

2. 𝑦 = 𝐴𝑒𝑥 + 𝐵𝑒3𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥 

3. 𝑦 = 𝐶1𝐶𝑜𝑠
3

2
𝑥 + 𝐶2𝑆𝑖𝑛

3

2
𝑥 𝑒

3

2
𝑥 + 𝑥2 + 2 

 វិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉ស្្ែលលំ ប់ 2 

សរៀបសរៀងស យ ិ្សិត សា៊ា   សាសវឿង 
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 វិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉ស្្ែលលំ ប់ 2 

តារាង ជំ ូយែល់ការស ោះស្រសាយលំហាត់   2nd-order linear non-Homogenoues  

𝑓(𝑥) 𝑟  and ∆ េំសលើយពិស្្្ 𝑦𝑝 មា ទំរង ់

𝑘𝑒𝑎𝑥 
𝑟 ≠ 𝑎 
𝑟 = 𝑎; (∆≠ 0) 
𝑟 = 𝑎; (∆= 0) 

𝐴𝑒𝑎𝑥 
𝐴𝑥𝑒𝑎𝑥 
𝐴𝑥2𝑒𝑎𝑥 

𝑘𝐶𝑜𝑠(𝑎𝑥) 
𝑜𝑟 𝑘𝑆𝑖𝑛(𝑎𝑥) 

𝑟 ≠ 𝑗𝑎 
𝑟 = 𝑗𝑎 

𝐴𝐶𝑜𝑠(𝑎𝑥) + 𝐵𝑆𝑖𝑛(𝑎𝑥) 
𝑥 𝐴𝐶𝑜𝑠(𝑎𝑥) + 𝐵𝑆𝑖𝑛(𝑎𝑥)  

𝑘𝑥𝑛 
𝑟 ≠ 0 
𝑟 = 0; (∆≠ 0) 
𝑟 = 0; (∆= 0) 

𝐴𝑛𝑥
𝑛 + 𝐴𝑛;1𝑥

𝑛;1 +⋯+ 𝐴𝑜 
𝑥 𝐴𝑛𝑥

𝑛 + 𝐴𝑛;1𝑥
𝑛;1 +⋯+ 𝐴𝑜  

𝑥2 𝐴𝑛𝑥
𝑛 + 𝐴𝑛;1𝑥

𝑛;1 +⋯+ 𝐴𝑜  

𝑘𝑥𝑛𝑒𝑎𝑥 
𝑟 ≠ 𝑎 
𝑟 = 𝑎; (∆≠ 0) 
𝑟 = 𝑎; (∆= 0) 

𝑒𝑎𝑥 𝐴𝑛𝑥
𝑛 + 𝐴𝑛;1𝑥

𝑛;1 +⋯+ 𝐴𝑜  
𝑥𝑒𝑎𝑥 𝐴𝑛𝑥

𝑛 + 𝐴𝑛;1𝑥
𝑛;1 +⋯+ 𝐴𝑜  

𝑥2𝑒𝑎𝑥 𝐴𝑛𝑥
𝑛 + 𝐴𝑛;1𝑥

𝑛;1 +⋯+ 𝐴𝑜  

𝑘𝑒𝛼𝑥𝐶𝑜𝑠(𝛽𝑥) 
𝑜𝑟 𝑘𝑒𝛼𝑥𝑆𝑖𝑛(𝛽𝑥) 

𝑟 ≠ 𝛼 ± 𝑗𝛽 
𝑟 = 𝛼 ± 𝑗𝛽 

𝑒𝛼𝑥 𝐴𝐶𝑜𝑠𝛽𝑥 + 𝐵𝑆𝑖𝑛𝛽𝑥  
𝑥𝑒𝛼𝑥 𝐴𝐶𝑜𝑠𝛽𝑥 + 𝐵𝑆𝑖𝑛𝛽𝑥  

𝑘𝑥𝑛𝑒𝛼𝑥𝐶𝑜𝑠(𝛽𝑥) 
𝑜𝑟 𝑘𝑥𝑛𝑒𝛼𝑥𝑆𝑖𝑛(𝛽𝑥) 
 

𝑟 ≠ 𝛼 ± 𝑗𝛽 
𝑟 = 𝛼 ± 𝑗𝛽 

𝑒𝛼𝑥 𝐴𝑛𝑥
𝑛 +⋯+ 𝐴𝑜 𝐶𝑜𝑠𝛽𝑥 + 𝐴𝑛𝑥

𝑛 +⋯+ 𝐴𝑜 𝑆𝑖𝑛𝛽𝑥  
𝑥𝑒𝛼𝑥 𝐴𝑛𝑥

𝑛 +⋯+ 𝐴𝑜 𝐶𝑜𝑠𝛽𝑥 + 𝐴𝑛𝑥
𝑛 +⋯+ 𝐴𝑜 𝑆𝑖𝑛𝛽𝑥  

សរៀបសរៀងស យ ិ្សិត សា៊ា   សាសវឿង 



33 

 វិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉ស្្ែលលំ ប់ 2 

b. ​​Euler Differential Equation 

មា ទំរង់   𝑎𝑥2𝑦′′ + 𝑏𝑥𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0 ∶ (∗) 

 សែើមបីស ោះស្រសាយសគស្រតវូ  

       តាង   𝑦 = 𝑥𝑚 ;   𝑦′ = 𝑚𝑥𝑚;1   ;   𝑦′′ = 𝑚2 −𝑚 𝑥𝑚;2 ជំ ួ្េូល (∗) ។ 

         សគបា  𝑎𝑥2 𝑚2 −𝑚 𝑥𝑚;2 + 𝑏𝑚𝑥𝑥𝑚;1 + 𝑐𝑥𝑚 = 0 

 (𝑎𝑚2 − 𝑎𝑚 + 𝑏𝑚 + 𝑐)𝑥𝑚= 0 

 𝑎𝑚2 + 𝑏 − 𝑎 𝑚 + 𝑐 = 0 ជា្មីការ្ំគាល់។ 

-សបើ ∆= 0 សនាោះ្មីការមា រឹ្ឌុប 𝑚𝑜 = −(𝑏 − 𝑎)/2𝑎 

 សនាោះសគបា  េំសលើយទូសៅគឺ  𝑦 = (𝐴 + 𝐵𝑙𝑛𝑥)𝑥𝑚𝑜 

-សបើ ∆> 0 សនាោះ្មីការមា រឹ្ពរីសេសងគាន  𝑚1  ិង 𝑚2 

 សនាោះសគបា  េំសលើយទូសៅគឺ  𝑦 = 𝐴𝑥𝑚1 + 𝐵𝑥𝑚2 

-សបើ ∆< 0 សនាោះ្មីការមា រឹ្ពរីជាេំ ូ កំេ លឹេឆាល ្់គាន ស្ែល  

 មា ទំរង់ 𝑚1 = 𝛼 + 𝑗𝛽  ិង 𝑚2 = 𝛼 − 𝑗𝛽 

 សនាោះសគបា  េំសលើយទូសៅគឺ  𝑦 = 𝐴𝑥(𝛼:𝑗𝛽) + 𝐵𝑥 𝛼;𝑗𝛽   

  ឬ     𝑦 = 𝐶1𝐶𝑜𝑠(𝛽𝑙𝑛𝑥) + 𝐶2𝑆𝑖𝑛(𝛽𝑙𝑛𝑥) 𝑥𝛼 
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 វិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉ស្្ែលលំ ប់ 2 

Ex: ស ោះស្រសាយ្មីការខាងសស្រកាម 

1. 𝑥2𝑦′′ + 2𝑥𝑦′ − 6𝑦 = 0 

2. 𝑥2𝑦′′ − 5𝑥𝑦′ − 9𝑦 = 0 

3. 𝑥2𝑦′′ − 𝑥𝑦 + 10 = 0 

ែំស ោះស្រសាយគំរូ ៖ 

1. 𝑥2𝑦′′ + 2𝑥𝑦′ − 6𝑦 = 0 

𝑚2 + 2 − 1 𝑚 − 6 = 0 ⇔ 𝑚2 +𝑚 − 6 = 0 ជា្មីការ្ំគាល់ 

សគបា   

 
 𝑆 = 𝑚1 +𝑚2 = −1 = 2 + (−3)

𝑃 = 𝑚1.𝑚2 = −6 = 2 −3     
⇒  

𝑚1 = 2
  𝑚2= −3

 

 េំសលើយទូសៅថៃ ្មីការគឺ : 

𝑦 = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥;3 

 េំសលើយ 

1.  𝑦 = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥;3 

2.  𝑦 = 𝐴 + 𝐵𝑙𝑛𝑥 𝑥3 

3.  𝑦 = 𝐴𝑥(1:𝑗3) + 𝐵𝑥 1;𝑗3  
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c. Linear Differential Equation with Variable Coefficients  

មា ទំរង់  𝑦′′ + 𝑝 𝑥 𝑦′ + 𝑞 𝑥 𝑦 = 0 ∶ (∗) 

មា េំសលើយទូសៅ  𝑦 = 𝑐1𝑦1 + 𝑐2𝑦2 

ឧបមាថា សគមា  𝑦1 ≠ 0  ជាេំសលើយទី១ថៃ  (∗) សនាោះសគ ឹងោេរកេំសលើយទី២ បា  ស យតាង 𝑦2 = 𝑢𝑦1 

∗ ⇒ 𝑢𝑦1
′′ + 𝑝 𝑢𝑦1

′ + 𝑞𝑢𝑦1 = 0 

𝑢 𝑦1
′′ + 𝑝𝑦1

′ + 𝑞𝑦1 + 𝑢′′𝑦1 + 2𝑢′𝑦1
′ + 𝑝𝑢′𝑦1 = 0 

⇒ 𝑢′′𝑦1 + 2𝑢′𝑦1
′ + 𝑝𝑢′𝑦1 = 0 

⇒ 𝑢′′ +
(2𝑦1′ + 𝑝𝑦1)

𝑦1
𝑢′ = 0 

តាង 

𝑔 𝑥 =
(2𝑦1′ + 𝑝𝑦1)

𝑦1
 

⇒ 𝑢′′ + 𝑔(𝑥)𝑢′ = 0 

 

តាង  𝑣 = 𝑢′  ;   𝑣′ = 𝑢′′ 

⇒ 𝑢′′ + 𝑔 𝑥 𝑢′ = 0 

𝑣′ + 𝑔 𝑥 𝑣 = 0 ⇔
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= −𝑔 𝑥 𝑣 

 
𝑑𝑣

𝑣
= − 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 

 វិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉ស្្ែលលំ ប់ 2 

* Linear Homogeneous  with Variable Coefficients  
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𝑣 = 𝑒;  𝑔 𝑥 𝑑𝑥 ⇔ 𝑢′ = 𝑒;  𝑔 𝑥 𝑑𝑥 

𝑢 =  𝑒;  𝑔 𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑥 ⇒ 𝑦2 = 𝑢𝑦1 = 𝑦1  𝑒;  𝑔 𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑥 

1.  វិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉ស្្ែលលំ ប់ 2 

Ex:  ស ោះស្រសាយ្មីការ 𝑦′′ + 4𝑦′ + 4𝑦 = 0 សបើ 𝑦1 = 𝑒;2𝑥 

𝑔 𝑥 =
2𝑦1

′ + 𝑝𝑦1
𝑦1

=
2 −2𝑒;2𝑥 + 4𝑒;2𝑥

𝑒;2𝑥
= 0 

𝑦2 = 𝑢𝑦1 = 𝑦1  𝑒;  𝑔 𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒;2𝑥  𝑒;  0𝑑𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥𝑒;2𝑥 

𝑊 𝑥 =
𝑦1 𝑦2
𝑦1
′ 𝑦2

′ =
𝑒;2𝑥 𝑥𝑒;2𝑥

−2𝑒;2𝑥 𝑒;2𝑥 + 2𝑥𝑒;2𝑥
= 𝑒;4𝑥 ≠ 0 

    មា  ័យថា េំសលើយថៃ ្មីការ ជា linear independent   

⇒ 𝑦 = 𝑐1𝑦1 + 𝑐2𝑦2 = 𝑐1𝑒
;2𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒

;2𝑥 

         ែូសេ នោះ    𝑦 = 𝑐1 + 𝑐2𝑥 𝑒;2𝑥 

ែូសេ នោះ 

𝑦 = 𝑐1𝑦1 + 𝑐2𝑦2 = 𝑐1𝑦1 + 𝑦1  𝑒;  𝑔 𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑥   ស្ែល    𝑔(𝑥) =
2𝑦1

′ + 𝑝𝑦1
𝑦1
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1.  វិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉ស្្ែលលំ ប់ 2 

- សបើ 𝑊 𝑥 = ០ សនាោះ 𝑦1 ិង 𝑦2 ជា linear dependent មា េំសលើយ 𝑦 = 𝑐𝑖𝑦1   𝑜𝑟  𝑦 = 𝑐𝑗𝑦2 

- សបើ 𝑊 𝑥 ≠ ០ សនាោះ 𝑦1 ិង 𝑦2 ជា linear independent មា េំសលើយ 𝑦 = 𝑐1𝑦1 + 𝑐2𝑦2 

Note : Wronskians 

𝑊 𝑥 =
𝑦1 𝑦2
𝑦1
′ 𝑦2

′ = 𝑦1𝑦2
′ − 𝑦1

′𝑦2          

Practice : Solve the differential equations 

1.  𝑥2𝑦′′ − 3𝑥𝑦′ + 4𝑦 = 0 ; 𝑖𝑓  𝑦1 = 𝑥2 

2.  𝑥2𝑦′′ − 7𝑥𝑦′ − 16𝑦 = 0 ; 𝑖𝑓   𝑦1 = 𝑥4 

Answer 

1.  𝑦 = 𝑐1 + 𝑐2𝑙𝑛𝑥 𝑥2 

2.  𝑦 = 𝑐1 + 𝑐2𝑙𝑛𝑥 𝑥4 
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1.  វិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉ស្្ែលលំ ប់ 2 

*  Linear Non-homogeneous DE with Variable Coefficients  

 សែើមបីស ោះស្រសាយ្មីការ (*) សគស្រតូវ ៖ 

 - េំសលើយទូសៅរប្់វាគឺ 𝑦 = 𝑦𝑕 + 𝑦𝑝 ស្ែល  𝑦𝑕 = 𝑐1𝑦1 + 𝑐2𝑦2 ជាេំសលើយអ្មូ៉ាូស្ហស ថៃ ្មីការ 

𝑦′′ + 𝑝 𝑥 𝑦′ + 𝑞 𝑥 𝑦 = 0   ិង   𝑦𝑝 = 𝑢1𝑦1 + 𝑢2𝑦2 ជាេំសលើយពសិ្្មួយ្មីការមិ អ្មូ៉ាូស្ហស  

 𝑦′′ + 𝑝 𝑥 𝑦′ + 𝑞 𝑥 𝑦 = 𝑓 𝑥  ។ 

- រកេំសលើយ  𝑦𝑕 តាមរសបៀបរប្់្មីការអ្ូម៉ាូស្ហស  ។ 

- រកេំសលើយ  𝑦𝑝 តាមទំនាក់ទំ ងស្របព័ ធ្ មីការស យស ោះស្រសាយរក   𝑢1  ិង  𝑢2  

 
𝑢1
′𝑦1 + 𝑢2

′ 𝑦2 = 0     

 𝑢1𝑦1
′ + 𝑢2𝑦2

′ = 𝑓(𝑥) 
;  𝑊1 𝑥 =

0 𝑦2
𝑓(𝑥) 𝑦2

′  ;𝑊2 𝑥 =
𝑦1 0

𝑦1
′ 𝑓(𝑥)

;𝑊 𝑥 =
𝑦1 𝑦2
𝑦1
′ 𝑦2

′  

សនាោះសគបា    

𝑢1
′ =

−𝑦2𝑓(𝑥)

𝑊(𝑥)

𝑢2
′ =

𝑦1𝑓(𝑥)

𝑊(𝑥)

⇔

𝑢1 =  
−𝑦2𝑓(𝑥)

𝑊(𝑥)
𝑑𝑥

𝑢2 =  
𝑦1𝑓(𝑥)

𝑊(𝑥)
𝑑𝑥

 

មា ទំរង់  𝑦′′ + 𝑝 𝑥 𝑦′ + 𝑞 𝑥 𝑦 = 𝑓 𝑥 ∶ (∗) 
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1.  វិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉ស្្ែលលំ ប់ 2 

Practice : Solve the differential equations 

1.  𝑦′′ − 4𝑦′ + 4𝑦 = 𝑥 + 1 𝑒2𝑥 

2.  𝑥2𝑦′′ − 3𝑥𝑦′ + 3𝑦 = 𝑥2𝑒𝑥;  𝑖𝑓  𝑦1 = 𝑥   

Answers 

1.  𝑦 = (𝑐1 + 𝑐2𝑥 +
1

6
𝑥3 +

𝑥2

2
)𝑒2𝑥 

2.  𝑦 = 𝑒𝑥 𝑥2 − 𝑥 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
3 

ែំស ោះស្រសាយគំរូ ៖ 

1.  𝑦′′ − 4𝑦′ + 4𝑦 = 𝑥 + 1 𝑒2𝑥 
្មីការ 𝑦′′ − 4𝑦′ + 4𝑦 = 0 មា ្មីការ្ំគាល់ 𝑟2 − 4𝑟 + 4 = 0  

មា រឹ្ 𝑟𝑜 = 2 សគបា េំសលើយ 𝑦𝑕 = 𝑐1𝑒
2𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒

2𝑥 

ស យ 𝑦𝑕 = 𝑐1𝑦1 + 𝑐2𝑦2 ⇔  
𝑦1 = 𝑒2𝑥

𝑦2 = 𝑥𝑒2𝑥
⇒  

𝑦1
′ = 2𝑒2𝑥

     𝑦2
′ = 𝑒2𝑥 + 2𝑥𝑒2𝑥
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1.  វិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉ស្្ែលលំ ប់ 2 

សយើងបា  

𝑊 𝑥 =
𝑦1 𝑦1

′

𝑦2 𝑦2
′ = 𝑒2𝑥 2𝑒2𝑥

𝑥𝑒2𝑥 𝑒2𝑥 + 2𝑥𝑒2𝑥
= 𝑒4𝑥  

 

 
𝑢1 =  

;𝑦2𝑓(𝑥)

𝑊(𝑥)
𝑑𝑥 =  

;𝑥𝑒2𝑥 𝑥:1 𝑒2𝑥

𝑒4𝑥
𝑑𝑥 = −

𝑥3

3
−

𝑥2

2

 𝑢2 =  
𝑦1𝑓(𝑥)

𝑊(𝑥)
𝑑𝑥 =  

𝑒2𝑥 𝑥:1 𝑒2𝑥

𝑒4𝑥
𝑑𝑥 =

𝑥2

2
+ 𝑥              

   

សនាោះ  𝑦𝑝 = 𝑢1𝑦1 + 𝑢2𝑦2 = −
𝑥3

3
−

𝑥2

2
𝑒2𝑥 +

𝑥2

2
+ 𝑥 𝑥𝑒2𝑥 

⇒ 𝑦𝑝 =
𝑥3

6
+
𝑥2

2
𝑒2𝑥 

 ែូសេ នោះ   

𝑦 = 𝑐1 + 𝑐2𝑥 +
𝑥2

2
+
𝑥3

6
𝑒2𝑥 
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Applications of The Second-Order Differenttial Equation 

3. Applications of The Second-Order Differenttial Equation 

✔ Spring Problems 

✔ Electrical Circuit Problems 

✔ Buoyancy Problems 

✔ Classifying Solutions 

✔ Solved Problems 

Examples: 

 Practical to Spring Problems 

follows from Newton’s second law 

𝑭 𝒕 − 𝒌𝒙 − 𝒂𝒙′ = 𝒎𝒙′′ 

where a is the constant of proportionality 

𝑘   ជាស្រកំរាញ 

m  មា៉ា ្់អ្ង គធាតុ 

 

𝒙′′(𝒕) +
𝒂

𝒎
𝒙′(𝒕) +

𝒌

𝒎
𝒙(𝒕) =

𝑭 𝒕

𝒎
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1.  វិធីសាស្រ្តស ោះស្រសាយ្មីការឌីសេរង៉ស្្ែលលំ ប់ 2 

Practical Electrical Circuit Analysis 

𝑹
𝒅𝒒

𝒅𝒕
+ 𝑳

𝒅
𝒅𝒒
𝒅𝒕

𝒅𝒕
+
𝟏

𝑪
𝒒 = 𝑬 𝒕  

𝑹
𝒅𝒒

𝒅𝒕
+ 𝑳

𝒅𝟐𝒒

𝒅𝒕𝟐
+
𝟏

𝑪
𝒒 = 𝑬 𝒕  

𝒅𝟐𝒒

𝒅𝒕𝟐
+

𝑹

𝑳

𝒅𝒒

𝒅𝒕
+

𝟏

𝑳𝑪
𝒒 =

𝟏

𝑳
𝑬 𝒕  

follows KVL law 

 

𝑹𝑰 + 𝑳
𝒅𝑰

𝒅𝒕
+
𝟏

𝑪
𝒒 − 𝑬 𝒕 = 𝟎 
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IV. ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែលលំ ប់ខព្ ់ 

IV. ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែលលំ ប់ខព្ ់ 

1. Form of n-th order differential equation 

 ទំរងទ់ូសៅថៃ ្មីការឌីរង៉់ស្្ែលលំ ប់ទី n គឺ ៖ 

𝑎𝑛 𝑥 𝑦(𝑛) + 𝑎𝑛;1 𝑥 𝑦(𝑛;1) +⋯ ∙ +𝑎1 𝑥 𝑦′ + 𝑎𝑜 𝑥 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

𝑎𝑛 𝑥
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
+ 𝑎𝑛;1 𝑥

𝑑𝑛;1𝑦

𝑑𝑥𝑛;1
+⋯ ∙ +𝑎1 𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎𝑜 𝑥 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

2. េំសលើយទូសៅថៃ ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែលល ំប់ n 

a.  Linear Homogeneous DE Variable Coefficients  

 ទំរងទ់ូសៅ 

𝑎𝑛 𝑥 𝑦(𝑛) + 𝑎𝑛;1 𝑥 𝑦(𝑛;1) +⋯ ∙ +𝑎1 𝑥 𝑦′ + 𝑎𝑜 𝑥 𝑦 = 0 

េំសលើយទូសៅថៃ ្មីការគឺ ៖ 

𝑦 = 𝑐1𝑦1 𝑥 + 𝑐2𝑦2 𝑥 +⋯+ 𝑐𝑛𝑦𝑛 𝑥 =  𝑐𝑖𝑦𝑖(𝑥)

𝑛

𝑖<1

 

ស្ែល  𝑦1 𝑥  ; 𝑦2 𝑥  ;⋯ 𝑦𝑛(𝑥) ជា្ំ ុំស្រគឹោះថៃ េំសលើយ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែលល ំប់ n linear homogeneous. 
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b.  Linear Non-Homogeneous DE Variable Coefficients  

 ទំរងទ់ូសៅ 

𝑎𝑛 𝑥 𝑦(𝑛) + 𝑎𝑛;1 𝑥 𝑦(𝑛;1) +⋯ ∙ +𝑎1 𝑥 𝑦′ + 𝑎𝑜 𝑥 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

េំសលើយទូសៅថៃ ្មីការគឺ ៖ 

𝑦 = 𝑦𝑕 + 𝑦𝑝 ស្ែល 𝑦𝑝 ជាេំសលើយពសិ្្្មីការឌសីេរង៉់ស្្ែលល ំប់ n linear non-homogeneous  ិង 

𝑦𝑕 = 𝑐1𝑦1 𝑥 + 𝑐2𝑦2 𝑥 +⋯+ 𝑐𝑛𝑦𝑛 𝑥 =  𝑐𝑖𝑦𝑖(𝑥)

𝑛

𝑖<1

 

ជាេំសលើយ្មីការ linear homogeneous 𝑎𝑛 𝑥 𝑦(𝑛) + 𝑎𝑛;1 𝑥 𝑦(𝑛;1) +⋯ ∙ +𝑎1 𝑥 𝑦′ + 𝑎𝑜 𝑥 𝑦 = 0  

ែូសេ នោះ េំសលើយទូសៅគឺ  

𝑦 = 𝑦𝑕 + 𝑦𝑝 =  𝑐𝑖𝑦𝑖(𝑥)

𝑛

𝑖<1

+ 𝑦𝑝 

េំសលើយ្មីការឌីសេរ៉ង់ស្្ែលលំ ប់ខព្ ់ 
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េំសលើយ្មីការឌីសេរ៉ង់ស្្ែលលំ ប់ខព្ ់ 

c.  Linear Homogeneous DE Constant Coefficients  

 ទំរងទ់ូសៅ  𝑎𝑛𝑦
(𝑛) + 𝑎𝑛;1𝑦

(𝑛;1) +⋯ ∙ +𝑎1𝑦
′ + 𝑎𝑜𝑦 = 0 

សែើមបីរកេំសលើយទូសៅថៃ ្មីការស ោះសគស្រតវូ ៖ 

  ស ោះស្រសាយ្មីការ្ំគាល់ 𝑎𝑛𝑟
𝑛 + 𝑎𝑛;1𝑟

𝑛;1 +⋯ ∙ +𝑎1𝑟 + 𝑎𝑜 = 0 
- សបើ្មីការ្ំគាល់មា រឹ្ n សេសងៗពីគាន  សនាោះេំសលើយទូសៅកំ តស់ យ 

𝑦 = 𝑐1𝑒
𝑟1𝑥 + 𝑐2𝑒

𝑟2𝑥 +⋯+ 𝑐𝑛𝑒
𝑟𝑛𝑥 =  𝑐𝑖𝑒

𝑟𝑖𝑥

𝑛

𝑖<1

 

- សបើ្ មីការ្ំគាល់មា រឹ្ p សេសងៗពីគាន   ិងរឹ្ឌុប 𝑟𝑜េំ ួ  q ស្ែលេំ ួ រឹ្ n = p + q 

សនាោះេំសលើយទូសៅកំ ត់ស យ 

𝑦 = 𝑐1𝑝𝑒
𝑟1𝑥 + 𝑐2𝑝𝑒

𝑟2𝑥 +⋯+ 𝑐𝑝𝑝𝑒
𝑟𝑝𝑥 + 𝑐1𝑞𝑥

0 + 𝑥𝑐2𝑞 + 𝑥2𝑐3𝑞 +⋯+ 𝑐𝑞𝑞𝑥
𝑞;1 𝑒𝑟𝑜𝑥 

𝑦 =  𝑐𝑖𝑝𝑒
𝑟𝑖𝑥

𝑝

𝑖<1

+ 𝑒𝑟𝑜𝑥  𝑐𝑖𝑞𝑥
𝑖;1

𝑞

𝑖<1

 

 
- សបើ្មីការ្ំគាល់មា  រឹ្ឌុប  𝑟𝑜  ែូេៗគាន  សនាោះេំសលើយទូសៅកំ តស់ យ 

𝑦 = 𝑐1𝑥
0 + 𝑥𝑐2 + 𝑥2𝑐3 +⋯+ 𝑐𝑛𝑥

𝑛;1 𝑒𝑟𝑜𝑥 = 𝑒𝑟𝑜𝑥  𝑐𝑖𝑥
𝑖;1

𝑛

𝑖<1
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េំសលើយ្មីការឌីសេរ៉ង់ស្្ែលលំ ប់ខព្ ់ 

 Ex ស ោះស្រសាយ្្មីការខាងសស្រកាម ៖ 

1. 𝑦′′′ − 6𝑦′′ + 11𝑦′ − 6𝑦 = 0 

2. 𝑦′′′ + 3𝑦′′ − 4 = 0 

3. 𝑦(4) + 2𝑦′′ + 𝑦 = 0  

4.  𝑦(4) − 4𝑦′′′ + 6𝑦′′ − 4𝑦′ + 𝑦 = 0   

  េំសលើយ 

1. 𝑦 = 𝑐1𝑒
𝑥 + 𝑐2𝑒

2𝑥 + 𝑐3𝑒
3𝑥 

2. 𝑦 = 𝑐1𝑒
𝑥 + (𝑐2 + 𝑐3𝑥)𝑒

;2𝑥 

3. 𝑦 = 𝑐1 + 𝑐2𝑥 𝑒𝑗𝑥 + 𝑐3 + 𝑐4𝑥 𝑒;𝑗𝑥 

4.  𝑦 = 𝑒𝑥  𝑐𝑖𝑥
𝑖;1

4

𝑖<1

 

- សបើ្ មីការ្ំគាល់មា  រឹ្ឌុប  𝑟𝑜1  េំ ួ  p ែូេៗគាន   ិងរឹ្ឌុប 𝑟𝑜2 េំ ួ   q ែូេៗគាន សេសងសទៀត ស្ែល n = p + q  

     សនាោះេំសលើយទូសៅកំ តស់ យ 

𝑦 = 𝑐1𝑝𝑥
0 + 𝑥𝑐2𝑝 + 𝑥2𝑐3𝑝 +⋯+ 𝑐𝑝𝑝𝑥

𝑝;1 𝑒𝑟𝑜1𝑥 + 𝑐1𝑞𝑥
0 + 𝑥𝑐2𝑞 + 𝑥2𝑐3𝑞 +⋯+ 𝑐𝑞𝑞𝑥

𝑞;1 𝑒𝑟𝑜2𝑥 

𝑦 = 𝑒𝑟𝑜1𝑥  𝑐𝑖𝑝𝑥
𝑖;1

𝑝

𝑖<1

+ 𝑒𝑟𝑜2𝑥  𝑐𝑖𝑞𝑥
𝑖;1

𝑞

𝑖<1
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េំសលើយ្មីការឌីសេរ៉ង់ស្្ែលលំ ប់ខព្ ់ 

d.  Linear Non-homogeneous DE Constant Coefficients  

 ទំរង់ទូសៅ  𝑎𝑛𝑦
(𝑛) + 𝑎𝑛;1𝑦

(𝑛;1) +⋯ ∙ +𝑎1𝑦
′ + 𝑎𝑜𝑦 = 𝑓(𝑥) 

សែើមបីរកេំសលើយទូសៅថៃ ្មីការស ោះសគស្រតវូ ៖ 

 - រកេំសលើយពសិ្្មួយថៃ ្មីការ  linear  non-homogeneous DE 

     𝑎𝑛𝑦
(𝑛) + 𝑎𝑛;1𝑦

(𝑛;1) +⋯ ∙ +𝑎1𝑦
′ + 𝑎𝑜𝑦 = 𝑓(𝑥) តាងស យ 𝑦𝑝  ស្ែលោេរកបា តាមតារាងជំ ួយពមុី ។ 

- រកេំសលើយអ្ូម៉ាូស្ហែ  ថៃ ្មីការ  𝑎𝑛𝑦
(𝑛) + 𝑎𝑛;1𝑦

(𝑛;1) +⋯ ∙ +𝑎1𝑦
′ + 𝑎𝑜𝑦 = 0 

   តាងស យ 𝑦𝑕  ។ 

   េំសលើយទូសៅកំ ត់ស យ : 

                  𝑦 = 𝑦𝑕 + 𝑦𝑝 

 Ex ស ោះស្រសាយ្្មីការខាងសស្រកាម ៖ 

1. 𝑦′′′ − 6𝑦′′ + 11𝑦′ − 6𝑦 = −12𝑥2 + 44𝑥 − 42 

2. 𝑦′′′ + 3𝑦′′ − 4 = 0 

3. 𝑦(4) + 2𝑦′′ + 𝑦 = 0  

4.  𝑦(4) − 4𝑦′′′ + 6𝑦′′ − 4𝑦′ + 𝑦 = 0   

  េំសលើយ 

1. 𝑦 = 𝑐1𝑒
𝑥 + 𝑐2𝑒

2𝑥 + 𝑐3𝑒
3𝑥 + 2𝑥2 + 3 

2. 𝑦 = 𝑐1𝑒
𝑥 + 𝑐2 + 𝑐3𝑥 𝑒;2𝑥 + 16𝑒2𝑥 

3. 𝑦 =
9

8
𝑆𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐1 + 𝑐2𝑥 𝑒𝑗𝑥 + 𝑐3 + 𝑐4𝑥 𝑒;𝑗𝑥 

4. 𝑦 = 𝑒𝑥 𝑐1 + 𝑥𝑐2 + 𝑥2𝑐3 + 𝑥3𝑐4 + 16𝑒;𝑥 

សរៀបសរៀងស យ ិ្សិត សា៊ា   សាសវឿង 



48 

ឯកសារសយង  Reference 

1. Ordinary and Partial Differential Equation 

2. Advanced Engineering Mathematic 

3. Differential Equations for Engineers 

4. Schaum’s Easy Outlines Differential Equation 

5. គណិតវទិា ឆាន ំមូល ឋ   NPIC 

6. សែរីសវ  ោងំសតស្រកាល ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែល  ិង មា៉ា ស្រទី្ រប្់សាស្រសាត ចារែ លឹម េល គញ  

7. ្មីការឌីសេរង៉់ស្្ែល រប្់្កលវទិាល័យសខមរៈ 

Reference form books 

1. http://faculty.ksu.edu.sa/khawaja/Math/02%20Ch%201%20Intro%20DE.ppt 

2. http://www.alfordacademy.aberdeenshire.sch.uk/subjects/documents/math/advanced

%20higher/unit3/Chapter%204%20First%20Order%20Linear%20Differential%20

Equations.ppt 

3. http://seltzermath.pbworks.com/f/47+Solving+Differential+Equations.ppt 

Reference form internet 
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ជីិប្ច្ិិតពរច្ក់ខ្ជុំវវវ 

ខ្ញាំបាទ រ ម្ ោះ ស៊ា ន សរ ឿង 

រក្សើតថ្ងៃទី ១៤ ខខ រេស ឆ្ន ាំ ១៩៩០ 

ស្ស្ញក្សក្សាំរនើត ភូេិ ពពាលខខ​​ឃ ាំ អូ តាគី ស្ស្ញក្ស ងមរោល រខតត បាតដ់ាំបង ។ 

ទីលាំរៅបច្ច ញបបនន សន ក្ស់រៅ អរនតវាស្ិក្សោា ន ថ្ន  ទ្យទស្ថសន នតតិព  ុបរច្ចក្សរទស្ក្សេុ ញត ។ 

ទូ ស្័ពទរលខ 0887443166 , 0884076677 ។ 

ការកពទា 

-    ថ្នន ក្ស់ទី១  ដល់ ថ្នន ក្ស់ទី៦ បានស្ិក្សារៅសលាបឋេស្ិក្សាពពាលខខ ។ 

- ថ្នន ក្ស់ទ៧ី ដល់ ថ្នន ក្សទ៩ បានស្ិក្សារៅអន  ទ្យទស្ថល័យអូ តាគី ។ 

- ថ្នន ក្ស់ទ១ី០ ដល់ ថ្នន ក្ស់ទី១២ បានស្ិក្សារៅ  ទ្យទស្ថល័យស្ពោះេ នី ងស ។ 

- ស្ពវថ្ងៃតនិស្សិតឆ្ន ាំទី២ ថ្នន ក្ស់ប ទ្យញ្ញា បស្ត ទ្យស្វក្សេមអគគិស្នីថ្ន ទ្យទស្ថសន នតតិព  ុបរច្ចក្សរទស្ក្សេុ ញត ។ 

ាា នៃរច្ក់ខ្ជុំ 

- ថ្នន ក្ស់ទី១២ បានស្ រស្ ស្ទឹស្តីស្រងេបពី ីធីសស្រស្តស្ិក្សាអន គេន៍ និងរេរ ៀន ស្រងេបគីេីខ ៉ែ និងស្ ីរាងគ ។ 

- រៅរដើេឆ្ន ាំទី១ បានរ ៀបរ ៀងពី  ទ្យធីសស្រស្តរោោះស្សយ និង  ូបេនតស្រងេប រដ ីរ  និង អាំងរតស្ាល ។ 

- រៅពាក្ស់ក្សណ្តត លឆ្ន ាំទី១ បានរ ៀបរ ៀងពី ទ្យធីសស្រស្ត ទ្យភាគរស្ៀគវីអគគិស្នី និង បានបរងកើតរគុទាំព័ េួយមាន

រ ម្ ោះថ្ន និស្សិត ទ្យស្វក្សេមអគគិស្នី ស៊ា ន  សរ ឿង​http://eebookforengineer.wordpress.com    ។ 

-   រៅឆ្ន ាំទី២ បានរ ៀបរ ៀងពី  ទ្យធីសស្រស្តរោោះស្សយស្េីា ឌីរេ ៉ែង់ខស្ែល ។ 
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