
eroberogeday Ca Bisidæ

lMhat;RtIekaNmaRtlMhat;RtIekaNmaRt

PaK1

G½kSkUtg;sg;

G½kStg;sg;

G½kSkUsIunus

G½kSsIunus

M A HT

Training For Mathematical Olympiad



 
 

មាតិកា 
 
 

ជំពកូ ១ 

មេម ៀន និង ទ្រឹស្ត…ី………………………………………………………………….. 1 

ជំពកូ ២ 

ទ្រធានលហំាត់ ………………………………………………………………………. 12 

ជំពកូ ៣ 

ដំម ោះទ្ាយ……………………………………………………………………….. 33 

   





 

 

ជំពកូ 1 

 

មេម ៀន និង ទ្រឹស្តី 

 

 

 
 



| 1 

 

 
អនុគមន៍ត្រីកោណមាត្រ 

 
1. សមភាពត្រីកោណមាត្រ 
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2. របូមន្តផលបកូ ន្ិង ផលដកម ុំ 
  abbaba cossincossinsin   
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3. របូមន្តម ុំឌ ប 
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4. របូមន្តម ុំត្របី (ម ុំ a3 ) 
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aaa cos3cos43cos
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5. របូមន្តកន្លះម ុំ 
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
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
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6. បុំលលងពីផលបកូកៅផលគ ណ 
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
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
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coscos
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tantan


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7. បុំលលងពីផលដកកៅផលគ ណ 








 


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


 

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2
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
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

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 
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
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
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
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8. បុំលលងពីផលគ ណកៅផលបកូ 
   bababa  sinsincossin2  
   bababa  coscoscoscos2  
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   bababa  coscossinsin2  
9. របូមន្តពន្លល រ 




aaCaaCna
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33311
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
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 
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ត្រឹស្តបីរ និង របូមនត(ធរណីមាត្រក្នងុបលង)់ 

 
1. ត្រឹសតីបរស ីន្ ស 

ប ើ Rជាប្ វែងកាំនៃរងវង់ចារកឹបប្ៅប្រើបកណ ABC បេបាៃ 

R
C

c

B

b

A

a
2

sinsinsin
  ។ 

2. ត្រឹសតីបរកសូ ីន្ ស 
ប ើ ABCមាៃប្ វែងប្រុង cAB  , aBC  , bAB  បេបាៃ 

Abccba cos2
222
  

Bcaacb cos2
222
  

Cabbac cos2
222
  ។ 

3. ត្រឹសតីបរ Stewart 
ចាំប ោះ ABCជាប្រើបកណមយួ ៃិង D បៅប ើប្រុង BC បេបាៃ 

mbncmanad
222

  កនុងប ោះ BDm  , DCn  ៃិង  
ADd  ។ 

 
រូ មៃតបៃោះ អាច ង្ហា ញប្ វែងនៃកមពស់ ៃងិ កៃលោះ  ា រ់មុាំនៃប្រើបកណ ABC  
ជាអៃុេមៃ៍នៃប្រុងរ ស់វា ។ 

4. ត្រឹសតីបរ Ptolemy  
ប ើ ABCDជាចរុបកណចារកឹកនុងរងវង់ បេបាៃសមភាព 

BDACBCADCDAB   ។ 

5. ត្រឹសតីបរ Céva 
យក D , E , F ជា ើចាំណុចបៅប ើប្រងុ BC , CA ៃិង AB បរៀងគ្នន នៃ 
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ប្រើបកណ ABC  បេបាៃ  កខខណឌ ទាំង ើខាងបប្កមសមមូ គ្នន  
(i). AD , BE , CF ប្ សពវគ្នន ប្រង់មួយចាំណុច 

(ii). 1
sin

sin

sin

sin

sin

sin
















FCA

CAD

EBC

BCF

DAB

ABE  

(iii). 1
EA

CE

DC

BD

FB

AF  ។ 

6. ត្រឹសតីបរ Menelaus 
យក F , G , H ជាចាំណុចបៅប ើប្រុង BC , CA ៃងិ AB នៃប្រើបកណ 
ABC បរៀងគ្នន  ។ បេបាៃ F , G , H សថិរបៅប ើ  ា រ់វរមួយ  ុោះប្ាវរ 

1
GA

CG

FC

BF

HB

AH  ។ 

7. របូមន្ត Euler 
យក O , I ជាផ្ចិររវាងចារកឹបប្ៅ ៃិង កនុងបរៀងគ្នន នៃប្រើបកណ ABC ។ 
បេបាៃ rRROI 2

22
  វែ  R ជាកាំរងវង់ចារកឹបប្ៅ ៃងិ rជាកាំរងវង់ 

ចារកឹកនុង ។ 

8. របូមន្ត Brahmagupta 
ប ើ ABCDជាចរុបកណចារកឹកនុងរងវង់ ៃងិ មាៃ aAB  , bBC   

, cCA  , dDA  ៃិង 
2

dcba
s


  (កៃលោះ រមិាប្រ) 

បេបាៃ       dscsbsassABCD   ។ 

9. របូមន្ត កេរ ង (Heron) 
ប ើ ABCជាប្រើបកណវែ មាៃប្ វែងប្រុង a , b , c បេបាៃ 

     csbsassABC   វែ  
2

cba
s


  

ជាកៃលោះ រមិាប្រនៃប្រើបកណ ABC ។ 
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10. របូមន្តកមដាន្ 
ប ើ AM ជាបមែាៃនៃប្រើបកណ ABC បេបាៃ 

4

22
222

2 BCACAB
AM


  ។ 

 
 
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វិស្មភាព 

 
1. វសិមភាពនន្មធ្យម 

ប ើ 1a , 2a , … , na  ជា n ចាំៃួៃពិរែរិជមាៃ បេកាំណរ់យក 

n

aaa
AM n


...21  បៅថា មធ្យមពវៃត (Arithmetic Mean) 

n
naaaGM ...21  បៅថា មធ្យមធ្រណើ មាប្រ (Geometric Mean) 

n

aaa
QM n

22

2

2

1 ...
  បៅថា មធ្យមរសឹកបរ (Quadratic Mean) 

ៃិង 

naaa

n
HM

1
...

11

21



  បៅថា មធ្យមអាម ូៃចិ (Harmonic Mean) ។ 

បយើងបាៃ ែសិមភាព HMGMAMQM   
សមភាពបកើរប ើងបព  naaa  ...21  ។ 
ស្មាា ល ់
ែសិមភាព GMAM   មាៃអនកខលោះបៅថា ែសិមភាព Cauchy ។ 
2. វសិមភាព Cauchy-Schwarz 
ចាំប ោះ n2 ចាំៃៃួពរិ 1a , 2a , … , na ៃិង 1b , 2b , … , nb បេបាៃ 
    22

2

2

1

22

2

2

1

2

2211 ......... nnnn bbbaaabababa   
សមភាពបព   naaau ,...,, 21

 ,  nbbbv ,...,, 21
 កូ ើបៃវអ៊ែរគ្នន ។ 

3. មធ្យមសវ័យគ ណ 
យក 1a , 2a , … , na ជា n ចាំៃួៃពិរែរិជមាៃ ាំបពញ កខខណឌ  1

1




n

i

ia ។ 

ចាំប ោះ 1x , 2x , … , nx ជាចាំៃៃួពរិែរិជមាៃ បេកាំណរ់យក 
 kxxxM ,...,,min 21  
 kxxxM ,...,,max 21  
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na

n

aa
xxxM ...21

210   

 tt

kk

tt

t xaxaxaM
1

2211 ...  ចាំប ោះ tជាចាំៃៃួពរិមៃិសូៃយ ។ 
បេបាៃ   MMMM ts  ចាំប ោះ ts   ។ 
4. វសិមភាពរកត្មៀប (Rearrangement) 
ប ើ naaa  ...21 ៃិង nbbb  ...21 ជាចាំៃៃួពរិ ៃងិ 1c , 2c , … , nc  
ជាចមាល ស់នៃ nbbb  ...21  បេបាៃ ែសិមភាព 

nnnnn cacacabababa   ...... 22111121  
nnbababa  ...2211   

សមភាពបព  naaa  ...21 រ ឺ nbbb  ...21 ។ 
5. វសិមភាព Chebyshev 
បេមាៃ 1a , 2a ,…, na ៃិង 1b , 2b , … , nb ជាពើរសវុ ើរចាំៃៃួពរិែរិជមាៃ ។ 
ប ើ naaa  ...21 ៃិង nbbb  ...21 បេបាៃ 

   nnnn yxyxyxyyyxxx
n

 .........
1

22112121 ។ 

ប ើ naaa  ...21 ៃិង nbbb  ...21  បេបាៃ  

   nnnn yxyxyxyyyxxx
n

 .........
1

22112121 ។ 

6. វសិមភាព Schur 
ចាំប ោះប្េ ់ x , y , zជាចាំៃួៃពិរែរិជមាៃ បយើងបាៃ ែសិមភាព 

         0 yzxzzxyzyyzxyxx
rrr  

សមភាពបព  zyx  រ ឺពើរកនុងចាំបោម x , y , z បសមើគ្នន  ប ើយចាំៃៃួមួយប ៀរ 
បសមើៃឹង 0 ។ 
7. វសិមភាព Jensen 
ប ើ f ផ្រប ើ  ba,  ៃិង 1t , 2t , … ,  1,0nt វែ  1

1




n

i

it  បេបាៃ 

       nnnn xftxftxftxtxtxtf  ...... 22112211  
ចាំប ោះប្េ ់ 1x , 2x , … ,  baxn , ។ 
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 ប ើ 
n

ttt n

1
...21   បយើងបាៃ 

     
n

xfxfxf

n

xxx
f nn 








  ...... 2121  

ស្មាា ល ់
ប ើ f បបា ងប ើ  ba,  ប ោះ ែសិមភាព តូរ ិសបៅ ។ 
 
 

 
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ពហុធា 

 
1. ផលបកូស ីគលីក (Cyclic Sum) 

ប ើ f េឺជាអៃុេមៃ៍ n អបេរ បេកាំណរ់ផ្  ូកសុើេលើកនៃអបេរ  nxxx ,...,, 21  
បោយ      1322121 ,,...,,,...,,,...,, xxxxfxxxfxxxf nn

cyc

n   

 11 ,...,,  nn xxxf  ។ 
2. Gauss’s Lemma 
យក   01

1

1 ... axaxaxaxp
n

nnn 


 ជាព ុធាវែ មាៃ 
បមេុណជាចាំៃៃួេរ់ ។ រសឹសៃិទៃទាំងអស់(ប ើមាៃ) នៃព ុធា  xp អាច 

សរបសរជារាង 
n

m វែ  
0am ៃិង nan  ។ 

3. របូមន្តអុំងលរប ឡូាសយ ង Lagrange 
យក 0x , 1x , … , nx ជាចាំៃួៃពិរបផ្េងគ្នន  ៃិង 0y , 1y , … , ny ជាចាំៃៃួពរិ។ 
បេបាៃ មាៃវរមួយេរ់ព ុធា  xP  វែ មាៃែឺបប្កធ្ាំ ាំផុ្រn បផ្ាៀងផ្ទា រ់ 
  ii yxP  ចាំប ោះ ni ,0   កាំណរ់បោយ 

 
      

      
 








n

i niiiiii

niii

xxxxxxxx

xxxxxxxxy
xP

0 110

110

......

...... ។ 

4. ត្រឹសតីបរ Viéte 
ប ើ 1x , 2x , … , nx ជារសឹនៃព ុធា  
  01

1

1 ... axaxaxaxp
n

n

n

n 


  វែ  0na  ៃិង 0a , 1a , … , 
Cna  បយើងបាៃ 

n

n

n
a

a
xxx 1

21 ...   

n

n

nnji
a

a
xxxxxx 2

121 ...... 

   
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………………………………………………… 

 
n

n

n
a

a
xxx 0

21 1...   

5. រសឹក ុំ ផលិច 
ប ើ biaz  ចាំប ោះ a , b ជាចាំៃួៃពិរ ជារសឹមួយនៃព ុធា 

  01

1

1 ... axaxaxaxp
n

n

n

n 


  វែ  0na  ៃិង 0a , 1a , … , 
Cna ប ោះ biaz  ក៏ជារសឹនៃព ុធាបៃោះវែរ ។ 

6. ពេ ធា Minimal 
បេបៅព ុធា  xp ថាជា ព ុធា មិៃអាចសប្មួ បាៃ (Irreducible) ប ើ 

 xp មិៃអាចសរបសរជាផ្ េុណនៃពើរព ុធា(មៃិបេរ) វែ មាៃបមេុណជា  
ចាំៃៃួេរ់ ។  

យក  ជារសឹមួយនៃព ុធា  xq វែ មាៃបមេុណជាចាំៃួៃេរ់ ។ 
កនុងចាំបោមព ុធាវែ មាៃបមេុណជាចាំៃៃួេរ់ ៃងិ បមេុណ ាំមុខបសមើៃឹង 1  
វែ មាៃ  ជារសឹមួយ មាៃមួយមាៃែឺបប្ករូច ាំផុ្រ ។ ព ុធាបៃោះ បៅថា ព ុធា 
Minimal នៃ  ។  
ឧ មាថា  xp ជាព ុធា Minimal នៃ    xp មិៃអាចសប្មួ បាៃ 
ប ើ  xq ជាព ុធាមាៃបមេុណជាចាំៃួៃេរ់ ាំបពញ កខខណឌ    0q  
បេបាៃ  xp វចកោច់  xq  េឺ      xhxpxq   វែ   xh ជាព ុធាវែ  
មាៃបមេុណជាចាំៃៃួេរ់ ។ 
ស្មាា ល ់
ព ុធាវែ មាៃបមេុណជាចាំៃួៃេរ់ ៃិង បមេុណ ាំមុខបសមើៃឹង 1បៅថា ព ុធា 
ម ូៃចិ (Monic Polynomials) ។ 
 
 

 



 

 

ជំពកូ 2 

 

ប្រធានលំហាត់ 
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លហំាត ់១ 
គេឲ្យ 2tansec  xx ។ េណនា xx tansec  ។ 
 
លហំាត់ ២ 
គេឲ្យ  450  ។ តគ្រៀប   


tan

1 tant ,   


cot

2 tant  
,   


tan

3 cott ,   


cot

4 cott តារលំដាប់ច ុះ ។ 
 
លហំាត់ ៣ 
េណនា 

(a) 
12

sin
 , 

12
cos

 និង 
12

tan
  

(b) 
24

sin
24

cos
44 

  

(c)  72cos36cos  
(d)  70sin50sin10sin  ។ 
 
លហំាត់ ៤ 
ស្រួលកគនោរ xxxx

2424
sin4coscos4sin   ។ 

 
លហំាត់ ៥ 

បង្ហា ញថា 



22cot1

2
23cot1  ។ 

 
លហំាត់ ៦ 

កំណត់ 









2
,0


x គបើគេដងឹថា 24
cos

13

sin

13







xx
 ។ 
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លហំាត់ ៧ 
យក ជាសំណ ំ ននេូ  yx, បំគេញលកខខណឌ  100

22
 yx និង 

  0sin  yx ។ េណនានទៃតណំាង  ។ 
 
លហំាត់ ៨ 

ចំគ ុះ្េប់្តើគោណ ABC បង្ហា ញថា 
cb

aA




2
sin  ។ 

 
លហំាត់ ៩ 

គេឲ្យ 









4
,

4


I និង f ជាអន វតតន៍កំណត់គលើ  1,1 គដាយ 

  xxxf cossin2sin  ។ កំណត់ f រចួ ទាញរក  xf
2

tan  ចំគ ុះ 
Ix  ។ 

 
លហំាត់ ១០ 

យក    xx
k

xf
kk

k cossin
1

 ចំគ ុះ 1k , 2 , … , n ។ 

បង្ហា ញថា    
12

1
64  xfxf  , IRx ។ 

 
លហំាត់ ១១ 
(AIME,2004) 
រងវង់រយួមានោ ំ1 ឯកតា ្តូវបានគេយកគៅដាក់កន ងចត គោណកកង ABCD រួយ 
កដលមានទំហ ំ 3615 (គ្មា នកទនកណាននរងវង់សថិតគៅគ្ៅចត គោណ) ។ កំណត់្ប ូ
បាប ើលើគតកដលរងវង់រនិោត់អងកត់្ទូង AC ។ 
 
លហំាត់ ១២ 
(AMC 12,1999) 
គេឲ្យ្តើគោណ ABC រួយបំគេញលកខខណឌ  6cos4sin3  BA  
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និង 1cos3sin4  AB ។ េណនារ ំ C ។ 
 
លហំាត់ ១៣ 
បង្ហា ញថា aaaaaa tan2tan3tantan2tan3tan   

ចំគ ុះ 
2

k
a  , Zk ។ 

 
លហំាត់ ១៤ 
គេឲ្យ a , b , c ,  ,0d បំគេញលកខខណឌ   

 dcba sin2sin4sin7sin   និង 
 dcba cos2cos4cos7cos   ។ 

បង្ហា ញថា    cbda  cos7cos2  ។ 
 
លហំាត់ ១៥ 
សរគសរ      xzzyyx  sinsinsin ជាទលេ ណកតាត  ។ 
 
លហំាត់ ១៦ 
បង្ហា ញថា     9tan327cos439cos4

22 ។ 
 
លហំាត់ ១៧ 

បង្ហា ញថា  221
cos

1
sin

1 ab
x

b

x

a


















 ចំគ ុះ 0,  ba  

និង 
2

0


 x  ។ 

 
លហំាត់ ១៨ 
គេឲ្យ្តើគោណ ABC បំគេញលកខខណឌ  1sinsinsin  CBA ។ 
បង្ហា ញថា    30,,min ACCBBA ។ 
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លហំាត់ ១៩ 
ចំគ ុះ្តើគោណ ABC បង្ហា ញថា 

(a) 1
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan 
ACCBBA  

(b) 
9

3

2
tan

2
tan

2
tan 

CBA  ។ 

 
លហំាត់ ២០ 
យក ABCជា្តើគោណរ ំ្សួច ។ បង្ហា ញថា 

(a) CBACBA tantantantantantan   
(b) 33tantantan CBA  ។ 

 
លហំាត់ ២១ 
គេឲ្យ ABCជា្តើគោណរួយ ។ 
បង្ហា ញថា 1cotcotcotcotcotcot  ACCBBA  ។ 
្ាសរកវញិ គបើ x , y , zជាចំននួេតិ បំគេញលកខខណឌ  1 zxyzxy  

បង្ហា ញថា មាន្តើគោណ ABC បំគេញលកខខណឌ  xA cot ,  
yB cot និង zC cot  ។ 

 
លហំាត់ ២២ 
គេឲ្យ ABCជា្តើគោណរួយ ។ 

បង្ហា ញថា 1
2

sin
2

sin
2

sin2
2

sin
2

sin
2

sin
222


CBACBA ។ 

្ាសរកវញិ គបើ x , y , zជាចំននួេតិវជិ្ជមាន បំគេញលកខខណឌ   
12

222
 xyzzyx បង្ហា ញថា មាន្តើគោណ ABC បំគេញ 

លកខខណឌ  
2

sin
A

x  , 
2

sin
B

y  និង 
2

sin
C

z  ។ 
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លហំាត់ ២៣ 
គេឲ្យ ABCជា្តើគោណរួយ ។ បង្ហា ញថា 

(a) 
8

1

2
sin

2
sin

2
sin 

CBA  

(b) 
4

3

2
sin

2
sin

2
sin

222


CBA  

(c) 
4

9

2
cos

2
cos

2
cos

222


CBA  

(d) 
8

33

2
cos

2
cos

2
cos 

CBA  

(e) 6
2

csc
2

csc
2

csc 
CBA  

 
លហំាត់ ២៤ 
កន ង្តើគោណ ABC បង្ហា ញថា 
(a) CBACBA sinsinsin42sin2sin2sin   
(b) CBACBA coscoscos412cos2cos2cos   
(c) CBACBA coscoscos22sinsinsin

222
  

(d) 1coscoscos2coscoscos
222

 CBACBA  ។ 
្ាសរកវញិ គបើ x , y , zជាចំននួេតិវជិ្ជមានគទៃៀងផ្ទៃ ត់  

12
222

 xyzzyx បង្ហា ញថា មាន្តើគោណរ ំ្សួច ABC  
បំគេញលកខខណឌ  Ax cos , By cos និង Cz cos ។ 

 
លហំាត់ ២៥ 
កន ង្តើគោណ ABC បង្ហា ញថា 

(a) 
 ABC

abc
R 4  

(b)  ABCCBAR sinsinsin2
2  

(c)  CBArCBAR sinsinsinsinsinsin2   
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(d) 
2

sin
2

sin
2

sin4
CBA

Rr   

(e) 
2

2
coscoscos

R

abc
CcBbAa   ។ 

 
លហំាត់ ២៦ 
តាង sជាកនលុះបរមិា្តនន្តើគោណ ABC ។ បង្ហា ញថា 

(a) 
2

cos
2

cos
2

cos4
CBA

Rs   

(b) Rs
2

33
   ។ 

 
លហំាត់ ២៧ 
កន ង្តើគោណ ABC បង្ហា ញថា 

(a) 
2

sin
2

sin
2

sin41coscoscos
CBA

CBA   

(b) 
2

3
coscoscos  CBA  ។ 

 
លហំាត់ ២៨ 
កន ង្តើគោណ ABC បង្ហា ញថា 

(a) 
8

1
coscoscos CBA  

(b) 
8

33
sinsinsin  CBA  

(c) 
8

33
sinsinsin CBA  

(d) 
4

3
coscoscos

222
 CBA  

(e) 
4

9
sinsinsin

222
 CBA  
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(f) 
2

3
2cos2cos2cos  CBA  

(g) 
2

33
2sin2sin2sin  CBA  ។ 

 
លហំាត់ ២៩ 

បង្ហា ញថា 
















 xx

x

x

3
tan

3
tan

tan

3tan   ចំគ ុះ 
6

k
x  , Zk ។ 

 
លហំាត់ ៣០ 
គេឲ្យ      n

245tan1...2tan11tan1   ។ េណនា n ។ 
 
លហំាត់ ៣១ 
កន ងត្រុយអរតូណរគរគេមានចំណ ច  0,0A និង  2,bB ។ យក ABCDEF ជា 
ឆគោណនិយត័គបា៉ោ ងបំគេញលកខខណឌ   120FAB , DEAB , EFBC , 

FACD  និង អរគដាគន y ននកំេូលនើរួយៗរបស់វាខ សេើធាត ននសំណ ំ  
 10,8,6,4,2,0 ។ ្កឡានទៃននឆគោណគនុះអាច្តូវបានសរគសរជារាង nm  
កដល m និង nជាចនំួនេត់វជិ្ជមាន គហើយ n កចករិនដាច់នងឹោគរននចំននួបឋរ ។ 
េណនា nm   ។ 
 
លហំាត់ ៣២ 
គបើសិនជា Casio របស់អនកខូចប ូត ងស្មាប់េណនាច្មាសននចនំួនរួយ បញ្ជជ ក់ថា 
អនកគៅកតអាចេណនាច្មាសននចំននួរយួគដាយគ្បើកតបណាត ក់ននប ូត ង្តើគោណ 
មា្ត ដូចជា sin , cos , tan , 1

sin
 , 1

cos
 និង 1

tan
 ។ 

 
លហំាត់ ៣៣ 
គេឲ្យ្តើគោណ ABC បំគេញលកខខណឌ   120BA និង rR 8 ។ 
េណនា Ccos ។ 



| 19 

 

លហំាត់ ៣៤ 

ចំគ ុះ្េប់្តើគោណ ABC បង្ហា ញថា 
2

tan
2

tan
CBA

ba

ba







 




 ។ 

 
លហំាត់ ៣៥ 

គេឲ្យ្តើគោណ ABC រួយគទៃៀងផ្ទៃ ត់ 32 
b

a និង  60C ។ 

េណនា A និង B ។ 
 
លហំាត់ ៣៦ 
គេឲ្យ a , b , c 1  និង 1 បំគេញលកខខណឌ  abccba  ។ 

បង្ហា ញថា 
   222222

111

4

111 cba

abc

c

c

b

b

a

a











 ។ 

 
លហំាត់ ៣៧ 
បង្ហា ញថា ្តើគោណ ABCជា្តើគោណសរបាត ល ុះ្តាកត 

2
coscoscos

cba
AcCbBa


  ។ 

 
លហំាត់ ៣៨ 

េណនា aaaa 999cos...3cos2coscos ចំគ ុះ 
1999

2
a ។ 

 
លហំាត់ ៣៩ 

កំណត់តនរលតូចបទំ តនន 







2

4

2

4

tan

sec

tan

sec
 ចំគ ុះ  , 

2




k
 , Zk ។ 
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លហំាត់ ៤០ 

រក្េប់េូ  
2

2
,0, 











yx  គបើគេដងឹថា  

 

 

 
x

x

x

x

x

y

y

y

y

2sin

sin

cos

cos

sin

2

2

2

2

22
 ។ 

 
លហំាត់ ៤១ 
បង្ហា ញថា 1cos ជាចនំួនអសនទិាន ។ 
 
លហំាត់ ៤២ 
រកតនរលអតបិរមានន      2211 1111 yxyxS  គបើគេដឹងថា៖ 

22

2

2

1

2

2

2

1 cyyxx   ។ 
 
លហំាត់ ៤៣ 

បងាញថា  ba
b

a

b

a
 sec

cos

cos

sin

sin
33

ចំគ ុះ a0 , 
2


b ។ 

 
លហំាត់ ៤៤ 

គេឲ្យ 
2

1
cossin  ។ េណនា  sincos ។ 

 
លហំាត់ ៤៥ 
គេឲ្យ a , b , cជាចំននួេតិ ។ បង្ហា ញថា  
     1111

2222
 cbacabcab  ។ 

 
លហំាត់ ៤៦ 

បង្ហា ញថា   
2

2
1cossincossin 







 


ba
xbxxax (*)។ 
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លហំាត់ ៤៧ 

បង្ហា ញថា 1cossin
11









 



n

i

i

n

i

i aa ចំគ ុះ INn ។  

 
លហំាត់ ៤៨ 
(Russia 2003, By Nazar Agakhanov) 
រក្េប់រ ំ  គដើរើបឲ្យសំណ ំ មានបើធាត    3sin,2sin,sinS  គសាើនងឹសំណ ំ  

  3cos,2cos,cosT  ។ 
 
លហំាត់ ៤៩ 
យក   

0nn xT  ជាសវ ើតននេហ ធាបំគេញលកខខណឌ ៖     xxTxT  10 ,1  
និង    xTxxTT iii 11 2   ចំគ ុះ្េប់ចនំួនេត់វជិ្ជមាន i ។ 
េហ ធា  xTn គៅថា េហ ធា Chebyshev ទើ n ។ 
ក/ បង្ហា ញថា៖  xT n 12  និង  xT n2 ជាអន េរន៍គសស នងិ េូគរៀងគ្មន  
ខ/ បង្ហា ញថា៖     11  xTxT nn ចំគ ុះចំនួនេិត 1x  
េ/ បង្ហា ញថា៖    nTn coscos  ចំគ ុះចំនួនេត់រិនអវជិ្ជមាន n  
ឃ/ រក្េប់រសឹននេហ ធា  xTn  
ង/ រក្េប់រសឹននេហ ធា     1 xTxP nn  ។ 
 
លហំាត់ ៥០ 
គេឲ្យ្តើគោណ ABC គទៃៀងផ្ទៃ ត់  40BAC និង  60ABC ។ 
D , Eសថិតគៅគលើ្ជ្ុង AB , AC គរៀងគ្មន កដល  40CBD  និង 

 70BCE ។ អងកត់  BD និង  CE ្បសេវគ្មន ្តង់ F ។ បង្ហា ញថា 
BCAF  ។ 

 
លហំាត់ ៥១ 
(IMO,1991) 



| 22 

 

យក S ជាចំណ ចរួយគៅកន ង្តើគោណ ABC ។ បង្ហា ញថា យ៉ោ ងគោចណាសរ់ួយ 
កន ងចំគណាររ ំ SAB , SBC និង  30SCA  ។ 
 
លហំាត់ ៥២ 

គេឲ្យ 
7


a  ។ 

(a) បង្ហា ញថា aaaa 3sin2sinsin3sin
22

  
(b) បង្ហា ញថា aaa 4csc2csccsc   
(c) េណនា aaa 3cos2coscos   
(d) បង្ហា ញថា acos ជារសឹរួយននសរើោរ 01448

23
 xxx  

(e) បង្ហា ញថា acos ជាចនំួនអសនទិាន 
(f) េណនា aaa 3tan2tantan  
(g) េណនា aaa 3tan2tantan

222
  

(h) េណនា aaaaaa
222222

tan3tan3tan2tan2tantan   
(i) េណនា aaa 3cot2cotcot

222
  

 
លហំាត់ ៥៣ 
ក/ រកចំននួេត់វជិ្ជមាន n តូចបទំ តកដលបំគេញលកខខណឌ  










 nsin

1

134sin133sin

1
...

48sin47sin

1

46sin45sin

1 ។ 

ខ/ ្ាយបញ្ជជ ក់ថា  

 











 1sin

1cos

90sin89sin

1
...

3sin2sin

1

2sin1sin

1
2

។ 

 
លហំាត់ ៥៤ 
(China,2001) 
យក ABCជា្តើគោណកដលមានរង្ហវ ស់្ជ្ងុ cAB  , bAC  និង aBC  ។ 
ចំគ ុះ xជាចំននួេតិរនិអវជិ្ជមាន ្ាយបញ្ជជ ក់ថា 
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 xxxxxx
cbaCcBbAa 

2

1
coscoscos  ។ 

 
លហំាត់ ៥៥ 
គេឲ្យ x , y , zជាចំននួេតិវជិ្ជមាន ។ បង្ហា ញថា 

(a) 
2

33

111
222








 z

z

y

y

x

x  

(b) 
2

33

111
222








 z

z

y

y

x

x គបើគេដងឹថា x0 , y , 1z  

និង xyzzyx  ។ 
 
លហំាត់ ៥៦ 
(China,1997) 

គេឲ្យ x , y , z បំគេញលកខខណឌ  
12


 zyx និង 

2


 zyx ។ 

កំណត់តនរលអតិបរមា និង អបបបរមានន zyx cossincos ។ 
 
លហំាត់ ៥៧ 
គេឲ្យ ABCជា្តើគោណរ ំ្សួច ។ ចំគ ុះ 1n , 2 , 3 គេតាង 

  CBACBAx
nnnn

n coscoscoscoscoscos2
3


 ។  

បង្ហា ញថា 
2

3
321  xxx  ។ 

 
លហំាត់ ៥៨ 
រកទលបូកនន្េប់តនរល x គលើ  2,0 គបើគេដឹងថា 03cot8cot3

2
 xx ។ 

 
លហំាត់ ៥៩ 
គេឲ្យ្តើគោណ ABCជា្តើគោណរ ំ្សួចមាន្កឡានទៃ K ។ បង្ហា ញថា 
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2
444

222
222222222 cba

KacKcbKba


 ។ 

 
លហំាត់ ៦០ 
េណនា naCaCaCS

n

nnnn sin...2sinsin
21

  
និង naCaCaCT

n

nnnn cos...2coscos
21

  ។ 
 
លហំាត់ ៦១ 
កំណត់តនរលតូចបទំ តនន xxxxxx cscseccottancossin   
ចំគ ុះ្េប់ចំននួេតិ x ។ 
 
លហំាត់ ៦២ 
(Belarus,1999) 
គេឲ្យសវ ើតននចនំួនេិតេើរ េឺ 1x , 2x , … , nx និង 1y , 2y , … , ny គទៃៀងផ្ទៃ ត់ 

លកខខណឌ  311  yx , 2

1 1 nnn xxx   និង 
2

1

1 n

n

n

y

y
y


  

ចំគ ុះ្េប់ 1n ។ បង្ហា ញថា 32  nn yx  ។ 
 
លហំាត់ ៦៣ 

គេឲ្យ a , b , cជាចំននួេតិគទៃៀងផ្ទៃ ត់ 
2

3
sinsinsin  cba ។ 

បង្ហា ញថា 0
6

sin
6

sin
6

sin 




























cba ។ 

 
លហំាត់ ៦៤ 

ឧបរថា បនួចនំួន្តូវបានគ្ជ្ើសគចញេើចគនាល ុះ 






 

4

62
,

4

62 ។ 

បង្ហា ញថា មានេើរកន ងចំគណារបួនចំននួគនាុះ(សនាតថា a , b ) បំគេញលកខខណឌ  
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244
22
 abba  ។ 

 
លហំាត់ ៦៥ 

គេឲ្យ a , b ជាចំនួនេតិកន ងចគនាល ុះ 








2
,0
 ។ បង្ហា ញថា  

1coscossin3sin
6226

 bbaa  ល ុះ្តាកត ba   ។ 
 
លហំាត់ ៦៦ 

គេឲ្យ x , y , zជាចំននួេតិបំគេញលកខខណឌ  
2

0


 zyx ។ 

បង្ហា ញថា zyxzyyx 2sin2sin2sincossin2cossin2
2


  ។ 

 
លហំាត់ ៦៧ 
គេឲ្យ ABCDE  ជាេហ គោណារកឹកន ងរងវង់ ។ បង្ហា ញថា គបើ AEDABC rr   
, AECABD rr   គនាុះ គេបាន ABC នងិ AEDជា្តើគោណប៉ោ នគ្មន  ។ 
 
លហំាត់ ៦៨ 
គ្មា នរ ណំារួយនន្តើគោណ ABCមានរង្ហវ ស់ធជំាង 120 ។ បង្ហា ញថា 

2

3

sinsincos

coscoscos






CBA

CBA  ។ 

 
លហំាត់ ៦៩ 
(USAMO,2002) 

គេឲ្យ្តើគោណ ABC បំគេញលកខខណឌ  
222

2
cot

2
cot

2
cot 

























 CBA  
2

7

6










r

s  (*)កដល s និង rតាងឲ្យកនលុះ  



| 26 

 

បរមិា្ត នងិ ោរំងវង់ារកឹកន ង្តើគោណ ABC គរៀងគ្មន  ។ បង្ហា ញថា ្តើគោណ ABC

ដូច្តើគោណ T កដលមានរង្ហវ ស់្ជ្ងុទាងំអស់ជាចនំួនេត់វជិ្ជមាន នងិ ជាបើចំននួ  
បឋររវាងគ្មន  កដលចំននួេត់វជិ្ជមានទាងំបើគនុះ្តូវកំណត់ ។ 
 
លហំាត់ ៧០ 
(USAMO,1996) 
បង្ហា ញថា រធយរននចនំួន 2sin2 , 4sin4 , … , 180sin180 គសាើនឹង 1cot ។ 
 
លហំាត់ ៧១ 
គេឲ្យ ABCជា្តើគោណរ ំ្សួច ។ បង្ហា ញថា 

CBACBA cotcotcot6cotcotcot
333

  
CBA cotcotcot   (*)។ 

លហំាត់ ៧២ 
(Turkey,1998) 
គេឲ្យ  na ជាសវ ើតននចនំួនេិតកំណត់គដាយ ta 1 ,  nnn aaa  141   
ចំគ ុះ 1n ។ គតើមានតនរល t គទេងគ្មន ចំននួប៉ោ នាា នគទៃៀងផ្ទៃ ត់សរើោរ 01998 a ។ 
 
លហំាត់ ៧៣ 
យក Pជាចំណ ចកន ងរួយនន្តើគោណ ABC បំគេញលកខខណឌ   10PAB  
,  20PBA ,  30PCA និង  40PAC ។ បង្ហា ញថា ្តើគោណ 
ABCជា្តើគោណសរបាត ។ 
 
លហំាត់ ៧៤ 

គេឲ្យ 6320 a និង 
 22

5
2

1





n

n

n
a

a
a ចំគ ុះ្េប់ 0n ។ 

បង្ហា ញថា 2
3

2
cot

3











 n

na ចំគ ុះ្េប់ 0n ។ 
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លហំាត់ ៧៥ 
(APMC,1982) 
ចំគ ុះ  0,1-INn បង្ហា ញថា  













































n

k
n

kn

k
n

k

11 13

3
1

3
cot

13

3
1

3
tan

  (*)។ 

 
លហំាត់ ៧៦ 
(China,1999) 
គេឲ្យេហ ធា   2

2

2  xxP ។ កំណត់្េប់សវ ើតេហ ធា   
0kk xP គបើ 

 xPk ជាេហ ធារ៉ោូនចិ (Monic) មានដឺគ្ក k និង      xPPxPP ijji   
ចំគ ុះ្េប់ចំននួេត់វជិ្ជមាន i , j ។ 
 
លហំាត់ ៧៧ 
(China,2000) 
កន ង្តើគោណ ABC គេមាន cba  ។ កំណត់លកខខណឌ ននរ ំ C គដើរើបកគនោរ 

rRba 22  ជាចំននួវជិ្ជមាន អវជិ្ជមាន និង សូនយ ។ 
 
លហំាត់ ៧៨ 
យក D , E , F ជាចំណ ចគៅគលើ្ជ្ុង BC , CA , AB នន្តើគោណ ABC  
គរៀងគ្មន  ។ គបើគេដងឹថា BDFBAFEACEDC  បង្ហា ញថា 

 CABCABFDEFDE 
2

1  ។ 

 
លហំាត់  ៧៩ 

ចំគ ុះ a , b ជាចនំួនេិតវជិ្ជមាន បង្ហា ញថា 
abba 





 1

2

1

1

1

1

22
 

គបើ (a) 1,0  ba  រ ឺ(b) 3ab  ។ 
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លហំាត់ ៨០ 
(China,1998) 
គេឲ្យ ABCជា្តើគោណរិនមានរ ំទាល បំគេញលកខខណឌ  ACAB  , 

 45B ។ យក O និង I ជាទចិតរងវង់ារកឹគ្ៅ និង ារកឹកន ងគរៀងគ្មន នន្តើ 
គោណគនុះ ។ឧបមាថា ACABOI 2 ។ េណនា Asin ។ 
 
លហំាត់ ៨១ 
គេឲ្យ nជាចនំួនេត់វជិ្ជមាន ។ កំណត់ចនំួនេិត 0a និង lka , , nkl 1

បំគេញលកខខណឌ   



nkl

kl xlkaa
x

nx

1

,02

2

2cos
sin

sin (*) ។ 

 
លហំាត់ ៨២ 
(USAMO,2000) 
យក S ជាសំណ ំ នន្តើគោណ ABC បំគេញលកខខណឌ  

  rCRBQAPCRBQAP

6

,,min

3111
5 








  កដល rជាោរំងវង់ 

ារកឹកន ង្តើគោណ ABC និងP , Q , R ជាចំណ ចប៉ោុះរវាងរងវង់ារកឹកន ងនឹង្ជ្ុង 
AB , BC , CA នន្តើគោណ ABC គរៀងគ្មន  ។ បង្ហា ញថា ្តើគោណទាងំអស់ 
ននសំណ ំ  S ជា្តើគោណសរបាត នងិ ដូចគ្មន  ។ 
 
លហំាត់ ៨៣ 
(TST,2003) 

គេឲ្យ a , b , cជាចំននួេតិននចគនាល ុះ 








2
,0
 ។ បង្ហា ញថា 

   
 

   
 ac

abcbb

cb

cabaa










sin

sinsinsin

sin

sinsinsin  

   
 

0
sin

sinsinsin







ba

bcacc  (*)។ 
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លហំាត់ ៨៤ 
(TST,2002) 

ចំគ ុះ ្េប់្តើគោណ ABC បង្ហា ញថា 
2

3
sin

2

3
sin

2

3
sin

CBA
  








 








 








 


2
cos

2
cos

2
cos

ACCBBA  (*)។ 

 
លហំាត់ ៨៥ 
គេឲ្យ 1x , 2x , … , nx , 2n ជា n ចំនួនគទេងគ្មន ននចគនាល ុះ  1,1 ។ 

បង្ហា ញថា 2

21

2
1

...
11 


n

nttt
 កដល 




ij

iji xxt  ។ 

 
លហំាត់ ៨៦ 
(St.Petersburg, 2001) 

គេឲ្យ 1x , 2x , … , 10x ជាចនំួនេិតកន ងចគនាល ុះ 








2
,0
 បំគេញលកខខណឌ  

1sin...sinsin 10

2

2

2

1

2
 xxx  ។ បង្ហា ញថា 

  10211021 cos...coscossin...sinsin3 xxxxxx   ។ 
 
លហំាត់ ៨៧ 
(IMO Shortlist,2001) 
គេឲ្យ 1x , 2x , …, nx ជាចនំួនេិត ។ បង្ហា ញថា 

n
xxx

x

xx

x

x

x

n

n 








22

2

2

1

2

2

2

1

2

2

1

1

...1
...

11
 ។ 

 
លហំាត់ ៨៨ 
(USAMO,1998) 
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គេឲ្យ 0a , 1a , … , na ជាចនំួនេិតននចគនាល ុះ 








2
,0
 បំគេញលកខខណឌ  

1
4

tan...
4

tan
4

tan 10 

























 naaa n

 ។ 

បង្ហា ញថា 1

10 tan...tantan



n

n naaa  ។ 
 
លហំាត់ ៨៩ 
(MOSP,2001) 
កំណត់្េប់្តើធាត   cba ,, កដលគទៃៀងផ្ទៃ ត់សរើោរ 12

22
 ba ,  

132
22
 cb និង 1 cabcab ។ 

 
លហំាត់ ៩០ 
គេឲ្យ nជាចនំួនេត់វជិ្ជមាន និង  900 i , ni ,1 គទៃៀងផ្ទៃ ត់ 

1cos...coscos
2

2

2

1

2
 n ។ បង្ហា ញថា 

  nn n  cot...cotcot1tan...tantan 2121  ។ 
 
លហំាត់ ៩១ 
រួយកន ងចំគណារវសិរភាេ     xx

xx
cossin

cossin   

និង     xx
xx

cossin
cossin   េិត ចំគ ុះ :x  

4
0


 x ។  

បញ្ជជ ក់ចគរលើយរបស់អនកគដាយោរ្ាយបញ្ជជ ក់ ។ 
 
លហំាត់ ៩២ 
គេឲ្យ k ជាចនំួនេត់វជិ្ជមាន ។ បង្ហា ញថា kk 1 រិនករនជាកទនកេតិ 
ននចំននួក ទំលិច z កដល 1

n
z , INn ។ 

 
លហំាត់ ៩៣ 
យក 321 AAA ជា្តើគោណរ ំ្សួច និង 1B , 2B , 3B ជាចំណ ចគៅគលើ្ជ្ុង 32 AA ,  
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13 AA , 21AA គរៀងគ្មន  ។ បង្ហា ញថា  332211 coscoscos2 AbAbAb   
332211 coscoscos AaAaAa   (*) កដល 21  iii AAa និង  

21  iii BBb  ចំគ ុះ 1i , 2 , 3 (កន ងគនាុះ ii xx 3 ) ។ 
 

លហំាត់ ៩៤ 
គេឲ្យ ABCជា្តើគោណរួយ, x , y , zជាចំនួនេតិ និង nជាចំននួេត់វជិ្ជមាន ។ 
បង្ហា ញថា 

(a) CxyBzxAyzzyx cos2cos2cos2
222

  
(b)    nCxynBzxnAyzzyx

n
coscoscos12

222
  

(c)  22222
zyxRxyczxbyza   

(d)   zxyzxyABCzcybxa  4
222  ។ 

 
លហំាត់ ៩៥ 
(USAMO,2004) 
គេឲ្យ ជារងវង់ារកឹកន ងចត គោណ ABCD ។ យក I ជាទចតិនន  ។ 
ឧបរថា      222

CDABCIBIDIAI  ។ 
បង្ហា ញថា ABCDជាចត គោណ ន យសរបាត ។ 
 
លហំាត់ ៩៦ 
(USAMO,2001) 
គេឲ្យ a , b , cជាចំននួេតិរនិអវជិ្ជមានគទៃៀងផ្ទៃ ត់ 4

222
 abccba ។ 

បង្ហា ញថា 20  abccabcab ។ 
 
លហំាត់ ៩៧ 

គេឲ្យ s , t , u , v  ជាចំននួេតិវជិ្ជមានកន ងចគនាល ុះ 








2
,0
 បំគេញលកខខណឌ  

 vuts ។ បង្ហា ញថា  
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0
cos

1sin2

cos

1sin2

cos

1sin2

cos

1sin2













v

v

u

u

t

t

s

s ។ 

 
លហំាត់ ៩៨ 
(USAMO,1995) 
ឧបមាថា មា៉ោ ស ើនេតិគលខរួយខូច គហើយប ូត ងកដលអាចគ្បើ្បាស់បានមានកតប ូត ង 
sin , cos , tan , 1

sin
 , 1

cos
 និង 1

tan
 ។ គអ្កង់ដំបូងបង្ហា ញគលខ 0 ។ 

យក qជាចំនួនសនទិានវជិ្ជមានណារួយ ។ បង្ហា ញថា គេអាចបង្ហា ញចំននួ q គនុះគលើ  
គអ្កង់គដាយគ្បើកតប ូត ងខាងគលើ គបើគេសនាតថាមា៉ោ ស ើនេតិគលខគនុះមានសរតថភាេ 
េិតគលខបានគ្ចើនខៃង់គ្ោយគកបៀស(រិនកំណត់) នងិ តួគលខទាងំអស់េិតជារា៉ោដយង់។  
 
លហំាត់ ៩៩ 
គេឲ្យ ABCជា្តើគោណរ ំ្សួច ។ បង្ហា ញថា 
    BACACB sin2sin2sinsin2sin2sin

22
  

  CBACBA sinsinsin12sin2sin2sin
2

  (*)។ 
 
លហំាត់ ១០០ 
(MOSP,2000) 
គេឲ្យ ABCជា្តើគោណរ ំ្សួច ។ បង្ហា ញថា 

4coscoscos8
cos

cos

cos

cos

cos

cos
222



























CBA

A

C

C

B

B

A (*)។ 

 
លហំាត់ ១០១ 

ចំគ ុះ្េប់ចំននួេតិ x នងិ ចំននួេត់វជិ្ជមាន n បង្ហា ញថា 2
sin

1




n

k x

kx ។ 

 
 



 

 

ជំពកូ 3 

 

ដំណ ោះស្រាយ 
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លហំាត ់១ 
គេឲ្យ 2tansec  xx ។ េណនា xx tansec  ។ 
ចម្លើយ 
គ ើងមាន 1tansecsectan1

2222
 xxxx  

   1tansectansec  xxxx  

2

1

tansec

1
tansec 




xx
xx  

 
លហំាត់ ២ 
គេឲ្យ  450  ។ តគ្រៀប   


tan

1 tant ,   


cot

2 tant  
,   


tan

3 cott ,   


cot

4 cott តារលំដាប់ច ុះ ។ 
ចម្លើយ 
ចំគ ុះ  450  គេបាន  cot1tan0    

x
ay  ជាអន េរន៍ច ុះចំគ ុះ 10  a និង ជាអន េរន៍គ ើនចំគ ុះ 1a  

គេបាន     


cot

2

tan

1 tantan  tt  
និង   


cot

4 cott  t



tan

3 cot  
រយាងគ ៀត   1tan

tan

1 


t  និង   1cot
tan

3 


t 31 tt   
គេត គនុះ  2134 tttt   
 
លហំាត់ ៣ 
េណនា 

(a) 
12

sin
 , 

12
cos

 និង 
12

tan
  

(b) 
24

sin
24

cos
44 

  

(c)  72cos36cos  
(d)  70sin50sin10sin  ។ 
ចម្លើយ 
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(a) គ ើងមាន 









43
sin

12
sin



3
cos

4
sin

4
cos

3
sin


  

2

26

2

1

2

2

2

2

2

3 



















































  

ដូចគ្នា  គេបាន 
2

26

12
cos




  

គ ើងបាន 32

2

26

2

26

12
tan 






  

(b) 


















24
sin

24
cos

24
sin

24
cos

24
sin

24
cos

222244   

2

26

12
cos




  

(c) 
  






72cos36cos

72cos36cos72cos36cos
72cos36cos  






72cos36cos

72cos36cos
22

 









72cos36cos

2

144cos1

2

72cos1

 

  2

1

72cos36cos2

36cos72cos





  

(d)  80cos40cos20cos70sin50sin10sin  
តារ 

x

x
xxxx

sin

2sin

2

1
coscossin22sin   

គ ើងបាន  70sin50sin10sin  







































80sin

160sin

2

1

40sin

80sin

2

1

20sin

40sin

2

1  

8

1

20sin

20sin

8

1

20sin

160sin

8

1










  
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លហំាត់ ៤ 
ស្រួល គនោរ xxxx

2424
sin4coscos4sin   ។ 

ចម្លើយ 
xxxx

2424
sin4coscos4sin   

   xxxx
2424

cos14cossin14sin   

   2222
cos2sin2 xx   

xxx 2coscos2sin2
22

  
 
លហំាត់ ៥ 

បង្ហា ញថា 



22cot1

2
23cot1  ។ 

ចម្លើយ 
រគបៀប ើ ១ 

គ ើងមាន    22cot123cot1 


























22sin

22cos
1

23sin

23cos
1  

  





22sin23sin

22cos22sin23cos23sin
 

  





23sin22sin

22cos45sin45cos22sin23cos45sin45cos23sin2

   





23sin22sin

4522sin4523sin2
 

2
23sin22sin

23sin22sin2





  

គេត គនុះ 



22cot1

2
23cot1  

រគបៀប ើ ២ 

គ ើងមាន  





23cot22cot

123cot22cot
2322cot45cot  
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1
23cot22cot

123cot22cot





  

2123cot22cot23cot22cot   
    2123cot22cot123cot   
   2122cot123cot   

គេត គនុះ 



22cot1

2
23cot1  

 
លហំាត់ ៦ 

 ំណត់ 









2
,0


x គបើគេដងឹថា 24
cos

13

sin

13







xx
 ។ 

ចម្លើយ 

គ ើងមាន 24
cos

13

sin

13







xx
2

cos22

13

sin22

13








xx
 

2
cos4

26

sin4

26








xx
 (*) 

តារ លំហាត់ ៤ (a) 
4

26

12
sin




 , 
4

26

12
cos




  

(*) 2
cos

12
cos

sin

12
sin


xx



 

xxxx cossin2
12

cossincos
12

sin 
  

xx 2sin
12

sin 








  

គ ើងបាន 





























3

2

36

11

2
12

22
12

22
12












k
x

kx

kxx

kxx
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គដា  









2
,0


x  

គេបាន 
12


x , 

36

11
x  

 
លហំាត់ ៧ 
   ជាសំណ ំ ននេូ  yx, បំគេញល ខខណឌ  100

22
 yx និង 

  0sin  yx ។ េណនានទៃតណំាង  ។ 
ចម្លើយ 
រគបៀប ើ ១ 
សំណ ំ ចំណ ច  yx, បំគេញល ខខណឌ  

100
22
 yx ជាផ្ទា ខាង ា ងននរងវង់ 

ផ្ដល  C មានកទំចតិ  0,0O  និង កំ 10R  
គបើ   kyxyx  0sin , Zk  
សរើករអាប់ស ើសរវាងរងវង់  C និង  
បនាៃ ត់   kyxl :  រ ឺ kxy   
 ំណត់គដា    100

22
 kxx  

010022
222

  kxkx  
មាន 2002002'

222222
  kkk  

គបើ  C ្បសេវ  l គេបាន 0200
22

 k
9

200200
2

2



k  

3

200

3

200
 k  

55  k  
44  k  

គេបាន រងវង់  C ្តូវបានផ្ច ជា 10 តំបន់គទេងគ្នា ដូចរូប (គដា បនាៃ ត់ចនំួន 9)  
គេើ  រាល់តំបន់នើរួ ៗទៃ  រាល់េូ  yx, បំគេញល ខខណឌ    0sin  yx  
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រ ឺ   0sin  yx  ។ សិ ោគលើតនរៃ k គេបាន ចនំួនេូ  yx, ផ្ដល 
  0sin  yx និង ចនំួនេូ  yx, មានចនំួនគសមើគ្នា  ។ 

គ ើងបាន ្ ឡានទៃតាង   ំណត់គដា  


50
2

10
2

S  

រគបៀប ើ ២ 
    C ជាថាសផ្ដលគ ើតគចញេើចំណ ច  yx, បំគេញល ខខណឌ  

100
22
 yx   

គ ើងមាន   kyxyx  0sin , Zk  
ថាស  C ្តូវបានកត់គដា បនាៃ ត់   kyxDk :  (្េប់តនរៃ k គេបាន 
  kyxDk :  ជាបនាៃ ត់្សបគ្នា  ) 
គេបាន តបំន់ដូចរូប ។  ា ងតំបន់គនាុះមានចំណ ច  yx, បំគេញល ខខណឌ  

  0sin  yx រ ឺ   0sin  yx  
ចំគ ុះ    Cyx  ,  គេបាន    yxyx  sinsin  
មានន័ ថា ចំណ ច  yx, បំគេញល ខខណឌ    0,sin yx និង ចំណ ច  yx,  
បំគេញល ខខណឌ    0,sin yx ឆៃ ុះគ្នា គ ៀបនឹងេល់ O ។ 
គ ើងបាន ចំននួេូ  yx, គទៃៀងផ្ទៃ ត់   0sin  yx  មានចនំួនគសមើគ្នា នងឹចនំួនេូ 
 yx, គទៃៀងផ្ទៃ ត់   0,sin yx  

គ ើងបាន ្ ឡានទៃតាង   ំណត់គដា  


50
2

10
2

S  

 
លហំាត់ ៨ 

ចំគ ុះ្េប់្តើគកណ ABC បង្ហា ញថា 
cb

aA




2
sin  ។ 

ចម្លើយ 

តារ្ ឹសតើប ស ើន សគ ើងបាន 
CB

A

cb

a

sinsin

sin





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






 







 


2
cos

2
sin2

2
cos

2
sin2

CBCB

AA

 








 









 


2
cos

2
sin

2
cos

2
cos

2
cos

2
sin

CB

A

CBA

AA

 

គដា  1
2

cos0 






 


CB  គ្ ុះ  CB0  

គេត គនុះ  
cb

aA




2
sin  

សម្គា ល ់្ា ដូចគ្នា  គ ើងបាន 
ac

bB




2
sin , 

ba

cC




2
sin  

 
លហំាត់ ៩ 

គេឲ្យ 









4
,

4


I និង f ជាអន វតតន៍ ំណត់គលើ  1,1 គដា  

  xxxf cossin2sin  ។  ំណត់ f រចួ ទាញរ   xf
2

tan  ចំគ ុះ 
Ix  ។ 

ចម្លើយ 
គ ើងមាន      xxxxf 2sin1cossin2sin

22
  

គដា   1,1: If  
xx 2sin  ជាអន វតតន៍រួ  ល់រ ួ 

មានន័ ថា  1,1t , xtIx 2sin:!   
គ ើងបាន    ttf  1

2  ចំគ ុះ  1,1t   ttf  1  
គ្ ុះ     0cossin2sin  xxxftf , Ix  
ដូចគនុះ   ttf  1 ,  1,1t  
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ចំគ ុះ 1tan01tan1
2

 xxIx  
គ ើងបាន   xxxf sectan1tan

22
  

 
លហំាត់ ១០ 

      xx
k

xf
kk

k cossin
1

 ចំគ ុះ 1k , 2 , … , n ។ 

បង្ហា ញថា    
12

1
64  xfxf  , IRx ។ 

ចម្លើយ 

គដើរើបបង្ហា ញថា    
12

1
64  xfxf  គ ើង្គ្នន់ផ្តបង្ហា ញថា 

    1cossin2cossin3
6644

 xxxx  
គ ើងមាន    xxxx

6644
cossin2cossin3   

  xxxx
22222

cossin2cossin3   
  xxxxxx

422422
coscossinsincossin2   

  xxxxxx
2222222

cossin3cossin2cossin63   
xxxx

2222
cossin62cossin63   

1  
គេត គនុះ     

12

1
64  xfxf  , IRx  

 
លហំាត់ ១១ 
(AIME,2004) 
រងវង់រ ួមានក ំ1 ឯ តា ្តូវបានគេ  គៅដា ់ ា ងចត គកណផ្ ង ABCD រួ  
ផ្ដលមាន ំេ ំ 3615 (គ្នម នផ្ទា ណាននរងវង់សថិតគៅគ្ៅចត គកណ) ។  ំណត់្ប ូ
បាប ើលើគតផ្ដលរងវង់រនិកត់អងកត់្ ូង AC ។ 
ចម្លើយ 
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គដើរើបឲ្យរងវង់គៅ ា ងចត គកណផ្ ង ABCDកលណាទចិត O ននរងវង់គនាុះសថតិគៅ 
 ា ងចត គកណ ំេ ំ     3413236215   
្េឹតតិករណ៍រងវង់រនិបយុះអងកត់្ ូង AC ដូចគ្នា នងឹ្េឹតតកិរណ៍ចមាា  េើទចិត O គៅ្រុង 
AC  ំជាង 1 រ ឺដូចគ្នា នងឹ្េឹតតកិរណ៍ចមាា  េើទចិត O គៅ្រុងនន្តើគកណ ABC

និង ្តើគកណ CDA  ំជាង 1។ 
គ ើងេូសអងកត់បើ្សបគ្នា នឹង្រុងនន្តើគកណ ABC និង CDA  
(េមាៃ តេើអងកត់ទាងំគនាុះនងឹ្រងុនន្តើគកណគសមើនឹង 1 ដូចរូប ) 
គដា ្រុង្តូវគ្នា នន្តើគកណ EFG និង ្តើគកណ ABC ្សបគ្នា   
គ ើងបាន ្តើគកណ EFG  និង ្តើគកណ ABCជា្តើគកណដូចគ្នា  

 
 

   
222

3615 



























AB

EF

AB

EF
ABCEFG

AB

EF

ABC

EFG  

គបើ Aជា្េឹតតកិរណ៍ផ្ដលរងវង់រនិកត់អងកត់្ ូង AC  

គ ើងបាន  
  22

221

270

3413

3615

3413

2


























AB

EF

AB

EFEFG
AP  

គដា ចមាា  េើ E គៅ្រុង AB និង AC មាន្បផ្វងគសមើគ្នា  េឺ 1ឯ តា 
E សថិតគលើ នៃុះបនាៃ ត់េ ុះ BAC  

ដូចគ្នា ផ្ដរ F , G សថិតគៅគលើ នៃុះបនាៃ ត់េ ុះ ABC , BCA  
គ ើងបាន AE , BF និង CG ្បសេវគ្នា ្តង់ចំណ ច I ផ្ដលជាទចិតរងវង់ចារ ឹ ា ង 
នន្តើគកណ ABC  
រគបៀប ើ ១ 
   1E , 1F ជាចំគណាលផ្ ងនន E , F គលើ្រុង AB  
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FFEE 11 ជាចត គកណផ្ ង 
គ ើងបាន 11FEEF   និង 1111  EEFFBF  
គបើ  2 CABEAB  

គ ើងបាន 
13

5

39

15
2sin 

AC

BC
 , 

13

12

39

36
2cos 

AC

AB
  

5

1

13

5
1

13

12
1

2sin

2cos1
tan 












 5

tan

1

1 


EE
AE  

3051361111  AEBFABFEEF  

គេត គនុះ 817
442

375

221

270

36

30
2

















 nm

n

m  

រគបៀប ើ ២ 
តាង  0,0A ,  0,36B និង  15,36C  
គដា  Eសថិតគៅគលើ នៃុះបនាៃ ត់េ ុះនន CAB  
 AEមានគរេ ណ្បាប់ ិសដូចគ្នា នងឹ ABACACAB   

គដា  ABACACAB     0,363915,3636   1,51536   

5

1
 ជាគរេ ណ្បាប់ សិនន AE

5

1
tan    (    EAB ) 

គ ើងបាន 5
tan

1

1 


EE
AE  

3051361111  AEBFABFEEF  

គេត គនុះ 817
442

375

221

270

36

30
2

















 nm

n

m  

រគបៀប ើ ៣ 
គដា  ្េប់្រងុ្តូវគ្នា នន្តើគកណ ABC និង EFGស  ធផ្ត្សបគ្នា  

I  ៏ជាទចតិរងវង់ចារ ឹ ា ងនន្តើគកណ EFG  
គបើ rជា្បផ្វងកនំនរងវង់ចារ ឹ ា ងនន្តើគកណ ABC  
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1' 1  rBFrr  ( 'r ជាករំងវង់ចារ ឹ ា ង្តើគកណ ABC ) 

គ ើងបាន 
2

1







 


r

r

ABC

EFG















 


221

2701
2

r

r

n

m  

ផ្ត         CIABICAIBCABCABr  2  
  BCABABC  2  

6
391536

1536












CABCAB

BCAB
r  

គេបាន 
442

375

221

270

6

16
2
















 


n

m  

គេត គនុះ  812 nm  
 
លហំាត់ ១២ 
(AMC 12,1999) 
គេឲ្យ្តើគកណ ABC រួ បំគេញល ខខណឌ  6cos4sin3  BA  
និង 1cos3sin4  AB ។ េណនារ ំ 

C
។ 

ចម្លើយ 
គ ើងមាន 6cos4sin3  BA  (1) 

1cos3sin4  AB  (2) 
តារ (1) 36cos16cossin24sin9

22
 BBAA   (3) 

តារ (1) 1cos9cossin24sin16
22

 AABB   (4) 

បូ  (3),(4) គ ើងបាន   37sin2425  BA  
2

1
sin  BA  

62

1
sin


 CC រ ឺ

6

5  

គបើ 
66

5 
 AC  គេបាន 64

2

3
cos4sin3  BA រិនេតិ 

គេត គនុះ  
6


C  
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លហំាត់ ១៣ 
បង្ហា ញថា aaaaaa tan2tan3tantan2tan3tan   

ចំគ ុះ 
2

k
a  , Zk ។ 

ចម្លើយ 

គ ើងមាន  
aa

aa
aaa

2tantan1

2tantan
2tan3tan




  

aaaaaa 2tantan3tan2tantan3tan   
គេត គនុះ  aaaaaa tan2tan3tantan2tan3tan   

សម្គា ល ់គបើ 1a , 2a , 
2

3

k
a  ( Zk ) បំគេញល ខខណឌ 0321  aaa  

គេបាន 321321 tantantantantantan aaaaaa   ។ 
 
លហំាត់ ១៤ 
គេឲ្យ a , b , c ,  ,0d បំគេញល ខខណឌ   

 dcba sin2sin4sin7sin   និង 
 dcba cos2cos4cos7cos   ។ 

បង្ហា ញថា    cbda  cos7cos2  ។ 
ចម្លើយ 
គ ើងមាន  dcba sin2sin4sin7sin    (1) 
  dcba cos2cos4cos7cos   (2) 
តារ (1):  dcba sin2sin4sin7sin   

bcda sin7sin4sin8sin   
ddaa

22
sin64sinsin16sin   

bcbc
22

sin49sinsin56sin16   (3) 
តារ (1):  dcba cos2cos4cos7cos   

bcda cos7cos4cos8cos   
ddaa

22
cos64coscos16cos   
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bcbc
22

cos49coscos56cos16   (4) 
បូ  (3),(4) គ ើងបាន     49cos561664cos161  cbda  

   cbda  cos7cos2  
គេត គនុះ    cbda  cos7cos2  
 
លហំាត់ ១៥ 
សរគសរ      xzzyyx  sinsinsin ជាទលេ ណ តាត  ។ 
ចម្លើយ 

     xzzyyx  sinsinsin  








 







 








 







 


2
cos

2
sin2

2

2
cos

2
sin2

xzxzyzxzx  
















 








 







 


2
cos

2

2
cos

2
sin2

xzyzxzx  








 







 







 


2
sin

2
sin

2
sin4

yxyzzx  








 







 







 


2
sin

2
sin

2
sin4

xzzyyx  

សម្គា ល ់

គបើ 0 cba គេបាន 
2

sin
2

sin
2

sin4sinsinsin
cba

cba  ។ 

 
លហំាត់ ១៦ 
បង្ហា ញថា     9tan327cos439cos4

22 ។ 
ចម្លើយ 

xxx
3

cos4cos33cos 
x

x
x

cos

3cos
3cos4

2
 ,

2

k
x  , Zk  

គ ើងបាន   327cos439cos4
22

 

























27cos

81cos

9cos

27cos  
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









9cos

9sin

9cos

81cos  

 9tan  
 
លហំាត់ ១៧ 

បង្ហា ញថា  221
cos

1
sin

1 ab
x

b

x

a


















 ចំគ ុះ 0,  ba  

និង 
2

0


 x  ។ 

ចម្លើយ 

គ ើងមាន  221
cos

1
sin

1 ab
x

b

x

a


















  

abab
xx

ab

x

b

x

a
2221

cossincossin
1   

abab
xx

ab

x

b

x

a
222

cossincossin
  

តារ AM-GM គ ើងបាន 
xx

ab

x

b

x

a

cossin

2

cossin
  (*) 

គដា  1cossin2cossin22sin  xxxxx  

2

1
cossin  xx  

(*) ab
x

b

x

a
22

cossin
  (1) 

និង ab
xx

ab
2

cossin
   (2) 

តារ (1),(2) គ ើងបាន abab
xx

ab

x

b

x

a
222

cossincossin
  

គេត គនុះ   221
cos

1
sin

1 ab
x

b

x

a


















  

លហំាត់ ១៨ 
គេឲ្យ្តើគកណ ABC បំគេញល ខខណឌ  1sinsinsin  CBA ។ 
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បង្ហា ញថា    30,,min ACCBBA ។ 
ចម្លើយ 
WLOG ឧបមាថា CBA   គេបាន CBACBA   
គេត គនុះ គដើរើបបង្ហា ញថា    30,,min ACCBBA  
គ ើង្គ្នន់ផ្តបង្ហា ញថា  30CB  
គ ើងមាន ACBacb sinsinsin   (្ ឹសតើប ស ើន ស ) 

ACBA sin2sinsinsin   
គដា  1sinsinsin  CBA  

គ ើងបាន 
2

1
sinsin21  AA  300 A  រ ឺ  180150 A  

គបើ  9030303030 CBAA  រិនេតិ 
គ្ ុះ A , B , C ជារង្ហវ ស់រ ំនន្តើគកណរ ួ 

 30180150 ACBA  
សរ បរ      30,,min ACCBBA  
 
លហំាត់ ១៩ 
ចំគ ុះ្តើគកណ ABC បង្ហា ញថា 

(a) 1
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan 
ACCBBA  

(b) 
9

3

2
tan

2
tan

2
tan 

CBA  ។ 

ចម្លើយ 
(a)  

គ ើងមាន 
222222

CBACBA


   




















22
tan

22
tan

CBA   
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2
tan

1

2
tan

2
tan1

2
tan

2
tan

CBA

BA







  

2
tan

2
tan1

2
tan

2
tan

2
tan

2
tan

BACBCA
  

ដូចគនុះ 1
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan 
ACCBBA  

(b) 
9

3

2
tan

2
tan

2
tan 

CBA  

គដា  A , B ,  ,0C
2

A
 , 

2

B , 









2
,0

2

C  

2
tan

A
 , 

2
tan

B , 0
2

tan 
C  

តារ AM-GM គ ើងបាន 
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan
ACCBBA

  

3

2

2
tan

2
tan

2
tan3 










CBA  

2

2
tan

2
tan

2
tan

27

1










CBA  

គេត គនុះ  
9

3

2
tan

2
tan

2
tan 

CBA  

 
លហំាត់ ២០ 
   ABCជា្តើគកណរ ំ្សួច ។ បង្ហា ញថា 

(a) CBACBA tantantantantantan   
(b) 33tantantan CBA  ។ 

ចម្លើយ 
(a)  
គ ើងមាន CBACBA    
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   CBA  tantan  

C
BA

BA
tan

tantan1

tantan





  

CBACBA tantantantantantan   
គេត គនុះ  CBACBA tantantantantantan   
(b) 
គដា  ABCជា្តើគកណរ ំ្សួច គេបាន Atan , Btan , 0tan C  
តារ AM-GM គ ើងបាន 3 tantantan3tantantan CBACBA   

3 tantantan3tantantan CBACBA   
   33tantantan xxCBAx  33 2

 x 33 x  
ដូចគនុះ  33tantantan CBA  
 
លហំាត់ ២១ 
គេឲ្យ ABCជា្តើគកណរួ  ។ 
បង្ហា ញថា 1cotcotcotcotcotcot  ACCBBA  ។ 
្ចាសរ វញិ គបើ x , y , zជាចំននួេតិ បំគេញល ខខណឌ  1 zxyzxy  

បង្ហា ញថា មាន្តើគកណ ABC បំគេញល ខខណឌ  xA cot ,  
yB cot និង zC cot  ។ 

ចម្លើយ 
គបើ ABCជា្តើគកណផ្ ង 
WLOG ឧបរថា  9090 CBA  

គ ើងបាន   0cot CB 0
cotcot

1cotcot







CB

CB
1cotcot  CB  

គេត គនុះ  1cotcotcotcotcotcot  ACCBBA  
គបើ ABC រិនផ្រនជា្តើគកណផ្ ង 
គេបាន Atan , Btan , Ctan  ំណត់ 
តារ លំហាត់ ២០ (a) CBACBA tantantantantantan   
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1
tantantan

tantantan





CBA

CBA  

1cotcotcotcotcotcot  ACCBBA  
 
គដា  អន វតតន៍     ,180,0:f  

xyx cot  ជាអន វតតន៍គេញ 
គេត គនុះ គបើ x , y , zជាចំនួនេិត បំគេញល ខខណឌ  1 zxyzxy  

គនាុះ មាន្តើគកណ ABC បំគេញល ខខណឌ  xA cot ,  
yB cot និង zC cot   

 
លហំាត់ ២២ 
គេឲ្យ ABCជា្តើគកណរួ  ។ 

បង្ហា ញថា 1
2

sin
2

sin
2

sin2
2

sin
2

sin
2

sin
222


CBACBA ។ 

្ចាសរ វញិ គបើ x , y , zជាចំននួេតិវរិជមាន បំគេញល ខខណឌ   
12

222
 xyzzyx បង្ហា ញថា មាន្តើគកណ ABC បំគេញ 

ល ខខណឌ  
2

sin
A

x  , 
2

sin
B

y  និង 
2

sin
C

z  ។ 

ចម្លើយ 
A , B , C ជារង្ហវ ស់រ ំនន្តើគកណរួ  គេបាន  CBA  








 








 


2
cos

22
sin

2
sin

CBCBA   

2
sin

2
sin

2
cos

2
cos

CBCB
  




















2
sin1

2
sin1

2
sin

2
sin

22 CBCB  




















2
sin1

2
sin1

2
sin

2
sin

2
sin

22 CBCBA  
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2
sin

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin2

2
sin

222 CBCBAA
  

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin1

2222 CBCB
  

គេត គនុះ 1
2

sin
2

sin
2

sin2
2

sin
2

sin
2

sin
222


CBACBA  

គដើរើបបង្ហា ញថា មាន្តើគកណ ABC បំគេញល ខខណឌ  
2

sin
A

x  , 
2

sin
B

y 

និង 
2

sin
C

z  គ ើង្គ្នន់ផ្តបង្ហា ញថា មានរ ំ A , B , C បំគេញល ខខណឌ   

A0 , B , C និង  CBA ផ្ដលគទៃៀងផ្ទៃ ត់សរភាេ  
12

222
 xyzzyx   

គ ើងមាន   22222
1112 zyyzxxyzzyx   

គ្ ុះ 0x  
គដា     10110

2222
 zyyzzyx  

y 0 , 1z  

គេបាន 
2

sin
B

y  , 
2

sin
C

z  ផ្ដល B0 , C  








 


2
cos

2
cos

2
cos

2
sin

2
sin

CBCBBA
x  (*) 

គបើ 
2

sin
A

x  ផ្ដល  CBA (*) គទៃៀងផ្ទៃ ត់ 

រយាងគ ៀត 
2

cos
2

sin1
2

sin
2

sin
222222 BBCB

zy   











22
cos

2
cos

2
sin

2
cos

22 CBCB   

222

CB


  គ្ ុះ xcos ជាអន េរន៍ច ុះគលើ 








2
,0
  

 CB  គេត គនុះ  A0  
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សរ បរ  មាន្តើគកណ ABC បំគេញល ខខណឌ  
2

sin
A

x  , 
2

sin
B

y  និង 

2
sin

C
z   

 
លហំាត់ ២៣ 
គេឲ្យ ABCជា្តើគកណរួ  ។ បង្ហា ញថា 

(a) 
8

1

2
sin

2
sin

2
sin 

CBA  

(b) 
4

3

2
sin

2
sin

2
sin

222


CBA  

(c) 
4

9

2
cos

2
cos

2
cos

222


CBA  

(d) 
8

33

2
cos

2
cos

2
cos 

CBA  

(e) 6
2

csc
2

csc
2

csc 
CBA  

ចម្លើយ 

(a) តារលំហាត់ ៨ គ ើងបាន 
   accbba

abcCBA




2
sin

2
sin

2
sin  

តារ AM-GM គ ើងមាន        cabcabaccbba 222  
abc8  

    8

1





accbba

abc  

ដូចគនុះ 
8

1

2
sin

2
sin

2
sin 

CBA  

(b) តារ លំហាត់ ២២  គ ើងមាន  

1
2

sin
2

sin
2

sin2
2

sin
2

sin
2

sin
222


CBACBA  


2

sin
2

sin
2

sin21
2

sin
2

sin
2

sin
222 CBACBA

  
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គដា  
8

1

2
sin

2
sin

2
sin 

CBA  

គ ើងបាន 
4

3

8

1
21

2
sin

2
sin

2
sin

222











CBA  

(c) គដា  xx
22

cossin1   

គ ើងបាន 
4

3

2
sin

2
sin

2
sin

222


CBA  

4

9

4

3
3

2
cos

2
cos

2
cos

222


CBA  

(d) តារ AM-GM គ ើងបាន 
2

cos
2

cos
2

cos
222 CBA

  

3
222

2
cos

2
cos

2
cos3 










CBA  

តារ (c) 
4

9

2
cos

2
cos

2
cos

222


CBA  

គ ើងបាន 3
222

2
cos

2
cos

2
cos3

4

9










CBA  

64

27

2
cos

2
cos

2
cos

2











CBA  

8

33

2
cos

2
cos

2
cos 

CBA  

(e) តារ លំហាត់ ៨ គ ើងបាន 
a

c

a

b

a

cb

A

A





2
sin

1

2
csc  

ដូចគ្នា ផ្ដរ គ ើងបាន 
b

a

b

cB


2
csc , 

c

b

c

aC


2
csc  

គេត គនុះ 
c

b

c

a

b

a

b

c

a

c

a

bCBA


2
csc

2
csc

2
csc  

66 

















































c

b

c

a

b

a

b

c

a

c

a

b  
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6  
 

លហំាត់ ២៤ 
 ា ង្តើគកណ ABC បង្ហា ញថា 
(a) CBACBA sinsinsin42sin2sin2sin   
(b) CBACBA coscoscos412cos2cos2cos   
(c) CBACBA coscoscos22sinsinsin

222
  

(d) 1coscoscos2coscoscos
222

 CBACBA  ។ 
្ចាសរ វញិ គបើ x , y , zជាចំននួេតិវរិជមានគទៃៀងផ្ទៃ ត់  

12
222

 xyzzyx បង្ហា ញថា មាន្តើគកណរ ំ្សួច ABC  
បំគេញល ខខណឌ  Ax cos , By cos និង Cz cos ។ 

ចម្លើយ 
(a) គ ើងមាន CBA 2sin2sin2sin   

    CCBABA cossin2cossin2   
    BABAC  coscossin2  

   CBABAC sinsinsin4sinsin2sin2   
(b) គ ើងមាន CBA 2cos2cos2cos   

    1cos2coscos2
2

 CBABA  
  1cos2coscos2

2
 CBAC  

   1coscoscos2  BACC  

1
2

sin
2

sincos4 






 







 


BACBAC
C  

1
2

sin
2

sincos4 
















 CBC

  

CBA coscoscos41  
(c) គ ើងមាន CBA

222
sinsinsin   

2

2cos12cos12cos1 CBA 
  
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 
2

2cos2cos2cos3 CBA 
  

 
2

coscoscos413 CBA
  

CBA coscoscos22   
(d) គ ើងមាន CBA

222
coscoscos   

2

2cos12cos12cos1 CBA 
  

 
2

2cos2cos2cos3 CBA 
  

2

coscoscos413 CBA
  

CBA coscoscos21  
គេត គនុះ 1coscoscos2coscoscos

222
 CBACBA  

គដើរើបបង្ហា ញថា មាន្តើគកណរ ំ្សួច ABC បំគេញល ខខណឌ  Ax cos ,  
By cos និង Cz cos គ ើង្គ្នន់ផ្តបង្ហា ញថា មាន A , B , C ផ្ដល 

 CBA  និង A0 , B , 
2


C  

គ ើងមាន 12
222

 xyzzyx 2
0 x , 1

2
y x 0 , 1y  

Ax cos , By cos ផ្ដល A0 , 
2


B  

អន េរន៍   xyzzyxzyxf 2,,
222
 មាន   022,, 


xyzzyxf z  

ចំគ ុះ x , y , 0z  
គេបាន សរើករ 12

222
 xyzzyx មានរសឹយយ ងគ្ចើនរ ួ 

គដា  Cz cos ផ្ដល  CBA គទៃៀងផ្ទៃ ត់សរើករ 
សរើករមានរសឹផ្តរួ េត់ េឺ Cz cos  
រយាងគ ៀត AABAyx

222222
cossin1coscos   









 AABAB

2
cossincossincos

22   
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គ្ ុះ A0 , 
2


B  

2
0

22


 CBAAB  

គេត គនុះ មាន A , B , C ផ្ដល  CBA  និង A0 , B , 
2


C  

 
លហំាត់ ២៥ 
 ា ង្តើគកណ ABC បង្ហា ញថា 

(a) 
 ABC

abc
R 4  

(b)  ABCCBAR sinsinsin2
2  

(c)  CBArCBAR sinsinsinsinsinsin2   

(d) 
2

sin
2

sin
2

sin4
CBA

Rr   

(e) 
2

2
coscoscos

R

abc
CcBbAa   ។ 

ចម្លើយ 

(a) តារ្ ឹសតើប ស ើន ស គេបាន R
C

c

B

b

A

a
2

sinsinsin
  

 ABC

abc

Abc

abc

A

a
R

2sinsin
2   

ដូចគនុះ 
 ABC

abc
R 4  

(b) គ ើងមាន    CBRARCBAR sinsin2sin2
2

1
sinsinsin2

2
  

 ABCCab  sin
2

1  

(c) គ ើងមាន    rcbaAbcABC  sin2  
តារ្ ឹសតើប ស ើន ស ARa sin2 , BRb sin2 , CRc sin2  
គ ើងបាន  rCRBRARCBAR sin2sin2sin2sinsinsin4

2
  
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  rCBACBAR sinsinsinsinsinsin2   

(d) តារ្ ឹសតើប  ូស ើន ស 
bc

acb
A

2
cos

222


  

គ ើងបាន  
bc

acbbcAA

4

2

2

cos1

2
sin

222
2 




  

    
bc

cbacba

bc

cba

44

22





  

  
bc

ccbabcba

4

22 
  

  
bc

csbs

4

2222 


  
bc

csbs 
  

  
bc

csbsA 


2
sin  

្ា ដូចគ្នា  គ ើងបាន 
  

ca

ascsB 


2
sin  

  
ab

bsasC 


2
sin  

គេត គនុះ    
abc

csbsasCBA 


2
sin

2
sin

2
sin  

   
sabc

csbsass 


 
sabc

ABC
2

  

   
abc

ABC

s

ABC
 










R
r

4

1  

ដូចគនុះ 
2

sin
2

sin
2

sin4
CBA

Rr   

(e) តារ្ ឹសតើប ស ើន ស គ ើងបាន  
AARAaARa cossin2cossin2  AR 2sin  

្ា ដូចគ្នា  BRb 2sin , CRc 2sin  
 CBARCcBbAa 2sin2sin2sincoscoscos   

តារ លំហាត់ ២៤ CBACBA sinsinsin42sin2sin2sin   
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តារ (a),(b) គ ើងបាន 2
2

sinsinsin4
R

abc
CBAR   

3
2

2sin2sin2sin
R

abc
CBA   

គេត គនុះ 
23

22
coscoscos

R

abc

R

abc
RCcBbAa 








  

 
លហំាត់ ២៦ 
តាង sជា នៃុះបរមិា្តនន្តើគកណ ABC ។ បង្ហា ញថា 

(a) 
2

cos
2

cos
2

cos4
CBA

Rs   

(b) Rs
2

33
   ។ 

ចម្លើយ 

(a) គ ើងមាន  
 

r

ABC
sABCsr   

គដា    CBARABC sinsinsin2
2

  

និង 
2

sin
2

sin
2

sin4
CBA

Rr   (លំហាត់ ២៥) 

គ ើងបាន 
2

cos
2

cos
2

cos4

2
sin

2
sin

2
sin4

sinsinsin2
2

CBA
R

CBA
R

CBAR
s   

(b) គ ើងមាន 
2

cos
2

cos
2

cos4
CBA

Rs   

គដា  
8

33

2
cos

2
cos

2
cos 

CBA  (លំហាត់ ២៣(d)) 

គ ើងបាន Rs
2

33
  

 
លហំាត់ ២៧ 
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 ា ង្តើគកណ ABC បង្ហា ញថា 

(a) 
2

sin
2

sin
2

sin41coscoscos
CBA

CBA   

(b) 
2

3
coscoscos  CBA  ។ 

ចម្លើយ 
(a) គ ើងមាន CBA coscoscos   

2
sin21

2
cos

2
cos2

2 CBABA








 







 
  

2
sin2

2
cos

2
sin21

2 CBAC








 
  
















 








 


2
cos

2
cos

2
sin21

BABAC  











2
sin

2
sin

2
sin41

BAC  

ដូចគនុះ 
2

sin
2

sin
2

sin41coscoscos
CBA

CBA   

(b)  

គ ើងមាន 
2

sin
2

sin
2

sin41coscoscos
CBA

CBA   

តារ លំហាត់ ២៥(c) 
2

sin
2

sin
2

sin4
CBA

Rr   

គ ើងមាន 
R

r
CBA  1coscoscos  (*) 

តាររូបរនត Euler RrROI 2
22
 ផ្ដល O និង I ជាទចិតរងវង់ចារ ឹគ្ៅ និង  ា ង 

គរៀងគ្នា នន្តើគកណ  

គដា  
2

1
020

22


R

r
RrROI  

គេត គនុះ 
2

3
coscoscos  CBA  

សម្គា ល ់
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(*) អាច្តូវបាន្ា បញ្ជជ  ់ដូចខាងគ្ករ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   Oជាទចិតរងវង់ចារ ឹគ្ៅ្តើគកណ ABC  

1A , 1B , 1C ជាចំគណាលផ្ ងនន O គលើ BC , CA , AB គរៀងគ្នា   
1A , 1B , 1C ជាចំណ ច ណាត លគរៀងគ្នា នន BC , CA , AB គរៀងគ្នា  

គ ើងមាន CAOB 2 (រ ំទចិត និង រ ំចារ ឹាក ត់ ាូររួ) 

្តើគកណ AOBជា្តើគកណសរបាត េូំល CABOC 
2

  

គ ើងបាន CABO cossin  គដា  ABOROC  sin1  
CROC cos1   

្ា ដូចគ្នា  គេបាន AROA cos1  , BROB cos1   
 CBAROCOBOA coscoscos111   

R

OCOBOA
CBA 111coscoscos


   (i) 

អន វតតន៍្ ឹសតើប  Ptolemy ចំគ ុះចត គកណចារ ឹ ា ងរងវង់ 11CBOA , 11 ACOB  
និង 11BAOC គ ើងបាន 

111111 OACBOBCAOCBA   (1) 
111111 OBACOCABOACB   (2) 

111111 OCBAOABCOBAC   (3) 
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គដា  ROCOBOA  , CABA 11  , ABCB 11  , BCAC 11   
, 112 BAAB  , 112 CBBC  និង 112 ACCA   
តាង sជា នៃុះបរមិា្តនន្តើគកណ 111111 ACCBBAsABC   
បូ  (1),(2),(3) គ ើងបាន 

     ACsOCCBsOBBAsOARs 111111   
   ABCOCOBOAs  111  
  rsOCOBOAs  111  

rROCOBOA  111  

តារ (i) គ ើងបាន 
R

r
CBA  1coscoscos  

 
លហំាត់ ២៨ 
 ា ង្តើគកណ ABC បង្ហា ញថា 

(a) 
8

1
coscoscos CBA  

(b) 
8

33
sinsinsin  CBA  

(c) 
8

33
sinsinsin CBA  

(d) 
4

3
coscoscos

222
 CBA  

(e) 
4

9
sinsinsin

222
 CBA  

(f) 
2

3
2cos2cos2cos  CBA  

(g) 
2

33
2sin2sin2sin  CBA  ។ 

ចម្លើយ 

(a) គបើ ABC រិនផ្រនជា្តើគកណរ ំ្សួច គេបាន 
8

1
coscoscos CBA  
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គ្ ុះ 0coscoscos CBA  
គបើ ABCជា្តើគកណរ ំ្សួច គេបាន Acos , Bcos , 0cos C  

តារ AM-GM គ ើងបាន
3

3

coscoscos
coscoscos 







 


CBA
CBA  

គដា  
2

3
coscoscos  CBA (លំហាត់ ២៧(b)) 

គ ើងបាន 
8

1
coscoscos CBA  

(b) តាង       0sincossin  xxfxxfxxf  
ចំគ ុះ្េប់   fx  ,0 ជាអន េរន៍ទតគលើ  ,0  
តារវសិរភាេ Jensen គ ើងបាន 
     








 




33

CBA
f

CfBfAf  

2

33

3
sin3sinsinsin 


CBA  

(c) គដា  0sin x ចំគ ុះ្េប់  ,0x   

តារ AM-GM គ ើងបាន 
3

3

sinsinsin
sinsinsin 







 


CBA
CBA  

គដា  
2

33
sinsinsin  CBA  

គ ើងបាន 
8

33

2

3
sinsinsin

3















CBA  

(d) តារ លំហាត់ ២៤(d) គ ើងមាន  
1coscoscos2coscoscos

222
 CBACBA  
CBACBA coscoscos21coscoscos

222
  

គដា  
8

1
coscoscos CBA  

4

3

4

1
1coscoscos

222
 CBA  
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(e) គ ើងមាន CBACBA coscoscos22sinsinsin
222

  
លំហាត់ ២៤ (c) 

គដា  
8

1
coscoscos CBA  

4

3

4

1
1sinsinsin

222
 CBA  

(f) គ ើងមាន CBA 2cos2cos2cos   
  3coscoscos2

222
 CBA  

គដា  
4

3
coscoscos

222
 CBA  

គេត គនុះ 
2

3
3

2

3
2cos2cos2cos  CBA  

(g) តារ លំហាត់ ២៤(a) គ ើងមាន CBA 2sin2sin2sin   
CBA sinsinsin4  

គដា  
8

33
sinsinsin CBA  

8

33
2sin2sin2sin  CBA  

 
លហំាត់ ២៩ 

បង្ហា ញថា 
















 xx

x

x

3
tan

3
tan

tan

3tan   ចំគ ុះ 
6

k
x  , Zk ។ 

ចម្លើយ 

គ ើងមាន 
x

xx
x

2

3

tan31

tantan3
3tan






 
 2

22

tan31

tan3tan

x

xx




  

  
  xx

xxx

tan31tan31

tan3tan3tan




  
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













































x

x

x

x

x

tan
3

tan1

tan
3

tan

tan
3

tan1

tan
3

tan

tan








 


















 xxx

3
tan

3
tantan

   ចំគ ុះ 
6

k
x   

ដូចគនុះ 
















 xx

x

x

3
tan

3
tan

tan

3tan   

 
លហំាត់ ៣០ 
គេឲ្យ      n

245tan1...2tan11tan1   ។ េណនា n ។ 
ចម្លើយ 
រគបៀប ើ ១ 

គ ើងមាន 










k

kk

k

k
k

cos

sincos

cos

sin
1tan1

 





k

k

cos

45cos2  

គេបាន      kk 45tan1tan1  
 

 
























k

k

k

k

45cos

cos2

cos

45cos2
 

2  
គ ើងបាន      45tan1...2tan11tan1  

       45tan123tan122tan1...44tan11tan1  
23

2  
ដូចគនុះ 23n  
រគបៀប ើ ២ 
គ ើងមាន      kk 45tan1tan1  

    kkkk 45tantantan45tan1  

គដា     kk 45tan45tan1
 
 




kk

kk

45tantan1

45tantan  



| 65 

 

    kkkk 45tantan145tantan  
គ ើងបាន      kk 45tan1tan1  

    kkkk 45tantan45tantan11  
2  

គេត គនុះ      45tan1...2tan11tan1  
       45tan123tan122tan1...44tan11tan1  

23
2  

សរ បរ  23n  
 
លហំាត់ ៣១ 
 ា ងត្រុ អរតូណរគរគេមានចំណ ច  0,0A និង  2,bB ។    ABCDEF ជា 
ឆគកណនិ ត័គបាយ ងបំគេញល ខខណឌ   120FAB , DEAB , EFBC , 

FACD  និង អរគដាគន y នន ំេូលនើរួ ៗរបស់វាខ សេើធាត ននសំណ ំ  
 10,8,6,4,2,0 ។ ្ ឡានទៃននឆគកណគនុះអាច្តូវបានសរគសរជារាង nm  
ផ្ដល m និង nជាចនំួនេត់វរិជមាន គេើ  n ផ្ច រិនដាច់នងឹកគរននចំននួបឋរ ។ 
េណនា nm   ។ 
ចម្លើយ 
WLOG ឧបរថា 0b  ( រណើ គទេងេើគនុះ 
គ ើងគ វើបំផ្លងឆៃ ុះ ំេូលទាងំអស់របស់ឆគកណនិ ត័នងឹអ័ េអរគដាគន) 
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    ',ccC ,  ',ddD ,  ',eeE ,  ', ffF  
គបើ   4'44'

22
 cbbBCABc   02''  bcc  

កលណា 0'c រ ឺ bc 2'  
គបើ  0'c ABCDEF ជាឆគកណទត 
គបើ   2,2' bBCABbc A , B , C រត់្តង់រួរ 

ABCDEF ជាឆគកណទត 
គ ើងបាន 4'c  4' f  
គដា     '',4, cdcdfCDAF  4''  cd  

10' d , 6'c  គ្ ុះ 'c ,  10,8,6'd  
គេបាន  6,cC ,    8,10, eEdD   
រាយងគ ៀត     2222

44  dcbcCDBC  
022

22
 cdbcdb  

   02  cdbdb  
db   

គ្ ុះ គបើ BCDBCcdb  2 , C , D រត់្តង់រួរ 
ABCDEF ជាឆគកណទត 

តារ db  និង     02,2,  eebbEDAB  
គេបាន 0f  
គេត គនុះ        BCDAEFABDEABCDEF   

     fbfAEbAEAEFABDE  82  
រគបៀប ើ ១ 
តារ្ ឹសតើប េិតាេ័រ គេបាន 416

22222
 bABaAFf  (1) 

តារ្ ឹសតើប  ូស ើន ស ចំគ ុះ្តើគកណ FAB គ ើងបាន 
BAFABAFABAFBF  cos2

222  
   120cos24

2222
aaafb  

  43
22
 fba   (2) 
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តារ (1) និង (2) គេបាន្បេ័នធសរើករ 
 














43

4

16

22

22

22

fba

ba

fa

 

គ ើងបាន 
3

7
4a , 

3

10
b និង 

3

8
f  

គេត គនុះ   348
3

8

3

10
8 








ABCDEF 51 nm  

រគបៀប ើ ២ 
តាង  ជារ ំទ្ ំគដា  AB នឹងអ័ េអាប់ស ើស 

 120 ជារ ំទ្ ំគដា AF នឹងអ័ េអាប់ស ើស 

គ ើងមាន  
2

sin

2

cos3
120sin4




aa
a   គដា  2sin a  

3

10
cos41

2

cos3
 


a

a  

គ ើងបាន 
3

10
cos  ab  

និង  
3

8

2

sin3

2

cos
120cos 




aa
af  

គេត គនុះ   348
3

8

3

10
8 








ABCDEF 51 nm  

សម្ាល ់

 ំេូលននឆគកណ េឺ  0,0A , 







2,

3

10
B ,  6,36C , 








10,

3

10
D , 

 8,0E និង 







 4,

3

8
F  

 
លហំាត់ ៣២ 
គបើសិនជា Casio របស់អា ខូចប ូត ងស្មាប់េណនាច្មាសននចនំួនរួ  បញ្ជជ  ់ថា 
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អា គៅផ្តអាចេណនាច្មាសននចំននួរ ួគដា គ្បើផ្តបណាត  ់ននប ូត ង្តើគកណ 
មា្ត ដូចជា sin , cos , tan , 1

sin
 , 1

cos
 និង 1

tan
 ។ 

ចម្លើយ 

ចំគ ុះ 
2

0


  គ ើងបាន 


 


2
sincos

1 នងិ 





tan

1

2
tan 








  

គេត គនុះ 0x  គេបាន 










xx

111
tan

2
tantansincostan



x

1
  

លហំាត់ ៣៣ 
គេឲ្យ្តើគកណ ABC បំគេញល ខខណឌ   120BA និង rR 8 ។ 
េណនា Ccos ។ 
ចម្លើយ 

តារ លំហាត់ ២៥ (d) គ ើងបាន 
16

1

2
sin

2
sin

2
sin2 

CBA  

16

1

2
sin

2
cos

2
cos 







 





CBABA  

16

1

2
sin

2
sin

2

1











CC  

0
16

1

2
sin

2

1

2
sin

2


CC  

0
4

1

2
sin

2











C  

កលណា 
4

1

2
sin 

C  

គេត គនុះ 
4

3

4

1
1

4
sin1cos

2


C
C  

 
លហំាត់ ៣៤ 

ចំគ ុះ្េប់្តើគកណ ABC បង្ហា ញថា 
2

tan
2

tan
CBA

ba

ba







 




 ។ 

ចម្លើយ 
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តារ្ ឹសតើប ស ើន ស គ ើងបាន ARa sin , BRb sin និង CRC sin  

BA

BA

BRAR

BRAR

ba

ba

sinsin

sinsin

sinsin

sinsin














  








 







 









 







 








 







 


2

cot
2

tan

2
cos

2
sin2

2
cos

2
sin2

BABA

BABA

BABA

 

2
tan

2
tan

22
cot

2
tan

CBACBA







 

















 


  

 
លហំាត់ ៣៥ 

គេឲ្យ្តើគកណ ABC រួ គទៃៀងផ្ទៃ ត់ 32 
b

a និង  60C ។ 

េណនា A និង B ។ 
ចម្លើយ 

តារលំហាត់ ៣៤ គ ើងមាន 
2

tan
2

tan
CBA

ba

ba







 




  

2
tan

2
tan

1

1
CBA

b

a
b

a








 






   

គដា  32 
b

a និង  60C  

គ ើងបាន 1
2

tan
33

31

2
tan3 







 













  BABA  

 90BA    (1) 
ផ្ត   120180 CBA  (2) 
តារ (1),(2) គ ើងបាន 105A នងិ  15B  
 
លហំាត់ ៣៦ 
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គេឲ្យ a , b , c 1  និង 1 បំគេញល ខខណឌ  abccba  ។ 

បង្ហា ញថា 
   222222

111

4

111 cba

abc

c

c

b

b

a

a











 ។ 

ចម្លើយ 

តាង xa tan , yb tan និង zc tan ផ្ដល x , y , 


kz 
4

 

គដា    0tan  zyxabccba  (សម្ាល់ននលំហាត់ ២០ (a) ) 

គ ើងបាន  
 
 

0
tan1

tan2
222tan

2







zyx

zyx
zyx  

zyxzyx 2tan2tan2tan2tan2tan2tan   

z

z

y

y

x

x
222

tan1

tan2

tan1

tan2

tan1

tan2








  

   zyx

zyx
222

tan1tan1tan1

tantantan8


  

z

z

y

y

x

x
222

tan1

tan

tan1

tan

tan1

tan








  

   zyx

zyx
222

tan1tan1tan1

tantantan4


  

គេត គនុះ 
   222222

111

4

111 cba

abc

c

c

b

b

a

a











 

 
លហំាត់ ៣៧ 
បង្ហា ញថា ្តើគកណ ABCជា្តើគកណសរបាត ល ុះ្តាផ្ត 

2
coscoscos

cba
AcCbBa


  ។ 

ចម្លើយ 
តារ្ ឹសតើប ស ើន ស ARa sin2 , BRb sin2 និង CRc sin2  

គ ើងបាន 
2

coscoscos
cba

AcCbBa


  

ACRCBRBAR cossin2cossin2cossin2   
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 CBAR sinsinsin   
CBAACCBBA sinsinsincossin2cossin2cossin2   

         ACCBCBBABA  sinsinsinsinsin  
  CBAAC sinsinsinsin   

     ACBCBBBAC  sinsinsinsinsinsin  
CBA sinsinsin   

      0sinsinsin  ACCBBA  

0
2

sin
2

sin
2

sin4 






 







 







 


ACCBBA  (តារ លំហាត់ ១៥) 




















































 








 








 



AC

CB

BA

AC

CB

BA

AC

CB

BA

0

0

0

0
2

sin

0
2

sin

0
2

sin

 

ABC ជា្តើគកណសរបាត 
 
លហំាត់ ៣៨ 

េណនា aaaa 999cos...3cos2coscos ចំគ ុះ 
1999

2
a ។ 

ចម្លើយ 
តាង aaaaP 999cos...3cos2coscos  

aaaaQ 999sin...3sin2sinsin  
    aaaaaaPQ 999cos999sin2...2cos2sin2cossin22

999
  

aaa 1998sin...4sin2sin  
    ...10002sin998sin...4sin2sin aaaa    

  a19982sin    

Qaaaaaa  sin...997sin.999sin998sin...4sin2sin  
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គដា  0Q  

គេត គនុះ  
999

2

1
P  

 
លហំាត់ ៣៩ 

 ំណត់តនរៃតូចបទំ តនន 







2

4

2

4

tan

sec

tan

sec
 ចំគ ុះ  , 

2




k
 , Zk ។ 

ចម្លើយ 
តាង 2

tana និង 2
tanb  

គ ើងបាន 
   

a

b

b

a
22

2

4

2

4
11

tan

sec

tan

sec 











  

a

bb

b

aa
22

2121 





a

b

a

b

ab

a

b

a

b

22
2121

  




















a

b

b

a

a

b

b

a

ba
2

11
22

 

តារ AM-GM គ ើងបាន  
 









2

4

2

4

tan

sec

tan

sec


















































a

b

b

a

a

b

b

a

ba
4

11
44

22

844   

សរភាេគេល 1tantan1
22

 ba  




ka 
4

និង 


kb 
4

 

លហំាត់ ៤០ 

រ ្េប់េូ  
2

2
,0, 











yx  គបើគេដងឹថា 

 

 

 

 
x

x

x

x

x

y

y

y

y

2sin

sin

cos

cos

sin

2

2

2

2

22
 ។ 

ចម្លើយ 
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តារ AM-GM គ ើងបាន  

 

 

 
  4

2

2

2

2 2

22
cossin2

sin

cos

cos

sin y
y

y

y

y

y

xx

x

x

x

x 
 (*) 

គដា   

 

 

 
x

x

x

x

x

y

y

y

y

2sin

sin

cos

cos

sin

2

2

2

2

22
  

  4

2

cossin22sin
y

y
xxx


   

  4

2

cossincossin
y

y
xxxx


  ផ្ត 1cossin xx   

គ ើងបាន   20202
4

1
2

2

 yyy
y

y  

ចំគ ុះ 2y គ ើងបាន (*)កៃ  ជាសរភាេ 

គេត គនុះ  

 

 

  2

2

2

2

22

sin

cos

cos

sin

y

y

y

y

x

x

x

x
     2

2
2

2
22

cossin
y

y
y

y
xx


  

xx cossin   

4


x  គ្ ុះ 

2
0


 x  

ដូចគនុះ 
4


x , 2y  

 
លហំាត់ ៤១ 
បង្ហា ញថា 1cos ជាចនំួនអសនទិាន ។ 
សម្រម្គយ 
សនមតថា 1cos ជាចំននួសនទិាន 11cos22cos

2
 ជាចនំួនសនិទាន 

ឧបរថា េតិដល់ k , nk   េឺ kcos ជាចំននួសនទិាន 
បង្ហា ញថា  1cos n ជាចនំួនសនិទាន 
គ ើងមាន      nnn cos1cos21cos1cos  

    1coscos1cos21cos nnn  ជាចំននួសនទិាន 
គ្ ុះ 1cos ,  1cos n និង ncos ជាចនំួនសនិទាន 
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គេបាន ncos ជាចំននួសនិទាន ចំគ ុះ INn  (*) 

គដា  
2

3
30cos  ជាចនំួនអសនទិាន  

 (*) ជាសំគណើ រនិេតិ មានន័ ថា ករសនមតរនិេតិ 
ដូចគនុះ  1cos ជាចំននួអសនទិាន 
 
ពន្យលប់ន្ន្ែ្មលើ Strong Induction 
តារករសនមតថា 1cos និង 2cos ជាចនំួនសនិទាន 
តារ (*) គេបាន 3cos ជាចំននួសនិទាន 
គបើ 2cos និង 3cos ជាចំននួសនិទាន 
តារ (*) គេបាន 4cos ជាចំននួសនិទាន 
ដំគណើ រករផ្បបគនុះ គ វើឲ្យគ ើងអាចទាញបានគសច តើសនាដិាា នថា ncos ជាចំននួ 
សនិទាន ។ 
 
លហំាត់ ៤២ 
រ តនរៃអតបិរមានន      2211 1111 yxyxS  គបើគេដឹងថា៖ 

22

2

2

1

2

2

2

1 cyyxx   ។ 
ចម្លើយ 
រ តនរៃអតបិរមានន S  
ឧបមាថា 21 , xx ជា ូអរគដាគនននចំណ ច  21 , xxP ផ្ដលសថតិគៅគលើរងវង់ 
ទចិត Oក ំ c  
គ ើងតាង cos1 cx  និង sin2 cx   
ដូចគ្នា ផ្ដរ cos1 cy  និង sin2 cy   
គ ើងបាន៖      2211 1111 yxyxS   

22221111 11 yxxyyxxy   
   221122112 yxyxyxyx   
    sinsincoscossincossincos2

2
 c  
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2

4
sin

4
sin22 cc 































  

 22
222 ccc   

សរភាេគេល 
4

5
   េឺ 

2

2
2121

c
yyxx   

សរ បរ   2max 2 cS   
 
លហំាត់ ៤៣ 

បងាញថា  ba
b

a

b

a
 sec

cos

cos

sin

sin
33

ចំគ ុះ a0 , 
2


b ។ 

សម្រម្គយ 
តារ ្រង់ Engel ននវសិរភាេ Cauchy-Schwarz  

គ ើងបាន 
ba

a

ba

a

b

a

b

a

coscos

cos

sinsin

sin

cos

cos

sin

sin
4433

  

 
baba

aa

sinsincoscos

cossin
222




  

លហំាត់ ៤៤ 

គេឲ្យ 
2

1
cossin  ។ េណនា  sincos ។ 

ចម្លើយ 

គ ើងមាន    cossin
2

1
cossincossinsin   

គដា   
2

3
cossin

2

1
1sin1    

គេបាន 
2

1
sincos

2

1
  វសិរភាេគនុះ្គ្នន់ផ្តបញ្ជជ  ់េើផ្ដន ំណត់នន 

 sincos ផ្តបយ គណាណ ុះ ផ្តរិនអាចបញ្ជជ  ់បានថា  sincos   តនរៃទាងំអស ់

រ ឺយយ ងណាគនាុះគ  ា ងចគនាៃ ុះ 









2

1
,

2

1  
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េិនតិយ      222
cos1sin1sincos   

   2222
cossincossin1   

   cossin2cossin
4

5 2
  

 2
cossin

4

1
   

តាង sinx , xy  1cos , 1y និង 
2

1
xy  

yxs   cossin  

គ ើងបាន x , y ជារសឹននសរើករ 0
2

12
 sXX  (*) 

 










 


2

2
,

2

2
,

22
ssss

yx  គ ើងបាន 



















1
2

2

1
2

2

2

2

ss

ss

 

2

1

2

1
 s  

គេត គនុះ សរើករ (*) មានរសឹចំគ ុះ្េប់ 









2

1
,

2

1
s  

គដា  xsin , xcos ជាអន វតតន៍គេញេើ  1,1-IR   

 រ យង់នន s េឺ 









2

1
,

2

1 ចំគ ុះ 
2

1
xy រ យង់នន 2

s គសមើនឹង 








4

1
,0  

 រ យង់នន  2
sincos  គសមើនងឹ 









4

1
,0  

ដូចគនុះ តនរៃផ្ដលអាចមាន រ ឺរ យង់នន  sincos េឺ 









2

1
,

2

1  

 
លហំាត់ ៤៥ 
គេឲ្យ a , b , cជាចំននួេតិ ។ បង្ហា ញថា  
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     1111
2222
 cbacabcab  ។ 

សម្រម្គយ 

តាង xa tan , yb tan និង zc tan ចំគ ុះ x
2

 , y , 
2


z  

គ ើងបាន      1111
2222
 cbacabcab  

 21tantantantantantan  xzzyyx  
   zyx

222
tan1tan1tan1   

 21tantantantantantan  xzzyyx  

zyx
222

coscoscos

1
  

   11tantantantantantancoscoscos
2
 xzzyyxzyx  

 2coscoscossinsincossinsincossinsincos zyxxzyzyxyxz   
1  

     1coscossinsin
2
 yxzyxz  

   1cos
2
 zyx  េិត 

ដូចគនុះ      1111
2222
 cbacabcab  

លហំាត់ ៤៦ 

បង្ហា ញថា   
2

2
1cossincossin 







 


ba
xbxxax (*)។ 

សម្រម្គយ 

គបើ 0cos x គេបាន (*) 
2

2

2
1sin 







 


ba
x  េិត 

គបើ 0cos x  តាង xt tan  

គេបាន   
2

2
1cossincossin 







 


ba
xbxxax  

   x
ba

bxax
2

2

sec
2

1tantan


















 
  
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    2

2

1
2

1 t
ba

btat 


















 
  

 
2

22

2

2

22
1 







 








 


ba
tt

ba
abbatt  

  0
2

1
2

2

2

2








 








 
 ab

ba
tbat

ba  

0
2

1
2

22








 

















 


ba
t

ba  េិត 

 
លហំាត់ ៤៧ 

បង្ហា ញថា 1cossin
11









 



n

i

i

n

i

i aa ចំគ ុះ INn ។  

សម្រម្គយ 
គបើ 1n វសិរភាេសររូលនឹង 1cossin 11  aa  េិត 

គ្ ុះ 1cossincossin 1

2

1

2

11  aaaa  

ឧបមាថា េិតដល់ kn  េឺ 1cossin
11









 



k

i

i

k

i

i aa  

បង្ហា ញថា 1cossin
1

1

1

1









 









k

i

i

k

i

i aa  

គ ើងមាន 1cossin
11









 



k

i

i

k

i

i aa  



























 

















k

i

i

k

i

ik

k

i

i

k

i

i aaaaa
1

1

1

1

1

1

1

1

coscossin1cossin

តាង 11

1

1

1

1











  kkk

k

i

kk

k

i

kk assasas   
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kkk

k

i

i

k

i

i ssaaa coscossin1cossin 11

1

1

1

1









 









  

គ ើងបាន   kkkkkkk ssasass 11111 sincoscoscoscos    

1111 sinsincoscos   kkkk asas  

11 sincos   kk as  
0cossincos 11   kkk sas  

1cossin
1

1

1

1









 









k

i

i

k

i

i aa  

ដូចគនុះ 1cossin
11









 



n

i

i

n

i

i aa  

លហំាត់ ៤៨ 
(Russia 2003, By Nazar Agakhanov) 
រ ្េប់រ ំ  គដើរើបឲ្យសំណ ំ មានបើធាត    3sin,2sin,sinS  គសមើនងឹសំណ ំ  

  3cos,2cos,cosT  ។ 
ចម្លើយ 
S , T ជាសំណ ំ ផ្ដលមានបើធាត  sin , 2sin និង 3sin ខ សគ្នា េើរៗ 

និង cos , 2cos និង 3cos ខ សគ្នា េើរៗ 
គ ើងមាន ST   

 3cos2coscos3sin2sinsin   

 2coscos2cos22sincos2sin2   

   1cos22cos1cos22sin    
   02sin2cos1cos2    

គ ើងបាន 








02sin2cos

01cos2



  

គបើ 
3

2
cos

2

1
cos01cos2


  


 k2

3

2
  

ចំគ ុះ 


 k2
3

2
  គេបាន S និង T រិនផ្រនជាសំណ ំ មានបើធាត  
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គបើ 


 k
4

212tan2sin2cos
28




k
  

ចំគ ុះ Zk គេបាន 14kk  , 14 1 k , 24 1 k  និង 34 1 k  
 រណើ ទាងំអស់ គ ើងបាន TS  គទៃៀងផ្ទៃ ត់ 

 
លហំាត់ ៤៩ 
     

0nn xT  ជាសវ ើតននេេ ធាបំគេញល ខខណឌ ៖     xxTxT  10 ,1  
និង    xTxxTT iii 11 2   ចំគ ុះ្េប់ចនំួនេត់វរិជមាន i ។ 
េេ ធា  xTn គៅថា េេ ធា Chebyshev  ើ n ។ 
 / បង្ហា ញថា៖  xT n 12  និង  xT n2 ជាអន េរន៍គសស នងិ េូគរៀងគ្នា  
ខ/ បង្ហា ញថា៖     11  xTxT nn ចំគ ុះចំនួនេិត 1x  
េ/ បង្ហា ញថា៖    nTn coscos  ចំគ ុះចំនួនេត់រិនអវរិជមាន n  
ឃ/ រ ្េប់រសឹននេេ ធា  xTn  
ង/ រ ្េប់រសឹននេេ ធា     1 xTxP nn  ។ 
សម្រម្គយ 
 / គ្បើវចិារ ំគណើ នផ្បប Strong Induction 
គ ើងមាន៖ 10 T និង xT 1 ជាអន េរន៍េូ និង គសសគរៀងគ្នា  
ឧបមាថា៖ 12 nT និង nT2 ជាអន េរន៍គសស និង េូគរៀងគ្នា  
គេបាន៖  

១/ 12212 2   nnn TxTT  ជាអន េរន៍គសស គ្ ុះ nT2 េូ nxT22 េូ  
២/ nnn TxTT 21222 2   ជាអន េរន៍េូ គ្ ុះ 12 nT គសស 122  nxT  
គសស 

ខ/ គ្បើវចិារ ំគណើ នផ្បប Strong Induction 
ចំគ ុះ    xTxxTn 01 1:0   រណើ 1x  
ឧបមាថា៖     11  xTxT nn ចំគ ុះ 1x និង kn  ផ្ដល k  ជា 
ចំននួេត់ណារួ រិនអវរិជមាន ចំគ ុះ 1 kn គ ើងបាន៖  

         xTxTxTxxTxT kkkkk   112 22  
       xTxTxTxT kkkk 111   េិត 
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េ/ គ្បើវចិារ ំគណើ នផ្បប Strong Induction 
   nTn coscos   េិតចំគ ុះ 0n និង 1n  

ឧបមាថា៖    nTn coscos   ចំគ ុះ kn  ផ្ដល k ជាចនំួនេិត 
វរិជមានណារ ួ 
ចំគ ុះ 1 kn គ ើងបាន៖  

      coscoscos2cos 11   kkk TTT  
   1coscoscos2  kk  

គដា        1cos1coscoscos2  kkk  
នាគំអា       1coscos1  kTk  េិត 

ឃ/ គដា  nT ជាេេ ធាដឺគ្  ើ n វាមានរសឹ n គ្ចើនបទំ ត 

ផ្ត xy cos ជាអន វតតន៍រួ  ល់រ ួគលើចគនាៃ ុះ 








2
,0
  

តារ េ គ ើងអាចសនាិដាា នបានថា nT មាន n រសឹគទេងគ្នា  

ផ្ដលសំណ ំ ននរសឹគនាុះ ំណត់គដា  








 12,...,3,1,
2

cos nk
n

k
S

  

ង/ តារ   nT ជាអន េរន៍េូ រ ឺគសស គេត គនុះតារ ខ គេបាន៖ 
  1xTn

 ចំគ ុះ 1x  
ជាគេត នាគំអា រសឹនន nP ្តូវ  គចញេើចគនាៃ ុះ  1,1  
គ ើងសិ ោគលើេើរ រណើ ៖ 

១/ គបើ n េូ ចំននួេតិរ ួអាចជារសឹនន nP កលណា វាជាធាត ននសណំ ំ  









 nk
n

k
Se ,...,2,0,cos

  

២/ គបើ n គសស ចំនួនេិតរួ អាចជារសឹនន nP កលណា វាជាធាត ននសំណ ំ  









 1,...,2,0,cos nk
n

k
Se



 
 
លហំាត់ ៥០ 
គេឲ្យ្តើគកណ ABC គទៃៀងផ្ទៃ ត់  40BAC និង  60ABC ។ 
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D , Eសថិតគៅគលើ្រុង AB , AC គរៀងគ្នា ផ្ដល  40CBD  និង 
 70BCE ។ អងកត់  BD និង  CE ្បសេវគ្នា ្តង់ F ។ បង្ហា ញថា 

BCAF  ។ 
ចម្លើយ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
គ ើងមាន  20ABD ,  80BCA និង  10ACE  
   G ជាចំគណាលផ្ ងនន A គលើ BC  

 3090 ABCBAG និង  1090 BCACAG  

គ ើងបាន 









20sin20cos10sin

40sin10sin30sin

sinsinsin

sinsinsin

ABDBCECAG

CBDACEBAG  

  
1

20sin20cos10sin

20cos20sin210sin
2

1






  

 
លហំាត់ ៥១ 
(IMO,1991) 
   S ជាចំណ ចរួ គៅ ា ង្តើគកណ ABC ។ បង្ហា ញថា យយ ងគហាចណាសរ់ួ  
 ា ងចំគណាររ ំ SAB , SBC និង  30SCA  ។ 
ចម្លើយ 
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រគបៀប ើ ១ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   Pជាចំណ ចគៅ ា ង្តើគកណ ABC ផ្ដល  PCAPBCPAB  
គដា  S ជាចំណ ចរួ ផ្ដលគៅ ា ងរួ  ា ងចំគណារ្តើគកណ PAB , PBC ,  
PCA យយ ងគហាចណាស់រួ  ា ងចំគណារ SAB , SBC និង SCA  
គ ើងមាន CBA

2222
csccsccsccsc   

តារ លំហាត់ ២៨(e) និង AM-GM គ ើងបាន 

  CBACBA
2222222

csccsccscsinsinsincsc
4

9
  

 30
2

1
sin2csc9   

គេត គនុះ យយ ងគហាចណាស់រួ  ា ងចំគណារ SAB , SBC និង 
 30SCA  

រគបៀប ើ ២ 
តាង SABx  , SBCy  និង SCAz   

ad , bd និង cd ជាចមាា  េើ S គៅ្រុង BC , CA និង AB គរៀងគ្នា  
គ ើងបាន  yBSBxSAd c  sinsin  

 zCSCySBd a  sinsin  
 xASAzSCdb  sinsin  
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េ ណអង្ និង អង្គ ើងបាន 
     zCyBxAzyx  sinsinsinsinsinsin  

គបើ 
2


 zyx  

WLOG ឧបមាថា 
62

3


 zzzyx  េិត 

គបើ 
2


 zyx      

2


 zCyBxA  

xA  0 , yB  , 
2


 zC  

អន េរន៍     x
x

x
xfxxf cot

sin

cos
sinln   

  0csc
2

 xxf  ចំគ ុះ 
2

0


 x  

គេថា f ជាអន េរន៍គបាយ ងគលើ 








2
,0
  

តារ វសិរភាេ Jensen គ ើងបាន 

      zCyBxA  sinlnsinlnsinln
3

1  

     







 


3
sinln

zCyBxA  

      
2

1
ln

6
sinlnsinsinsinln 3

1




zCyBxA  

     
8

1
sinsinsin

8

1
sinsinsin  zyxzCyBxA  

xsin , ysin , 
2

1
sin z x , y រ ឺ

6


z  

គេត គនុះ យយ ងគហាចណាស់រួ  ា ងចំគណារ SAB , SBC និង 
 30SCA  

រគបៀប ើ ៣ 
តាង SABx  , SBCy  និង SCAz   
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ad , bd និង cd ជាចមាា  េើ S គៅ្រុង BC , CA និង AB គរៀងគ្នា  
គ ើងបាន  yBSBxSAd c  sinsin  

 zCSCySBd a  sinsin  
 xASAzSCdb  sinsin  

េ ណអង្ និង អង្គ ើងបាន 
     zCyBxAzyx  sinsinsinsinsinsin  

       zCzyByxAxzyx  sinsinsinsinsinsinsinsinsin
2  

គ ើងមាន     AxAxAx cos2cos
2

1
sinsin   

2
sin

2

cos1 2 AA



  

្ា ដូចគ្នា  គ ើងបាន  
2

sinsinsin
2 B

yBy   

 
2

sinsinsin
2 C

zCz   

 
2

2

2
sin

2
sin

2
sinsinsinsin 










CBA
zyx  

8

1

2
sin

2
sin

2
sinsinsinsin 

CBA
zyx  

គ្ ុះ 
8

1

2
sin

2
sin

2
sin 

CBA  (លំហាត់ ២៣(a)) 

xsin , ysin , 
2

1
sin z x , y រ ឺ

6


z  

គេត គនុះ យយ ងគហាចណាស់រួ  ា ងចំគណារ SAB , SBC និង 
 30SCA  

 
លហំាត់ ៥២ 

គេឲ្យ 
7


a  ។ 

(a) បង្ហា ញថា aaaa 3sin2sinsin3sin
22

  
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(b) បង្ហា ញថា aaa 4csc2csccsc   
(c) េណនា aaa 3cos2coscos   
(d) បង្ហា ញថា acos ជារសឹរួ ននសរើករ 01448

23
 xxx  

(e) បង្ហា ញថា acos ជាចនំួនអសនទិាន 
(f) េណនា aaa 3tan2tantan  
(g) េណនា aaa 3tan2tantan

222
  

(h) េណនា aaaaaa
222222

tan3tan3tan2tan2tantan   
(i) េណនា aaa 3cot2cotcot

222
  

ចម្លើយ 
(a) គ ើងមាន   aaaaaa sin3sinsin3sinsin3sin

22
  

  aaaa cos2sin22cossin2  
aa 4sin2sin  

គដា  aaaa 3sin4sin43    
ដូចគនុះ aaaa 3sin2sinsin3sin

22
 ឮ 

(b) គ ើងមាន aaa 4csc2csccsc   

aaa 4sin

1

2sin

1

sin

1
  

aaaaaa 2sinsin4sinsin4sin2sin   
 aaaaaa cos3sin2sin4sincossin2   

aa 3sin4sin   េិត 
(c) គ ើងមាន  aaaaaa 6cos4cos2cos3cos2coscos   

តាង aaaS 3cos2coscos   
aaaaaaaS 6cossin24cossin22cossin2sin2   

គដា       sinsincossin2  
គ ើងបាន aaaaaaS 7sin3sin5sinsin3sinsin2   

a5sin aaa sinsin7sin   
គ្ ុះ 0sin7sin  a  
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2

1
 S  

ដូចគនុះ 
2

1
3cos2coscos  aaa  

សម្គា ល ់ចំគ ុះ 
12 


n

x
   

គ ើងបាន 
2

1
2cos...4cos2cos  nxxx  

(ស្មា ដូច c) 
(d) គ ើងមាន aa 4sin3sin   

គដា  aaa sin3sin43sin
3

  3sin4sin
2
 a  

 aa
2

cos41sin   
aaa 2cos2sin24sin   1cos2cossin4

2
 aaa  

 aa cos4cos8sin
3
  

គ ើងបាន    aaaaa cos4cos8sincos41sin
32

  
01cos4cos4cos8

23
 aaa  សរភាេគនុះ  

បញ្ជជ  ់ថា acos ជារសឹននសរើករ 01448
23

 xxx  
(e) គដា  acos ជារសឹននសរើករ 01448

23
 xxx  

au cos2 ជារសឹននសរើករ 012
23

 uuu  (*) 
តារ ្ ឹសតើប រសឹសនទិាន គេបាន  1,1x  
ផ្ត 1 និង 1រិនគទៃៀងផ្ទៃ ត់ (*) មានន័ ថា សរើករគ្នម នរសឹជាចំននួ 
សនិទាន  
គ ើងបាន au cos2 ជាចនំួនអសនទិាន 
ដូចគនុះ acos ជាចំននួអសនិទាន  

(f) ,(g) ,(h) និង (i)  
គ ើងមាន 04tan3tan43  aaaa   

0
2tan1

2tan2

2tantan1

2tantan
2










a

a

aa

aa  

02tan2tantan32tan3tan
32

 aaaaa  
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តាង ax tan  គ ើងបាន 
2

1

2
2tan

x

x
a


  

   
0

1

8

1

12

1

6
32

3

22

3

2











x

x

x

x

x
x  

      08112161
222222
 xxxxx  

073521
246

 xxx  (*) 
 atan ជារសឹរួ ននសរើករ (*) 

រាយងគ ៀត       024tan23tan286  aaaa   
និង       034tan33tan3129  aaaa   

គេបាន a2tan និង a3tan ជារសឹននសរើករ (*) 
គេត គនុះ ka

2
tan ជារសឹបើគទេងគ្នា ននសរើករ 073521

23
 xxx  

ចំគ ុះ 1k , 2 , 3  
តារ្ ឹសតើប  Viéte គេបាន  















73tan2tantan

35tan3tan3tan2tan2tantan

213tan2tantan

222

222222

222

aaa

aaaaaa

aaa

 

គ ើងបាន aaa 3cot2cotcot
222

  

aaa

aaaaaa

3tan2tantan

tan3tan3tan2tan2tantan
222

222222


  

5
7

35
  

សម្គា ល ់
គដា  ka

2
tan ជារសឹបើគទេងគ្នា ននសរើករ 073521

23
 xxx   

ចំគ ុះ 1k , 2 , 3  

7
tan


 , 

7

2
tan

 , … , 
7

6
tan

 ជារសឹននសរើករ (*) 

គរេ ណននសរើករ (*) េឺ 1, 21 , 35 និង 7 រ ឺអាចសរគសរជារាង 
0

7C , 2

7C , 4

7C និង 6

7C  ។ 



| 89 

 

ជា ូគៅ គបើ 
12 


n

an

 ចំគ ុះ INn  គ ើងបាន   012sin  an  

n

n

nnn

n

n aCaaC
3223

12

21

12 sincossincos


   
0...sincos

5425

12 


 nn

n

n aaC  

  0...tantantancos
55

12

33

12

1

12

12
 



nnnnnnn

n
aCaCaCa  

គដា  0cos na គេបាន 
0...tantantan

55

12

33

12

1

12   nnnnnn aCaCaC  

គេត គនុះ natan ជារសឹរ ួននសរើករ  
  01...

1212

12

55

12

33

12

1

12 




nn

n

n

nnn xCxCxCxC  
  01...

2

12

222

12

20

12  





n

n

nn

n

n

n CxCxC  (*) 

ដូចគ្នា ផ្ដរ 
12

2
tan

n

 , 
12

3
tan

n

 , … , 
12

2
tan

n

n  

គ ើងបាន 
12

tan
2

n

 , 
12

2
tan

2

n

 , … , 
12

2
tan

2

n

n ជារសឹននសរើករ 

  01...
2

12

12

12

0

12  





n

n

nn

n

n

n CxCxC  

តារ ្ ឹសតើប  Viéte គ ើងបាន  
3

12

12
cot

2

12

22

12

1

2 












nn

C

C

n

k
n

n

n

n
n

k

  
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លហំាត់ ៥៣ 
ក/ រកចំននួគត់វជិ្ជមាន n តូចបផុំតដែលបំពេញលកខខណ្ឌ  










 nsin

1

134sin133sin

1
...

48sin47sin

1

46sin45sin

1 ។ 

ខ/ ស្រាយបញ្ជជ ក់ថា  

 











 1sin

1cos

90sin89sin

1
...

3sin2sin

1

2sin1sin

1
2
។ 

ចម្លើយ 
ពយើងមាន    xx 1sin1sin  

     xxxx sin1coscos1sin  

 
   

 









1sinsin

1cossin1sincos

1sinsin

1sin

xx

xxxx

xx
 

  1cotcot xx  

ក/ ពយើងបាន 














134sin133sin

1sin
...

48sin47sin

1sin

46sin45sin

1sin  

      134cot133cot...48cot47cot46cot45cot  
     ...133cot47cot134cot46cot45cot  

  190cot91cot89cot   













1sin

1

134sin133sin

1
...

48sin47sin

1

46sin45sin

1  

ពេតុពនេះ 11sinsin
1sin

1

sin

1
min 





nn

n
 

ខ/ ពយើងមាន 






 90sin89sin

1
...

3sin2sin

1

2sin1sin

1  

   
 









89

1

89

1 1sinsin

1sin

1sin

1

1sinsin

1

kk kkkk
 

  






89

1

1cotcot
1sin

1

k

kk










1sin

1cos

1sin

1cot
2
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លហំាត់ ៥៤ 
(China,2001) 
យក ABCជាស្រតើពោណ្ដែលមានរង្វា ស់ស្រជ្ងុ cAB  , bAC  និង aBC  ។ 
ចំព េះ xជាចំននួេតិមនិអវជិ្ជមាន ស្រាយបញ្ជជ ក់ថា 

 xxxxxx
cbaCcBbAa 

2

1
coscoscos  ។ 

សម្រាយ 
រពបៀបទើ ១ 
WLOG ឧបមាថា CBACBAcba coscoscos   
ពយើងបាន    0coscos  BAba

xx  
AbBaBbAa

xxxx
coscoscoscos   (1) 

ស្រាយែូចគ្នា  BcCbCcBb
xxxx
coscoscoscos   (2) 

CaAcAaCc
xxxx
coscoscoscos   (3) 

បូក (1),(2)និង (3) ពយើងបាន  CcBbAa
xxx
coscoscos2   

      CbaBcaAcb
xxxxxx

coscoscos   
 CcBbAa

xxx
coscoscos3   

  CBAcba
xxx

coscoscos   

តាម លំហាត់ ២៧(b) 
2

3
coscoscos  CBA  

ពេតុពនេះ  xxxxxx
cbaCcBbAa 

2

1
coscoscos  

រពបៀបទើ ២ 
WLOG ឧបមាថា CBACBAcba coscoscos   
តាម វសិមភាេតពស្រមៀប (Rearrangement’s Inequality) ពយើងបាន 

AcCbBaCcBbAa
xxxxxx
coscoscoscoscoscos   

AbCaBcCcBbAa
xxxxxx
coscoscoscoscoscos   

បូកអងគ នងិ អងគ ពយើងបាន  CcBbAa
xxx
coscoscos2   

      CbaBcaAcb
xxxxxx

coscoscos   
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 CcBbAa
xxx
coscoscos3   

  CBAcba
xxx

coscoscos   

តាម លំហាត់ ២៧(b) 
2

3
coscoscos  CBA  

ពេតុពនេះ  xxxxxx
cbaCcBbAa 

2

1
coscoscos  

 
លហំាត់ ៥៥ 
ពគឲ្យ x , y , zជាចំននួេតិវជិ្ជមាន ។ បង្វា ញថា 

(a) 
2

33

111
222








 z

z

y

y

x

x  

(b) 
2

33

111
222








 z

z

y

y

x

x ពបើពគែងឹថា x0 , y , 1z  

និង xyzzyx  ។ 
សម្រាយ 
(a) តាម លំហាត់ ១៧(a) ចំព េះ x , y , zមានស្រតើពោណ្មុំស្រសួច ABC  
បំពេញលកខខណ្ឌ  Ax tan , By tan និង Cz tan  

ពយើងបាន 
222

111 z

z

y

y

x

x








 

C

C

B

B

A

A

222
tan1

tan

tan1

tan

tan1

tan








  

CBA
C

C

B

B

A

A
sinsinsin

sec

tan

sec

tan

sec

tan
  

តាម លំហាត់ ២៨(a) 
2

33
sinsinsin  CBA  

ពេតុពនេះ 
2

33

111
222








 z

z

y

y

x

x  

(b) ពោយ x0 , y , 1z  និង xyzzyx   
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មានស្រតើពោណ្មុំស្រសួច ABC បំពេញលកខខណ្ឌ  
2

tan
A

x  , 
2

tan
B

y   

និង 
2

tan
C

z   

ពយើងបាន 222
111 z

z

y

y

x

x








 

2
tan1

2
tan

2
tan1

2
tan

2
tan1

2
tan

222 C

C

B

B

A

A











  

2

tantantan CBA 
  

តាម លំហាត់ ២០(b) 33tantantan  CBA  

ពេតុពនេះ 
2

33

111
222








 z

z

y

y

x

x  

 
លហំាត់ ៥៦ 
(China,1997) 

ពគឲ្យ x , y , z បំពេញលកខខណ្ឌ  
12


 zyx និង 

2


 zyx ។ 

កំណ្ត់តម្មៃអតិបរមា និង អបបបរមាម្ន zyx cossincos ។ 
ចម្លើយ 

តាង     zyzyxzyxp  sinsincos
2

1
cossincos  

ពោយ 
12


 zyx និង 

2


 zyx  

ពយើងបាន   0sin  zy និង   xpxzy
2

cos
2

1
cossin   

ដត 
8

1

3
cos

2

1

3121222

2



pzyx   
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ែូចពនេះ zyx cossincos មានតម្មៃអបបបរមាពសមើនងឹ 
8

1 ពេល 
3


x  

, 
12


 zy  

មយាងពទៀត      zyxyxzp
2

cos
2

1
sinsincos

2

1
  

 
8

32

6
cos1

4

1
2cos1

4

1 












z  

ែូចពនេះ zyx cossincos មានតម្មៃអតបិរមាពសមើនឹង 
8

32   

ពេល
24

5
 yx និង 

12


z  

 
លហំាត់ ៥៧ 
ពគឲ្យ ABCជាស្រតើពោណ្មុំស្រសួច ។ ចំព េះ 1n , 2 , 3 ពគតាង 

  CBACBAx
nnnn

n coscoscoscoscoscos2
3


 ។  

បង្វា ញថា 
2

3
321  xxx  ។ 

សម្រាយ 
ពយើងមាន   CBACBAx

nnnn

n coscoscoscoscoscos2
3


  

CBA
CBA

x coscoscos
4

coscoscos
1 


  

CBA
CBA

x coscoscos
2

coscoscos
222

2 


  

CBACBAx coscoscoscoscoscos
333

3   

តាម AM-GM ពគបាន A
A

A
23

cos
4

cos
cos   

B
B

B
23

cos
4

cos
cos   

C
C

C
23

cos
4

cos
cos   
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បូកអងគ នងិ អងគពយើងបាន 231 2xxx   
2321 3xxxx   

 CBACBA coscoscos2coscoscos
2

3 222
  

2

3
   ពស្រ េះ តាម លំហាត់២៤(d) 

1coscoscos2coscoscos
222

 CBACBA  
ពេតុពនេះ 

2

3
321  xxx  

 
លហំាត់ ៥៨ 
រកផលបូកម្នស្រគប់តម្មៃ x ពលើ  2,0 ពបើពគែឹងថា 03cot8cot3

2
 xx ។ 

ចម្លើយ 

សមើោរ 0383
2

 uu មានរសឹ 
2

74
1


u , 

2

74
2


u  

និង 121 uu  (ស្រទឹសតើបទ Viéte ) 
អនុវតតន៍   IR,0: f  

xyx cot ជាអនុវតតន៍មួយទល់មយួ 
IR y ,  ,0!  x ដែល xy cot  

   2

21 ,0,!  xx បំពេញលកខខណ្ឌ  
11cot ux  , 

22cot ux   

ពោយ 
1u , 12

2
0 xu 

 ,  22 212  xxx  

ពយើងមាន 
















 xxxxxx

2

3
cotcot

2
cotcottancot1

  

21 cotcot xx
2

3
21


 xx  

ែូចគ្នា ដែរ ចំព េះចព ៃ្ េះ   2,  គឺ    243 2,,!  xx បំពេញលកខខណ្ឌ  

13cot ux  , 
2

7
cot 4324


 xxux  
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ពេតុពនេះ 


5
2

3

2

7
4321  xxxxS  

 
លហំាត់ ៥៩ 
ពគឲ្យស្រតើពោណ្ ABCជាស្រតើពោណ្មុំស្រសួចមានស្រកឡាម្ផៃ K ។ បង្វា ញថា 

2
444

222
222222222 cba

KacKcbKba


 ។ 

សម្រាយ 
តាម ស្រទឹសតើបទសុើនុស ពយើងបាន BcaAbcCabK sinsinsin2   

222222222
444 KacKcbKba   

BacacAcbcbCbaba
222222222222222

sinsinsin   
BcaAbcCab coscoscos   

     AbBa
c

CaAc
b

BcCb
a

coscos
2

coscos
2

coscos
2

  

     
2222

222
cba

c
c

b
b

a
a 

  

 
លហំាត់ ៦០ 
គណ្្ naCaCaCS

n

nnnn sin...2sinsin
21

  
និង naCaCaCT

n

nnnn cos...2coscos
21

  ។ 
ចម្លើយ 
ពយើងមាន    aiaCaiaCiST nnnn 2sin2cossincos11

21
  

 nainaC
n

n sincos...   
     ...sincossincos1

221
aiaCaiaC nn

 
 nn

n aiaC sincos   n
aia sincos1     (1) 

ពោយ 
2

cos
2

sin2
2

cos2sincos1
2 aa

i
a

aia   
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









2
sin

2
cos

2
cos2

a
i

aa  

តាម រូបមនតែម័ឺរ ពយើងបាន 

  









2
sin

2
cos

2
cos2sincos1

na
i

naa
aia

nnn  

2
sin

2
cos2

2
cos

2
cos2

naa
i

naa nnnn
  (2) 

តាម (1),(2) ពយើងបាន 
2

cos
2

cos21
naa

T
nn

n   

2
sin

2
cos2

naa
S

nn

n   

ពេតុពនេះ 
2

sin
2

cos2
naa

S
nn

n  , 1
2

cos
2

cos2 
naa

T
nn

n  

 
លហំាត់ ៦១ 
កំណ្ត់តម្មៃតូចបផុំតម្ន xxxxxx cscseccottancossin   
ចំព េះស្រគប់ចំននួេតិ x ។ 
ចម្លើយ 
ពយើងមាន xxxxxx cscseccottancossin   

xxx

x

x

x
xx

sin

1

cos

1

sin

cos

cos

sin
cossin   

 
xx

xxxxxx

cossin

cossin1cossincossin 
  

តាង 
2

1
cossincossin21cossin

2
2 


t

xxxxtxxt  

និង 


















4
sin2cos

4
sin

4
cossin2


xxxt  

22  t  
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ពយើងបាន 1
1

2
1

1

2

2

1

1
2

1

2

2

















 


t

t
t

t
t

t
t

t

T  

តាម AM-GM  

ពបើ 01 t ពគបាន 22
1

2
1 




t
t 221T  

ពបើ 01 t ពយើងបាន 22
1

2
1

1

2
1 















t
t

t
t  

សមភាេពេល 21
1

2
1 


 c

c
c  

ពេតុពនេះ 122122122 min  TT  
 
លហំាត់ ៦២ 
(Belarus,1999) 
ពគឲ្យសាុ ើតម្នចនំួនេិតេើរ គឺ 1x , 

2x , … , nx និង 1y , 
2y , … , ny ពផៃៀងផ្ទៃ ត់ 

លកខខណ្ឌ  311  yx , 2

1 1 nnn xxx   និង 
2

1

1 n

n

n

y

y
y


  

ចំព េះស្រគប់ 1n ។ បង្វា ញថា 32  nn yx  ។ 
សម្រាយ 
ពោយ  60tan31x , 2

1 1 nnn xxx  0 nx , INn  
យក nn ax tan ដែល  900 na ,  601a  
ពយើងបាន nnnnn aaaax sectantan1tan

2

1   
 

 







 










2

90
tan

90sin

90cos1

cos

sin1 n

n

n

n

n a

a

a

a

a  

2

30
90752


 a , 

22
2

30
905.82


 a  
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ពគបាន 
1

2

30
90






nna  ចំព េះ 1n , 2 , 3 , … 

nnnnx cot
2

30
cot

2

30
90tan

11











 



 ដែល 

1
2

30





nn  

ស្រាយែូចគ្នា  ចំព េះសាុ ើត  ny ពយើងបាន 
n

n

nny





2
tan1

tan2
2tan


  

ពេតុពនេះ 
n

nn yx
2

tan1

2


  

ចំព េះស្រគប់  1n   300 n
3

1
tan0

2
 n  

ែូចពនេះ 32  nn yx  
 
លហំាត់ ៦៣ 

ពគឲ្យ a , b , cជាចំននួេតិពផៃៀងផ្ទៃ ត់ 
2

3
sinsinsin  cba ។ 

បង្វា ញថា 0
6

sin
6

sin
6

sin 




























cba ។ 

សម្រាយ 

ឧបមាថា 0
6

sin
6

sin
6

sin 




























cba

 
bbaa cos

6
sin

6
cossincos

6
sin

6
cossin


  

0cos
6

sin
6

cossin  cc
  

 cbacba sinsinsin3coscoscos   

2

33
coscoscos  cba  

ពយើងបាន 



























6
sin

6
sin

6
sin


cba
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   cbacba sinsinsin
2

3
coscoscos

2

1
  

3
4

93

2

33

2

3

2

3

2

1



  មិនេតិ 

ពស្រ េះ 0sin x ចំព េះស្រគប់ IRx  
 
លហំាត់ ៦៤ 

ឧបមថា បនួចនំួនស្រតូវបានពស្រជ្ើសពចញេើចព ៃ្ េះ 






 

4

62
,

4

62 ។ 

បង្វា ញថា មានេើរកាុងចំពោមបួនចំននួព្េះ(សនមតថា a , b ) បំពេញលកខខណ្ឌ  

244
22
 abba  ។ 

សម្រាយ 

ពយើងមាន 244
22
 abba

 

2

1

2
1

22
1

2

22




















abba  

2

1
cossincossin  xyyx  យក x

a
sin

2
 , y

b
sin

2
  

 
6

sinsin


 yx  

កំណ្ត់ 
1t , 2t ពបើ 

4

62
sin 1


t , 

4

62
sin 2


t  

ពយើងមាន 









6
cos

2

3
sin212cos 1

2

1


tt  











6

5
cos

2

3
sin212cos 2

2

2


tt  

ពោយ 01 t  និង 02 t
6

2 1


 t , 

6

5
2 2


t  
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12
1


 t , 

12

5
2


t  

ចព ៃ្ េះ 









12

5
,

12

  ជាចព ៃ្ េះដែលមានស្របដវង 
2

  

ពេតុពនេះ ពយើងអាចដចកចព ៃ្ េះពនេះជាបើចព ៃ្ េះោច់គ្នា  គឺ 









12
,

12
1


I  

, 









4
,

12
2


I  និង 










12

5
,

4
3


I  

អនុវតតន៍ xy sin2 ជាអនុវតតន៍មយួទល់មួយេើចព ៃ្ េះ 









12
,

12
1


I  

, 









4
,

12
2


I  និង 










12

5
,

4
3


I  ពៅ 










 


12
sin2,

2

62
1


I , 









 2,

12
sin22


I និង 







 


4

62
,23I ពរៀងគ្នា   

តាម ពគ្នលោរណ៍្ស្រទងូស្រ ប (Pegeonhole Principle) ពគបាន 
មួយកាុងចំពោម 

1I  , 2I  រ ឺ 3I  ផៃុកនូវេើរចនំួន a និង b  
មួយកាុងចំពោម 

1I , 
2I រ ឺ 3I ផៃុកនូវេើរចនំួន x , y ដែល xa sin2  

និង yb sin2  

ពោយ 
1I , 

2I និង 3I សុទធដតជាចព ៃ្ េះដែលមានស្របដវង 
6

  

ពេតុពនេះ (*) ពផៃៀងផ្ទៃ ត់ 
 
លហំាត់ ៦៥ 

ពគឲ្យ a , bជាចំនួនេតិកាុងចព ៃ្ េះ 








2
,0
 ។ បង្វា ញថា  

1coscossin3sin
6226

 bbaa  លុេះស្រតាដត ba   ។ 
សម្រាយ 

?  
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ពយើងមាន 1coscossin3sin
6226

 bbaa  
          01cossin31cossin

2233232
 baba  

យក ax
2

sin , by
2

cos និង 1z  
ពគបាន 03

333
 xyzzyx  

ពោយ         222333

2

1
3 xzzyyxzyxxyzzyx   

         0
222
 xzzyyxzyx  

0 zyx  ពស្រ េះ zyx   ជាករណ្ើ មនិអាច 
01cossin

22
 ba  

ba
22

sinsin   ពោយ a , b 








2
,0


 
ba   

? ពបើ ba   
ពយើងបាន bbaa

6226
coscossin3sin   

aaaa
6226

coscossin3sin   
  aaaaaa

422422
coscossinsincossin   

aa
22

cossin3  
  aaaaaa

2222222
cossin3cossin3cossin  1  

 
លហំាត់ ៦៦ 

ពគឲ្យ x , y , zជាចំននួេតិបំពេញលកខខណ្ឌ  
2

0


 zyx ។ 

បង្វា ញថា zyxzyyx 2sin2sin2sincossin2cossin2
2


  ។ 

សម្រាយ 

ពយើងមាន zyxzyyx 2sin2sin2sincossin2cossin2
2


  

    zzzyyyxx cossin2coscossin2coscossin2
2


  
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    zzzyyyxx cossincoscossincoscossin
4


  (*) 

កាុងតស្រមុយអរតូណ្រពម  
តាង  xxA sin,cos ,  yyB sin,cos ,  zzC sin,cos ,  zD sin,0  
យក 

1A , 
1B , 

1C ជាចំពោលដកងម្ន A , B , C ពលើអ័កសអាប់សុើស(ែូចរូប) 
និង 2B , 

2C ជាចំពោលដកងម្ន A និង B ពលើ 1BB និង 1CC ពរៀងគ្នា  
ពយើងបាន  0,cos1 xA ,  0,cos1 yB ,  0,cos1 zC ,  xyB sin,cos2

 
និង  zD sin,0  

យក S ជាស្រកឡាម្ផៃម្នោស្រែង់ទើ I 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ពគបាន ODCCCCBBBBAAS 1211211   
ពោយ  yxxBBAA coscossin211   

 zyyCCBB coscossin211   
zzODCC cossin1   

4


S  

ពេតុពនេះ (*) ពផៃៀងផ្ទៃ ត់ 
 
លហំាត់ ៦៧ 
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ពគឲ្យ ABCDE  ជាេេុពោណ្ចារកឹកាុងរងាង់ ។ បង្វា ញថា ពបើ AEDABC rr   
, AECABD rr   ព្េះ ពគបាន ABC នងិ AEDជាស្រតើពោណ្បយុនគ្នា  ។ 
សាា ល ់
តាង 

XYZr ជាោមំ្នរងាង់ចារកឹកាុងស្រតើពោណ្ XYZ ។ 
សម្រាយ 

តាម លំហាត់ ២៧(a) CBA
R

r
coscoscos1   

  CCAA coscoscos   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
តាង a2 , b2 , c2 , d2 និង e2 ជាស្របដវងធ្ាូ AB , BC , CD , DE និង EA  

 180edcba  ពោយ AEDABC rr  , AECABD rr   
ពយើងបាន    ededbbaa  coscoscoscoscoscos  (*) 
និង        badceedcba  coscoscoscoscoscos  

   cbddcb  coscoscoscos  








 







 








 







 


2
cos

2
cos2

2
cos

2
cos2

cbddcbdcbdcb  








 








 


2
cos

2
cos

cbddcb
db   

តាម (*) ពយើងបាន  
   ebebbbaa  coscoscoscoscoscos  
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   baeeba  coscoscoscos  








 







 








 







 


2
cos

2
cos2

2
cos

2
cos2

baeebaebaeba  

ea
baeeba








 








 


2
cos

2
cos  

ពោយ ea  និង db  ព្េះ ស្រតើពោណ្ ABC  និង AEDបយុនគ្នា   
 
លហំាត់ ៦៨ 
គ្នម នមុោំមួយម្នស្រតើពោណ្ ABCមានរង្វា ស់ធ្ជំាង 120 ។ បង្វា ញថា 

2

3

sinsincos

coscoscos






CBA

CBA  ។ 

សម្រាយ 
ឧបមាថា 

111 CBA ជាស្រតើពោណ្បំពេញលកខខណ្ឌ  AA  1201
,  

BB  1201
និង CC  1201

 
តាម វសិមភាេស្រតើពោណ្ ពយើងបាន 111111 BAACCB   

111 sinsinsin CBA   
      0120sin120sin120sin  CBA  

    0sinsinsin
2

1
coscoscos

2

3
 CBACBA  

ពោយ 0sinsinsin  CBAcba  

0
2

1

sinsinsin

coscoscos

2

3







CBA

CBA  

ពេតុពនេះ 
2

3

sinsincos

coscoscos






CBA

CBA  

 
លហំាត់ ៦៩ 
(USAMO,2002) 
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ពគឲ្យស្រតើពោណ្ ABC បំពេញលកខខណ្ឌ  
222

2
cot

2
cot

2
cot 

























 CBA  
2

7

6










r

s  (*)ដែល s និង rតាងឲ្យកនៃេះ  

បរមិាស្រត នងិ ោរំងាង់ចារកឹកាុងស្រតើពោណ្ ABC ពរៀងគ្នា  ។ បង្វា ញថា ស្រតើពោណ្ ABC

ែូចស្រតើពោណ្ T ដែលមានរង្វា ស់ស្រជ្ងុទងំអស់ជាចនំួនគត់វជិ្ជមាន នងិ ជាបើចំននួ  
បឋមរវាងគ្នា  ដែលចំននួគត់វជិ្ជមានទងំបើពនេះស្រតូវកំណ្ត់ ។ 
សម្រាយ 

តាង 
2

cot
A

u  , 
2

cot
B

v  និង 
2

cot
C

w   

យក I ជាផចិតរងាង់ចារកឹកាុងស្រតើពោណ្ ABC , D , E , F ជាចំណុ្ចបយេះរវាងស្រជ្ងុ 
BC , CA និង AB ពរៀងគ្នា  (ែូចរូប) 

ពយើងបាន rEI  និង asAE 
r

as

EI

AEA
u




2
cot  

ែូចគ្នា ដែរ 
r

bs
v


 , 

r

cs
w


  

     
wvu

r

csbsas

r

s



  

ពយើងបាន (*)    2222
369449 wvuwvu   

  07240516013
222

 wuvwuvwvu  
      021894123

222
 uwwvvu  

4936
94

wvu
wvu   (*) 

4936

csbsas 








936

2

364

2

49

2
















basacscbs  

454013

cba
  

ែូចពនេះ ស្រតើពោណ្ ABC ែូចស្រតើពោណ្ T ដែលមានរង្វា ស់ស្រជ្ងុ 13 , 40 និង 45  
រពបៀបទើ ២ 
ស្រាយែូចគ្នា  ពគបាន wvu 94   
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តាម លំហាត់ ១៩(a) uvwwvu  7 u , 
4

7
v , 

9

7
w  

ពយើងបាន 

7

325

13

25

7
sin A , 

7

325

40

65

56
sin B  

និង 

7

325

45

65

63
sin C  

តាមស្រទឹសតើបទសុើនុស ពយើងបាន 
454013

cba
  

ែូចពនេះ ស្រតើពោណ្ ABC ែូចស្រតើពោណ្ T ដែលមានរង្វា ស់ស្រជ្ងុ 13 , 40 និង 45  
សាា ល ់
(*) អាចបានពោយពស្របើវសិមភាេ Cauchy-Schwarz គ ឺ
        2222222

3223632236 wvuwvu   
រ ឺ    2222

369449 wvuwvu    សមភាេពកើតព ើងពេល  
wvu 94   

 
លហំាត់ ៧០ 
(USAMO,1996) 
បង្វា ញថា មធ្យមម្នចនំួន 2sin2 , 4sin4 , … , 180sin180 ពសមើនឹង 1cot ។ 
សម្រាយ 
រពបៀបទើ ១ 
ពែើមើបបង្វា ញថា មធ្យមម្នចំននួ 2sin2 , 4sin4 , … , 180sin180 ពសមើនឹង

1cot  ពយើងស្រគ្នន់ដត បង្វា ញថា 
 1cot90178sin178...4sin42sin2  

    1sin178sin289...1sin4sin221sin2sin2  
 1cos90  

ពយើងមាន     12cos12cos1sin2sin2 kkk  
    1sin178sin289...1sin4sin221sin2sin2  
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      179cos177cos89...5cos3cos23cos1cos  
 179cos89177cos...2cos1cos  

     1cos8991cos89cos...177cos3cos1cos  
 1cos90  េិត 

ពេតុពនេះ មធ្យមម្នចំននួ 2sin2 , 4sin4 , … , 180sin180 ពសមើនងឹ 1cot  
រពបៀបទើ ២ 
តាង  ninziz

n
2sin2cos2sin2cos  

យក a , IRb ដែល biazzzz 
8932

89...32  

  178sin178...4sin42sin2
2

1
b  

ពែើមើបបង្វា ញថា មធ្យមម្នចំននួ 2sin2 , 4sin4 , … , 180sin180 ពសមើនឹង
1cot ពយើងស្រគ្នន់ដតបង្វា ញថា  1cot45b  

ពបើ   892
89...2 zzzzp    9032

89...2 zzzzzp   

    90
90

90892
89

1
89...1 z

z

zz
zzzzzpz 




  

 
  1

89

1

90

2

90









z

z

z

zz
zp  

ពោយ 1180sin180cos
90

 iz
  1

89

1

1
2 







zz

z
bia  

មយាពទៀត  11cos2021 cisciscisz  
 911sin2021 cisciscisz  

  







911sin2

89

911sin2

11cos2
2 ciscis

cis
bia  

 










1sin2

9189

1821sin4

11cos2
2

cis

cis

cis  

   










1sin2

9189

1sin2

1811cos
2

ciscis  

ពយើងបាន 
   











1sin2

91sin89

1sin2

181sin1cos
2

b  
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









1sin2

1cos89

1sin2

1sin1cos
2

 










 1cot45

1sin2

1cos89

1sin2

1cos  

 
លហំាត់ ៧១ 
ពគឲ្យ ABCជាស្រតើពោណ្មុំស្រសួច ។ បង្វា ញថា 

CBACBA cotcotcot6cotcotcot
333

  
CBA cotcotcot   (*)។ 

សម្រាយ 
តាង xA cot , yB cot និង zC cot  
ពគបាន 1 zxyzxy  ( លំហាត់ ២១) 
ពយើងបាន (*)   zxyzxyzyxxyzzyx  6

333  
         0 yzxzzxyzyyzxyxx  

ជា វសិមភាេ Schur 
ពេតុពនេះ CBACBA cotcotcot6cotcotcot

333
  

CBA cotcotcot   
លហំាត់ ៧២ 
(Turkey,1998) 
ពគឲ្យ  na ជាសាុ ើតម្នចនំួនេិតកំណ្ត់ពោយ ta 1

,  nnn aaa  141   
ចំព េះ 1n ។ ពតើមានតម្មៃ t ពផសងគ្នា ចំននួបយុ ម្ នពផៃៀងផ្ទៃ ត់សមើោរ 01998 a ។ 
ចម្លើយ 
េិនតិយអនុគមន៍      212114  xxxxf  
ពបើ   1010  xxf  
ពយើងបាន ពបើ 10:01998  tta  











2
,0


 ពផៃៀងផ្ទៃ ត់ tt   2
sinsin  

ចំព េះ IR ពគបាន     222
sin1sin4sin f  
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 2sincossin4
222

  
ពោយ  2sinsin

2

2

2

1  aa , 3sin
2

3 a , … , 
19972

1998 2sina  
ពបើ 01998 a 02sin02sin

199719972
   k

1997
2  

1997
2




k
  

ចំននួតម្មៃ t  ដែលពផៃៀងផ្ទៃ ត់សមើោរ 01998 a មានចនំួនពសមើគ្នា ពៅនងឹតម្មៃ 

ម្ន 
1997

2

2
sin

k  ចំព េះ Zk និង 









2
,0


  

ពោយ 
1997

2

2
sin

k  ចំព េះ Zk និង 









2
,0


 មានចនំួន 12
1996

 តម្មៃ 

គឺ ស្រតូវគ្នា នងឹតម្មៃ 0k , 1, … , 12
1996

  
ពេតុពនេះ ចំននួតម្មៃ t ពផសងគ្នា ដែរពផៃៀងផ្ទៃ ត់សមើោរ 01998 a គឺ 12

1996
   

 
លហំាត់ ៧៣ 
យក Pជាចំណុ្ចកាុងមួយម្នស្រតើពោណ្ ABC បំពេញលកខខណ្ឌ   10PAB  
,  20PBA ,  30PCA និង  40PAC ។ បង្វា ញថា ស្រតើពោណ្ 
ABCជាស្រតើពោណ្សមបាត ។ 
សម្រាយ 
 
 
 
 
 
 
 
 
តាង PCBx  xPBC  80  



| 111 

 

តាមស្រទឹសតើបទសុើនុស  

ពយើងបាន 
PCAPBCPAB

PACPCBPBA

PA

PC

PC

PB

PB

PA






sinsinsin

sinsinsin
1  

  




30sin80sin10sin

40sinsin20sin

x

x

 x

x






80sin

10cos40sinsin4  

 
 

 
 
 x

x

x

x











80sin

40cos21sin

80sin

50sin30sinsin2  

  xxx sin80sin40cossin2     40cos40sin2 x  
 xx  40sinsin  

ពយើងបាន  2040 xxx BACACB  50  
ពេតុពនេះ ស្រតើពោណ្ ABCជាស្រតើពោណ្សមបាត 
 
លហំាត់ ៧៤ 

ពគឲ្យ 6320 a និង 
 22

5
2

1





n

n

n
a

a
a ចំព េះស្រគប់ 0n ។ 

បង្វា ញថា 2
3

2
cot

3











 n

na ចំព េះស្រគប់ 0n ។ 

សម្រាយ 

ពែើមើបឲ្យសំពណ្ើ េិតពយើងស្រគ្នន់ដតបង្វា ញថា 











3

2
cot

3n

nb ដែល 2 nn ab  

ចំព េះ 1n  

ពយើងបាន  

n

n

n

n

n

n
b

b
b

b

b
b

2

1

2

52
2

2

1

2

1





 

 

ពយើងមាន 


























43
sin

43
cos1

12
sin

12
cos1

24
cot









  
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3
cos

4
sin

4
cos

3
sin

4
sin

3
sin

4
cos

3
cos1









  

6322
26

264

4

26

4

62
1












   

ឧបមាថា េិតែល់ kn  គឺ kk cb cot ដែល 
3

2
3


k

kc  

សិកាករណ្ើ  1 kn  

ពយើងមាន 1

22

1 cot2cot
cot2

1cot

2

1
 





 kk

k

k

k

k

k cc
c

c

b

b
b  េិត 

ពេតុពនេះ 2
3

2
cot

3











 n

na ចំព េះស្រគប់ 0n  

 
លហំាត់ ៧៥ 
(APMC,1982) 
ចំព េះ  0,1-INn បង្វា ញថា  













































n

k
n

kn

k
n

k

11 13

3
1

3
cot

13

3
1

3
tan

  (*)។ 

សម្រាយ 

តាង 




















13

3
1

3
tan

n

k

ku
 , 





















13

3
1

3
tan

n

k

kv
  

ពយើងបាន (*) 1
1




k

i

kk vu  

តាង 
13

3
tan

1






n

k

kt
  
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ពយើងបាន 

































13

3

3
tan

13

3
1

3
tan

1

n

k

n

k

ku


k

k

t

t

31

3




  

k

k

k
t

t
v

31

3




   

ពោយ 
2

3

1
31

3

k

kk

k
t

tt
t




  ពគបាន kk

k

k

k

k vu
t

t

t

t







2

2

1

31

3  

ពេតុពនេះ 1

13
tan

13
tan

... 1

2

3

1

2

1
























































 




n

n

n

n
k

i

kk
t

t

t

t

t

t
vu






 

 
លហំាត់ ៧៦ 
(China,1999) 
ពគឲ្យេេុធា   2

2

2  xxP ។ កំណ្ត់ស្រគប់សាុ ើតេេុធា   
0kk xP ពបើ 

 xPk ជាេេុធាមយូនចិ (Monic) មានែឺពស្រក k និង      xPPxPP ijji   
ចំព េះស្រគប់ចំននួគត់វជិ្ជមាន i , j ។ 
សាា ល ់
េេុធាមយូនចិ ជាេេុធាដែលមានពមគុណ្្មុំខពសមើនងឹ 1 គឺ េេុធាដែលមានរាង 

01

1

1 ... axaxax
n

n

n




  ។ 
ចម្លើយ 
បង្វា ញថា ពបើសាុ ើតម្នេេុធាមាន ព្េះវាមានដតមយួគត់ 
ពោយ      xPPxPP ijji   ចំព េះ i , INj  
ពយើងបាន      xPPxPP nn 22   
តាង   01

1

1 ... axaxaxxP
n

n

n

n 


  
      0

2

1

12

1

2
2...22 axaxax

n

n

n




  
  2... 01

1

1 


 axaxax
n

n

n  
េិនតិយ 
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អងគខាងពវាង៖ i
x

2 ជាសា័យគុណ្ម្ន x ធ្ំបំផុតដែលមាន ia  
អងគខាងាត ៖ំ in

x
 ជាសា័យគុណ្ម្ន x ធ្ំបផុំតដែលមាន ia2 ជាពមគុណ្ 

ពោយសា័យគុណ្ពគ្នល xមាន ia ម្នអងគខាងាត ធំ្ំជាងអងគខាងពវាងជានិចច 
្ឲំ្យ ពគអាចរកតម្មៃបានតម្មៃ 1na , 2na , … , 0a ជាបនតប ៃ្ ប់ ពោយពធ្ាើោរ 
ពស្របៀបពធ្ៀបពមគុណ្ម្នសាយ័គុណ្ពគ្នល x  
មយាងពទៀត ពោយស្របេ័នធសមើោរដែលទទលួបានេើោរពស្របៀបពធ្ៀបពមគុណ្ម្នសាយ័គុណ្ 

ពគ្នល xជាស្របេ័នធសមើោរល៊ែើពនដអ៊ែរ  
 xPn មានដតមួយគត់ 

តាមលកខខណ្ៈម្នេេុធា Chebyshev ពយើងសនមតថា   









2

x
TxP nn  

nT ជាេេុធា Chebyshev ទើ n  (ពមើលលំហាត់ ៤៩) 
ពយើងបាន   xxP 1

,   2
2

2  xxP និង      xPxxPxP nnn 11    
ពោយ      nPnT nn cos2cos2coscos   
ចំព េះ  ពគបាន       mnnPPP mnm cos2cos2cos2   

     cos2cos2 mnn PPmP   
     xPPxPP mnnm  ចំព េះស្រគប់  2,2x  

ពោយ   xPP nm ,   xPP mn ជាេេុធា 
ពគបាន      xPPxPP mnnm  ចំព េះស្រគប់ IRx  
ពេតុពនេះ សាុ ើតេេុធា   

0kk xP កំណ្ត់ពោយ   xxP 1
,   2

2

2  xxP និង  
     xPxxPxP nnn 11    

 
លហំាត់ ៧៧ 
(China,2000) 
កាុងស្រតើពោណ្ ABC ពគមាន cba  ។ កំណ្ត់លកខខណ្ឌ ម្នមុំ C ពែើមើបកពនាម 

rRba 22  ជាចំននួវជិ្ជមាន អវជិ្ជមាន និង សូនយ ។ 
ចម្លើយ 
 



| 115 

 

 
 
 
 
 
 
 
យក xA 2 , yB 2 និង zC 2  

ពោយ cba  zyxCBA   និង 
2


 zyx  

តាង rRbas 22   
តាមស្រទឹសតើបទសុើនុស និង លំហាត់ ២៥(d) ពយើងបាន 

 zyxyxRs sinsinsin412sin2sin2   

         zyxyxyxyx
R

s
sincoscos21cossin2

2
  

     zyxzyxz sincossin21coscos2   
   zzzyx 2cossincoscos2   

  z
zz

zz
xy 2cos

sincos

sincos
cos2

22





  

 
z

zz

zxy
2cos

sincos

coscos2





  

 
z

zz

xy
2cos1

sincos

cos2













  

ពយើងមាន  








 zzyxyxy
2

,min,min0
  

ពោយ 
2


z , 

22


 z  

















 zzxy

2
cos,cosmaxcos

  

 zz sin,cosmax  
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  zzxy sincoscos2 
 

01
sincos

cos2







zz

xy  

Cpzps cos2cos  ដែល 0p  
ពេតុពនេះ 0s  ពបើ Cជាមុំស្រសចួ, 0s  ពបើ C ជាមុំទល  

និង 0s ពបើ Cជាមុំដកង 
 

លហំាត់ ៧៨ 
យក D , E , F ជាចំណុ្ចពៅពលើស្រជ្ុង BC , CA , AB ម្នស្រតើពោណ្ ABC  
ពរៀងគ្នា  ។ ពបើពគែងឹថា BDFBAFEACEDC  បង្វា ញថា 

 CABCABFDEFDE 
2

1  ។ 

សម្រាយ 

យក 
1E , 

1F ជាចំពោលដកងម្ន E , F ពលើ BC (ែូចរូប) 
ពយើងបាន  CCEBBFaFEEF coscos11   (1) 

(ប ៃ្ ត់ដកង នងិ ប ៃ្ ត់ពស្រទត) 
ែូចគ្នា   BBDAAEcDE coscos   (2) 

 AAFCCDbFD coscos   (3) 

ពោយ 
3

cba
BDFBAFEACEDC


  

បូក (1),(2) នងិ (3) ពយើងបាន 
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  CBAcbacbaFDEFDE coscoscos
3

1
  

តាម លំហាត់ ២៧(b) 
2

3
coscoscos  CBA  

   CABCABcbaFDEFDE 
2

1

2

1  

សមភាេពកើតព ើងពេល អងកត់ដែលជាចំពោលដកងម្ន EF (DE , FD ពលើ 
BC ( AB , CA ) និង EF ( DE , FD )មានស្របដវងពសមើគ្នា  
ពេើយ  60CBA  
ពេតុពនេះ ស្រតើពោណ្ ABCជាស្រតើពោណ្សម័សង និង D , E , F ជាចំណុ្ចកោត ល 
ម្ន BC , CA , AB ពរៀងគ្នា  
 
លហំាត់  ៧៩ 

ចំព េះ a , bជាចនំួនេិតវជិ្ជមាន បង្វា ញថា 
abba 





 1

2

1

1

1

1

22
 

ពបើ (a) 1,0  ba  រ ឺ(b) 3ab  ។ 
សម្រាយ 
ពោយ a , bជាចនំួនេិតវជិ្ជមាន 

xa tan , yb tan  ដែល x0 ,  90y  

ពយើងបាន x
xa

cos
tan1

1

1

1

22






 

y
yb

cos
tan1

1

1

1

22






 

 
yx

yx

yxab coscos

cos
2

tantan1

2

1

2 






 

វសិមភាេ ស្រតូវបង្វា ញសមមូលនឹង  
yx

yx
yx

coscos

cos
2coscos


 (*) 

(a) ពបើ  bayx វសិមភាេស្រតូវបង្វា ញពផៃៀងផ្ទៃ ត់ 
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ពបើ bayx   ពយើងបាន 

(*)  
yx

yx
yxyx

coscos

cos4
coscos2coscos

22 
  (**) 

ពោយ a0 , xb  01 ,  45y  900 yx  

  1cos  yx
 yx

yx
yx




cos

coscos2
coscos2  

ពែើមើបបង្វា ញថា (**) េិត ពយើងស្រគ្នន់ដតបង្វា ញថា  
   yxyxyx coscos2coscoscos

22
  

   yxyxyx coscos422cos2coscos   
      2coscos2cos  yxyxyx  

   yxyx  coscos2  

     yxyxyx  coscoscos
2  
  1cos

2
 yx  េិត  

ពស្រ េះ   0cos900  yxyx  

(b) (*) 
    

 yx

yxyx
yxyx












 







 


cos

coscos
2

1

2
cos

2
cos2  

      yxyxyx
yxyx








 







 
 coscos2cos

2
cos

2
cos4

22  

       yxyxyx  coscos1cos1  
    yxyx  coscos2  (***) 

តាង  yxs  cos ,  yxt  cos  
ពយើងបាន (***)     tstts  211  

    ststs 2110
2

     stst 211   
   021  sts  ពស្រ េះ 011  tt  

ពោយ yxyxyxab coscos3sinsin3tantan3   

         yxyxyxyx  coscos
2

3
coscos

2

1  

   sstsst  1212 ពស្រ េះ 01  s  
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    0221221
2
 sssssts  េិត 

 
លហំាត់ ៨០ 
(China,1998) 
ពគឲ្យ ABCជាស្រតើពោណ្មិនមានមុំទល បំពេញលកខខណ្ឌ  ACAB  , 

 45B ។ យក O និង I ជាផចិតរងាង់ចារកឹពស្រៅ និង ចារកឹកាុងពរៀងគ្នា ម្នស្រតើ 
ពោណ្ពនេះ ។ឧបមាថា ACABOI 2 ។ គណ្្ Asin ។ 
ចម្លើយ 
ឧបមថា រងាង់ចារកឹកាុងស្រតើពោណ្ ABC បយេះស្រជ្ុង BC , CA , AB ស្រតង់ D  
, E , F ពរៀងគ្នា  

ពយើងបាន 
2

cba
BD


 , 

2
tan

B
BDIDr   

ពោយ 12

2

2

2

2
1

sin

cos1

2
tan 







B

BB  

និង ARa sin2 , BRb sin2 , CRc sin2 (ស្រទសឹតើបទសុើនុស) 
  CBARr sinsinsin12   

តាម រូបមនត Euler RrROI 2
22
  

  CBARR sinsinsin122
22

  
   CBAR sinsinsin1221

2
  

មយាងពទៀត bcACABOI 2  
 

 22

2

2
sinsin2

2
BCR

bc
OI 


  

    12sinsinsin21sinsin2
2

 BCABC  

 12
2

2
sinsin2

2

2
sin21

2






























 CAC  (*) 

ដត    ABAC  135sin180sinsin  
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 135cossincos135sin AA  AA cossin
2

2
  

 1cossin
2

2

2

2
sin  AAC  

ជ្ំនួសកាុង (*) ពយើងបាន 

     







 1cossin

2

2
sin1221cossin1

2
AAAAA  

    1cossin2cossin1
2

 AAAA  
     1cos22sin2212  AA  

  AAAAAA cos2sin22cossin2cossin
22

  
22   

  012cos2sin22cossin2  AAAA  
   012cos21sin2  AA  

លុេះស្រតាដត 
2

2
sin A , 

2

2
1cos A  

ពេតុពនេះ 
2

2
sin A រ ឺ

2

224
sin


A  

 
រពបៀបទើ ២ 
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ឧបមថា រងាង់ចារកឹកាុងស្រតើពោណ្ ABC បយេះស្រជ្ុង BC , CA , AB ស្រតង់ D  
, E , F ពរៀងគ្នា AEAF  , BFBD  និង CECD   
យក M ជាចំពោលដកងម្ន O ពលើ BC  

M ជាចំណុ្ចកោត លម្ន BC CMBM   
ពោយ Mbc  ពៅពលើ BD  
ពយើងបាន    ECAEFBAFbcOI 2  

DCBDECFB   
ដត MDBMBD  , DMCM   

DMOIDMOI 222   
OI និង DM ផគុ ំបានមុំ 45  

ABOI  រ ឺ ABOI  
ពបើ OABOI  ជាចំណុ្ចកោត លម្ន AB  
ពគបាន កនៃេះប ៃ្ ត់េុេះម្នមុំ C ជាពមែានគូសពចញេើកេូំល C  

ABC ជាស្រតើពោណ្សមបាតកំេូល C គឺ CABC   

ពេតុពនេះ  45A
2

2
sin  A  

ពបើ ABOI  
យក N ជាចំណុ្ចកោត លម្ន OIFNAB  ជាចតុពោណ្ដកង 
ពោយ CAON   
ពយើងបាន rIFONCRAONR  coscos  

តាម លំហាត់ ២៧ 1coscoscoscos  CBA
r

R
C  

2

2
1cos1cos  BA  

ពេតុពនេះ 
2

224
sin


A  

 
លហំាត់ ៨១ 
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ពគឲ្យ nជាចនំួនគត់វជិ្ជមាន ។ កំណ្ត់ចនំួនេិត 0a និង lka , , nkl 1

បំពេញលកខខណ្ឌ   



nkl

kl xlkaa
x

nx

1

,02

2

2cos
sin

sin (*) ។ 

ចម្លើយ 
តាង nxxxS 2sin...4sin2sin   

nxxxC 2cos...4cos2cos   
ពយើងមាន    xkxkxkx 12cos12cossin2sin2   

xnxxxxxxS sin2sin2...sin4sin2sin2sin2sin2   
    ...5cos3cos3coscos  xxxx  

    xnxn 12cos12cos   

   xnnxxnx 1sinsin212coscos   
 
x

xnnx
S

sin

1sinsin 
  

មយាងពទៀត    xkxkxkx 12sin12sinsin2cos2   
xnxxxxxxC sin2cos2...sin4cos2sin2cos2sin2   

    ...3sin5sinsin3sin  xxxx  
    xnxn 12sin12sin   

   xnnxxxn 1cossin2sin12sin   
 
x

xnnx
C

sin

1cossin 
  

ពយើងបាន 
   

222

2

2

sin

1cossin

sin

1sinsin

sin

sin







 








 










x

xnnx

x

xnnx

x

nx  

22
CS   

ពោយ  222
2sin...4sin2sin nxxxCS   

 2
2cos...4cos2cos nxxx   

 



nkl

kxlxkxlxn
1

2cos2cos22cos2sin2  

 



nkl

xlkn
1

2cos2  
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កំណ្ត់ យក na 0 និង 2, kla  (*) ពផៃៀងផ្ទៃ ត់ 
ពេតុពនេះ na 0 , 2, kla  
 
លហំាត់ ៨២ 
(USAMO,2000) 
យក S ជាសំណំុ្ម្នស្រតើពោណ្ ABC បំពេញលកខខណ្ឌ  

  rCRBQAPCRBQAP

6

,,min

3111
5 








  ដែល rជាោរំងាង់ 

ចារកឹកាុងស្រតើពោណ្ ABC និងP , Q , Rជាចំណុ្ចបយេះរវាងរងាង់ចារកឹកាុងនឹងស្រជ្ុង 
AB , BC , CA ម្នស្រតើពោណ្ ABC ពរៀងគ្នា  ។ បង្វា ញថា ស្រតើពោណ្ទងំអស់ 
ម្នសំណំុ្ S ជាស្រតើពោណ្សមបាត នងិ ែូចគ្នា  ។ 
សម្រាយ 
 

 
យក I ជាោរំងាង់ចារកឹកាុងស្រតើពោណ្ ABC rIRIQIP   
WLOG សនមតថា   APCRBQAP ,,min  (ែូចរូប) 

តាង 
2

tan
A

x  , 
2

tan
B

y  និង 
2

tan
C

z   

តាម លំហាត់ ១៩(a) ពយើងបាន 1 zxyzxy  (1) 

ពោយ 
r

x
AP  , 

y

r
BQ  និង 

z

r
CR   
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  rCRBQAPCRBQAP

6

,,min

3111
5 








  

6552  zyx  (2) 
តាម (1) និង (2) ពយើងបាន 0266855

22
 zyyzzy  

     222
41313 zyzy   (*) 

តាង uy 13 , 
3

13
vu

zyvz


  

ពគបាន (*) 0585
22
 vuvu មាន 092516'

222
 vvv  

សមើោរមានរសឹ ោលោ 00  uv
3

1
 zy និង 

4

1
x  

ពនេះ បញ្ជជ ក់ថា ស្រតើពោណ្ទងំអស់ម្នសំណំុ្ S សុទធដតជាស្រតើពោណ្សមបាត 
ពេើយ សុទធដតជាស្រតើពោណ្ែូចគ្នា  
 

លហំាត់ ៨៣ 
(TST,2003) 

ពគឲ្យ a , b , cជាចំននួេតិម្នចព ៃ្ េះ 








2
,0
 ។ បង្វា ញថា 

   
 

   
 ac

abcbb

cb

cabaa










sin

sinsinsin

sin

sinsinsin  

   
 

0
sin

sinsinsin







ba

bcacc  (*)។ 

សម្រាយ 

ពយើងមាន       2cos2cos
2

1
sinsin   

 22
sinsin   

       cabacabaa  sinsinsinsinsin  
  cabaa

2222
sinsinsinsinsin   

ពេតុពនេះ ពែើមើបបង្វា ញថា (*) េតិ ពគស្រគ្នន់ដតបង្វា ញថា 
     22222222

xyzyyzxyxx   
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   0
2222
 yzxzz   

ដែល ax sin , by sin , cz sin x , y , 0z  
WLOG ឧបមាថា zyx   
ពយើងបាន    0

2222
 zxyxx    (1) 

និង         222222222222
yzxyyyzxyzyzxzz   

      0
22222222
 yzxzzzyxyy  (2) 

បូក (1),(2) ពយើងបាន      22222222
xyzyyzxyxx   

   0
2222
 yzxzz  

 
លហំាត់ ៨៤ 
(TST,2002) 

ចំព េះ ស្រគប់ស្រតើពោណ្ ABC បង្វា ញថា 
2

3
sin

2

3
sin

2

3
sin

CBA
  








 








 








 


2
cos

2
cos

2
cos

ACCBBA  (*)។ 

សម្រាយ 
រពបៀបទើ ១ 

តាង 
2

A
 , 

2

B
 , 

2

C
  0 ,  ,  90  

ពយើងបាន   






 
 cos3sin

2
cos

2

3
sin

CBA  

  2sin3sin   
     sin2cos2  
     sinsin2  

ស្រាយែូចគ្នា      






 
 sinsin2

2
cos

2

3
sin

ACB  

    






 
 sinsin2

2
cos

2

3
sin

BAC  

ពយើងបាន (*)          sinsinsinsin  
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    0sinsin    
WLOG ឧបមថា    
ពយើងបាន          sinsinsinsin  

     sinsin  
            sinsinsinsinsin 0  

ពស្រ េះ xy sin ជាអនុគមន៍ពកើន ចំព េះ  900 x  
រពបៀបទើ ២ 

តាង 
2

A
 , 

2

B
 , 

2

C
  0 ,  ,  90  

WLOG ឧបមាថា   CBA  
ពយើងមាន  cos2sin2cossin3sin   

     2cossincos2sin2sincos   
     2cossincos2sin2sincos   

 cos2sin2cossin3sin   
     coscos3sin3sin  

   2cos2cossinsin   
   2sin2sincoscos   

   2cos2cossinsin   
       sincoscoscos2  

xsin ជាអនុគមន៍ពកើន xcos , x2cos ជាអនុគមន៍ចុេះចំព េះ  900 x  
ពោយ 0 ,  ,  90  ពយើងបាន 
   02cos2cossinsin    
      0sincoscoscos2    

    0coscos3sin3sin    
     coscos3sin3sin  (1) 

ស្រាយែូចគ្នា  ពគបាន      coscos3sin3sin (2) 
     coscos3sin3sin (3) 

បូក (1),(2),(3) ពយើងបាន  
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       coscoscos3sin3sin3sin  

ពេតុពនេះ 
2

3
sin

2

3
sin

2

3
sin

CBA
  








 








 








 


2
cos

2
cos

2
cos

ACCBBA  

 
លហំាត់ ៨៥ 
ពគឲ្យ 

1x , 
2x , … , nx , 2n ជា n ចំនួនពផសងគ្នា ម្នចព ៃ្ េះ  1,1 ។ 

បង្វា ញថា 2

21

2
1

...
11 


n

nttt
 ដែល 




ij

iji xxt  ។ 

សម្រាយ 
យក nT ជាេេុធា Chebyshev ទើ n (ែូចលំហាត់ ៤៩) កំណ្ត់ពោយ 

  nxxTn coscos   និង ទំ្ក់ទនំងកំពណ្ើ ន      xTxxTxT nnn 11 2    
,   10 xT និង   xxT 1

 
 ពមគុណ្្មុំខម្ន nT គឺ 1

2
n ចំព េះ 1n  

តាម រូបមនតអាដំទបយូឡាសយុង Lagrange (Lagrange’s Interpolation) 

ពយើងបាន  
     

      
 









n

k nkkkkkk

nkn

n
xxxxxxxx

xxxxxxxT
xT

1 111

211

1
......

...  

 
      

 






n

k nkkkkkk

knn

xxxxxxxx

xT

1 111

11

......
2  

ពោយ 1x , 
2x , … ,  1,1nx kkx cos  

    11cos1   kkn nxT   
 

      
 






n

k nkkkkkk

knn

xxxxxxxx

xT

1 111

11

......
2 




n

k kt1

1  

ពេតុពនេះ 2

21

2
1

...
11 


n

nttt
 

 
លហំាត់ ៨៦ 
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(St.Petersburg, 2001) 

ពគឲ្យ 
1x , 

2x , … , 10x ជាចនំួនេិតកាុងចព ៃ្ េះ 








2
,0
 បំពេញលកខខណ្ឌ  

1sin...sinsin 10

2

2

2

1

2
 xxx  ។ បង្វា ញថា 

  10211021 cos...coscossin...sinsin3 xxxxxx   ។ 
សម្រាយ 
ពយើងមាន 1sin...sinsin 10

2

2

2

1

2
 xxx 




ij

ji xx
2

sincos  

តាម QM-AM ពយើងបាន 
3

sin

sincos
2









ij

j

ij

ji

x

xx , 10,1i  

 
  


10

1

10

1

10

1

10

1

sin3
3

sin9
sincos

i i

i

i

i ij

j

i

i x
x

xx  

ពេតុពនេះ   10211021 cos...coscossin...sinsin3 xxxxxx   
 
លហំាត់ ៨៧ 
(IMO Shortlist,2001) 
ពគឲ្យ 

1x , 
2x , …, nx ជាចនំួនេិត ។ បង្វា ញថា 

n
xxx

x

xx

x

x

x

n

n 








22

2

2

1

2

2

2

1

2

2

1

1

...1
...

11
 ។ 

សម្រាយ 

ចំព េះ 
22





  រ យង់ម្ន IRtan  នងិ 0sec   

ពេតុពនេះ ពបើ 1x , 
2x , … , nx ជាចំនួនេិត ពគបាន 11 tanx ,  

212 tansec x , … , nknx  tansec...secsec 121   

ពយើងបាន 22

2

2

1 ...1 k

k

xxx

x


 

kk

kk




2

1

2

2

2

1

2

1

2

121

tansec...secsec...tan1

tansec...secsec






  
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ពោយ ...tansectan1 2

2

1

2

1

2
   

kk  2

1

2

2

2

1

2
tansec...secsec   

...tansecsec 2

2

1

2

1

2
   

kk  2

1

2

2

2

1

2
tansec...secsec   

 ...tansecsecsecsec 3

2

2

2

1

2

2

2

1

2   
kk  2

1

2

2

2

1

2
tansec...secsec   

………………………………………………………………………. 
k 2

2

2

1

2
sec...secsec  

k

kk

k

k

xxx

x




2

2

2

1

2

121

22

2

2

1 sec...secsec

tansec...secsec

...1






 
kk  sincos...coscos 21  

ពគបាន 
22

2

2

1

2

2

2

1

2

2

1

1

...1
...

11 n

n

xxx

x

xx

x

x

x







  
...sincoscossincos 22111    

nn  sincos...coscos 21  
(*) ...sincoscossincos 22111    

nnn   sincos...coscos 21
 

nscccsccsc nn  ...... 2122111
 

ដែល iic cos , iis sin , ni ,1  
ចំព េះ ni ,2  ពយើងបាន 1sincos

2222
 iiii sc   

2

1

2

2

2

1

22

2

2

1

22

1

2

2

2

1 .........   iiii ccccccsccc  
1.........

2

1

2

2

2

1

2

1

2

2

2

2

2

1

2

2

2

1

2

1   nnn cccscccscs  (*) 
តាម (*) និង វសិមភាេ Cauchy-Schwarz ពយើងបាន 

nnscccsccsc ...... 2122111   


2

1

2

2

2

1

2

1

2

2

2

2

2

1

2

2

2

1

2

1 .........   nnn cccscccscs  

222

1

2

2

2

1 ... nnn scccc    
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nnn  22

1

2

2

2

1

2
sincoscos...coscos    

n  
សមភាេពកើតព ើងពេល 1sincoscos...cos 11   nnn   

មិនអាច ពស្រ េះ 12sin
2

1
sincos  nnn   

 nscccsccsc nn  ...... 2122111
 

ពេតុពនេះ n
xxx

x

xx

x

x

x

n

n 








22

2

2

1

2

2

2

1

2

2

1

1

...1
...

11  
 
លហំាត់ ៨៨ 
(USAMO,1998) 

ពគឲ្យ 0a , 
1a , … , na ជាចនំួនេិតម្នចព ៃ្ េះ 









2
,0
 បំពេញលកខខណ្ឌ  

1
4

tan...
4

tan
4

tan 10 

























 naaa n

 ។ 

បង្វា ញថា 1

10 tan...tantan



n

n naaa  ។ 
សម្រាយ 

តាង 









4
tan


kk ab ចំព េះ nk ,0  

ពោយ 0a , 
1a , … , na ជាចំននួេតិម្នចព ៃ្ េះ 









2
,0
 បំពេញលកខខណ្ឌ  

1
4

tan...
4

tan
4

tan 10 

























 naaa n

  

ពគបាន 11  kb , nk ,0 និង  



nkl

lk bb
0

11  (*) 

អនុវតតន៍ វសិមភាេ AM-GM ចំព េះ lb1 , 0l , 1 , … , 1k , 1k , …n  

ពយើងបាន    
n

nkl

l

nkl

l bnb

1

00

11 







 



  (**) 
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តាម (*),(**) ពយើងបាន    
nn

k

n

l

n

l

n

k bnb

1

0 0

1
11 

 











  






















n

k

n

k

k n
b

b

0

1

1

1  

ពោយ kk

k

k

k

k aa

a

a

b

b
tan

44
tan

4
tan1

4
tan1

1

1











































 





 

ពេតុពនេះ  1

10 tan...tantan



n

n naaa  
 
លហំាត់ ៨៩ 
(MOSP,2001) 
កំណ្ត់ស្រគប់ស្រតើធាតុ  cba ,, ដែលពផៃៀងផ្ទៃ ត់សមើោរ 12

22
 ba ,  

132
22
 cb និង 1 cabcab ។ 

ចម្លើយ 
ពយើងមាន 012

22
 aba  

0132
22

 bcb  

ពបើ 
2

1
0  bc , 2a 1

2

1
2 








 cabcab េិត 

ពេតុពនេះ 







0,

2

1
,2 ជារសឹម្នស្របេ័នធសមើោរ 

ពយើងនងឹបង្វា ញថា គ្នម នស្រតើធាតុពផសងពទៀតដែលពផៃៀងផ្ទៃ ត់ស្របេ័នធសមើោរ 
ឧបមាថា មានស្រតើធាតុ  cba ,, ដែល 0abc ពផៃៀងផ្ទៃ ត់ស្របេ័នធសមើោរ 
ពយើងសពងកតព ើញថា ពបើ  cba ,, ជារសឹម្នស្របេ័នធសមើោរ ព្េះ  cba  ,,  
ក៏ជារសឹម្នស្របេ័នធសមើោរដែរ ពេតុពនេះ WLOG ឧបមាថាេើរកាុងចំពោម a , b , c  
ជាចំននួវជិ្ជមាន (សនមតថា a , b ) 
ពោយ 1 cabcab  
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តាម លំហាត់ ២១ ពយើងបាន Aa cot , Bb cot , Cc cot  
ដែល A0 ,  90B និង A , B , C ជាមុំម្នស្រតើពោណ្ដតមយួ 
ពេតុពនេះ    13121

222
 cba  

CBA
222

csc3csc2csc   

CBA
222

sin

3

sin

2

sin

1
  

CBA sin

3

sin

2

sin

1
  

តាម ស្រទឹសតើបទសុើនុស ពគបាន ka ' , kb 2' , kc 3' , 0k  
( 'a , 'b , 'c ជារង្វា ស់ស្រជ្ងុផៃុយនងឹមុំ A , B , C ពរៀងគ្នា ) 
ពោយ ABCkbac 

2222
3''' ជាស្រតើពោណ្ដកងស្រតង់ C  

0
2

cotcot 


Cc  (ផៃុយេើោរឧបមា) 

ពេតុពនេះ 







0,

2

1
,2 ជាចពមៃើយដតមួយគត់ម្នស្របេ័នធសមើោរ 

 
លហំាត់ ៩០ 
ពគឲ្យ nជាចនំួនគត់វជិ្ជមាន និង  900 i , ni ,1 ពផៃៀងផ្ទៃ ត់ 

1cos...coscos
2

2

2

1

2
 n ។ បង្វា ញថា 

  nn n  cot...cotcot1tan...tantan 2121  ។ 
សម្រាយ 
ចំព េះ ni 1 តាង ii acos  

តាម QM-AM ពយើងបាន 
i

i

i

i

i









cos

cos1

cos

sin
tan

2


  

i

nii

a

aaaaa
222

1

2

2

2

1 ...... 


  

1

...... 121




 

na

aaaaa

i

nii  
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 

   






ji
nji i

j
n

i

n

i ij i

j

i
a

a

na

a

n ,11 1 1

1

1

1
tan  (*) 

តាម QM-HM ពយើងបាន 

i

i

i

i

i










2
cos1

cos

sin

cos
cot


  

22

1

2

1

2

2

2

1 ...... nii

i

aaaaa

a






 

 

  11

1
...

11
...

11

121


















nn

aaaaa
a

nii

i

 

   


  







ji
nji i

j
n

i ij j

i
n

i

i
a

a

n
a

a

n ,12

3
12

3
1 1

1

1

1
cot  (**) 

តាម (*),(**) ពយើងបាន   






n

i

i

ji
nji i

j
n

i

i n
a

a
n

1

2

3

,11

cot1tan1   

ពេតុពនេះ  
  nn n  cot...cotcot1tan...tantan 2121   

 
លហំាត់ ៩១ 
មួយកាុងចំពោមវសិមភាេ     xx

xx
cossin

cossin   

និង     xx
xx

cossin
cossin   េិត ចំព េះ :x  

4
0


 x ។  

បញ្ជជ ក់ចពមៃើយរបស់អាកពោយោរស្រាយបញ្ជជ ក់ ។ 
សម្រាយ 

វសិមភាេដែលេិតចំព េះ :x  
4

0


 x  គឺ     xx
xx

cossin
cossin   
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ពបើ       0
11

ln
2


x
xf

x
xfxxf ចំព េះស្រគប់  1,0x  

f ជាអនុគមន៍ពបាយ ងពលើ  1,0  

ចំព េះ 0tan11tan0
4

0  xxx


 
តាម វសិមភាេ Jensen ពយើងបាន 

   xxxxxx cossintan1sintanlncosln   
   xxxxx cossinlntan1sinlntan   (*) 

ពោយ   0cossinln1
2

sin2cossin 







 xxxxx
  

តាម (*) ពយើងបាន xxx sinlntancosln   
xxxx sinlnsincoslncos   

ពេតុពនេះ     xx
xx

cossin
cossin   

 
លហំាត់ ៩២ 
ពគឲ្យ kជាចនំួនគត់វជិ្ជមាន ។ បង្វា ញថា kk 1 មិនដមនជាដផាកេតិ 
ម្នចំននួកុផំៃិច z ដែល 1

n
z , INn ។ 

សម្រាយ 
ឧបមាថា kk  1 ជាដផាកេតិម្នចនំួនកុផំៃិច z   

ពោយ 1
n

z
n

j
i

n

j
z

 2
sin

2
cos   ចំព េះ 1,0  nj  

n

k


2
cos  

យក  xTn ជាេេុធាChebyshev គឺ   10 xT ,   xxT 1 ,  
   nnTn coscos   និង      xTxxTxT iii 11 2    

ពយើងបាន       0112cos   nn TjT  
 ជារសឹម្នសមើោរ   01 xTn  

តាង kk  1 1 , 12  k  
    242142

222
 kk  
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និង 1
22
  

ពគបាន  ,  ,  ,  ជារសឹម្នេេុធា     124
24
 xkxxP  

យក  xQ ជាេេុធា Minimal ម្ន  xQ មានែឺពស្រកតូចជាង រ ឺពសមើ 4  
ពបើ  ,  មិនដមនជារសឹម្នេេុធា  xQ  xQ ដចកោច់  
    xx   1212

2
 kkkx  

 1 kk ជាោពរស្របាកែ មិនអាច ពស្រ េះ    22
11  kkkk  

 ,  ជារសឹម្នេេុធា  xQ  មានន័យថា   0' Q ចំព េះ  ' រ ឺ 
 '  

ពោយ  ជារសឹម្នេេុធា    xQxTn 1 ដចកោច់   1xTn  
' ជារសឹម្នេេុធា   1xTn    (*) 

ដត   1xTn មានរសឹដតកាុងចព ៃ្ េះ  1,1  
 (*) មិនេិត ពស្រ េះ 11'  kk ចំព េះ 1k  
 
លហំាត់ ៩៣ 
យក 321 AAA ជាស្រតើពោណ្មុំស្រសួច និង 1B , 

2B , 3B ជាចំណុ្ចពៅពលើស្រជ្ុង 32 AA , 
13 AA , 

21AA ពរៀងគ្នា  ។ បង្វា ញថា  332211 coscoscos2 AbAbAb   
332211 coscoscos AaAaAa   (*) ដែល 21  iii AAa និង  

21  iii BBb  ចំព េះ 1i , 2 , 3 (កាុងព្េះ ii xx 3 ) ។ 
សម្រាយ 
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តាង iii sAB 1 , iii tAB 2  ចំព េះ 3,2,1i  (ែូចរូប) iii tsa   
យក E , F ជាចំពោលដកងម្ន 32 BB ពលើ 32 AA  

32231 coscos AsAtaEF   
32211132 coscos AsAtabBB   

ពោយ 0cos900 1  AA  
ពយើងបាន 1321211111 coscoscoscoscoscos AAsAAtAaAb   
ស្រាយែូចគ្នា  2132312222 coscoscoscoscoscos AAsAAtAaAb   

3213123333 coscoscoscoscoscos AAsAAtAaAb   
បូកអងគ នងិ អងគ ពគបាន 

 







3

1

21

3

1

coscoscoscos
i

iiii

i

ii AAAaAb  

ពែើមើបបង្វា ញ (*) ពយើងស្រគ្នន់ដតបង្វា ញថា  

 



3

1

21 coscoscos2
i

iiii AAAa 



3

1

cos
i

ii Aa  

  0coscos2cos
3

1

21 




i

iiii AAAa  

  0coscos2cossin 21

3

1

 



 iii

i

i AAAA   

េិត តាម Lemma ខាងពស្រោម 
Lemma:  
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ចំព េះស្រគប់ស្រតើពោណ្ ABC ពគបាន   0coscos2cossin 
cyc

CBAA ។ 

សម្រាយ 
តាម  cossin22sin   ពយើងបាន  

  0coscos2cossin 
cyc

CBAA  

 
cyccyccyc

CBAAAA coscossin4cossin22sin  

ពយើងមាន 
cyc

CBA coscossin4  

  
cyc

ACBCBA coscossincoscossin2  

  
cyc

ABBAC cossincossincos2  

  
cyc

BAC sincos2  

 
cyccyccyc

ACCC 2sin2sincossin2  

 
លហំាត់ ៩៤ 
ពគឲ្យ ABCជាស្រតើពោណ្មួយ, x , y , zជាចំនួនេតិ និង nជាចំននួគត់វជិ្ជមាន ។ 
បង្វា ញថា 

(a) CxyBzxAyzzyx cos2cos2cos2
222

  
(b)    nCxynBzxnAyzzyx

n
coscoscos12

222
  

(c)  22222
zyxRxyczxbyza   

(d)   zxyzxyABCzcybxa  4
222  ។ 

សម្រាយ 
(a) 
ពយើងមាន CxyBzxAyzzyx cos2cos2cos2

222
  

  0cos2coscos2
222

 AyzzyCyBzxx  
យក   xf   AyzzyCyBzxx cos2coscos2

222
  
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 xf មានឌើសស្រគើមើណ្ង់  
   AyzzyCyBz cos2coscos'

222
  

  222222
coscoscoscos2cos yCyCBAyzzBz   

   CyCBCByzBz
2222

sincoscoscos2sin   
CyCByzBz

2222
sinsinsin2sin   

  0sinsin
2
 CyBz   0 xf , IRx  

ពេតុពនេះ CxyBzxAyzzyx cos2cos2cos2
222

  
(b)    nCxynBzxnAyzzyx

n
coscoscos12

222
  

   nCynBzxx
n

coscos12
2

  
  0cos12

22
 nAyzzy

n
 

       nAyzzynCynBzx
nn

cos12coscos1
22

2
2

  
 2coscos nCynBz   

nCnByznCynBz coscos2coscos
2222

  
ពោយ      0coscos1

2
2

 nCynBzx
n  

ែូចពនេះ ពគស្រគ្នន់ដតបង្វា ញថា  
   nAyzzy

n
cos12

22  
nCnByznCynBz coscos2coscos

2222
  

   0coscoscos12sinsin
2222

 nCnBnAyznBznCy
n  

(*) 
ពបើ kn 2 (គូ) knCnBnA 2  

  nCnBnCnBnCnBnA sinsincoscoscoscos   
ពយើងបាន (*) nCnByznBznCy sinsin2sinsin

2222
  

  0sinsin
2
 nBznCy េិត 

ពបើ 12  kn (ពសស)  12  knCnBnA  
  nCnBnCnBnCnBnA sinsincoscoscoscos   

ពយើងបាន (*) nCnByznBznCy sinsin2sinsin
2222

  
  0sinsin

2
 nBznCy  េិត 
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សមភាេពកើតព ើងពេល 
nC

z

nB

y
nBznCy

sinsin
sinsin   

ពោយ វសិមភាេសុើពមស្រទើ ពគបានសមភាេពកើតព ើង ពបើ  

nB

z

nB

y

nA

x

sinsinsin
  

មយាងពទៀត  

nB

z

nB

y

nA

x

sinsinsin
 ជាលកខខណ្ឌ ស្រគប់ស្រគ្នន់ម្នសមភាេម្នវសិមភាេ 

ពេតុពនេះ សមភាេពកើតព ើង ោលោ 
nB

z

nB

y

nA

x

sinsinsin
  

(c) តាមស្រទឹសតើបទសុើនុស  

ពយើងបាន A
R

a
sin2 , B

R

b
sin2 និង C

R

c
sin2  

ពយើងបាន  22222
zyxRxyczxbyza   

  222222
sinsinsin4 zyxCxyBzxAyz   

 zxyzxy  2  

      1sin21sin21sin22
222222

 CxyBzxAyzzyx  
 CxyBzxAyz 2cos2cos2cos2   

 េិត តាម(b) ករណ្ើ  2n  

សមភាេពកើតព ើងពេល 
C

z

B

y

A

x

2sin2sin2sin
  

(d) ជ្ំនួស x , y , z ពោយ 2
xa , 2

yb , 2
zc ពរៀងគ្នា កាុង (c) ពយើងបាន 

   22222222
zcybxaRzxyzxycba   

    222222
16 zcybxaRzxyzxyABCR   

តាម លំហាត់ ២៥(a) 
ពេតុពនេះ   zxyzxyABCzcybxa  4

222

 
សមភាេពកើតព ើងពេល 

C

zc

B

yb

A

xa

2sin2sin2sin

222

  

C

zc

B

yb

A

xa

coscoscos
  
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ពោយ 
222

2

cos acb

abc

A

a


  (ស្រទឹសតើបទកូសុើនុស) 

222

2

cos bac

abc

b

b


  

222

2

cos cba

abc

C

c


  

222222222
cba

z

bac

y

acb

x








  

 
លហំាត់ ៩៥ 
(USAMO,2004) 
ពគឲ្យ ជារងាង់ចារកឹកាុងចតុពោណ្ ABCD ។ យក I ជាផចតិម្ន  ។ 
ឧបមថា      222

CDABCIBIDIAI  ។ 
បង្វា ញថា ABCDជាចតុពោណ្ ា យសមបាត ។ 
សម្រាយ 
ពយើងនងឹបង្វា ញថា      222

CDABCIBIDIAI  (*) 
សមភាេពកើតព ើងពេល BCAD នងិ CDAB   
WLOG សនមតថា ស្របដវងោ ំ ពសមើនឹង 1 

 
រពបៀបទើ ១ 
យក 1A , 1B , 1C , 1D ជាចំណុ្ចបយេះរវាង  និង ស្រជ្ុង AB , BC , CD , DA  
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ពរៀងគ្នា  xAIAIAD  11
, yBIBIBA  11

 
zCICICB  11

, wDIDIDC  11
 

 3602222 wzyx  zywx  180  
ដែល x0 , y , z ,  90w  
ពយើងបាន xAI sec , yBI sec , zCI sec , wDI sec  

wxDDADAD tantan11   
zyCBBBBC tantan11   

 (*)     
22

secsecsecsec zywx  
 2tantantantan wzyx   

  zywx secsecsecsec24  
zywxzxyx tantan2tantan2tantan2tantan2   

wzwy tantan2tantan2   
 zywx secsecsecsec2 zywx tantantantan   

  zywx tantantantan   
zyzywxwx secsectantan1secsectantan1   

  zywx tantantantan   

ពោយ  
wx

wx
wxwx

coscos

cos1
secsectantan1


  

 
zy

zy
zyzy

coscos

cos1
secsectantan1


  

  
   

zwyx

zywx
zywx

coscoscoscos

sinsin
tantantantan


  

    
zwyx

wxwx

coscoscoscos

180sinsin 


 
zwyx

wx

coscoscoscos

sin
2


  

   







 







 


zy

wx

wx

wx

coscos

cos1

coscos

cos1  

   







 







 


zy

zy

wx

wx

coscos

cos1

coscos

cos1  
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ពយើងបាន វសិមភាេស្រតូវស្រាយសមមូលនងឹ stts   

ដែល  
wx

wx
s

coscos

cos1 
 ,  

zy

zy
t

coscos

cos1 
  

   111  ts  (I) 
បង្វា ញថា 11  s  

ពយើងមាន  
2

coscos

cos1
211 




wx

wx
ss  

wxwxwx coscos2sinsincoscos1   
 wx  cos1  េិត 

ស្រាយែូចគ្នា  11  t  
ពយើងបាន (I) េិត សមភាេពេល wx  , zy   BCAD និង CDAB   
ពេតុពនេះ ABCDជាចតុពោណ្ ា យសមបាត 
រពបៀបទើ ២ 
ពស្របើោរតាងែូចរពបៀបទើ ១ 
អនុវតតន៍ស្រទឹសតើបទកូសុើនុសចំព េះស្រតើពោណ្ ADI និង BCI ពយើងបាន 

  222
cos2 ADIDAIwxDIAI   

  222
cos2 BCCIBIzyCIBI   

បូកអងគ នងិ អងគពគបាន 
    BCADCIBIDIAI  2

22  
    CIBIzyDIAIwx  cos2cos2  

 222 BCADCIBIDIAI   
 (*)       BCADCIBIzyDIAIwx  cos1cos1  

(**) 
ពោយ    wxDIAIIDADADI  sin2 1  

 wx

AD
DIAI




sin
 

ែូចគ្នា ដែរ 
 zy

BC
CIBI




sin
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តាម  zywx  180    zywx  sinsin ,  
   zywx  coscos  

ពយើងបាន (**)  
 

 
 

BCADBC
wx

wx
AD

wx

wx












sin

cos1

sin

cos1  

   
 wx

AD

wx

BC

wx






 sin

cos1cos1  (***) 

មយាងពទៀត 
 

wx

wx
wxDDADAD

coscos

sin
tantan11


  

 
   wxwx

wxwx

wx

wx










 







 





coscos

2
cos

2
sin4

coscos2

sin2  

  1cos

2
cos

2
sin4










 







 


wx

wxwx

 








 









 








 







 


2

tan2

2
cos2

2
cos

2
sin4

2

wx

wx

wxwx

 

 







 







 









 








 





2

cos
2

sin

2
tan2

2
sin2

cos1

2

wxwx

wx

wx

AD

wx  

 
2

sin wx 
    (1) 

ស្រាយែូចគ្នា  ពគបាន    
BC

zy

BC

wx 


 cos1cos1  

   
2

sin

2

sin wxzy 



   (2) 

បូក (1) និង (2) ពយើងបាន (***) េិត 
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សមភាេពេល wx  , zy   BCAD និង CDAB   
ពេតុពនេះ ABCDជាចតុពោណ្ ា យសមបាត 
រពបៀបទើ ៣ 
ពោយ ជារងាង់ចារកឹកាុងចតុពោណ្ ABCD  
ពយើងបាន aIABDAI  , bIBCABI   

cICDBCI  , dIDACDI   
 180dcba  

កាុងរពបៀបទើ ៣ ពនេះពយើងនឹងពធ្ាើោរស្រាយបញ្ជជ ក់ពោយពស្របើ Lemma ខាងពស្រោម 
Lemma 
ពបើ ជារងាង់ផចិត I ចារកឹកាុងចតុពោណ្ ABCD  ពគបាន 

BCABCIAI
DI

BI
BI 

2   (1) ។ 

សម្រាយ 
 

P

 
យក Pជាចំណុ្ចមួយពៅពស្រៅចតុពោណ្ ABCD ដែលស្រតើពោណ្ ABP និង 
DCI  
ជាស្រតើពោណ្ែូចគ្នា  
ពយើងបាន ABIPBABAIPABPBIPAI   

bICDaIDC   
 180dcba  
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PAIB ជាចតុពោណ្ចារកឹកាុងរងាង់ 
តាមស្រទឹសតើបទ Ptolemy ពយើងបាន 

IPABAPBIBPAI  AB
IP

AP
BI

IP

AI
BP   (2) 

ពោយ PAIBជាចតុពោណ្ចារកឹកាុងរងាង់ 
aIABIPB  , bABIAPI  , cABPAIP   

, dPABPIB   
ពយើងបាន ស្រតើពោណ្ AIP ែូចស្រតើពោណ្ ICB  

CB

IC

IB

AI
 និង 

CB

IB

IP

AP
  

ពគបាន (*)  AB
BC

BI

BC

CI
BP 

2

 (3) 

BCABBICIBP 
2  

មយាងពទៀត ស្រតើពោណ្ BIP ែូចស្រតើពោណ្ IDA  

ID

IA

BI

BP
 BI

ID

AI
BP   

តាម (3) ពយើងបាន BCABCIAI
DI

BI
BI 

2  

តាម Lemma និង លកខណ្ៈសុើពមស្រទើពយើងបាន 

BCABCIAI
DI

BI
BI 

2  

BCCDCIBI
AI

DI
CI 

2  

បូកអងគ នងិ អងគពយើងបាន 

 CDABBCCIBI
AI

DI

DI

AI
CIBI 










22  

តាម AM-GM ពយើងបាន 2
AI

DI

DI

AI  

   222
2 CIBIICIBICIBCDABBC   

ែូចគ្នា ដែរ    2
DIAICDABAD   
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បូកអងគ នងិ អងគពយើងបាន (*) េិត 
សមភាេពេល DIAI  , daCIBI  , cb   

 18022 baABCDAB BCAD  
ពោយ ស្រតើពោណ្ AIB បយុនគ្នា នងឹស្រតើពោណ្ DIC  

ABCD ជាចតុពោណ្ ា យសមបាត 
 
លហំាត់ ៩៦ 
(USAMO,2001) 
ពគឲ្យ a , b , cជាចំននួេតិមនិអវជិ្ជមានពផៃៀងផ្ទៃ ត់ 4

222
 abccba ។ 

បង្វា ញថា 20  abccabcab ។ 
សម្រាយ 
ចំព េះ abccabcab 0  
ពយើងមាន a , b , cជាចំននួេតិមនិអវជិ្ជមានពផៃៀងផ្ទៃ ត់ 4

222
 abccba   

មួយកាុងចំពោម a , b , 1c (សនមតថា a ) 
ពយើងបាន     01  abccbaabccabcab  
សមភាេពេល     01  abccba ោលោ 01  a , 0bc  
ពបើ 00101  cbcbaa  
ពគបាន 1

222
 abccba  ផៃុយេើលកខខណ្ឌ ដែលឲ្យ 

ពបើ 0bc មួយកាុងចំពោម b , c ពសមើនឹង 0  
WLOG ឧបមាថា 0b 0 cb និង 0a  
ចំព េះ 0a ,  0b 4

222
 abccba  

24
2

 cc  
ពេតុពនេះ សមភាេពេល    2,0,0,, cba ,  0,2,0 និង  0,0,2  
ចំព េះ 2 abccabcab  
ពោយ 4

222
 abccba  

តាម លំហាត់ ២២ ពយើងបាន 
2

sin2
A

a  , 
2

sin2
B

b  , 
2

sin2
C

c   

ដែល A , B , Cជាមុំម្ន ABCជាស្រតើពោណ្ 
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ពយើងបាន 
2

tansin
2

tansin2
2

sin
2

sin4
B

B
A

A
BA

ab   

2
tansin

2
tansin2

A
B

B
A  

2
tansin

2
tansin

A
B

B
A   








 








 


2
cotsin

2
cotsin

CB
B

CA
A  

ស្រាយែូចគ្នា  ពគបាន 






 








 


2
cotsin

2
cotsin

AC
C

AB
Bbc  








 








 


2
cotsin

2
cotsin

BA
A

BC
Cca  

បូកអងគ នងិ អងគពយើងបាន 

    






 








 


2
cotsinsin

2
cotsinsin

CB
CB

BA
BAcabcab  








 







 








 







 


2
cos

2
cos2

2
cos

2
cos2

CBCBBABA  








 







 


2
cos

2
cos2

ACAC  

 CBA coscoscos2  









2
sin

2
sin

2
sin46

222 CBA  

   abccba  466
222 abc 2  

ពេតុពនេះ 20  abccabcab  
រពបៀបទើ ២ 
ពោយ a0 , b , 2c  
តាម លំហាត់ ២៤(d) ពយើងបាន Aa cos2 , Bb cos2 និង Cc cos2  
ដែល A , B , Cជារង្វា ស់មុំម្នស្រតើពោណ្មុំស្រសួចមយួ 
េើរកាុងចំពោម A , B , C ស្រតូវតូចជាង 60 រ ឺធ្ំជាង(រពឺសមើ) 60  
WLOG ពយើងឧបមាថា A , Bជាមុំបំពេញលកខខណ្ឌ ខាងពលើ 
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ពយើងបាន 2 abccabcab  
 ACCBBA coscoscoscoscoscos2   

CBA coscoscos41  
 ACCBBA coscoscoscoscoscos2   

 CBA
222

coscoscos23   

CBA 2cos2cos2cos   
  0coscoscoscoscoscos2  ACCBBA    (1) 

ពោយ   1coscoscos42cos2cos2cos  BABACBA  
និង  ACCBBA coscoscoscoscoscos2   

 BACBA coscoscos2coscos2   
      BABABABA coscoscos2coscos   

ពយើងបាន (1) 
     1coscos2cos21coscos4cos  BABABABA  

     1coscos21cos21cos  BABAC  (*) 
ពយើងសិកាេើរករណ្ើ  
ចំព េះស្រតើពោណ្ ABCមានមុំមយួយយ ងតិចពសមើនឹង 60  
ពបើ A រ ឺ B ពសមើនឹង 60 WLOG សនមតថា  60A  
 ពបើ  6060 BAC  ពស្រ េះ A ,  60B រ ឺ A ,  60B  

 (*) ោៃ យជាសមភាេ 
 ពបើ  60A (*)   1cos  BA  េិត 
សមភាេពេល 160  cbaCBA  

ចំព េះស្រតើពោណ្ ABCគ្នម នរង្វា ស់មុោំមួយពសមើនងឹ 60  
ពោយ A ,  60B រ ឺ A ,  60B  
ពគបាន    0cos21cos21  BA  
ដត 0cos C ,   1cos  BA  
ពគបាន (*) េិត  
សមភាេពេល 0cos C ,   1cos  BA  45BA និង  90C  
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2 ba , 0c  
រពបៀបទើ ៣ 
េើរកាុងចំពោម a , b , c តូចជាង 1រ ឺធ្ំជាង(រពឺសមើ )1 
សនមតថា េើរចនំួនព្េះ គឺ b , c  
ពយើងបាន    1111  cbbccb  (1) 
តាម 4

222
 abccba  
 

2

164
2222



cbcbbc

a  

ដត    2222222
4168164 bcbccbcbcb   

ពោយ  b , 042  bcc  

ពយើងបាន 2
2

42

2

4






 bc

bcbcbc
a  (2) 

តាម (1),(2) ពយើងបាន 
    abcacabbccbabcbc  122  

ពេតុពនេះ  2 abccabcab  
 
លហំាត់ ៩៧ 

ពគឲ្យ s , t , u , v  ជាចំននួេតិវជិ្ជមានកាុងចព ៃ្ េះ 








2
,0
 បំពេញលកខខណ្ឌ  

 vuts ។ បង្វា ញថា  

0
cos

1sin2

cos

1sin2

cos

1sin2

cos

1sin2













v

v

u

u

t

t

s

s ។ 

សម្រាយ 
តាង sa tan , tb tan , uc tan , vd tan a , b , c , 0d  
ពោយ     0tantan  vutsvuts   

0
11












cd

dc

ab

ba  

      011  cddccdba  
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dabcdabcdabcdcba   
ពយើងបាន 
      dabcdabcdabcdcbaadacaba 

2  
  dcbaa  1

2  
  

dcba

daca

ba

a











1
2

 

ស្រាយែូចគ្នា  ពគបាន 
ad

d

dc

c

cb

b

ba

a


















 1111
2222

 

           
dcba

cdbdbcacabdbdaca




  

 
dcba

cdbdbcadacabdcba






2
2222

 

តាម វសិមភាេ Cauchy-Schwarz ពយើងបាន 

    




























ad

d

dc

c

cb

b

ba

a
dcbadcba

1111
22

2222
2  

        addccbba   

 



























ad

d

dc

c

cb

b

ba

a 1111
2222

 

 22222
1111  dcba  

 1111
2222
 dcba  dcba  2  











v

v

u

u

t

t

s

s

vuts cos

sin

cos

sin

cos

sin

cos

sin
2

cos

1

cos

1

cos

1

cos

1  

សរុបមក 0
cos

1sin2

cos

1sin2

cos

1sin2

cos

1sin2













v

v

u

u

t

t

s

s  
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លហំាត់ ៩៧ 
(USAMO,1995) 
ឧបមាថា មា៉ា សុ៊ីនគតិលេខមួយខូច ល ៊ីយប ូតុងដែេអាចល្ប៊ី្ាស់ានមានដតប ូតុង 
sin , cos , tan , 1

sin
 , 1

cos
 និង 1

tan
 ។ លេ្រង់ែំបូងបង្ហា ញលេខ 0 ។ 

យរ qជាចំនួនសនទិានវជិ្ជមានណាមួយ ។ បង្ហា ញថា លគអាចបង្ហា ញចំននួ q លនេះលេ៊ី  
លេ្រង់លោយល្ប៊ីដតប ូតុងខាងលេ៊ី លប៊ីលគសនមតថាមា៉ា សុ៊ីនគតិលេខលនេះមានសមតថភាព 
គិតលេខានល្ច៊ីនខទង់ល្ោយលរបៀស(មិនរំណត់) នងិ តួលេខទាងំេស់គិតជារ៉ាែយង់។  
សម្រាយ 

លយ៊ីងមាន 


 


2
sincos

1   






tan

1

2
tan 








 ចំល េះ 

2
0


   

x
xx

1
tan

2
tantansincostan

111











   , 0x  (*) 

លោយ 
1

1
tancos

1






x
x , 0x  

លយ៊ីងាន (*) 1tansincostan
11




xx  (**) 
តាម (*) និង (**) លយ៊ីងានបញ្ជជ រព៊ីរ គឺ 1xx   

x
x

1
  

តាម វចិាររំលណ៊ី នននភាគដបង ( n ) ននចនំួនចំននួសនិទានវជិ្ជមាន r លយ៊ីងនងឹ  
បង្ហា ញថា លយ៊ីងអាចបង្ហា ញ r លេ៊ីលេ្រង់មា៉ា សុ៊ីនគតិលេខចំល េះ្គប់ rជាចនំួន 

វជិ្ជមានសនិទាន 
ររណ៊ី  1n លគាន សំលណ៊ី រដែេ្តូវបង្ហា ញពតិ 
ល្ េះ លប៊ី rn  1 ជាចនំួនគត់វជិ្ជមាន 
លគអាចបង្ហា ញ្គប់ចំននួគត់វជិ្ជមានទាងំេស់លោយល្ប៊ីបញ្ជជ រ 1xx   
ឧបមាថា ពិតែេ់ k  ដែេ nk 1  
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តាម ោរឧបមា លយ៊ីងាន 
1

1n , 
2

1n , … , 
n

n 1 អាចបង្ហា ញលេ៊ី 

លេ្រង់ននមា៉ា សុ៊ីនគតិលេខ 

1

1




n
, 

1

2

n
, … , 

1n

n  (1) រ៏អាចបង្ហា ញលេ៊ីលេ្រង់ននមា៉ា សុ៊ីន  

គិតលេខដែរ លោយល្ប៊ីបញ្ជជ រ 
x

x
1

  

លោយ េនុវតតន៍ជាបនតបន្ទទ ប់ននបញ្ជជ រ 1xx   លេ៊ី (1) 
លគាន សំលណ៊ី រដែេ្តូវបង្ហា ញពតិ ចំល េះររណ៊ី  1n  
មានន័យថា លគអាចបង្ហា ញ r លេ៊ីលេ្រង់មា៉ា សុ៊ីនគិតលេខចំល េះ rជាចំននួសនទិាន 
វជិ្ជមាន 
លប៊ី qជាចំននួសនិទានវជិ្ជមាន 2

q រ៏ជាចំននួសនិទានវជិ្ជមានដែរ 
ល តុលនេះ លគអាចបង្ហា ញ qqr 

2 លេ៊ីលេ្រង់ននមា៉ា សុ៊ីនគិតលេខ 
 
លហំាត់ ៩៨ 
លគឲ្យ ABCជា្ត៊ីលោណមុំ្សួច ។ បង្ហា ញថា 
    BACACB sin2sin2sinsin2sin2sin

22
  

  CBACBA sinsinsin12sin2sin2sin
2

  (*)។ 
សម្រាយ 
រលបៀបទ៊ី១ 
លយ៊ីងមាន   ACB sin2sin2sin

2
     ACBCB sincossin4

22
  

 CBA 
23

cossin4  
 CBA  cossin4

3  
្ាយែូចគ្នា     ACBBAC  cossin4sin2sin2sin

32  
   BACCBA  cossin4sin2sin2sin

32  
បូរេងគ នងិ េងគលយ៊ីងាន 
    BACACB sin2sin2sinsin2sin2sin

22
  
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  CBA sin2sin2sin
2

   
cyc

CBAcossin4
3  

CBA sinsinsin12  
ល្ េះ      CBCBACBA  cossinsin4cossin

23  
 CBA 2sin2sinsin2

2
  

  CBA 2sin2sin2cos1   
ACABCB 2cos2sin2cos2sin2sin2sin   

លយ៊ីងាន   
cyc

CBAcossin
3  

   
cyccyccyc

ACABCB 2cos2sin2cos2sin2sin2sin  

 
cyccyccyc

BAABA 2cos2sin2cos2sin2sin2  

  
cyccyc

BAA 22sin2sin2  

 
cyccyccyc

ACA 2sin32sin2sin2  

 CBA 2sin2sin2sin3   
CBA sinsinsin12  (តាម េំហាត់ ២៤(a)) 

សមភាពលពេ       1coscoscos  ACCBBA  
CBA   

ABC ជា្ត៊ីលោណសម័ងស 
រលបៀបទ៊ី ២ 
លយ៊ីងមាន (*)   CBAABA

cyc

sinsinsin12sin2sin2sin
2

 (1) 

តាម្ទឹសត៊ីបទសុ៊ីនុស លយ៊ីងាន ARa sin2 , BRb sin2 , CRc sin2  
 ABCCabCBAR 6sin3sinsinsin12

2
  

 (1)    ABCACBR
cyc

6sin2sin2sin
22

  (2) 

Lemma 
លប៊ី AD , BE , CF ជារមពស់នន្ត៊ីលោណមុំ្សួច ABC លយ៊ីងាន 
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BCDFDE   សមភាពលពេ ACAB  ។ 
សម្រាយ 
លយ៊ីងមាន AFDCCDACFA  90 ជាចតុលោណចាររឹរាុងរងវង់ 
លោយ BACFDB  និង BCABFD   
 ្ត៊ីលោណ BDF ែូច្ត៊ីលោណ BAC  

B
BC

BF

AC

DF
cos BRBBRBbDF 2sincossin2cos   

ែូចគ្នា ដែរ CRCcDE 2sincos   
 CBRDFDE 2sin2sin    (1) 

លោយ A0 , B ,  90C  (្ត៊ីលោណ ABCជា្ត៊ីលោណមុំ្សួច) 
លយ៊ីងាន    CBARDFDEBC 2sin2sinsin2   

    CBCBAR  cossin2sin2  
   0cos1sin2  CBAR  

ល តុលនេះ BCDFDE   សមភាពលពេ  CB ACAB   
 
លោយ ABDE , ACDF ជាចតុលោណចាររឹរាុងរងវង់ 

CABCDEBDF   
តាម Lemma លយ៊ីងាន 
     EDCBCDEBDFBCDFBECBFC  sinsin2  

    ADFDEADFDEBC sinsin
2

  
តាម (1) លយ៊ីងាន 
      BECBFCACBR 22sin2sin2sin

22
  (i) 

្ាយែូចគ្នា  លគាន  
     CFACDABACR 22sin2sin2sin

22
  (ii) 

     ADBAEBCBAR 22sin2sin2sin
22

  (iii) 
បូរ (i),(ii),(iii) លយ៊ីងាន (*) ពិត 
សមភាពលពេ ABCជា្ត៊ីលោណសម័ងស 
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លហំាត់ ៩៩ 
(MOSP,2000) 
លគឲ្យ ABCជា្ត៊ីលោណមុំ្សួច ។ បង្ហា ញថា 

4coscoscos8
cos

cos

cos

cos

cos

cos
222



























CBA

A

C

C

B

B

A (*)។ 

សម្រាយ 
តាម េំហាត់ ២៤(d) 

1coscoscos2coscoscos
222

 CBACBA  
CBACBA

222
coscoscos44coscoscos8   

លយ៊ីងាន (*)
222

cos

cos

cos

cos

cos

cos



























A

C

C

B

B

A  

 CBA
222

coscoscos4   (**) 
រលបៀបទ៊ី ១ 

តាម AM-GM លយ៊ីងាន 
22

cos

cos

cos

cos
2 


















C

B

B

A  
222

cos

cos

cos

cos

cos

cos




























C

B

B

A

B

A  

3 222

2

3
22

4

coscoscos

cos3

coscos

cos
3

CBA

A

CB

A
  

A
2

cos12  (1) 
ល្ េះ តាម េំហាត់ ២៨(a) 

្ាយែូចគ្នា  លគាន B
A

C

C

B 2

22

cos12
cos

cos

cos

cos
2 
















  (2) 

C
B

A

A

C 2

22

cos12
cos

cos

cos

cos
2 
















  (3) 

បូរ (1),(2),(3) លយ៊ីងាន (**) ពិត 
រលបៀបទ៊ី ២ 
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តាង 
C

B
x

cos

cos
 , 

A

C
y

cos

cos
 និង 

B

A
z

cos

cos
  

តាម េំហាត់ ៤២(a) លយ៊ីងាន 

222

222

cos

cos

cos

cos

cos

cos
zyx

A

C

C

B

B

A


























  

 CxyBzxAyz coscoscos2   









 C

A

B
B

C

A
A

B

C
cos

cos

cos
cos

cos

cos
cos

cos

cos
2  

 222
'''2 zyx     (1) 

ដែេ 
B

AC
x

cos

coscos
' , 

C

BA
y

cos

coscos
' និង 

A

CB
z

cos

coscos
'  

េនុវតត េហំាត់ ៤២(a) មតងលទៀតចំល េះប៊ីចនំួន 'x , 'y , 'z  
លយ៊ីងាន  CyxBxzAzyzyx cos''cos''cos''2'''

222
  

 CBA
222

coscoscos2   
តាម (1) លយ៊ីងាន (**) ពិត 
រលបៀបទ៊ី ៣ 
Lemma 
ចំល េះ a , b , cជាប៊ីចំននួពតិវជិ្ជមានបំលពញេរខខណឌ  1abc  

លគាន cba
a

c

c

b

b

a
  (1)។ 

សម្រាយ 
លប៊ីលយ៊ីងជ្នំួស a , b , c លោយ ta , tb , tc លរៀងគ្នា  

លយ៊ីងាន (1)  cbat
a

c

c

b

b

a
  ដែេ 

3

1

abc
t   

លោយ   cbacbat   
ល តុលនេះ លែ៊ីម៊ីប្ាយថា (1) ពិត លគ្គ្នន់ដត្ាយថា  

 cbat
a

c

c

b

b

a
  
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ម៉ាាងលទៀត     1
3


abc

abc
abcttctbta  

WLOG លយ៊ីងអាច្ាយ (1) លោយឧបមាថា 1abc  

មានចនំួនពិតវជិ្ជមាន x , y , z បំលពញេរខខណឌ  
y

x
a  , 

z

y
b  , 

x

z
c   

តាម វសិមភាពតល្មៀប (Rearrangement’s Inequality) លយ៊ីងាន 
yzxyzxzyx

222333
  

xyz

zyx

xy

z

zx

y

yz

x

a

c

c

b

b

a
333222


  

cba
x

z

z

y

y

x

xyz

yzxyzx





222

 

 
លប៊ី យរ Aa

2
cos4 , Bb

2
cos4 , Cc

2
cos4  

  1coscoscos8
2
 CBAabc  ល្ េះ  

តាម េំហាត់ ២៨(a) 
8

1
coscoscos CBA  

តាម Lemma លយ៊ីងាន 
222

cos

cos

cos

cos

cos

cos



























A

C

C

B

B

A  

 CBA
222

coscoscos4   
 

លហំាត់ ១០០ 

ចំល េះ្គប់ចំននួពតិ x នងិ ចំននួគត់វជិ្ជមាន n បង្ហា ញថា 2
sin

1




n

k x

kx ។ 

សម្រាយ 
លយ៊ីងនងឹ្ាយបញ្ជជ រ់ សំលណ៊ី ខាងលេ៊ីលោយល្ប៊ី Lemma ប៊ីខាងល្ោម 
Lemma 1 
ចំល េះសវុ ៊ីតននចំននួពតិ 1a , 2a , … , na និង 1b , 2b , … , nb លគាន 

 









1

1

1

1

n

k

kkknn

n

k

kk bbSbSba  ដែេ kk aaaS  ...21  
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ចំល េះ nk ,1 ។ 
សម្រាយ 
យរ 00 S លគាន kkk SSa  1 ចំល េះ nk ,1  

លយ៊ីងាន  







n

k

kkk

n

k

kk bSSba
1

1

1









n

k

kk

n

k

kk bSbS
1

1

1

 

10

2

1

1

1

bSbSbSbS
n

k

kk

n

k

kknn  








 













1

1

1

1

1

n

k

kk

n

k

kknn bSbSbS  

ល តុលនេះ  









1

1

1

1

n

k

kkknn

n

k

kk bbSbSba  

Lemma 2 
(Abel’s Inequality) 
លប៊ីលគមានសវុ ៊ីតននចនំួនពិតព៊ីរ គឺ 1a , 2a , … , na និង 1b , 2b , … , nb ដែេ 

0...21  nbbb  លគាន 



n

k

kk Mbbamb
1

11  រាុងលន្ទេះ 

kk aaaS  ...21 ចំល េះ nk ,1  និង M , nជាតនមៃេតបិរមា 
និង េបបបរមានន  nSSS ,...,, 21 ។ 
សម្រាយ 
លោយ 0...21  nbbb  01  kk bb ចំល េះ 1,1  nk  

តាម Lemma 1 លយ៊ីងាន  









1

1

1

1

n

k

kkknn

n

k

kk bbSbSba  

  1

1

1

1 MbbbMMb
n

k

kkn  




  

្ាយែូចគ្នា  លគាន 



n

k

kkbamb
1

1  

សរុបមរ 



n

k

kk Mbbamb
1

11  

Lemma 3 
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ចំល េះចំននួពតិ x ដែេ kx 2 លគាន 
 

2
sin1

1sin

1 x
m

k

kxn

mk 




  

រាុងលន្ទេះ m , nជាចំននួគត់វជិ្ជមានដែេ nm  ។ 
សម្រាយ 

តាង  
2

sinsin
x

xmkak  , 
km

bk



1 ចំល េះ mnk  ,1  

តាម Lemma 2 លយ៊ីងាន 

1

2
sinsin

1
1

11

1








 m

S
Sbba

k

x
kx

sb
m

s mn

k

kk

n

mk

 

ដែេ kk aaaS  ...21 ,  nSSSS ,...,,max 21 និង 
 nSSSs ,...,,min 21  

លយ៊ីងមាន  
2

sinsin22
x

miai   

xmixmi 


















2

1
cos

2

1
cos  

xmkxmaaaS kk 


















2

1
cos

2

1
cos2...222 21  

11222  kk SS  ចំល េះ nk ,1  
11  Ss  

ល តុលនេះ 
1

12
sinsin

1

1
11

1

11





 
 m

bSb
k

x
kx

sbb
m

n

mk

 



 
2

sin1

1sin

1 x
m

k

kxn

mk 




 

 
លោយ xy sin ជាេនុគមន៍ដែេមានខបួ   ែូចលនេះលែ៊ីម៊ីបបង្ហា ញថា សំលណ៊ី រ 
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ខាងលេ៊ីពតិ លយ៊ីង្គ្នន់ដតបង្ហា ញថា សំលណ៊ី រខាងលេ៊ីពិតរាុងររណ៊ី   ,0x  
ល្ េះ ចំល េះ  0x សំលណ៊ី រខាងលេ៊ីពិត 

ចំល េះ ចំននួលេរ xណាមួយ លយ៊ីងយរ 1 m
x

m
 , mជាចនំួនគត់មិន 

េវជិ្ជមាន ( m លៅថា ដនារគត់នន 
x

 ) 

លយ៊ីងាន 



n

mk

m

k

n

k k

kx

k

kx

k

kx

111

sinsinsin  

លយ៊ីងនងឹបង្ហា ញថា 


m

k k

kx

1

sin   និង 


n

mk k

kx

1

sin  

លោយ xx sin ចំល េះ្គប់ 0x  


mx
k

kx

k

kx m

k

m

k 11

sin  

ម៉ាាងលទៀត តាម Lemma 3 លយ៊ីងមាន 
 

2
sin1

1sin

1 x
m

k

kxn

mk 




 

ពិនតិយ xy sin ជាេនុគមន៍លា៉ា ងលេ៊ី 








2
,0
  

 ្ោបននេនុគមន៍លនេះសថិតលៅលេ៊ីបន្ទទ ត់ដែេភាជ ប់ព៊ីចំណុច  0,0 លៅ 







1,

2

  



x
x

2
sin   

លយ៊ីងាន 


xx


2
sin  ចំល េះ  x0  



 























































x

x

x

mx
m

k

kxn

mk 1

1

2
sin1

1sin

1

 

សរុបមរ 2
sin

1




n

k x

kx  

 
 
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