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អារម្ភក្ថា 
សួសតីប្រិយមិត្តអ្នកអានដដ្លកំពុងដត្កាន់ដសៀវដៅធរណីមាប្ត្កនុងរលង់មួយកាល

ដនេះ ។ ដសៀវដៅដនេះប្តូ្វបានដរៀរដរៀងដ ងីកនុងដោលរំណងផ្តល់ជាឯកសារពិដប្ោេះ 
សប្មារដ់ធវីការសិកាប្សាវប្ជាវរដនែមដលីដផ្នកធរណីមាប្ត្កនុងរលង់ ។ រុពវដេតុ្ដដ្លដធវីឲ្យ  
ដសៀវដៅមួយកាលដនេះដលចរូររាងដ ងីគឺដោយសារពួកដយងីសដងេត្ដ ញីថាកនុងប្សុក  
ដយងីមិនសូវមានអ្នកសរដសរចំដណេះដឹ្ងដផ្នកធរណីមាប្ត្ដនេះផ្សពវផ្ាយឲ្យបានទូលំទូលាយ 
ដៅដ យីដទ ។ មួយវញិដទៀត្សិសសភាគដប្ចីនយល់ដ ញីថា ធរណីមាប្ត្ជាដផ្នកមួយដ៏្  
ពិបាកកនុងគណិត្វទិា ។ ដប្កាយពីការសិកាដសវងយល់មួយចំនួនមកដយងីបានរកដ ញី  
ថាដផ្នកមយួដដ្លដធវីឲ្យការពិបាកដនេះដកីត្មានដ ងី គឺកងវេះឯកសារកនុងការប្សាវប្ជាវ  
រដនែម ។ 

ដសៀវដៅដនេះប្តូ្វបានដចកដចញជារីជំពូក គឺ ជំពូក I (ប្ទឹសតរីទ-
សប្មាយរញ្ជា ក)់ ជំពូក II (ប្រធានលហំាត្)់ និងជំពូក III (លហំាត្-់ដំ្ដ េះប្សាយ)។ 
កនុងជំពូក I ពួកដយងីបានចងប្កងនូវប្ទឹសតីរទចំនួន ៣២ ប្ទឹសតីរទប្ពមទងំមានការ 
ប្សាយរញ្ជា កយ់៉ា ងដកាេះកាយដដី្មីបឲ្យមិត្តអ្នកអានកាន់ដត្មានការអ្ភិវឌ្ឍរដនែមកនុង 
ការប្សាយរញ្ជា ក់នូវរញ្ជា ។ ដលីសពីដនេះដៅដទៀត្ពួកដយងីបានដលកីយកឧទេរណ៍  
មួយចំនួនមករកប្សាយពីអ្ត្ែន័យននប្ទឹសតីរទរដនែមកនុងដោលរំណងឲ្យមិត្តអ្នកអាន  
កាន់ដត្យល់សុជីដប្ៅដៅដលីប្ទឹសតីរទទងំដ េះ។ ចំដណកឯកនុងជំពូក II វញិដយងីបាន  
ដ្កប្សង់នូវរញ្ជា ធរណីមាប្ត្ដចញពីរ ត ការប្រ ង  ដដី្មីបោក់ជារញ្ជា ឲ្យមិត្តអ្នក
អានសាកលបងដោេះប្សាយតាមរយៈចំដណេះដឹ្ងដដ្លបានដរៀនកនុងជំពូកប្ទឹសតីរទ-
សប្មាយរញ្ជា ក់។ កនុងជំពូកដនេះ មិត្តអ្នកអានគួរដត្សាកលបងគិត្លហំាត់្ទងំដ េះ  
ឲ្យបានដប្ចីនជាមុនសិនមុននឹងសិកាជំពូក ៣ ននដសៀវដៅដនេះ។ ដផ្នកចុងដប្កាយនន  
ដសៀវដៅដនេះគឺ ជំពូក III ដដ្លដតត ត្ដៅដលលីំហាត់្ និង ដំ្ដ េះប្សាយ ។ 
កនុងដផ្នកដនេះដយងីបានដលីកយកលំហាត់្ដដ្លបានោក់ឲ្យមិត្តអ្នកអានដោេះប្សាយកនុង 
ជំពូក II មកដធវីការរកប្សាយយ៉ា ងដកាេះកាយសប្មារ់ជាទុនដ្ល់មិត្តអ្នកអានកនុងការ  
ដោេះប្សាយរញ្ជា ធរណីមាប្ត្កនុងរលង់ ។ សូមចងចថំាដទេះរីជាអ្នកមិនអាចដោេះប្សាយ រ ឺ
ប្សាយរញ្ជា កនូ់វរញ្ជា មួយចនំនួបានក៏ដោយក៏អ្នកដៅដត្ទទួលបានចំដណេះដឹ្ងដដ្រ 



ដៅដពលដដ្លអ្នកពាយមគិត្លំហាត់្ទងំដ េះ ។ 
ពួកដយងីគិត្ថាមានមនុសសតិ្ចអ្នក សដ់ដ្លអាចដោេះប្សាយរញ្ជា កនុងដសៀវដៅដនេះ 
បានទងំអ្ស់ដោយមិនដមីលចដមលីយដសាេះ។ ដេតុ្ដនេះដទេះរីជាអ្នកមិនអាចដោេះប្សាយ  
រញ្ជា បានទងំអ្ស់ក៏ដោយ សូមកំុអ្សស់ងឃមឹ ។ សូមពាយមប្រឹងដប្រងរដនែម ។ 
សូមយកដសៀវដៅមួយកាលដនេះដធវីជាមិត្តររស់អ្នកចុេះ ។ 

ជាចុងដប្កាយពួកដយងីមានដត្ការជូនពរដ្ល់មិត្តអ្នកអានឲ្យជួរប្រទេះដត្ស ំង 
លអ សុខភាពលអ និង ទទួលបានដជាគជ័យដលកីារសកិា និង ការងារ ។ 
កនុង មជាអ្នកដរៀរដរៀងដសៀវដៅមួយកាលដនេះពួកដយងីក៏សូមអ្ភ័យដទសផ្ងដដ្រសប្មារ់
កំេុសឆ្គងរដចេកដទសដដ្លដកីត្មានដោយអ្ដចត្  ។ 

 
ភនំដពញ នងៃទី ០១ ដខកកេោ ឆ្ន  ំ២០១៧ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



សេចក្តីថ្លលងអំណរគណុ 
ដសៀវដៅដនេះអាចដលចដចញជាររូរាងបានក៏ដោយសារដត្មានការជួយោបំ្ទពី 

មជឈោឋ នជំុវញិខលួនររស់ពកួដយងីទងំអ្សោ់ន ។ ពួកដយងីោា នអ្វីដប្ៅពីការអ្រគុណដោយ  
ទឹកចិត្តដសាា េះសរចំដ េះដលាកទងំអ្សដ់ យី។ ជាដំ្រូងពួកដយងីសូមអ្រគុណដ្ល់ដលាក  
ឪពុក អ្នកមាត យដដ្លបានផ្តលកំ់ដណីត្ដ្ល់ពួកដយងីប្ពមទងំចិញ្េ ឹមរីបាច់ដងរកាទងំ  
រូររាងកាយ និងផ្លូវចិត្ត។ ពួកដយងីអាចទទួលបានចំដណេះដឹ្ងមកសរដសរដសៀវដៅមួយ  
កាលដនេះ ក៏ដោយសារដត្ពួកោត់្បានខិត្ខំប្រឹងដប្រងរកប្បាក់ដដី្មីបឲ្យពួកដយងីបាន  
សិកាដរៀនសូប្ត្ ។  កយដម៉ាមួយឃ្លល ដដ្លដធវឲី្យកូនចងចជំានិចេគឺ ដម៉ាមិនពូដកដូ្ចដគដទ  
ដត្ដម៉ានឹងពាយមចិញ្េ ឹមកូនឲ្យបានរសដូ់្ចដគដូ្ចឯង។  កយដនេះបានអ្ប្ងួនចិត្តពួក  
កូនខ្ល ងំ ស់។  កយដនេះដធវឲី្យកូនមានចិត្តអាណិត្ដម៉ាខ្ល ងំ ស់។ វាគឺជាឃ្លល ដដ្ល  
រងេរ់ដោយអ្ត្ែន័យយ៉ា ងប្ជាលដប្ៅពីការប្សលាញ់ររស់ដម៉ាមកដលីកូន។ កូនក៏សូម  
អ្ភ័យដទសរាល់ទដងវី រ ឺ កយសំដី្ដលសីលួសទងំអ្សដ់លីអ្នកមានគុណ ។ 
ដលីសពីដនេះពួកដយងីក៏សូមអ្រគុណផ្ងដដ្រ ចំដ េះដលាកប្គអូ្នកប្គូដដ្លបានរងាា ត្់  
រដប្ងៀនពួកដយងីតាងំពីរឋមសិការេូត្ដ្ល់ការសិកាដៅវទិាសាែ នជាតិ្អ្រ់រជំាពិដសស 
គឺដលាកប្គូ នង ដេង ដលាកប្គូ ចន់ រា៉ាោ ដលាកប្គូ េួត្ សុខដលឿន ដលាកប្គូ   ីដមឿយ 
និង ដលាកប្គូសុឹម វសុិទធ។ ដលាកប្គូបានរងាា ត់្រដប្ងៀនដ្ល់ពួកដយងីអ្ស់ពីកមាល ងំកាយ  
ចិត្តដោយមិនខ្ល ចដនឿយេត់្ ។  

ជាចុងរញ្េ រ់ពួកដយងីខំុ្ជាអ្នកដរៀរដរៀងដសៀវដៅមួយកាលដនេះសូមជូនពរឲ្យ 
ដលាកជរួប្រទេះដត្ស ំងលអ សុខភាពលអ និង ដជាគជ័យកនុងការងារ។ 

 
ភនំដពញ នងៃទី០១ ដខកកេោ ឆ្ន  ំ២០១៧ 

ពីអ្នកដរៀរដរៀង ជា ពិសិដ្ឋ 
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ជំពូក I

�ទឹស�ីបទ និង ស�មយបȦជ ក់

1 ចបប់អងកត់�ទȪងែកងគន

េគឲយអងកត់ពីរ [AC] និង [BD] ។ េយងីបន [AC] ែកងនឹង [BD] លុះ��ែត
AB2 +CD2 = DA2 +BC2 ។

ស�មយ 

A

A
B

D

C

X

Y

យក X និង Y ជចំេ�លែកងៃន D និង B េលីអងកត់�ទȪង [AC] េរȢងគន
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�ម�ទឹស�ីបទពី�គ័រេយងីបន

AB2 = BY 2 +AY 2

BC2 = BY 2 +CY 2

CD2 = DX2 +CX2

DA2 = AX2 +DX2

េនះ

BC2 +DA2 −AB2 −CD2 = BY 2 +CY 2 +AX2 +DX2 −BY 2 −AY 2 −DX2 −CX2

= AX2 −CX2 +CY 2 −YA2

= (AX2 −YA2)+(CY 2 −CX2)

= (AX −AY )(AX +AY )+(CY −CX)(CY +CX)

= XY (AX +AY )+XY (CX +CY )

= XY (AX +CX +AY +CY )

= 2AC×XY

េហតុេនះ [AC]⊥ [BD] លុះ��ែត XY = 0 ⇔ AB2 +CD2 = DA2 +BC2

2 �ទឹស�ីបទចំេ�លែកង

េគឲយ�តីេកណ ABC មួយមនរង� ស់�ជȩង BC = a,CA = b និង AB = c ។ េគបន
a = bcosC+ ccosB

b = ccosA+acosC

c = acosB+bcosA

ស�មយ 
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A

B H
C

េយងីមន a = BC = BH +HC េ�យ cosB =
BH
c

⇒ BH = ccosB

ដូចគន ែដរ HC = bcosC េនះ a = bcosC+ ccosB
��យដូចគន េយងីបន b = ccosA+acosC និង c = acosB+bcosA

3 �ទឹស�ីបទកូសីុនុស

កនុង�តីេកណ ABC មួយេគបន

a2 = b2 + c2 −2bccosA

b2 = c2 +a2 −2cacosB

c2 = a2 +b2 −2abcosC

ស�មយ 

រេបȢបទី ១
�ម�ទឹស�ីបទចំេ�លែកង a = bcosC+ ccosB
េនះ a2 = abcosC+accosB (1)
ដូចគន ែដរ −b2 =−bccosA−abcosC (2)
និង −c2 =−accosB−bc cosA (3)
បូក (1),(2) និង (3) េយងីបន a2 −b2 − c2 =−2bccosA
ដូចេនះ a2 = b2 + c2 −2bccosA
��យដូចគន េយងីបន b2 = c2 +a2 −2cacosB និង c2 = a2 +b2 −2abcosC
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រេបȢបទី ២
េយងីមន −→

BC =
−→
BA+

−→
AC

េនះ
−→
BC2 = (

−→
BA+

−→
AC)2

=
−→
BA2 +2

−→
BA

−→
AC+

−→
CA2

⇒ a2 = c2 −2
−→
AB

−→
AC+b2

= b2 + c2 −2bccosA

ដូចេនះ a2 = b2 + c2 −2bccosA
��យដូចគន េយងីបន b2 = c2 +a2 −2cacosB និង c2 = a2 +b2 −2abcosC

សមគ ល ់

សូមមិត�អនក�ន�កលបង��យ�មរេបȢបេផ�ងេទȢត ។

4 �ទឹស�ីបទសីុនុស

េគឲយ�តីេកណ ABC មួយ េហយី R ជករំង�ង់ចរកឹេ�ក�តីេកណេនះ ។
េគបន a

sinA
=

b
sinB

=
c

sinC
= 2R ។

ស�មយ 

A

D

C

B
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យក [AD] ជអងកត់ផចិតៃនរង�ង់ េនះ △ACD ជ�តីេកណចរកឹកន�ះរង�ង់
⇒△ACD ជ�តីេកណែកង�តង់ C

េយងីបន sin∠ADC =
AC
AD

=
b

2R
េ�យ ∠ADC = ∠ABC (មុំចរកឹ�ក ត់ធនូរមួ)

េនះ sinB =
b

2R
⇒ b

sinB
= 2R

��យដូចគន េយងីបន a
sinA

= 2R និង c
sinC

= 2R

ដូចេនះ a
sinA

=
b

sinB
=

c
sinC

= 2R

5 �ទឹស�ីបទ Stewart

េគឲយ�តីេកណ ABC មួយ និង D ជចំណុចមួយេǷេលី�ជȩង [BC] ។ �ង BC =

a,CA = b,AB = c,AD = d,BD = n និង CD = m ។ េគបន b2n+ c2m = a(d2 +
mn) ។

ស�មយ 

A

CDB

បង� ញថ b2n+ c2m = a(d2 +mn)

�ម�ទឹស�ីបទកូសីុនុសេយងីបន c2 = d2 +n2 −2nd cos∠ADB
េនះ c2m = d2m+mn2 −2mnd cos∠ADB (i)
និង b2 = d2 +m2 −2md cos∠ADC
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េ�យ ∠ADC+∠ADB = π េនះ
∠ADC = π −∠ADB

⇒ cos∠ADC =−cos∠ADB

េគបន b2 = d2 +m2 +2md cos∠ADB
េនះ b2n = d2n+m2n+2mnd cos∠ADB(ii)
បូក (i) និង (ii) េយងីបន

c2m+b2n = d2m+mn2 +d2n+m2n

= (m+n)d2 +mn(m+n)

= ad2 +amn

ដូចេនះ b2n+ c2m = a(d2 +mn)

ឧទហរណ៍ ១
(រូបមន�េមដយន)
េគឲយ ma ជរង� ស់េមដយនែដលគូសេចញពីកំពូល A ៃន�តីេកណ ABC ។
បង� ញថ m2

a =
b2 + c2

2
− a2

4
។

ស�មយ 

A

CMB

�ម�ទឹស�ីបទ Stewart េយងីបន
AB2 ×MC+AC2 ×BM = BC(AM2 +BM×MC)

⇒ c2
(a

2

)
+b2

(a
2

)
= a

[
m2

a +
(a

2

)(a
2

)]
⇒ b2 + c2

2
= m2

a +
a2

4
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ដូចេនះ m2
a =

b2 + c2

2
− a2

4
ឧទរហណ៍ ២
(រូបមន� Leibniz)
េគឲយ�តីេកណ ABC មួយចរកឹកនុងរង�ង់ផចិត O និង កំ R ។ យក G ជទី�បជំុទំងន់ៃន�តីេកណ
េនះ ។ បង� ញថ OG2 = R2 − a2 +b2 + c2

9
។

ស�មយ 

O

A

B

M

G

C

បង� ញថ OG2 = R2 − a2 +b2 + c2

9
អនុវត��ទឹស�ីបទ Stewart ចំេពះ�តីេកណ AOM
េយងីបន OA2 ×GM+OM2 ×GA = AM(OG2 +GA×GM)

េ�យ GM =
1
3

AM,GA =
2
3

AM,OM2 = OC2 −MC2 = R2 − a2

4
េយងីបន

R2
(

1
3

AM
)
+

2
3

AM
(

R2 − a2

4

)
= AM

[
OG2 +

(
1
3

AM
)(

2
3

AM
)]

R2

3
+

2
3

(
R2 − a2

4

)
= OG2 +

2
9

AM2

⇒ R2 − a2

6
= OG2 +

2
9

AM2

ម៉យងេទȢត AM2 =
b2 + c2

2
− a2

4
(រូបមន�េមដយន)
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េនះ

R2 − a2

6
= OG2 +

2
9

(
b2 + c2

2
− a2

4

)
⇒ OG2 = R2 − a2

6
− b2 + c2

9
+

a2

18

= R2 − a2 +b2 + c2

9

ដូចេនះ OG2 = R2 − a2 +b2 + c2

9

6 រូបមន��ក�ៃផទៃន�តីេកណទី ១

េគឲយ�តីេកណ ABC មួយ េហយី [AH] ជកមពស់ៃន�តីេកណេនះ ។ �ក�ៃផទៃន
�តីេកណ ABC កំណត់ េ�យ [ABC] =

1
2

AH ×BC ។

A

B H
C

7 រូបមន��ក�ៃផទ�តីេកណទី ២
�ក�ៃផទ�តីេកណ ABC កំណត់េ�យ [ABC] =

1
2

bcsinA =
1
2

casinB =
1
2

absinC ។

ស�មយ 
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េយងីមន [ABC] =
1
2

AH ×BC

េ�យ sinB =
AH
AB

េនះ AH = ABsinB = csinB

េយងីបន [ABC] =
1
2

csinBa =
1
2

casinB

��យដូចគន េយងីបន [ABC] =
1
2

bcsinA =
1
2

casinB =
1
2

absinC

8 រូបមន��ក�ៃផទ�តីេកណទី ៣
េគឲយ�តីេកណ ABC ចរកឹកនុងរង�ង់ែដលមន�បែវងកេំសមីនឹង R ។ �ក�ៃផទៃន�តីេកណ ABC

កំណត់ េ�យ [ABC] =
abc
4R

។
ស�មយ 

�ម�ទឹស�ីបទសីុនុសេគបន a
sinA

=
b

sinB
=

c
sinC

= 2R េនះ sinA =
a

2R
េ�យ [ABC] =

1
2

bcsinA

⇒ [ABC] =
1
2

bc
( a

2R

)
=

abc
4R

ដូចេនះ [ABC] =
abc
4R

9 រូបមន��ក�ៃផទ�តីេកណទី ៤
យក r ជករំង�ង់ចរកឹកនុង�តីេកណ ABC ។ េគបន [ABC] = pr ែដល p =

a+b+ c
2

ជ
កន�ះបរមិ�ត ៃន�តីេកណ ABC ។

ស�មយ 
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I

B

A

C

យក I ជផចិតរង�ង់ចរកឹកនុង�តីេកណ ABC េយងីបន

[ABC] = [ABI]+ [IBC]+ [AIC]

=
1
2

ra+
1
2

rb+
1
2

rc

= r
(

a+b+ c
2

)
= pr

10 រូបមន��ក�ៃផទៃន�តីេកណទី ៥ (រូបមន�េហរុង)

េគឲយ�តីេកណ ABC មួយមន�បែវង�ជȩង BC = a,CA = b និង AB = c េហយី p =
a+b+ c

2
ជកន�ះបរមិ�តៃន�តីេកណេនះ ។ �ក�ៃផទៃន�តីេកណ ABC កំណត់េ�យ
[ABC] =

√
p(p−a)(p−b)(p− c) ។
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B

A

C
a

c
b

ស�មយ 

េយងីមន [ABC] =
1
2

bcsinA

េ�យ

sin2 A = 1− cos2 A

= 1−
(

b2 + c2 −a2

2bc

)2

=
(2bc)2 − (b2 + c2 −a2)2

(2bc)2

=
(2bc+b2 + c2 −a2)(2bc−b2 − c2 +a2)

(2bc)2

=
[(b+ c)2 −a2][a2 − (b− c)2]

(2bc)2

=
(b+ c+a)(b+ c−a)(a+b− c)(a−b+ c)

(2bc)2

=
16
( a+b+c

2

)(−a+b+c
2

)( a−b+c
2

)( a+b−c
2

)
4(bc)2

�មប�មប់ p =
a+b+ c

2
េនះ p − a =

−a+b+ c
2

, p − b =
a−b+ c

2
និង p − c =

a+b− c
2

េយងីបន sin2 A =
4p(p−a)(p−b)(p− c)

(bc)2

13



ម៉យងេទȢត A ជរង� ស់មុំៃន�តីេកណ េនះ 0 < A < π ⇒ sinA > 0

េនះ sinA =
2
√

p(p−a)(p−b)(p− c)
bc

េយងីបន [ABC] =
1
2

bc×
2
√

p(p−a)(p−b)(p− c)
bc

ដូចេនះ [ABC] =
√

p(p−a)(p−b)(p− c)

11 រូបមន� Brahmagupta
េគឲយចតុេកណចរកឹកនុងរង�ង់ ABCD មួយមនរង� ស់�ជȩង AB= a,BC = b,CD= c និង DA=

d េហយី p=
a+b+ c+d

2
ជកន�ះបរមិ�តៃនចតុេកណេនះ ។ �ក�ៃផទៃនចតុេកណ ABCD

កំណត់ េ�យរូបមន� S =
√
(p−a)(p−b)(p− c)(p−d) ។

14



A

B

C

D

ស�មយ 

បង� ញថ S =
√
(p−a)(p−b)(p− c)(p−d)

េយងីមន S = [ABD]+ [BCD] =
1
2

ad sinA+
1
2

bcsinC

េ�យ A+C = π េ�ពះ ABCD ជចតុេកណចរកឹកនុងរង�ង់
េនះ C = π −A ⇒ sinC = sinA និង cosC =−cosA

េយងីបន S =
1
2

ad sinA+
1
2

bcsinA =
1
2
(ad +bc)sinA

�ម�ទឹស�ីបទកូសីុនុស BD2 = a2 +d2 −2ad cosA
និង BD2 = b2 + c2 −2bccosC = b2 + c2 +2bccosA
េគបន

a2 +d2 −2ad cosA = b2 + c2 +2bccosA

⇒ 2bccosA+2ad cosA = a2 +d2 −b2 − c2

⇒ 2(ad +bc)cosA = a2 +d2 −b2 − c2

⇒ cosA =
a2 +d2 −b2 − c2

2(ad +bc)

�មរូបមន� sin2 A+ cos2 A = 1 ⇒ sin2 A = 1− cos2 A
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េនះ

sin2 A = 1−
[

a2 +d2 −b2 − c2

2(ad +bc)

]2

=
[2(ad +bc)]2 − (a2 +d2 −b2 − c2)2

[2(ad +bc)]2

=
[2(ad +bc)+a2 +d2 −b2 − c2][2(ad +bc)−a2 −d2 +b2 + c2]

[2(ad +bc)]2

=
[(a+d)2 − (b− c)2][(b+ c)2 − (a−d)2]

[2(ad +bc)]2

=
(a+b− c+d)(a−b+ c+d)(a+b+ c−d)(−a+b+ c+d)

[2(ad +bc)]2

=
16
( a+b−c+d

2

)( a−b+c+d
2

)( a+b+c−d
2

)(−a+b+c+d
2

)
4(ad +bc)2

ម៉យងេទȢត p =
a+b+ c+d

2
⇒ p−a =

−a+b+ c+d
2

, p−b =
a−b+ c+d

2
, p− c =

a+b− c+d
2

និង p−d =
a+b+ c−d

2

េយងីបន sin2 A =
4(p−a)(p−b)(p− c)(p−d)

(ad +bc)2

ែត A+C = π េនះ 0 < A < π ⇒ sinA > 0

េគបន sinA =
2
√
(p−a)(p−b)(p− c)(p−d)

ad +bc

េនះ S =
1
2
(ad +bc)×

2
√
(p−a)(p−b)(p− c)(p−d)

ad +bc
ដូចេនះ S =

√
(p−a)(p−b)(p− c)(p−d)

12 �ទឹស�ីបទកន�ះបនទ ត់ពុះមុំ

យក (AD] ជកន�ះបនទ ត់ពុះមុំៃន ∠A ៃន�តីេកណ ABC ។ េគបន AB
BD

=
AC
CD

។
ស�មយ 
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រេបȢបទី ១

B

A

H1 H2

D
C

យក H1 និង H2 ជចំេ�លែកងៃន D េលី [AB] និង [AC] ដូចរូប
េនះ DH1 = DH2

េយងីបន [ABD] =
1
2

DH1 ×AB និង [ACD] =
1
2

DH2 ×AC =
1
2

DH1 ×AC

េនះ [ABD]

[ACD]
=

1
2 DH1 ×AB
1
2 DH1 ×AC

=
AB
AC

(1)

ម៉យងេទȢត �តីេកណ ABD និង ACD មនកមពស់រមួ
េនះ [ABD]

[ACD]
=

BD
CD

(2)

�ម (1)និង (2) េយងីបន AB
AC

=
BD
CD

⇒ AB
BD

=
AC
CD

រេបȢបទី ២

B

A

B′

CC′

D

យក B′ និង C′ ជចំេ�លែកងៃន B និង C េលី [AD] េរȢងគន េយងីបន
+�តីេកណែកង ABB′ ដូច�តីេកណែកង ACC′

េនះ AB
AC

=
BB′

CC′ (1)

17



+�តីេកណែកង BB′D ដូច�តីេកណែកង CC′D

េនះ BB′

CC′ =
BD
CD

(2)
�ម (1) និង (2) េយងីបន AB

AC
=

BD
CD

ដូចេនះ AB
BD

=
AC
CD

រេបȢបទី ៣

B

A

CD

E

យក E ជចំណុច�បសព�ៃនបនទ ត់កត់�ម C �សបនឹង (AB) និង កន�ះបនទ ត់ [AD)

េនះ ∠AEC = ∠EAB (មំុឆ� ស់កនុង)
េ�យ ∠EAB = ∠CAE ⇒ ∠AEC = ∠CAE
េនះ �តីេកណ ACE ជ�តីេកណសមបតកំពូល C

វបិក AC =CE

ម៉យងេទȢត �តីេកណ ABD ដូច�តីេកណ ECD េនះ AB
CE

=
BD
CD

⇒ AB
AC

=
BD
CD

ដូចេនះ AB
BD

=
AC
CD

រេបȢបទី ៤
Lemma
យក B′ និង C′ ជចំណុចេǷេលី�ជȩង [AC] និង [AB] ែដល [B′D]//[AB] និង [C′D]//[AC]

េគបន AB′DC′ ជចតុេកណេសមី ។
ស�មយ 
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B

A

C
D

C′ B′

េយងីមន [B′D]//[AC′] និង [C′D]//[AB′] េនះ AB′DC′ ជ�បេលឡូ�កម
ពិនិតយកនុង�តីេកណ AB′D និង AC′D មន
∠ADB′ = ∠C′DA = ∠C′AD = ∠B′AD
និង [AD] ជ�ជȩងរមួ
េនះ △AB′D ∼=△AC′D ⇒ B′D = DC′

េហតុេនះ AB′DC′ ជចតុេកណេសមី
�ម�ទឹស�ីបទ T hales េយងីបន
B′D
AB

=
CD
BC

(1)
C′D
AC

=
BD
BC

(2)
េធ�ីផលេធȢបរ�ង (2) និង (1) េយងីបន AB

AC
=

BD
CD

ឧទហរណ៍
េគឲយ�តីេកណ ABC មួយែកង�តង់ B ែដលមន [CI)ជកន�ះបនទ ត់ពុះមុំ C ។ េបី IB= 1,BC =

3 េហយី េគ�ង AI = x និង AC = y ។ គណន x និង y ។
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ចេម�យ 

B

A

I

C

�តីេកណ ABC ជ�តីេកណែកង�តង់ B

�ម�ទឹស�ីបទពី�គ័រេយងីបន
AB2 +BC2 = AC2

(x+1)2 +32 = y2

x2 +2x+1+9 = y2

x2 − y2 +2x+10 = 0 (1)
ម៉យងេទȢត �ម�ទឹស�ីបទកន�ះបនទ ត់ពុះមុំេយងីបន AC

AI
=

BC
BI

⇒ y
x
= 3 ⇒ y = 3x

�ម (1) េយងីបន
x2 −9x2 +2x+10 = 0
−8x2 +2x+10 = 0

េ�យ a+ c =−8+10 = 2 = b េគបន x =−1,x =− 10
−8

=
5
4

ដូចេនះ x =
5
4

និង y =
15
4

13 �បែវងអងកត់ែដលែចកេ�យកន�ះបនទ ត់ពុះមុំ

េគឲយ�តីេកណ ABC មួយមន BC = a,CA = b និង AB = c េហយី [AD) ជកន�ះបនទ ត់ពុះ
មំុកនុងៃន ∠A ។ គណន BD និង DC ។
ស�មយ 
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B

A

D
C

គណន BD និង DC
�ម�ទឹស�ីបទកន�ះបនទ ត់ពុះមុំេយងីបន AB

BD
=

AC
CD

េនះ c
BD

=
b

CD
=

b+ c
BD+CD

=
b+ c
BC

=
b+ c

a

ចំេពះ c
BD

=
b+ c

a
⇒ BD =

ca
b+ c

ចំេពះ b
CD

=
b+ c

a
⇒CD =

ab
b+ c

ដូចេនះ BD =
ca

b+ c
និង CD =

ab
b+ c

14 រូបមន�េមដយន

េគឲយ�តីេកណ ABC មនរង� ស់�ជȩង a,b និង c ។ យក ma,mb និង mc ជ�បែវងេមដយនែដល
គូសេចញពីកំពូល A,B និងC េរȢងគន ។ េគបនរូបមន�
m2

a =
b2 + c2

2
− a2

4

m2
b =

c2 +a2

2
− b2

4

m2
c =

a2 +b2

2
− c2

4
។

ស�មយ 
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B

A

M
C

បង� ញថ m2
a =

b2 + c2

2
− a2

4
េយងីមន −→

AB+
−→
AC = 2

−→
AM

េនះ

(
−→
AB+

−→
AC)2 = (2

−→
AM)2

⇒ AB2 +AC2 +2
−→
AB

−→
AC = 4AM2

⇒ AB2 +AC2 +2AB×AC cosA = 4AM2

េគបន b2 + c2 +2bccosA = 4m2
a េ�យ cosA =

b2 + c2 −a2

2bc

េយងីបន b2 + c2 +2bc
(

b2 + c2 −a2

2bc

)
= 4m2

a

េនះ b2 + c2 +b2 + c2 −a2 = 4m2
a

⇒ 4m2
a = 2(b2 + c2)−a2

⇒ m2
a =

2(b2 + c2)

4
− a2

4

ដូចេនះ m2
a =

b2 + c2

2
− a2

4
ឧទហរណ៍ ១
(ចបប់�បេលឡូ�កម)
េគឲយ ABCD ជ�បេលឡូ�កម ។ បង� ញថ AC2 +BD2 = 2(AB2 +AD2) ។
ស�មយ 
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A

O

B

CD

យក O ជចំណុច�បសព�ៃនអងកត់�ទȪង [AC] និង [BD]

េគបន O ជចំណុចក�� លៃន [BD]

េនះ [OA] ជេមដយនៃន�តីេកណ ABD

�មរូបមន�េមដយនេយងីបន OA2 =
AB2 +AD2

2
− BD2

4

េ�យ OA =
AC
2

េនះ
(

AC
2

)2

=
AB2 +AD2

2
− BD2

4

េគបន AC2

4
=

AB2 +AD2

2
− BD2

4
⇒ AC2 = 2(AB2 +AD2)−BD2

ដូចេនះ AC2 +BD2 = 2(AB2 +AD2)

ឧទហរណ៍ ២
េគឲយ ma,mb,mc និង ha,hb,hc ជរង� ស់េមដយន និង កមពស់ៃន�តីេកណ ABC មួយ ។ បង� ញថ
(m2

a +m2
b +m2

c)(h
2
a +h2

b +h2
c)≥ 27S2 ។

ស�មយ 

�មរូបមន�េមដយន m2
a =

b2 + c2

2
− a2

4
,m2

b =
c2 +a2

2
− b2

4
និង m2

c =
a2 +b2

2
− c2

4
េយងីបន m2

a +m2
b +m2

c =
3
4
(a2 +b2 + c2)

�មវសិមភព Cauchy េយងីបន m2
a +m2

b +m2
c ≥

3
4

(
3 3√

a2b2c2
)

(1)
េ�យ S =

1
2

aha ⇒ ha =
2S
a

ដូចគន ែដរ hb =
2S
b

និង hc =
2S
c

េយងីបន h2
a +h2

b +h2
c =

4S2

a2 +
4S2

b2 +
4S2

c2 = 4S2
(

1
a2 +

1
b2 +

1
c2

)
�មវសិមភព Cauchy េយងីបន h2

a +h2
b +h2

c ≥ 4S2
(

3
3√a2b2c2

)
=

12S2

3√a2b2c2
(2)
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គុណ (1) និង (2) េយងីបន
(m2

a +m2
b +m2

c)(h
2
a +h2

b +h2
c)≥

3
4

(
3 3√

a2b2c2
)( 12S2

3√a2b2c2

)
= 27S2

ដូចេនះ (m2
a +m2

b +m2
c)(h

2
a +h2

b +h2
c)≥ 27S2

15 �ទឹស�ីបទ Viviani
េគឲយ ABC ជ�តីេកណសម័ង� និង P ជចំណុចមួយេǷកនុង�តីេកណេនះ ។ យក PA,PB និង
PC ជចំេ�លែកងៃន P េលី�ជȩង [BC], [CA] និង [AB] េរȢងគន ។
េគបន PPA +PPB +PPC = h ែដល h ជកមពស់ៃន�តីេកណ ABC ។
ស�មយ 

B

A

C

P

PA

PB
PC

ភជ ប់ពី P េǵកំពូល A,B និង C េយងីបន [APB]+ [BPC]+ [APC] = [ABC]

េ�យ [APB] =
1
2

PPC ×AB

[BPC] =
1
2

PPA ×BC =
1
2

PPA ×AB

[APC] =
1
2

PPB ×CA =
1
2

PPB ×AB

[ABC] =
1
2

h×AB េ�ពះ ABC ជ�តីេកណសម័ង�
េនះ 1

2
PPA ×AB+

1
2

PPB ×AB+
1
2

PPC ×AB =
1
2

h×AB
1
2

AB(PPA +PPB +PPC) =
1
2

h×AB

ដូចេនះ PPA +PPB +PPC = h
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16 �ទឹស�ីបទ Steiner
�ទឹស�បីទ 
េគឲយ�តីេកណ ABC មួយ េហយី M និង N ជពីរចំណុចេǷេលីអងកត់ [BC] ែដល [AM] និង
[AN] ឆ�ុះគន េធȢបនឹងកន�ះបនទ ត់ពុះមុំកនុងៃន ∠BAC ។ េគបន CM×CN

BM×BN
=

AC2

AB2 ។
សមគ ល ់

[AM] និង [AN] េȄថ Isogonal Cevian ។
ស�មយ 

B

A

CM N

អនុវត��ទឹស�ីបទសីុនុស
ចំេពះ�តីេកណ ABM េយងីបន AB

sin∠AMB
=

BM
sin∠BAM

⇒ AB
BM

=
sin∠AMB
sin∠BAM

ដូចគន ែដរ ចំេពះ�តីេកណ AMC េយងីបន CM
AC

=
sin∠MAC
sin∠AMC

េ�យ ∠AMC = π −∠AMB ⇒ sin∠AMC = sin∠AMB

េនះ CM
AC

=
sin∠MAC
sin∠AMB

េយងីបន AB
BM

× CM
AC

=
sin∠AMB
sin∠BAM

× sin∠MAC
sin∠AMB

⇒ AB
BM

× CM
AC

=
sin∠MAC
sin∠BAM

(1)
��យដូចគន ចំេពះ�តីេកណ ACN និង �តីេកណ ANB

េយងីបន AC
CN

× BN
AB

=
sin∠NAB
sin∠CAN

រ ឺ AB
BN

× CN
AC

=
sin∠CAN
sin∠NAB
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ម៉យងេទȢត [AM] និង [AN] ឆ�ុះគន េធȢបនឹងកន�ះបនទ ត់ពុះមុំកនុងៃន ∠A

េនះ ∠CAN = ∠BAM និង ∠NAB = ∠MAC
េនះ AB

BN
× CN

AC
=

sin∠BAM
sin∠MAC

(2)

គុណ (1) និង (2) េយងីបន AB2

AC2 × CM×CN
BM×BN

= 1

ដូចេនះ CM×CN
BM×BN

=
AC2

AB2

17 រូបមន� Leibniz
រូបមន� ១
េគឲយ G ជទី�បជំុទំងន់ៃន�តីេកណ ABC និង O ជផចិតរង�ង់ចរកឹេ�ក�តីេកណ ABC ។ បង� ញថ
OG2 = R2 − a2 +b2 + c2

9
។

ស�មយ 

O

A

B

M

G

C

កនុង�តីេកណ AGO មន cos∠AGO =
OG2 +AG2 −OA2

2OG×GA
(1)

កនុង�តីេកណ OGM មន cos∠OGM =
OG2 +GM2 −OM2

2OG×GM
េ�យ ∠AGO+∠OGM = π
⇒ ∠OGM = π −∠AGO
⇒ cos∠OGM =−cos∠AGO

⇒−cosAGO =
OG2 +GM2 −OM2

2OG×GM
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⇒ cos∠AGO =−OG2 +GM2 −OM2

2OG×GM
(2)

�ម (1) និង (2) េយងីបន OG2 +AG2 −OA2

2OG×AG
=−OG2 +GM2 −OM2

2OG×GM

⇒ OG2 +AG2 −OA2

AG
=−OG2 +GM2 −OM2

GM

េ�យ AG =
2
3

AM,GM =
1
3

AM,OM2 = R2 − a2

4
និង AG = 2GM

េនះ
OG2 + 4

9 AM2 −R2

2
=−OG2 − 1

9
AM2 +

(
R2 − a2

4

)
OG2 +

4
9

AM2 −R2 =−2OG2 − 2
9

AM2 +2R2 − a2

2

េយងីបន 3OG2 = 3R2 − 2
3

AM2 − a2

2

ម៉យងេទȢត AM2 =
b2 + c2

2
− a2

4
(រូបមន�េមដយន)

េនះ

3OG2 = 3R2 − 2
3

(
b2 + c2

2
− a2

4

)
− a2

2

= 3R2 − b2 + c2

3
+

a2

6
− a2

2

= 3R2 − a2 +b2 + c2

3

ដូចេនះ OG2 = R2 − a2 +b2 + c2

9
រូបមន� ២ (Generalization)
េគឲយ G ជទី�បជំុទំងន់ៃន�តីេកណ ABC និង P ជចំណុចមួយេǷកនុងប�ង់ ។
បង� ញថ PA2 +PB2 +PC2 =

1
3
(a2 +b2 + c2)+3PG2 ។

ស�មយ 

បង� ញថ PA2 +PB2 +PC2 =
1
3
(a2 +b2 + c2)+3PG2

េ�យ G ជទី�បជំុទំងន់ៃន�តីេកណ ABC េនះ −→
GA+

−→
GB+

−→
GC =

−→
0

េយងីមន −→
PA =

−→
PG+

−→
GA

⇒ PA2 = PG2 +GA2 +2
−→
PG

−→
GA

ដូចគន ែដរ PB2 = PG2 +GB2 +2
−→
PG

−→
GB
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និង PC2 = PG2 +GC2 +2
−→
PG

−→
GC

បូកអងគ និង អងគេយងីបន

PA2 +PB2 +PC2 = 3PG2 +GA2 +GB2 +GC2 +2
−→
PG(

−→
GA+

−→
GB+

−→
GC)

= 3PG2 +GA2 +GB2 +GC2

ម៉យងេទȢត GA =
2
3

ma ⇒ GA2 =
4
9

m2
a

េ�យ m2
a =

b2 + c2

2
− a2

4

⇒ GA2 =
4
9

(
b2 + c2

2
− a2

4

)
=

2(b2 + c2)

9
− a2

9

ដូចគន ែដរ GB2 =
2(c2 +a2)

9
− b2

9
និង GC2 =

2(a2 +b2)

9
− c2

9េនះ

GA2 +GB2 +GC2 =
4(a2 +b2 + c2)− (a2 +b2 + c2)

9

=
3(a2 +b2 + c2)

9

=
a2 +b2 + c2

3

ដូចេនះ PA2 +PB2 +PC2 =
1
3
(a2 +b2 + c2)+3PG2

សមគ ល ់

សូមមិត�អនក�ន�កលបង��យរូបមន� ១ �មវុចិទ័រ ។

18 �ទឹស�ីបទ Carnot I
�ទឹស�បីទ 
េគមន�តីេកណ ABC មួយ េហយី (l1),(l2) និង (l3) ែកងេǵនឹង�ជȩង [BC], [CA] និង [AB]

�តង់ចំណុច A1,B1 និង C1 េរȢងគន ។ េគបន (l1),(l2) និង (l3) �បសព�គន �តង់មួយចំណុច
លុះ��ែត A1B2 +C1A2 +B1C2 = A1C2 +C1B2 +B1A2 ។
ស�មយ 
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A

B A1

M

C

B1

C1

(l1)

(l2)

(l3)

⇒ ឧបមថបនទ ត់ (l1),(l2) និង (l3)�បសព�គន �តង់ចំណុច M ែតមួយ
េយងីបន
A1B2 = BM2 −MA2

1
C1A2 = AM2 −MC2

1
B1C2 =CM2 −MB2

1
េនះ A1B2 +C1A2 +B1C2 = AM2 +BM2 +CM2 −MA2

1 −MB2
1 −MC2

1 (i)
ម៉យងេទȢត
A1C2 = MC2 −MA2

1
C1B2 = MB2 −MC2

1
B1A2 = AM2 −MB2

1

េយងីបន A1C2 +C1B2 +B1A2 = AM2 +BM2 +CM2 −MA2
1 −MB2

1 −MC2
1 (ii)

�ម (i) និង (ii) េយងីបន A1B2 +C1A2 +B1C2 = A1C2 +C1B2 +B1A2

⇐ ឧបមថ A1B2 +C1A2 +B1C2 = A1C2 +C1B2 +B1A2 (iii)
យក N ជចំណុច�បសព�ៃន (l1) និង (l2) េហយី C2 ជចំេ�លែកងៃន N េលី [AB]
�មស�មយខងេលីេយងីបន A1B2 +C2A2 +B1C2 = A1C2 +C2B2 +B1A2 (iv)
ដកអងគ និង អងគរ�ង (iv) និង (iii) េយងីបន
C2A2 −C1A2 =C2B2 −C1B2

C1A2 −BC2
1 =C2A2 −BC2

2
(C1A+C1B)(C1A−C1B) = (C2A+C2B)(C2A−C2B)
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AB(C1A−C1B) = AB(C2A−C2B)
C1A−C1B =C2A−C2B េនះ C1 និង C2 �តȫតសីុគន
ដូចេនះ �ទឹស�ីបទ�តȪវបន��យបȦជ ក់
ឧទហរណ៍
(USAMO 1997)
េគឲយ�តីេកណ ABC មួយ េហយី D,E និង F ជចំណុចេǷេលីេមដយទ័រៃន�ជȩង [BC], [CA] និង
[AB] េរȢងគន ។ បង� ញថ បនទ ត់ែដលកត់�មកំពូល A,B និង C េហយីែកងេǵនឹង [EF ], [FD]

និង [DE] េរȢងគន �បសព�គន �តង់មួយចំណុច ។
ស�មយ 

A

B C

E

F

A′
C′

B′

D

យក A′,B′ និង C′ ជចំេ�លែកងៃន A,B និង C េលី (FE),(FD) និង (DE) េរȢងគន
�ម�ទឹស�ីបទពី�គ័រេយងីបន

FA′2 = AF2 −AA′2

= AF2 − (AE2 −EA′2)

⇒ FA′2 −EA′2 = AF2 −AE2

ដូចគន ែដរ EC′2 −DC′2 =CE2 −CD2 និង DB′2 −FB′2 = BD2 −BF2
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េយងីបន

FA′2 −EA′2 +EC′2 −DC′2 +DB′2 −FB′2 = AF2 −AE2 +CE2 −CD2 +BD2 −BF2

= (AF2 −BF2)+(CE2 −AE2)+(BD2 −CD2)

= (AF2 −AF2)+(AE2 −AE2)+(CD2 −CD2)

⇒ FA′2 +EC′2 +DB′2 = EA′2 +DC′2 +FB′2

�ម�ទឹស�ីបទ CarnotI បនទ ត់ែដលកត់�មកំពូល A,B និង C េហយីែកងេǵនឹង [EF ], [FD]

និង [DE] េរȢងគន �បសព�គន �តង់មួយចំណុច ។

19 ករំង�ង់ចរកឹកនុង និង ចរកឹេ�កៃន�តីេកណមួយ

េយងីមន S =
√

p(p−a)(p−b)(p− c)
េ�យ S = pr
េនះ

pr =
√

p(p−a)(p−b)(p− c)

⇒ r =

√
p(p−a)(p−b)(p− c)

p2

=

√
(p−a)(p−b)(p− c)

p

ម៉យងេទȢត S =
abc
4R

េយងីបន abc
4R

=
√

p(p−a)(p−b)(p− c)

⇒ R =
abc

4
√

p(p−a)(p−b)(p− c)
ជទូេǵ
េបី a, b និង c ជរង� ស់�ជȩងៃន�តីេកណមួយ េហយី R,r ជកៃំនរង�ង់ចរកឹេ�ក និង ចរកឹកនុង

ៃន�តីេកណេរȢងគន េយងីបន r =

√
(p−a)(p−b)(p− c)

p
និង R=

abc

4
√

p(p−a)(p−b)(p− c)
។
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20 ចមង យពីផចិតរង�ង់ចរកឹកនុង�តីេកណេǵកំពូលៃន�តីេកណ

�ទឹស�បីទ 
េគឲយ ABC ជ�តីេកណមួយែដលមនរង� ស់�ជȩង BC = a,CA = b និង AB = c ។ យក I ជ
ផចិតរង�ង់ចរកឹកនុងៃន�តីេកណ ABC ។

េគបន IA =

√
(p−a)bc

p
, IB =

√
(p−b)ca

p
និង IC =

√
(p− c)ab

p
។

ស�មយ 

A

B C

I

D

បង� ញថ IA =

√
(p−a)bc

p

កនុង�តីេកណែកង ADI មន

AI2 = ID2 +DA2

= r2 +(p−a)2

េ�យ r =

√
(p−a)(p−b)(p− c)

p
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េយងីបន

AI2 =

√
(p−a)(p−b)(p− c)

p

2

+(p−a)2

=
(p−a)(p−b)(p− c)

p
+(p−a)2

=

(
p−a

p

)
[(p−b)(p− c)+ p(p−a)]

េ�យ

(p−b)(p− c) =
(

a−b+ c
2

)(
a+b− c

2

)
=

a2 − (b− c)2

4

និង

p(p−a) =
(

a+b+ c
2

)(
b+ c−a

2

)
=

(b+ c)2 −a2

4

េនះ

AI2 =

(
p−a

p

)[
a2 − (b− c)2 +(b+ c)2 −a2

4

]
=

(
p−a

p

)
bc

ដូចេនះ IA =

√
(p−a)bc

p

��យដូចគន េយងីបន IB =

√
(p−b)ca

p
និង IC =

√
(p− c)ab

p

សមគ ល ់
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A

B

I

CE

FD

x x

y

y z

z

ឧបមថរង�ង់ចរកឹកនុង�តីេកណ ABC ប៉ះេǵនឹង�ជȩង [AB], [BC] និង [CA] �តង់ចំណុច D, E
និង
F េរȢងគន ។ េគបន

x+ y+ y+ z+ z+ x = 2p

⇒2(x+ y+ z) = 2p

⇒x+ y+ z = p

⇒x+a = p

⇒x = p−a

ដូចគន ែដរ េគបន y = p−b និង z = p− c

21 ករំង�ង់ចរកឹកនុង�តីេកណ

�ទឹស�បីទ 
េគឲយ�តីេកណ ABC មនរង� ស់�ជȩង BC = a,CA= b,AB= c, p=

a+b+ c
2

ជកន�ះបរមិ�ត
និង r ជករំង�ង់ចរកឹកនុងៃន�តីេកណេនះ ។
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េគបន r = (p−a) tan
A
2
= (p−b) tan

B
2
= (p− c) tan

C
2

។
ស�មយ 

A

B C

I

C′

B′

A′

បង� ញថ r = (p−a) tan
A
2

កនុង�តីេកណែកង AC′I មន tan
A
2
=

IC′

AC′

េនះ IC′ = AC′ tan
A
2
⇒ r = AC′ tan

A
2

េ�យ
AC′ = c−BC′

= c−BA′

= c− (a−A′C)

= c−a+A′C

= c−a+CB′

= c−a+b−AB′

= c−a+b−AC′

េនះ AC′ =
b+ c−a

2
= p−a

ដូចេនះ r = (p−a) tan
A
2

�មរេបȢបដូចគន េយងីបន r = (p−b) tan
B
2

និង r = (p− c) tan
C
2

សមគ ល ់
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មិត�អនក�ន�ច��យ AC′ = p−a �មរេបȢបមួយេទȢតដូចសមគ ល់ៃនចំណុច 20 ។
ឧទហរណ៍
េគឲយ ABC ជ�តីេកណមួយ ។ បង� ញថ

1. abc = 4prR

2. ab+bc+ ca = p2 + r2 +4rR

3. a2 +b2 + c2 = 2p2 −2r2 −8rR

4. a3 +b3 + c3 = 2(p3 −3pr2 −6prR)

5. tan
A
2
+ tan

B
2
+ tan

C
2
=

4R+ r
p

6. cosA+ cosB+ cosC = 1+
r
R

ស�មយ 

1. abc = 4prR

េយងីមន abc
4R

= S ⇒ abc = 4RS

េ�យ S = pr ⇒ abc = 4Rpr
ដូចេនះ abc = 4prR

2. ab+bc+ ca = p2 + r2 +4rR
�មរូបមន�េហរុង S =

√
p(p−a)(p−b)(p− c)

េនះ pr =
√

p4 − (a+b+ c)p3 +(ab+bc+ ca)p2 −abcp

⇒ p2r2 = p4 − (a+b+ c)p3 +(ab+bc+ ca)p2 −abcp
េ�យ a+b+ c = 2p និង abc = 4prR
េយងីបន p2r2 = p4 −2p4 +(ab+bc+ ca)p2 −4p2rR
⇒ r2 =−p2 +ab+bc+ ca−4rR
ដូចេនះ ab+bc+ ca = p2 + r2 +4rR

3. a2 +b2 + c2 = 2p2 −2r2 −8rR
េយងីមន (a+b+ c)2 = a2 +b2 + c2 +2(ab+bc+ ca)
េនះ a2 +b2 + c2 = (a+b+ c)2 −2(ab+bc+ ca)
េ�យ a+b+ c = 2p និង a2 +b2 + c2 = p2 + r2 +4rR
េយងីបន

a2 +b2 + c2 = (2p)2 −2(p2 + r2 +4rR)

= 4p2 −2p2 −2r2 −8rR

= 2p2 −2r2 −8rR
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ដូចេនះ a2 +b2 + c2 = 2p2 −2r2 −8rR

4. a3 +b3 + c3 = 2(p3 −3pr2 −6prR)
េយងីមន

a3 +b3 + c3 −3abc = (a+b+ c)(a2 +b2 + c2 −ab−bc− ca)

⇒ a3 +b3 + c3 −12prR = 2p(2p2 −2r2 −8rR− p2 − r2 −4rR)

⇒ a3 +b3 + c3 = 2p(p2 −3r2 −12rR)+12prR

= 2p(p2 −3r2 −6rR)

ដូចេនះ a3 +b3 + c3 = 2(p3 −3pr2 −6prR)

5. tan
A
2
+ tan

B
2
+ tan

C
2
=

4R+ r
p

េយងីមន r = (p−a) tan
A
2

េនះ tan
A
2
=

r
p−a

ដូចគន ែដរេយងីបន tan
B
2
=

r
p−b

និង tan
C
2
=

r
p− c

េយងីបន

tan
A
2
+ tan

B
2
+ tan

C
2
=

r
p−a

+
r

p−b
+

r
p− c

= r
[
(p−b)(p− c)+(p−a)(p− c)+(p−a)(p−b)

(p−a)(p−b)(p− c)

]
= pr

[
3p2 −2(a+b+ c)p+ab+bc+ ca

p(p−a)(p−b)(p− c)

]
= S

(
3p2 −4p2 + p2 + r2 +4rR

S2

)
=

r2 +4rR
pr

=
r+4R

p

ដូចេនះ tan
A
2
+ tan

B
2
+ tan

C
2
=

4R+ r
p

6. cosA+ cosB+ cosC = 1+
r
R
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�ម�ទឹស�ីបទកូសីុនុសេយងីបន

cosA+ cosB+ cosC =
b2 + c2 −a2

2bc
+

c2 +a2 −b2

2ca
+

a2 +b2 − c2

2ab

=
ab2 +ac2 −a3 +bc2 +a2b−b3 +a2c+b2c− c3

2abc

=
a2(a+b+ c)+b2(a+b+ c)+ c2(a+b+ c)−2(a3 +b3 + c3)

2abc

=
(a+b+ c)(a2 +b2 + c2)−2(a3 +b3 + c3)

2abc

េ�យ a+b+c= 2p,a2+b2+c2 = 2p2−2r2−8rR,a3+b3+c3 = 2(p3−3pr2−
6prR) និង abc = 4prR
េយងីបន

cosA+ cosB+ cosC =
2p(2p2 −2r2 −8rR)−4(p3 −3pr2 −6prR)

8prR

=
2p2 −2r2 −8rR−2p2 +6r2 +12rR

4rR

=
4rR+4r2

4rR

= 1+
r
R

ដូចេនះ cosA+ cosB+ cosC = 1+
r
R

22 �ទឹស�ីបទតង់សង់
េគឲយ�តីេកណ ABC មួយមនរង� ស់�ជȩង BC = a,AC = b និង AB = c ។
េគបន a−b

a+b
=

tan
(A−B

2

)
tan
(A+B

2

) , b− c
b+ c

=
tan
(B−C

2

)
tan
(B+C

2

) និង C−A
C+A

=
tan
(C−A

2

)
tan
(C+A

2

) ។
ស�មយ 

�ម�ទឹស�ីបទសីុនុសេយងីបន a = 2RsinA និង b = 2RsinB

េយងីបន a−b
a+b

=
2RsinA−2RsinB
2RsinA+2RsinB

=
sinA− sinB
sinA+ sinB
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=
2sin

(A−B
2

)
cos
(A+B

2

)
2sin

(A+B
2

)
cos
(A−B

2

)
=

tan
(A−B

2

)
tan
(A+B

2

)
��យដូចគន េយងីបន b− c

b+ c
=

tan
(B−C

2

)
tan
(B+C

2

) និង C−A
C+A

=
tan
(C−A

2

)
tan
(C+A

2

)

23 �បែវងកន�ះបនទ ត់ពុះមុំ la, lb និង lc

�ទឹស�បីទ 
េគឲយ�តីេកណ ABC មួយមន�ជȩង BC = a,CA = b និង AB = c ។ យក [AA′), [BB′) និង
[CC′) ជកន�ះបនទ ត់ពុះមុំកនុងៃន A,B និង C េរȢងគន េហយី AA′ = la,BB′ = lb

និង CC′ = lc ។ េគបន la =
2bc

b+ c
cos

A
2

, lb =
2ca

c+a
cos

B
2

និង lc =
2ab

a+b
cos

C
2

។
ស�មយ 

A

B CA′

េយងីមន [ABC] = [ABA′]+ [AA′C]

⇒ 1
2

bcsinA =
1
2

cla sin
A
2
+

1
2

bla sin
A
2

⇒ 2bcsin
A
2

cos
A
2
= la(b+ c)sin

A
2

េយងីបន la =
2bc

b+ c
cos

A
2
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��យដូចគន េយងីបន lb =
2ca

c+a
cos

B
2

និង lc =
2ab

a+b
cos

C
2

24 កេន�ម sin
A
2
,cos

A
2

និង tan
A
2

�ទឹស�បីទ 
េគឲយ�តីេកណ ABC មួយមនរង� ស់�ជȩង BC = a,CA = b,AB = c េហយី p =

a+b+ c
2

ជ

កន�ះបរមិ�តៃន�តីេកណេនះ ។ េគបន sin
A
2
=

√
(p−b)(p− c)

bc
,cos

A
2
=

√
p(p−a)

bc

និង tan
A
2
=

√
(p−b)(p− c)

p(p−a)
។

ស�មយ 

A

B C

I

D

បង� ញថ sin
A
2
=

√
(p−b)(p− c)

bc
រេបȢបទី ១
េយងីមន sin

A
2
=

ID
IA

=
r

IA

េ�យ r =

√
(p−a)(p−b)(p− c)

p
និង IA =

√(
p−a

p

)
bc
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េយងីបន sin
A
2
=

√
(p−a)(p−b)(p−c)

p√(
p−a

p

)
bc

=

√
(p−a)(p−b)(p− c)

p
× p

(p−a)bc

=

√
(p−b)(p− c)

bc

ដូចេនះ sin
A
2
=

√
(p−b)(p− c)

bc
រេបȢបទី ២
េយងីមន sin2 A

2
=

1− cosA
2

េ�យ cosA =
b2 + c2 −a2

2bcេនះ

sin2 A
2
=

1−
(

b2+c2−a2

2bc

)
2

=
2bc−b2 − c2 +a2

4bc

=
a2 − (b− c)2

4bc

=
(a−b+ c)(a+b− c)

4bc

=
(p−b)(p− c)

bc

ដូចេនះ sin
A
2
=

√
(p−b)(p− c)

bc

បង� ញថ cos
A
2
=

√
p(p−a)

bc
រេបȢបទី ១
េយងីមន cos

A
2
=

AD
IA

េ�យ AD = p−a
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េយងីបន

cos
A
2
=

p−a√(
p−a

p

)
bc

= (p−a)
√

p
(p−a)bc

=

√
(p−a)2 × p

(p−a)bc
=

√
p(p−a)

bc

ដូចេនះ cos
A
2
=

√
p(p−a)

bc
រេបȢបទី ២
េយងីមន

cos2 A
2
=

1+ cosA
2

=
1+ b2+c2−a2

2bc
2

=
2bc+b2 + c2 −a2

4bc

=
(b+ c)2 −a2

4bc

=
(b+ c−a)(b+ c+a)

4bc

=
p(p−a)

bc

ដូចេនះ cos
A
2
=

√
p(p−a)

bc

បង� ញថ tan
A
2
=

√
(p−b)(p− c)

p(p−a)
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េយងីមន

tan
A
2
=

sin A
2

cos A
2

=

√
(p−b)(p−c)

bc√
p(p−a)

bc

=

√
(p−b)(p− c)

bc
×

√
bc

p(p−a)

=

√
(p−b)(p− c)

p(p−a)

ដូចេនះ tan
A
2
=

√
(p−b)(p− c)

p(p−a)

25 �ទឹស�ីបទ Ptolemy
េគឲយ ABCD ជចតុេកណចរកឹកនុងរង�ង់ ។ េគបន AB×CD+AD×BC = AC×BD ។
ស�មយ 

A

D

C

B

K

យក K ជចំណុចមួយេǷេលី [AC] ែដល ∠ABK = ∠DBC

េ�យ ∠KAB = ∠BDC (មំុចរកឹ�ក ត់ធនូរមួ)
េគបន △ABK ∼△DBC
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េនះ AB
BD

=
AK
CD

⇒ AB×CD = BD×AK (1)
ម៉យងេទȢត △KBC និង △ABD មន
∠KCB = ∠ADB (មុំចរកឹ�ក ត់ធនូរមួ) និង ∠KBC = ∠ABD េ�ពះ ∠ABK = ∠DBC
េនះ △ABD ∼△KBC

េយងីបន BD
BC

=
AD
KC

⇒ AD×BC = BD×KC (2)
បូក (1) និង (2) េយងីបន

AB×CD+AD×BC = BD×AK +BD×KC

= BD(AK +KC) = BD×AC

ដូចេនះ AB×CD+AD×BC = AC×BD

ឧទរហណ៍ ១
េគមន�តីេកណសម័ង� ABC មួយចរកឹកនុងរង�ង់ ។ យក P ជចំណុចមួយេǷេលីធនូតូច BC

េហយី [AP] និង [BC] �បសព�គន �តង់ចំណុច Q ។ បង� ញថ 1
PQ

=
1

PB
+

1
PC

។
ស�មយ 

A

P

CB
Q

បង� ញថ 1
PQ

=
1

PB
+

1
PC

េ�យ ABPC ជចតុេកណចរកឹកនុងរង�ង់ �ម�ទឹស�ីបទ Ptolemy េយងីបន
AB×PC+AC×BP = AP×BC
េ�យ AB = BC =CA េ�ពះ ABC ជ�តីេកណសម័ង�
េយងីបន PC+PB = PA (1)
�តីេកណ PBQ និង APC មន
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∠PBQ = ∠PAC (មុំចរកឹ�ក ត់ធនូរមួ)
ម៉យងេទȢត ∠QPB = ∠ACB និង ∠APC = ∠ABC = ∠ACB
⇒ ∠QPB = ∠APC
េយងីបន △PBQ ∼△PAC

វបិក PB
PA

=
PQ
PC

េនះ 1
PQ

=
PA

PB×PC
(2)

�ម (1) និង (2) េយងីបន 1
PQ

=
PB+PC
PB×PC

=
1

PB
+

1
PC

ដូចេនះ 1
PQ

=
1

PB
+

1
PC

ឧទហរណ៍ ២
េគឲយកេរ ABCD ចរកឹកនុងរង�ង់មួយ ។ យក P ជចំណុចមួយេǷេលីធនូតូច BC ។
បង� ញថ PA+PC

PB+PD
=

PD
PA

។
ស�មយ 

A

D C

B

P

បង� ញថ PA+PB
PC+PD

=
PD
PA

េយងីមន ABPD ជចតុេកណចរកឹកនុងរង�ង់ �ម�ទឹស�ីបទ Ptolemy េយងីបន
AD×PB+AB×PD = PA×BD េ�យ AD = AB (�ជȩងកេរ)
េនះ AD(PB+PD) = PA×BD

⇒ PA
PB+PD

=
AD
BD

(1)
ម៉យងេទȢត APCD ជចតុេកណចរកឹកនុងរង�ង់ �ម�ទឹស�ីបទ Ptolemy េយងីបន
PA×DC+AD×PC = PD×AC
េ�យ AC = BD និង DC = AD េនះ PA×AD+AD×PC = PD×BD
⇒ AD(PA+PC) = PD×BD
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⇒ AD
BD

=
PD

PA+PC
(2)

�ម (1) និង (2) េយងីបន PA
PB+PD

=
PD

PA+PC

ដូចេនះ PA+PC
PB+PD

=
PD
PA

26 �ទឹស�ីបទ Carnot II
�ទឹស�បីទ 
េគមន�តីេកណមំុ�សȫច ABC មួយ េហយី da,db និង dc ជចមង យពីផចិតរង�ង់ចរកឹេ�ក�តីេកណ
េនះេǵកន់�ជȩង [BC], [CA] និង [AB] េរȢងគន ។ បង� ញថ da +db +dc = R+ r ។
ស�មយ 

A

A′
C

B

B′

C′

O

យក A′,B′ និង C′ ជចំេ�លែកងៃន O េលី [BC], [CA] និង [AB] េរȢងគន
េនះ A′,B′ និង C′ ជចំណុចក�� លៃន�ជȩង [BC], [CA] និង [AB] េរȢងគន
េយងីបន [A′B′], [B′C′] និង [C′A′] ជបតមធយមៃន�តីេកណ ABC

េនះ A′B′ =
AB
2

=
c
2
,B′C′ =

BC
2

=
a
2

និង C′A′ =
CA
2

=
b
2

េហយី AC′OB′,OC′BA′ និង OA′CB′ ជចតុេកណចរកឹកនុងរង�ង់
ចំេពះចតុេកណ AC′OB′

�ម�ទឹស�ីបទ Ptolemy េយងីបន AC′×OB′+OC′×AB′ = OA×B′C′

1
2

cdb +
1
2

bdc =
1
2

aR
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cdb +bdc = aR(1)
��យដូចគន ចំេពះចតុេកណ OC′BA′ និង OA′CB′ េយងីបន
cda +adc = bR (2)
bda +adb = cR (3)
ម៉យងេទȢត [ABC] = [AOB]+ [BOC]+ [COA]

⇒ pr =
1
2

ada +
1
2

bdb +
1
2

cdc

⇒ ada +bdb + cdc = (a+b+ c)r (4)
បូក (1),(2),(3) និង (4) េយងីបន (a+b+ c)(da +db +dc) = (R+ r)(a+b+ c)
ដូចេនះ da +db +dc = R+ r

27 �ទឹស�ីបទ Casey

�ទឹស�បីទ 
យក O ជផចិត និង កៃំនរង�ង់មួយ េហយី OA,OB,OC និង OD ជផចិតៃនរង�ង់ប៉ះកនុងៃនរង�ង់ផចិត
O (រង�ង់ទងំបួនគម នចំណុច�បសព�រមួ) ។ �ង i j ជ�បែវងៃនអងកត់ប៉ះេ�កៃនរង�ង់ផចិត Oi និង
O j ។ េគបន AB×CD+BD×AC = AD×BC ។
ស�មយ 

C

KC
KD

OB

KA

O

OA

KB

OD
OC

A B

យក KA,KB,KC និង KD ជចំណុចប៉ះរង�ង់ OA,OB,OC និង OD េǵនឹងរង�ង់ផចិត O េរȢងគន
ចំេពះរង�ង់ផចិត OA និង OB

�ម�ទឹស�ីបទពី�គ័រេយងីបន AB2 = OAO2
B − (RB −RA)

2
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�ម�ទឹស�ីបទកូសីុនុស
OAO2

B = OO2
A +OO2

B −2OOA ×OOB cos∠OAOOB

= (R−RA)
2 +(R−RB)

2 −2(R−RA)(R−RB)cos∠OAOOB

= (R−RA)
2 +(R−RB)

2 −2(R−RA)(R−RB)cos∠KAOKB

យក C ជចំណុចមួយេǷេលីរង�ង់ផចិត O

អនុវត��ទឹស�ីបទសីុនុសកនុង�តីេកណ KACKB េយងីបន
KAKB = 2Rsin∠KACKB េ�យ ∠KACKB = π − ∠KAOKB

2

sin∠KACKB = sin
(

π − ∠KAOKB

2

)
= sin

∠KAOKB

2

េយងីបន KAKB = 2Rsin
∠KAOKB

2
⇒ sin

∠KAOKB

2
=

KAKB

2Rេនះ

cos∠KAOKB = 1−2sin2 ∠KAOKB

2

= 1−2
(

KAKB

2R

)2

= 1− KAK2
B

2R2

េនះ OAO2
B = (R−RA)

2 +(R−RB)
2 −2(R−RA)(R−RB)

(
1− KAK2

B
2R2

)
= [(R−RA)− (R−RB)]

2 +
(R−RA)(R−RB)KAK2

B
R2

េគបន

AB2 = (RB −RA)
2 +

(R−RA)(R−RB)KAK2
B

R2 − (RB −RA)
2

=
(R−RA)(R−RB)KAK2

B
R2

⇒ AB =
KAKB

√
(R−RA)(R−RB)

R
��យដូចគន េយងីបន
AC =

KAKC
√

(R−RA)(R−RC)

R
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CD =
KCKD

√
(R−RC)(R−RD)

R

BD =
KBKD

√
(R−RB)(R−RD)

R

BC =
KBKC

√
(R−RB)(R−RC)

R

AD =
KAKD

√
(R−RA)(R−RD)

R
េយងីបន AB×CD+BC×AD

=
KAKB ×KCKD

√
(R−RA)(R−RB)(R−RC)(R−RD)

R

+
KBKC ×KAKD

√
(R−RA)(R−RB)(R−RC)(R−RD)

R

=
(KAKB ×KCKD +KBKC ×KAKD)

√
(R−RA)(R−RB)(R−RC)(R−RD)

R
ម៉យងេទȢត KAKBKCKD ជចតុេកណចរកឹកនុងរង�ង់
េនះ KAKB ×KCKD +KBKC ×KAKD = KAKC ×KBKD (�ទឹស�ីបទ Ptolemy)
េយងីបន AB×CD+BC×AD =

KAKC ×KBKD
√
(R−RA)(R−RB)(R−RC)(R−RD)

R
ដូចេនះ AB×CD+BC×AD = AD×BC

28 �ទឹស�ីបទេមអំេǸ

េគឲយរង�ង់មួយ និង អងកត់ធនូ [PQ] ។ េគគូសអងកត់ធនូ [AB] និង [CD] ឲយកត់អងកត់ធនូ [PQ] �ម
ចំណុចក�� ល M េហយី [AD] និង [BC] �បសព� [PQ] �តង់ចំណុច X និង Y េរȢងគន ។ េគ
បន M ជចំណុចក�� លៃន [XY ] ។
ស�មយ 
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C

B

P

O

Q

A

X

M Y

E

F

Z

W

D

យក E,F ជចំេ�លែកងៃន X េលី [AB] និង [CD] េរȢងគន និង W,Z ជចំេ�លែកងៃន Y

េលី [AB] និង [CD] េរȢងគន
េនះ [EX ]//[YW ]

�ម�ទឹស�ីបទ Thales េយងីបន XM
Y M

=
XE
YW

(1)
េហយី [XF ]//[ZY ]

�ម�ទឹស�ីបទ Thales េយងីបន XM
Y M

=
XF
Y Z

(2)

�ម (1) និង (2) េយងីបន
(

XM
XY

)2

=
XE ×XF
YW ×Y Z

(3)
�តីេកណែកង AXE និង �តីេកណែកង CZY

មន ∠XAE = ∠ZCY (មុំចរកឹ�ក ត់ធនូរមួ)
េគបន △AXE ∼△CY Z

វបិក AX
CY

=
XE
Y Z

(4)
�តីេកណែកង XDF និង �តីេកណែកង Y BW

មន ∠XDF = ∠WBY (មុំចរកឹ�ក ត់ធនូរមួ) េនះ △XDF ∼△Y BW ⇒ XD
Y B

=
XF
YW

(5)
�ម (4) និង (5) េយងីបន AX ×XD

CY ×Y B
=

XE ×XF
YW ×Y Z

(6)

�ម (3) និង (6) េយងីបន
(

XM
Y M

)2

=
AX ×XD
CY ×Y B

ម៉យងេទȢត �មស�័យគុណចំណុច
CY ×Y B = PY ×Y Q
= (PM+Y M)(MQ−Y M)
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= (PM+Y M)(PM−Y M)
= PM2 −Y M2 (i)
ដូចគន ែដរ AX ×XD
= PX ×XQ
= PM2 −Y M2 (ii)
�ម (i) និង (ii) េយងីបន CY ×Y B = AX ×XD

េនះ
(

XM
Y M

)2

=
AX ×XD
AX ×XD

= 1 ⇒ XM2 = Y M2 ⇒ XM = Y M

ដូចេនះ M ជចំណុចក�� លៃន [XY ]

29 �ទឹស�ីបទ Euler
Lemma (បទគន�ឹះ)
យក I ជផចិតរង�ង់ចរកឹកនុង�តីេកណ ABC មួយែដលមន BC = a,AC = b និង AB = c ។
េគបន
ក) IA2

bc
+

IB2

ca
+

IC2

ab
= 1

ខ) AI
ID

=
b+ c

a
។

ស�មយ 

ក) បង� ញថ IA2

bc
+

IB2

ca
+

IC2

ab
= 1

េយងីមន IA =
r

sin A
2

⇒ IA2 =
r2

sin2 A
2

េ�យ
sin2 A

2
=

1− cosA
2

=
1− b2+c2−a2

2bc
2

=
2bc−b2 − c2 +a2

4bc

=
a2 − (b− c)2

4bc

=
(a−b+ c)(a+b− c)

4bc

=
(p−b)(p− c)

bc
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និង pr =
√

p(p−a)(p−b)(p− c)⇒ r2 =
(p−a)(p−b)(p− c)

p

េនះ IA2 =

(p−a)(p−b)(p−c)
p

(p−b)(p−c)
bc

=

(
p−a

p

)
bc

⇒ IA2

bc
=

p−a
p

ដូចគន ែដរ IB2

ca
=

p−b
p

និង IC2

ab
=

p− c
p

េយងីបន

IA2

bc
+

IB2

ca
+

IC2

ab
=

p−a
p

+
p−b

p
+

p− c
p

=
3p− (a+b+ c)

p

=
3p−2p

p

=
p
p

= 1

ដូចេនះ IA2

bc
+

IB2

ca
+

IC2

ab
= 1

ខ) AI
ID

=
b+ c

a
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A

B D

I

C

អនុវត��ទឹស�ីបទកន�ះបនទ ត់ពុះមុំកនុង�តីេកណ ACD េយងីបន AC
AI

=
CD
DI

⇒ AI
ID

=
AC
CD

=

b
CD
េ�យ CD =

ab
b+ c

⇒ AI
ID

=
b
ab

b+c

=
b+ c

a

�ទឹស�បីទ 
េគឲយ�តីេកណ ABC មួយមន�បែវង�ជȩង BC = a,CA = b និង AB = c ។ យក I ជផចិតរង�ង់
ចរកឹកនុង �តីេកណេនះ េហយី X ជចំណុចមួយេǷកនុងប�ង់ ។
េគបន aXA2 +bXB2 + cXC2 = (a+b+ c)XI2 +abc ។
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A

B D

I

C

X

ស�មយ 

េយងីមន −→
XA =

−→
XI +

−→
IA េនះ XA2 = XI2 +2

−→
XI

−→
IA+ IA2

េគបន aXA2 = aXI2 +2a
−→
XI

−→
IA+aIA2

ដូចគន ែដរ bXB2 = bXI2 +2b
−→
XI

−→
IB+bIB2

និង cXA2 = cXI2 +2c
−→
XI

−→
IC+ cIC2

េយងីបន
aXA2 +bXB2 + cXC2 = (a+b+ c)XI2 +aIA2 +bIB2 + cIC2 +2

−→
XI(a

−→
IA+b

−→
IB+ c

−→
IC)

(i)
េ�យ IA2

bc
+

IB2

ca
+

IC2

ab
= 1 េនះ aIA2 +bIB2 + cIC2 = abc (ii)

ម៉យងេទȢត

AB
BD

=
AC
CD

⇒ c
BD

=
b

CD
⇒bBD = cDC

⇒b
−→
BD = c

−→
DC

⇒b(
−→
BI +

−→
ID) = c(

−→
DI +

−→
IC)

⇒b
−→
IB+ c

−→
IC = (b+ c)

−→
ID(1)
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មួយវញិេទȢត
AI
ID

=
b+ c

a
⇒aAI = (b+ c)ID

⇒a
−→
IA =−(b+ c)

−→
ID

⇒a
−→
IA+(b+ c)

−→
ID =

−→
0 (2)

�ម (1) និង (2)េយងីបន a
−→
IA+b

−→
IB+ c

−→
IC =

−→
O (iii)

�ម (i),(ii) និង (iii) េយងីបន aXA2 +bXB2 + cXC2 = (a+b+ c)XI2 +abc
ឧទហរណ៍
(ចមង យ Euler)
េគឲយ O និង I ជផចិតរង�ង់ចរកឹេ�ក និង ចរកឹកនុងៃន�តីេកណ ABC េហយី R និង r ជករំង�ង់
ចរកឹេ�ក និង ចរកឹកនុងៃន�តីេកណេនះេរȢងគន ។ បង� ញថ OI2 = R2 −2Rr ។
ស�មយ 

�មរូបមន� Euler េយងីបន aOA2 +bOB2 + cOC2 = (a+b+ c)OI2 +abc
េ�យ OA = OB = OC = R
េនះ

aR2 +bR2 + cR2 = (a+b+ c)OI2 +abc

⇒ (a+b+ c)OI2 = (a+b+ c)R2 −abc

⇒ 2pOI2 = 2pR2 −abc

⇒ OI2 = R2 − abc
2p

�ម pr =
abc
4R

⇒ abc
2p

= 2Rr

េយងីបន OI2 = R2 −2Rr
សមគ ល ់

�មឧទហរណ៍េយងីមន OI2 = R2 −2Rr ⇒ R2 = 2Rr+OI2

េ�យ OI2 ≥ 0
⇒ R2 ≥ 2Rr ⇒ R ≥ 2r
វសិមភព R ≥ 2r េនះេȄថវសិមភព Euler ។
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30 �ទឹស�ីបទ Ceva
េគមន�តីេកណ ABC មួយ េហយី [AD], [BE] និង [CF ] កត់�ជȩង [BC], [CA] និង [AB] �តង់
D,E និង F េរȢងគន េនះ [AD], [BE] និង [CF ] �បសព�គន �តង់មួយចំណុច លុះ��ែត AF

FB
×

BD
DC

× CE
EA

= 1។
ស�មយ 

A

B D
C

O
F

E

⇒ ឧបមថ [AD], [BE] និង [CF ] �បសព�គន �តង់មួយចំណុច
បង� ញថ AF

FB
× BD

DC
× CE

EA
= 1

េយងីមន [BOD]

[ODC]
=

1
2 h×BD
1
2 h×CD

=
BD
CD

ដូចគន ែដរ [ABD]

[ACD]
=

BD
CD

េយងីបន [BOD]

[ODC]
=

[ABD]

[ACD]
=

BD
CD

=
[ABD]− [BOD]

[ACD]− [ODC]
=

[AOB]
[AOC]

⇒ BD
CD

=
[AOB]
[AOC]

��យដូចគន េយងីបន AF
BF

=
[AOC]

[BOC]
និង CE

EA
=

[BOC]

[AOB]

េយងីបន AF
FB

× BD
DC

× CE
EA

=
[AOC]

[BOC]
× [AOB]

[AOC]
× [BOC]

[AOB]
= 1

ដូចេនះ AF
FB

× BD
DC

× CE
EA

= 1

⇐ ឧបមថ AF
FB

× BD
DC

× CE
EA

= 1
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បង� ញថ [AD], [BE] និង [CF ] �បសព�គន �តង់មួយចំណុច
យក O ជចំណុច�បសព�ៃន [AD] និង [BE] េហយី [CK] ជអងកត់មួយេទȢតែដលកត់�ម
ចំណុច O

�មស�មយខងេលីេយងីបន AK
KB

× BD
DC

× CE
EA

= 1

េ�យ AF
FB

× BD
DC

× CE
EA

= 1

េយងីបន AF
FB

=
AK
KB

⇒ F និង K �តȫតសីុគន
េហតុេនះ [AD], [BE] និង [CF ] �បសព�គន �តង់មួយចំណុច
ឧទហរណ៍ ១
បង� ញថ េមដយនទងំបីៃន�តីេកណមួយ�បសព�គន �តង់មួយចំណុច ។
ស�មយ 

A

B M
C

P N

ឧបមថេយងីមន�តីេកណ ABC មួយ េហយី [AM], [BN] និង [CP] ជេមដយនៃន�តីេកណ
េនះ
េនះ BM = MC,CN = NA,AP = PB េយងីបន BM

MC
× CN

NA
× AP

PB
= 1

េនះ [AM], [BN] និង [CP] �បសព�គន �តង់មួយចំណុច
ឧទហរណ៍ ២
បង� ញថ កមពស់ទងំបីៃន�តីេកណមួយ�បសព�គន �តង់មួយចំណុច ។
ស�មយ 
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A

B K C

LM

យក ABC ជ�តីេកណែដលឲយ េហយី [AK], [BL] និ [CM] ជកមពស់ៃន�តីេកណេនះ
ពិនិតយ △BLC ∼△AKC

េយងីបន CL
KC

=
BL
AK

△AMC ∼△ALB

េយងីបន AM
AL

=
MC
BL

△ABK ∼△CBM

េយងីបន BK
BM

=
AK
MC

េនះ CL
KC

× AM
AL

× BK
BM

=
BL
AK

× MC
BL

× AK
MC

= 1

រ ឺ AM
MB

× BK
KC

× CL
LA

= 1

េគបន [AK], [BL] និង [CM] �បសព�គន �តង់មួយចំណុច
ដូចេនះ កមពស់ទងំបីៃន�តីេកណមួយ�បសព�គន �តង់មួយចំណុច
ឧទហរណ៍ ៣
េគឲយ�តីេកណ ABC មួយ ។ អងកត់ [AD], [BE] និង [CF ] �បសព�គន �តង់ចំណុច P ។ េបីេគដឹង
ថ 2BD = 3DC,3AE = 4EC និង [APF ] = 72 ។ គណន [BPF ] ។
ស�មយ 
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B D
C

A

F
E

P

េ�យ [AD], [BE] និង [CF ] �បសព�គន �តង់ចំណុច P

�ម�ទឹស�ីបទ Ceva េយងីបន AF
FB

× BD
DC

× CE
EA

= 1

�មប�មប់ 2BD = 3DC និង 3AE = 4EC

េនះ BD
DC

=
3
2

និង CE
EA

=
3
4

េយងីបន AF
FB

× 3
2
× 3

4
= 1 េនះ AF

FB
=

8
9

ម៉យងេទȢត AF
FB

=
[APF ]

[BPF ]
⇒ [APF ]

[BPF ]
=

8
9
⇒ [BPF ] =

9
8
[APF ]

េ�យ [APF ] = 72

េហតុេនះ [BPF ] =
9
8
×72 = 81

ឧទហរណ៍ ៤
បង� ញថ កន�ះបនទ ត់ពុះមុំទងំបីៃន�តីេកណមួយ�បសព�គន �តង់មួយចំណុច ។
ស�មយ 
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B X
C

A

Z
Y

I

យក [AX), [BY ) និង [CZ) ជកន�ះបនទ ត់ពុះមុំ A,B និង C េរȢងគន
�ម�ទឹស�ីបទកន�ះបនទ ត់ពុះមុំេយងីបន
AZ
ZB

=
CA
BC

,
BX
XC

=
AB
CA

និង CY
YA

=
BC
AB

េនះ AZ
ZB

× BX
XC

× CY
YA

=
CA
BC

× AB
CA

× BC
AB

= 1

េនះបȦជ ក់ថ [AX), [BY ) និង [CZ) �បសព�គន �តង់មួយចំណុច

31 �ទឹស�ីបទ Menelaus

�ទឹស�បីទ 
េគឲយ�តីេកណ ABC មួយ ។ យក X ,Y និង Z ជចំណុចេǷេលីបនទ ត់ែដលេកីតេឡងីេ�យ
�ជȩង [BC],

[CA] និង [AB] េរȢងគន ។ បង� ញថ េបី X ,Y និង Z រត់�តង់គន េនះ AZ
ZB

× BX
XC

× CY
Y Z

= 1 ។
ស�មយ 
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រេបȢបទី ១
X

A

B
C

Y

Z

េយងីមន AZ
ZB

=
[Y ZA]
[Y BZ]

និង CY
YA

=
[Y ZC]

[Y ZA]

ម៉យងេទȢត BX
XC

=
[Y BX ]

[Y XC]
=

[ZBX ]

[ZXC]
=

[Y BX ]− [ZBX ]

[Y XC]− [ZXC]
=

[Y BZ]
[Y ZC]

េនះ AZ
ZB

× BX
XC

× CY
YA

=
[Y ZA]
[Y ZB]

× [Y BZ]
[Y ZC]

× [Y ZC]

[Y ZA]
= 1

ដូចេនះ AZ
ZB

× BX
XC

× CY
Y Z

= 1

រេបȢបទី ២
X

A

B
C

Y

Z

D

យក D ជចំណុចមួយេǷេលី (CA) ែដល [BD]//[XY ]

�ម�ទឹស�ីបទ Thales េយងីបន AZ
ZB

=
AY
Y D

និង BX
XC

=
DY
YC

េគបន AZ
ZB

× BX
XC

× CY
YA

=
AY
Y D

× Y D
YC

× CY
YA

= 1
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ដូចេនះ AZ
ZB

× BX
XC

× CY
Y Z

= 1

ឧទហរណ៍ ១
េគឲយ�តីេកណ ABC មួយមន ∠B = 90◦,BC = 3cm និង AB = 4cm (ដូចរូប) ។ យក D
ជចំណុច មួយេǷេលី [AC] ែដល AD = 1cm េហយី E ជចំណុចក�� លៃន [AB] ។ បនទ ត់
(DE) ជួប (BC) �តង់ F ។ គណន BF ។
ស�មយ 

A

D

C

A

B
F

A

E

�មប�មប់ D,E និង F សថិតេǷេលី�ជȩង [CA], [AB][CB) ៃន�តីេកណ ABC េរȢងគន
េហយីចំណុចទងំបីរត់�តង់គន �ម�ទឹស�ីបទ Menelaus េយងីបន AE

EB
× BF

FC
× CD

DA
= 1

េ�យ AE = EB = 2,DA = 1 និង FC = FB+BC = BF +3
េហយី CD = AC−AD =

√
BC2 +AB2 −AD =

√
32 +42 −1 = 4

េយងីបន BF
BF +3

× 4
1
= 1 ⇒ 4BF = BF +3

ដូចេនះ BF = 3

ឧទហរណ៍ ២
េគឲយ�តីេកណ ABC មួយ េហយី X និង Y ជចំណុចេǷេលី�ជȩង [BC] និង [CA] េរȢងគន ។
យក R ជចំណុច�បសព�ៃន [AX ] និង [BY ] ។ េគឲយ AY

YC
= p និង AR

RX
= q ែដល 0 < p < q

។ គណន BX
XC

ជអនុគមន៍ៃន p និង q ។
ស�មយ 
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C

A

Y R

X

B

ពិនិតយ�តីេកណ AXC និង ខន ត់ (BRY )

�ម�ទឹស�ីបទ Menelaus េយងីបន AR
RX

× XB
BC

× CY
YA

= 1

េនះ BC
XB

=
AR
RX

× CY
YA

=
q
p
⇒ BX +XC

BX
=

q
p

⇒ 1+
XC
BX

=
q
p

⇒ XC
BX

=
q− p

p

ដូចេនះ BX
XC

=
p

q− p
�ទឹស�បីទ�ចស 
េគឲយ�តីេកណ ABC មួយមន X ,Y និង Z សថិតេǷេលី (BC),(CA) និង (AB) េរȢងគន ។
េបី AZ

ZB
× BX

XC
× CY

YA
= 1 េនះ X ,Y និង Z ជបីចំណុចរត់�តង់គន ។

ស�មយ 

ឧបមថ Z′ ជចំណុចមួយេǷេលី�ជȩង (AB) ែដល X ,Y និង Z′ រត់�តង់គន
�ម�ទឹស�ីបទ Menelaus េយងីបន AZ′

Z′B
× BX

XC
× CY

YA
= 1 (1)

េ�យ AZ
ZB

× BX
XC

× CY
YA

= 1 (2)
េធ�ីផលេធȢបរ�ង (1) និង (2) េយងីបន AZ′

Z′B
× ZB

AZ
= 1

⇒ AZ′

Z′B
=

AZ
BZ
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េនះបȦជ ក់ថ Z′ �តȫតេលី Z

ដូចេនះ X ,Y និង Z រត់�តង់គន

32 ស�័យគុណចំណុច

32.1 ស�័យគុណចំណុច
េគឲយរង�ង់ (C) និង ចំណុច P មួយេǷកនុងប�ង់ (P មិនែមនជចំណុចេǷេលីរង�ង់) ។ បនទ ត់កត់
�ម P �បសព�រង�ង់ (C) �តង់ចំណុច A និង B េហយីបនទ ត់មួយេទȢតកត់�ម P ដូចគន �បសព�
រង�ង់ (C) �តង់ C និង D ។ េគបនសមភពមួយកំណត់េ�យ PA×PB = PC×PD ។
ស�មយ 

បង� ញថ PA×PB = PC×PD

A

C

B

P

D

P

A

B

D

C

�មលកខខណ� ខងេលី េយងីបនករណីសិក�ចំនួនពីរដូចខងេ�កម
+ ករណី P េǷកនុងរង�ង់
េ�យ ∠DAP = ∠PCB និង ∠ADP = ∠PBC (មុំចរកឹ�ក ត់ធនូរមួ)
េនះ △ADP ∼△CBP
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េយងីបន PA
PC

=
PD
PB

ដូចេនះ PA×PB = PC×PD

+ ករណី P េǷេ�ករង�ង់
េយងីមន ∠APD = ∠BPC (មំុរមួ)
និង ∠PBC = ∠ADP (មុំចរកឹ�ក ត់ធនូរមួ)
េនះ △ADP ∼△CBP េយងីបន PA

PC
=

PD
PB

ដូចេនះ PA×PB = PC×PD

សមគ ល ់

P

A

B

C

េបី (PC) ជបនទ ត់ប៉ះេǵនឹងរង�ង់�តង់ចំណុច C េគបន PC2 = PA×PB ។
�ទឹស�បីទ�ចស 
ឧបមថ A,B,C និង D ជបួនចំណុចេផ�ងគន េហយី (AB) និង (CD) �បសព�គន �តង់ចំណុច
P ។ េបី PA×PB = PC×PD េគបន A,B,C និង D សថិតេǷេលីរង�ង់ែតមួយ ។
ស�មយ 

េយងីមន PA×PB = PC×PD េនះ PA
PD

=
PC
PB

េ�យ ∠APD = ∠CPB
េយងីបន △APD ∼△CPB
វបិក ∠PAD = ∠PCB និង ∠ADP = ∠PBC
េហតុេនះ A,B,C និង D សថិតេǷេលីរង�ង់ែតមួយ
�ម�ទឹស�ីបទខងេលីេយងីសេងកតេឃញីថផលគុណ PA×PB មិន��ស័យេលីទី�ងំៃនចំណុច
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A និង B េទ គឺ���ស័យែតេǵេលីទី�ងំៃនចំណុច P ែតប៉ុេ�� ះ ។ ម៉យងេទȢត េបីេយងីយក
[AB] ជអងកត់ផចិត ៃនរង�ង់េគបន
+ករណី P េǷកនុងរង�ង់ េយងីបន PA×PB = (r−OP)(r+OP) = r2 −OP2

+ករណី P េǷេ�ករង�ង់ េយងីបន PA×PB = (OP+ r)(OP− r) = OP2 − r2

�មលកខណៈេនះេគកំណត់និយមន័យៃនស�័យគុណចំណុចដូចខងេ�កម
និយមន័យ
ឧបមថរង�ង់ (ω) មនផចិត O និង កំ r ។ េគកំណត់ស�័យគុណៃនចំណុច P េធȢបនឹង (ω)

េ�យ Powω(P) = OP2 − r2 ។

32.2 អ័ក��៉ឌីកល់

េគមនរង�ង់ពីរខុសគន (ω1),(ω2) មនផចិត O1,O2 និង កំ r1,r2 េរȢងគន ។
សំណំុចំណុច P ែដលមនស�័យគុណេសមីគន េធȢបេǵនឹង (ω1) និង (ω2) គឺជបនទ ត់ (∆) មួយ
ែដលែកង េǵនឹង (O1O2) ។ បនទ ត់ (∆) េȄថអ័ក��៉ឌីកល់ៃនរង�ង់ទងំពីរ ។
ស�មយ 

កនុងត�មȩយអរតូណរេមេយងីយក O1(a,0),O2(b,0) និង P(x,y)

េគបន Powω1(P) = O1P2 − r1
2 = (x−a)2 + y2 − r1

2

ដូចគន ែដរ Powω2(P) = (x−b)2 + y2 − r2
2

េ�យ Powω1(P) = Powω2(P)
⇒ (x−a)2 + y2 − r1

2 = (x−b)2 + y2 − r2
2

⇒ (x−a)2 − (x−b)2 = r1
2 − r2

2

⇒ x2 −2ax+a2 − x2 +2bx−b2 = r1
2 − r2

2

⇒ 2(b−a)x = r1
2 − r2

2 +b2 −a2

⇒ (∆) : x =
1
2

(
r1

2 − r2
2

b−a

)
+

a+b
2

ជបនទ ត់ែកងេǵនឹងអ័ក��ប់សីុស
ដូចេនះ (∆) ែកងេǵនឹង (O1O2)

សមគ ល ់

េបី (ω1) និង (ω2) កត់គន �តង់ពីរចំណុច A និង B េយងីបន (∆) = (AB) ។
េបី (ω1) និង (ω2) ប៉ះគន �តង់ចំណុច A េនះ (∆) ជបនទ ត់ប៉ះរមួៃនរង�ង់ទងំពីរ�តង់ចំណុច A
។
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32.3 ផចិត�៉ឌីកល់

េគមន (ω1),(ω2) និង (ω3) ជរង�ង់បីេផ�ងគន មនផចិត O1,O2 និង O3 មិនរត់�តង់គន ។ យក
(∆1) ជអ័ក��៉ឌីកល់ៃន (ω1) និង (ω2),(∆2) ជអ័ក��៉ឌីកល់ៃន (ω2) និង (ω3)េហយី (∆3)

ជអ័ក��៉ឌីកល់ៃន (ω3) និង (ω1) ។ េគបន (∆1),(∆2) និង (∆3) �បសព�គន �តង់មួយចំណុច
។
ស�មយ 

យក I ជចំណុច�បសព�ៃន (∆1) និង (∆2) េដីមីបបង� ញថ (∆1),(∆2) និង (∆3) �បសព�គន
�តង់មួយចំណុច េយងី�គន់ែតបង� ញថ (∆3) កត់�ម I
េ�យ I ∈ (∆1)⇒ Powω1(I) = Powω2(I)
I ∈ (∆2)⇒ Powω2(I) = Powω3(I)េនះ Powω1(I) = Powω3(I)
េយងីបន I ∈ (∆3)

ឧទហរណ៍ ១
េគឲយ [BD) ជកន�ះបនទ ត់ពុះមុំ B ៃន�តីេកណ ABC ។ រង�ង់ចរកឹេ�ក�តីេកណ BCD និង
�តីេកណ ABD កត់�ជȩង [AB] និង [BC] �តង់ចំណុច E និង F េរȢងគន ។ បង� ញថ AE =CF
។
ស�មយ 

A

E

FB

D

C

�មស�័យគុណចំណុចេយងីបន AE ×EB = AD×AC
និង CF ×CB =CD×CA

េនះ AE ×AB
CF ×CB

=
AD
CD

⇒ AE
CF

=
AD
CD

× CB
AB
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�ម�ទឹស�ីបទកន�ះបនទ ត់ពុះមុំេយងីបន AB
AD

=
CB
CD

⇒ AB
CB

=
AD
CD

េនះ AE
CF

=
AB
CB

× CB
AB

= 1

ដូចេនះ AE =CF

ឧទហរណ៍ ២
(IMO 2009)
យក O ជផចិតរង�ង់ចរកឹេ�ក�តីេកណ ABC េហយី P និង Q ជចំណុចេǷេលី�ជȩង [CA] និង
[AB] េរȢងគន ។ រង�ង់ (Γ) កត់�មចំណុចក�� លៃន [BP], [CQ] េហយីប៉ះេǵនឹង [PQ] �តង់
ចំណុចក�� ល L,K និង M េរȢងគន ។ បង� ញថ OP = OQ។
ស�មយ 

A

Q

P

B

M

C

KO

L

បង� ញថ OP = OQ

េ�យ M និង K ជចំណុចក�� លៃន [PQ] និង [QC] េរȢងគន
េនះ [MK] ជបតមធយមៃន�តីេកណ PQC
េគបន [MK]//[PC]⇒ [MK]//[AC]

េនះ ∠APQ = ∠KMP (មំុឆ� ស់កនុង)
ែត ∠KMP = ∠KLM (មុំចរកឹ និង ចរកឹពិេសស�ក ត់ធនូរមួ)
េនះ ∠APQ = ∠KLM
ដូចគន ែដរ [AB]//[LM] េនះ ∠AQP = ∠LKM
េយងីបន △APQ ∼△MLK

វបិក AP
ML

=
AQ
MK

⇒ AP
AQ

=
ML
MK
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ម៉យងេទȢតML =
BQ
2

និង MK =
PC
2

េយងីបន AP
AQ

=
BQ
2

PC
2

=
BQ
PC

⇒ PA×PC = QA×QB

⇒ PowO(P) = PowO(Q)⇒ OP2 −R2 = OQ2 −R2 ⇒ OP2 = OQ2

ដូចេនះ OP = OQ

ឧទហរណ៍ ៣
(IMO 1985)
េគឲយ�តីេកណ ABC មួយ និង រង�ង់ផចិត O មួយកត់�មកំពូល A និង C េហយីកត់�ជȩង [AB]

និង [BC] �តង់ K និង N េរȢងគន ។ ឧបមថរង�ង់ចរកឹេ�ក�តីេកណ ABC និង KBN ជួបគន
�តង់ពីរចំណុចេផ�ងគន គឺ B និង M ។ បង� ញថ ∠OMB = 90◦ ។
ស�មយ 

A

N

OB

M

C

K

យក I ជផចិត�៉ឌីកល់ៃនរង�ង់ទងំបី និង r ជករំង�ង់ផចិត O

េ�យ រង�ង់ចរកឹេ�ក�តីេកណ ABC និង �តីេកណ KBN �បសព�គន �តង់ B និង M

េនះ (BM) ជអ័ក��៉ឌីកល់ៃនរង�ង់ទងំពីរ ⇒ I ∈ (BM)

ដូចគន ែដរ I ∈ (NK) និង I ∈ (CA) េពលគឺ (BM), (NK) និង (CA) �បសព�គន �តង់ចំណុច I
េយងីបន IM× IB = IK × IN = OI2 − r2 (1)
ម៉យងេទȢត ∠IMN = 180◦−∠BMN = 180◦−∠NKA = 180◦−∠NCI

េ�ពះ MBKN ជចតុេកណចរកឹកនុងរង�ង់
េនះ ∠IMN +∠NCI = 180◦

េនះ IMNC ជចតុេកណចរកឹកនុងរង�ង់
េយងីបន BM×BI = BN ×NC = OB2 − r2 (2)
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ដក (1) និង (2) េយងីបន IM× IB−BM×BI = OI2 −OB2

⇒ IB(IM−BM) = OI2 −OB2

⇒ (IM+BM)(IM−BM) = OI2 −OB2

⇒ IM2 −BM2 = OI2 −OB2

⇒ IM2 +OB2 = OI2 +BM2

�មចបប់អងកត់�ទȪងែកងគន េយងីបន ∠OMB = 90◦
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វិសមភពសខំន់ៗ

1. វិសមភពៃនមធយម
េបី a1,a2, ...,an ជ n ចំនួនពិតវជិជមន េគកំណត់យក
AM =

a1 +a2 + ...+an

n
េȄថ មធយមនព�ន� (Arithmetic Mean)

GM = n
√

a1a2...an េȄថ មធយមធរណីម�ត (Geometric Mean)

QM =

√
a2

1 +a2
2 + ...+a2

n

n
េȄថ មធយមរសឹកេរ (Quadratic Mean)

និង HM =
n

1
a1
+ 1

a2
+ ...+ 1

an

េȄថ មធយម�ម៉ូនិច (Harmonic Mean)។

េយងីបន QM ≥ AM ≥ GM ≥ HM សមភពេកីតេឡងីេពល a1 = a2 = ...= an ។
សមគ ល់
វសិមភព AM ≥ GM មនអនកខ�ះេȄថ វសិមភព Cauchy ។

2. វិសមភព Cauchy-Schwarz
ចំេពះ 2n ចំនួនពិត a1,a2, ...,an និង b1,b2, ...,bn េគបន
(a1b1 +a2b2 + ...+anbn)

2 ≤
(
a2

1 +a2
2 + ...+a2

n
)(

b2
1 +b2

2 + ...+b2
n
)

សមភពេពល u⃗ = (a1,a2, ...,an), v⃗ = (b1,b2, ...,bn) កូលីេនែអ៊រគន ។

3. មធយមស�យ័គុណ
យក a1,a2, ...,an ជ n ចំនួនពិតវជិជមនបំេពញលកខខណ�

n

∑
i=1

ai = 1 ។

ចំេពះ x1,x2, ...,xn ជចំនួនពិតវជិជមន េគកំណត់យក
M−∞ = min{x1,x2, ...,xk}
M∞ = max{x1,x2, ...,xk}
M0 = xa1

1 xa2
2 ...xan

n

Mt =
(
a1xt

1 +a2xt
2 + ...+akxt

k
) 1

t ចំេពះ t ជចំនួនពិតមិនសូនយ ។
េគបន M−∞ ≤ Ms ≤ Mt ≤ M∞ ចំេពះ s ≤ t។

4. វិសមភពតេ�មȢប (Rearrangement)
េបី a1 ≤ a2 ≤ ...≤ an និង b1 ≤ b2 ≤ ...≤ bn ជចំនួនពិត និង c1,c2, ...,cn ជចម� ស់
ៃន b1 ≤ b2 ≤ ...≤ bn េគបន វសិមភព
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a1bn +a2bn−1 + ...+anb1 ≤ a1c1 +a2c2 + ...+ancn

≤ a1b1 +a2b2 + ...+anbn

សមភពេពល a1 = a2 = ...= an រ ឺb1 = b2 = ...= bn ។

5. វិសមភព Chebyshev
េគមន a1,a2, ...,an និង b1,b2, ...,bn ជពីរស�ុ ីតចំនួនពិតវជិជមន ។
+ េបី a1 ≤ a2 ≤ ...≤ an និង b1 ≤ b2 ≤ ...≤ bn េគបន
1
n
(x1 + x2 + ...+ xn)(y1 + y2 + ...+ yn)≤ x1y1 + x2y2 + ...+ xnyn ។

+ េបី a1 ≤ a2 ≤ ...≤ an និង b1 ≥ b2 ≥ ...≥ bn េគបន
1
n
(x1 + x2 + ...+ xn)(y1 + y2 + ...+ yn)≥ x1y1 + x2y2 + ...+ xnyn ។

6. វិសមភព Schur
ចំេពះ�គប់ x,y,z ជចំនួនពិតវជិជមន េយងីបន វសិមភព
xr(x− y)(x− z)+ yr(y− z)(y− x)+ zr(z− x)(z− y)≥ 0

សមភពេពល x = y = z រ ឺពីរកនុងចំេ�ម x, y, z េសមីគន េហយីមួយចំនួនេទȢតេសមីនឹង
0។

7. វិសមភព Jensen
េបី f ផតេលី [a,b] និង t1, t2, ..., tn ∈ [0,1] ែដល

n

∑
i=1

ti = 1 េគបន
f (t1x1 + t2x2 + ...+ tnxn)≤ t1 f (x1)+ t2 f (x2)+ ...+ tn f (xn)

ចំេពះ�គប់ x1,x2, ...,xn ∈ [a,b] ។
• ករណី t1 = t2 = ...= tn =

1
n

េយងីបន
f
(

x1 + x2 + ...+ xn

n

)
≥ f (x1)+ f (x2)+ ...+ f (xn)

n

សមគ ល់
េបី f េប៉ងេលី [a,b] េនះ វសិមភពប�ូរទិសេǮ ។
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ជំពូក II

�បធនលំ�ត់

ល�ំត់ ១ 
េគឲយ A,B និង C ជមុំកនុង�តីេកណមួយ ។ បង� ញថ

1. sinA+ sinB+ sinC = 4cos
A
2

cos
B
2

cos
C
2

2. sin2A+ sin2B+ sin2C = 4sinAsinBsinC

3. sin3A+ sin3B+ sin3C =−4cos
3A
2

cos
3B
2

cos
3C
2

4. sin4A+ sin4B+ sin4C =−4sin2Asin2Bsin2C

5. cosA+ cosB+ cosC = 1+4sin
A
2

sin
B
2

sin
C
2

6. cosA+ cosB+ cosC =−1−4cosAcosBcosC

7. cos3A+ cos3B+ cos3C = 1−4sin
3A
2

sin
3B
2

sin
3C
2

8. tanA+ tanB+ tanC = tanA tanB tanC

9. tan
A
2

tan
B
2
+ tan

B
2

tan
C
2
+ tan

C
2

tan
A
2
= 1

10. cotAcotB+ cotBcotC+ cotC cotA = 1

11. cot
A
2
+ cot

B
2
+ cot

C
2
= cot

A
2

cot
B
2

cot
C
2

។

ល�ំត់ ២ 
េគឲយ A,B និង C ជមុំកនុង�តីេកណមួយ ។ បង� ញថ
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1. sinA+ sinB+ sinC ≤ 3
√

3
2

2. 1 < cosA+ cosB+ cosC ≤ 3
2

3. tanA+ tanB+ tanC ≥ 3
√

3 (A,B និង C ជមុំ�សȫច)
4. cotA+ cotB+ cotC ≥

√
3

5. sin2 A+ sin2 B+ sin2 C ≤ 9
2

6. cos2 A+ cos2 B+ cos2 C ≥ 3
4

7. tan2 A+ tan2 B+ tan2 C ≥ 9 (A,B និង C ជមំុ�សȫច)

8. 1 < sin
A
2
+ sin

B
2
+ sin

C
2
≤ 3

2

9. 2 < cos
A
2
+ cos

B
2
+ cos

C
2
≤ 3

√
3

2

10. tan
A
2
+ tan

B
2
+ tan

C
2
≥
√

3

11. 3
4
≤ sin2 A

2
+ sin2 B

2
+ sin2 C

2
< 1

12. 2 < cos2 A
2
+ cos2 B

2
+ cos2 C

2
≤ 9

4

13. tan2 A
2
+ tan2 B

2
+ tan2 C

2
≥ 1

14. sinAsinBsinC ≤ 3
√

3
8

15. cosAcosBcosC ≤ 1
8

16. sin
A
2

sin
B
2

sin
C
2
≤ 1

8

17. cos
A
2

cos
A
2

cos
A
2
≤ 3

√
3

8

18. tan
A
2

tan
B
2

tan
C
2
≤ 1

3
√

3
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ល�ំត់ ៣ 
កនុង�តីេកណ ABC មួយ ។ បង� ញថ

1. (p−a)(p−b)(p− c)≤ 1
8

abc

2. 1
p−a

+
1

p−b
+

1
p− c

≥ 2
(

1
a
+

1
b
+

1
c

)
3. a2(p−b)(p− c)+b2(p− c)(p−a)+ c2(p−a)(p−b)≥ 4S2

4. p2 ≥ 3
√

3S

5. a
b+ c−a

+
b

c+a−b
+

c
a+b− c

≥ 3

6. a2(b+ c−a)+b2(c+a−b)+ c2(a+b− c)≤ 3abc

7. a(b2 + c2 −a2)+b(c2 +a2 −b2)+ c(a2 +b2 − c2)≤ 3abc

8. a(b− c)2 +b(c−a)2 + c(a−b)2 +4abc > a3 +b3 + c3

9. a(b2 + c2)+b(c2 +a2)+ c(a2 +b2)≤ 2(a3 +b3 + c3)

10. a
b+ c

+
b

c+a
+

c
a+b

+
3abc

(a+b)(b+ c)(c+a)
< 2

11. ab+bc+ ca ≤ 9R2

12. ab+bc+ ca ≥ 36r2

13. 1
a
+

1
b
+

1
c
≥
√

3
2Rr

14. 1
a+b− c

+
1

b+ c−a
+

1
c+a−b

≥ 3 4
√

3
2
√

S

15. a2 +b2 + c2 ≤ 2(ab+bc+ ca)−4
√

3S

16. a2 +b2 + c2 ≥ (a−b)2 +(b− c)2 +(c−a)2 +4
√

3S

17. a2 +b2 + c2 ≥ 36
35

(
p2 +

abc
p

)
18. a4 +b4 + c4 ≥ 16S2

19. r ≤ R
2
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20. 1
a
(la + lb)+

1
b
(lb + lc)

1
c
(lc + la)≤ 3

√
3

21. la + lb + lc ≤
√

3
2

(a+b+ c)

22. 2
√

3la ≤
2(b+ c)−a

2
√

3

23. ma +mb +mc ≤ r+4R

24. ma +mb +mc ≤
9R
2

25. m2
a +m2

b +m2
c ≥ 3

√
3S

26. 1
(ma +mb −mc)2 +

1
(mb +mc −ma)2 +

1
(mc +ma −mb)2 ≥ 4

3R2

27. 4
5
(mamb +mbmc +mcma)< ab+ab+ ca

. <
20
9
(mamb +mbmc +mcma)

28. ma

ha
+

mb

hb
+

mc

hc
≤ 1+

R
r

29. ha

hb
+

hb

hc
+

hc

ha
≥ hb

ha
+

hc

hb
+

ha

hc
ករណី A ≥ B ≥C

30. h2
a

bc
+

h2
b

ca
+

h2
c

ab
≥ 9r2

R2

ល�ំត់ ៤
េគេ�យ�តីេកណ  ABC មួយ ។ បង� ញថ

1.
(

1
a
+

1
b

)
lc +

(
1
b
+

1
c

)
la +

(
1
c
+

1
a

)
lb = 2

(
cos

A
2
+ cos

B
2
+ cos

C
2

)
2. r = p tan

A
2

tan
B
2

tan
C
2

3. r =
asin B

2 sin C
2

cos A
2

4. r
4R

= sin
A
2

sin
B
2

sin
C
2
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5. R =
p

4cos A
2 cos B

2 cos C
2

6. acosA+bcosB+ ccosC =
2pr
R

7. r+4R
p

= tan
A
2
+ tan

B
2
+ tan

C
2

8. acotA+bcotB+ ccotC = 2(r+R)

ល�ំត់ ៥
េគឲយ�តីេកណ  ABC មនរង� ស់�ជȩង  BC = a,CA = b និង  AB = c។
បង� ញថ cotA+ cotB+ cotC =

a2 +b2 + c2

4S
។

ល�ំត់ ៦
េគឲយចតុេកណេប៉ង ABCD មន�ក�ៃផទ S និង កន�ះបរមិ�តេសមីនឹង 2។
បង� ញថ  S ≤ 1 ។
ល�ំត់ ៧
យក I ជផចិតរង�ង់ចរកឹកនុង�តីេកណ ABC ។ R និង r ជករំង�ង់ចរកឹេ�ក និង ចរកឹកនុងៃន
�តីេកណ ABC ។ បង� ញថ 
ក) r = 4Rsin

A
2

sin
B
2

sin
C
2

ខ) IA× IB× IC = 4Rr2 ។
ល�ំត់ ៨ 
�មចំណុចមួយេǷកនុង�តីេកណមួយ  េគគូសបនទ ត់�សបេǵនឹង�ជȩងទងំបីៃន�តីេកណេនះ។
បនទ ត់ ទងំេនះែចក�តីេកណជ ៦ ចំែណក កនុងេនះមនបីចំែណកជ�តីេកណមន�ក�ៃផទ
�ង េ�យ S1,S2 និង S3។ គណន�ក�ៃផទៃន�តីេកណជអនុគមន៍ៃន  S1,S2 និង S3។

ល�ំត់ ៩ 
េគឲយ ABCD ជកេរមួយេហយី P ជចំណុចមួយេǷកនុងកេរេនះែដល ∠PAB = ∠PBA =

15◦។
បង� ញថ PCD ជ�តីេកណសម័ង�។
ល�ំត់  ១០ 
�តីេកណ ABC មនមុំទងំបីជមំុ�សȫច។ យក [AM], [BN] និង  [CL] ជកមពស់ េហយី H ជ
អរតូសង់ៃន�តីេកណេនះ។ បង� ញថ

ក) HM
AM

+
HN
BN

+
HL
CL

= 1

ខ) AM
HM

+
BN
HN

+
CL
HL

≥ 9
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គ) AM×HM ≤ BC2

4
។

ល�ំត់ ១១ 
េគឲយ�តីេកណ ABC មួយ េហយី O ជចំណុចមួយេǷកនុង�តីេកណេនះ។ បនទ ត់ (OA),(OB)

និង (OC) កត់�ជȩង [BC], [CA] និង [AB] �តង់ P,Q និង R េរȢងគន ។ បង� ញថ 
ក) OP

AP
+

OQ
BQ

+
OR
CR

= 1

ខ) AP
OP

+
BQ
OQ

+
CR
OR

≥ 9 ។
ល�ំត់ ១២ 
េគឲយ�តីេកណ ABC មួយមនេមដយន ma,mb និង mc គូសេចេញពីកំពូល A,B និង C េរȢងគន ។
បង� ញថ mambmc ≤

27R3

8
។

ល�ំត់ ១៣ 
េគឲយ�តីេកណ ABC មនមំុទងំបីជមុំ�សȫច ។ បង� ញថ
ក) ha +hb +hc ≥ 9r

ខ) 1
ma

+
1

mb
+

1
mc

≥ 2
R

។
ល�ំត់ ១៤ 
េគឲយ�តីេកណមួយមនរង� ស់�ជȩង a,b,c េហយី la, lb, lc ជ�បែវងកន�ះបនទ ត់ពុះមុំកនុងទងំបី
ៃន�តីេកណេនះ។ បង� ញថ 1

a
+

1
b
+

1
c
<

1
la
+

1
lb
+

1
lc

។
ល�ំត់ ១៥
(វសិមភព Ptolemy)
េគឲយ ABCD ជចតុេកណេប៉ង។ បង� ញថ AB×CD+AD×BC ≥ AC×BD។
ល�ំត់ ១៦ 
(IMO, 1991)
េគឲយ�តីេកណ ABC មួយ េហយី I ជផចិតរង�ង់ចរកឹកនុងៃន�តីេកណេនះ។
កន�ះបនទ ត់ពុះមុំកនុងៃនមំុ A,B និង C កត់�ជȩង [BC], [CA], [AB] �តង់ A′,B′ និង C′េរȢងគន ។
បង� ញថ 1

4
<

AI ×BI ×CI
AA′×BB′×CC′ ≤

8
27

។
ល�ំត់ ១៧ 
េគឲយ�តីេកណ ABC មួយមនមំុទងំបីជមំុ�សȫច និង  a,b,c ជរង� ស់�ជȩងៃន�តីេកណេនះ។
េបី K ជ�ក�ៃផទៃន�តីេកណេនះ ចូរបង� ញថ√

a2b2 −4K2 +
√

b2c2 −4K2 +
√

c2a2 −4K2 =
a2 +b2 + c2

2
។

ល�ំត់ ១៨
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េគឲយ P ជចំណុចមួយេǷកនុង�តីេកណ ABC។ យក D,E និង   F ជចំេ�លែកងៃន P េលី
�ជȩង [BC], [CA] និង [AB] េរȢងគន ។ កំណត់ទី�ងំៃន P េដីមបឲីយផលបូក BC

PD
+

CA
PE

+
AB
PF

មនតៃម�អបបបរម ។
ល�ំត់ ១៩
េគឲយ p និង R ជកន�ះបរមិ�ត និង ករំង�ង់ចរកឹេ�កៃន�តីេកណ ABC េរȢងគន ។ កំណត់�បេភទ
�តីេកណ ABC េដីមបឲីយផលេធȢប p

R
មនតៃម�ធំបំផុត។

ល�ំត់ ២០ 
េគឲយ�តីេកណែកង ABC មួយែកង�តង់ C មន AC = 1 និង ∠BAC = x◦ ។
យក D ជចំណុចមួយេǷេលីអីុប៉ូេតនុស [AB] ែដលAD= 1 និង E ជចំណុចមួយេǷេលី [BC]

ែដល ∠EDC = x◦ ។ បនទ ត់ (EF) ែកងនឹង [BC] �តង់ E េហយីជួប [AB] �តង់ F ។
គណន lim

x→0
EF ។

ល�ំត់ ២១
បង� ញថរង� ស់�ជȩង a,b និង c ៃន�តីេកណមួយជរសឹៃនសមីករដឺេ�កទី ៣ 
X3 −2pX2 +

(
r2 + p2 +4rR

)
X −4prR = 0 កនុងេនះ p, r និង R ជកន�ះបរមិ�ត ករំង�ង់

ចរកឹកនុង និង ករំង�ង់ចរកឹេ�កេរȢងគន ៃន�តីេកណ ABC។
ល�ំត់ ២២
(IMO Shortlist, 1988)
េគឲយ r និង R ជករំង�ង់ចរកឹកនុង និង េ�កៃន�តីេកណ ABC េរȢងគន ។
បង� ញថ sin

A
2

sin
B
2
+ sin

B
2

sin
C
2
+ sin

C
2

sin
A
2
≤ 5

8
+

r
4R

។
ល�ំត់ ២៣
(IMO Shortlist, 1997)
េគឲយឆេកណ  ABCDEF មួយកំណត់េ�យ AB = BC,CD = DE និង EF = FA។ បង� ញថ
BC
BE

+
DE
DA

+
FA
FC

≥ 3
2

។

ល�ំត់ ២៤ 
�តីេកណ ABC មួយមនរង� ស់�ជȩង a,b និង c។
បង� ញថ cosA

bcosC+ ccosB
+

cosB
acosC+ ccosA

+
cosC

bcosA+acosB
=

a2 +b2 + c2

2abc
។

ល�ំត់ ២៥
យក M ជចំណុច�បសព�ៃនអងកត់�ទȪង [AC] និង [BD] ៃនចតុេកណេប៉ង ABCD ។កន�ះបនទ ត់
ពុះមុំ ∠ACD កត់ [BA] �តង់ K។
េបី MA×MC+MA×CD = MB×MD បង� ញថ ∠BKC = ∠CDB។
ល�ំត់ ២៦
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�តីេកណ ABC មួយមនរង� ស់�ជȩង a,b និង  c េហយី ចរកឹេ�ករង�ង់ផចិត O មួយ។ េគសង់
បនទ ត់បី ប៉ះេǵនឹងរង�ង់ផចិត O េហយី�សបេរȢងគន នឹង�ជȩងទងំបីៃន�តីេកណ ABC ។ បនទ ត់ប៉ះ
នីមួយៗ និង �ជȩងពីរេផ�ងេទȢតៃន�តីេកណ ABC ែដលមិន�សបនឹង� ផគុ ំបន�តីេកណថមី។ �តីេកណ
ថមីទងំ បីេនះ ចរកឹេ�ករង�ង់ទងំបីេរȢងគន ។បង� ញថ រង�ង់ចរកឹកនុង�តីេកណទងំបួនេនះ
មនផលបូក �ក�ៃផទេសមី នឹង

(
πS2

p4

)[
p2 +(p−a)2 +(p−b)2 +(p− c)2] ែដល S ជ�ក�ៃផទ

និង p ជកន�ះ បរមិ�តៃន�តី- េកណ ABC។
ល�ំត់ ២៧ 
កនុង�តីេកណ ABC មួយបង� ញថ

ក) hb

lb
≥
√

2r
R

ខ) rala + rblb + rclc ≤ p2

គ) mala +mblb +mclc ≥ p2

ឃ) 1
ra

+
1
rb

+
1
rc

≥ 3 3

√
4R2

r(a+b+ c)abc

ង) a3

ra
+

b3

rb
+

c3

rc
≤ abc

r

ច) a
ra

+
b
rb

+
c
rc

≤ 9R
p

ឆ) r2
a + r2

b + r2
c ≥ l2

a + l2
b + l2

c

ជ) a2

ra − r
+

b2

rb − r
+

c2

rc − r
≤ 9R

ឈ) 3S
R

≤ acos2 A
2
+bcos2 B

2
+ ccos2 C

2
≤ 3S

2r

ញ) √
a+b+ c <

√
ra sinA+

√
rb sinB+

√
rc sinC ≤ 3

2

√
a+b+ c

ដ)
√

pabcsinC

absin2 C+ pc
≤ 1

2

√
abc <

absin2 C+ pc
4
√

psinC

ឋ) 8
3

(
S
R

)2

≤ ab
√

ab
a+b

+
bc
√

bc
b+ c

+
ca
√

ca
c+a

≤ 8
3

(
S

2R

)2

ល�ំត់ ២៨
(ភនំេពញ, 2015)
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កនុងរូប ABCD ជកេរែដលមន�បែវង�ជȩងេសមីនឹង 1។អងកត់ [PQ] បេងកីតបនមុំ 45◦ ជមួយ
�ជȩង [AB] េហយី ជអងកត់ផចិតៃនកន�ះរង�ង់ដូចរូប។ កន�ះរង�ង់េនះប៉ះនឹង�ជȩងកេរ�តង់ចំណុច X
និង Y ។រកៃផទ�ក� កន�ះរង�ង់។
ល�ំត់  ២៩ 
រង�ង់ពីរកត់គន �តង់ចំណុច A និង B ។ បនទ ត់ចល័ត (MN) កត់�ម A េហយីជួបរង�ង់ធំ�តង់ M

និង រង�ង់តូច�តង់ N ។ បង� ញថ BM
BN

មនតៃម�េថរ កល� (MN) វលិជំុវញិចំណុច A។
ល�ំត់ ៣០
�តីេកណ ABC មួយមនមំុទងំបីជមំុ�សȫច។ កន�ះបនទ ត់ពុះកនុងៃនមំុ ∠BAC ជួប�ជȩង [BC]

�តង់ D េហយី ជួបរង�ង់ចរកឹេ�ក�តីេកណ ABC �តង់ E ។ �មចំណុច Dេគគូសបនទ ត់ែកង
នឹង�ជȩង [AB] និង [AC] េរȢងគន �តង់ចំណុចM និង N។
បង� ញថ SAMEN = S△ABC។
ល�ំត់ ៣១ 
ចំណុច M,K,L �តȪវេគេǮេរȢងគន េលី�ជȩង [AB], [BC], [CA] ៃន�តីេកណ ABC ។ បង� ញថ
យ៉ង តិច�ក�ៃផទ�តីេកណមួយកនុងចំេ�ម�តីេកណ MAL,KBM និង LCK តិចជង រ ឺេសមីនឹង
1
4

ៃន�តីេកណ ABC។
ល�ំត់ ៣២
(កមពុជ, 2017)
េគឲយ�តីេកណ ABC ជ�តីេកណមុំ�សȫច េហយី [AD], [BE] និង [CF ] ជកមពស់ៃន�តីេកណ
េនះ ។ បង� ញថ DE +EF +FD ≤ 1

2
(a+b+ c) ។

ល�ំត់ ៣៣
(កមពុជ, 2017)
េគមនរង�ង់មួយែដលមនផចិត O និង P ជចំណុចមួយេǷេ�ករង�ង់ ។ PA និង PB ជបនទ ត់ប៉ះ
គូសេចញពី P េǵប៉ះរង�ង់ផចិត O �តង់ A និង B ។ PD ជបនទ ត់កត់គូសេចញពី P ែដលកត់
រង�ង់�តង់ C និង D ។ BF ជបនទ ត់�សបនឹង PA េហយីកត់បនទ ត់ AC និង AD េរȢងគន �តង់ E
និង F ។ ��យបំភ�ឺថ BE = BF ។
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ជំពូក III

លំ�ត់ និង ដំេ�ះ��យ
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ល�ំត់ ១ 
េគឲយ A,B និង C ជមុំកនុង�តីេកណមួយ ។ បង� ញថ

1. sinA+ sinB+ sinC = 4cos
A
2

cos
B
2

cos
C
2

2. sin2A+ sin2B+ sin2C = 4sinAsinBsinC

3. sin3A+ sin3B+ sin3C =−4cos
3A
2

cos
3B
2

cos
3C
2

4. sin4A+ sin4B+ sin4C =−4sin2Asin2Bsin2C

5. cosA+ cosB+ cosC = 1+4sin
A
2

sin
B
2

sin
C
2

6. cosA+ cosB+ cosC =−1−4cosAcosBcosC

7. cos3A+ cos3B+ cos3C = 1−4sin
3A
2

sin
3B
2

sin
3C
2

8. tanA+ tanB+ tanC = tanA tanB tanC

9. tan
A
2

tan
B
2
+ tan

B
2

tan
C
2
+ tan

C
2

tan
A
2
= 1

10. cotAcotB+ cotBcotC+ cotC cotA = 1

11. cot
A
2
+ cot

B
2
+ cot

C
2
= cot

A
2

cot
B
2

cot
C
2

។

ស�មយ 
េ�យ A,B និង C ជមុំកនុង�តីេកណមួយ េនះ A+B+C = π

1. េយងីមន sinA+ sinB+ sinC = 2sin
(

A+B
2

)
cos
(

A−B
2

)
+2sin

C
2

cos
C
2

= 2sin
(

π −C
2

)
cos
(

A−B
2

)
+2sin

[
π − (A+B)

2

]
cos

C
2

= 2cos
C
2

cos
(

A−B
2

)
+2cos

(
A+B

2

)
cos

C
2

= 2
[

cos
(

A−B
2

)
+ cos

(
A+B

2

)]
cos

C
2

= 4cos
A
2

cos
B
2

cos
C
2

ដូចេនះ sinA+ sinB+ sinC = 4cos
A
2

cos
B
2

cos
C
2
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2. េយងីមន
sin2A+ sin2B+ sin2C = 2sin(A+B)cos(A−B)+2sinC cosC

= 2sin(π −C)cos(A−B)+2sinC cos[π − (A+B)]

= 2sinC cos(A−B)−2sinC cos(A+B)

= 2sinC[cos(A−B)− cos(A+B)]

=−4sinC sinAsin(−B)

ដូចេនះ sin2A+ sin2B+ sin2C = 4sinAsinBsinC

3. េយងីមន

sin3A+ sin3B+ sin3C = 2sin
(

3A+3B
2

)
cos
(

3A−3B
2

)
+2sin

3C
2

cos
3C
2

= 2sin
(

3π −3C
2

)
cos
(

3A−3B
2

)
+2sin

3C
2

cos
3C
2

=−2cos
3C
2

cos
(

3A−3B
2

)
+2sin

3C
2

cos
3C
2

=−2
[

cos
(

3A−3B
2

)
− sin

3C
2

]
cos

3C
2

=−2
[

cos
(

3A−3B
2

)
+ cos

(
3A+3B

2

)]
cos

3C
2

=−4cos
3A
2

cos
3B
2

cos
3C
2

ដូចេនះ sin3A+ sin3B+ sin3C =−4cos
3A
2

cos
3B
2

cos
3C
2

4. េយងីមន
sin4A+ sin4B+ sin4C = 2sin(2A+2B)cos(2A−2B)+2sin2C cos2C

= 2sin(2π −2C)cos(2A−2B)+2sin2C cos2C

=−2sin2C cos(2A−2B)+2sin2C cos2C

=−2sin2C[cos(2A−2B)− cos2C]

=−2sin2C[cos(2A−2B)− cos(2A+2B)]

= 4sin2C sin2Asin(−2B)

ដូចេនះ sin4A+ sin4B+ sin4C =−4sin2Asin2Bsin2C
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5. េយងីមន
cosA+ cosB+ cosC = 2cos

(
A+B

2

)
cos
(

A−B
2

)
+1−2sin2 C

2

= 1+2sin
C
2

cos
(

A−B
2

)
−2sin2 C

2

= 1+2sin
C
2

[
cos
(

A−B
2

)
− sin

C
2

]
= 1+2sin

C
2

[
cos
(

A−B
2

)
− cos

(
A+B

2

)]
= 1−4sin

C
2

sin
A
2

sin
(
−B
2

)

ដូចេនះ cosA+ cosB+ cosC = 1+4sin
A
2

sin
B
2

sin
C
2

6. េយងីមន
cos2A+ cos2B+ cos2C = 2cos(A+B)cos(A−B)+2cos2 C−1

=−1−2cosC cos(A−B)+2cos2 C

=−1−2cosC[cos(A−B)− cosC]

=−1−2cosC[cos(A−B)+ cos(A+B)]

=−1−4cosAcosBcosC

ដូចេនះ cos2A+ cos2B+ cos2C =−1−4cosAcosBcosC

7. េយងីមន
cos3A+ cos3B+ cos3C = 2cos

(
3A+3B

2

)
cos
(

3A−3B
2

)
+1−2sin2 3C

2

= 2cos
(

3π −3C
2

)
cos
(

3A−3B
2

)
+1−2sin2 3C

2

= 1−2sin
3C
2

cos
(

3A−3B
2

)
−2sin2 3C

2

= 1−2sin
3C
2

[
cos
(

3A−3B
2

)
− cos

(
3A+3B

2

)]
= 1−4sin

3A
2

sin
3B
2

sin
3C
2

ដូចេនះ cos3A+ cos3B+ cos3C = 1−4sin
3A
2

sin
3B
2

sin
3C
2
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8. េយងីមន A+B+C = π ⇒ B+C = π −A
េនះ tan(B+C) = tan(π −A)

⇒ tanB+ tanC
1− tanB tanC

=− tanA

⇒ tanB+ tanC =− tanA+ tanA tanB tanC
ដូចេនះ tanA+ tanB+ tanC = tanA tanB tanC

9. េយងីមន A
2
+

B
2
+

C
2
=

π
2

⇒ A
2
+

B
2
=

π
2
− C

2

េនះ tan
(

A
2
+

B
2

)
= tan

(
π
2
− C

2

)
⇒

tan A
2 + tan B

2

1− tan A
2 tan B

2

=
1

tan C
2

⇒ tan
A
2

tan
C
2
+ tan

B
2

tan
C
2
= 1− tan

A
2

tan
B
2

ដូចេនះ tan
A
2

tan
B
2
+ tan

B
2

tan
C
2
+ tan

C
2

tan
A
2
= 1

10. េ�យ A+B+C = π ⇒ B+C = π −A
េនះ cot(B+C) = cot(π −A)

⇒ cotBcotC−1
cotB+ cotC

=−cotA

⇒ cotBcotC−1 =−cotAcotB− cotAcotC
ដូចេនះ cotAcotB+ cotBcotC+ cotC cotA = 1

11. េយងីមន A
2
+

B
2
+

C
2
=

π
2
⇒ A

2
+

B
2
=

π
2
− C

2

េនះ cot
(

A
2
+

B
2

)
= cot

(
π
2
− C

2

)
⇒

cot A
2 cot B

2 −1

cot A
2 + cot B

2

=
1

cot C
2

cot
A
2

cot
B
2

cot
C
2
− cot

C
2
= cot

A
2
+ cot

B
2

ដូចេនះ cot
A
2
+ cot

B
2
+ cot

C
2
= cot

A
2

cot
B
2

cot
C
2

ល�ំត់ ២ 
េគឲយ A,B និង C ជមុំកនុង�តីេកណមួយ ។ បង� ញថ

1. sinA+ sinB+ sinC ≤ 3
√

3
2
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2. 1 < cosA+ cosB+ cosC ≤ 3
2

3. tanA+ tanB+ tanC ≥ 3
√

3 (A,B និង C ជមុំ�សȫច)
4. cotA+ cotB+ cotC ≥

√
3

5. sin2 A+ sin2 B+ sin2 C ≤ 9
2

6. cos2 A+ cos2 B+ cos2 C ≥ 3
4

7. tan2 A+ tan2 B+ tan2 C ≥ 9 (A,B និង C ជមំុ�សȫច)

8. 1 < sin
A
2
+ sin

B
2
+ sin

C
2
≤ 3

2

9. 2 < cos
A
2
+ cos

B
2
+ cos

C
2
≤ 3

√
3

2

10. tan
A
2
+ tan

B
2
+ tan

C
2
≥
√

3

11. 3
4
≤ sin2 A

2
+ sin2 B

2
+ sin2 C

2
< 1

12. 2 < cos2 A
2
+ cos2 B

2
+ cos2 C

2
≤ 9

4

13. tan2 A
2
+ tan2 B

2
+ tan2 C

2
≥ 1

14. sinAsinBsinC ≤ 3
√

3
8

15. cosAcosBcosC ≤ 1
8

16. sin
A
2

sin
B
2

sin
C
2
≤ 1

8

17. cos
A
2

cos
A
2

cos
A
2
≤ 3

√
3

8

18. tan
A
2

tan
B
2

tan
C
2
≤ 1

3
√

3

ស�មយ 
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1. Lemma:
ចំេពះ x,y និង z េផទȣងផទ ត់ 0 < x,y,z < π េគបន
i- sinx+ siny

2
≤ sin

(
x+ y

2

)
ii- sinx+ siny+ sinz

3
≤ sin

(
x+ y+ z

3

)
ស�មយ 
i- េយងីមន sinx+ siny = 2sin

(
x+ y

2

)
cos
(

x− y
2

)
េ�យ 0 < x,y < π ⇒ 0 <

x+ y
2

< π និង 0 ≤
∣∣∣∣x− y

2

∣∣∣∣< π
2

⇒ sin
(

x+ y
2

)
> 0 និង 0 < cos

(
x− y

2

)
≤ 1

េនះ sinx+ siny
2

≤ sin
(

x+ y
2

)
ii-េយងីមន

sin
(

x+ y+ z
3

)
= sin

(
4x+4y+4z

3
4

)

= sin

(
x+ y+ z+ x+y+z

3
4

)

= sin

 x+y
2 +

z+ x+y+z
3

2
2


≥ 1

2

[
sin
(

x+ y
2

)
+ sin

(
z+ x+y+z

3
2

)]

≥ 1
2

[
sinx+ siny

2
+

sinz+ sin
( x+y+z

3

)
2

]

≥ 1
4

[
sinx+ siny+ sinz+ sin

(
x+ y+ z

3

)]
⇒ 4sin

(
x+ y+ z

3

)
≥ sinx+ siny+ sinz+ sin

(
x+ y+ z

3

)
⇒ 3sin

x+ y+ z
3

≥ sinx+ siny+ sinz

េហតុេនះ sinx+ siny+ sinz
3

≤ sin
(

x+ y+ z
3

)
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េយងីបន sinA+ sinB+ sinC
3

≤ sin
(

A+B+C
3

)
= sin

π
3
=

√
3

2

2. 1 < cosA+ cosB+ cosC ≤ 3
2

េ�យ A,B និង C ជរង� ស់មុំៃន�តីេកណមួយ
េយងីបន cosA+ cosB+ cosC = 1+4sin

A
2

sin
B
2

sin
C
2

(1)
េហយី sin

A
2
,sin

B
2

និង sin
C
2
> 0

ម៉យងេទȢត

cosA+ cosB+ cosC+ cos
π
3

= 2cos
(

A+B
2

)
cos
(

A−B
2

)
+2cos

(
C
2
+

π
6

)
cos
(

C
2
− π

6

)
≤ 2cos

(
A+B

2

)
+2cos

(
C
2
+

π
6

)
= 2

[
cos
(

A+B
2

)
+ cos

(
C
2
+

π
6

)]

េ�ពះ 0 < cos
(

A−B
2

)
និង cos

(
C
2
− π

6

)
≤ 1

េយងីបន

cosA+ cosB+ cosC+ cos
π
3
≤ 4cos

(
A+B+C+ π

3
4

)
cos
(

A+B−C− π
3

4

)
≤ 4cos

(
π + π

3
4

)
= 4cos

π
3

េ�ពះ 0 < cos
(

A+B−C− π
3

4

)
≤ 1

េយងីបន cosA+ cosB+ cosC ≤ 3cos
π
3
=

3
2

(2)
�ម (1) និង (2) េយងីបន 1 < cosA+ cosB+ cosC ≤ 3

2

3. tanA+ tanB+ tanC ≥ 3
√

3
េ�យ A,B និង C ជមំុ�សȫច េនះ tanA, tanB និង tanC > 0

�មវសិមភព Cauchy េយងីបន
tanA+ tanB+ tanC ≥ 3 3√tanA tanB tanC
⇒ (tanA+ tanB+ tanC)3 ≥ 27(tanA+ tanB+ tanC)
⇒ (tanA+ tanB+ tanC)2 ≥ 27
ដូចេនះ tanA+ tanB+ tanC ≥ 3

√
3
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4. cotA+ cotB+ cotC ≥ 3
√

3
េ�យ (x+ y+ z)2 ≥ 3(xy+ yz+ zx)
េយងីបន

(cotA+ cotB+ cotC)2 ≥ 3(cotAcotB+ cotBcotC+ cotC cotA)

= 3

េ�ពះ cotAcotB+ cotBcotC+ cotC cotA = 1
ដូចេនះ cotA+ cotB+ cotC ≥ 3

√
3

5. sin2 A+ sin2 B+ sin2 C ≤ 9
4

េយងីមន

sin2 A+ sin2 B+ sin2 C

=
1− cos2A

2
+

1− cos2B
2

+1− cos2 C

= 2− cos2A+ cos2B
2

− cos2 C

= 2− cos(A+B)cos(A−B)− cos2 C

= 2− cos2 C+ cosC cos(A−B)

= 2− cos2 C+ cosC cos(A−B)− 1
4

cos2(A−B)+
1
4

cos2(A−B)

=−
[

cosC− 1
2

cos(A−B)
]2

+
1
4
[1− sin2(A−B)]+2

=−
[

cosC− 1
2

cos(A−B)
]2

− 1
4

sin2(A−B)+
9
4

េ�ពះ
[

cosC− 1
2

cos(A−B)
]2

≥ 0 និង sin2(A−B)≥ 0

ដូចេនះ sin2 A+ sin2 B+ sin2 C ≤ 9
4

6. cos2 A+ cos2 B+ cos2 C ≥ 3
4

េយងីមន sin2 A+ sin2 B+ sin2 C ≤ 9
4

េ�យ sin2 x+ cos2 x = 1 ⇒ sin2 x = 1− cos2 x

េយងីបន 1− cos2 A+1− cos2 B+1− cos2 C ≤ 9
4
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េនះ cos2 A+ cos2 B+ cos2 C ≥ 3− 9
4
=

3
4

ដូចេនះ cos2 A+ cos2 B+ cos2 C ≥ 3
4

7. tan2 A+ tan2 B+ tan2 C ≥ 9

�មវសិមភព Cauchy េយងីបន tan2 A+ tan2 B+ tan2 C ≥ 3 3
√

(tanA tanB tanC)2

�ម 3 េយងីមន tanA tanB tanC ≥ 3
√

3

េនះ tan2 A+ tan2 B+ tan2 C ≥ 3 3
√
(3
√

3)2 = 9
ដូចេនះ tan2 A+ tan2 B+ tan2 C ≥ 9

8. 1 < sin
A
2
+ sin

B
2
+ sin

C
2
≤ 3

2
េយងីមន 0 < cos

A
2
,cos

B
2
< 1

េនះ

sin
A
2
+ sin

B
2
> sin

A
2

cos
B
2
+ sin

B
2

cos
A
2

= sin
(

A+B
2

)
= cos

C
2

េយងីបន

sin
A
2
+ sin

B
2
+ sin

C
2

> sin
C
2
+ cos

C
2

=
√

2sin
(

π
4
+

C
2

)
>
√

2

(√
2

2

)
= 1

េនះ 1 < sin
A
2
+ sin

B
2
+ sin

C
2

(1)
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ម៉យងេទȢត

sin
A
2
+ sin

B
2
+ sin

C
2
+ sin

π
6

= 2sin
(

A+B
4

)
cos
(

A−B
4

)
+2sin

(
C
4
+

π
12

)
cos
(

C
4
− π

12

)
≤ sin

(
A+B

4

)
+2sin

(
C
4
+

π
12

)
= 2

[
sin
(

A+B
4

)
+ sin

(
C
4
+

π
12

)]
= 4sin

(
A+B+C+ π

3
8

)
cos
(

A+B−C− π
3

8

)
≤ 4sin

(
π + π

3
8

)
= 4sin

π
6
= 2

េ�ពះ 0 < cos
(

A−B
4

)
,cos

(
C
4
− π

12

)
និង cos

(
A+B−C− π

3
8

)
≤ 1

េយងីបន sin
A
2
+ sin

B
2
+ sin

C
2
≤ 2− 1

2
=

3
2

(2)

�ម (1) និង (2) េយងីបន 1 < sin
A
2
+ sin

B
2
+ sin

C
2
≤ 3

2

9. 2 < cos
A
2
+ cos

B
2
+ cos

C
2
≤ 3

√
3

2
េយងីមន 0 < cos

A
2
< 1 ⇒ cos

A
2
> cos2 A

2
ដូចគន ែដរ cos

B
2
> cos2 B

2
និង cos

C
2
> cos2 C

2
េយងីបន

cos
A
2
+ cos

B
2
+ cos

C
2
> cos2 A

2
+ cos2 B

2
+ cos2 C

2

=
1+ cosA

2
+

1+ cosB
2

+
1+ cosC

2

=
3
2
+

1
2
(cosA+ cosB+ cosC)

>
3
2
+

1
2

= 2
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⇒ cos
A
2
+ cos

B
2
+ cos

C
2
> 2 (1)

��យដូច 8 េយងីបន cos
A
2
+ cos

B
2
+ cos

C
2
≤ 3

√
3

2
(2)

�ម (1) និង (2) េយងីបន 2 < cos
A
2
+ cos

B
2
+ cos

C
2
≤ 3

√
3

2

10. tan
A
2
+ tan

B
2
+ tan

C
2
≥
√

3

េយងីមន x2 + y2 + z2 ≥ xy+ yz+ zx

េហតុេនះ tan2 A
2
+ tan2 B

2
+ tan2 C

2
≥ tan

A
2

tan
B
2
+ tan

B
2

tan
C
2
+ tan

C
2

tan
A
2
= 1

ម៉យងេទȢត
(

tan
A
2
+ tan

B
2
+ tan

C
2

)2

= tan2 A
2
+ tan2 B

2
+ tan2 C

2
+2

⇒
(

tan
A
2
+ tan

B
2
+ tan

C
2

)2

≥ 1+2 = 3

ដូចេនះ tan
A
2
+ tan

B
2
+ tan

C
2
≥
√

3

11. 3
4
≤ sin2 A

2
+ sin2 B

2
+ sin2 C

2
< 1

េយងីមន

sin2 A
2
+ sin2 B

2
+ sin2 C

2
=

1− cosA
2

+
1− cosB

2
+

1− cosC
2

=
3
2
− 1

2
(cosA+ cosB+ cosC)

េ�យ 1 < cosA+ cosB+ cosC ≤ 3
2

េយងីបន 3
2
− 1

2

(
3
2

)
≤ sin2 A

2
+ sin2 B

2
+ sin2 C

2
<

3
2
− 1

2

ដូចេនះ 3
4
≤ sin2 A

2
+ sin2 B

2
+ sin2 C

2
< 1

12. 2 < cos2 A
2
+ cos2 B

2
+ cos2 C

2
≤ 9

4
េយងីមន

cos2 A
2
+ cos2 B

2
+ cos2 C

2
= 1− sin2 A

2
+1− sin2 B

2
+1− sin2 C

2

= 3−
(

sin2 A
2
+ sin2 B

2
+ sin2 C

2

)
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េ�យ 3
4
≤ sin2 A

2
+ sin2 B

2
+ sin2 A

C
< 1

េយងីបន 3−1 < cos2 A
2
+ cos2 B

2
+ cos2 C

2
≤ 3− 3

4
ដូចេនះ 2 < cos2 A

2
+ cos2 B

2
+ cos2 C

2
≤ 9

4

13. sinAsinBsinC ≤ 3
√

3
8

�មវសិមភព Cauchy េយងីបន sinAsinBsinC ≤
(

sinA+ sinB+ sinC
3

)3

េ�យ sin
A
2
+ sin

B
2
+ sin

C
2
≤ 3

√
3

2

េគបន sinAsinBsinC ≤

(
3
√

3
2
3

)3

=
3
√

3
8

ដូចេនះ sinAsinBsinC ≤ 3
√

3
8

14. cosAcosBcosC ≤ 1
8

េយងីមន

cosAcosBcosC =
1
2
[cos(A+B)+ cos(A−B)]cosC

=
1
2
[−cosC+ cos(A−B)]cosC

=
1
2

[
−cos2 C+ cosC cos(A−B)− 1

4
cos2(A−B)+

1
4

cos2(A−B)
]

=−1
2

[
cosC− 1

2
cos(A−B)

]2

+
1
8

cos2(A−B)

=−1
2

[
cosC− 1

2
cos(A−B)

]2

− 1
8

sin2(A−B)+
1
8
≤ 1

8

ដូចេនះ cosAcosBcosC ≤ 1
8

15. cos
A
2

cos
B
2

cos
C
2
≤ 3

√
3

8

�មវសិមភព Cauchy េយងីបន cos
A
2

cos
B
2

cos
C
2
≤

(
cos A

2 + cos B
2 + cos C

2
3

)3
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េ�យ cos
A
2
+ cos

B
2
+ cos

C
2
≤ 3

√
3

2

េយងីបន cos
A
2

cos
B
2

cos
C
2
≤

(
3
√

3
2
3

)3

=
3
√

3
8

ដូចេនះ cos
A
2

cos
B
2

cos
C
2
≤ 3

√
3

8

16. tan
A
2
+ tan

B
2
+ tan

C
2
≤ 1

3
√

3

�មវសិមភព Cauchy េយងីបន cot
A
2

cot
B
2

cot
C
2
≤

(
cot A

2 + cot B
2 + cot C

2
3

)3

េ�យ cot
A
2
+ cot

B
2
+ cot

C
2
= cot

A
2

cot
B
2

cot
C
2

(�ម លំ�ត់ ១-11)

េគបន cot
A
2

cot
B
2

cot
C
2
≤
(
cot A

2 cot B
2 cot C

2

)3

27

េនះ
(

1
cot A

2 cot B
2 cot C

2

)2

≤ 1
27

⇒ tan
A
2

tan
B
2

tan
C
2
≤ 1

3
√

3

ល�ំត់ ៣ 
កនុង�តីេកណ ABC មួយ ។ បង� ញថ

1. (p−a)(p−b)(p− c)≤ 1
8

abc

2. 1
p−a

+
1

p−b
+

1
p− c

≥ 2
(

1
a
+

1
b
+

1
c

)
3. a2(p−b)(p− c)+b2(p− c)(p−a)+ c2(p−a)(p−b)≥ 4S2

4. p2 ≥ 3
√

3S

5. a
b+ c−a

+
b

c+a−b
+

c
a+b− c

≥ 3

6. a2(b+ c−a)+b2(c+a−b)+ c2(a+b− c)≤ 3abc

7. a(b2 + c2 −a2)+b(c2 +a2 −b2)+ c(a2 +b2 − c2)≤ 3abc

8. a(b− c)2 +b(c−a)2 + c(a−b)2 +4abc > a3 +b3 + c3

9. a(b2 + c2)+b(c2 +a2)+ c(a2 +b2)≤ 2(a3 +b3 + c3)
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10. a
b+ c

+
b

c+a
+

c
a+b

+
3abc

(a+b)(b+ c)(c+a)
< 2

11. ab+bc+ ca ≤ 9R2

12. ab+bc+ ca ≥ 36r2

13. 1
a
+

1
b
+

1
c
≥
√

3
2Rr

14. 1
a+b− c

+
1

b+ c−a
+

1
c+a−b

≥ 3 4
√

3
2
√

S

15. a2 +b2 + c2 ≤ 2(ab+bc+ ca)−4
√

3S

16. a2 +b2 + c2 ≥ (a−b)2 +(b− c)2 +(c−a)2 +4
√

3S

17. a2 +b2 + c2 ≥ 36
35

(
p2 +

abc
p

)
18. a4 +b4 + c4 ≥ 16S2

19. r ≤ R
2

20. 1
a
(la + lb)+

1
b
(lb + lc)

1
c
(lc + la)≤ 3

√
3

21. la + lb + lc ≤
√

3
2

(a+b+ c)

22. 2
√

3la ≤
2(b+ c)−a

2
√

3

23. ma +mb +mc ≤ r+4R

24. ma +mb +mc ≤
9R
2

25. m2
a +m2

b +m2
c ≥ 3

√
3S

26. 1
(ma +mb −mc)2 +

1
(mb +mc −ma)2 +

1
(mc +ma −mb)2 ≥ 4

3R2

27. 4
5
(mamb +mbmc +mcma)< ab+bc+ ca

. <
20
9
(mamb +mbmc +mcma)
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28. ma

ha
+

mb

hb
+

mc

hc
≤ 1+

R
r

29. ha

hb
+

hb

hc
+

hc

ha
≥ hb

ha
+

hc

hb
+

ha

hc
ករណី A ≥ B ≥C

30. h2
a

bc
+

h2
b

ca
+

h2
c

ab
≥ 9r2

R2

ស�មយ 

1. បង� ញថ (p−a)(p−b)(p− c)≤ 1
8

abc

�មវសិមភព Cauchy េយងីបន

(p−a)(p−b)≤
(

p−a+ p−b
2

)2

=

(
2p−a−b

2

)2

=

(
a+b+ c−a−b

2

)2

=
( c

2

)2
=

c2

4

ដូចគន ែដរ (p−b)(p− c)≤ a2

4
និង (p− c)(p−a)≤ b2

4

េគបន [(p−a)(p−b)(p− c)]2 ≤ a2b2c2

64
ដូចេនះ (p−a)(p−b)(p− c)≤ 1

8
abc

2. បង� ញថ 1
p−a

+
1

p−b
+

1
p− c

≥ 2
(

1
b
+

1
c
+

1
c

)
�មវសិមភព Cauchy េយងីបន 1

p−a
+

1
p−b

≥ 2√
(p−a)(p−b)

(i)
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េ�យ

(p−a)(p−b)≤
(

p−a+ p−b
2

)2

=

(
2p−a−b

2

)2

=

(
a+b+ c−a−b

2

)2

=
( c

2

)2

=
c2

4

⇒
√
(p−a)(p−b)≤ c

2
(ii)

�ម (i) និង (ii) េយងីបន 1
p−a

+
1

p−b
≥ 2

c
2
=

4
c

ដូចគន ែដរ 1
p−b

+
1

p− c
≥ 4

a
និង 1

p− c
+

1
p−a

≥ 4
b

បូកអងគ និង អងគេយងីបន 2
(

1
p−a

+
1

p−b
+

1
p−b

)
≥ 4

(
1
a
+

1
b
+

1
c

)
ដូចេនះ 1

p−a
+

1
p−b

+
1

p− c
≥ 2

(
1
a
+

1
b
+

1
c

)
3. a2(p−b)(p− c)+b2(p− c)(p−a)+ c2(p−a)(p−b)≥ 4S2

�មវសិមភព Cauchy េយងីបន
a2

p−a
+

b2

p−b
≥ 2ab√

(p−a)(p−b)

≥ 2ab
p−a+p−b

2

=
4ab

2p−a−b

េនះ a2

p−a
+

b2

p−b
≥ 4ab

c

��យដូចគន b2

p−b
+

c2

p− c
≥ 4bc

a
និង c2

p− c
+

a2

p−a
≥ 4ca

b

បូកអងគ និង អងគេយងីបន 2
(

a2

p−a
+

b2

p−b
+

c2

p− c

)
≥ 4

(
ab
c
+

bc
a
+

ca
b

)
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េនះ
a2

p−a
+

b2

p−b
+

c2

p− c
≥ 2

(
ab
c
+

bc
a
+

ca
b

)
≥
(

ab
c
+

bc
a

)
+

(
bc
a
+

ca
b

)
+

(
ca
b
+

ab
c

)
≥ 2b+2c+2a = 2(a+b+ c) = 4p

េយងីបន
a2(p−b)(p− c)+b2(p− c)(p−a)+ c2(p−a)(p−b) ≥ 4p(p−a)(p−b)(p−
c) = 4S2

ដូចេនះ វសិមភព�តȪវបន��យបȦជ ក់
4. p2 ≥ 3

√
3S

�មវសិមភព Cauchy េយងីបន

(p−a)(p−b)(p− c)≤
(

p−a+ p−b+ p− c
3

)3

=
( p

3

)3

=
p3

27

េនះ p3 ≥ 27(p−a)(p−b)(p− c)
⇒ p4 ≥ 27p(p−a)(p−b)(p− c)
េគបន p4 ≥ 27S2

ដូចេនះ p2 ≥ 3
√

3S

5. a
b+ c−a

+
b

c+a−b
+

c
a+b− c

≥ 3

�ង x = b+ c−a, y = c+a−b និង z = a+b− c ⇒ x,y,z > 0

េនះ a =
y+ z

2
,b =

z+ x
2

និង c =
x+ y

2
េយងីបន

a
b+ c−a

+
b

c+a−b
+

c
a+b− c

=
1
2

(
y+ z

x

)
+

1
2

(
z+ x

y

)
+

1
2

(
x+ y

z

)
=

1
2

[(
x
y
+

y
x

)
+

(
y
z
+

z
y

)
+

(
z
x
+

x
z

)]
≥ 1

2
(2+2+2) = 3
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ដូចេនះ a
b+ c−a

+
b

c+a−b
+

c
a+b− c

≥ 3

6. a2(b+ c−a)+b2(c+a−b)+ c2(a+b− c)≤ 3abc
េយងីមន (b− c)2(b+ c−a)≥ 0
េនះ

(b2 −2bc+ c2)(b+ c−a)≥ 0

⇒ b3 +b2c−ab2 −2b2c−2bc2 +2abc+bc2 + c3 −ac2 ≥ 0

⇒ b3 + c3 −b2c−bc2 −ab2 −ac2 +2abc ≥ 0 (1)

��យដូចគន

c3 +a3 −ac2 −a2c−bc2 −a2b+2abc ≥ 0 (2)

a3 +b3 −ab2 −a2b−a2c−b2c+2abc ≥ 0 (3)

បូក (1), (2) និង (3) េយងីបន

2a3 +2b3 +2c3 −2ab2 −2a2b−2ac2 −2a2c−2bc2 −2b2c+6abc ≥ 0

a3 +b3 + c3 −ab2 −a2b−ac2 −a2c−bc2 −b2c+3abc ≥ 0

a2(a−b− c)+b2(b−a− c)+ c2(c−a−b)≥−3abc

ដូចេនះ a2(b+ c−a)+b2(c+a−b)+ c2(a+b− c)≤ 3abc

7. a(b2 + c2 −a2)+b(c2 +a2 −b2)+ c(a2 +b2 − c2)≤ 3abc

�ម�ទឹស�ីបទកូសីុនុសេយងីបន cosA =
b2 + c2 −a2

2bc
⇒ b2 + c2 −a2 = 2bccosA

ដូចគន ែដរ c2 +a2 −b2 = 2cacosB និង a2 +b2 − c2 = 2abcosC
េយងីបន

a(b2 + c2 −a2)+b(c2 +a2 −b2)+ c(a2 +b2 − c2) = 2abccosA+2abccosB+2abccosC

= 2abc(cosA+ cosB+ cosC)

≤ 2abc
(

3
2

)
= 3abc

េ�ពះ cosA+ cosB+ cosC ≤ 3
2

ដូចេនះ a(b2 + c2 −a2)+b(c2 +a2 −b2)+ c(a2 +b2 − c2)≤ 3abc

101



8. a(b− c)2 +b(c−a)2 + c(a−b)2 +4abc > a3 +b3 + c3

េយងីមន

a(b− c)2 +b(c−a)2 + c(a−b)2 +4abc−a3 −b3 − c3

= a(b2 + c2 −a2)+b(c2 +a2 −b2)+ c(a2 +b2 − c2)−2abc

= 2abccosA+2abccosB+2abccosC−2abc

= 2abc(cosA+ cosB+ cosC−1)> 0

េ�ពះ cosA+ cosB+ cosC > 1
ដូចេនះ a(b− c)2 +b(c−a)2 + c(a−b)2 +4abc > a3 +b3 + c3

9. a(b2 + c2)+b(c2 +a2)+ c(a2 +b2)≤ 2(a3 +b3 + c3)

េយងីមន (a−b)2(a+b)≥ 0
⇒ (a2 −2ab+b2)(a+b)≥ 0
⇒ a3 +a2b−2a2b−2ab2 +ab2 +b3 ≥ 0
⇒ a3 +b3 ≥ a2b+ab2 (1)
ដូចគន ែដរ b3 + c3 ≥ b2c+bc2 (2)
និង c3 +a3 ≥ a2c+ac2 (3)
បូក (1), (2) និង (3) េយងីបន
2(a3 +b3 + c3)≥ a(b2 + c2)+b(c2 +a2)+ c(a2 +b2)

10. a
b+ c

+
b

c+a
+

c
a+b

+
3abc

(a+b)(b+ c)(c+a)
< 2

េយងីមន a
b+ c

+
b

c+a
+

c
a+b

+
3abc

(a+b)(b+ c)(c+a)
< 2

⇔ a
b+ c

+
b

c+a
+

c
a+b

+
3abc

(a+b)(b+ c)(c+a)
−2 < 0

⇔ a(a+b)(c+a)+b(a+b)(b+c)+c(b+c)(c+a)+3abc−2(a+b)(b+c)(c+
a)< 0
េ�យ a(a+b)(c+a)+b(a+b)(b+ c)+ c(b+ c)(c+a)+3abc−2(a+b)(b+
c)(c+a)
= a3 +b3 +c3 +a2(b+c)+b2(c+a)+c2(a+b)+6abc−2a2(b+c)−2b2(c+
a)−2c2(a+b)−4abc
= a3 +b3 + c3 −a2(b+ c)−b2(c+a)− c2(a+b)+2abc
= a2 [a− (b+ c)]+b2 [b− (c+a)]+ c2 [c− (a+b)]+2abc
= a2 [a− (b+ c)]+b2 [(b+ c−a)−2c]+ c2 [(b+ c−a)−2b]+2abc
=−a2(b+ c−a)+b2(b+ c−a)−2b2c+ c2(b+ c−a)−2bc2 +2abc
=−a2(b+ c−a)+b2(b+ c−a)+ c2(b+ c−a)−2bc(b+ c−a)
= (b+ c−a)[b2 + c2 −2bc−a2]
= (b+ c−a)[(b− c)2 −a2]
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= (b+ c−a)(b− c−a)(a+b− c)< 0

ដូចេនះ a
b+ c

+
b

c+a
+

c
a+b

+
3abc

(a+b)(b+ c)(c+a)
< 2

11. ab+bc+ ca ≤ 9R2

�មវសិមភព Cauchy េយងីបន
a2 +b2 ≥ 2ab

b2 + c2 ≥ 2bc

c2 +a2 ≥ 2ca

បូកអងគ និង អងគេយងីបន 2(a2 +b2 + c2)≥ 2(ab+bc+ ca)
េនះ ab+bc+ ca ≤ a2 +b2 + c2

�ម�ទឹស�ីបទសីុនុស a = 2RsinA, b = 2RsinB និង c = 2RsinC
េនះ ab+bc+ ca ≤ 4R2(sin2 A+ sin2 B+ sin2 C)

េ�យ sin2 A+ sin2 B+ sin2 C ≤ 9
4

ដូចេនះ ab+bc+ ca ≤ 9R2

12. ab+bc+ ca ≥ 36r2

េយងីមន S = pr ⇒ r =
S
p

េនះ

36r2 = 36
(

S
p

)2

=
36p(p−a)(p−b)(p− c)

p2

=
36(p−a)(p−b)(p− c)

p

េ�យ (p−a)(p−b)(p− c)≤ 1
8

abc (លំ�ត់ ៣-1)
េនះ 36r2 ≤ 36abc

8p
=

9abc
2p

�មវសិមភព Cauchy េយងីបន a+b+ c
3

≥ 3√abc និង ab+bc+ ca
3

≥ 3
√
(abc)2

េនះ abc ≤ 1
9
(a+b+ c)(ab+bc+ ca) =

2p(ab+bc+ ca)
9

េយងីបន 36r2 ≤
(

9
2p

)[
2p(ab+bc+ ca)

9

]
= ab+bc+ ca

ដូចេនះ ab+bc+ ca ≥ 36r2
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13. 1
a
+

1
b
+

1
c
≥
√

3
2Rr

�មវសិមភព Cauchy េយងីបន x2 + y2 + z2 ≥ xy+ yz+ zx
េនះ (x+ y+ z)2 ≥ 3(xy+ yz+ zx)
េគបន (ab+bc+ ca)2 ≥ 3abc(a+b+ c)

េនះ (ab+bc+ ca)2

(abc)2 ≥ 3(a+b+ c)
abc

េនះ
(

1
a
+

1
b
+

1
c

)2

≥ 6p
abc

⇒ 1
a
+

1
b
+

1
c
≥
√

6p
abc

េ�យ S = pr =
abc
4R

⇒ p
abc

=
1

4Rr

េយងីបន 1
a
+

1
b
+

1
c
≥
√

6
4Rr

=

√
3

2Rr

14. 1
a+b− c

+
1

b+ c−a
+

1
c+a−b

≥ 3 4
√

3√
S

�មវសិមភព Cauchy េយងីបន(
1

p−a
+

1
p−b

+
1

p− c

)
[(p−a)+(p−b)+(p− c)]≥ 9(

1
p−a

+
1

p−b
+

1
p− c

)
p ≥ 9

1
p−a

+
1

p−b
+

1
p− c

≥ 9
p

4
(

1
p−a

+
1

p−b
+

1
p− c

)
≥ 3

(
3
p
+

1
p−a

+
1

p−b
+

1
p− c

)
1

p−a
+

1
p−b

+
1

p− c
≥ 3

4

(
3
p
+

1
p−a

+
1

p−b
+

1
p− c

)
ម៉យងេទȢត 3

p
+

1
p−a

+
1

p−b
+

1
p− c

≥ 4 4

√
3

p(p−a)(p−b)(p− c)
= 4 4

√
3
S2 =

4 4
√

3√
S

េយងីបន 1
p−a

+
1

p−b
+

1
p− c

≥ 3
4
× 4 4

√
3√

S
1

p−a
+

1
p−b

+
1

p− c
≥ 3 4

√
3√

S

ដូចេនះ 1
a+b− c

+
1

b+ c−a
+

1
c+a−b

≥ 3 4
√

3√
S
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15. a2 +b2 + c2 ≤ 2(ab+bc+ ca)−4
√

3S

េយងីមន S =
1
2

absinC =
1
2

bcsinA =
1
2

casinB

េនះ ab =
2S

sinC
,bc =

2S
sinA

និង ca =
2S

sinB
េហយី a2 +b2 + c2 = 4S(cotA+ cotB+ cotC)

េយងីបន a2 +b2 + c2 − [2(ab+bc+ ca)−4
√

3S]

= 4S(cotA+ cotB+ cotC)−4S
(

1
sinA

+
1

sinB
+

1
sinC

)
+4

√
3S

= 4S
[(

cotA− 1
sinA

)
+

(
cotB− 1

sinB

)
+

(
cotC− 1

sinC

)
+
√

3
]

= 4S
[

cosA−1
sinA

+
cosB−1

sinB
+

cosC−1
sinC

+
√

3
]

= 4S
(
− tan

A
2
− tan

B
2
− tan

C
2
+
√

3
)
≤ 0

េ�ពះ tan
A
2
+ tan

B
2
+ tan

C
2
≥
√

3

ដូចេនះ a2 +b2 + c2 +2(ab+bc+ ca)−4
√

3S

16. a2 +b2 + c2 ≥ (a−b)2 +(b− c)2 +(c−a)2 +4
√

3S
�មលំ�ត់ ៣-15 េយងីមន a2 +b2 + c2 ≤ 2(ab+bc+ ca)−4

√
3S

េនះ −a2 −b2 − c2 ≥−2(ab+bc+ ca)+4
√

3S
បូកអងគសងខងនឹង 2a2 +2b2 +2c2 េយងីបន
a2 +b2 + c2 ≥ 2a2 +2b2 +2c2 −2ab−2bc−2ca+4

√
3S

ដូចេនះ a2 +b2 + c2 ≥ (a−b)2 +(b− c)2 +(c−a)2 +4
√

3S

17. a2 +b2 + c2 ≥ 36
35

(
p2 +

abc
p

)
េយងីមន a2 +b2 + c2 ≥ 36

35

(
p2 +

abc
p

)
⇔ a2 +b2 + c2 ≥ 36

35

[(
a+b+ c

2

)2

+
2abc

a+b+ c

]
⇔ 35(a2 +b2 + c2)≥ 9(a+b+ c)2 +

72abc
a+b+ c

(i)
េដីមបបីង� ញវសិមភពខងេលី េយងី�គន់ែតបង� ញថវសិមភព (i) ពិត
�មវសិមភព Cauchy-Schwarz េយងីបន
9(a+b+ c)2 = (3a+3b+3c)2 ≤ (32 +32 +32)(a2 +b2 + c2)
េនះ 27(a2 +b2 + c2)≥ 9(a+b+ c)2 (1)
ម៉យងេទȢត �មវសិមភព Cauchy េយងីបន
(a2 +b2 + c2)(a+b+ c)≥ 3 3√

a2b2c2 ×3 3√abc = 9abc
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េនះ a2 +b2 + c2 ≥ 9abc
a+b+ c

⇒ 8(a2 +b2 + c2)≥ 72abc
a+b+ c

(2)
បូក (1) និង (2) េយងីបន 35(a2 +b2 + c2)≥ 9(a+b+ c)2 +

72abc
a+b+ c

ដូចេនះ a2 +b2 + c2 ≥ 36
35

(
p2 +

abc
p

)
18. a4 +b4 + c4 ≥ 16S2

�មវសិមភព Cauchy េយងីបន a4 +b4 + c4 ≥ a2b2 +b2c2 + c2a2

េ�យ S =
1
2

absinC =
1
2

bcsinA =
1
2

casinB

េនះ ab =
2S

sinC
, bc =

2S
sinA

និង ca =
2S

sinB
េយងីបន 

a4 +b4 + c4 ≥ 4S2

sin2 A
+

4S2

sin2 B
+

4S2

sin2 C

= 4S2
(

1
sin2 A

+
1

sin2 B
+

1
sin2 C

)
≥ 4S2

[
3

3
√
(sinAsinBsinC)2

]

មយង៉េទȢត sinAsinBsinC ≤ 3
√

3
8

េយងីបន  a4 +b4 + c4 > 4S2

 3

3

√(
3
√

3
8

)2


ដូចេនះ a4 +b4 + c4 ≥ 16S2

19. r ≤ R
2

េយងីមន S = pr ⇒ r =
S
p

និង  S =
abc
4R

⇒ R =
abc
4S

េយងីបន
r
R
=

S
p

abc
4S

=
4S2

pabc
=

4p(p−a)(p−b)(p− c)
pabc

=
4(p−a)(p−b)(p− c)

abc

106



េ�យ (p−a)(p−b)(p− c)≤ 1
8

abc (លំ�ត់ ៣-1)

េនះ r
R
≤

4
( 1

8 abc
)

abc
=

1
2

ដូចេនះ r ≤ R
2

20. 1
a
(lb + lc)+

1
b
(lc + la)+

1
c
(la + lb)≤ 3

√
3

េយងីមន 1
a
(lb + lc)+

1
b
(lc + la)+

1
c
(la + lb)

=

(
1
b
+

1
c

)
la +

(
1
c
+

1
a

)
lb +

(
1
a
+

1
b

)
lc

=

(
b+ c

bc

)
la +

(
c+a

ca

)
lb +

(
a+b

ab

)
lc

�ម�ទឹស�ីបទកន�ះបនទ ត់ពុះមុំ
la =

2bc
b+ c

cos
A
2
, lb =

2ca
c+a

cos
B
2

និង lc =
2ab

a+b
cos

C
2

េនះ 1
a
(lb + lc)+

1
b
(lc + la)+

1
c
(la + lb)

=

(
b+ c

bc

)(
2bc

b+ c

)
cos

A
2
+

(
c+a

ca

)(
2ca

c+a

)
cos

B
2
+

(
a+b

ab

)(
2ab

a+b

)
cos

C
2

= 2
(

cos
A
2
+ cos

B
2
+ cos

C
2

)
េ�យ cos

A
2
+ cos

B
2
+ cos

C
2
≤ 3

√
3

េយងីបន 1
a
(lb + lc)+

1
b
(lc + la)+

1
c
(la + lb)≤ 3

√
3

21. la + lb + lc ≤
√

3
2

(a+b+ c)

េយងីមន la =
2bc

b+ c
cos

A
2

េ�យ cos
A
2
=

√
p(p−a)

bc

េនះ la =
2bc

b+ c

√
p(p−a)

bc
=

2
√

bc
√

p(p−a)
b+ c

មយង៉េទȢត �មវសិមភព Cauchy b+ c ≥ 2
√

bc ⇒ 2
√

bc
b+ c

≤ 1

េយងីបន la ≤
√

p(p−a)
ដូចគន ែដរ  lb ≤

√
p(p−b) និង  lc ≤

√
p(p− c)
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េគបន

la + lb + lc ≤
√

p(p−a)+
√

p(p−b)+
√

p(p− c)

=
√

p(
√

p−a+
√

p−b+
√

p− c)

�មវសិមភព Cauchy-Schwarz េយងីបន
√

p−a+
√

p−b+
√

p− c ≤
√

3
√

p−a+ p−b+ p− c =
√

3p

េនះ  la + lb + lc ≤
√

p(
√

3p) = p
√

3 =

(
a+b+ c

2

)√
3

ដូចេនះ  la + lb + lc ≤
√

3
2

(a+b+ c)

22. la ≤
2(b+ c)−a

2
√

3

�ម�ទឹស�ីបទកន�ះបនទ ត់ពុះមុំ la =
2bc

b+ c
cos

A
2

េគបន l2
a =

4b2c2

(b+ c)2 cos2 A
2

េ�យ cos2 A
2
=

p(p−a)
bc

េនះ l2
a =

4b2c2

(b+ c)2

[
p(p−a)

bc

]
=

4bcp(p−a)
(b+ c)2 =

bc(a+b+ c)(b+ c−a)
(b+ c)2

�មវសិមភព Cauchy េយងីបន
bc(b+ c−a)≤

(
b+ c+b+ c−a

3

)3

=
(2b+2c−a)3

27
េនះ

l2
a ≤ (a+b+ c)(2b+2c−a)3

27(b+ c)2

=
(a+b+ c)(2b+2c−a)(2b+2c−a)2

27(b+ c)2

មយង៉េទȢត

(a+b+ c)(2b+2c−a)≤
(

a+b+ c+2b+2c−a
2

)2

=

(
3b+3c

2

)2

=
9(b+ c)2

4
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េនះ l2
a ≤ 9(b+ c)2

4

[
(2b+2c−a)2

27(b+ c)2

]
=

(2b+2c−a)2

4×3

⇒ la ≤
2b+2c−a

2
√

3

ដូចេនះ  la ≤
2(b+ c)−a

2
√

3

23. ma +mb +mc ≤ r+4R

A

B

O

M C

យក M ជចំនុចក�� លៃន [BC] េនះ ∠MOC = ∠A

អនុវត�វសិមភព�តីេកណចំេពះ�តីេកណ AOM េយងីបន

AM ≤ OM+OA = Rcos∠MOC+R

⇒ ma ≤ R+RcosA

ដូចគន ែដរ mb = R+RcosB និង mc = R+RcosC
េយងីបន ma +mb +mc ≤ 3R+R(cosA+ cosB+ cosC)

េ�យ cosA+ cosB+ cosC = 1+
r
R

េគបន ma +mb +mc ≤ 3R+R(1+
r
R
)

ដូចេនះ ma +mb +mc ≤ r+4R

24. ma +mb +mc ≤
9R
2
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�មវសិមភព Cauchy-Schwarz េយងីបន
(ma +mb +mc)

2 ≤ (12 +12 +12)(m2
a +m2

b +m2
c)

= 3(m2
a +m2

b +m2
c)

េ�យ  

m2
a +m2

b +m2
c =

3
4
(a2 +b2 + c2)

=
3
4
[
(2RsinA)2 +(2RsinB)2 +(2RsinC)2]

=
3
4
(4R2 sin2 A+4R2 sin2 B+4R2 sin2 C)

= 3R2(sin2 A+ sin2 B+ sin2 C)

េយងីបន (ma +mb +mc)
2 ≤ 9R2(sin2 A+ sin2 B+ sin2 C)

មយង៉េទȢត sin2 A+ sin2 B+ sin2 C ≤ 9
4

េគបន (ma +mb +mc)
2 ≤ 9R2

(
9
4

)
=

(
9R
2

)2

ដូចេនះ ma +mb +mc ≤
9R
2

25. m2
a +m2

b +m2
c ≥ 3

√
3S

េយងីមន a2 +b2 + c2 = 4S(cotA+ cotB+ cotC)

េ�យ cotA+ cotB+ cotC ≥
√

3
េគបន a2 +b2 + c2 ≥ 4

√
3S

េហតុេនះ

m2
a +m2

b +m2
c =

3
4
(a2 +b2 + c2)

≥ 3
4
(4
√

3S) = 3
√

3S

ដូចេនះ m2
a +m2

b +m2
c ≥ 3

√
3S

26. 1
(ma +mb −mc)2 +

1
(mb +mc −ma)2 +

1
(mc +ma −mb)2 ≥ 4

3R2

េ�យេមដយនទងំបីៃន�តីេកណមួយផគុ ំបន�តីេកណមួយ 
េយងីបន (ma +mb −mc)(mb +mc −ma)(mc +ma −mb)≤ mambmc

មយង៉េទȢត �មវសិមភព Cauchy េយងីបន
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1
(ma +mb −mc)2 +

1
(mb +mc −ma)2 +

1
(mc +ma −mb)2

≥ 3 3

√
1

[(ma +mb −mc)(mb +mc −ma)(mc +ma −mb)]
2

≥ 3
3
√
(mambmc)2

=
3

3
√

m2
am2

bm2
c

≥ 3
m2

a+m2
b+m2

c
3

=
9

m2
a +m2

b +m2
c

េ�យ

m2
a +m2

b +m2
c =

3
4
(a2 +b2 + c2)

= 3R(sin2 A+ sin2 B+ sin2 C)

≤ 3R2
(

9
4

)
=

27R2

4

េ�ពះ sin2 A+ sin2 B+ sin2 C ≤ 9
4

េយងីបន  1
(ma +mb −mc)2 +

1
(mb +mc −ma)2 +

1
(mc +ma −mb)2 ≥ 9

27R2

4

=
4

3R2

ដូចេនះ 1
(ma +mb −mc)2 +

1
(mb +mc −ma)2 +

1
(mc +ma −mb)2 ≥ 4

3R2

27.

4
5
(mamb +mbmc +mcma)< ab+bc+ ca

<
20
9
(mamb +mbmc +mcma)

Lemma:

កនុង�តីេកណ ABC មួយ េគបន ma <
b+ c

2
។

ស�មយ 
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A

B
M

C

D

បន� យ [AM) ឲយបន AM = MD ដូចរូប
េ�យ BM = MC (M ជចំនុចក�� លៃន [BC])
និង ∠BMA = ∠DMC (មុំទល់កំពូល)
េគបន △AMD ប៉ុន △DMC

វបិក CD = AB = c
�មវសិមភព�តីេកណ AD < AC+CD ⇒ 2ma < b+ c

េហតុេនះ ma <
b+ c

2
េយងីមន ma <

b+ c
2

, mb <
c+a

2
និង mc <

a+b
2េនះ

ma +mb +mc < a+b+ c

⇒ m2
a +m2

b +m2
c +2mamb +2mbmc +2mcma < a2 +b2 + c2 +2ab+2bc+2ca

េ�យ m2
a +m2

b +m2
c =

3
4
(a2 +b2 + c2)

េនះ
3
4
(a2 +b2 + c2)+2mamb +2mbmc +2mcma < a2 +b2 + c2 +2ab+2bc+2ca

⇒ 2mamb +2mbmc +2mcma <
1
4
(a2 +b2 + c2)+2ab+2bc+2ca

មយង៉េទȢត a > |b− c|, b > |c−a|  និង  c > |a−b|
េនះ a2 +b2 + c2 < 2(ab+bc+ ca)
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េយងីបន

2mamb +2mbmc +2mcma <
2(ab+bc+ ca)

4
+2ab+2bc+2ca

mamb +mbmc +mcma <
(ab+bc+ ca)

4
+ab+bc+ ca

=
5
4
(ab+bc+ ca)

េយងីបន 4
5
(mamb +mbmc +mcma)< ab+bc+ ca (i)

A

B CA′

B′C′

G
A′′

C′′

យក C′′ ជចំនុចក�� លៃន [GC]

េយងីមន A′G =
1
3

ma, A′C′′ =
BG
2

=
2
3 mb

2
=

1
3

mb

និង  GC′′ =
GC
2

=
2
3 mc

2
=

1
3

mc

យក [A′A′′]ជេមដយនៃន�តីេកណ GA′C′′

េនះ A′′ ជចំនុចក�� លៃន [GC′′]⇒ A′′ ជចំនុចក�� លៃន [CC′]

េយងីបន [A′A′′] ជបតមធយមៃន�តីេកណ CC′B

េនះ m′
a = A′A′′ =

1
2

BC′ =
1
2

( c
2

)
=

1
4

c

ដូចគន ែដរ mg =
1
4

b និង m′′
c =

1
4

a

�ម (i) េយងីបន(
1
3

ma

)(
1
3

mb

)
+

(
1
3

mb

)(
1
3

mc

)
+

(
1
3

mc

)(
1
3

ma

)
>

4
5

[(
1
4

a
)(

1
4

b
)
+

(
1
4

b
)(

1
4

c
)
+

(
1
4

c
)(

1
4

a
)]
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េនះ 1
9
(mamb +mbmc +mcma)>

1
20

(ab+bc+ ca)

⇒ mamb +mbmc +mcma >
9
20

(ab+bc+ ca) (ii)
�ម (i) និង (ii) សំេណី�តȪវបន��យបȦជ ក់។
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28. ma

ha
+

mb

hb
+

mc

hc
≤ 1+

R
r

A

B

O

M C

េយងីមន S =
1
2

aha =
1
2

bhb =
1
2

chc

⇒ 1
ha

=
a

2S
,

1
hb

=
b

2S
និង  1

hc
=

c
2S

េនះ 1
ha

+
1
hb

+
1
hc

=
a

2S
+

b
2S

+
c

2S
=

a+b+ c
2S

=
2p
2pr

=
1
r

⇒ R
ha

+
R
hb

+
R
hc

=
R
r

(1)
មយង៉េទȢត

[BOC]

S
+

[COA]
S

+
[AOB]

S
=

da

ha
+

db

hb
+

dc

hc

⇒ S
S
=

da

ha
+

db

hb
+

dc

hc

⇒ da

ha
+

db

hb
+

dc

hc
= 1 (2)

បូក (1) និង (2) េយងីបន R+da

ha
+

R+db

hb
+

R+dc

hc
= 1+

R
r

�មវសិមភព�តីេកណ OA+OM ≥ AM ⇒ R+da ≥ ma

ដូចគន ែដរ R+db ≥ mb និង R+dc ≥ mc

េនះ R+da

ha
+

R+db

hb
+

R+dc

hc
≥ ma

ha
+

mb

hb
+

mc

hc
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ដូចេនះ ma

ha
+

mb

hb
+

mc

hc
≤ 1+

R
r

សមគ ល ់
�មវសិមភព Cauchy េយងីបន (ha +hb +hc)

(
1
ha

+
1
hb

+
1
hc

)
≥ 9

េ�យ 1
ha

+
1
hb

+
1
hc

=
1
r
⇒ ha +hb +hc

r
≥ 9

េនះ ha +hb +hc ≥ 9r

29. ha

hb
+

hb

hc
+

hc

ha
≥ hb

ha
+

hc

hb
+

ha

hc

េយងីមន  S =
1
2

aha =
1
2

bhb =
1
2

chc

⇒ ha =
2S
a
,hb =

2S
b

និង hc =
2S
c

េយងីបន
ha

hb
+

hb

hc
+

hc

ha
≥ hb

ha
+

hc

hb
+

ha

hc

⇔ b
a
+

c
b
+

a
c
≥ a

b
+

b
c
+

c
a

⇔ b2c+ac2 +a2b ≥ a2c+ab2 +bc2

⇔ b2c−bc2 +ac2 −a2c+a2b−ab2 ≥ 0

⇔ bc(b− c)−a(b2 − c2)+a2(b− c)≥ 0

⇔ (b− c)(bc−ab−ac+a2)≥ 0
⇔ (b− c)[b(c−a)−a(c−a)]≥ 0
⇔ (b− c)(b−a)(c−a)≥ 0

ពិត េ�ពះ  A ≥ B ≥C ⇒ a ≥ b ≥ c

30. h2
a

bc
+

h2
b

ca
+

h2
c

ab
≥ 9r2

R2

េយងីមន 

S =
1
2

bcsinA =
1
2

aha

⇒ha

bc
=

sinA
a

=
1

2R

េនះ h2
a

bc
=

ha

2R

116



ដូចគន ែដរ h2
b

ca
=

hb

2R
និង h2

c

ab
=

hc

2R

េយងីបន h2
a

bc
+

h2
b

ca
+

h2
c

ab
=

1
2R

(ha +hb +hc)

េ�យ ha +hb +hc ≥ 9r

េគបន  h2
a

bc
+

h2
b

ca
+

h2
c

ab
≥ 9r

2R
= 9

( r
2R

)
មយង៉េទȢត R ≥ 2r ⇒ 1 ≥ 2r

R
⇒ r

2R
≥ r2

R2

ដូចេនះ h2
a

bc
+

h2
b

ca
+

h2
c

ab
≥ 9r2

R2

ល�ំត់ ៤
េគេ�យ�តីេកណ  ABC មួយ ។ បង� ញថ

1.
(

1
a
+

1
b

)
lc +

(
1
b
+

1
c

)
la +

(
1
c
+

1
a

)
lb = 2

(
cos

A
2
+ cos

B
2
+ cos

C
2

)

2. r = p tan
A
2

tan
B
2

tan
C
2

3. r =
asin B

2 sin C
2

cos A
2

4. r
4R

= sin
A
2

sin
B
2

sin
C
2

5. R =
p

4cos A
2 cos B

2 cos C
2

6. acosA+bcosB+ ccosC =
2pr
R

7. r+4R
p

= tan
A
2
+ tan

B
2
+ tan

C
2

8. acotA+bcotB+ ccotC = 2(r+R)

ស�មយ
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1. �ម�ទឹស�ីបទកន�ះបនទ ត់ពុះមុំេយងីបន

la =
2bc

b+ c
cos

A
2
⇒
(

1
b
+

1
c

)
la =

(
1
b
+

1
c

)(
2bc

b+ c

)
cos

A
2

=

(
b+ c

bc

)(
2bc

b+ c
cos

A
2

)
= 2cos

A
2

��យដូចគន  េយងីបន
(

1
c
+

1
a

)
lb = 2cos

B
2

និង 
(

1
a
+

1
b

)
lb = 2cos

C
2

េហតុេនះ
(

1
a
+

1
b

)
lc +

(
1
b
+

1
c

)
la +

(
1
c
+

1
a

)
lb = 2cos

A
2
+2cos

B
2
+2cos

C
2

= 2
(

cos
A
2
+ cos

B
2
+ cos

C
2

)

2. េយងីមន

r = (p−a) tan
A
2

r = (p−b) tan
B
2

r = (p− c) tan
C
2

េនះ  r3 = (p−a)(p−b)(p− c) tan
A
2

tan
B

tan
C
2

េ�យ r =
√

(p−a)(p−b)(p− c)
p

⇒ (p−a)(p−b)(p− c) = pr2

េយងីបន  r3 = pr2 tan
A
2

tan
B
2

tan
C
2

ដូចេនះ  r = p tan
A
2

tan
B
2

tan
C
2

3. .
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A

B
CD

I

េយងីមន BC = BD+DC = r cot
B
2
+ r cot

C
2

⇒ a = r
(

cot
B
2
+ cot

C
2

)
=

r sin
(B+C

2

)
sin B

2 sin C
2

=
r cos A

2

sin B
2 sin C

2

ដូចេនះ   r = asin B
2 sin C

2

cos A
2

4. �ម 3) េយងីមន r = asin B
2 cos C

2

cos A
2

េនះ a =
r cos A

2

sin B
2 sin C

2

េ�យ  a = 2RsinA = 4Rsin
A
2

cos
A
2

េនះ 4Rsin
A
2

cos
A
2
=

r cos A
2

sin B
2 sin C

2

ដូចេនះ r
4R

= sin
A
2

sin
B
2

sin
C
2

សមគ ល ់
រេបȢបទី ២ សូមមិត�អនក�នេមីលលំ�ត់ ៧ (ក)

5. �ម�ទឹស�ីបទសីុនុស

2R =
a

sinA
=

b
sinB

=
c

sinC

=
a+b+ c

sinA+ sinB+ sinC
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េ�យ sinA+ sinB+ sinC = 4cos
A
2

cos
B
2

cos
C
2

េនះ  2R =
2p

4cos A
2 cos B

2 cos C
2

ដូចេនះ  R =
p

4cos A
2 cos B

2 cos C
2

6. �ម�ទឹស�ីបទសីុនុស a = 2RsinA,b = 2RsinB និង c = 2RsinC
េនះ  

acosA+bcosB+ ccosC = 2RsinAcosA+2RsinBcosB+2sinC cosC

= Rsin2A+Rsin2B+Rsin2C

= R(sin2A+ sin2B+ sin2C)

េ�យ  sin2A+ sin2B+ sin2C = 4sinAsinBsinC
េយងីបន

acosA+bcosB+ ccosC = 4RsinAsinBsinC

= 4R
( a

2R

)( b
2R

)( c
2R

)
=

2
R

(
abc
4R

)
=

2S
R

=
2pr
R

ដូចេនះ  acosA+bcosB+ ccosC =
2pr
R

7. �មលំ�ត់ ៤-4 េយងីមន
r

4R
= sin

A
2

sin
B
2

sin
C
2

⇒ r = 4Rsin
A
2

sin
B
2

sin
C
2

និង  

2p = a+b+ c = 2RsinA+2RsinB+2RsinC

= 2R(sinA+ sinB+ sinC)
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េយងីបន p = R(sinA+ sinB+ sinC)
េនះ

r+4R
p

=
4Rsin A

2 sin B
2 sin C

2 +4R
R(sinA+ sinB+ sinC)

=
1+4sin A

2 sin B
2 sin C

2 +3

4cos A
2 cos B

2 cos C
2

=
cosA+ cosB+ cosC+3

4cos A
2 cos B

2 cos C
2

=
1+ cosA+1+ cosB+1+ cosC

4cos A
2 cos B

2 cos C
2

=
2cos2 A

2 +2cos2 B
2 +2cos2 C

2

4cos A
2 cos B

2 cos C
2

=
1
2

(
cos A

2

cos B
2 cos C

2

+
cos B

2

cos C
2 cos A

2

+
cos C

2

cos A
2 cos B

2

)

=
1
2

[
cos
(B

2 +
C
2

)
cos B

2 cos C
2

+
cos
(C

2 + A
2

)
cos C

2 cos A
2

+
cos
(A

2 +
B
2

)
cos A

2 cos B
2

]

=
1
2

(
tan

B
2
+ tan

C
2
+ tan

C
2
+ tan

A
2
+ tan

A
2
+ tan

B
2

)
=

1
2

(
2tan

A
2
+2tan

B
2
+2tan

C
2

)
= tan

A
2
+ tan

B
2
+ tan

C
2

ដូចេនះ r+4R
p

= tan
A
2
+ tan

B
2
+ tan

C
2

8. �ម�ទឹស�ីបទសីុនុស
េយងីបន a = 2RsinA, b = 2RsinB និង c = 2RsinC
េនះ 

acotA+bcotB+ ccotC = 2RsinAcotA+2RsinBcotB+2RsinC cotC
= 2R(cosA+ cosB+ cosC)

េ�យ cosA+ cosB+ cosC = 1+
r
R

េយងីបន acotA+bcotB+ ccotC = 2R
(

1+
r
R

)
= 2(R+ r)
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ដូចេនះ  acotA+bcotB+ ccotC = 2(R+ r) ។

ល�ំត់ ៥
េគឲយ�តីេកណ  ABC មនរង� ស់�ជȩង  BC = a,CA = b និង  AB = c។
បង� ញថ cotA+ cotB+ cotC =

a2 +b2 + c2

4S
។

ស�មយ
បង� ញថ cotA+ cotB+ cotC =

a2 +b2 + c2

4S
�ម�ទឹស�ីបទកូសីុនុស

a2 = b2 + c2 −2bccosA

= b2 + c2 −2bcsinA× cosA
sinA

េ�យ  S =
1
2

bcsinA ⇒ bcsinA = 2S

េនះ

a2 = b2 + c2 −2×2ScotA

⇒ a2 = b2 + c2 −4ScotA (1)

��យដូចគន េយងីបន
b2 = c2 +a2 −4ScotB (2)
និង c2 = a2 +b2 −4ScotC (3)
បូក (1),(2) និង (3) េយងីបន

a2 +b2 + c2 = 2(a2 +b2 + c2)−4S(cotA+ cotB+ cotC)

⇒ 4S(cotA+ cotB+ cotC) = a2 +b2 + c2

ដូចេនះ cotA+ cotB+ cotC =
a2 +b2 + c2

4S
ល�ំត់ ៦
េគឲយចតុេកណេប៉ង ABCD មន�ក�ៃផទ S និង កន�ះបរមិ�តេសមីនឹង 2។
បង� ញថ  S ≤ 1 ។

ស�មយ
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A B

C
D

បង� ញថ S ≤ 1
យក AB = a,BC = b,CD = c  និង  DA = d

េយងីមន S = [ABD]+ [BCD] =
1
2

ad sinA+
1
2

bcsinC

េ�យ  sinA, sinC ≤ 1

េនះ  S ≤ 1
2

ad +
1
2

bc (1)
មយង៉េទȢត S = [ABC]+ [ADC] =

1
2

absinB+
1
2

cd sinD

េនះ   S ≤ 1
2

ab+
1
2

cd (2)
បូក (1) និង  (2) េយងីបន 

2S ≤ 1
2

a(b+d)+
1
2

c(b+d)

=
1
2
(a+ c)(b+d)

⇒ S ≤ 1
4
(a+ c)(b+d)

�មវសិមភព Cauchy (a+ c)(b+d)≤
(

a+b+ c+d
2

)2

= 22 = 4

េនះ  S ≤ 1
4
×4 = 1

ដូចេនះ  S ≤ 1

ល�ំត់ ៧
យក I ជផចិតរង�ង់ចរកឹកនុង�តីេកណ ABC ។ R និង r ជករំង�ង់ចរកឹេ�ក និង ចរកឹកនុងៃន
�តីេកណ ABC ។ បង� ញថ 

123



ក) r = 4Rsin
A
2

sin
B
2

sin
C
2

ខ) IA× IB× IC = 4Rr2 ។

ស�មយ 
A

B

I

C

បង� ញថ
ក) r = 4Rsin

A
2

sin
B
2

sin
C
2

េយងីមន  S = pr =
abc
4R

⇒ r =
abc
4Rp

=
abc

2R(a+b+ c)
�ម�ទឹស�ីបទសីុនុស a = 2RsinA, b = 2RsinB និង  c = 2RsinC

េយងីបន   r = 8R3 sinAsinBsinC
4R2(sinA+ sinB+ sinC)

= 2R
(

sinAsinBsinC
sinA+ sinB+ sinC

)
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មយង៉េទȢត

sinA+ sinB+ sinC = 2sin
(

A+B
2

)
cos
(

A−B
2

)
+2sin

C
2

cos
C
2

= 2sin
(

π
2
− C

2

)
cos
(

A−B
2

)
+2sin

C
2

cos
C
2

= 2cos
C
2

cos
(

A−B
2

)
+2sin

C
2

cos
C
2

= 2cos
C
2

[
cos
(

A−B
2

)
+ cos

(
π
2
− C

2

)]
= 4cos

C
2

cos
(

A−B+π −C
4

)
cos
(

A−B−π +C
4

)
= 4cos

C
2

cos
A
2

cos
B
2

និង

sinAsinBsinC =

(
2sin

A
2

cos
A
2

)(
2sin

B
2

cos
B
2

)(
2sin

C
2

cos
C
2

)
= 8sin

A
2

sin
B
2

sin
C
2

cos
A
2

cos
B
2

cos
C
2

េយងីបន r = 2R

(
sin A

2 cos A
2 sin B

2 cos B
2 sin C

2 cos C
2

4cos A
2 cos B

2 cos C
2

)
= 4Rsin

A
2

sin
B
2

sin
C
2

ដូចេនះ  r = 4Rsin
A
2

sin
B
2

sin
C
2

ខ) IA× IB× IC = 4Rr2

េយងីបន sin
A
2
=

r
IA

េនះ r = IAsin
A
2

ដូចគន ែដរ  r = IBsin
B
2

និង r = IC sin
C
2

េនះ r3 = IA× IB× IC sin
A
2

sin
B
2

sin
C
2

េ�យ r = 4Rsin
A
2

sin
B
2

sin
C
2

េនះ  sin
A
2

sin
B
2

sin
C
2
=

r
4R

េយងីបន r
4R

× IA× IB× IC = r3

ដូចេនះ IA× IB× IC = 4Rr2

ល�ំត់ ៨ 
�មចំណុចមួយេǷកនុង�តីេកណមួយ  េគគូសបនទ ត់�សបេǵនឹង�ជȩងទងំបីៃន�តីេកណេនះ។
បនទ ត់ ទងំេនះែចក�តីេកណជ ៦ ចំែណក កនុងេនះមនបីចំែណកជ�តីេកណមន�ក�ៃផទ
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�ង េ�យ S1,S2 និង S3។ គណន�ក�ៃផទៃន�តីេកណជអនុគមន៍ៃន  S1,S2 និង S3។
ស�មយ 

A

B C

F
I

D E
J

H G

គូស [DE], [GF ] និង [IH] �សបេǵនឹង�ជȩង  [BC], [CA] និង [AB] េរȢងគន
េយងីបន AFJI,DBHJ និង JGCE ជ�បេលឡូ�កម
េហយី�តីេកណ FDJ, IJE,JHG និង  ABC សុទធែតជ�តីេកណដូចគន
ចំេពះ�តីេកណ FDJ និង�តីេកណ ABC
S3

S
=

(
DJ
BC

)2

⇒
√

S3

S
=

DJ
BC

ដូចគន ែដរ  
√

S2

S
=

EJ
BC

និង
√

S1

S
=

HG
BC

េយងីបន √
S1

S
+

√
S2

S
+

√
S3

S
=

HG+EJ+DJ
BC

⇒
√

S1 +
√

S2 +
√

S3√
S

=
HG+GC+BH

BC

=
BC
BC

= 1

⇒
√

S =
√

S1 +
√

S2 +
√

S3

ដូចេនះ  S = (
√

S1 +
√

S2 +
√

S3)
2

ល�ំត់ ៩ 
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េគឲយ ABCD ជកេរមួយេហយី P ជចំណុចមួយេǷកនុងកេរេនះែដល ∠PAB = ∠PBA =

15◦។
បង� ញថ PCD ជ�តីេកណសម័ង�។
ស�មយ 

A B

CD

G

F
P

យក F ជចំេ�លែកងៃន  D េលី [AP]
និង G ជចំណុចមួយេǷេលី [FD] ែដល ∠FAG = 60◦

េយងីបន  ∠AGD = 150◦

កនុង�តីេកណ  AGD និង  APB មន
∠AGD = ∠APB = 150◦

∠ADG = ∠PAB = 15◦ (មុំមន�ជȩង�តȪវគន ែកងេរȢងគន )
និង AD = AB (�ជȩងកេរ ABCD)
េនះ�តីេកណ AGD ប៉ុន�តីេកណ APB

វបិក AP = AG

ែត  AF =
AG
2

⇒ AF =
AP
2

⇒ F ជចំណុចក�� លៃន  [AP]

េគបនកមពស់ [DF ] ក� យជេមដយនៃន�តីេកណ  ADP
េនះ ADP ជ�តីេកណសមបតកំពូល D
េយងីបន  PD = AD = DC
ដូចគន ែដរ PC = BC = DC េហតុេនះ  PD = PC =CD

ដូចេនះ  PCD ជ�តីេកណសម័ង�
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ល�ំត់  ១០ 
�តីេកណ ABC មនមំុទងំបីជមំុ�សȫច។ យក [AM], [BN] និង  [CL] ជកមពស់ េហយី H ជ
អរតូសង់ៃន�តីេកណេនះ។ បង� ញថ

ក) HM
AM

+
HN
BN

+
HL
CL

= 1

ខ) AM
HM

+
BN
HN

+
CL
HL

≥ 9

គ) AM×HM ≤ BC2

4
។

A

B
CM

N

H

L

ស�មយ 

បង� ញថ
ក) HM

AM
+

HN
BN

+
HL
CL

= 1

េយងីមន  [ABC] =
1
2

CL×AB និង [ABH] =
1
2

HL×AB

⇒ [ABH]

[ABC]
=

HL
CL

ដូចគន ែដរ  [BHC]

[ABC]
=

HM
AM

និង  [CHA]
[ABC]

=
HN
BN

េយងីបន HM
AM

+
HN
BN

+
HL
CL

=
[ABH]

[ABC]
+

[BHC]

[ABC]
+

[CHA]
[ABC]

=
[ABC]

[ABC]
= 1

ដូចេនះ  HM
AM

+
HN
BN

+
HL
CL

= 1
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ខ) AM
HM

+
BN
HN

+
CL
HL

≥ 9

�មវសិមភព AM−HM េយងីបន
AM
HM + BN

HN + CL
HL

3
≥ 3

HM
AM + HN

BN + HL
CL

= 3 េ�ពះ  HM
AM

+
HN
BN

+
HL
CL

= 1

ដូចេនះ AM
HM

+
BN
HN

+
CL
HL

≥ 9

គ) AM×HM ≤ BC2

4
�តីេកណែកង ABM និង HMC មន
∠BAM = ∠HCM (មំុមន�ជȩង�តȪវគន ែកងេរȢងគន )
េយងីបន △ABM ∼△CHM

វបិក AM
MC

=
BM
HM

⇒ AM×HM = BM×MC

េ�យ BM×MC ≤
(

BM+MC
2

)2

=
BC2

4

ដូចេនះ  AM×HM ≤ BC2

4
ល�ំត់ ១១ 
េគឲយ�តីេកណ ABC មួយ េហយី O ជចំណុចមួយេǷកនុង�តីេកណេនះ។ បនទ ត់ (OA),(OB)

និង (OC) កត់�ជȩង [BC], [CA] និង [AB] �តង់ P,Q និង R េរȢងគន ។ បង� ញថ 
ក) OP

AP
+

OQ
BQ

+
OR
CR

= 1

ខ) AP
OP

+
BQ
OQ

+
CR
OR

≥ 9 ។
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A

B
C

Q
R

O

H ′H P

ស�មយ 
បង� ញថ
ក) OP

AP
+

OQ
BQ

+
OR
CR

= 1

យក [AH] ជកមពស់ៃន�តីេកណ ABC
និង  [OH ′] ជកមពស់ៃន�តីេកណ BOC
េនះ [AH]//[OH ′]

�ម�ទឹស�ីបទ Thales េយងីបន  OH ′

AH
=

OP
AP

េ�យ [BOC]

[ABC]
=

OH ′

AH
⇒ [BOC]

[ABC]
=

OP
AP

ដូចគន ែដរេយងីបន [AOC]

[ABC]
=

OQ
BQ

និង [AOB]
[ABC]

=
OR
CR

េនះ OP
AP

+
OQ
BQ

+
OR
CR

=
[BOC]+ [AOC]+ [AOB]

[ABC]
=

[ABC]

[ABC]
= 1

ដូចេនះ OP
AP

+
OQ
BQ

+
OR
CR

= 1

ខ) AP
OP

+
BQ
OQ

+
CR
OR

≥ 9

�មវសិមភព AM−HM េយងីបន  
AP
OP + BQ

OQ + CR
OR

3
≥ 3

OP
AP + OQ

BQ + OR
CR

= 3
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ដូចេនះ AP
OP

+
BQ
OQ

+
CR
OR

≥ 9

ល�ំត់ ១២ 
េគឲយ�តីេកណ ABC មួយមនេមដយន ma,mb និង mc គូសេចេញពីកំពូល A,B និង C េរȢងគន ។
បង� ញថ mambmc ≤

27R3

8
។

ស�មយ 
បង� ញថ mambmc ≤

27R3

8

�មរូបមន�េមដយន m2
a =

b2 + c2

2
− a2

4

m2
b =

c2 +a2

2
− b2

4

និង m2
c =

a2 +b2

2
− c2

4
េយងីបន m2

a +m2
b +m2

c =
3
4
(a2 +b2 + c2)

�ម�ទឹស�ីបទសីុនុស a = 2RsinA,b = 2RsinB និង c = 2RsinC
េគបន

m2
a +m2

b +m2
c =

3
4
(4R2 sin2 A+4R2 sin2 B+4R2 sinC)

= 3R2(sin2 A+ sin2 B+ sin2 C)

េ�យ sin2 A+ sin2 B+ sin2 C ≤ 9
2

េយងីបន m2
a +m2

b +m2
c ≤ 3R2

(
9
4

)
េនះ m2

a +m2
b +m2

c ≤
27R2

4
(1)

មយង៉េទȢត �មវសិមភព Cauchy េយងីបន
m2

a +m2
b +m2

c ≥ 3 3
√
(mambmc)2

⇒ mambmc ≤

√(
m2

a +m2
b +m2

c

3

)3

�ម (1) េយងីបន mambmc ≤

√√√√( 27R2

4
3

)3

=

√(
9R2

4

)3

=
27R3

8

ដូចេនះ  mambmc ≤
27R3

8
ល�ំត់ ១៣ 
េគឲយ�តីេកណ ABC មនមំុទងំបីជមុំ�សȫច ។ បង� ញថ
ក) ha +hb +hc ≥ 9r
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ខ) 1
ma

+
1

mb
+

1
mc

≥ 2
R

។
ស�មយ 
បង� ញថ
ក) ha +hb +hc ≥ 9r

េយងីមន S =
1
2

aha ⇒ ha =
2S
a

ដូចគន ែដរ hb =
2S
b

និង  hc =
2S
c

េនះ ha +hb +hc =
2S
a

+
2S
b

+
2S
c

= 2S
(

1
a
+

1
b
+

1
c

)
េ�យ S = pr ⇒ ha +hb +hc = 2pr

(
1
a
+

1
b
+

1
c

)
= r(a+b+ c)

(
1
a
+

1
b
+

1
c

)
�មវសិមភព  AM−HM េយងីបន 1+b+ c

3
≥ 3

1
a +

1
b +

1
c

⇒ (a+b+ c)
(

1
a
+

1
b
+

1
c

)
≥ 9

ដូចេនះ ha +hb +hc ≥ 9r

ខ) 1
ma

+
1

mb
+

1
mc

≥ 2
R

A

B
CHM

O

�តីេកណ AOM មន AM ≤ OA+OM
េនះ OA ≥ AM−OM

⇒ OA
AM

≤ 1− OM
AM

េ�យ AH ≥ AM ⇒ 1
AM

≤ 1
AH

132



េនះ OA
AM

≥ 1− OM
AH

= 1− [BOC]

[ABC]

រ ឺ R
ma

≥ 1− [BOC]

[ABC]

��យដូចគន េយងីបន  R
mb

= 1− [AOC]

[ABC]
និង R

mc
= 1− [AOB]

[ABC]

េនះ R
ma

+
R

mb
+

R
mc

≥ 3− [BOC]

[ABC]
− [AOC]

[ABC]
− [AOB]

[ABC]

= 3− [ABC]

[ABC]
= 3−1 = 2

ដូចេនះ  1
ma

+
1

mb
+

1
mc

≥ 2
R

ល�ំត់ ១៤ 
េគឲយ�តីេកណមួយមនរង� ស់�ជȩង a,b,c េហយី la, lb, lc ជ�បែវងកន�ះបនទ ត់ពុះមុំកនុងទងំបី
ៃន�តីេកណេនះ។ បង� ញថ 1

a
+

1
b
+

1
c
<

1
la
+

1
lb
+

1
lc

។
ស�មយ 
បង� ញថ1

a
+

1
b
+

1
c
<

1
la
+

1
lb
+

1
lc

រេបȢបទី ១
�ម�ទឹស�ីបទកន�ះបនទ ត់ពុះមុំ

la =
2bc

b+ c
cos

A
2

⇒ 1
la

=
1
2

(
b+ c

bc

)
1

cos A
2

=
1
2

(
1
b
+

1
c

)
1

cos A
2

េ�យ 0 < cos
A
2
< 1 ⇒ 1

cos A
2

> 1

េនះ 1
la

>
1
2

(
1
b
+

1
c

)
��យដូចគន េយងីបន  1

lb
>

1
2

(
1
c
+

1
a

)
និង  1

lc
>

1
2

(
1
a
+

1
b

)
េហតុេនះ  1

la
+

1
lb
+

1
lc
>

1
2

(
1
b
+

1
c
+

1
c
+

1
a
+

1
a
+

1
b

)
=

1
a
+

1
b
+

1
c

ដូចេនះ  1
a
+

1
b
+

1
c
<

1
la
+

1
lb
+

1
lc

រេបȢបទី ២
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E

B

A

D C

យក [AD) ជកន�ះបនទ ត់ពុះមុំៃន∠A
និង E ជចំណុចមួយេǷេលី (AC] ែដល [BE]//[AD]

េយងីបន ∠AEB = ∠DAC (មុំ�តȪវគន )
∠EBA = ∠BAD = ∠DAC (មុំឆ� ស់កនុង)
េនះ  ∠AEB = ∠EBA
េនះ ABE ជ�តីេកណសមបត
េគបន EA = AB

មយង៉េទȢត �ម�ទឹស�ីបទ Thales េយងីបន AC
CE

=
AD
BE

េនះ 1
AD

=
CE

AC×BE
=

AE +AC
AC×BE

=
AB+AC
AC×BE

ែត  BE < AE +AB = 2AB

េយងីបន 1
AD

>
AB+AC
2AB×AC

=
1
2

(
1

AB
+

1
AC

)
េនះ 1

la
>

1
2

(
1
b
+

1
c

)
��យដូចគន េយងីបន 1

lb
>

1
2

(
1
c
+

1
a

)
និង 1

lc
>

1
2

(
1
a
+

1
b

)
េហតុេនះ 1

la
+

1
lb
+

1
lc
>

1
2

(
1
b
+

1
c
+

1
c
+

1
a
+

1
a
+

1
b

)
=

1
a
+

1
b
+

1
c

ដូចេនះ 1
a
+

1
b
+

1
c
<

1
la
+

1
lb
+

1
lc

ល�ំត់ ១៥
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(វសិមភព Ptolemy)
េគឲយ ABCD ជចតុេកណេប៉ង។ បង� ញថ AB×CD+AD×BC ≥ AC×BD។

A

D

C
B

E
X

Y

ស�មយ 
យក X ជចំណុចមួយេǷេលី [BD] ែដល ∠BAX = ∠CAD
Y ជចំណុចមួយេǷេលី [AC] ែដល ∠ACD = ∠ABY
និង E ជចំណុច�បសព�ៃន (AX)និង (BY )
េយងីបន�តីេកណ ABE ដូច�តីេកណ ACD

េនះ AB
AC

=
AE
AD

=
BE
CD

�ម AB
AC

=
BE
CD

⇒ AB×CD = AC×BE (1)
មយង៉េទȢត AB

AC
=

AE
AD

⇒ AB
AE

=
AC
AD

និង ∠EAD = ∠BAC

េនះ�តីេកណ AED ដូច�តីេកណ ABC

េនះ ED
BC

=
AD
AC

⇒ AD×BC = AC×ED (2)
បូក (1) និង (2) េយងីបន AB×CD+AD×BC = AC(BE +ED)

េ�យ BE +ED ≥ BD (វសិមភព�តីេកណ)
ដូចេនះ AB×CD+AD×BC ≥ AC×BD

ល�ំត់ ១៦ 
(IMO, 1991)
េគឲយ�តីេកណ ABC មួយ េហយី I ជផចិតរង�ង់ចរកឹកនុងៃន�តីេកណេនះ។
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កន�ះបនទ ត់ពុះមុំកនុងៃនមំុ A,B និង C កត់�ជȩង [BC], [CA], [AB] �តង់ A′,B′ និង C′េរȢងគន ។
បង� ញថ 1

4
<

AI ×BI ×CI
AA′×BB′×CC′ ≤

8
27

។

A

B C

B′

I

C′

A′

ស�មយ 
�ម�ទឹស�ីបទកន�ះបនទ ត់ពុះមុំ
ចំេពះ ∠A កនុង�តីេកណ ABC េយងីបន AB

BA′ =
AC
A′C

⇒ c
BA′ =

b
A′C

=
b+ c

BA′+A′C
=

b+ c
a

េនះ BA′ =
ac

b+ c
និង  A′C =

ab
b+ c

ចំេពះ ∠C កនុង�តីេកណ ACA′ េយងីបន A′C
IA′ =

AC
IA

⇒ A′I
IA

=
A′C
AC

=
ab

b+c

b
=

a
b+ c

⇒ IA
b+ c

=
A′I
a

=
IA+A′I
a+b+ c

=
AA′

a+b+ c

េនះ IA
AA′ =

b+ c
a+b+ c

��យដូចគន ែដរេយងីបន IB
BB′ =

c+a
a+b+ c

និង IC
CC′ =

a+b
a+b+ c

េនះ IA× IB× IC
AA′×BB′×CC′ =

(a+b)(b+ c)(c+a)
(a+b+ c)3
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បង� ញថ (a+b)(b+ c)(c+a)
(a+b+ c)3 ≤ 8

27
�មវសិមភព Cauchy េយងីបន
(a+b)(b+ c)(c+a)≤

(
a+b+b+ c+ c+a

3

)3

=
8

27
(a+b+ c)3

េនះ (a+b)(b+ c)(c+a)
(a+b+ c)3 ≤ 8

27

បង� ញថ (a+b)(b+ c)(c+a)
(a+b+ c)3 >

1
4

េយងីមន
(a+b)(b+ c)(c+a)

(a+b+ c)3 >
1
4

⇔ 4(a+b)(b+ c)(c+a)> (a+b+ c)3

⇔ 4(a+b)(b+ c)(c+a)> a3 +b3 + c3 +3(a+b)(b+ c)(c+a)

⇔ a3 +b3 + c3 − (a+b)(b+ c)(c+a)< 0
⇔ (a+b− c)(a+ c−b)(b+ c−a)+4abc > 0

ពិត�មវសិមភព�តីេកណ
ដូចេនះ 1

4
<

AI ×BI ×CI
AA′×BB′×CC′ ≤

8
27

ល�ំត់ ១៧ 
េគឲយ�តីេកណ ABC មួយមនមំុទងំបីជមំុ�សȫច និង  a,b,c ជរង� ស់�ជȩងៃន�តីេកណេនះ។
េបី K ជ�ក�ៃផទៃន�តីេកណេនះ ចូរបង� ញថ√

a2b2 −4K2 +
√

b2c2 −4K2 +
√

c2a2 −4K2 =
a2 +b2 + c2

2
។

ស�មយ 
េយងីមន K =

1
2

absinC ⇒ K2 =
a2b2 sin2 C

4
⇒ 4K2 = a2b2 sin2 C

េនះ √
a2b2 −4K2 =

√
a2b2 −a2b2 sin2 C

=

√
a2b2(1− sin2 C)

=
√

a2b2 cos2 C

= abcosC

េ�យ cosC =
a2 +b2 − c2

2ab

េនះ
√

a2b2 −4K2 = ab
(

a2 +b2 − c2

2ab

)
=

a2 +b2 − c2

2
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��យដូចគន េយងីបន
√

b2c2 −4K2 =
−a2 +b2 + c2

2
និង

√
c2a2 −4K2 =

c2 +a2 −b2

2

ដូចេនះ
√

a2b2 −4K2 +
√

b2c2 −4K2 +
√

c2a2 −4K2 =
a2 +b2 + c2

2
 

ល�ំត់ ១៨
េគឲយ P ជចំណុចមួយេǷកនុង�តីេកណ ABC។ យក D,E និង   F ជចំេ�លែកងៃន P េលី
�ជȩង [BC], [CA] និង [AB] េរȢងគន ។ កំណត់ទី�ងំៃន P េដីមបឲីយផលបូក BC

PD
+

CA
PE

+
AB
PF

មនតៃម�អបបបរម ។
ស�មយ 

A

B

F
E

D C

P

េយងីមន 

S = [PBC]+ [PCA]+ [PAB]

=
1
2

PD×BC+
1
2

PE ×CA+
1
2

PF ×AB

ឬ PD×BC+PE ×CA+PF ×AB = 2S

�មវសិមភព Cauchy-Schwarz េយងីបន(
BC
PD

+
CA
PE

+
AB
PF

)
(PD×BC+PE ×CA+PF ×AB)≥ (BC+CA+AB)2

េនះ

2S
(

BC
PD

+
CA
PE

+
AB
PF

)
≥ (AB+BC+CA)2

⇒ BC
PD

+
CA
PE

+
AB
PF

≥ (AB+BC+CA)2

2S
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សមភពេពល

BC
PD

PD×BC
=

CA
PE

PE ×CA
=

AB
PF

PF ×AB
⇒ PD = PE = PF

េនះ P ជផចិតរង�ង់ចរកឹកនុង�តីេកណ ABC ។
ល�ំត់ ១៩
េគឲយ p និង R ជកន�ះបរមិ�ត និង ករំង�ង់ចរកឹេ�កៃន�តីេកណ ABC េរȢងគន ។ កំណត់�បេភទ
�តីេកណ ABC េដីមបឲីយផលេធȢប p

R
មនតៃម�ធំបំផុត។

ស�មយ 
�មវសិមភព Cauchy-Schwarz េយងីបន
(2p)2 = (AB+BC+CA)2 ≤ 3(AB2 +BC2 +CA2)

មយង៉េទȢត

AB2 +BC2 +CA2 = (
−→
OB−−→

OA)2 +(
−→
OC−−→

OB)2 +(
−→
OA−−→

OC)2

= 2(
−→
OA2 +

−→
OB2 +

−→
OC2)−2(

−→
OB ·−→OA+

−→
OC · O⃗B+

−→
OA ·−→OC)

= 3(
−→
OA2 + O⃗B

2
+
−→
OC2)− (

−→
OA+

−→
OB+

−→
OC)2

= 3(3R2)− (
−→
OA+

−→
OB+

−→
OC)2

= 9R2 − (
−→
OA+

−→
OB+

−→
OC)2 ≤ 9R2

េនះ 4p2 ≤ 3(9R2)⇒ p2

R2 ≤ 3
(

3
2

)2

⇒ p
R
≤ 3

√
3

2
សមភពេពល  AB = BC =CA និង −→

OA+
−→
OB+

−→
OC =

−→
0

ដូចេនះ max
( p

R

)
=

3
√

3
2

េហយីតៃម� េនះេកីតេឡងីេǷេពល�តីេកណ ABC ជ�តីេកណសម័ង�។
ល�ំត់ ២០ 
េគឲយ�តីេកណែកង ABC មួយែកង�តង់ C មន AC = 1 និង ∠BAC = x◦ ។
យក D ជចំណុចមួយេǷេលីអីុប៉ូេតនុស [AB] ែដលAD= 1 និង E ជចំណុចមួយេǷេលី [BC]

ែដល ∠EDC = x◦ ។ បនទ ត់ (EF) ែកងនឹង [BC] �តង់ E េហយីជួប [AB] �តង់ F ។
គណន lim

x→0
EF ។

ស�មយ 
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A

C

D
F

E B

គណន lim
x→0

EF

រេបȢបទី ១
េ�យ [AC]⊥[BC] និង [EF ]⊥[BC]

េនះ [AC]//[EF ] េគបន EF
AC

=
BE
BC

⇒ EF =
BE
BC

=
1

1+ CE
BE

េយងីមន AC = AD = 1 េនះ ACD ជ�តីេកណសមបត
មន ∠ACD = ∠ADC =

1
2
(180◦− x) = 90◦− x

2
េនះ ∠DCE = 90◦−∠ACD = 90◦−

(
90◦− x

2

)
=

x
2

∠DBC = 90◦− x និង

∠EDB = 180◦−∠ADC−∠CDE

= 180◦− x−
(

90◦− x
2

)
អនុវត��ទឹស�ីបទសីុនុស
ចំេពះ�តីេកណ CDE េគបន CE

sinx
=

DE
sin x

2
⇒CE =

DE × sinx
sin x

2

ចំេពះ�តីេកណ BDE េគបន BE
sin
(
90◦− x

2

) = DE
sin(90◦− x)

⇒ BE =
DE × cos x

2
cosx
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េយងីបន EF =
1

1+ DE×sinx
sin x

2
× cosx

DE×cos x
2

=
1

1+2cosx

េ�ពះ sinx = 2sin
x
2

cos
x
2

ដូចេនះ lim
x→0

EF = lim
x→0

(
1

1+2cosx

)
=

1
3

រេបȢបទី ២
អនុវត��ទឹស�ីបទសីុនុសចំេពះ
+ �តីេកណ DEF

េយងីបន EF
sin∠EDF

=
DE

sin∠EFD
េនះ EF =

DE
sin∠EFD

× sin∠EDF

េ�យ ∠EFD = 180◦−∠EFB = 180◦−∠CAF = 180◦− x
េ�ពះ ∠EFB = ∠CAF (មុំឆ� ស់កនុង)

និង

∠EDF = 180◦−∠EDC−∠ADC

= 180◦− x− 1
2
(180◦− x)

=
1
2
(180◦− x)

= 90◦− x
2

េ�ពះ  AC = AD = 1 ⇒△ACD ជ�តីេកណសមបតកំពូល A

េនះ ∠ADC = ∠ACD =
1
2
(180◦− x)

េយងីបន EF =
DE

sin(180◦− x)
× sin

(
90◦− x

2

)
DE
sinx

× cos
x
2
=

DE
2sin x

2 cos x
2
=

DE
2sin x

2
(1)

+ �តីេកណ DCE

េគបន DE
sin x

2
=

CD
sin
(
180◦− 3x

2

)
⇒ DE =

CDsin x
2

sin 3x
2

ែត  CD =
sinx×AC

sin
(
90◦− x

2

) = 2sin x
2 cos x

2
cos x

2
= 2sin

x
2

⇒ DE =
2sin2 x

2

sin 3x
2
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�ម (1) េយងីបន EF =
2sin2 x

2

sin2 3x
2

× 1
2sin x

2
=

sin x
2

sin 3x
2

េនះ lim
x→0

EF = lim
x→0

sin x
2

sin 3x
2

= lim
x→0

sin x
2

x
2

×
3x
2

sin 3x
2

× 1
3
=

1
3

ដូចេនះ  lim
x→0

EF =
1
3

ល�ំត់ ២១
បង� ញថរង� ស់�ជȩង a,b និង c ៃន�តីេកណមួយជរសឹៃនសមីករដឺេ�កទី ៣ 
X3 −2pX2 +

(
r2 + p2 +4rR

)
X −4prR = 0 កនុងេនះ p, r និង R ជកន�ះបរមិ�ត ករំង�ង់

ចរកឹកនុង និង ករំង�ង់ចរកឹេ�កេរȢងគន ៃន�តីេកណ ABC។

ស�មយ 
យក f (X) = X3 −2pX2 +(r2 + p2 +4rR)X −4prR

េដីមបបីង� ញថ a,b និង c ជរសឹៃន f (X) = 0 េយងី�គន់ែតបង� ញថ f (a) = f (b) = f (c) =
0
េយងីមន

f (a) = a3 −2pa2 +(r2 + p2 +4rR)a−4prR

= a3 −2pa2 +ap2 +ar2 +4rRa−4prR

= a(a2 −2ap+ p2)+a
[
(p−a) tan

A
2

]2

−4rR(p−a)

= a(p−a)2 +a(p−a)2 tan2 A
2
−4R(p−a)2 tan

A
2

= a(p−a)2
(

1+ tan2 A
2
− 4R

a
tan

A
2

)

េ�យ a
sinA

= 2R ⇒ 2R
a

=
1

sinA
=

1
2sin A

2 cos A
2

េយងីបន 

f (a) = a(p−a)2

(
1+ tan2 A

2
−

2tan A
2

2sin A
2 cos A

2

)

= a(p−a)2

(
1

cos2 A
2

− 1
cos2 A

2

)
= 0

��យដូចគន ចំេពះ f (b) = f (c) = 0

ល�ំត់ ២២
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(IMO Shortlist, 1988)
េគឲយ r និង R ជករំង�ង់ចរកឹកនុង និង េ�កៃន�តីេកណ ABC េរȢងគន ។
បង� ញថ sin

A
2

sin
B
2
+ sin

B
2

sin
C
2
+ sin

C
2

sin
A
2
≤ 5

8
+

r
4R

។
ស�មយ 
េយងីមន cosA+ cosB+ cosC = 1+4sin

A
2

sin
B
2

sin
C
2

(1)

�មកេន�មកន�ះមំុ sin
A
2
=

√
(p−b)(p− c)

bc
, sin

B
2
=

√
(p− c)(p−a)

ca
និង

sin
C
2
=

√
(p−a)(p−b)

ab
េយងីបន 

sin
A
2

sin
B
2

sin
C
2
=

√
(p−b)(p− c)

bc
×
√

(p− c)(p−a)
ca

×
√

(p−a)(p−b)
ab

=
(p−a)(p−b)(p− c)

abc

េ�យ r =

√
(p−a)(p−b)(p− c)

p
⇒ (p−a)(p−b)(p− c) = pr2

និ ង abc
2pr

= 2R ⇒ abc = 4prR

េនះ sin
A
2

sin
B
2

sin
C
2
=

pr2

4prR
=

r
4R

�ម (1) េយងីបន

cosA+ cosB+ cosC = 1+
r
R

⇒ 1−2sin2 A
2
+1−2sin2 B

2
+1−2sin2 C

2
= 1+

r
R

⇒ sin2 A
2
+ sin2 B

2
+ sin2 C

2
= 1− r

2R

េយងីបន

⇒
(

sin
A
2
+ sin

B
2
+ sin

C
2

)2

= sin2 A
2
+ sin2 B

2
+ sin2 C

2

+2
(

sin
A
2

sin
A
2
+ sin

B
2

sin
B
2
+ sin

C
2

sin
C
2

)
= 1− r

2R
+2
(

sin
A
2

sin
B
2
+ sin

B
2

sin
C
2
+ sin

C
2

sin
A
2

)
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មយង៉េទȢត sin
A
2
+ sin

B
2
+ sin

C
2
≤ 3

2េនះ

1− r
2R

+2
(

sin
A
2

sin
B
2
+ sin

B
2

sin
C
2
+ sin

C
2

sin
A
2

)
≤ 9

4

⇒ 2
(

sin
A
2

sin
B
2
+ sin

B
2

sin
C
2
+ sin

C
2

sin
A
2

)
≤ 5

4
+

r
2R

ដូចេនះ sin
A
2

sin
B
2
+ sin

B
2

sin
C
2
+ sin

C
2

sin
A
2
≤ 5

8
+

r
4R

ល�ំត់ ២៣
(IMO Shortlist, 1997)
េគឲយឆេកណ  ABCDEF មួយកំណត់េ�យ AB = BC,CD = DE និង EF = FA។
បង� ញថ BC

BE
+

DE
DA

+
FA
FC

≥ 3
2

។
ស�មយ 

A

B

C

D

F

E

អនុវត�វសិមភព Ptolemy ចំេពះចតុេកណ ACEF េយងីបន 
FA×CE +AC×EF ≥ AE ×FC
េ�យ EF = FA
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េនះ

FA×CE +AC×FA ≥ AE ×FC

⇒ FA(CE +AC)≥ AE ×FC

⇒ FA
FC

≥ AE
CE +AC

��យដូចគន េយងីបន DE
DA

≥ EC
AC+AE

និង BC
BE

≥ AC
AE +EC

េនះ

BC
BE

+
DE
DA

+
FA
FC

≥ AC
AE +EC

+
AE

EC+AC
+

EC
AC+AE

≥ 3
2

ពិត�មវសិមភព Nesbitt

ដូចេនះ  BC
BE

+
DE
DA

+
FA
FC

≥ 3
2

សមគ ល ់
(វសិមភព Nesbitt)
ចំេពះ a,b និង c > 0 េគបន a

b+ c
+

b
c+a

+
c

a+b
≥ 3

2
ល�ំត់ ២៤ 
�តីេកណ ABC មួយមនរង� ស់�ជȩង a,b និង c។
បង� ញថ cosA

bcosC+ ccosB
+

cosB
acosC+ ccosA

+
cosC

bcosA+acosB
=

a2 +b2 + c2

2abc
។

ស�មយ 

�ម�ទឹស�ីបទចំេ�ល a = bcosC+ ccosB

េនះ cosA
bcosC+ ccosB

=
cosA

a

ដូចគន ែដរ cosB
acosC+ ccosA

=
cosB

b
និង cosC

bcosA+acosB
=

cosC
c
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េយងីបន

cosB
bcosC+ ccosA

+
cosB

acosC+ ccosA
+

cosC
bcosA+acosB

=
cosA

a
+

cosB
b

+
cosC

c

=
b2+c2−a2

2bc
a

+
c2+a2−b2

2ca
b

+
a2+b2−c2

2ab
c

=
b2 + c2 −a2

2abc
+

c2 +a2 −b2

2abc
+

a2 +b2 − c2

2ab

=
a2 +b2 + c2

2abc

ដូចេនះ cosA
bcosC+ ccosB

+
cosB

acosC+ ccosA
+

cosC
bcosA+acosB

=
a2 +b2 + c2

2abc
ល�ំត់ ២៥
យក M ជចំណុច�បសព�ៃនអងកត់�ទȪង [AC] និង [BD] ៃនចតុេកណេប៉ង ABCD ។កន�ះបនទ ត់
ពុះមុំ ∠ACD កត់ [BA] �តង់ K។
េបី MA×MC+MA×CD = MB×MD បង� ញថ ∠BKC = ∠CDB។
ស�មយ 

K

A

B

M

CD

N

យក N ជចំណុច�បសព�ៃន (CK) និង (BD)

�ម�ទឹស�ីបទកន�ះបនទ ត់ពុះមុំេយងីបន CD
DN

=
MC
MN

⇒CD =
MC×DN

MN
េ�យ MB×MD = MA×MC+MA×CD
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េនះ

MB×MD = MA×MC+MA× MC×DN
MN

= MA×MC×
(

1+
DN
MN

)
= MA×MC× MD

MN
⇒ MB×MN = MA×MC

មយង៉េទȢត M ជចំណុច�បសព�ៃន [AC] និង [BN]

�មស�័យគុណចំណុចេយងីបន A,B,C និង N សថិតេǷេលីរង�ង់ែតមួយ
េនះ ∠KBD = ∠ABN = ∠ACN = ∠NCD = ∠KCD
េយងីបន K,B,C និង D សថិតេǷេលីរង�ង់ែតមួយ
ដូចេនះ ∠BKC = ∠CDB

ល�ំត់ ២៦
�តីេកណ ABC មួយមនរង� ស់�ជȩង a,b និង  c េហយី ចរកឹេ�ករង�ង់ផចិត O មួយ។ េគសង់
បនទ ត់បី ប៉ះេǵនឹងរង�ង់ផចិត O េហយី�សបេរȢងគន នឹង�ជȩងទងំបីៃន�តីេកណ ABC ។ បនទ ត់ប៉ះ
នីមួយៗ និង �ជȩងពីរេផ�ងេទȢតៃន�តីេកណ ABC ែដលមិន�សបនឹង� ផគុ ំបន�តីេកណថមី។ �តីេកណ
ថមីទងំ បីេនះ ចរកឹេ�ករង�ង់ទងំបីេរȢងគន ។បង� ញថ រង�ង់ចរកឹកនុង�តីេកណទងំបួនេនះ
មនផលបូក �ក�ៃផទេសមី នឹង

(
πS2

p4

)[
p2 +(p−a)2 +(p−b)2 +(p− c)2] ែដល S ជ�ក�ៃផទ

និង p ជកន�ះ បរមិ�តៃន �តីេកណ ABC។
ស�មយ 
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O ha

C

B

A

O

A1

A2

O3

O2

O1

h1

យក r ជកៃំនរង�ង់ចរកឹកនុង�តីេកណ ABC

r1,r2,r3 ជកៃំនរង�ង់ថមីផចិត O1,O2 និង O3 េរȢងគន
h1,h2,h3 ជកមពស់ៃន�តីេកណថមីគូសេចញពីកំពូល A,B,C េរȢងគន
ផលបូក�ក�ៃផទៃនរង�ង់ទងំបួនកំណត់េ�យ T = πr2

1 +πr2
2 +πr2

3 +πr2
4

េយងីមន [A1A2]//[BC] េនះ �តីេកណ AA1A2 ដូច�តីេកណ ABC

េយងីបន r1

r
=

h1

ha
ែត h1 = ha −2r

េនះ r1

r
=

ha −2r
ha

= 1− 2r
ha

⇒ r1 = r
(

1− 2r
ha

)
េ�យ S = pr ⇒ r =

S
p

និង  S =
1
2

aha ⇒ ha =
2S
a

េយងីបន r1 =
S
p

(
1−

2S
p

2S
a

)
=

S
p

(
1− a

p

)
=

S(p−a)
p2

��យដូចគន េគបន r2 =
S(p−b)2

p2 និង r3 =
S(p− c)2

p2

⇒ T = π
(

S
p

)2

+π
[

S(p−a)
p2

]2

+π
[

S(p−b)
p2

]2

+π
[

S(p− c)
p2

]2

=

(
πS2

p4

)
[p2 +(p−a)2 +(p−b)2 +(p− c)2]
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ល�ំត់ ២៧ 
កនុង�តីេកណ ABC មួយបង� ញថ

ក) hb

lb
≥
√

2r
R

ខ) rala + rblb + rclc ≤ p2

គ) mala +mblb +mclc ≥ p2

ឃ) 1
ra

+
1
rb

+
1
rc

≥ 3 3

√
4R2

r(a+b+ c)abc

ង) a3

ra
+

b3

rb
+

c3

rc
≤ abc

r

ច) a
ra

+
b
rb

+
c
rc

≤ 9R
p

ឆ) r2
a + r2

b + r2
c ≥ l2

a + l2
b + l2

c

ជ) a2

ra − r
+

b2

rb − r
+

c2

rc − r
≤ 9R

ឈ) 3S
R

≤ acos2 A
2
+bcos2 B

2
+ ccos2 C

2
≤ 3S

2r

ញ) √
a+b+ c <

√
ra sinA+

√
rb sinB+

√
rc sinC ≤ 3

2

√
a+b+ c

ដ)
√

pabcsinC

absin2 C+ pc
≤ 1

2

√
abc <

absin2 C+ pc
4
√

psinC

ឋ) 8
3

(
S
R

)2

≤ ab
√

ab
a+b

+
bc
√

bc
b+ c

+
ca
√

ca
c+a

≤ 8
3

(
S

2R

)2

សមគ ល់
ra �ងឲយករំង�ង់ចរកឹកនុងមំុ A ៃន�តីេកណ ABC (ដូចរូប)។
i- ra = p tan

A
2

; rb = p tan
B
2

និង rc = p tan
C
2ii- S = (p−a)ra = (p−b)rb = (p− c)rc

(សូមមិត�អនក�ន�កលបង��យបȦជ ក់េ�យខ�ួនឯង)
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A

C

B

OA

ស�មយ 

បង� ញថ
ក) hb

lb
≥
√

2r
R

A

B D H C

150



េយងីមន sin∠BDH =
hb

lb
េ�យ∠BDH = 180◦−

(
B
2
+C
)

េនះ hb

lb
≥ sin

(
B
2
+C
)

េដីមបបីង� ញថ hb

lb
≥
√

2r
R

េយងី�គន់ែតបង� ញថ sin2
(

B
2
+C
)
≥ 2r

R

ពិនិតយ sin
(

B
2
+C
)
= sin

(
π −A−C

2
+C
)
= sin

[
π
2
−
(

A−C
2

)]
= cos

(
A−C

2

)
និង r

R
= 4sin

A
2

sin
B
2

sin
C
2េហតុេនះ

sin2
(

B
2
+C
)
≥ 2r

R

⇔ cos2
(

A−C
2

)
≥ 8sin

A
2

sin
B
2

sin
C
2

⇔ cos2
(

A−C
2

)
−8sin

A
2

sin
B
2

sin
C
2
≥ 0

⇔ cos2
(

A−C
2

)
−4sin

B
2

[
cos
(

A−C
2

)
− cos

(
A+C

2

)]
≥ 0

⇔ cos2
(

A−C
2

)
−4sin

B
2

cos
(

A−C
2

)
+4sin2 B

2
≥ 0

⇔
[

cos
(

A−C
2

)
−2sin

B
2

]2

≥ 0

ដូចេនះ hb

lb
≥
√

2r
R

ខ) rala + rblb + rclc ≤ p2

េយងីមន   S = (p−a)ra

⇒ ra =
S

p−a
=

√
p(p−a)(p−b)(p− c)

p−a
=

√
p(p−b)(p− c)

p−a

និង la =
2
√

bcp(p−a)
b+ c
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េនះ

rala =

[√
p(p−b)(p− c)

p−a

][
2
√

bcp(p−a)
b+ c

]

= p
√

(p−b)(p− c)× 2
√

bc
b+ c

≤ p
√
(p−b)(p− c) (b+ c ≥ 2

√
bc)

≤ p
(

p−b+ p− c
2

)
=

pa
2

ដូចគន ែដរ rblb ≤
pb
2

rclc ≤
pc
2

េយងីបន rala + rblb + rclc ≤
pa+ pb+ pc

2
= p

(
a+b+ c

2

)
= p2

ដូចេនះ rala + rblb + rclc ≤ p2

គ) mala +mblb +mclc ≥ p2

េយងីមន m2
a =

b2 + c2

2
− a2

4
=

2b2 +2c2 −a2

4

និង  l2
a =

4bcp(p−a)
(b+ c)2

េនះ  m2
al2

a =

(
2b2 +2b2 −a2

4

)[
4bcp(p−a)
(b+ c)2

]
=

bc(2b2 +2c2 −a2)

(b+ c)2 × p(p−a)

�មវសិមភព�តីេកណ

|b− c| ≤ a

⇒ (b− c)2 ≤ a2

⇒ (b− c)4 −a2(b− c)2 ≤ 0

េ�យ (b− c)4 = (b+ c)4 −8bc(b2 + c2)

និង (b− c)2 = (b+ c)2 −4bc
េយងីបន

(b+ c)4 −8bc(b2 + c2)−a2[(b− c)2 −4bc]≤ 0

(b+ c)4 −a2(b+ c)2 −4bc(2b2 +2c2 −a2)≤ 0

⇒ bc(2b2 +2c2 −a2)≥ (b+ c)4 −a2(b+ c)2

4
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េនះ

m2
al2

a ≥ (b+ c)4 −a2(b+ c)2

4(b+ c)2 × p(p−a) =
(b+ c)2 −a2

4
× p(p−a)

=
(b+ c−a)(a+b+ c)p(p−a)

4
= p2(p−a)2

េនះ mala ≥ p(p−a)
ដូចគន ែដរ mblb ≥ p(p−b) និង mclc ≥ p(p− c)
េយងីបន

mala +mblb +mclc ≥ p(p−a)+ p(p−b)+ p(p− c) = p(p−a+ p−b+ p− c)

= p(3p−2p)

= p2

ដូចេនះ mala +mblb +mclc ≥ p2

ឃ) 1
ra

+
1
rb

+
1
rc

≥ 3 3

√
4R2

r(a+b+ c)abc

េយងីមន S = (p−a)ra ⇒
1
ra

=
p−a

S

ដូចគន ែដរ 1
rb

=
p−b

S
និង 1

rc
=

p− c
S
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េនះ

1
ra

+
1
rb

+
1
rc

−3 3

√
4R2

r(a+b+ c)abc
=

p−a
S

+
p−b

S
+

p− c
S

−3 3

√
R

2pr× abc
4R

=
p
S
−3 3

√
R

2S×S

=
p
S
−3 3

√
R

3S2

=
p
S
−3

3

√
abc
4S

2S2

=
p
S
−3 3

√
abc
8S3

=
p
S
− 3 3√abc

2S

=
2p−3 3√abc

2S

=
a+b+ c−3 3√abc

2S
≥ 0

េ�ពះ a+b+ c ≥ 3 3√abc

ដូចេនះ 1
ra

+
1
rb

+
1
rc

≥ 3 3

√
4R2

r(a+b+ c)abc

ង) a3

ra
+

b3

rb
+

c3

rc
≤ abc

r

េ�យ S = (p−a)ra ⇒
1
ra

=
p−a

S

ដូចគន ែដរ 1
rb

=
p−b

S
,

1
rc

=
p− c

S
និង r =

S
p

េនះ a3

ra
+

b3

rb
+

c3

rc
− abc

r

=
a3(p−a)

S
+

b3(p−b)
S

+
c3(p− c)

S
− abcp

S

=
a3(b+ c−a)+b3(c+a−b)+ c3(a+b− c)−abc(a+b+ c)

2S
េដីមបបីង� ញថសំេណីេនះពិត េយងី�គន់ែតបង� ញឲយបន
a3(b+ c−a)+b3(c+a−b)+ c3(a+b− c)−abc(a+b+ c)≤ 0
WLOG សនមតថ a ≥ b ≥ c
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េយងីមន
a3(b+ c−a)+b3(c+a−b)+ c3(a+b− c)−abc(a+b+ c)

= a3b+a3c−a4 +b3c+b3a−b4 + c3a+ c3b− c4 −a2bc−ab2c−abc2

=−a2(a2 −ab−ac+bc)−b2(b2 −ab−bc+ac)− c2(c2 −ac−bc+ab)

=−a2(a−b)(a− c)−b2(b− c)(b−a)− c2(c−a)(c−b)

មន −c2(c−a)(c−b)≤ 0
បង� ញថ −a2(a−b)(a− c)−b2(b− c)(b−a)≥ 0
េយងីមន
−a2(a−b)(a− c)−b2(b− c)(b−a) =−(a−b)[a2(a− c)−b2(b− c)]

=−(a−b)(a3 −b3 −a2c+b2c)

=−(a−b)[(a−b)(a2 +ab+b2)− c(a−b)(a+b)]

=−(a−b)2(a2 +ab+b2 −ac−bc)

=−(a−b)2[a(a+b− c)+b(b− c)]≤ 0

ដូចេនះ a3

ra
+

b3

rb
+

c3

rc
≤ abc

r
សមគ ល ់
WLOG: Without Loss of Generality (េ�យមិនបត់បង់លកខណៈទូេǵ)
ច) a

ra
+

b
rb

+
c
rc

≤ 9R
p

េយងីមន ra = p tan
A
2
, rb = p tan

B
2

និង rc = p tan
C
2េនះ

a
ra

+
b
rb

+
c
rc

− 9R
p

=
a

p tan A
2

+
b

p tan B
2
+

c
p tan C

2

− 9R
p

=
1
p

(
a

tan A
2

+
b

tan B
2
+

c
tan C

2

−9R

)

=
1
p

(
acot

A
2
+bcot

B
2
+ ccot

C
2
−9R

)
=

1
p

(
2RsinAcot

A
2
+2RsinBcot

B
2
+2RsinC cot

C
2
−9R

)
=

R
4p

(
cos2 A

2
+ cos2 B

2
+ cos2 C

2
− 9

4

)
≤ 0
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េ�ពះ cos2 A
2
+ cos2 B

2
+ cos2 C

2
≤ 9

4
ដូចេនះ  a

ra
+

b
rb

+
c
rc

≤ 9R
p

ឆ) r2
a + r2

b + r2
c ≥ l2

a + l2
b + l2

c

េយងីមន S = (p−a)ra ⇒ ra =
S

p−a

ដូចគន ែដរ rb =
S

p−b
និង rc =

S
p− c

េនះ

r2
a + r2

b + r2
c =

S2

(p−a)2 +
S2

(p−b)2 +
S2

(p− c)2

= S2
[

1
(p−a)2 +

1
(p−b)2 +

1
(p− c)2

]
= p(p−a)(p−b)(p− c)

[
1

(p−a)2 +
1

(p−b)2 +
1

(p− c)2

]
= p

[
(p−b)(p− c)

p−a
+

(p− c)(p−a)
p−b

+
(p−a)(p−b)

p− c

]
(1)

មយង៉េទȢត l2
a =

4bcp(p−a)
(b+ c)2 =

4bc
(b+ c)2 × p(p−a)≤ p(p−a) េ�ពះ (b+ c)2 ≥ 4bc

ដូចគន ែដរ l2
b ≤ p(p−b) និង l2

c = p(p− c)
េនះ

l2
a + l2

b + l2
c ≤ p(p−a)+ p(p−b)+ p(p− c) = p(p−a+ p−b+ p− c)

= p2 (2)

�ម (1) និង (2) េដីមបបីង� ញថវសិមភពពិតេយងី�គន់ែតបង� ញថ 
(p−b)(p− c)

p−a
+

(p− c)(p−a)
p−b

+
(p−a)(p−b)

p− c
≥ p

�មវសិមភព Cauchy
(p−b)(p− c)

p−a
+
(p− c)(p−a)

p−b
≥ 2

√
(p−b)(p− c)

p−a
× (p− c)(p−a)

p−b
= 2(p−c) (i)

ដូចគន ែដរ (p− c)(p−a)
p−b

+
(p−a)(p−b)

p− c
≥ 2(p−a) (ii)

និង (p−a)(p−b)
p− c

+
(p−b)(p− c)

p−a
≥ 2(p−b) (iii)

បូក (i) , (ii) និង (iii) េយងីបន
2
[
(p−b)(p− c)

p−a
+

(p− c)(p−a)
p−b

+
(p−a)(p−b)

p− c

]
≥ 2(p−a+ p−b+ p− c)
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⇒ (p−b)(p− c)
p−a

+
(p− c)(p−a)

p−b
+

(p−a)(p−b)
p− c

≥ 3p−2p = p

ដូចេនះ r2
a + r2

b + r2
c ≥ l2

a + l2
b + l2

c ។
ជ) a2

ra − r
+

b2

rb − r
+

c2

rc − r
≤ 9R

េយងីមន ra = p tan
A
2

និង r = (p−a) tan
A
2

េនះ ra − r = p tan
A
2
− (p−a) tan

A
2
= (p− p+a) tan

A
2
= a tan

A
2

ដូចគន ែដរ rb − r = b tan
B
2

និង rc − r = c tan
C
2េគបន

a2

ra − r
+

b2

rb − r
+

c2

rc − r
−9R =

a2

a tan A
2

+
b2

b tan B
2
+

c2

c tan C
2

−9R

=
a

tan A
2

+
b

tan B
2
+

c
tan C

2

−9R

= p

(
a

p tan A
2

+
b

p tan B
2
+

c
p tan C

2

− 9R
p

)

= p
(

a
ra

+
b
rb

+
c
rc

− 9R
p

)
≥ 0

េ�ពះ�មលំ�ត់ ២៧- ច េយងីមន a
ra

+
b
rb

+
c
rc

≥ 9R
p

ឈ) 3S
R

≤ acos2 A
2
+bcos2 B

2
+ ccos2 C

2
≤ 3S

2r
េយងីមន

acos2 A
2
+bcos2 B

2
+ ccos2 C

2
= a

(
1+ cosA

2

)
+b
(

1+ cosB
2

)
+ c
(

1+ cosC
2

)
=

a+b+ c
2

+
1
2
(acosA+bcosB+ ccosC)

= p+
1
2
(2RsinAcosA+2RsinBcosB+2RsinC cosC)

= p+
R
2
(sin2A+ sin2B+ sin2C)

េ�យ sin2A+ sin2B+ sin2C = 4sinAsinBsinC
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េនះ

acos2 A
2
+bcos2 B

2
+ ccos2 C

2
= p+2RsinAsinBsinC

=
S
r
+

1
2R

(2RsinA)(2RsinB)sinC

=
S
r
+

1
2R

absinC =
S
r
+

S
R

េ�យ R ≥ 2r ⇒ 1
r
≥ 2

R
⇒ S

r
≥ 2S

R
⇒ S

r
+

S
R
≥ 3S

R
(1)

និង  S
R
≤ S

2r
⇒ S

r
+

S
R
≤ S

2r
+

S
r
=

3S
2r

(2)
�ម (1) និង (2) េយងីបន 3S

R
≤ S

R
+

S
r
≤ 3S

2r
ដូចេនះ 3S

R
≤ 1cos2 A

2
+bcos2 B

2
+ ccos2 C

2
≤ 3S

2r
ញ) √

a+b+ c <
√

ra sinA+
√

rb sinB+
√

rc sinC ≤ 3
2

√
a+b+ c

េយងីមន
√

ra sinA+
√

rb sinB+
√

rc sinC =

√
p tan

A
2

sinA+

√
p tan

B
2

sinB+

√
p tan

C
2

sinC

=

√
2psin2 A

2
+

√
2psin2 B

2
+

√
2psin2 C

2

=
√

2p
(

sin
A
2
+ sin

B
2
+ sin

C
2

)

េ�យ 1 < sin
A
2
+ sin

B
2
+ sin

C
2
≤ 3

2
េនះ √2p <

√
ra sinA+

√
rb sinB+

√
rc sinC ≤ 3

2

√
2p

ដូចេនះ វសិមភព�តȪវបន��យបȦជ ក់
ដ)

√
pabcsinC

absin2 C+ pc
≤ 1

2

√
abc <

absin2 C+ pc
4
√

psinC

�មវសិមភព Cauchy េយងីបន r+R
2

>
√

Rr េ�ពះ r ̸= R

េនះ 1√
Rr

>
2

r+R
⇒

√
Rr >

2Rr
r+R

េគបន 2Rr
r+R

<
√

Rr <
R+ r

2
(1)

េ�យ r =
S
p

និង  R =
abc
4S
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េយងីបន (1) សមមូលនឹង

2
( abc

4S

)( S
p

)
S
p +

abc
4S

<

√(
abc
4S

)(
S
p

)
<

abc
4S + S

p

2

⇒
abc
2p

absinC
2p + abc

2absinC

<
1
2

√
abc

p
<

abc
2absinC + absinC

2p

2

⇒ abcsinC
absin2 C+ pc

<
1
2

√
abc
√

p
<

absin2 C+ pc
4psinC

ដូចេនះ
√

pabcsinC

absin2 C+ pc
≤ 1

2

√
abc <

absin2 C+ pc
4
√

psinC

ឋ) 8
3

(
S
R

)2

≤ ab
√

ab
a+b

+
bc
√

bc
b+ c

+
ca
√

ca
c+a

≤ 8
3

(
S
2r

)2

េយងីមន a+b ≥ 2
√

ab ⇒
√

ab
a+b

≤ 1
2

⇒ ab
√

ab
a+b

≤ ab
2

ដូចគន ែដរ bc
√

bc
b+ c

≤ bc
2

និង ca
√

ca
c+a

≤ ca
2

េនះ
ab
√

ab
a+b

+
bc
√

bc
b+ c

+
ca
√

ca
c+a

≤ 1
2
(ab+bc+ ca)

≤ 1
6
(a+b+ c)2 =

(2p)2

6

េ�ពះ (a+b+ c)2 ≥ 3(ab+bc+ ca)

េយងីបន ab
√

ab
a+b

+
bc
√

bc
b+ c

+
ca
√

ca
c+a

≤
2
( S

r

)2

3
=

8
3

(
S
2r

)2

(1)
មយង៉េទȢត

S2 = p
√

(p−a)(p−b)
√

(p−b)(p− c)
√
(p− c)(p−a)

≤ p
(

p−a+ p−b
2

)(
p−b+ p− c

2

)(
p− c+ p−a

2

)
=

(
a+b+ c

2

)(
abc
8

)

និង a+b+ c
2

= R(sinA+ sinB+ sinC)≤ 3
√

3
2

R

េ�ពះ sinA+ sinB+ sinC ≤ 3
√

3
2

េយងីបន R ≥ a+b+ c
3
√

3
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េយងីបន

8
3

(
S
R

)2

≤ 8
3

( a+b+c
2

)( abc
8

)(
a+b+c

3
√

3

)2

=
9abc

2(a+b+ c)

=
9abc

(a+b)+(b+ c)+(c+a)

≤ 9abc

3 3
√
(a+b)(b+ c)(c+a)

=
3abc

3
√

(a+b)(b+ c)(c+a)

≤ ab
√

ab
a+b

+
bc
√

bc
b+ c

+
ca
√

ca
c+a

េគបន 8
3

(
S
R

)2

≤ ab
√

ab
a+b

+
bc
√

bc
b+ c

+
ca
√

ca
c+a

(2)
�ម (1) និង (2) េយងីបន

8
3

(
S
R

)2

≤ ab
√

ab
a+b

+
bc
√

bc
b+ c

+
ca
√

ca
c+a

≤ 8
3

(
S
2r

)2

ល�ំត់ ២៨
(ភនំេពញ, 2015)
កនុងរូប ABCD ជកេរែដលមន�បែវង�ជȩងេសមីនឹង 1។អងកត់ [PQ] បេងកីតបនមុំ 45◦ ជមួយ
�ជȩង [AB] េហយី ជអងកត់ផចិតៃនកន�ះរង�ង់ដូចរូប។ កន�ះរង�ង់េនះប៉ះនឹង�ជȩងកេរ�តង់ចំណុច X
និង Y ។រកៃផទ�ក� កន�ះរង�ង់។
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A B

CD Y

X

Q

P

ស�មយ 

A B

CD Y

X

Q

P

O

H

យក H ជចំេ�លែកងៃន Q េលី [BC] និង O ជចំណុចក�� លៃន [PQ]

េយងីបន DCHQ ជចតុេកណែកង ⇒ QH = DC = 1

មយង៉េទȢត [QH]//[PB]⇒ QHBP ជចតុេកណពន យ
េ�យ [OX ]⊥[BC]⇒ [OX ]//[PB]//[QH]
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េយងីបន [OX ] ជបតមធយមៃនចតុេកណពន យ QHBP

វបិក r = OX =
QH +PB

2
=

1+PB
2

(1)
�តីេកណ APQ ជ�តីេកណែកងសមបតកំពូល A
មន

AQ2 +AP2 = PQ2

⇒ 2AP2 = 4OP2

⇒ OP =
AP√

2
=

1−PB√
2

⇒ r =
1−PB√

2
(2)

�ម (1) និង (2) េយងីបន

1+PB
2

=
1−PB

2
⇒

√
2+PB

√
2 = 2−2PB

⇒ PB(2+
√

2) = 2−
√

2

⇒ PB =
2−

√
2

2+
√

2
=

(
2−

√
2
)2

2
=

4−4
√

2+2
2

= 3−2
√

2

េនះ r =
1+3−2

√
2

2
= 2−

√
2

េហតុេនះ S =
πr2

2
=

π(2−
√

2)2

2
=

π(4−2
√

2+2)
2

= π(3−
√

2)

សរុបមក S = π(3−
√

2)

ល�ំត់  ២៩ 
រង�ង់ពីរកត់គន �តង់ចំណុច A និង B ។ បនទ ត់ចល័ត (MN) កត់�ម A េហយីជួបរង�ង់ធំ�តង់ M

និង រង�ង់តូច�តង់ N ។ បង� ញថ BM
BN

មនតៃម�េថរ កល� (MN) វលិជំុវញិចំណុច A។
ស�មយ 
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M

A

N

B

កនុងរង�ង់ធំ ∠AMB =
⌢ AB

2
កនុងរង�ង់តូច ∠ANB =

⌢ AB
2

េ�យ ⌢ AB  េថរ េនះ ∠AMB និង ∠ANB េថរ
េយងីបន sin∠AMB និង sin∠ANB េថរ
�ម�ទឹស�ីបទសីុនុស BM

sin∠ANB
=

BN
sin∠AMB

េនះ BM
BN

=
sin∠ANB
sin∠AMB

េថរ
ដូចេនះ BM

BN
មនតៃម�េថរ

ល�ំត់ ៣០

�តីេកណ ABC មួយមនមំុទងំបីជមំុ�សȫច។ កន�ះបនទ ត់ពុះកនុងៃនមំុ ∠BAC ជួប�ជȩង [BC]

�តង់ D េហយី ជួបរង�ង់ចរកឹេ�ក�តីេកណ ABC �តង់ E ។ �មចំណុច Dេគគូសបនទ ត់ែកង
នឹង�ជȩង [AB] និង [AC] េរȢងគន �តង់ចំណុចM និង N។
បង� ញថ SAMEN = S△ABC។

ស�មយ 
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A

M
N

B D C

E

�តីេកណែកង AMD និង AND មន
[AD] ជអីុប៉ូេតនុសរមួ និង ∠MAD = ∠NAD ([AD) ជកន�ះបនទ ត់ពុះ ∠A)
េនះ △AMD ∼= ∠AND (ករណី អ.ម)
វបិក AM = AN
េគបន △AMN ជ�តីេកណសមបតកំពូល A
េនះ [AD]⊥[MN]

េយងីបន SAMEN =
1
2
×AE ×MN (1)

�តីេកណ ACD និង  AEB មន
∠ACD = ∠AEB (មំុចរកឹ�ក ត់ធនូរមួ)
∠CAD = ∠EAB
េនះ △ACD ∼△AEB

វបិក AD
AB

=
AC
AE

⇒ AB×AC = AE ×AD

មយង៉វញិេទȢត AMDN ជចតុេកណចរកឹកនុងរង�ង់អងកត់ផចិត [AD]

េ�ពះ ∠AMD = ∠AND = 90◦

�ម�ទឹស�ីបទសីុនុសេយងីបន MN
sin∠BAC

= AD

េនះ AB×AC =
AE ×MN
sin∠BAC

⇒ AE ×MN = sin∠BAC×AB×AC

�ម (1) េយងីបន SAMEN =
1
2
× sin∠BAC×AB×AC = S△ABC

ដូចេនះ SAMEN = S△ABC
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ល�ំត់ ៣១ 
ចំណុច M,K,L �តȪវេគេǮេរȢងគន េលី�ជȩង [AB], [BC], [CA] ៃន�តីេកណ ABC ។ បង� ញថ
យ៉ង តិច�ក�ៃផទ�តីេកណមួយកនុងចំេ�ម�តីេកណ MAL,KBM និង LCK តិចជង រ ឺេសមីនឹង
1
4

ៃន�តីេកណ ABC។
ស�មយ 

A

B C

L

K

A

M

េយងីមន S△ABC =
1
2

AB×AC× sin∠BAC

និង

S△MAL =
1
2

AM×AL× sin∠MAL

=
1
2

AM×AL× sin∠BAC

េយងីបន S△MAL

S△ABC
=

1
2 AM×AL× sin∠BAC
1
2 AB×AC× sin∠BAC

=
AM
AB

× AL
AC

��យដូចគន េយងីបន S△KBM

S△ABC
=

BM
AB

× BK
BC

និង S△KCL

S△ABC
=

CK
BC

× CL
AC
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េនះ

(
S△MAL

S△ABC

)(
S△KBM

S△ABC

)(
S△LCK

S△ABC

)
=

AM
AB

× AL
AC

× BM
AB

× BK
BC

× CK
BC

× CL
AC

=

(
AM
AB

× BM
AB

)(
AL
AC

× CL
AC

)(
BK
BC

× CK
BC

)

�មវសិមភព Cauchy AM
AB

× BM
AB

≤
(

AM+BM
2AB

)2

=
AB2

4AB2 =
1
4

ដូចគន ែដរ AL
AC

× CL
AC

≤ 1
4

និង BK
BC

× CK
BC

≤ 1
4

េយងីបន
(

S△MAL

S△ABC

)(
S△KBM

S△ABC

)(
S△LCK

S△ABC

)
≤ 1

64

ឧបមថ S△MAL

S△ABC
>

1
4
,

S△KBM

S△ABC
>

1
4

និង S△LCK

S△ABC
>

1
4

េនះ
(

S△MAL

S△ABC

)(
S△KBM

S△ABC

)(
S△LCK

S△ABC

)
>

1
64

ផទុយពីករពិត
ដូចេនះ យ៉ងតិច�ក�ៃផទ�តីេកណមួយកនុងចំេ�ម�តីេកណ MAL, KBM និង LCK តិច
ជង រ ឺ េសមីនឹង 1

4
ៃន�តីេកណ ABC ។

ល�ំត់ ៣២
(កមពុជ, 2017)
េគឲយ�តីេកណ ABC ជ�តីេកណមុំ�សȫច េហយី [AD], [BE] និង [CF ] ជកមពស់ៃន�តីេកណ
េនះ ។ បង� ញថ DE +EF +FD ≤ 1

2
(a+b+ c) ។
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ស�មយ

A

F

B D
C

E

េ�យ [AD] និង [BE] ជកមពស់ៃន�តីេកណ ABC
េនះ ∠AEB = 90◦ និង ∠ADB = 90◦

េគបន ABDE ជចតុេកណចរកឹកនុងរង�ង់
�ម�ទឹស�ីបទសីុនុសេយងីបន DE

sin∠DAE
= AB = c

េនះ DE = csin∠DAE
ម៉យងេទȢត ∠DAE +∠C = 90◦ ⇒ sin∠DAE = cosC
េនះ DE = ccosC
��យដូចគន េយងីបន DF = bcosB និង EF = acosA
េហតុេនះ

DE +FD = ccosC+bcosB

= 2RsinC cosC+2RsinBcosB

= R(sin2B+ sin2C)

= 2Rsin(B+C)cos(B−C)

= 2RsinAcos(B−C)

= acos(B−C)≤ a

ដូចគន ែដរ EF +FD ≤ c និង DE +EF ≤ b

បូកអងគ និង អងគៃនវសិមភពេយងីបន 2(DE +EF +FD)≤ a+b+ c

ដូចេនះ DE +EF +FD ≤ 1
2
(a+b+ c)
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ល�ំត់ ៣៣
(កមពុជ, 2017)
េគមនរង�ង់មួយែដលមនផចិត O និង P ជចំណុចមួយេǷេ�ករង�ង់ ។ PA និង PB ជបនទ ត់ប៉ះ
គូសេចញពី P េǵប៉ះរង�ង់ផចិត O �តង់ A និង B ។ PD ជបនទ ត់កត់គូសេចញពី P ែដលកត់
រង�ង់�តង់ C និង D ។ BF ជបនទ ត់�សបនឹង PA េហយីកត់បនទ ត់ AC និង AD េរȢងគន �តង់ E
និង F ។ ��យបំភ�ឺថ BE = BF ។

ស�មយ

P

A

B

O
C

D

F
E

�តីេកណ ABC និង �តីេកណ AEB មន
∠BAC = ∠EAB (មុំរមួ)
េ�យ ∠ABC = ∠PAC (មំុចរកឹ និង ចរកឹពិេសស�ក ត់ធនូរមួ)
និង ∠AEB = ∠PAC (មុំឆ� ស់កនុង )
េយងីបន ∠ABC = ∠AEB
េនះ △ABC ∼△AEB

វបិក BC
BE

=
AC
AB

⇒ BE =
AB×BC

AC
(1)

�តីេកណ ABF និង �តីេកណ ADB មន
∠BAF = ∠BAD (មុំរមួ)
េ�យ ∠ADB = ∠PAB (មំុចរកឹ និង ចរកឹពិេសស�ក ត់ធនូរមួ)
និង ∠PAB = ∠ABF (មំុឆ� ស់កនុង)
េយងីបន ∠ADB = ∠ABF
េនះ △ADB ∼△ABF

វបិក BF
DB

=
AB
AD

⇒ BF =
AB×BD

AD
(2)
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ម៉យងេទȢត
△PBC ∼△PDB ⇒ BC

BD
=

PC
PB

△PCA ∼ PAD ⇒ AC
AD

=
PC
PA

េ�យ PA = PB (េ�ពះ PA និង PB ប៉ះេǵនឹងរង�ង់�តង់ A និង B េរȢងគន )
េយងីបន BC

BD
=

AC
AD

⇒ BD
AD

=
BC
CA

�ម (2) េយងីបន BF =
AB×BC

AC
(3)

�ម (1) និង (3) េយងីបន BE = BF
ដូចេនះ BE = BF
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