
eroberogeday Ca Bisidæ

Mathematical Olympiad Series

emeron nig lMhat;
sRmab;RbLgsisSBUEk 
GaharUbkrN_ nig karRbLgepSg²

M A HT

KNitviPaKKNitviPaK
mUldæanRKwH

       2009 2010 2009 2010 ... 2009 12009
1 ...

1! 2! !

n

n

 
   

mUldæanRKwH

jim lim 0n n
n n

x y
  

 

0

1

cos
n

n

t
x dt

t
 

/ 2 2001...x x x  



 
អារម្ភកថា 

 គណិតវភិាគជាមមមរៀនមួយរបមភទដែលមពញនិយមក្នុងការរបឡងរបដជងនានា  
ក្នុងដផនក្គណិតវទិា ពិមេេមនាះគឺ ការរបឡងេិេសពូដក្មិនថាថាន ក់្ជាតិ រ ឺអនតរជាតិ 
មឡើយ ។ មលើេពើមនះមៅមទៀត គណិតវភិាគបានចូលរមួចំដណក្យ៉ា ងខ្លល ងំកាល ក្នុងវេិ័យ 
វេិវក្មម(េំណង់េុើវលិ) ។ ទាងំមនះ គឺជាបុពវមេតុែ៏ចមបងដែលមធវើឲ្យមេៀវមៅមួយក្ាល 
មនះមលចរូបរាងមឡើង ។ 
 មេៀវមៅ គណិតវភិាគ មនះរតូវបានដចក្មចញជាបើដផនក្េំខ្លន់ គឺ  

 មូលដ្ឋា នរគឹះ 
 របធានលំហាត ់
 ែំមោះរាយ ។  

ក្នុងដផនក្មូលដ្ឋា នរគឹះខ្ញុ ំបាទបានែក្រេង់យក្គនលឹះ និង េមងេបជាមមមរៀនមលើដផនក្គណិត 
វភិាគក្រមិតមូលដ្ឋា នក្នុងមោលបំណងមែើមើបរលំឹក្ និង បដនែមនូវចំមណះែឹងថមើមផសងមទៀត 
េរាប់មិតតអនក្អាន ។ ចំដណក្ដផនក្របធានលំហាត់វញិ ខ្ញុ ំបាទបានរបមូលផតុ ំនូវលំហាត់ 
លអៗ មួយចំនួនមៅក្នុងមេៀវមៅបរមទេ មេៀវមៅដខ្មរ ( មេៀវមៅមោក្រគូ េួន េូវ៉ា ន់) 
រពមទាងំលំហាត់ដែលមចញរបឡងក្នុងរបមទេក្មពុជា និង បោត របមទេមផសងៗមក្ដ្ឋក់្ 
ជាចំមោទបញ្ហា េរាប់ឲ្យមិតតអនក្អានាក្លបងេមតែភាពរបេ់ខ្លួនមលើដផនក្គណិត 
វភិាគ ។ ដផនក្ចុងមរកាយ គឺ ែំមោះរាយ ។ ក្នុងដផនក្មនះមយើងខ្ញុ ំបានមលើក្យក្ 
លំហាត់ទាងំអេ់ដែលបានដ្ឋក់្ជាចំមោទបញ្ហា មក្មដ្ឋះរាយជាគំរូេរាប់មិតត 
អនក្អានមែើមើបផតល់ជាគំនិត រ ឺវធិើាស្រេតថមើេរាប់មដ្ឋះរាយលំហាត់ ។ 
េូមទុក្មេៀវមៅមនះជាមិតតេាល ញ់របេ់អនក្ក្នុងដផនក្គណិតវទិាផងចុះ មដ្ឋយទាញយក្ 
ចំមណះែឹងឲ្យអេ់លទធភាពពើមេៀវមៅមួយក្ាលមនះ ។ 
 រាល់រគប់ដផនក្ទាងំអេ់ននមេៀវមៅមនះរតូវបានរបេូរតមឡើងមដ្ឋយការផចិតផចង់ពើ  



ខ្ញុ ំបាទ ។ ដតមទាះជាយ៉ា ងោក៏្មដ្ឋយ កំ្េុេឆគងមដ្ឋយអមចតនាមលើដផនក្បមចចក្មទេ 
កំុ្ពយុទ័ និង ែំមោះរាយរបាក្ែជាមក្ើតានជាក់្ជាមិនខ្លន ។ មេតុមនះក្នុងនាមមយើង 
ខ្ញុ ំជាអនក្មរៀបមរៀង មយើងខ្ញុ ំេូមទទួលជានិចចចំមោះមតិរះិគន់ពើេំោក្មិតតអនក្អានរគប់ 
មជឈដ្ឋា ន ។ 

ភនំមពញ, នថៃទើ ២២ ដខ្ ១០ ឆ្នន  ំ២០១៤ 
មរៀបមរៀងមដ្ឋយ ជា ពិេិែា 

 
ទូរេ័ពទមលខ្ 086 24 19 23 
Facebook: Piseth Chea 
Wordpress: www.artofmaths.wordpress.com 
 



 

 

 

 

 

 

មលូដ្ឋា នគ្រឹះ 
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I. វចិារកំណ ើ ន (Mathematical Inductions) 
ឧបមាថា  np ជាសំណ ើ ទាក់ទងនឹងចំនួនគត់វជិ្ជមាន ។  

1) ទម្រង់ខ្សោយ (Weak Inductions) 
ណបើ ក/  1p ពិត 
ខ/  np ពិត នាឲំ្យ  1np ពិត ។ 

ណ ើងបាន  np ពិត ចំណោះរគប់ *INn  ។ 
ឧទាហរ ៍ 

ណគឲ្យ  
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

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

*IN,10
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បង្ហា ញថា  
   

!

1...1
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annn
naf


  ។ 

សរមា  

 ក    
   

!

1...1
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nafnP


  

ចំណោះ 1n  

ណបើ 1a  ណ ើងបាន   1
!1

1
1,1 f  ពិត  

ណបើ 1a  ណ ើងបាន  
   

0
!

11...111
1, 




a

a
af ពិត 

ណហតុណនះ  1P  ពិត 

ឧបមាថា  kP ពិត គឺ  
   

!

1...1
,
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akkk
kaf


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ពិនិតយ  1kP  

ណបើ 1a ណ ើងបាន    
!1

1
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!1
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k
k

k
kafkaf  

ណបើ 1a ណ ើងបាន      kafkafkaf ,1,1,   
       

 !1

2...1

!

1...1
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
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akkk  

   
  aak

a

akkk



 1

!

2...1  

     
!

11...11

a

akkkk 
  

ណ ើងបាន  1kP  ពិត  nP ពិត ចំណោះរគប់ *INn  

ដូចណនះ  
   

!

1...1
,

a

annn
naf


  

2) ទម្រង់ខ្លា ងំ (Strong Inductions) 
ណបើ ក/  1p ពិត 
ខ/  ip ពិត ចំណោះរគប់ ni ,1  ( មានន័ ថា      kppp  ...21  
ពិត) នាឲំ្យ  1kp ពិត 

ណ ើងបាន  np ពិត ចំណោះរគប់ *INn  ។ 
3) ទម្រង់គ-ូខ្េេ 
ណបើ ក/    21 pp  ពិត 
ខ/  kp ពិត នាឲំ្យ  2kp ពិត 

ណ ើងបាន  np ពិត ចំណោះរគប់ *INn  ។ 
ឧទាហរ ៍ 
ណគឲ្យ 11 x , 22 x និង 12  nn xx ចំណោះរគប់ 1n ។ 
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បង្ហា ញថា     n

n nx 11
4

1
1

2

1
  ។ 

សរមា  

ចំណោះ 1n និង 2n ណ ើងបាន      111
4

1
11

2

1 1

1 x  

និង      211
4

1
12

2

1 2

2 x  ពិត 

ឧបមាថា ពិតចំណោះ kn   
ពិនិតយករ ើ  2 kn  

ណ ើងមាន     k

k kx 11
4

1
1

2

1
  

     111
4

1
1

2

1
12  

k

kk kxx  

      111
4

1
12

2

1 2


k
k   

    2
11

4

1
2

2

1 


k
k  ពិត 

ដូចណនះ     n

n nx 11
4

1
1

2

1
 , 1n  

4) ទម្រង់ Backward I 
ណបើ  
ក/  np ពិត ចំណោះរគប់ An ដដល Aជាសំ ំុរងមានចំនួនធាតុមិនកំ ត់ 
នន *IN  

ខ/ ណបើ  kp ពិត នាឲំ្យ  1kp ពិត ចំណោះរគប់ 2k  
ណ ើងបាន  np ពិត ចំណោះរគប់ *INn  ។ 

ឧទាហរ ៍ 
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ណគឲ្យ f ជាអនុគមន៍ណបាោ ងណលើ  ba,  មានន័ ថា  

    






 


2
2 21

21

xx
fxfxf ចំណោះរគប់ 1x ,  bax ,2   ។ 

 ក   :nI ណបើ  baxi , ចំណោះ ni ,1  ណគបាន      nxfxfxf  ...21  








 


n

xxx
nf n...21 ។ 

ក/ តាមវចិារកំណ ើ ន បង្ហា ញថា  kI 2 ពិត ចំណោះរគប់ *INk ។ 
ខ/ បង្ហា ញថា ណបើ  nI ពិតចំណោះ 2n ណ ើងបាន  1nI ពិត ។ 
គ/ បង្ហា ញថា  nI ចំណោះរគប់ *INn  ។ 
សរមា  
ក/  
ណោ    :nI ណបើ  baxi , ចំណោះ ni ,1  ណគបាន      nxfxfxf  ...21  








 


n

xxx
nf n...21  

ណ ើងបាន    221 II   ពិត ណរោះ f ជាអនុគមន៍ណបាោ ងណលើ  ba,  

     






 


2
2 21

21

xx
fxfxf ចំណោះរគប់ 1x ,  bax ,2   

ឧបមាថា  kI 2 ពិត គឺ       








 


k

k k

k

xxx
fxfxfxf

2

...
2... 221

221
 

ពិនិតយករ ើ  12  kn   
ណ ើងមាន      1221 ......  kk xfxfxf  










 










 




k

k

k

k kkk xx
f

xx
f

2

...
2

2

...
2

121221  
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





















 











 




kk

k kkk xx
f

xx
f

2

...

2

...
2

121221  






































 




k

k kkk xxxx
f

2

......

2

1
22

121221  























 




 

1

212211

2

......
2

1

k

k kkk xxxx
f  ពិត 

ដូចណនះ  kI 2  ពិត 
ខ/  
ឧបមាថា  nI ពិត ចំណោះ 2n  ណ ើងបាន  

    






 


n

xxx
nfxfxf n

n

...
... 21

1  
























 

11

...1 11

n

x

n

xx

n

n
nf nn  

 ក 
1

... 11




 

n

xx
x n

n  ណ ើងបាន     











 


1

..
... 11

11
n

xx
fxfxf n

n  

  











 

1

... 11

n

xx
nfxnf n

n  

      











 


1

...
1... 11

11
n

xx
fnxfxf n

n  

ដូចណនះ  1nI  ពិត 
គ/ សំណ ើ ណនះពិត ណរោះ *INn , INk និង *INr ដដល rn k  2  
5) ទម្រង ់Backward II 
ណបើ ក/  1p ពិត 
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ខ/  kp 2 ពិត នាឲំ្យ  1kp ពិត 
ណ ើងបាន  np ពិត ចំណោះរគប់ *INn  ។ 

6) ចំណុចចាប់សុេពី 1 
ណបើ ក/  ap ពិត ដដល *INa  
ខ/  kp ពិត ដដល ak  នាឲំ្យ  1kp ពិត 

ណ ើងបាន  np ពិត ចំណោះរគប់ -IN*n  1,...,2,1 a ។ 
7) ទម្រង់ Spiral 
ណបើ ក/  1p ពិត 
ខ/  kp ពិត នាឲំ្យ  kq ពិត 

 kq ពិត នាឲំ្យ  1kp ពិត 
ណ ើងបាន  np ពិត ចំណោះរគប់ *INn  ។ 

ឧទាហរ ៍ 
ណគឲ្យ  nx ជាសវុ ើតននចំនួនពិតដដល   11312  mmx m និង 2

2 3mx m   

, *INm ។  ក 



n

i

in xS
1

 បង្ហា ញថា  
4

134 2

12




mmm
S m  

និង  
2

134 2

2




mmm
S m  ។ 

សរមា  

 ក  
 

2

134
:

2

12




mmm
SmP m  និង  

 
2

134
:

2

2




mmm
SmQ m  

ណ ើងមាន   1:1 11  xSP  ពិត 

ឧបមាថា  kP ពិត គឺ  
2

134 2

12




kkk
S k  
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ណោ     
2

134
3

2

134 2
2

2

2122





 

kkk
k

kkk
xSS kkk  

ណ ើងបាន  kQ  ពិត 

មោាងណទៀត  
  113

2

134 2

12212 


  kk
kkk

xSS kkk  

      1363412124
2

1 223  kkkkkk  

      11314
2

1 23
 kkk  

      
2

113141
2




kkk
 1 kP  ពិត 

តាមសរមា ខាងណលើណ ើងបាន 
  1P  ពិត 
  kP ពិត  kQ ពិត  1 kP ពិត 

ណ ើងបាន  nP  ពិតចំណោះរគប់ *INn  
មោាងណទៀត  

  1P  ពិត  1Q ពិត 
  kQ ពិត  1 kP ពិត  1 kQ ពិត 

ណ ើងបាន  nQ ពិតចំណោះរគប់ *INn  
8) ទម្រង់ខ្ផេងខ្ទៀត 

A. ណបើ ក/    21 pp  ពិត 
ខ/    1 kpkp ពិត ចំណោះ *INk នាឲំ្យ  2kp ពិត 

ណ ើងបាន  np ពិត ចំណោះរគប់ *INn  ។ 
ឧទាហរ ៍ 
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ណគឲ្យ  nx ជាសវុ ើតចំនួនពិតបំណពញលកខខ ឌ  21 x , 32 x និង  

nnn xxx 23 12    ចំណោះរគប់ 1n ។ បង្ហា ញថា 12 1  n

nx ។ 
សរមា  
ចំណោះ 1n , 2 ណ ើងបាន 212 11

1  x និង 312 12

2  x ពិត 
ឧបមាថា ពិតចំណោះ kn  និង 1 kn  គឺ 12 1  k

kx និង 121 

k

kx  
ណ ើងបាន    12212323 1

12  



kk

kkk xxx  
1222323 1  kkk ពិត 

ដូចណនះ 12 1  n

nx , 1n  
B. ណបើ ក/      mppp  ...21 ពិត 

ខ/  kp  ពិតចំណោះ *INk នាឲំ្យ  mkp  ពិត 
ណ ើងបាន  np ពិត ចំណោះរគប់ *INn  ។ 

9) ទម្រង់ Double 
វចិារកំណ ើ នទរមង់ Double រតូវបានណរបើរបាស់ណដើមើបបង្ហា ញថា សំណ ើ   nmP , ។ 
ណបើ ក/  1,mp និង  np ,1 ពិត ចំណោះរគប់ m , *INn  
ខ/ ណបើ  nmp ,1  និង  1, nmp  ពិត នាឲំ្យ  1,1  nmp ពិត 

ណ ើងបាន  nmp , ពិតចំណោះរគប់ m , *INn ។ 
ឧទាហរ ៍ 
បង្ហា ញថា ចំនួនចណមលើ គត់មិនអវជិ្ជមានននសមើការ nxxx m  ...21   

ចំណោះ m , *INn  កំ ត់ណោ   
 

 !1!

!1
,






mn

mn
nmf  ។ 

សរមា  
 ក  nmP , ជាសំណ ើ រតូវបង្ហា ញ 
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a- ចំណោះ 1m ណ ើងបាន  :,1 nP ចំនួនចណមលើ គត់មិនអវជិ្ជមានននសមើការ nx 1  

កំ ត់ណោ   
 

 
1

!11!

!11
,1 






n

n
nf  

ណហតុណនះ  nP ,1 ពិត 
ចំណោះ 1n ណ ើបាន  :1,mP ចំនួនចណមលើ គត់មិនអវជិ្ជមានននសមើការ  

1...21  mxxx កំ ត់ណោ   
 
 

m
m

m
mf 






!1!1

!11
1, ពិត 

ណរោះ    0,...,0,0,1,...,, 21 mxxx  nxxx ,...,, 21 មានចំនួន m   
b- ឧបមាថា  1, nmP និង  nmP ,1 ពិត 
មានន័ ថា សមើការ 1...21  nxxx m  
និង nxxxx mm  121 ... មានចំនួនចណមលើ កំ ត់ណោ  

 
 

   !1!1

!
1,






mn

mn
nmf និង  

 
!!

!
,1

mn

mn
nmf


 ណរៀងគ្នា  

ពិនិតយ  1,1  nmP  
ចំណោះសមើការ 1... 121   nxxxx mm  (*) 
ណបើ 01 mx  ណ ើងបាន 1... 121   nxxx m  
ចំនួនចណមលើ គត់មិនអវជិ្ជមានននសមើការ (*) មានចំនួន 

 
 

   !1!1

!
1,






mn

mn
nmf  

ណបើ 01 mx ជំ្នួស 1mx ណោ  11 mx  ណ ើងបាន 
(*) nxxxx mm  121 ...  ជាសមើការដដលមានចណមលើ គត់មិន 

អវជិ្ជមានចំនួន  
 

!!

!
,1

mn

mn
nmf


  

ណហតុណនះ ចំនួនចណមលើ គត់មិនអវជិ្ជមានសរុបននសមើការ (*) គឺ 
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 
   

   
 

  mn
mn

mn

mn

mn

mn

mn













1

!!1

!

!!

!

!1!1

!  

    
    !11!1

111






mn

mn  

ណ ើងបាន  1,1  nmp ពិត 
ដូចណនះ  nmP , ពិត ចំណោះរគប់ m , *INn  
 
 

 
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II. វសិមភាព 
1. វិេរភាពងាយ  ៗ
ចំណោះ  a , b , 0c ណ ើងបាន  

 
cba

a

ba

a





  

 
cb

ca

b

a

b

a




1  និង 

cb

ca

b

a

b

a




1   

  cabcabcba  3222  

 
2

3








 ba

c

ac

b

cb

a  (វសិមភាព Nesbitt) ។ 

ចំណោះ  a , b , cជាចំនួនពិត ណ ើងបាន 
 aa   
 bababa   
 baba   ។ 

2. ម្តីធាយកេញ្ញា តារ a  
 ក   cbxaxxf  2 ដដល 0a និង acb 42  ។ 
ណបើ 0 ណនាះ  xf  កសញ្ញា តាម a (មានន័ ថា ណបើ 0a ( 0a ) 
ណនាះ   0xf (   0xf ))។ 

3. អនុគរន៍ខ្កើន រ ឺចុះ 
ណបើ f ជាអនុគមន៍ណកើន( ចុះ) ណលើចណនាល ះ  ba,  ណគបាន    12 xfxf   
(    12 xfxf  ) ចំណោះ bxxa  21 ។ 

4. វិេរភាពននរធ្យរ 
ណគឲ្យ 1a , 2a , … , na ជា n  ចំនួនពិតវជិ្ជមាន ។ ណគកំ ត់ ក 
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n

aaa
AM n


...21 , n

naaaGM ...21  

និង

naaa

n
HM

1
...

11

21



 ណគបាន HMGMAM  សមភាព 

ណកើតណឡើងណពល naaa  ...21  ។ 
5. វិេរភាព Cauchy-Schwarz 
 ក 1a , 2a , … , na និង 1b , 2b , … , nb ជាចំនួនពិត ណគបានវសិមភាព 





























n

i

i

n

i

i

n

i

ii baba
1

2

1

2

2

1

 សមភាពណកើតណឡើងណពល  

 naaau ,...,, 21
 និង  nbbbv ,...,, 21

 កូលើណនដអែគ្នា  ។ 

III. សវ៊ ើតចំននួពិត 
1. និយរន័យ 
សវុ ើតជាអនុគមន៍ណលខពើ INណៅ IR។ 

2. កំណត់តួទី n ននេវុតីខ្ោយស្គា លទ់ំនាក់ទំនងកំខ្ណើ ន 
ក/  nfauu nn 1 ដែល 1a និង   0nf  
ណដើមើបកំ ត់តួទើ n ននសវុ ើតណនះ ណគ ក  nr ជាសវុ ើតជំ្នួ នន  nu  

ដដល nr មានរាងដូចអនុគមន៍  nf ។ ណគអាចកំ ត់ nr ណោ ទំនាក់ទំនង 
 nfarr nn 1 ។ តាង nnn ruv  ណ ើងបាន  nv ជាសវុ ើតធរ ើ មារត 

ណហតុណនះ ណគអាចកំ ត់ nu ។ 
ស/ 012   nnn cubuau  
សវុ ើត  nu មានសមើការសមាា ល់ 02  cbxax  (*) ។ 

ណបើ (*) មានរសឹពើរណផេងគ្នា  តាងណោ  1x , 2x ណ ើងបាន 
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nn

n xxu 21   ដដល  ,  អាចកំ ត់បានតាម 1u , 2u ។ 
ណបើ (*) មានរសឹឌុប តាងណោ  0x ណ ើងបាន   n

n xnu 0  ដដល  ,  
 អាចកំ ត់បានតាម 1u , 2u ។ 
ណបើ (*) មានរសឹជាចំនួនកំុផលិច   sincos ir   ណ ើងបាន 

  nnru n

n sincos  ដដល ,  អាចកំ ត់បានតាម 1u , 2u ។ 
3. ម្បមាណវិធ្ីខ្លើេវុតី 

 ក  nu ,  nv ជាសវុ ើតននចំនួនពិត និង ជាចំនួនពិត ។ ណ ើងបាន  
      nnnn vuvu   
      nnnn vuvu   
    nn uu    
ការណរបៀបណធៀបសវុ ើតពើរ 
ណគថា    nn vu  លុះរតាដត nn vu  ចំណោះរគប់ INn ។ 
កាុងករ ើ ណនះ ណគថា nu ទាល់ណរកាមណោ  nv  រ ឺ nv ទាល់ណលើណោ   nu ។ 

4. េវុតីទាល ់
 ក  nu ជាសវុ ើតននចំនួនពិត ។ ណគថា 
  nu ជាសវុ ើតទាល់ណលើ លុះរតាដត :IRM Mun  ចំណោះរគប់  

INn ។ M ណៅថា ណគ្នលណលើនន  nu ។ 
  nu ជាសវុ ើតទាល់ណរកាម លុះរតាដត :IRm mun   ចំណោះរគប់  

INn ។ m ណៅថា ណគ្នលណរកាមនន  nu ។ 
  nu ជាសវុ ើតទាល់ លុះរតាដតវា ជាសវុ ើតទាល់ណលើផង និង ទាល់ណរកាមផង  
មានន័ ថា Mum n  រ ឺ :IRA Aun   ដដល  

 MmA ,max  ។ 
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5. េវុតីររួ 
ក/ និយរន័យ 
ណគថា  nu ជាសវុ ើតរមួ លុះរតាដត  nu មានលើមើតណពល n រ ឺ 

  lun n:,IN,0  ។ ណគកំ ត់សរណសរ 
ណោ  Lun

n



lim  ។ 

េមាា ល ់
សវុ ើតដដលមិនរមួ ណៅថាសវុ ើតរ ើក ។ 
ស/ ម្ទឹេតបីទ 
 ណបើ  nu ជាសវុ ើតរមួ ណនាះវាមានលើមើតដតមួ គត់ ។ 
 រគប់សវុ ើតរមួទាងំអស់ សុទធដតជាសវុ ើតទាល់ ។ 

6. េវុតីរង រ ឺេវុតីទាញខ្ចញ 
ក/ និយរន័យ 
សវុ ើត  nv រតូវបានណៅថា ជាសវុ ើតរងននសវុ ើត  nu លុះរតាដត nn uv  ដដល  

 nn   ( ជាអនុគមន៍ណកើនោច់ខាតពើ IN ណៅ IN) ។ 
ស/ ម្ទឹេតបីទ 
ណបើ  nu ជាសវុ ើតរមួ និង មានលើមើត l ណនាះ រគប់សវុ ើតរងននសវុ ើត  nu សុទធដតជា  
សវុ ើតរមួ និង មានលើមើត l ។ 

7. ម្បមាណវិធ្ី និង ម្ទឹេតបីទននេវុតីររួ 
 ណបើ lun

n



lim , lvn

n



lim  ណ ើងបាន  

ក/   llvu nn
n




lim  

ខ/   llvu nn
n




lim   ។ 
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 ណបើ 0lim 


n
n

u និង  nv ជាសវុ ើតទាល់ ណ ើងបាន 0lim 


nn
n

vu ។ 

 ឧបមាថា  nu ,  nv និង  nw បំណពញលកខខ ឌ  nnn wvu  ។ 
ណបើ lwu n

n
n

n



limlim  ណ ើងបាន lvn

n



lim  ។ 

(រទឹសតើបទ Sandwich) 

 ណបើ 0nu , INn  និង 0lim 


lun
n

 ណ ើងបាន 
lun

n

11
lim 


។ 

8. េវុតីរកីមានលរីីតអននត 
ក/ និយរន័យ 
 AunAu nn

n



:IN,,0lim   

 AunAu nn
n




:IN,,0lim   ។ 

ស/ ម្ទឹេតបីទ  
 ណបើ  nu ជាសវុ ើតណកើនមិនទាល់ណលើ រ ឺចុះមិនទាល់ណរកាមណគបាន  




n
n

ulim  រ ឺ 


n
n

ulim ណរៀងគ្នា  ។ 

 ណបើ 


n
n

ulim និង  nv ជាសវុ ើតទាល់ ណ ើងបាន  

  


nn
n

vulim ។ 

 ណបើ 


n
n

ulim , 


n
n

vlim ណ ើងបាន   


nn
n

vulim ។ 

 ណបើ 


n
n

ulim  ណ ើងបាន 0
1

lim 


n
n u

 ។ 

 ណបើ  nu ជាសវុ ើតទាល់ និង 


n
n

vlim ណ ើងបាន 0lim 











n

n

n v

u ។ 

 រទឹសតើបទណរបៀបណធៀប 
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ឧបមាថា IN0 n , nn vunn  :0  ណ ើងបាន 
- 


n

n
n

n
vu limlim  

- 


n
n

n
n

uv limlim  ។ 

9. េវុតី Cauchy 
ក/ និយរន័យ 
សវុ ើត  nu ជាសវុ ើត Cauchy លុះរតាដត 00 IN,,0 nnmn   
ណគបាន  nm uu  រ ឺ IN,IN,,0 00  pnnn ណគបាន  

 npn uu  ។ 
ស/ ម្ទឹេតបីទ 
 nu ជាសវុ ើតរមួ លុះរតាដត  nu ជាសវុ ើត Cauchy ។ 

10. េវុតីរ៉ូណូតូន 
ក/ និយរន័យ 

 ណគថា  nu ជាសវុ ើតមោូ ូតូនណកើន រ ឺណកើន (ណកើនោច់ខាត) លុះរតាដត  
IN, 21  nn  ណបើ 

2121 nn uunn   (
21 nn uu  ) ។ 

រ ឺ nu ជាសវុ ើតណកើន លុះរតាដត 1 nn uu  ។ 
 ណគថា  nu ជាសវុ ើតមោូ ូតូនចុះ រ ឺចុះ (ចុះោច់ខាត) លុះរតាដត  

IN, 21  nn  ណបើ 
1221 nn uunn   (

12 nn uu  ) ។ 
រ ឺ nu ជាសវុ ើតចុះ លុះរតាដត nn uu 1  ។ 

ស/ ម្ទឹេតបីទ 
ណបើ  nu ជាសវុ ើតណកើន និង ទាល់ណលើ ណនាះ  nu ជាសវុ ើតរមួ ។ ដូចគ្នា ដដរ  
ចំណោះសវុ ើតចុះ និង ទាល់ណរកាម ។ 
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11. េវុតីជាប់គ្នា  
ក/ និយរន័យ 
សវុ ើត  nu និង  nv ជាសវុ ើតជាប់គ្នា  លុះរតាដត 

i-  nu ជាសវុ ើតណកើន និង  nv ជាសវុ ើតចុះ 
ii- nn vu  ចំណោះរគប់ INn  
iii-   0lim 


nn

n
uv  ។ 

ស/ ម្ទឹេតបីទ 
ណបើ  nu និង  nv ជាសវុ ើតជាប់គ្នា  ណនាះ ពួកវាសុទធដតជាសវុ ើតរមួ និង មានលើមើត  
ណសមើគ្នា  ។ 

12. េណំុំទាល ់ខ្គ្នលខ្លើ និង ខ្គ្នលខ្ម្ោរ 
ក/ និយរន័យ 
 ក Eជាសំ ំុរងនន IR ណគថា 

 ធាតុ b នន IRជាមាោ សូរ ោង់នន E លុះរតាដត bxEx  , ។ កាុងករ ើ ណនះ 
ណគថា Eជាសំ ំុទាល់ណលើ ។ 

 ធាតុ a នន IRជាមើ ូរ ោង់នន E លុះរតាដត xaEx  , ។ កាុងករ ើ ណនះ 
ណគថា Eជាសំ ំុទាល់ណរកាម។ 

 Eជាសំ ំុទាល់ លុះរតាដតវាទាល់ណលើផង និង ទាល់ណរកាមផង គឺ  
MxExM  :,0  ។ 

ស/ ម្ទឹេតបីទ 
- រគប់សំ ំុរង E នន IRទាល់ណលើមានណគ្នលណលើតាងណោ  EM sup ។  

M ជាមាោ សូរ ោង់តូចជាងណគកាុងចំណោមមាោ សូរ ោង់ទាងំអស់ ។ 
- រគប់សំ ំុរង E នន IRទាល់ណលើមានណគ្នលណរកាមតាងណោ  Em inf ។  
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mជាមើ ូរ ោង់ធំជាងណគកាុងចំណោមមើ ូរ ោង់ទាងំអស់ ។ 
េមាា ល ់
supមកពើោកយ Supremum មានន័ ថាមាោ សូរ ោង់តូចបំផុត ។ 
inf មកពើោកយ Infimum មានន័ ថាមើ ូរ ោង់ធំបំផុត ។  
 
 

 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

 
 
 



 

 

 

 

 

 

ប្រធានលំហាត ់



| 19 

1. ចំព ោះគ្រប់ nជាចំនួនរត់វជិ្ជមាន ។ បង្ហា ញថា 
       

!

12009...20102009
...

!2

20102009

!1

2009
1

n

n 
  

    
!

2009...20112010

n

n
  ។ 

2. ចំព ោះចំនួនរត់ n នីមួយៗមិនអវជិ្ជមាន ពរបព ក្ីតចំនួនរត់ថ្ម ី  nf ។ 
ឧបមាថា   00 f ,   11 f និ្  
         421212  nnfnfnf

n  ចំព ោះគ្រប់ 2n ។  
រណនា  2008f និ្  2009f ។ 

3. សំណ ំ  nE មួយមាន nធាត ដែល nជាចំនួនរត់វជិ្ជមាន ។ តា្  nEP  
ជាសំណ ំ ននសណំ ំ រ្របស់ nE ព យី   nEPCard ជាចំនួនធាត នន  nEP ។ 
តាមវចិារកំពណីន បង្ហា ញថា    n

nEPCard 2  ។ 
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    

;; DIkal;:raDIkal;:ra nn

 ។ 
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បង្ហា ញថា 
 







n

i i

ii

nji

ji
a

xa

n

n
xx

1

2

1 11

2
2  ។  

44. ពរឲ្យ x , y , zជាចំនួនពិតវជិ្ជមាន ។ បង្ហា ញថា 

 
   9

33
222

222







zxyzxyzyx

zyxzyxxyz  ។ 

45. ពរឲ្យ a , b , 1c ។ បង្ហា ញថា  1111  abccba  ។ 

46. ពរឲ្យ x , y , 1z បំពពញលកខខណឌ  2
111


zyx
 ។ បង្ហា ញថា 

111  zyxzyx  ។ 

47. កំណត់តនមៃអបបបរមានន      22
11,  yxyxF  

   22
11  yx    22

22  yx   ។ 
48. ពោយពគ្បីនិយមន័យ បង្ហា ញថា 

1- 1
3

1
lim

2

2






 n

n

n
 

2- 1
1

23
lim

2

2






 nn

nn

n
 

3-   111lim
2




nn
n

 



| 25 

4- 1
1

1
lim

2






 nn

n

n
  ។ 

49. រណនាលីមីតននស្ ីតខា្ពគ្កាម 

1- 
nnu

2
cos...

2
cos

2
cos

2


  ចំព ោះ   ,0  

2- 
nnnu

2
tan

2

1
...

2
tan

2

1

2
tan

2

1
22


  ចំព ោះ 










2
,0


  

3- 11 u និ្ 
nnn uu

2

12

1   ចំព ោះគ្រប់ *
INn  

4- 
nn

n
u

2

12
...

2

5

2

3

2

1
32


  ។ 

50. រណនា 
 



n

i

i

j
n n

j

1 1
3

lim  ។ 

51. រណនា 


 


n

k
n

k

k

x

x

1
2

2

1
lim

1

 ។ 

52. រណនា 


 

n

k
n k

k

2
3

3

1

1
lim  ។ 

53. រណនា 
 


 

n

k
n k

kkk

1

23

!5

5116
lim  ។ 

54. រណនា 
 !1

!...!33!22!11
lim





 n

nn

n
 ។ 

55. រណនា 
  
































 21

2
1...

43

2
1

32

2
1lim

nnn
 ។ 

56. រណនា 























 1

1
...

3

1

2

1

1

1
lim

2222
nnnnnn

។ 



| 26 

57. រណនា     1253 22...2222lim 


 n

n
 ។ 

58. ឧបមាថា 1na ចំព ោះគ្រប់ INn និ្ 1lim 


n
n

a ។ 

រណនា 
1

...
lim

2






n

k

nnn

n a

kaaa  ។ 

59. ចំព ោះ IRa រណនា  



















 






















222
1

...
211

lim
n

n
a

n
a

n
a

nn
។ 

60. ពរឲ្យ  9,...,2,1a ។ រណនា 
n

n

n

aaaaaaaaaa

10

......

lim




 ។ 

61. ពរឲ្យស្ ីត Fibonnaci  na កំណត់ពោយ 121  aa និ្ nnn aaa   12  

ចំព ោះគ្រប់ 1n ។ បង្ហា ញថា 









nn

na ដែល  ,  ជារសឹននសមីការ 

1
2

 xx  រចួទាញរក n
n

n
a


lim  ។ 

62. ពរឲ្យស្ ីត  na និ្  nb កំណត់ពោយ aa 1 , bb 1 , 
2

1

nn

n

ba
a


  

និ្ 
2

1

1

nn

n

ba
b


 

 ។ បង្ហា ញថា 
n

n
n

n
ba


 limlim  ។ 

63. ពរឲ្យ 1a , 2a , … , pa ជាចំនួនពិតវជិ្ជមាន ។ រណនា  

n

n

p

nn

n p

aaa 



...
lim

21 ។ 

64. រណនា n

n n

n

n

n

1
cos

1
sin2lim

1999
2

1999
2





 ។ 



| 27 

65. រណនា 


 














n

k
n n

k

1
2

11lim  ។ 

66. រណនា 


















n

k
n n

k

1

3
3

2

11lim  ។ 

67. ពរឲ្យ 1a , 2a , … , ka  និ្ 1p , 2p , … , kp ជាចំនួនពិតវជិ្ជមាន ។ 

រណនា 
n

kk

nn

n

kk

nn

n apapap

apapap






 ...

...
lim

2211

11

22

1

11  ។ 

68. រណនា   





n

k
n

k

x
0

2
1lim  ។ 

69. រណនា 


 











n

k
n

kk

xx0
22

2
1lim  ។ 

70. រណនា  







n

k
n

kk

xx
1

323
1lim  ។ 

71. ក/ បង្ហា ញថា x
x

xx
x 




12

2

ចំព ោះគ្រប់ 0x  ។ 

ខ/ ពរឲ្យ  
x

x
xf




1
និ្ 




























222
...

21

n

n
f

n
f

n
fSn  ។ 

រណនា 
n

n
S


lim  ។ 

72. បង្ហា ញថា 0
!

2
lim 

 n

n

n
 ។ 

73. បង្ហា ញថា ស្ ីតខា្ពគ្កាមជាស្ ីតរមួ 

ក/ 
  !!12

!




n

n
un  , *

INn  

ខ/ 21 u , 
n

n

n
u

u
u






7

66
1 , *

INn  



| 28 

រ/ 
2

3
1 u , 231  nn uu , *

INn  

ឃ/ 
       nnnnnn

un
212

1
...

21

1

1

1








 , *

INn ។ 

74. បង្ហា ញថា ស្ ីតខា្ពគ្កាមជាស្ ីតរមួ 

ក/ 
222

1
...

3

1

2

1
1

n
an   ចំព ោះ *

INn  

ខ/ 
nn

n
a

1
...

3

1

2

1
1

32
  ចំព ោះ *

INn  ។ 

75. ក/ បង្ហា ញថា   xx
x

x  1ln
2

2

 ចំព ោះគ្រប់ 0x ។ 

ខ/ ពរឲ្យ 



































222
1...

2
1

1
1ln

n

n

nn
S n  ។ រណនា 

n
n

S


lim  ។ 

76. ក/ បង្ហា ញថា    xxx  1ln1ln ចំព ោះគ្រប់ 10  x ។ 

ខ/ ពរឲ្យ 
nan

a

an

a

an

a
S n








 ...

2
ដែល 0a ។ 

រណនា 
n

n
S


lim  ។ 

77. ឧបមាថា  na ជាស្ ីតននចំនួនពិតបំពពញលកខខណឌ  q
a

a

n

n

n




1lim  ។ បង្ហា ញថា 

ក/ ពបី 1q ពយី្ បាន 0lim 


n
n

a ។ 

ខ/ ពបី 1q ពយី្ បាន 


n
n

alim  ។ 

78. យក  na ជាស្ ីតននចំនួនពិតព ទ្ៀ្ផ្ទទ ត់ qan
n

n



lim ។ បង្ហា ញថា 

ក/ ពបី 1q ពយី្ បាន 0lim 


n
n

a ។ 



| 29 

ខ/ ពបី 1q ពយី្ បាន 


n
n

alim  ។ 

79. ពរឲ្យ  ជាចំនួនពិត និ្  1,0x ។ រណនា n

n
xn




lim  ។ 

80. រណនា    
!

1...1
lim

n

xnmmm
n

n




 ចំព ោះ INm និ្ 1x  ។ 

81. បង្ហា ញថា ស្ ីត  nu កំណត់ពោយ 
222

sin
...

2

2sin

1

1sin

n

n
un








 ជាស្ ីត 

Cauchy ។ 

82. បង្ហា ញថា 









 nn

1
...

3

1

2

1
1lim  ។ 

83. ចំព ោះ 2c ពរកំណត់ស្ ីត  na ពោយ 2

1 ca  និ្  21 caa nn 
 

, 1n ។ បង្ហា ញថា  na ជាស្ ីតពកីនជានិចច ។ 

84. ពរឲ្យស្ ីត  na បំពពញលកខខណឌ  10  na និ្  
4

1
1 1  nn aa ចំព ោះ  

INn ។ បង្ហា ញថា  na ជាស្ ីតរមួ រចួទាញរកលមីីតននស្ ីតពនោះ ។ 
85. ពរឲ្យស្ ីត  na កំណត់ពោយ 01 a និ្ 

nn aa  61
ចំព ោះគ្រប់  

1n ។ បង្ហា ញថា  na ជាស្ ីតរមួ រចួទាញរកលមីីតននស្ ីតពនោះ ។ 

86.  na ជាស្ ីតននចំនួនពិតកំណត់ពោយទំនាក់ទំន្កំពណីន 01 a , 
2

1
2 a  

និ្  3

11 1
3

1
  nnn aaa  ចំព ោះគ្រប់ 1n ។ បង្ហា ញថា  na ជាស្ ីតរមួ 

រចួទាញរកលីមីតននស្ ីតពនោះ ។ 
87. ក/ ពបី  na ជាស្ ីតម ូណូតូនពកីន បង្ហា ញថា  IN:suplim 


naa nn

n
។ 

ខ/ ពបី  na ជាស្ ីតម ូណូតូនច ោះ បង្ហា ញថា  IN:inflim 


naa nn
n

។ 



| 30 

88. ពរឲ្យ  na ជាស្ ីតទាល់ និ្ ព ទ្ៀ្ផ្ទទ ត់លកខខណឌ  nnn aa
2

1
1  ។ 

បង្ហា ញថា  na ជាស្ ីតរមួ ។ 
89. ក/ ពរឲ្យ p , qជាចំនួនពិត និ្ 1a , 2a , … , na ជាចំនួនពិតវជិ្ជមាន ។ 

បង្ហា ញថា 



































n

k

qp

k

n

k

qp

k

n

k

p

k aaa
11

2

1

 ។ 

ខ/ ពរឲ្យ 1a , 2a , … , pa ជាចំនួនពិតវជិ្ជមាន ។ ពរកំណត់យក 

p

aaa
s

n

p

nn

n




...21 និ្ n
nn sx   ។ បង្ហា ញថា  nx ជាស្ ីត 

ម ូណូតូនពកីន ។ 

90. ក/ បង្ហា ញថា   n
n

n 2
1

...
2

1

1

1
112  ចំព ោះគ្រប់  

*
INn ។ 

ខ/ បង្ហា ញថា ស្ ីត  na កំណត់ពោយ  

n
nan

1
...

2

1

1

1
2  ជាស្ ីតរមួ ។ 

91. ពរឲ្យស្ ីត  na កំណត់ពោយ 
nn

n
a

2
 ចំព ោះគ្រប់ 1n ។ បង្ហា ញថា  na ជាស្ ីត 

ច ោះោច់ខាត រចួទាញរកលីមីតននស្ តីពនោះ ។ 

92. ពរឲ្យស្ ីត  na កំណត់ពោយ 21 a និ្ nn aa  21 ចំព ោះគ្រប់ 1n ។ 
បង្ហា ញថា  na ជាស្ ីតរមួ រចួទាញរកលីមីតននស្ ីតពនោះ ។ 

93. យក  nx ជាស្ ីតននចំនួនពិត ។ បង្ហា ញថា  nx ជាស្ ីតរមួ ពបីពរែឹ្ថា  nx2 , 
 12 nx  និ្  nx3 ជាស្ ីតរមួ ។ 



| 31 

94. ពរឲ្យស្ ីត  na កំណត់ពោយ 11 a និ្  
3

122
1






n

n

n
a

a
a ចំព ោះគ្រប់ 1n ។ 

បង្ហា ញថា  na ជាស្ ីតរមួ រចួទាញរកលីមីតននស្ ីតពនោះ ។ 
95. ចំព ោះ *

INp , 0a និ្ 01 a ពរកំណត់ស្ ីត  na មួយពោយ 

  









 11 1
1

p

n

nn
a

a
ap

p
a ចំព ោះគ្រប់ *

INn ។ រណនា 
n

n
a


lim ។ 

96. កំណត់គ្រប់តនមៃ 0c ពែីមីបឲ្យស្ ីត  na កំណត់ពោយ 
2

1

c
a   

និ្  2

1
2

1
nn aca   , *

INn ជាស្ ីតរមួ រចួទាញរក n
n

a


lim ។ 

97. ពរឲ្យស្ ីត  na កំណត់ពោយ 01 a និ្ n

n

n

n a
aa

aa
a 

















 2

2

1
3

3 ចំព ោះគ្រប់ 

*
INn  និ្ 0a ។ កំណត់ 1a ពែីមីបឲ្យ  na ជាស្ ីតរមួ រចួរណនា 

n
n

a


lim ។ 

98. ពរឲ្យស្ ីត  na កំណត់ពោយ IR1 a និ្   22

1 21 aaaaa nnn  , 
*

INn ។ កំណត់ 1a ពែីមីបឲ្យ  na ជាស្ ីតរមួ រចួទាញរកលីមីត ។ 
99. ចំព ោះ 0c និ្ 0 ab ពរកំណត់ស្ ីត  na ពោយ ca 1  

និ្ 
ba

aba
a n

n





2

1
ចំព ោះគ្រប់ *

INn ។ កំណត់លកខខណឌ  a , b , c  

ពែីមីបឲ្យ  na ជាស្ ីតរមួ រចួរណនាលីមីតននស្ ីតពនោះ ។ 

100. ពរឲ្យស្ ីត  na កំណត់ពោយ 01 a  និ្ 















n

n

n
a

a
a

7

1
61 ចំព ោះគ្រប់  

*
INn ។ បង្ហា ញថា  na ជាស្ ីតរមួ និ្ ទាញរកលីមីតននស្ ីតពនោះ ។ 

101. ចំព ោះ 0c ពរកំណត់ស្ ីត  na ពោយ 01 a និ្ nn aca 1  
ចំព ោះគ្រប់ *

INn ។ បង្ហា ញថា  na ជាស្ ីតរមួ រចួទាញរកលីមីតននស្ ីតពនោះ ។ 



| 32 

102. សិកាភាពរមួ និ្ រកីននស្ តី  na កំណត់ពោយ 21 a និ្ 
nn aa 21 

 
ចំព ោះគ្រប់ *

INn ។ 
103. ពរឲ្យ *

INk និ្ ស្ ីត  na កំណត់ពោយ ka 51  និ្ k
nn aa 51 

 
ចំព ោះគ្រប់ *

INn ។ សិកាភាពរមួ រ ឺរកីននស្ ីត  na ។ 
104. ពរឲ្យស្ ីត  na កំណត់ពោយ 21 1  a និ្ 23

2

1  nn aa ចំព ោះគ្រប់  
*

INn ព យី គ្រប់តួទាំ្ អស់នន  na ស ទធដតជាចំនួនពិតវជិ្ជមាន ។  
បង្ហា ញថា  na ជាស្ ីតរមួ និ្ ទាញរកលីមីតននស្ ីតពនោះ ។ 

105. ចំព ោះ 1c ពរកំណត់ស្ ីត  na និ្  nb ពោយ 
1-  11  cca  និ្   nn acca  11

 ចំព ោះគ្រប់ 1n  
2- cb 1 និ្ 

nn cbb 1
ចំព ោះគ្រប់ 1n  ។ 

បង្ហា ញថា  na និ្  nb ជាស្ ីតរមួពៅរក c  ។ 
106. ពរឲ្យ 0a , 0b និ្  na ជាស្ ីតកំណត់ពោយ ba  10  និ្ 

1

22

1





a

aab
a n

n
 ចំព ោះគ្រប់ 1n  ។ រណនា 

n
n

a


lim  ។ 

107. ពរឲ្យស្ ីត  na កំណត់ពោយ 21 a និ្ 

n

n

a

a
1

3

1
21



  

ចំព ោះគ្រប់ 1n ។ បង្ហា ញថា  na ជាស្ ីតរមួ រចួកំណត់រកលីមីតននស្ ីតពនោះ ។ 
108. ពរឲ្យស្ ីត  na កំណត់ពោយ 11 a , 22 a និ្ 11   nnn aaa  

ចំព ោះគ្រប់ 2n ។ បង្ហា ញថា  na ជាស្ ីតទាល់ និ្ ពកីនោច់ខាត  
រចួទាញរកលីមីត ។ 

109. ពរឲ្យស្ ីត  na កំណត់ពោយ 91 a , 62 a និ្ 11   nnn aaa  
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ចំព ោះគ្រប់ 2n ។ បង្ហា ញថា  na ជាស្ ីតទាល់ និ្ ច ោះោច់ខាត  
រចួទាញរកលីមីត ។ 

110. ពរឲ្យស្ ីត  na និ្  nb កំណត់ពោយ 110 ab  , 
2

1

nn

n

ba
a


  និ្ 

nnn bab 1
, *

INn ។ បង្ហា ញថា  na ,  nb ស ទធដតជាស្ តីរមួ និ្  
មានលីមីតពសមីគ្នា  ។ 

111. ពរឲ្យស្ ីត  na និ្  nb កំណត់ពោយ 110 ab  , 
nn

nn

n
ba

ba
a






22

1 និ្ 

2
1

nn

n

ba
b


  , *

INn ។ បង្ហា ញថា  na ,  nb ស ទធដតជាស្ ីតរមួ និ្  

មានលីមីតពសមីគ្នា  ។ 

112. ពរឲ្យស្ ីត  na និ្  nb កំណត់ពោយ 110 ab  , 
2

1

nn

n

ba
a


  និ្ 

nn

nn

n
ba

ba
b




2
1  ចំព ោះគ្រប់ *

INn ។ បង្ហា ញថា  na និ្  nb ជាស្ ីតរមួ  

និ្ មានលីមីតពសមីគ្នា  ។ 

113. ពរឲ្យស្ ីត na កំណត់ពោយ 












 n

n
a

n

nn

2
...

2

2

1

2

2

1
2

1
ចំព ោះគ្រប់  

*
INn ។ បង្ហា ញថា  na ជាស្ ីតរមួ រចួទាញរកលមីីតននស្ ីតពនោះ ។ 

114. ពរឲ្យ  na និ្  nb ជាស្ ីតននចំនួនពិតកំណត់ពោយ 
n

n
n

a 









1
1  និ្ 

1
1

1













n

n
n

b ចំព ោះគ្រប់ *
INn ។ 

ក/ បង្ហា ញថា nn ba  ចំព ោះគ្រប់ *
INn  
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ខ/ បង្ហា ញថា  na ជាស្ ីតពកីនជានិចច 
រ/ បង្ហា ញថា  nb ជាស្ ីតច ោះជានិចច 
ឃ/ បង្ហា ញថា  na និ្  nb ជាស្ ីតរមួ និ្ មានលីមីតពសមីគ្នា ពសម ី e  ដែលគ្តូវ 

បានពៅថាចំនួន Euler ។ 

115. ពរឲ្យ 
n

n
n

x
a 








 1 ចំព ោះគ្រប់ *

INn ។ 

ក/ ពបី 0x បង្ហា ញថា  na ជាស្ ីតទាល់ និ្ ពកីនជានិចច ។ 
ខ/ ចំព ោះ xជាចំនួនពិតដែល xn   បង្ហា ញថា  na ជាស្ ីតទាល់ និ្  
ពកីនជានិចច ។ 

116. ពរឲ្យ 0x , *
INl និ្ xl  ។ យក  nb ជាស្ ីតចំនួនពិតកំណត់ពោយ 

ln

n
n

x
b











 1 ចំព ោះគ្រប់ *

INn ។ បង្ហា ញថា  nb ជាស្ ីតច ោះជានិចច ។ 

117. បង្ហា ញថា  na និ្  nb ជាស្ ីតម ូណូតូន ពបីពរែឹ្ថា 

n
n

an ln
1

1
...

2

1
1 


  និ្ n

nn
bn ln

1

1

1
...

2

1
1 


 ។ 

ទាញបង្ហា ញថា  na និ្  nb ជាស្ ីតរមួ និ្ មានលីមីតពសមគី្នា  ។ 

118. ពរឲ្យស្ ីត  nu កំណត់ពោយ 00 u និ្ 











n

nn
u

a
uu

2

1
1 ដែល 0a ។ 

បង្ហា ញថា  nu ជាស្ ីតរមួ រចួរណនាលីមីត ។ 
119. ពរឲ្យ ba 0  និ្ ស្ ីត  na ,  nb កំណត់ពោយ aa 0 , bb 0  

, 
nn

n
n

ba

a
a




2

1  និ្ 
nn

n
n

ba

b
b




2

1 ចំព ោះគ្រប់ 0n ។ 

ក/ បង្ហា ញថា  na និ្  nb ជាស្ ីតរមួ រចួរណនាលមីីតរបស់វា ។ 
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ខ/ ទាញរក 
n

n
P


lim ដែល      n

kkkkPn

222
1...111

2

  

ចំព ោះ 10  k ។ 
120. បង្ហា ញថា ស្ ីតខា្ពគ្កាមជាស្ ីត Cauchy  

ក/ 
22

arctan
...

2

2arctan

2

1arctan

n

n
an   

ខ/  
 1

1
1...

32

1

21

1 1












nn
a

n

n
 

រ/ nnn qqqa   ...
2

21  ចំព ោះ 1q និ្ Mk   ។ 

121. ពរឲ្យស្ ីត na ព្ទៀ្ផ្ទទ ត់លកខខណឌ  121   nnnn aaaa   ចំព ោះ  
 1,0 ។ បង្ហា ញថា  na ជាស្ ីតរមួ ។ 

122. ពបី lun
n




lim បង្ហា ញថា l
n

uuu n

n






...
lim 21 ។ 

123. ពរឲ្យស្ ីត  nu កំណត់ពោយ n

n xu  ចំព ោះគ្រប់ INn ។ 
ក/ បង្ហា ញថា 0lim 


n

n
u ពបី 11  x  ។ 

ខ/ បង្ហា ញថា 


n
n

ulim ពបី 1x ។ 

124. រណនា   
nn

n



1lim  ចំព ោះ 10    ។ 

125. ពរឲ្យ s និ្ 0p ។ បង្ហា ញថា 
 

0
1

lim 
 n

s

n p

n  ។ 

126. រណនា 

ក/ 














 nn

n

nnn 222
...

2

2

1

1
lim  

ខ/ 














 nn

nn

n

n

n

n

n 333
...

2

2

1
lim  
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រ/ 














 2222
4

...
44

2

14

1
lim

nn

n

nnn
 ។ 

127. ពរឲ្យស្ ីត  na កំណត់ពោយ nan sin ។ បង្ហា ញថា  na គ្នម នលីមីត ។ 
128. ពរឲ្យស្ ីត  na កំណត់ពោយ 01 a , 12 a និ្ 22 11   nnn aaa ។ 

កំណត់ na រចួរណនា 
n

n
a


lim  ។ 

129. ចំព ោះ a , 0b ពរកំណត់ស្ ីត  na ពោយ 
22

1

ba

ab
a


 និ្ 

2

1

2

1








n

n

n

aa

aa
a  ចំព ោះគ្រប់ 2n ។ កំណត់ na រចួរណនា 

n
n

a


lim ។ 

130. ពរឲ្យស្ ីតននចំនួនពិត  nx និ្  ny កំណត់ពោយ 01 x ,  

 nnn yxx 
2

1
1 , 11 y និ្  nnn yxy 3

4

1
1  ។ 

ក/ រណនាតួទី 2  ទី 3 និ្ ទី 4 ននស្ ីតនីមួយៗ 
ខ/ រណនា 

n
n

x


lim និ្ 
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131. ពរឲ្យស្ ីតចំនួនពិត  nu កំណត់ពោយ 50 u និ្ 
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1 
ចំព ោះ  

0n , 1, 2 , … ។ បង្ហា ញថា 1.4545  nu ។ 
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លហំាត ់១ 
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ដូចពនោះ សំព ើ គ្តូវបានគ្ា បញ្ជជ ក់ 
លហំាត ់២ 
(ភ្នំពពញ,2008) 
ចំព ោះចំនួនរត់ n នើមួ្ ៗមិ្នអវជិ្ជមាន ពរបពងកើតចំនួនរត់ថ្មើ  nf ។ 
ឧបមាថា   00 f ,   11 f និង          421212  nnfnfnf
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ពបើ         141034255  fffn  
តាម្លំនារំំរូខាងពលើ ព ើងអាចសននិដ្ឋា នបានថា   1nf ពបើ n ពសស 
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
nnfnfnf

n  
ពបើ 1n ពសស   nnf  និង   11 nf  
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ចម្លើយ 
ចំព ោះ 1n ព ើងបាន   xxp 11 មានរសឹ 1x  

ចំព ោះ 2n ព ើងបាន  
 

!2

1
12




xx
xxp  
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  21
2

1
 xx  មានរសឹ 1x , 2x  

ឧបមាថា ពិតចំព ោះ kn  រឺ ព ុធា  xpk មានរសឹ 1 , 2 , … , k  
សិកាករ ើ  1 kn  
ពដ្ឋ   xpk មានរសឹ 1 , 2 , … , k  
ព ើងបាន       kxxxcxpk  ...21  

ដត  
     

!

1...1
...

!2

1

!1
1

k

kxxxxxx
xpk





  

ពគ្បៀបព ៀបពម្រុ នន k
x ព ើងបាន 

!

1

k
c   

      kxxx
k

xpk  ...21
!

1  

ព ើងបាន    
   

 !1

...1
1






k

kxxx
xpxp kk

 

    
   

 !1

...1
...21

!

1






k

kxxx
kxxx

k
 

 
     1...21

!1

1



 kxkxxx

k
 

ព តុពនោះ  xpk 1 មានរសឹ 1 , 2 , …, 1 k  ពិត 
ដូចពនោះ  xpn មានរសឹ 1x , 2 , … , n  
លហំាត ់៦ 

បង្ហា ញថា 3
1

1...
3

1
1

2

1
1

1

1
1

3333






































n
 ។ 

សម្រាយ 

ព ើងនឹងបង្ហា ញថា 
nn

1
3

1
1...

3

1
1

2

1
1

1

1
1

3333




































  

ពដ្ឋ ពគ្បើវាចារកំព ើ ន 
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ចំព ោះ 1n ព ើងបាន 22
1

1
3

1

1
1

3
  ពិត 

ឧបមាថា ពិតដល ់ kn  រឺ 
kk

1
3

1
1...

3

1
1

2

1
1

1

1
1

3333




































  

សិកាករ ើ  1 kn  

ព ើងមាន 
kk

1
3

1
1...

3

1
1

2

1
1

1

1
1

3333




































  

   



























































33333
1

1
1

1
3

1

1
1...

3

1
1

2

1
1

1

1
1

kkk
 

ដត 
  1

1
3

1

1
1

1
3

3 






















kkk
 


 

0
1

1
3

1

1
1

1
3

3

























kkk  
0

1

2
3

2







kk

kk  ពិត 

ពរបាន 
  1

1
3

1

1
1...

3

1
1

2

1
1

1

1
1

3333 








































kk
 ពិត 

ព តុពនោះ 
nn

1
3

1
1...

3

1
1

2

1
1

1

1
1

3333




































  

លហំាត ់៧ 
(គ្ទឹសតើបទ Fermat) 
ពរឲ្យ pជាចំនួនបឋម្ ។ បង្ហា ញថា aa

p
 ដចកដ្ឋច់នឹង p ចំព ោះគ្រប់ចំនួនរត់ 

វជិ្ជមាន a ។ 
សម្រាយ 
ព ើងនឹងគ្ា ពដ្ឋ ពគ្បើវាចារកំព ើ នពលើ a  
ចំព ោះ 1a ព ើងបាន 011  aa

p ដចកដ្ឋច់នឹង p  
ឧបមាថា ពិតចំព ោះ na  រឺ nn

p
  

ពិនិតយករ ើ  1 na  រឺ ព ើងនឹងបង្ហា ញថា    11  nn
p ដចកដ្ឋច់នឹង p  
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តាម្គ្ទឹសតើបទពទ្ធាព ើងបាន   





p

k

kpk

p

p
nCn

0

1  

    







1

1

11
p

k

kpk

p

pp
nCnnnn  (1) 

ម្យាងពទៀត  

ចំព ោះ pk 1  ព ើងបាន 
 

   
!

1...1

!!

!

k

kppp

kpk

p
C

k

p





  

   k

pCkkppp !11   
k

pCkp !  ពដ្ឋ    1!, kpGCD  
ព ើងបាន k

pCp  
តាម្ (1) ព ើងបាន    11  nn

p ដចកដ្ឋច់នឹង p ពិត 
ដូចពនោះ aa

p
 ដចកដ្ឋច់នឹង p ចំព ោះគ្រប់ចំនួនរត់វជិ្ជមាន a  

លហំាត ់៨ 

ពរឲ្យស្ុ ើត  nu កំ ត់ពដ្ឋ  
2

2
0 u និង 2

1 11
2

2
nn uu  ចំព ោះគ្រប់ 

0n ។ រ នា nu ។ 
សម្រាយ 

ព ើងមាន 20
2

sin
2

2 
u  

2

2

1
2

sin11
2

2 
 u

2

2

2
cos1

2

2 
  

2
2

cos1
2

2 


33

2

2
sin

2
sin2

2

2 
  

ឧបមាថា 
2

2
sin




kku
  ព ើងបាន 2

2

1
2

sin11
2

2
 

kku
  
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2

2

2
cos1

2

2



k

  

2
2
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2

2



k

  

33

2

2
sin

2
sin2

2

2



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 ពិត 

ដូចពនោះ 
2

2
sin




nnu
 ចំព ោះគ្រប់ 0n  

លហំាត ់៩ 

ពរឲ្យស្ុ ើត  nu កំ ត់ពដ្ឋ  31 u និង 
  n
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n
u

u
u

211

12
1




 ចំព ោះគ្រប់  

1n  ។ រ នា nu ។ 
សម្រាយ 

ព ើងមាន 
3

tan31


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8
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1

8
tan

2

2





1

4
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2





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4
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4
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






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2

2
1






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tan 
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  n
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n
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u
u
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1
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
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ចំព ោះ 




















83
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8
tan

3
tan1

8
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3
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8
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8
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1

1

2
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
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



u

u

un  

ឧបមាថា  







 


8

1

3
tan

 k
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ព ើងបាន 
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tan
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3
tan1

8
tan
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 





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














83
tan

88

1

3
tan

 kk ពិត 

ដូចពនោះ  







 


8
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3
tan

 n
un ចំព ោះគ្រប់ 1n  

លហំាត ់១០ 
បង្ហា ញថា    nn

549549  ជាចំនួនរត់ និង ដចកមិ្នដ្ឋច់នឹង 17 ចំព ោះគ្រប់ 
INn ។ 

សម្រាយ 
 ក 5491 x , 5492 x និង nn

n xxS 21   
ព ើងបាន 1821  xx  និង    1808154954921 xx  

1x , 
2x ជារសឹននសម្ើការ 0118

2
 xx  

ព តុពនោះ 

























018

018

0118

0118

1

22

1

2

1

11

1

1

2

2

2

1

2

1

nnn

nnn

xxx

xxx

xx

xx  

ព ើងបាន       018
1

2

1

121

1

2

1

1 
 nnnnnn

xxxxxx  
1111 18018   nnnnnn SSSSSS  

 បង្ហា ញថា nS ជាចំនួនរត់ 
ពដ្ឋ  2

0

2

0

10  xxS  ជាចំនួនរត់ និង 18211  xxS ជាចំនួនរត់ 
ម្យាងពទៀត ពបើ 1kS , kS ជាចំនួនរត់ ព ើងបាន 11 18   kkk SSS ជាចំនួនរត់ 
ដូចពនោះ    nn

nS 549549  ជាចំនួនរត់ចំព ោះគ្រប់ INn  
 បង្ហា ញថា nS ដចកមិ្នដ្ឋច់នឹង 17  

ព ើងមាន 20 S និង 181 S ដចកមិ្នដ្ឋច់នឹង 17  
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ពបើ 0S , … , 1kS , kS ដចកមិ្នដ្ឋច់នឹង 17  
ពដ្ឋ  2118   kkk SSS  ព ើងបាន  

11 18   kkk SSS 117  kkk SSS 1211817   kkkk SSSS  
  2117   kkk SSS ដចកមិ្នដ្ឋច់នឹង 17  

 
 

 
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លហំាត ់១១ 
(ភ្នំពេញ,2003) 

បង្ហា ញថា 93030...303066...66 
    

;; DIkal;:raDIkal;:ra nn

 ។ 

សម្រាយ 

ព ើងមាន 396...6666...66 
    

;; DIkal;:raDIkal;:ra nn

 

និង 63630...30303030...3030 
    

;; DIkal;:raDIkal;:ra nn

 

ដូចពនេះ 93030...303066...66 
    

;; DIkal;:raDIkal;:ra nn

 

លហំាត ់១២ 
(ភ្នំពេញ,2003) 
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លហំាត ់១៣ 

បង្ហា ញថា xx
x

x  sin
6

3

ចំព េះគ្េប់ 0x ។ 

សម្រាយ 
 ក     0cos1sin  xxfxxxf  ចំព េះគ្េប់ IRx  
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f ជាអនុេមន៍ពកើន ព ើងបាន    0fxf  ចំព េះគ្េប់ 0x  
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លហំាត ់១៤ 
(កមពុជា,2007) 

ពគ្បៀបព ៀប A និង B ដដល  
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  0 xf ចំព េះគ្េប់   ,72x  
f ជាអនុេមន៍ពកើនពលើ   ,72  
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លហំាត ់១៥ 
(ភ្នំពេញ,2003) 
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លហំាត ់១៦ 
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លហំាត ់១៧ 
(Hanoi,2000) 
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2

... 1

211

nn
nn

xx
xxxxx


  ។ 

សម្រាយ 
តាម AM-GM ព ើងបាន n

nn xxxnxxx ...... 2121   

ពោ   nx ជាេ្ុ ើតនេ្នា
 

2
... 1

21

n

n

xxn
xxx


  

ព ើងបាន 
 

2
......

2

1

2121

1 nn
n

n
n

n xx
xxxxxxn

xxn 


  (1) 

បង្ហា ញថា n
nn xxxxx ...211   

ពបើ 1n ព ើងបាន 1

2

1 xx   េិត 
ឧបមាថា េិតចំព េះ kn  េឺ k

kk xxxxx ...211   
បង្ហា ញថា េំពណើ េិតចំព េះ 1 kn េឺ គ្ា ថា 1

12111 ...
  k

kk xxxxx  
   2121

1

11 ... 



  k

k

k xxxxx  
ព ើងមាន k

kk xxxxx ...211     kkk xxxxx 1

2

21 ...   
    2

11

2

121 ...   k

k

kkk xxxxxxx  

ព ើងនឹងបង្ហា ញថា     1

11

2

11



 
k

kk

k

k xxxxx 
2

1

1

1

1 



 












kk

k

k

k x
x

x
x   

 
 dkx

dkx

d
x

k

1
1

1 1

1

1

1 













 (*) 

( 0d ជា្លេងរមួននេ្ុ ើត  nx ) 
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ចំព េះ 1k ព ើងបាន (*) េិត 

ពបើ 
 

 dkx
dkx

d
x

k

1
1

1 1

1

1

1 













 

ព ើងបាន 
 

kk

dkx

d
x

kdx

d
x 

























1
11

1

1

1

1
 

    
























dkx

d

dkx

d
x

k

1
1

1
1

1

1

1

1
 

  
  












dkx

d
dkx

1
11

1

1  

  dkxddkx  11 1  េិត 
ព ើងបាន (*) េិតចំព េះគ្េប់ INk 1

12111 ...
  k

kk xxxxx  េិត 
ពេតុពនេះ n

nn xxxxx ...211   (2) 

តាម (1),(2) ព ើងបាន 
2

... 1

211

nn
nn

xx
xxxxx


  

សាា ល ់

ពបើ nxn   ព ើងបាន 
2

1
!

n
nn n 
  ។ 

លហំាត ់២៩ 
(MOSP,2002) 
ពេឲ្យ a , b , cជាចំនួនេិតវជិ្ជមាន ។ បង្ហា ញថា  

3
222 3

2

3

2

3

2
































 ba

c

ac

b

cb

a  ។ 

សម្រាយ 

តាម AM-GM ព ើងបាន 
     cbcba

a

cba

a

cb

a















 2

6

2

22

3 2

3

2
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cba

a




3  (1) 

គ្ា ដូចគ្នន  
cba

b

ac

b














32 3

2

  (2) 

និង 
cba

c

ba

c














32 3

2

  (3) 

បូក(1),(2) និង (3) ព ើងបាន 3
222 3

2

3

2

3

2
































 ba

c

ac

b

cb

a  

លហំាត ់៣០ 
(Bulgaria,2003) 
ពេឲ្យ a , b , cជាចំនួនេិតវជិ្ជមានដដល 3 cba ។ 

បង្ហា ញថា 
2

3

111
222








 a

c

c

b

b

a  ។ 

សម្រាយ 

តាម AM-GM ព ើងបាន 
2211

2

2

2

2

ab
a

b

ab
a

b

ab
a

b

a






 

គ្ា ដូចគ្នន  
21

2

bc
b

c

b



 និង 

21
2

ca
c

a

c



 

បូកវេិមភាេទាងំបើព ើងបាន 
111

222






 a

c

c

b

b

a  

2

cabcab
cba


  

 
2

3

6

2





cba

cba   

(វេិមភាេ Cauchy-Schwarz) 

ដូចពនេះ 
2

3

111
222








 a

c

c

b

b

a  
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លហំាត ់៣១ 
(Austria,2005) 
ពេឲ្យ a , b , cជាចំនួនេិតវជិ្ជមាន ។ បង្ហា ញថា  

abcd

dcba

dcba




3333

1111  ។ 

សម្រាយ 

 ក 
a

x
1

 , 
b

y
1

 , 
c

z
1

 និង x
d

t 
1 , y , z , 0t  

ព ើងបាន 
abcd

dcba

dcba




3333

1111  

txyztxyztxyztzyx 
3333   (1) េិត 

ពគ្ េះ តាម AM-GM ព ើងបាន xyzzyx 3
333
  

yzttzy 3
333
  

ztxxtz 3
333
  

txyyxt 3
333
  

បូកអងគ និង អងគពេបានវេិមភាេ (1) 

ដូចពនេះ 
abcd

dcba

dcba




3333

1111  

លហំាត ់៣២ 
(Japan,2005) 
ពេឲ្យ a , b , cជាចំនួនេិតវជិ្ជមានដដល 1 cba ។ 
បង្ហា ញថា 1111 333  bacacbcba  ។ 
សម្រាយ 
ពោ  011  cbcba  
តាម វេិមភាេ AM-GM ព ើងបាន  33 1111 cbacba   
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33

111 acab
a

cb
a










 
  

គ្ា ដូចគ្នន  
3

13 abbc
bacb


  និង 

3
13 bcca

cbac


  

បូកអងគ និង អងគននវេិមភាេព ើងបាន 333 111 bacacbcba   
1 cba  

លហំាត ់៣៣ 
(Poland,2005) 

ពេឲ្យ a , b ,  1,0c ។ បង្ហា ញថា 2
111








 ab

c

ca

b

bc

a ។ 

សម្រាយ 
ពោ  a , b ,  1,0c  ព ើងបាន       01111  cabba  

cbaabc  2  
ពេតុពនេះ 

111111 














 abc

c

abc

b

abc

a

ab

c

ca

b

bc

a  

2
1

22

1

2

1

















abc

abc

abc

abc

abc

cba  

ដូចពនេះ 2
111








 ab

c

ca

b

bc

a  

លហំាត ់៣៤ 
(Russia,2005) 

ពេឲ្យ nជាចំនួនេត់វជិ្ជមាន។ បង្ហា ញថា  

  1

1

1

2
1








n

n

n

x

x
x ចំព េះគ្េប់ 0x ។ 

សម្រាយ 

តាម វេិមភាេ AM-GM ព ើងបាន 2

1

11
221






n

nn
xxx  

និង 2

1

221 xxx   
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ព ើងបាន     n

n
n

nn
xxxxx 22211

1

2

1

2

1
11




















  

ដូចពនេះ  

  1

1

1

2
1








n

n

n

x

x
x  

លហំាត ់៣៥ 
(Moldova,2007) 
ពេឲ្យ 1a , 2a , … ,  1,0na និង 33

2

3

1 ... naaaS   ។ បង្ហា ញថា 

3

1

12
...

1212
33

2

2

3

1

1 






 n

n

aSn

a

aSn

a

aSn

a  ។ 

សម្រាយ 
ចំព េះ ni ,1 តាម វេិមភាេ AM-GM ព ើងបាន 

   n

ij

j

ij

ji aaaaaaSn  


...3333212 21

33  

 n

i

i

i

aaa

a

aSn

a







...312 21

3
 

  3

1

...3

1

12 1 211
3



















 



n

i n

i
n

i i

i

aaa

a

aSn

a  

ដូចពនេះ 
3

1

12
...

1212
33

2

2

3

1

1 






 n

n

aSn

a

aSn

a

aSn

a  

លហំាត ់៣៦ 
(Romania,2007) 
ពេឲ្យ x , y , zជាចំនួនេិតមិនអវជិ្ជមាន ។ បង្ហា ញថា 

   xzzyyxxyz
zyx




4

3

3

333

 ។ 

សម្រាយ 

ព ើងមាន         222333

2

1
3 xzzyyxzyxxyzzyx   
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ពេតុពនេះ    xzzyyxxyz
zyx




4

3

3

333

 

            xzzyyxxzzyyxzyx 
4

3

6

1 222  

តាម វេិមភាេ AM-GM ព ើងបាន        xzzyyxzyx 2  
xzzyyx   

   33 xzzyyx   (1) 

និង          3
2222

3 xzzyyxxzzyyx    (2) 
េុណ (1) និង (2) ព ើងបាន 
            xzzyyxxzzyyxzyx  92

222  

            xzzyyxxzzyyxzyx 
4

3

6

1 222 េិត 

ដូចពនេះ    xzzyyxxyz
zyx




4

3

3

333

 

 
 

 



| 70 

លហំាត ់៣៧ 

គេឲ្យ ka , nk ,1 ជាចំនួនពិតវជិ្ជមានគ ទ្ៀងផ្ទទ ត់ 1
1




n

k

ka ។ 

បង្ហា ញថា 2

1

1
n

a

n

k k




 ។ 

សម្រាយ 

តាម វសិមភាព AM-GM គ ើងបាន n

n

i

i

n

k

k ana 



11

និង 
n

n

i

i

n

k k
a

n

a










1

1

1  

2

1

2

1

2

11

11
n

a

n

a
n

a
a

n

k

k

n

k k

n

k k

n

k

k 


























 គ្រោះ 1
1




n

k

ka  

ដូចគនោះ 2

1

1
n

a

n

k k




 

លហំាត ់៣៨ 
(វសិមភាព Cauchy-Schwarz) 
គេឲ្យ 1a , 2a , … , na និង 1b , 2b , … , nb ជាចំនួនពិត ។  

បង្ហា ញថា 



























n

k

k

n

k

k

n

k

kk baba
1

2

1

2

2

1

។ 

សម្រាយ 

គ ើងមាន 


























 n

jk

jjkk

n

jk

jk

n

k

k

n

k

k

n

k

kk bababababa
1,1,

22

1

2

1

2

2

1

 

  0
2

1

1,

2
 



n

jk

kjjk baba  

ដូចគនោះ 



























n

k

k

n

k

k

n

k

kk baba
1

2

1

2

2

1
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លហំាត ់៣៩ 

បង្ហា ញថា 



n

k

k

n

k

k

n

k

kk baba
1

2

1

2

1 4

1 


ចំគរោះ្េប់ 0 ។ 

សម្រាយ 

គ ើងមាន 



n

k

k

n

k

k

n

k

kk baba
1

2

1

2

1 4

1 


 

044
1

2

11

2
 



n

k

k

n

k

kk

n

k

k abab   ពិត 

គ្រោះ គបើ ក   



n

k

k

n

k

kk

n

k

k ababf
1

2

11

2
44  

គ ើងបាន 0'
1

2

1

2

2

1


























 



n

k

k

n

k

k

n

k

kk baba (វសិមភាព Cauchy-Schwarz) 

គោ  0
2
   0 f  

ដូចគនោះ 



n

k

k

n

k

k

n

k

kk baba
1

2

1

2

1 4

1 


 

លហំាត ់៤០ 
(Singapore,2000) 
គេឲ្យ a , b , c , d ជាបួនចំនួនពិតវជិ្ជមានបំគពញលកខខណ្ឌ   32222

badc  ។ 

បង្ហា ញថា 1
33


d

b

c

a  ។ 

សម្រាយ 
គោ   32222

badc   តាមវសិមភាព Cauchy-Schwarz គ ើងបាន 

     




 





















































22

2
3

2
333

bdac
d

b

c

a
bdac

d

b

c

a  
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 222
33

babd
d

b
ac

c

a















  

   bdacdcba 
2222  

ដូចគនោះ 1
33


d

b

c

a  

លហំាត ់៤១ 
(United Kingdom,1983) 
គេឲ្យ a , b , c , d , e , f ជាចំនួនពិតវជិ្ជមាន ។ បង្ហា ញថា 

  
fedcba

fdbeca

fe

ef

dc

cd

ba

ab













 ។ 

សម្រាយ 
រគបៀបទើ ១ 

គ ើងមាន   
fedcba

fdbeca

fe

ef

dc

cd

ba

ab













 












































fe

effe

dc

cddc

ba

abba

444
 

  
fedcba

fdbecafdbeca









4
 

       
fedcba

fdbeca

fe

fe

dc

dc

ba

ba





















2222

ពិត 

គ្រោះ តាមវសិមភាព Cauchy-Schwarz គ ើងបាន 
            

fedcba

fedcba

fe

fe

dc

dc

ba

ba



















2222

 

 
fedcba

fdbeca






2

 

រគបៀបទើ ២ 
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តាមវសិមភាព Cauchy-Schwarz គ ើងបាន 
          222

baecaabfdbabbecaafdb   
 2

fedcbaab   
   

 2

22

fedcba

becaafdb

ba

ab







    (1) 

្ា ដូចគ្នា  គ ើងបាន    

 2

22

fedcba

decacfdb

dc

cd







 (2) 

និង    

 2

22

fedcba

fecaefdb

fe

ef







 (3) 

បូក (1),(2) និង (3) គ ើងបាន  
  

fedcba

fdbeca

fe

ef

dc

cd

ba

ab













 

លហំាត ់៤២ 
(United Kingdom,1992) 
គេឲ្យ x , y , z និង wជាចំនួនពិតវជិ្ជមាន ។ បង្ហា ញថា 

 




















 sym wzyxyxwzyx

1111

4

3112  ។ 

សម្រាយ 
តាមវសិមភាព Cauchy-Schwarz គ ើងបាន 

  wzyxyxyx
sym

sym 













 


1261
2

   (1) 

មយាងគទៀត 



























 

wzyxyxyxsym sym

1111

4

3

4

1

4

11  (2) 

តាម (1)និង (2) គ ើងបាន  
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 




















 sym wzyxyxwzyx

1111

4

3112  

លហំាត ់៤៣ 
(Poland,1996) 
គេឲ្យ 2n និង 

1a , 
2a , … , na , 

1x , 
2x , … , nx ជាចំនួនពិតវជិ្ជមានបំគពញ 

លកខខណ្ឌ  1...21  naaa  និង 1...21  nxxx ។  

បង្ហា ញថា 
 







n

i i

ii

nji

ji
a

xa

n

n
xx

1

2

1 11

2
2  ។  

សម្រាយ 

គោ  



n

i

i

nji

jin xxxxxx
1

2

1

21 121...  

គ ើងបាន 
 













n

i i

i
n

i i

ii

nji

ji
a

x

na

xa

n

n
xx

1

2

1

2

1 11

1

11

2
2 ពិត 

គ្រោះ តាមវសិមភាព Cauchy-Schwarz គ ើងបាន  

  11
1

2

111

2





































n

i

i

n

i

i

n

i i

i xa
a

x  គោ    11
1




na
n

i

i  

គ ើងបាន 
 




n

i i

i

a

x

n 1

2

11

1  

ដូចគនោះ   
 







n

i i

ii

nji

ji
a

xa

n

n
xx

1

2

1 11

2
2  

លហំាត ់៤៤ 
(Hong Kong,1997) 
គេឲ្យ x , y , zជាចំនួនពិតវជិ្ជមាន ។ បង្ហា ញថា 

 
   9

33
222

222







zxyzxyzyx

zyxzyxxyz  ។ 

សម្រាយ 
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តាមវសិមភាព Cauchy-Schwarz និង AM-GM គ ើងបាន 
 

  

  
  zxyzxyzyx

zyxzyxxyz

zxyzxyzyx

zyxzyxxyz









222

222222

222

222
3  

 
 zxyzxyzyx

xyz






222

13  

 
9

33

33

13

3 2223 222









zyxzyx

xyz  

ដូចគនោះ   
   9

33
222

222







zxyzxyzyx

zyxzyxxyz  

លហំាត ់៤៥ 
(Hong Kong,1998) 
គេឲ្យ a , b , 1c ។ បង្ហា ញថា  1111  abccba  ។ 
សម្រាយ 
តាមវសិមភាព Cauchy-Schwarz គ ើងបាន 

   11111111  cabcba  
1 cab   111  abc  

 1 abc  
ដូចគនោះ  1111  abccba  
លហំាត ់៤៦ 
(Iran,1998) 

គេឲ្យ x , y , 1z បំគពញលកខខណ្ឌ  2
111


zyx
 ។ បង្ហា ញថា 

111  zyxzyx  ។ 
សម្រាយ 
តាមវសិមភាព Cauchy-Schwarz គ ើងបាន 
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 
2

2 111
111























 z

z

z
y

y

y
x

x

x
zyx  

  






 








z

z

y

y

x

x
zyx

111  

  









zyx
zyx

111
3  

   zyxzyx  23  
ដូចគនោះ 111  zyxzyx  
លហំាត ់៤៧ 
(Vietnam,1998) 
កំណ្ត់តម្មៃអបបបរមាម្ន          2222

1111,  yxyxyxF  
   22

22  yx   ។ 
សម្រាយ 
តាមវសិមភាព Cauchy-Schwarz គ ើងបាន 

   
        

22

111313

11

2222

22






 



xy

yx  

     
22

131131 


xy   (1) 

ដូចគ្នា ដដរ    
     

22

131131
11

22 


yx
yx  (2) 

មយាងគទៀត តាមវសិមភាព Cauchy-Schwarz គ ើងបាន 

   
   

2

22
22

22 


yx
yx     (3) 

បូក (1),(2),(3) គ ើងបាន   226, yxF  
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ដូចគនោះ   226,min yxF  គពល 
3

3
 yx  

 
 
 

 
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លហំាត ់៤៨  
ដោយដ្រើនិយមន័យ រង្ហា ញថា 

1- 1
3

1
lim

2

2






 n

n

n
 

2- 1
1

23
lim

2

2






 nn

nn

n
 

3-   111lim
2




nn
n
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ក្ ៊ីងមាន 
  

n

nn
nnnnnn

uu
2

1
...

2

1

2

1

2

1
...

2

1

1

1
2 







2

1

2


n

n  

ក្េតវក្នោះ nu មិនដមនជាស្វ ៊ីត Cauchy គឺ  nu ជាស្វ ៊ីតរ ៊ីក 

ដូចក្នោះ 









 nn

1
...

3

1

2

1
1lim  

លហំាត ់៨៣ 
ចំក្រោះ 2c ក្គកំណត់ស្វ ៊ីត  na ក្ោ  2

1 ca  និង  21 caa nn  , 1n ។ 
បង្ហា ញថា  na ជាស្វ ៊ីតក្ក៊ីនជានិចច ។ 
សម្រាយ 
តាមវចិារកំក្ណ៊ី ន ក្ ៊ីងបាន can 2 ចំក្រោះរគប់ 1n  
ក្ ៊ីងមាន       1

222222

12 1 accccccaa   
ឧបមាថា ពិតចំក្រោះ kn  គឺ 

kk aa 1
 

បង្ហា ញថា 
12   kk aa  

ក្ ៊ីងមាន     1

22

12   kkkk acacaa  ពិត 
ក្េតវក្នោះ 

nn aa 1
ចំក្រោះរគប់ 1n  

ដូចក្នោះ  na ជាស្វ ៊ីតក្ក៊ីនជានិចច 
លហំាត ់៨៤ 

ក្គឲ្យស្វ ៊ីត  na បំក្ពញលកខខណឌ  10  na និង  
4

1
1 1  nn aa ចំក្រោះ INn ។ 

បង្ហា ញថា  na ជាស្វ ៊ីតរមួ រចួទាញរកល៊ីម៊ីតននស្វ ៊ីតក្នោះ ។ 
សម្រាយ 

ក្ ៊ីងមាន  
4

1
1 1  nn aa ចំក្រោះ INn  តាម AM-GM ក្ ៊ីងបាន  

 
  0

2

1
1

2

1
11

1 






nnnn

nn aaaa
aa  
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ក្ ៊ីងបាន  na ជាស្វ ៊ីតចវោះ 
មយាងក្ ៀត 

na0  na ជាស្វ ៊ីតទាល់ក្រោម 
ដូចក្នោះ  na ជាស្វ ៊ីតរមួ 
ទាញរកល៊ីម៊ីតននស្វ ៊ីត  na  
ឧបមាថា lan

n



lim  

ក្ោ   
4

1
1 1  nn aa  ក្ ៊ីងបាន  

2

1
0

2

1

4

1
1

2









 llll  

ដូចក្នោះ 
2

1
lim 


n

n
a  

លហំាត ់៨៥ 
ក្គឲ្យស្វ ៊ីត  na កំណត់ក្ោ  01 a និង nn aa  61 ចំក្រោះរគប់ 1n ។ 
បង្ហា ញថា  na ជាស្វ ៊ីតរមួ រចួទាញរកល៊ីម៊ីតននស្វ ៊ីតក្នោះ ។ 
សម្រាយ 
ក្ ៊ីងមាន 01 a និង nn aa  61 ចំក្រោះរគប់ 1n  
ក្ ៊ីងបាន 3966 12  aa  
ឧបមាថា ពិតចំក្រោះ kn  គឺ 3ka  
បង្ហា ញថា 31 ka  
ក្ោ  33663 1   kkk aaa  ពិត 
ក្េតវក្នោះ 3na ចំក្រោះរគប់ 1n  

 na ជាស្វ ៊ីតទាល់ក្ល៊ី 
មយាងក្ ៀត    0236

222

1  nnnnnn aaaaaa ក្ររោះ 3na  
 nnn aaa   01

ជាស្វ ៊ីតក្ក៊ីន 
ដូចក្នោះ  na ជាស្វ ៊ីតរមួ 
ទាញរកល៊ីម៊ីតនន  na  
ឧបមាថា lan

n



lim  
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ក្ោ  nn aa  61  ក្ ៊ីងបាន 066
2

 llll 2 l , 3l  
ដត 030  lan

 
ដូចក្នោះ 3lim 


n

n
a  

លហំាត ់៨៦ 

 na ជាស្វ ៊ីតននចំនួនពិតកំណត់ក្ោ  ំនាក់ ំនងកំក្ណ៊ី ន 01 a , 
2

1
2 a  

និង  3

11 1
3

1
  nnn aaa  ចំក្រោះរគប់ 1n ។ បង្ហា ញថា  na ជាស្វ ៊ីតរមួ រចួទាញ 

រកល៊ីម៊ីតននស្វ ៊ីតក្នោះ ។ 
សម្រាយ 

ក្ ៊ីងមាន 01 a , 
2

1
2 a  និង  3

11 1
3

1
  nnn aaa  ចំក្រោះរគប់ 1n  

0 na ចំក្រោះរគប់ 1n  
ក្ោ  11 a , 12 a  ឧបមាថា 1ka  ចំក្រោះ nk 1  
បង្ហា ញថា 11 na  

ក្ ៊ីងមាន 1na ,     1111
3

1
1

3

1
1

3

11   nnnn aaaa  

ក្ ៊ីងបាន 10  na   na ជាស្វ ៊ីតទាល ់
មយាងក្ ៀត 

321 aaa   
ឧបមាថា 

1 kk aa  ចំក្រោះ nk 1  
បង្ហា ញថា 

21   nn aa  

ក្ ៊ីងមាន   0
3

1 3

1

3

112   nnnnnn aaaaaa  ពិត 

ក្ររោះ 11   nnn aaa  
ក្េតវក្នោះ 

nn aa 1
 ចំក្រោះរគប់ 1n  

ក្ ៊ីងបាន  na ជាស្វ ៊ីតក្ក៊ីន 
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ដូចក្នោះ  na ជាស្វ ៊ីតរមួ 
ទាញរកល៊ីម៊ីតននស្វ ៊ីត  na  

 ក lan
n




lim  ក្ោ   3

11 1
3

1
  nnn aaa  

ក្ ៊ីងបាន  3
1

3

1
lll  1 l , 

2

51
l  

ដត 
2

51
0


 na  (រា តាមកំក្ណ៊ី ន) 

ដូចក្នោះ 
2

51
lim





n

n
a  

លហំាត ់៨៧ 
ក/ ក្ប៊ី  na ជាស្វ ៊ីតមយូណូតូនក្ក៊ីន បង្ហា ញថា  IN:suplim 


naa nn

n
។ 

ខ/ ក្ប៊ី  na ជាស្វ ៊ីតមយូណូតូនចវោះ បង្ហា ញថា  IN:inflim 


naa nn
n

។ 
សម្រាយ 
ក/ 
ក្ប៊ី  na ជាស្វ ៊ីតក្ក៊ីន និង ទាល់ក្ល៊ី ( ក Aជាក្ាលក្ល៊ី, A ) 
ក្ ៊ីងបាន   Anan  IN:sup  និង Aan  ចំក្រោះរគប់ INn  
ចំក្រោះ   A0 មិនដមនជាក្ាលក្ល៊ីននសំណវំ   IN: nan

 
ក្េតវក្នោះ IN0 n ដដល  Aan0

 
ក្ោ   na ជាស្វ ៊ីតមយូណូតូនក្ក៊ីន ក្ ៊ីងបាន  AaA n

ចំក្រោះ 
0nn   

Aan
n




lim  
ក្ ៊ីងបាន  IN:suplim 


naa nn

n
 

ក្ប៊ី  na ជាស្វ ៊ីតក្ក៊ីន ដតមិនទាលក់្ល៊ី ក្ ៊ីងបាន 
IN,0 0  nM  ក្្ទៀងផ្ទទ ត់ Man 

0
 

ក្ោ   na ជាស្វ ៊ីតមយូណូតូនក្ក៊ីន ក្ ៊ីងបាន 
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IN,0 0  nM ដដល 
0nn   ក្្ទៀងផ្ទទ ត់ Man   

ដូចក្នោះ 


n
n

alim  
សរវបមក  IN:suplim 


naa nn

n
 

ខ/ រា ដូច ក 
លហំាត ់៨៨ 

ក្គឲ្យ  na ជាស្វ ៊ីតទាល់ និង ក្ ទ្ៀងផ្ទទ ត់លកខខណឌ  nnn aa
2

1
1  ។ 

បង្ហា ញថា  na ជាស្វ ៊ីតរមួ ។ 
សម្រាយ 

 ក 0
2

1

2

1
111

  nnnnnnnn aabbab  

 nb ជាស្វ ៊ីតក្ក៊ីន 
ក្ោ   na ជាស្វ ៊ីតទាល់ ក្ ៊ីងបាន  nb ក៏ជាស្វ ៊ីតទាល់ដដរ 

ក្េតវក្នោះ  









1

2

1
nnn ab ជាស្វ ៊ីតរមួ ដត 









1
2

1
n
ជាស្វ ៊ីតរមួ 

ដូចក្នោះ  na ជាស្វ ៊ីតរមួ 
លហំាត ់៨៩ 
ក/ ក្គឲ្យ p , qជាចំនួនពិត និង 1a , 2a , … ,

na ជាចំនួនពិតវជិ្ាមាន ។ 

បង្ហា ញថា 



































n

k

qp

k

n

k

qp

k

n

k

p

k aaa
11

2

1

 ។ 

ខ/ ក្គឲ្យ 1a , 2a , … , 
pa ជាចំនួនពិតវជិ្ាមាន ។ ក្គកំណត់ ក 

p

aaa
s

n

p

nn

n




...21 និង n
nn sx  ចំក្រោះរគប់ 1n  ។  

បង្ហា ញថា  nx ជាស្វ ៊ីតមយូណូតូនក្ក៊ីន ។ 
សម្រាយ 
ក/ 
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តាមវសិមភាព Cauchy-Schwarz ក្ ៊ីងបាន 































































































n

k

qp

k

n

k

qp

k

n

k

qp

k

qp

k

n

k

p

k aaaaa
1

2

2

1

2

2

2

1

22

2

1

 

















 








n

k

qp
n

k

qp
aa

11

 

ដូចក្នោះ 



































n

k

qp

k

n

k

qp

k

n

k

p

k aaa
11

2

1

 

ខ/ 

ក្ ៊ីងមាន 
p

aaa
sx

p


...21

11 និង 
p

aaa
sx

p

22

2

2

1

22

...
  

តាម វសិមភាព Cauchy-Schwarz ក្ ៊ីងបាន 



p

k

k

p

k

k apa
1

2

1

 

21

1

2

1 xx
p

a

p

a
p

k

k

p

k

k




  

ឧបមាថា 
kk xx 1
  

បង្ហា ញថា 
1 kk xx  

តាម ក ក្ ៊ីងបាន 11

21

1







 kkk

k

k

k

k sss
s

s

s

s  ចំក្រោះ 2n  

ក្ោ  k
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លហំាត ់៩០ 
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
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
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
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1
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1
2   
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 

nn
nan
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 

0
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1
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


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
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 na ជាស្វ ៊ីតចវោះ 
មយាងក្ ៀត តាម ក ក្ ៊ីងបាន   21122  nnan  

 na ជាស្វ ៊ីតទាល់ក្រោម 
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ដូចក្នោះ  na ជាស្វ ៊ីតរមួ 
លហំាត ់៩១ 

ក្គឲ្យស្វ ៊ីត  na កំណត់ក្ោ  
nn

n
a

2
 ចំក្រោះ 1n ។ បង្ហា ញថា  na ជាស្វ ៊ីត 

ចវោះោច់ខាត រចួទាញរកល៊ីម៊ីតននស្វ ៊ីតក្នោះ ។ 
សម្រាយ 

ក្ ៊ីងមាន nnnnnn aa
n

nn
a

n
a 








2

1

2

1

2
11  ក្ររោះ 1

2

1




n

n , 1n  

ក្ ៊ីងបាន  na ជាស្វ ៊ីតចវោះ 
មយាងក្ ៀត 0na  ចំក្រោះរគប់ 1n  ក្នាោះ  na ជាស្វ ៊ីតទាល់ក្រោម 
ក្េតវក្នោះ na ជាស្វ ៊ីតរមួ មានន័ ថា na មានល៊ីម៊ីត 
ឧបមាថា lan

n



lim  

ក្ោ  0
2

1

2

1
1 


 llla

n

n
a nn  

ដូចក្នោះ 0lim 


n
n

a  
លហំាត ់៩២ 
ក្គឲ្យស្វ ៊ីត  na កំណត់ក្ោ  21 a និង nn aa  21 ចំក្រោះរគប់ 1n ។ 
បង្ហា ញថា  na ជាស្វ ៊ីតរមួ រចួទាញរកល៊ីម៊ីតននស្វ ៊ីតក្នោះ ។ 
សម្រាយ 
ក្ ៊ីងមាន 21 a និង nn aa  21 ចំក្រោះរគប់ 1n  

112 2222 aaa    
ឧបមាថា ពិតចំក្រោះ kn  គឺ 

kk aa 1
 

បង្ហា ញថា 
12   kk aa  

ក្ោ  
kk aa 1 121 22   kkkk aaaa   ពិត 

ក្ ៊ីងបាន nn aa 1
ចំក្រោះរគប់ 1n  
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 na ជាស្វ ៊ីតក្ក៊ីន 
មយាងក្ ៀត 221 a  
ក្ប៊ី 22222 1   kkk aaa  ពិត 
ក្ ៊ីងបាន 2na  ចំក្រោះរគប់ 1n

na ជាស្វ ៊ីតទាល់ក្ល៊ី 
ដូចក្នោះ  na ជាស្វ ៊ីតរមួ 
ឧបមាថា lan

n



lim  

ក្ោ  nn aa  21  ក្ ៊ីងបាន ll  2  (*) 
ក្ោោះរា សម៊ីោរ (*) ក្ោ ក្រប៊ីរូបមនត Cardan ក្ ៊ីងបាន 

    







 1249379

2

1
249379
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1
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លហំាត ់៩៣ 
 ក  nx ជាស្វ ៊ីតននចំនួនពិត ។ បង្ហា ញថា  nx ជាស្វ ៊ីតរមួ ក្ប៊ីក្គដឹងថា  nx2

,  12 nx  
និង  nx3

ជាស្វ ៊ីតរមួ ។ 
សម្រាយ 
ក្ប៊ី  nx ជាស្វ ៊ីតរមួ ក្នាោះរគប់ស្វ ៊ីតរង (រ ឺស្វ ៊ីតទាញក្ចញ) នន  nx សវ ធដតជាស្វ ៊ីតរមួ 
ក្េ៊ី  មានល៊ីម៊ីតដូចាា  
ឧបមាថា 

12lim 


n
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212lim 


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n
x និង 

33lim 
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ក្ោ   nx6

ជាស្វ ៊ីតរងននស្វ ៊ីត  nx2
និង  nx3
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មយាងក្ ៀត  36 nx ជាស្វ ៊ីតរងននស្វ ៊ីត  12 nx និង  nx3
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
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ក្េតវក្នោះ 
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ឧបមាថា lxx n
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n

n
 


122 limlim  ក្ ៊ីងនឹងបង្ហា ញថា lxn
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ក្ោ  lxx n
n

n
n

 


122 limlim  ក្ ៊ីងបាន 0 , 
0N , IN1 N ដដល 

 lx n2
ចំក្រោះរគប់ 

0Nn   និង  lx n 12
ចំក្រោះរគប់ 

1Nn   
 ក  12,2max 10  NNN   
ចំក្រោះ Nn   
ក្ប៊ី nជាចំនួនគូ 
ក្ ៊ីងបាន 02 Nkkn  ក្ររោះ 

02NNn   
ក្េតវក្នោះ   lxlx nk2

 
រា ដូចាា  ចកំ្រោះ nជាចំនួនក្សស ក្ ៊ីងបាន  lxn

 
ក្ ៊ីងបាន  lxn

ចំក្រោះរគប់ Nn   
ដូចក្នោះ  nx ជាស្វ ៊ីតរមួ  
លហំាត ់៩៤ 
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បង្ហា ញថា  na ជាស្វ ៊ីតរមួ រចួទាញរកល៊ីម៊ីតននស្វ ៊ីតក្នោះ ។ 
សម្រាយ 
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
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
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ក្ររោះ 20  na ចំក្រោះរគប់ 1n  
ដូចក្នោះ  na ជាស្វ ៊ីតរមួ 
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ដូចក្នោះ 2lim 
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nn aca   , *

INn  



| 121 

តាមវចិារកំក្ណ៊ី ន ក្ ៊ីងបាន nn aa 1
ចំក្រោះ *

INn  
 na ជាស្វ ៊ីតក្ក៊ីន 

ក្ប៊ី  na ជាស្វ ៊ីតទាលក់្ល៊ី  na ជាស្វ ៊ីតរមួ សនមតថាមានល៊ីម៊ីត l  

ក្ ៊ីងបាន   02
2

1 22
 clllcl  

មាន lលវោះរតាដត 1001'  cc  
 ចំក្រោះ 10  c ក្ ៊ីងបាន  na ជាស្វ ៊ីតទាល់ក្ល៊ីក្ោ  c 11  
ដូចក្នោះ can

n



11lim  

 ចំក្រោះ 1c ក្ ៊ីងបាន  na ជាស្វ ៊ីតក្ក៊ីន និង មិនទាលក់្ល៊ី 
គឺ  na ជាស្វ ៊ីតរ ៊ីក ( 
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ដូចក្នោះ  10  c  
លហំាត ់៩៧ 
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n

n a
aa

aa
a 

















 2

2

1
3

3 ចំក្រោះរគប់ INn  

និង 0a ។ កំណត់ 1a ក្ដ៊ីម៊ីបឲ្យ  na ជាស្វ ៊ីតរមួ រចួគណនា n
n

a


lim ។ 
សម្រាយ 

ក្ ៊ីងមាន 

















































aa

aa
aa

aa

aa
a

n

n

nn

n

n

n 2

2

2

2

1
3

21
3

3  

ក្េតវក្នោះ ក្ប៊ី nnn aaaa  1  
ក្ប៊ី nnn aaaa  1  
ក្ប៊ី aaaa nn  1  

មយាងក្ ៀត   aaaaaa
aa

aa
a nnn

n

n

n 
















 0

3

33 3

2

2

1  

ចំក្រោះ  naaa  10 ជាស្វ ៊ីតក្ក៊ីន និង ទាល់ក្ល៊ីក្ោ  a  
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ចំក្រោះ  naaa 1 ជាស្វ ៊ីតចវោះ និង ទាល់ក្រោមក្ោ  a  
ចំក្រោះ aaaa n 1 ក្េរ 
ដូចក្នោះ ស្វ ៊ីត  na រមួចំក្រោះរគប់ 01 a និង aan

n



lim  

លហំាត ់៩៨ 
ក្គឲ្យស្វ ៊ីត  na កំណត់ក្ោ  IR1 a និង   22

1 21 aaaaa nnn 
, 

*
INn ។ កំណត់ 

1a ក្ដ៊ីម៊ីបឲ្យ  na ជាស្វ ៊ីតរមួ រចួទាញរកល៊ីម៊ីត ។ 
សម្រាយ 
ក្ ៊ីងមាន     nnnnnn aaaaaaaaa 

222

1 21  
 na ជាស្វ ៊ីតក្ក៊ីន 

មយាងក្ ៀត ក្ប៊ី  na ជាស្វ ៊ីតរមួ និង មានល៊ីម៊ីត l  
ក្ ៊ីងបាន   alalall 

22
21   

 ចំក្រោះ aa 1 ក្ ៊ីងបាន  na ជាស្វ ៊ីតរ ៊ីក 
 ចំក្រោះ aaaaaa n  11 1

ចំក្រោះរគប់ *
INn  

ក្ ៊ីងបាន  na ជាស្វ ៊ីតរមួ 
 ចំក្រោះ  naaaaa  21 1 ជាស្វ ៊ីតរ ៊ីក 
 
 

 
 
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លហំាត ់៩៩ 
ចំព ោះ 0c និង 0 ab ពេកំណត់ស្វ ៊ីត  na ពោយ ca 1  

និង 
ba

aba
a n

n





2

1
ចំព ោះគ្េប់ *

INn ។ កំណតល់កខខណឌ  a , b , c ព ៊ីមី៊ីបឲ្យ  

 na ជាស្វ ៊ីតរមួី រចួេណនាល៊ីមី៊ីតននស្វ ៊ីតពនោះ ។ 
សម្រាយ 

ពយ៊ីងមាន ca 1  និង 
ba

aba
a n

n





2

1
ចំព ោះគ្េប់ *

INn  

ពប៊ី  na ជាស្វ ៊ីតរមួី និង មានល៊ីមី៊ីត l  ពយ៊ីងបាន  

  alablbal
ba

abl
l 




 0

2
2

, bl   

 ចំព ោះ bc  ពយ៊ីងបាន  
1

22

2 ac
ba

bcc

ba

cbc

ba

abc
a 














  

គ្ាយតាមីវចិារកំពណ៊ី ន ពយ៊ីងបាន nn aa 1 ចំព ោះគ្េប់ *
INn  

ពេតវពនោះ  na ជាស្វ ៊ីតរ ៊ីក និង 


n
n

alim  
 ចំព ោះ bc  ban  ចំព ោះគ្េប់ *

INn  
ពយ៊ីងបាន  na ជាស្វ ៊ីតរមួី និង ban

n



lim  

 ចំព ោះ cb   
o ពប៊ី bca   

គ្ាយតាមីវចិារកំពណ៊ី ន ពយ៊ីងបាន  na ជាស្វ ៊ីតចវោះ និង ទាល់ពគ្ោមីពោយមាន 
aជាពោលពគ្ោមី 
 ូចពនោះ  na ជាស្វ ៊ីតរមួី និង aan

n



lim  

o ពប៊ី aaac n  ចំព ោះគ្េប់ *
INn  

ពយ៊ីងបាន  na ជាស្វ ៊ីតរមួី និង aan
n




lim  
o ពប៊ី bac   
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តាមីវចិារកំពណ៊ី ន ពយ៊ីងបាន  na ជាស្វ ៊ីតពក៊ីន និង ទាលព់ល៊ីពោយមាន aជា 
ពោលពល៊ី 
 ូចពនោះ  na ជាស្វ ៊ីតរមួី និង aan

n



lim  

លហំាត ់១០០ 

ពេឲ្យស្វ ៊ីត  na កំណត់ពោយ 01 a  និង 















n

n

n
a

a
a

7

1
61 ចំព ោះគ្េប់ *

INn ។ 

បង្ហា ញថា  na ជាស្វ ៊ីតរមួី និង ទាញរកល៊ីមី៊ីតននស្វ ៊ីតពនោះ ។ 
សម្រាយ 

ពយ៊ីងមាន 




























7

6
16

7

1
61

nn

n

n
aa

a
a  ចំព ោះគ្េប់ *

INn  

តាមីវចិារកំពណ៊ី ន ពប៊ី 221  naa   
 ពប៊ី 221  naa   
 ពប៊ី 221  naa  ចំព ោះគ្េប់ *

INn  

ពោយ   
7

23
1






n

nn

nn
a

aa
aa  

ពេតវពនោះ  
o ពប៊ី  naa  20 1 ជាស្វ ៊ីតពក៊ីន និង ទាល់ពល៊ី 

 ូចពនោះ  na ជាស្វ ៊ីតរមួី និង 2lim 


n
n

a  
o ពប៊ី 21 a  na ជាស្វ ៊ីតចវោះ និង ទាល់ពគ្ោមី 

 ូចពនោះ  na ជាស្វ ៊ីតរមួី និង 2lim 


n
n

a  

o ពប៊ី 221  naa  ចំព ោះគ្េប់ *
INn  

 ូចពនោះ  na ជាស្វ ៊ីតរមួី និង 2lim 


n
n

a  
សរវបមីក  na ជាស្វ ៊ីតរមួី និង 2lim 


n

n
a  
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លហំាត ់១០១ 
ចំព ោះ 0c ពេកំណត់ស្វ ៊ីត  na ពោយ 01 a និង nn aca 1 ចំព ោះគ្េប់ 

*
INn ។ បង្ហា ញថា  na ជាស្វ ៊ីតរមួី រចួទាញរកល៊ីមី៊ីតននស្វ ៊ីតពនោះ ។ 

សម្រាយ 
ពយ៊ីងមាន 01 a និង nn aca 1 ចំព ោះគ្េប់ *

INn  
ពយ៊ីងបាន 112 acaca   
ពប៊ី nnnnnn aaacacaa   111  
ពេតវពនោះ nn aa 1  ចំព ោះគ្េប់ INn  
ពយ៊ីងបាន  na ជាស្វ ៊ីតពក៊ីន 
មីយាងព ៀត can 41  (គ្ាយតាមីវចិារកំពណ៊ី ន) 
ពយ៊ីងបាន  na ជាស្វ ៊ីតទាល់ពល៊ី 
 ូចពនោះ  na ជាស្វ ៊ីតរមួី  
ឧបមាថា lan

n



lim  ពយ៊ីងបាន 0

2
 clllcl  

0
2

411





c
l  មិីនយក  

0
2

411





c
l  យក 

 ូចពនោះ 
2

411 c
l


  

លហំាត ់១០២ 
សិកាភាពរមួី និង រ ៊ីកននស្វ ៊ីត  na កំណត់ពោយ 21 a និង nn aa 21  ចំព ោះ 
គ្េប់ *

INn ។ 
សម្រាយ 
ពយ៊ីងមាន 21 a និង nn aa 21  ចំព ោះគ្េប់ *

INn  

112 222 aaa   
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ពប៊ី nnnnnn aaaaaa   111 22  
ពេតវពនោះ nn aa 1 ចំព ោះគ្េប់ *

INn  na ជាស្វ ៊ីតពក៊ីន 
មីយាងព ៀត 2na  ចំព ោះគ្េប់ *

INn  (គ្ាយតាមីវចិារកំពណ៊ី ន) 
ពយ៊ីងបាន  na ជាស្វ ៊ីតទាល់ពល៊ី 
 ូចពនោះ  na ជាស្វ ៊ីតរមួី 
លហំាត ់១០៣ 
ពេឲ្យ INk និង ស្វ ៊ីត  na កំណត់ពោយ ka 51  និង k

nn aa 51  ចំព ោះគ្េប់ 
INn ។ សិកាភាពរមួី រ ឺរ ៊ីកននស្វ ៊ីត  na ។ 

សម្រាយ 
ចំព ោះ 1k ពយ៊ីងបាន 51 a និង n

nnn aaa 551 
 

 ូចពនោះ  na ជាស្វ ៊ីតរ ៊ីកពៅរក   

ចំព ោះ 1k ពយ៊ីងបាន 112 5555 aaa kk kk   
ពប៊ី nn

k
n

k
nnn aaaaaa   111 55  

ពេតវពនោះ nn aa 1 ចំព ោះគ្េប់ INn  na ជាស្វ ៊ីតពក៊ីន 
មីយាងព ៀត គ្ាយតាមីវចិារកំពណ៊ី ន ពយ៊ីងបាន 1 5 k

na ចំព ោះគ្េប់ INn  
 ូចពនោះ  na ជាស្វ ៊ីតរមួី និង មានល៊ីមី៊ីតពសម៊ីនឹង 1 5k  
លហំាត ់១០៤ 
ពេឲ្យស្វ ៊ីត  na កំណត់ពោយ 21 1  a និង 23

2

1  nn aa ចំព ោះគ្េប់ *
INn  

ពេ៊ីយ គ្េប់តួទាងំអស់នន  na សវ ធតតជាចំនួនពិតវជិ្ជមាន ។ បង្ហា ញថា  na ជាស្វ ៊ីតរមួី 
និង ទាញរកល៊ីមី៊ីតននស្វ ៊ីតពនោះ ។ 
សម្រាយ 
ពោយ 2121 1  naa ចំព ោះគ្េប់ *

INn (គ្ាយតាមីវចិារកំពណ៊ី ន) 
ចំព ោះ 21 1  a  
ពយ៊ីងបាន    02102323 111

2

1

2

11

2

2  aaaaaaa  ពិត 
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ពប៊ី nnnnnnnn aaaaaaaa   1

22

111 2323  
ពយ៊ីងបាន nn aa 1  ចំព ោះគ្េប់ *

INn  
ពេតវពនោះ  na ជាស្វ ៊ីតពក៊ីន 
 ូចពនោះ  na ជាស្វ ៊ីតរមួី 
ឧបមាថា 102323lim

22



llllllan

n
 មិីនយក 

2l យក 
 ូចពនោះ 2lim 


n

n
a  

ចំព ោះ 111  naa ចំព ោះគ្េប់ *
INn  

 na ជាស្វ ៊ីតរមួី និង មានល៊ីមី៊ីតពសម៊ីនឹង 1 
ចំព ោះ 221  naa ចំព ោះគ្េប់ *

INn  
 na ជាស្វ ៊ីតរមួី និង មានល៊ីមី៊ីតពសម៊ីនឹង 2  

លហំាត ់១០៥ 
ចំព ោះ 1c ពេកំណត់ស្វ ៊ីត  na និង  nb ពោយ 

1-  11  cca  និង   nn acca  11  ចំព ោះគ្េប់ 1n  
2- cb 1

និង nn cbb 1 ចំព ោះគ្េប់ 1n  ។ 
បង្ហា ញថា  na និង  nb ជាស្វ ៊ីតរមួីពៅរក c  ។ 
សម្រាយ 
1- ពយ៊ីងមាន  11  cca  និង   nn acca  11  ចំព ោះគ្េប់ 1n  

      112 1121 accccacca   ពគ្ ោះ 1c  
ពប៊ី     nnnnnn aaaccaccaa   111 11  
ពយ៊ីងបាន nn aa 1 ចំព ោះគ្េប់ 1n  na ជាស្វ ៊ីតពក៊ីន 
មីយាងព ៀត   ccca  11

 
ពប៊ី     ccccaccaca nnn   111  
ពេតវពនោះ can   ចំព ោះគ្េប់ 1n  na ជាស្វ ៊ីតទាលព់ល៊ី 
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 ូចពនោះ  na ជាស្វ ៊ីតរមួី 
ឧបមាថា  na មានល៊ីមី៊ីតពសម៊ីនឹង l  
ពយ៊ីងបាន     01011

2
 clcclllccl មិីនយក 

cl   យក 
2- ពយ៊ីងមាន 12 bcccb   

ពប៊ី nnnnnn bbcbcbbb   111  
ពយ៊ីងបាន nn bb 1 ចំព ោះគ្េប់ 1n  nb ជាស្វ ៊ីតពក៊ីន 
មីយាងព ៀត ccb 1

 
ពប៊ី cccbbcb nnn  

2

1  
ពេតវពនោះ cbn  ចំព ោះគ្េប់  nbn  1 ជាស្វ ៊ីតទាល់ពល៊ី 
 ូចពនោះ  nb ជាស្វ ៊ីតរមួី 
ឧបមាថា  nb មានល៊ីមី៊ីតពសម៊ីនឹង g  ពយ៊ីងបាន 0 gcgg មិីនយក 

cg   យក 
 ូចពនោះ  na និង  nb ជាស្វ ៊ីតរមួីពៅរក c  

លហំាត ់១០៦ 
ពេឲ្យ 0a , 0b និង  na ជាស្វ ៊ីតកំណត់ពោយ ba  10  និង 

1

22

1





a

aab
a n

n
 ចំព ោះគ្េប់ 1n  ។ េណនា 

n
n

a


lim  ។ 

សម្រាយ 

ពយ៊ីងមាន 1

2

1

2

1

2

1

2

2
11

a
a

aaa

a

aab
a 









  

ពប៊ី nn

nn

nn aa
a

aab

a

aab
aa 









 



 1

2

1

222

1
11

 

ពយ៊ីងបាន nn aa 1 ចំព ោះគ្េប់ 1n  na ជាស្វ ៊ីតពក៊ីន 
មីយាងព ៀត ba 1  
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ពប៊ី b
a

bab

a

aab
aba n

nn 








 

11

2222

1
 

ពេតវពនោះ ban  ចំព ោះគ្េប់ 1n  na ជាស្វ ៊ីតទាល់ពល៊ី 
 ូចពនោះ  na ជាស្វ ៊ីតរមួី សនមតថាមានល៊ីមី៊ីតពសម៊ីនឹង l  

ពយ៊ីងបាន 0
1

22





 l

a

lab
l  មិីនយក , bl   យក 

 ូចពនោះ ban
n




lim  
លហំាត ់១០៧ 

ពេឲ្យស្វ ៊ីត  na កំណត់ពោយ 21 a និង 

n

n

a

a
1

3

1
21



 ចំព ោះគ្េប់ 1n ។ 

បង្ហា ញថា  na ជាស្វ ៊ីតរមួី រចួកំណត់រកល៊ីមី៊ីតននស្វ ៊ីតពនោះ ។ 
សម្រាយ 

ពយ៊ីងមាន 1

1

2 2
1

3

1
2 a

a

a 



  

ពប៊ី nn

nn

nn aa

aa

aa 







 



 1

1

1 1
3

1
2

1
3

1
2  

ពយ៊ីងបាន nn aa 1 ចំព ោះគ្េប់  nan  1 ជាស្វ ៊ីតពក៊ីន 
មីយាងព ៀត 321 a  

ពប៊ី 3
10

3
2

3

1
3

1
2

1
3

1
23 1 







 

n

nn

a

aa  

ពយ៊ីងបាន 3na  ចំព ោះគ្េប់  nan  1 ជាស្វ ៊ីតទាល់ពល៊ី 
 ូចពនោះ  na ជាស្វ ៊ីតរមួី 
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ឧបមាថា lan
n




lim  ពយ៊ីងបាន 0263
1

3

1
2

2




 ll

l

l  

3

153
 l  ពោយ 30  na  

 ូចពនោះ 
3

153
lim





n

n
a  

លហំាត ់១០៨ 
ពេឲ្យស្វ ៊ីត  na កំណត់ពោយ 11 a , 22 a និង 11   nnn aaa ចំព ោះគ្េប់ 

2n ។ បង្ហា ញថា  na ជាស្វ ៊ីតទាល ់និង ពក៊ីនោច់ខាត រចួទាញរកល៊ីមី៊ីត ។ 
សម្រាយ 
ពយ៊ីងមាន 11 a , 22 a និង 11   nnn aaa ចំព ោះគ្េប់ 2n  

0 na  , *
INn  

ពោយ 411 a , 422 a  
ពប៊ី na , 41 na ពយ៊ីងបាន 422441 na 4 na  , *

INn  
ពេតវពនោះ 40  na  na ជាស្វ ៊ីតទាល ់
មីយាងព ៀត 

12123 12 aaaaa   
ពប៊ី 11   nnn aaa  ពយ៊ីងបាន 1211   nnnnnn aaaaaa  
ពេតវពនោះ nn aa 1 ចំព ោះគ្េប់ 1n  na ជាស្វ ៊ីតពក៊ីនោច់ខាត 
 ូចពនោះ  na ជាស្វ ៊ីតរមួី 
ឧបមាថា  na មានល៊ីមី៊ីតពសម៊ីនឹង 02  lllllll មិីនយក 

4l  យក 
 ូចពនោះ 4lim 


n

n
a  

លហំាត ់១០៩ 
ពេឲ្យស្វ ៊ីត  na កំណត់ពោយ 91 a , 62 a និង 11   nnn aaa ចំព ោះគ្េប់ 
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2n ។ បង្ហា ញថា  na ជាស្វ ៊ីតទាល ់និង ចវោះោច់ខាត រចួទាញរកល៊ីមី៊ីត ។ 
សម្រាយ 

(សូមីាកលបងគ្ាយពោយខលួនឯងតាមីលំហាត់ ១០៨) 
លហំាត ់១១០ 

ពេឲ្យស្វ ៊ីត  na និង  nb កំណត់ពោយ 110 ab  , 
2

1

nn

n

ba
a


  និង 

nnn bab 1 , *
INn ។ បង្ហា ញថា  na ,  nb សវ ធតតជាស្វ ៊ីតរមួី និង មានល៊ីមី៊ីត  

ពសម៊ីោា  ។ 
សម្រាយ 

ពយ៊ីងមាន 110 ab  , 
2

1

nn

n

ba
a


  និង nnn bab 1 , *

INn  

តាមី AM-GM ពយ៊ីងបាន nn ba   ចំព ោះ *
INn  

ពយ៊ីងបាន n

nnnn

n a
aaba

a 






22

1
 na ជាស្វ ៊ីតចវោះ 

និង  nnnnnn bbbbab 

2

1 ជាស្វ ៊ីតពក៊ីន 
មីយាងព ៀត គ្ាយតាមីវចិារកំពណ៊ី ន ពយ៊ីងបាន nab 1 និង 1abn   
ពេតវពនោះ  na ជាស្វ ៊ីតទាល់ពគ្ោមី និង  nb ជាស្វ ៊ីតទាល់ពល៊ី 
 ូចពនោះ  na និង  nb ជាស្វ ៊ីតរមួី 

ឧបមាថា 


n
n

alim , 


n
n

blim  ពយ៊ីងបាន 


 



2

 

 ូចពនោះ  na និង  nb មានល៊ីមី៊ីតពសម៊ីោា  
លហំាត ់១១១ 

ពេឲ្យស្វ ៊ីត  na និង  nb កំណត់ពោយ 110 ab  , 
nn

nn

n
ba

ba
a






22

1 និង 
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2
1

nn

n

ba
b


  , *

INn ។ បង្ហា ញថា  na ,  nb សវ ធតតជាស្វ ៊ីតរមួី និង 

មានល៊ីមី៊ីតពសម៊ីោា  ។ 
សម្រាយ 

ពយ៊ីងមាន 110 ab  , 
nn

nn

n
ba

ba
a






22

1 និង 
2

1

nn

n

ba
b


  , *

INn  

តាមី វសិមីភាព Cauchy-Schwarz ពយ៊ីងបាន    222
2 nnnn baba   

 
  1

222

1
22

 











 n

nn

nn

nn

nn

nn

n b
ba

ba

ba

ba

ba
a  , *

INn  

ពេតវពនោះ nn ba   , *
INn  

ពយ៊ីងបាន  nn

nn

nnn

nn

nn

n aa
ba

baa

ba

ba
a 











222

1 ជាស្វ ៊ីតចវោះ 

និង n

nnnn

n b
bbba

b 






22

1
 nb ជាស្វ ៊ីតពក៊ីន 

មីយាងព ៀត គ្ាយតាមីវចិារកំពណ៊ី ន ពយ៊ីងបាន nab 1 , 1abn   
ពយ៊ីងបាន  na ជាស្វ ៊ីតទាល់ពគ្ោមី និង  nb ជាស្វ ៊ីតទាល់ពល៊ី 
 ូចពនោះ  na និង  nb ជាស្វ ៊ីតរមួី 

ឧបមាថា 


n
n

alim  និង 


n
n

blim  ពយ៊ីងបាន 


 



2

 

 ូចពនោះ  na និង  nb មានល៊ីមី៊ីតពសម៊ីោា  
លហំាត ់១១២ 

ពេឲ្យស្វ ៊ីត  na និង  nb កំណត់ពោយ 110 ab  , 
2

1

nn

n

ba
a


  និង 

nn

nn

n
ba

ba
b




2
1  ចំព ោះគ្េប់ *

INn ។ បង្ហា ញថា  na និង  nb ជាស្វ ៊ីតរមួី និង 

មានល៊ីមី៊ីតពសម៊ីោា  ។ 
សម្រាយ 
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ពយ៊ីងមាន 110 ab  , 
2

1

nn

n

ba
a


  និង 

nn

nn

nn

n

ba
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េ/ បង្ហា ញថា   11  nn IIn ជាស្វ ៊ីតគេរ រចួទាញថា 
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លហំាត ់១៤១ 
(Vietnam,1983) 
គេឲ្យស្វ ៊ីត  nu ក្ំណ្ត់គោ  11 u , 22 u និង 11 3   nnn uuu ចំគ ោះគ្រេប់ 
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 nu ជាស្វ ៊ីតត លគក្៊ីតគ ៊ីងព៊ីតួ ៊ីគសសទាងំអសន់នស្វ ៊ីត Fibonnaci  
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លហំាត ់១៤២ 
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សម្រាយ 
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