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សេចក្តសី ត្ើម 
 
ស ៀវសៅសនេះត្រូវបានស ៀបស ៀងស ើងសោយត្បមូលផ្ត ុំសៅសោយលុំហារ់ពិបាកៗ 

 ត្ាបស់ត្រៀមត្ប ង ិ សពូកក និង អាហា ូបក ណ៍សៅ ិកាសៅប សេ  ។ 
កា ត្បមូលផ្ត ុំលុំហារ់កបបសនេះស ើយ សេើបស វ្ើឲ្យស ៀវសៅមួយកាលសនេះពិបាកកនតងកា យល ់
ភ្លា មៗនូវគុំនិរមួយចុំនួនកែលបងកប់សៅកនតងស ៀវសៅសនេះ ។ និយាយកបបសនេះមិនកមនាន 
ន័យថាស ៀវសៅសនេះពិបាកសមើល ពិបាកយល់មិនគួ ឲ្យចង់អានស េះសេ ។ កនតង មជាអ្នក 
ស ៀបស ៀងខ្ត ុំបាន ត្មួល និង បកនែមគុំនិរជាសត្ចើនសៅសលើលុំហារ់នើមួយៗសែើមើបឲ្យមិរ្អ្នក 
អានងាយត្ លួយល់ ។ កនតងកា អាន មិរ្អ្នកអានគួ ករានប ចិ សមៅ ដែ និង ស ៀវសៅ 
សៅជាមួយសែើមើបគូ វា នូវគុំនិរមួយចុំនួនឲ្យសលចជា ូបរាងស ើង ។ ស វ្ើកបបសនេះមិរ្អ្នក 
អាននឹងេេួលបានភ្លពចា ល់ា ់កនតងកា គិរ ។ មួយវញិសេៀរស ៀវសៅសនេះជាត្បសេេ 
ស ៀវសៅលុំហារ ់តេធ ស រតសនេះសែើមើបេេួលបានត្ប ិេធភិ្លពខព ់កនតងកា អានស ៀវសៅ 
សនេះ មិរ្អ្នកអានគួ ានមូលោា នត្គឹេះកនតងសមស ៀនមួយចុំនួន ិនែូចជា ត្េឹ ្ើចុំនួន 
ត្េឹ ្ើដន្ ណើ ាត្រកនតងបាង់ វ ិមភ្លព និង គណិរវភិ្លគជាសែើម ។ កនតង មជាអ្នក 
  ស  ស ៀវសៅមួយកាលសនេះឲ្យសលចសចញជា ូបរាងស ើង ខ្ត ុំបាេ តុំស នើឲ្យមិរ្អ្នកអាន 
 កអានស ៀវសៅទុំងអ្ ់ស េះជាមតន ិន មតននឹងចាប់សផ្ើមជាមួយកូនស ៀវសៅរូចសនេះ ។ 
 កនតងកា ស វ្ើលុំហារ់   ឺសមើលចសមាើយដនលុំហារ់កនតងស ៀវសៅសនេះ   ឺស ៀវសៅណា 
ក៏សោយ ុំខាន់បុំផតរមិរ្អ្នកអានត្រូវយល់ពើស រត និង ផលឲ្យបានចា ល់ា ់ ។ 
(ស រតអ្ើសគទញបានកបបសនេះ ស រតអ្ើសេើបសគានគុំនិរសោេះត្ាយកបបសនេះ?) 
កា  ិកា សបៀបសនេះនឹងស វ្ើឲ្យមិរ្អ្នកអានេេួលបានចុំសណេះែឹងែ៏ត្រចេះត្រចង់មិនត្រឹម 
ករកផនកគណិរវេិាសេ គឺចុំសណេះែឹង ត្ាប់ជើវរិ ។ 
 
 
 
 
 
 



អារមភក្ថា 
 
 អ្ គតណមិរ្អ្នកអានកែលចុំណាយសពលកនតងកា អានស ៀវសៅមួយកាលសនេះ ។ 
កូនស ៀវសៅសនេះានកត្ា ់ត្បាណជា 136 េុំព័  ។ វាជាត្បសេេស ៀវសៅស ្ើងមួយ 
កែលត្បមូលផ្ត ុំសៅសោយលុំហារ់ជាសត្ចើន ត្ាប់បងវឹកមិរ្អ្នកអានឲ្យានជុំ ញកនតង 
កា សោេះត្ាយបញ្ហា គណិរវេិា ។ ស ៀវសៅសនេះមិនកមនាន 1500 លុំហារស់េ 
ចុំណងសជើង 1500 លុំហារ់សនេះ គឺានន័យថាខ្តុំបាេនឹង  ស  ស ៀវសៅត្បសេេសនេះ 
ជាភ្លគ  ូរែល់បាន 1500 លុំហារ់សេើបបញ្ច ប់ ។ ស ៀវសៅសនេះសលច ូបរាងជាផាូវកា ណ៍ 
ស ើងក៏សោយា ករជុំនួយពើឯកា ជាសត្ចើនទុំងភ្លាកខៅ  និង ប សេ  ។ ស ៀវសៅសនេះ 
ត្រូវបានកចកសចញជាពើ កផនក គឺកផនកត្បធានលុំហារ់ និង កផនកែុំសណាេះត្ាយ ។ 
កនតងកផនកត្បធានលុំហារ់ខ្ត ុំបាេបានែកត្ ង់យកលុំហារ់កែលបានសចញត្ប ង ិ សពូកក 
   មកោកជ់ាលុំហារ់សែើមើបឲ្យមិរ្អ្នកអានត្រិេះ េិះពិចា ណា ។ ស វ្ើកបបសនេះខ្ត ុំបាេចង់ 
ឲ្យមិរ្អ្នកអានាកលបងសោេះត្ាយលុំហារ់ទុំងស េះជាមតន ិនចាុំសមើលចសមាើយ ។ 
កនតងកា ស ៀនគណិរវេិាសទេះបើជាសយើងសោេះត្ាយលុំហារ់មិនសចញក៏សោយ ក៏សយើង 
េេួលបាននូវគុំនិរថ្ៅើមួយចុំនួនកែលសកើរសចញពើកា គិរ ប ស់យើងកែ  ។ 
ចុំកណកកនតងកផនកែុំសណាេះត្ាយវញិ ខ្ត ុំបាេបានសលើកយកនូវែុំសណាេះត្ាយសោយបកនែម 
នូវគុំនិរខាេះ និង ែុំសណាេះត្ាយកែលជាគុំនិរ ប ់ខ្ត ុំបាេផ្ទា ល់មកស វ្ើកា បកត្ាយយា៉ា ង 
ផចិរផចង់សែើមើបឲ្យមិរ្អ្នកអានងាយត្ លួយល់ ។ 
 ជាចតងសត្កាយខ្ត ុំ ូមកថ្ាងអ្ុំណ គតណែលមិ់រ្អ្នកអានកែលបានជាវស ៀវសៅ 
មួយកាលសនេះ ។ កា ជាវសនេះបានផ្លជ់ាកាា ុំងចិរ្ ត្ាប់ខ្ត ុំបាេកែលជាអ្នកស ៀបស ៀង 
សែើមើបត្ាវត្ជាវបកនែម និង ស ៀបស ៀងស ៀវសៅឲ្យបានសត្ចើនត្បកបសោយគតណភ្លពតាម 
កែលអាចស វ្ើបាន ។ 
 
 
 
 



ត្ប ិនសបើមិរ្អ្នកអាន កស ើញកុំ ត ឆ្គងកនតងស ៀវសៅសនេះទុំងកផនកគុំនិរ ក៏ែូចជា 
អ្កខរាវ ិតេធ ។ មិរ្អ្នកអានអាចចូល មួជាសយាបល់តាម យៈ 
Facebook Account: PISETH CHEA 
Facebook Page: CHEA PISETH 
Email: Pisethchea720@gmail.com 
Phone: 086 24 19 23 

សោយកា សោ ពយា៉ា ងត្ជាលសត្ៅពើខ្ត ុំបាេ! 
 

េនុំសពញ, ដថ្ៃេើ ០១ កខមករា ឆ្ន ុំ ២០១៨ 

 
ជា ពិ ែិា 
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�បធនលំ�ត់

1. េគឲយ x,y និង z ជចំនួនពិតវជិជមនែដលបំេពញលកខខណ�
x+ xy+ xyz = 12 (1)
y+ yz+ xyz = 21 (2)
z+ zx+ xyz = 30 (3) ។
គណន x+ y+ z ។

2. ចំេពះ�គប់ n ជចំនួនគត់វជិជមន បង� ញថ [
√

n+
√

n+1] = [
√

4n+2] ។

3. េគឲយ a,b និង c ជរង� ស់�ជȩងៃន�តីេកណមួយ ។
បង� ញថ abc ≥ (a+b− c)(b+ c−a)(c+a−b) ។

4. េគឲយស�ុ ីត Fibonacci ( fn) កំណត់េ�យ f1 = f2 = 1 និង fn = fn−1 + fn−2 ចំេពះ
�គប់ n ≥ 3 ។ យក Q =

[
1 1
1 0

]
។

ក) បង� ញថ Qn =

[
fn+1 fn
fn fn−1

]
ចំេពះ�គប់ n ≥ 2 ។

ខ) ទញថ f3n = f 3
n+1 + f 3

n − f 3
n−1 ចំេពះ�គប់ n ≥ 1 ។

5. ចំេពះ�គប់ចំនួនពិតវជិជមន p,q,r និង s បង� ញថ
(p2 + p+1)(q2 +q+1)(r2 + r+1)(s2 + s+1)≥ 81pqrs ។

6. ចំេពះ a,b,c និង d ជចំនួនពិតវជិជមន បង� ញថ
a2 +b2 + c2

a+b+ c
+

b2 + c2 +d2

b+ c+d
+

c2 +d2 +a2

c+d +a
+

d2 +a2 +b2

d +a+b
≥ a+b+ c+d ។

7. េគឲយស�ុ ីត (an) កំណត់េ�យ a1 = 1 និង an+1 = 1+a1a2...an ចំេពះ�គប់ n ≥ 1 ។

បង� ញថ
+∞

∑
n=1

1
an

= 2 ។

1



8. ចំេពះ�គប់ n ∈N េគកំណត់យក f (n) = 1n +2n−1 +3n−2 + ...+(n−1)2 +n ។ រក
តៃម�អបបបរមៃន f (n+1)

f (n)
។

9. គណន Sn =
[
1

1
2

]
+
[
2

1
2

]
+
[
3

1
2

]
+ ...+

[
(n2 −1)

1
2

]
និង Tn =

[
1

1
3

]
+
[
2

1
3

]
+
[
3

1
3

]
+ ...+

[
(n3 −1)

1
3

]
ចំេពះ�គប់ n ≥ 2។

10. េគឲយ a,b និង c ជរសឹៃនសមីករ x3 +3x2 +5x+7 = 0 ។ យក P(x)ជពហុធដឺេ�ក
ទី ៣ បំេពញលកខខណ� P(a) = b+c,P(b) = c+a,P(c) = a+b និង P(a+b+c) =
−16 ។ គណន P(0) ។

11. េគឲយ p,q និង r ជចំនួនពិតបំេពញលកខខណ� (p+q)(q+ r)(r+ p)
pqr

= 24 និង
(p−2q)(q−2r)(r−2p)

pqr
= 10 ។ ឧបមថ p

q
+

q
r
+

r
p
�ចសរេសរជ�ង m

n
ែដល

m និង n ជចំនួនបឋមរ�ងគន ។ គណន m+n ។

12. គណន A= [2013sin0◦]+[2013sin1◦]+ ...+[2013sin359◦] ែដល [x]�ងឲយែផនក
គត់ៃន x ។

13. េគឲយ�បេលឡូ�កម ABCD មួយ េហយី M និង N ជចំណុចក�� លៃន�ជȩង [AD] និង
[BC] េរȢងគន ។ យក O ជចំណុចមួយេǷេលី�ជȩង [MN] ។
បង� ញថ OA2 +OB2 +OC2 +OD2 = 2AB2 +AD2 −4OM×ON ។

14. េគឲយ�តីេកណ ABC មួយ និងDជចំណុចមួយេǷេលី�ជȩង [BC] ។�ង BC = a,CA=

b,AB = c,AD = d,BD = n និង CD = m។
បង� ញថ b2n+ c2m = a(d2 +mn) ។
អនុវត�ន៍
ក) េគឲយ ma ជរង� ស់េមដយនែដលគូសេចញពីកំពូល A ៃន�តីេកណ ABC ។
បង� ញថ m2

a =
b2 + c2

2
− a2

4
។

ខ) េគឲយ�តីេកណ ABC មួយចរកឹកនុងរង�ង់ផចិត O កំ R ។ យក G ជទី�បជំុទំងន់ៃន
�តីេកណេនះ ។ បង� ញថ OG2 = R2 − a2 +b2 + c2

9
។

គ) យក [AD)ជកន�ះបនទ ត់ពុះមុំៃន ∠A ៃន�តីេកណ ABC មួយ ។
បង� ញថ AD =

√
bc [(b+ c)2 −a2]

b+ c
។
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15. យក K ជចំណុចមួយេǷកនុង�តីេកណ ABC ។ កន�ះបនទ ត់ [AK), [BK) និង [CK)កត់
�ជȩង [BC], [CA] និង [AB] �តង់ចំណុច A1,B1 និង C1 េរȢងគន ។ បង� ញថ
ក) KA1

AA1
+

KB1

BB1
+

KC1

CC1
= 1

ខ) AK
AA1

+
BK
BB1

+
CK
CC1

= 2 ។

16. េគឲយ a,b និង c ជរសឹៃនពហុធ P(x) = x3 −2007x+2002 ។
គណន

(
a−1
a+1

)(
b−1
b+1

)(
c−1
c+1

)
។

17. េគឲយ x1,x2 និង x3 ជរសឹៃនសមីករ ax3 +bx2 + cx+d = 0,a ̸= 0 ។
�ង Sn = xn

1 +xn
2 +xn

3 ចំេពះ n ≥ 0 ។ បង� ញថ aSn+3 +bSn+2 +cSn+1 +dSn = 0
។
អនុវត�ន៍
េគឲយ a,b និង c ជបីចំនួនពិតែដលបំេពញលកខខណ� a+b+ c = 3,a2 +b2 + c2 = 5
និង a3 +b3 + c3 = 7 ។ គណន a4 +b4 + c4 ។

18. េគឲយ a,b និង c ជចំនួនគត់ និង បំេពញលកខខណ� ab+bc+ ca = 1 ។
បង� ញថ (a2 +1)(b2 +1)(c2 +1)ជកេរ�បកដ ។

19. េគឲយ a,b និង c ជចំនួនគត់ េហយី 1
a
+

1
b
+

1
c
= 0 ។

បង� ញថ a2 +b2 + c2 ជកេរ�បកដ ។

20. េគឲយ ω ̸= 1 និង ជរសឹទី n ឯក�កំណត់េ�យ ω = cos
2π
n

+ isin
2π
n
។

ក) បង� ញថ (1−ω)(1−ω2)...(1−ωn−1) = n ។
ខ) គណន 1

1−ω
+

1
1−ω2 + ...+

1
1−ωn−1 ។

21. េគឲយ ω ជរសឹគូបឯក�ខុសពី 1 និង a,b,c ∈ C ។ បង� ញថ
ក)a2 +b2 + c2 −ab−bc− ca = (a+bω + cω2)(a+bω2 + cω) ។
ខ) a3 +b3 + c3 −3abc = (a+b+ c)(a+bω + cω2)(a+bω2 + cω) ។

22. េគឲយចតុេកណេប៉ង ABCDមនរង� ស់�ជȩង a,b,c,d និង pជកន�ះបរមិ�តៃនចតុេកណ

េនះ ។ បង� ញថ S =

√
(p−a)(p−b)(p− c)(p−d)−abcd cos2

(
A+C

2

)
។

23. េគឲយ a,b និង c ជចំនួនពិតេផ�ងគន ែដលបំេពញលកខខណ� a+ b+ c = 0,a2 + b2 +

c2 = 42 និង a3 +b3 + c3 = 105 ។ បង� ញថ (a−b)(b− c)(c−a) =±63 ។
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24. េគឲយ�តីេកណ ABC មួយ ។ យក L,M និង N ជចំណុចេǷេលី�ជȩង [BC], [CA] និង
[AB] េរȢងគន េហយី P,Q និង R ជចំណុច�បសព�ៃន [AL), [BM) និង [CN) នឹងរង�ង់
ចរកឹេ�ក�តីេកណ ABC េរȢងគន ។ បង� ញថ AL

LP
+

BM
MQ

+
CN
NR

≥ 9 ។

25. េគឲយ r និង R ជករំង�ង់ចរកឹកនុង និង េ�ក�តីេកណ ABC េរȢងគន ។
បង� ញថ a+b+ c ≥ 2

√
3r(r+4R) ។

26. បង� ញថ 1+
1
2
+

1
3
+ ...+

1
n
មិនែមនជចំនួនគត់ចំេពះ�គប់ n ≥ 2 ។

27. េគឲយ sn = 1+
1√
2
+

1√
3
+ ...+

1√
n
។ បង� ញថ 2

√
n+1−2 < sn < 2

√
n−1 ។

28. េគឲយ h(n) = 1+
1
2
+

1
3
+ ...+

1
n
។ ឧទហរណ៍ h(1) = 1,h(2) = 1+

1
2
,h(3) =

1+
1
2
+

1
3
, ...។បង� ញថចំេពះ�គប់ n≥ 2 េគបន n+h(1)+h(2)+ ...+h(n−1)=

nh(n) ។

29. េគឲយ P(x)ជពហុធដឺេ�កទី n កំណត់េ�យ P(k) =
1
k
ចំេពះ k = 1,n+1 ។

គណន P(n+2) ។

30. េគឲយ P(x),Q(x) និង R(x)ជពហុធែដលបំេពញលកខខណ� P(x5)+xQ(x5)+x2R(x5)

ែចក�ច់នឹង x4 + x3 + x2 + x+1 ។ បង� ញថ P(x) ែចក�ច់នឹង x−1 ។

31. េគឲយ r និង R ជករំង�ង់ចរកឹកនុង និង េ�កៃន�តីេកណ ABC ។

បង� ញថ 1
sin A

2

+
1

sin B
2
+

1
sin C

2

≥ 4

√
R
r
។

32. េគឲយ M ជចំណុចមួយេǷកនុង�តីេកណ ABC ។ យក x,y និង z ជចមង យពីចំណុច M

េǵ�ជȩង [BC], [CA] និង [AB] េរȢងគន ។ កំណត់តៃម�អបបបរមៃន x2 + y2 + z2 ។

33. េគឲយ�តីេកណ ABC មួយមន ha,hb និង hc ជកមពស់ែដលគូសេចញពីកំពូល A,B និង
C េរȢងគន ។ បង� ញថ ABC ជ�តីេកណសម័ង� េបីេគដឹងថ
1
ha

+
1
hb

+
1
hc

=
1√

p(p−a)
+

1√
p(p−b)

+
1√

p(p− c)
។

34. បង� ញថ E = 2903n −803n −464n +261n ែចក�ច់នឹង 1897 ចំេពះ�គប់ n ≥ 1 ។
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35. េគឲយពហុធ p(x) កំណត់េលី Z ។ េបី p(a) = p(b) = p(c) = −1 ចំេពះ a,b និង
c ∈ Z ។ បង� ញថ សមីករ p(x) = 0 គម នរសឹគត់ ។

36. េគឲយ a,b និង c ̸= 0 ។ ពហុធ Q(x) ែចកនឹង (x − a)(x − b),(x − b)(x − c) និង
(x− c)(x−a)សល់សំណល់ px+ l,qx+m និង rx+n េរȢងគន ។
បង� ញថ l

(
1
a
− 1

b

)
+m

(
1
b
− 1

c

)
+n
(

1
c
− 1

a

)
= 0 ។

37. េគឲយពហុធ P(x) = xn +an−1xn−1 + ...+a1x+1 ។ ឧបមថេមគុណៃនពហុធេនះ
សុទធែតវជិជមនេហយីសមីករ P(x) = 0 មនរសឹទងំអស់ជចំនួនពិត ។
បង� ញថ P(2016)≥ 2017n ។

38. េគឲយ ABCD ជចតុេកណចរកឹកនុងរង�ង់ ។ ឧបមថអងកត់�ទȪង [AC] និង [BD] កត់
ែកងគន �តង់ E ។ បង� ញថ EA2 +EB2 +EC2 +ED2 = 4R2 ។

39. (�ទឹស�ីបទ Van Aubel)
េគឲយ PជចំណុចមួយេǷកនុង�តីេកណ ABC ។ [AP), [BP) និង [CP)កត់�ជȩង [BC], [CA]

និង [AB] �តង់ D,E និង F េរȢងគន ។ បង� ញថ AF
FB

+
AE
EC

=
AP
PD

។
អនុវត�ន៍
េគឲយ I ជផចិតរង�ង់ចរកឹកនុង�តីេកណ ABC េហយី [AD) ជកន�ះបនទ ត់ពុះៃន ∠A ។
បង� ញថ AI

ID
=

b+ c
a

។

40. ចំេពះ a ∈ R គណន lim
n→+∞

n

∑
k=1

[k2a]
n3 ។

41. េគឲយ (xn) ជស�ុ ីតៃនចំនួនពិតែដល xn ជរសឹពិតៃនសមីករ x3 + nx− n = 0 ចំេពះ
�គប់ n ∈ N ។ បង� ញថ (xn)ជស�ុ ីតរមួ រចួគណនលីមីតរបស់� ។

42. េគឲយ (xn)ជស�ុ ីតៃនចំនួនពិតែដលបំេពញលកខខណ� x1 = a > 0

និង xn+1 =
x1 +2x2 +3x3 + ...+nxn

n
ចំេពះ�គប់ n ∈N ។ គណនលីមីតៃន (xn) ។

43. ឧបមថ ABCD ជចតុេកណចរកឹកនុងរង�ង់ ។ យក x,y និង z ជចមង យពីកំពូល A

េǵកន់�ជȩង [BD], [BC] និង [CD] េរȢងគន ។ បង� ញថ BD
x

=
BC
y

+
CD

z
។
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44. េគឲយ a,b និង c ជចំនួនពិតវជិជមនែដលបំេពញលកខខណ� a+b+ c = 3។
កំណត់តៃម�តូចបំផុតៃន A =

2−a3

a
+

2−b3

b
+

2− c3

c
។

45. េគឲយ x,y និងz ជចំនួនពិតែដលបំេពញលកខខណ� x+y+z = 0 និង x2+y2+z2 = 6។
កំណត់តៃម�ធំបំផុតៃន |(x− y)(y− z)(z− x)| ។

46. េគឲយកេរ ABCD មួយ ។ �មកំពូល A េគគូសបនទ ត់ (l)កត់ (CD) �តង់ E និង (BC)

�តង់ F ។ បង� ញថ 1
AE2 +

1
AF2 =

1
AB2 ។

47. េគឲយរង�ង់មួយចរកឹកនុងចតុេកណពន យ ABCD([BC]//[AD])។ រង�ង់េនះប៉ះេǵនឹង�ជȩង
[AB] និង [CD] �តង់ K និង L េហយីប៉ះេǵនឹងបត [AD] និង [BC] �តង់ M និង N

េរȢងគន ។
ក) យក Q ជចំណុច�បសព�ៃន [BM] និង [AN] ។ បង� ញថ [KQ]//[AD] ។
ខ) បង� ញថ AK ×KB =CL×LD ។

48. េគឲយបនទ ត់ (l)កត់�ជȩង [AB] និង [AD] ៃន�បេលឡូ�កម ABCD �តង់ E និងF េរȢងគន
េហយីG ជចំណុច�បសព�ៃន (l) និងអងកត់�ទȪង [AC] ។ បង� ញថ AB

AE
+

AD
AF

=
AC
AG

។

49. គណនតៃម�ៃន P =
(b2 + c2 −a2)(c2 +a2 −b2)(a2 +b2 − c2)

(abc)2

េបីេគដឹងថ b2 + c2 −a2

bc
+

c2 +a2 −b2

ca
+

a2 +b2 − c2

ab
= 2។

50. េគឲយ a និង b ជពីរចំនួនេផ�ងគន ។ បង� ញថ សមីករ (a−b)xn +(a2 −b2)xn−1 +

...+(an −bn)x+an+1 −bn+1 = 0 មនរសឹយ៉ងេ�ចីនមួយ ។
51. ចំេពះ −1 ≤ x ≤ 1 ចូររកកំណត់តៃម�ៃន

3
√

4−3x+
√

16−24x+9x2 − x3 +
3
√

4−3x−
√

16−24x+9x2 − x3 ។

52. េគឲយ m និង n ជចំនួនគត់វជិជមន ។ បង� ញថ 1
n
√

m
+

1
m
√

n
> 1 ។

53. កំណត់តៃម� k េដីមីបឲយពហុធ P(x,y,z)កំណត់េ�យ P(x,y,z)= x5+y5+z5+k(x3+

y3 + z3)(x2 + y2 + z2) ែចក�ច់នឹង x+ y+ z ។ ចំេពះតៃម� k ែដលរកេឃញីទញថ
(x+ y+ z)2 ជក�� ៃន P(x,y,z) ។

54. ចំេពះ n = 1,2,3, ... បង� ញថ
[

n+1
2

]
+

[
n+2

4

]
+

[
n+4

8

]
+

[
n+8

16

]
+ ..= n។
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55. ចំេពះ�គប់ nជចំនួនគត់វជិជមនបង� ញថ
[n

3

]
+

[
n+2

6

]
+

[
n+4

6

]
=
[n

2

]
+

[
n+3

6

]
។

56. េគឲយ a,b និង cជចំនួនគត់ខុសពីសូនយ និង a ̸= c ែដលបំេពញលកខខណ� a
c
=

a2 +b2

b2 + c2 ។
បង� ញថ a2 +b2 + c2 មិនែមនជចំនួនបឋម ។

57. េគឲយ n ជចំនួនគត់គូ េហយី a និង b ជចំនួនបឋមរ�ងគន ។ គណន a និង b េបីេគ
ដឹងថ a+b ែចក�ច់ an +bn ។

58. េគឲយ n ជចំនួនគត់វជិជមន ។ បង� ញថ េបី n ជគូប�បកដ េនះ n2+3n+3 មិន�ច
ជគូប�បកដេទ ។

59. េគឲយ (an)n≥0 ជស�ុ ីតកំណត់េ�យ a0 = 0,a1 = 1 និង an+1 −3an +an−1

2
= (−1)n

ចំេពះ n > 0 ។ បង� ញថ an ជកេរ�បកដចំេពះ�គប់ n ≥ 0 ។

60. េគឲយស�ុ ីត (an) កំណត់េ�យ a0 = 0,a1 = 1,a2 = 2,a3 = 6 និង
an+4 = 2an+3 +an+2 −2an+1 −an ចំេពះ�គប់ n ≥ 0 ។
បង� ញថ an ែចក�ច់នឹង n ចំេពះ�គប់ n > 0 ។

61. េគឲយ lim
n→+∞

n

∑
k=1

1
k2 =

π2

6
។ គណន lim

n→+∞

n

∑
k=1

1
(2k−1)2 ។

62. កំណត់�គប់តៃម� p េដីមីបឲយសមីករ x3 − 2p(p+ 1)x2 +(p4 + 4p3 − 1)x− 3p3 = 0
មនរសឹបីេផ�ងគន និង ជរង� ស់�ជȩងៃន�តីេកណែកងមួយ ។

63. េគឲយសមីករ ax2 +(c−b)x+(e−d) = 0 មនរសឹជចំនួនពិតធំជង 1 ។ បង� ញថ
សមីករ ax4 +bx3 + cx2 +dx+ e = 0 មនរសឹជចំនួនពិតយ៉ងេ�ច�ស់មួយ ។

64. រកចំនួនគត់ x វជិជមនតូចជងេគែដលបំេពញលកខខណ�
x ែចកនឹង 3 មនសំណល់ 1
x ែចកនឹង 4 មនសំណល់ 2
x ែចកនឹង 5 មនសំណល់ 3
x ែចកនឹង 6 មនសំណល់ 4 ។

65. គណន lim
x→0

(
ax +bx + cx

3

) 1
x

ចំេពះ a,b,c > 0។
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66. កំណត់ x,y,z និង w ជចំនួនគត់វជិជមនែដលបំេពញលកខខណ�
x+ y+ z+w = 10
w2 +2x2 +2y2 +3z2 = 55
w3 − x3 + y− z = 28
wxyz = 24

។

67. េគឲយ a1,a2,a3,b1,b2 និង b3 ជចំនួនពិតបំេពញលកខខណ� a1 ≥ a2 ≥ a3

និង b1 ≥ b2 ≥ b3 ។ បង� ញថ
ក) (a1 +a2)(b1 +b2)≤ 2(a1b1 +a2b2)
ខ) (a1 +a2 +a3)(b1 +b2 +b3)≤ 3(a1b1 +a2b2 +a3b3) ។

68. ក) បង� ញថ េបី g(x)ជអនុគមន៍មនឌីេផរង់៉ែសយល និងជអនុគមន៍េសស េនះ g′(x)

ជអនុគមន៍គូ ។
ខ) បង� ញថ េបី g′(x)ជអនុគមន៍េសស េនះ g(x)ជអនុគមន៍គូ ។

69. េគឲយ a និង b ជចំនួនគត់វជិជមន ។ បង� ញថ GCD(a,b)×LCM(a,b) = ab ។

70. បង� ញថ n(n+1)(n+2) ែចក�ច់នឹង 6 ចំេពះ�គប់ n ∈ N ។

71. េគឲយ x,y និង z ជចំនួនពិតែដលបំេពញលកខខណ� sinx+siny+sinz = 0 និង cosx+
cosy+ cosz = 0 ។ បង� ញថ
ក) cos(x− y) =−1

2
ខ) cos(θ − x)+ cos(θ − y)+ cos(θ − z) = 0 ចំេពះ�គប់ θ ∈ R

គ) sin2 x+ sin2 y+ sin2 z =
3
2
។

72. គណន S =
1

cosacos2a
+

1
cos2acos3a

+ ...+
1

cos(n−1)acosna
ចំេពះ n ≥ 2 ។

73. េគឲយ f ជអនុគមន៍កំណត់ និង ជប់េលី R េ�យ
f (x+ y) = f (x)

√
1+[ f ((y)]2 + f (y)

√
1+[ f (x)]2 និង lim

x→0

f (x)
x

= 1 ។
បង� ញថ f ជអនុគមន៍មនឌីេផរង់៉ែសយលេលី R ។

74. កំណត់�តីធតុ (x,y,z)ជចំនួនគត់វជិជមន េបីេគដឹងថ 35x+21y+60z = 665 ។

75. េបី n មិនែមនជពហុគុណៃន 5 បង� ញថ n4 −1 ជពហុគុណៃន 5 ។

76. គណនផលបូក S =
1
7
+

2
72 +

1
73 +

2
74 + ... ។
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77. េគឲយ f ជអនុគមន៍មនតៃម�ពិតែដល f (x,y) = f (x,z)− 2 f (y,z)− 2z ចំេពះ�គប់
ចំនួនពិត x,y និង z ។ រកតៃម�ៃន f (4017,1000) ។

78. ចំេពះ −1 < r < 1 �ង S(r) ជផលបូកតួៃនស�ុ ីតធរណីម�តអនន�តួ S(r) = 12 +

12r + 12r2 + 12r3 + ...។ �ង −1 < a < 1 បំេពញទំនក់ទំនង S(a)× S(−a) =
2016។ គណន S(a)+S(−a) ។

79. �ង P(x)ជពហុធមិនសូនយែដល (x−1)P(x+1)= (x+2)P(x)ចំេពះ�គប់ចំនួនពិត
x និង P2(2) = P(3) ។ រកតៃម�េលខៃន P(2017) ។

80. រក GCD(a,b) ែដល a = 12345678987654321 និង b = 12345654321 ។

81. េតីមនចំនួនគត់ប៉ុនម នចប់ពី 123ដល3់21 ែដលមនពីរខទង់ជេលខ 2យ៉ងពិត�បកដ។

82. ក) យក n ∈ N បង� ញថ សមីករ xn + xn−1 + ...+ x2 + x− 1 = 0 មនរសឹែតមួយ
គត់កនុងសំណំុចំនួនពិតវជិជមន ។ �ងរសឹេនះេ�យ an ។
ខ) បង� ញថ ស�ុ ីត (an)ជស�ុ ីតចុះ ។ ទញថ�ជស�ុ ីតរមួ ។
គ) ទញថ ∀n ∈ N,n ≥ 2 េគបន an =

1
2
+

an+1
n

2
។

ឃ) រក lim
n→+∞

an+1
n រចួទញរក lim

n→+∞
an ។

83. េគឲយ ABC ជ�តីេកណែដលមន�ក�ៃផទេសមីនឹង 5 និង BC = 10 ។ �ង E និង F ជ
ចំណុចក�� លៃន�ជȩង AC និង AB េរȢងគន េហយី�ង BE និង CF កត់គន �តង់ G ។
ឧបមថ ចតុេកណ AEGF �ចចរកឹកនុងរង�ង់ រកតៃម�ៃន AB2 +AC2 ។

84. គណន A =
√

C(8,2)+C(9,2)+C(15,2)+C(16,2) ។

85. េគកំណត់អនុគមន៍ f េលីសំណំុៃនចំនួនគត់វជិជមន�មទំនក់ទំនងកំេណីនេ�យ
f (1) = 2, f (n) = f (n−1)+2 េបី n គូ និង
f (n) = f (n−2)+2 េបី n េសស េហយីធំជង 1 ។ គណន f (2017) ។

86. �ង f (n) = 1× 3× 5× ...× (2n− 1) ។ រកសំណល់ៃនវធីិែចក f (1)+ f (2)+ ...+

f (2016) នឹង 100 ។

87. េគឲយស�ុ ីត an កំណត់ដូចខងេ�កម
a0 = 0,a1 = 1 និង an = 2an−1 −an−2 +2 ចំេពះ�គប់ n ≥ 2 ។
រកតៃម�ៃន a2017 ។
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88. រកចំនួនគត់វជិជមន n តូចបំផុតែដល 0 < 4
√

n− [ 4
√

n]<
1

2017

89. �ង a,b,c និង d ជ 4 ចំនួនពិតែដល
{

a+b+ c+d = 20
ab+bc+ cd +da = 16

។ រកតៃម�ធំបំផុត

ៃន A = abc+bcd + cda+dab ។

90. �ង a,b,c ជរសឹេផ�ងគន ៃនពហុធ P(x) = x3 −10x2 + x−2017 ។
ពហុធដឺេ�កទីបី Q(x) មនេមគុណៃន x3 េសមីនឹង 1 េហយីមនរសឹបីេផ�ងគន គឺ bc−
a2,ca−b2,ab− c2 ។ រកផលបូកេលខេមគុណៃន Q(x) ។

91. កនុងចតុេកណ ABCD មន AB = 7,BC = 24,CD = 15,DA = 20 និង AC = 25 ។
�ងអងកត់�ទȪង AC និង BD កត់គន �តង់ E ។ រក�បែវង EC ។

92. េគឲយស�ុ ីត (an) កំណត់េ�យ a1 = 1 និង an+1 =
an

1+nan
∀n ∈ N ។ កំណត់ an ។

93. បង� ញថ
2n

∑
k=1

(2n)!
k

ជចំនួនគត់ និង
2n

∑
k=1

(2n)!
k

≡ 0( mod 2n+1) ។

94. បង� ញថ (C0
n)

2 +(C1
n)

2 +(C2
n)

2 + ...+(C0
n)

2 =Cn
2n ។

95. េគឲយ a,b,c ជចំនួនពិត និង λ ជចំនួនពិតវជិជមនែដលពហុធ f (x) = x3 + ax2 +

bx+ c មនរសឹ x1,x2 និង x3 ជចំនួនពិតបំេពញលកខខណ�
ក) x2 − x1 = λ

ខ) x3 >
1
2
(x1 + x2) ។

រកតៃម�អតិបរមៃន 2a3 +27c−9ab
λ 3 ។

96. េគឲយ a,b,c,x,y និង z ជចំនួនពិតវជិជមនែដលបំេពញលកខខណ� cy + bz = a,az +

cx = b និង bx+ay = c ។ រកតៃម�តូចបំផុតៃនអនុគមន៍ f (x,y,z) = x2

1+ x
+

y2

1+ y
+

z2

1+ z
។

97. សរេសរផលបូក
n

∑
k=0

(−1)k

k3 +9k2 +26k+24
Ck

n ជ�ង
p(n)
q(n)

ែដល p និង q ជពហុធ

ែដលមនេមគុណជចំនួនគត់ ។
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98. �តីេកណ ABC មួយមនរង� ស់�ជȩង a,b,c េហយី ha,hb និង hc ជរង� ស់កមពស់គូស
េចញពីកំពូល A,B និង C េរȢងគន ។ យក da,db និង dc ជចមង យពីអរតូសង់េǵកន់
កំពូល A,B និង C េរȢងគន ។ បង� ញថ hada +hbdb +hcdc =

a2 +b2 + c2

2
។

99. េគឲយ a,b,c ជចំនួនពិតវជិជមនែដលបំេពញលកខខណ� a+b+ c ≥ abc ។
បង� ញថ a2 +b2 + c2 ≥ abc ។

100. កំណត់ចំនួនគត់ធមមជតិ a,b និង c េដីមីបឲយសមីករ
x2 −2ax+b = 0
x2 −2bx+ c = 0
x2 −2cx+a = 0 មនរសឹជចំនួនគត់ធមមជតិ ។

101. េគឲយស�ុ ីត Fibonacci( fn) កំណត់េ�យ f0 = 0, f1 = 1 និង fn+1 = fn−1 + fn ចំេពះ
�គប់ n ≥ 1 ។ បង� ញថ
(a) f1 + f2 + ...+ fn = fn+2 +1

(b) f1 + f3 + f5 + ...+ f2n−1 = f2n

(c) f 2
1 + f 2

2 + ...+ f 2
n = fn fn+1

(d) fn−1 fn+1 − f 2
n = (−1)n (សមភព Cassini )

(e) xn = fnx+ fn−1 ចំេពះ x ែដលបំេពញលកខខណ� x2 = x+1

(f) fn =
1√
5

[(
1+

√
5

2

)n

−

(
1−

√
5

2

)n]
(រូបមន� Binet )

(g)
n

∑
k=0

Ck
n2k fk = f3n

(h) fs+t = fs−1 ft + fs ft+1 ចំេពះ s ≥ 1 និង t ≥ 0 ។
102. េគឲយ x1,x2, ...,xn ជចំនួនពិតវជិជមន និង S = x1 + x2 + ...+ xn ។

បង� ញថ (1+ x1)(1+ x2)...(1+ xn)≤ 1+S+
S2

2
+ ...+

Sn

n!
។

103. កនុង�តីេកណ ABC មួយេគយក Rជករំង�ង់ចរកឹេ�កនិង rជករំង�ង់ចរកឹកនុងៃន�តីេកណ
ABC ។ បង� ញថ r ≤ p

3
√

3
≤ R

2
ែដល p =

a+b+ c
2

ជកន�ះបរមិ�តៃន�តីេកណ
ABC ។

104. េគឲយ a,b និង c > 0 េហយីបំេពញលកខខណ� abc ≤ 1 ។
បង� ញថ a

c
+

b
a
+

c
b
≥ a+b+ c ។

11



105. េគឲយ n ចំនួនគត់វជិជមនេផ�ងគន a1,a2, ...,an ។
េ�យេ�បីសមភព 13 +23 + ...+n3 =

[
n(n+1)

2

]2

បង� ញថ (a7
1 +a7

2 + ...+a7
n)+(a5

1 +a5
2 + ...+a5

n)≥ 2(a3
1 +a3

2 + ...+a3
n)

2 ។
106. េគឲយ 0 ≤ a ≤ b ≤ c ≤ d ≤ e និង a+b+ c+d + e = 1 ។

បង� ញថ ad +dc+ cb+be+ ea ≤ 1
5
។

107. េគឲយ a,b,c > 0 និង m ជចំនួនគត់វជិជមន ។
បង� ញថ am

b+ c
+

bm

c+a
+

cm

a+b
≥ 3

2

(
a+b+ c

3

)m−1

។

108. េគឲយ a,b,c > 0 ។ បង� ញថ a3

b+ c
+

b3

c+a
+

c3

a+b
≥ a2 +b2 + c2

2
។

109. េគឲយ a1,a2, ...,an ជ n ចំនួនគត់វជិជមនេផ�ងគន ។
បង� ញថ a1

2
+

a2

8
+ ...+

an

n2n ≥ 1− 1
2n។

110. ក) កំណត់សំណល់េពល n2 ែចកនឹង 7 ។
ខ) េគឲយ n ជចំនួនគត់វជិជមន ។ បង� ញថ េបី 2+2

√
28n2 +1 ជចំនួនគត់ េនះ�

ជកេរ�បកដ ។

111. កំណត់ x,y និង z ∈ N ែដល x ≤ y ≤ z េហយី xy + yz = zx ។
112. េ�ះ��យសមីករ 3x +4y = 5z កនុងសំណំុចំនួនគត់វជិជមន ។

113. កនុង�តីេកណ ABC មួយេគយក la =
ma

Ma
, lb =

mb

Mb
និង lc =

mc

Mc
ែដល ma,mb,mc

ជ�បែវងកន�ះបនទ ត់ពុះមុំែដលគូសេចញពីកំពូល A,B,C េហយី Ma,Mb,Mc ជ�បែវង
អងកត់ែដលជ�បសព�រ�ងកន�ះបនទ ត់ពុះមុំ A,B,C នឹងរង�ង់ចរកឹេ�ក�តីេកណ ABC ។

114. កន�ះបនទ ត់ពុះមុំទងំបីៃនមុំ A,B,C ៃន�តីេកណ ABCកត់រង�ង់ចរកឹេ�ក�តីេកណ ABC

�តង់ចំណុច P,Q និង R េរȢងគន ។ បង� ញថ AP+BQ+CR > AB+BC+CA ។

115. េគឲយ ABC ជ�តីេកណែកង�តង់C ។ កន�ះបនទ ត់ពុះមុំៃន ∠BAC និង ∠ABC កត់ [BC]

និង [CA] �តង់ P និង Q េរȢងគន ។ យក M និង N ជចំេ�លែកងៃន P និង Q េលី
[AB] េរȢងគន ។ គណន ∠MCN ។
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ដំេ�ះ��យ

ល�ំត់ ១
េគឲយ x,y និង z ជចំនួនពិតវជិជមនែដលបំេពញលកខខណ�
x+ xy+ xyz = 12 (1)
y+ yz+ xyz = 21 (2)
z+ zx+ xyz = 30 (3) ។
គណន x+ y+ z ។

ចេម�យ 
គណន x+ y+ z
យក z× (1)− (3) េយងីបន

xyz2 − z = 12z−30

⇒xyz2 −13z =−30
⇒z(xyz−13) =−30 (4)

យក y× (3)− (2) េយងីបន xy2z− y = 30y−21 ⇒ y(xyz−31) =−21 (5)
យក x× (2)− (1) េយងីបន x2yz− x = 21x−12 ⇒ x(xyz−22) =−12 (6)
គុណ (4),(5) និង (6) េយងីបន xyz(xyz−13)(xyz−22)(xyz−31) =−30×12×21
េនះ t(t −13)(t −22)(t −31) =−7560 ែដល t = xyz
េ�ះ��យសមីករេគបន t ∈ {1,10,27,28}មនន័យថ xyz ∈ {1,10,27,28}
�ម (1) : x+ xy+ xyz = 12 េនះ xyz ≤ 12 េ�ពះ x,y និង z ជចំនួនពិតវជិជមន
េគបន xyz = 1 ∈ {1,10}

13



លកខខណ� ែដលឲយ�ចសរេសរ
x+ xy+ t = 12
y+ yz+ t = 21
z+ zx+ t = 30

េគបន
xz+ t + tz = 12z

xy+ t + tx = 21x

yz+ t + ty = 30y

េនះ
xz = 12z− tz− t

xy = 21x− tx− t

yz = 30y− ty− t

ជំនួសចូលកនុងលកខខណ� េដីមេយងីបន
x+21x− tx− t + t = 12
y+30y− ty− t + t = 21
z+12z− tz− t + t = 30

សមមូលនឹង
x(22− t) = 12
y(31− t) = 21
z(13− t) = 30

+ ចំេពះ t = 1 េគបន x =
4
7
,y =

7
10

និង z =
4

10
មិនេផទȣងផទ ត់លកខខណ� ែដលឲយ

+ ចំេពះ t = 10 េយងីបន x = 1,y = 1 និង z = 10
ដូចេនះ x+ y+ z = 12

ល�ំត់ ២
ចំេពះ�គប់ n ជចំនួនគត់វជិជមន បង� ញថ [

√
n+

√
n+1] = [

√
4n+2] ។
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ស�មយ 
េយងីមន √

4n+1 <
√

n+
√

n+1 <
√

4n+2
េនះ [√4n+1]≤ [

√
n+

√
n+1]≤ [

√
4n+2] (1)

េ�យ 4n+2 មិនែមនជកេរ�បកដ េហយី 4n+1 និង 4n+2 ជចំនួនគត់តគន
េយងីបន [

√
4n+1] = [

√
4n+2]

�ម (1) េយងីបន [
√

4n+2]≤ [
√

n+
√

n+1]≤ [
√

4n+2]
ដូចេនះ [√n+

√
n+1] = [

√
4n+2]

សមគ ល់
ចំេពះ n ∈N េគបន n2 ≡ 0 រ ឺ1(mod4) ។ េនះបȦជ ក់ថ�គប់កេរ�បកដទងំអស់ែចកនឹង 4
�ចមនសំណល់ែតពីរគត់គឺ 0 រ ឺ1 ។
កនុងលំ�ត់ខងេលី 4n+2 មិនែមនជកេរ�បកដ េ�ពះថ 4n+2ែចកនឹង 4មនសំណល2់។

ល�ំត់ ៣ 
េគឲយ a,b និង c ជរង� ស់�ជȩងៃន�តីេកណមួយ ។
បង� ញថ abc ≥ (a+b− c)(b+ c−a)(c+a−b) ។

ស�មយ
យក x = a+b− c,y = b+ c−a និង z = c+a−b
េនះ x,y និង z > 0 េ�ពះ a,b និង c ជរង� ស់�ជȩងៃន�តីេកណមួយ
េហយី a =

x+ z
2

,b =
x+ y

2
និង c =

y+ z
2

េគបន abc ≥ (a+b− c)(b+ c−a)(c+a−b)សមមូលនឹង(
x+ y

2

)(
y+ z

2

)(
z+ x

2

)
≥ xyz ពិត

េ�ពះ�មវសិមភព Cauchy

x+ y
2

≥√
xy

y+ z
2

≥√
yz

និង z+ x
2

≥
√

zx

េនះ
(

x+ y
2

)(
y+ z

2

)(
z+ x

2

)
≥
√

(xyz)2 = xyz

ដូចេនះ abc ≥ (a+b− c)(b+ c−a)(c+a−b)
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ល�ំត់ ៤ 
េគឲយស�ុ ីត Fibonacci ( fn) កំណត់េ�យ f1 = f2 = 1 និង fn = fn−1 + fn−2 ចំេពះ
�គប់ n ≥ 3 ។ យក Q =

[
1 1
1 0

]
។

ក) បង� ញថ Qn =

[
fn+1 fn
fn fn−1

]
ចំេពះ�គប់ n ≥ 2 ។

ខ) ទញថ f3n = f 3
n+1 + f 3

n − f 3
n−1 ចំេពះ�គប់ n ≥ 1 ។

ស�មយ 
ក) បង� ញថ Qn =

[
fn+1 fn
fn fn−1

]
ចំេពះ�គប់ n ≥ 2

េយងីមន

Q2 = Q×Q =

[
1 1
1 0

][
1 1
1 0

]
=

[
2 1
1 1

]
=

[
f3 f2
f2 f1

]

ឧបមថសំេណីពិតចំេពះ n = k គឺ Qk =

[
fk+1 fk
fk fk−1

]
បង� ញថ Qk+1 =

[
fk+2 fk+1
fk+1 fk

]
េ�យ Qk =

[
fk+1 fk
fk fk−1

]
និង Q =

[
1 1
1 0

]
េនះ

Qk+1 = Qk ×Q =

[
fk+1 fk
fk fk−1

][
1 1
1 0

]
=

[
fk+1 + fk fk+1
fk + fk−1 fk

]
=

[
fk+2 fk+1
fk+1 fk

]

ដូចេនះ Qn =

[
fn+1 fn
fn fn−1

]
ចំេពះ�គប់ n ≥ 2

ខ) ទញថ f3n = f 3
n+1 + f 3

n − f 3
n−1 ចំេពះ�គប់ n ≥ 1
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េ�យ Qn =

[
fn+1 fn
fn fn−1

]
េនះ Q3n =

[
f3n+1 f3n
f3n f3n−1

]
ម៉យងេទȢត

Q3n = Qn ×Qn ×Qn

=

[
fn+1 fn
fn fn−1

][
fn+1 fn
fn fn−1

][
fn+1 fn
fn fn−1

]
=

[
f 3
n+1 +2 fn+1 f 2

n + f 2
n fn−1 f 2

n+1 fn + fn+1 fn fn−1 + f 3
n + fn f 2

n−1
f 2
n+1 fn + fn+1 fn fn−1 fn−1 f 2

n +2 f 2
n fn−1 + f 3

n−1

]

េ�បȢបេធȢបធតុេǷជួរេដកទី ១ និង ជួរឈរទី ២ៃនម៉�ទីស Q3n

េយងីបន

f3n = f 2
n+1 fn + fn+1 fn fn−1 + f 3

n + fn f 2
n−1

= fn+1 fn( fn+1 + fn−1)+ f 3
n + fn f 2

n−1

= fn+1( fn+1 − fn−1)( fn+1 + fn−1)+ f 3
n + fn f 2

n−1

= fn+1( f 2
n+1 − f 2

n−1)+ f 3
n + fn f 2

n−1

= f 3
n+1 fn+1 − f 2

n−1 + f 3
n + fn f 2

n−1

= f 3
n+1 + f 3

n − f 2
n−1( fn+1 − fn)

= f 3
n+1 + f 3

n − f 3
n−1

ដូចេនះ f3n = f 3
n+1 + f 3

n − f 3
n−1 ចំេពះ�គប់ n ≥ 1

ល�ំត់ ៥
ចំេពះ�គប់ចំនួនពិតវជិជមន p,q,r និង s បង� ញថ
(p2 + p+1)(q2 +q+1)(r2 + r+1)(s2 + s+1)≥ 81pqrs ។

ស�មយ 
បង� ញថ (p2 + p+1)(q2 +q+1)(r2 + r+1)(s2 + s+1)≥ 81pqrs

ចំេពះ p ជចំនួនពិតវជិជមន �មវសិមភព Cauchy េយងីបន p2 + p+1 ≥ 3
√

p3 = p

17



ដូចគន ែដរ

q2 +q+1 ≥ 3q

r2 + r+1 ≥ 3r

និង s2 + s+1 ≥ 3s

េយងីបន (p2 + p+1)(q2 +q+1)(r2 + r+1)(s2 + s+1)≥ (3p)(3q)(3r)(3s) = 81pqrs
ដូចេនះ (p2 + p+1)(q2 +q+1)(r2 + r+1)(s2 + s+1)≥ 81pqrs

ល�ំត់ ៦
ចំេពះ a,b,c និង d ជចំនួនពិតវជិជមន បង� ញថ
a2 +b2 + c2

a+b+ c
+

b2 + c2 +d2

b+ c+d
+

c2 +d2 +a2

c+d +a
+

d2 +a2 +b2

d +a+b
≥ a+b+ c+d ។

ស�មយ 
បង� ញថ a2 +b2 + c2

a+b+ c
+

b2 + c2 +d2

b+ c+d
+

c2 +d2 +a2

c+d +a
+

d2 +a2 +b2

d +a+b
≥ a+b+ c+d

�មវសិមភព Cauchy-Schwarz េយងីបន
(a+b+ c)2 ≤ 3(a2 +b2 + c2) េនះ a2 +b2 + c2

a+b+ c
≥ a+b+ c

3
ដូចគន ែដរ

b2 + c2 +d2

b+ c+d
≥ b+ c+d

3
c2 +d2 +a2

c+d +a
≥ c+d +a

3

និង d2 +a2 +b2

d +a+b
≥ d +a+b

3

េនះ a2 +b2 + c2

a+b+ c
+

b2 + c2 +d2

b+ c+d
+

c2 +d2 +a2

c+d +a
+

d2 +a2 +b2

d +a+b

≥ a+b+ c
3

+
b+ c+d

3
+

c+d +a
3

+
d +a+b

3
= a+b+ c+d

ដូចេនះ a2 +b2 + c2

a+b+ c
+

b2 + c2 +d2

b+ c+d
+

c2 +d2 +a2

c+d +a
+

d2 +a2 +b2

d +a+b
≥ a+b+ c+d
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ល�ំត់ ៧
េគឲយស�ុ ីត (an) កំណត់េ�យ a1 = 1 និង an+1 = 1+a1a2...an ចំេពះ�គប់ n ≥ 1 ។

បង� ញថ
+∞

∑
n=1

1
an

= 2 ។

ចេម�យ 
បង� ញថ

+∞

∑
n=1

1
an

= 2

េយងីមន
+∞

∑
n=1

1
an

= lim
n→+∞

n

∑
k=1

1
ak

េ�យ a1 = 1 និង an+1 = 1+a1a2...an េនះ a2 = 1+a1 = 1+1 = 2
ឧបមថ ak ≥ k ចំេពះ k = 1,n
េយងីបន an+1 = 1+a1a2...an ≥ 1+1×2× ...×n ≥ n
េនះ an ≥ n ចំេពះ�គប់ n ∈ N
េគបន lim

n→+∞
an =+∞

ម៉យងេទȢត an+2 = 1+a1a2...an+1 = 1+an+1(an+1 −1)
េនះ

1
an+2 −1

=
1

an+1(an+1 −1)

=
1

an+1 −1
− 1

an+1

⇒ 1
an+1

=
1

an+1 −1
− 1

an+2 −1

េយងីបន
n

∑
k=1

1
ak+1

=
n

∑
k=1

(
1

ak+1 −1
− 1

ak+2 −1

)
=

1
a2 −1

− 1
an+2 −1

= 1− 1
an+2 −1

េយងីបន
+∞

∑
n=1

1
an

=
1
a1

+ lim
n→+∞

n

∑
k=1

1
ak+1

= 1+ lim
n→+∞

(
1− 1

an+2 −1

)
= 1+1 = 2

ដូចេនះ
+∞

∑
n=1

1
an

= 2
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ល�ំត់ ៨ 
ចំេពះ�គប់ n ∈ N េគកំណត់យក f (n) = 1n + 2n−1 + 3n−2 + ...+(n− 1)2 + n ។
រកតៃម�អបបបរមៃន f (n+1)

f (n)
។

ចេម�យ 

ពិនិតយ
n 1 2 3 4 5 6
f (n) 1 3 8 22 65 209
f (n+1)

f (n)
3

8
3

22
8

65
22

209
65

742
209

េយងីសេងកតេឃញីថចំេពះ n = 1,6 េគបន f (n+1)
f (n)

មនតៃម�តូចបំផុតេសមីនឹង 8
3

េយងីនឹងបង� ញថ f (n+1)
f (n)

មនតៃម�តូចបំផុតេសមីនឹង 8
3
គឺបង� ញថ f (n+1)

f (n)
> 3 ចំេពះ

�គប់ n > 6
េយងីមន f (n) = 1n +2n−1 +3n−2 + ...+(n−1)2 +n
េនះ
f (n+1) = 1n+1 +2n +3n−1 + ...+n2 +(n+1)

> 1n+1 +2n +3n−1 +4n−2 +5n−3 +6n−4 + ...+(n−1)3 +n2

> 1n+1 +2n +3n−1 +4n−2 +5n−3 +3
[
6n−5 +7n−4 + ...+(n−1)2 +n

]
> 1n+1 +2n +3n−1 +4n−2 +5n−3 +3

[
f (n)−1n −2n−1 −3n−2 −4n−3 −5n−4]

= 3 f (n)+2(5n−4 −1)+2n−1(2n−5 −1)
> 3 f (n)

េនះ f (n+1)
f (n)

> 3

ដូចេនះ f (n+1)
f (n)

មនតៃម�តូចបំផុតេសមីនឹង 8
3

ល�ំត់ ៩ 
គណន Sn =

[
1

1
2

]
+
[
2

1
2

]
+
[
3

1
2

]
+ ...+

[
(n2 −1)

1
2

]
និង Tn =

[
1

1
3

]
+
[
2

1
3

]
+
[
3

1
3

]
+ ...+

[
(n3 −1)

1
3

]
ចំេពះ�គប់ n ≥ 2។

ចេម�យ 
គណន Sn =

[
1

1
2

]
+
[
2

1
2

]
+
[
3

1
2

]
+ ...+

[
(n2 −1)

1
2

]
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ពិនិតយ [√k] = n េបី n2 ≤ k ≤ (n+1)2 −1
េយងីបន

Sn = 1(22 −12)+2(32 −22)+ ...+(n−1)[n2 − (n−1)2]

=−[12 +22 + ...+(n−1)2]+ (n−1)n2

= (n−1)n2 − (n−1)n(2n−1)
6

= (n−1)n
(

n− 2n−1
6

)
=

n(n−1)(4n+1)
6

ដូចេនះ Sn =
n(n−1)(4n+1)

6
គណន Tn =

[
1

1
3

]
+
[
2

1
3

]
+
[
3

1
3

]
+ ...+

[
(n3 −1)

1
3

]
ពិនិតយ [ 3√k] = n េបី n3 ≤ k ≤ (n+1)3 −1
េយងីបន

Tn = 1(23 −13)+2(33 −23)+ ...+(n−1)[n3 − (n−1)3]

=−[13 +23 + ...+(n−1)3]+ (n−1)n3

=−
[

n(n−1)
2

]2

+(n−1)n3

= n2(n−1)
(
−n−1

4
+n
)

=
n2(n−1)(3n+1)

4

ដូចេនះ Tn =
n2(n−1)(3n+1)

4

ល�ំត់ ១០ 
េគឲយ a,b និង cជរសឹៃនសមីករ x3+3x2+5x+7 = 0 ។យក P(x)ជពហុធដឺេ�ក
ទី ៣ បំេពញលកខខណ� P(a) = b+c,P(b) = c+a,P(c) = a+b និង P(a+b+c) =
−16 ។ គណន P(0) ។

ចេម�យ 
េ�យ a,b និង c ជរសឹៃនសមីករ x3 +3x2 +5x+7 = 0
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�ម�ទឹស�ីបទែវយត


a+b+ c =−3
ab+bc+ ca = 5
abc =−7

យក Q(x) = P(x)+ x+3
េ�យ P(a) = b+ c,P(b) = c+a និង P(c) = a+b
េគបន Q(a) = P(a)+a+3 = b+ c+a+3 = 3−3 = 0
ដូចគន ែដរ Q(b) = Q(c) = 0
េនះ a,b និង c ជរសឹៃនពហុធ Q(x)
េយងីបន

Q(x) = k(x3 +3x2 +5x+7)

⇒ P(x)+3 = k(x3 +3x2 +5x+7)

េនះ

P(−3)−3+3 = k(−27+27−15+7)
⇒ P(−3) = k(−27+27−15+7)

ម៉យងេទȢត P(a+b+ c) =−16 ⇒ P(−3) =−16
េយងីបន −8k =−16 ⇒ k = 2
េហតុេនះ Q(x) = 2(x3 +3x2 +5x+7)⇒ Q(0) = 14 ⇒ P(0)+3 = 14
ដូចេនះ P(0) = 11

ល�ំត់ ១១ 
េគឲយ p,q និង r ជចំនួនពិតបំេពញលកខខណ� (p+q)(q+ r)(r+ p)

pqr
= 24 និង

(p−2q)(q−2r)(r−2p)
pqr

= 10 ។ ឧបមថ p
q
+

q
r
+

r
p
�ចសរេសរជ�ង m

n
ែដល

m និង n ជចំនួនបឋមរ�ងគន ។ គណន m+n ។

ស�មយ 
�ង u =

p
q
,v =

q
r
និង w =

r
p
េនះ uvw = 1
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េ�យ
(p+q)(q+ r)(r+ p)

pqr
= 24

⇒
(

1+
p
q

)(
1+

q
r

)(
1+

r
p

)
= 24

⇒(1+u)(1+ v)(1+w) = 24
⇒1+(u+ v+w)+(uv+ vw+wu)+uvw = 24
⇒(u+ v+w)+(uv+ vw+wu) = 22(1)

ម៉យងេទȢត (p−2q)(q−2r)(r−2p)
pqr

= 10

េនះ (
p
q
−2
)(q

r
−2
)( r

p
−2
)
= 10

⇒(u−2)(v−2)(w−2) = 10
⇒(2−u)(2− v)(2−w) =−10
⇒8−4(u+ v+w)+2(uv+ vw+wu)−uvw =−10
⇒−4(u+ v+w)+2(uv+ vw+wu) =−17

⇒2(u+ v+w)− (uv+ vw+wu) =
17
2
(2)

បូក (1) និង (2) េយងីបន 3(u+ v+w) = 22+
17
2

=
61
2

េនះ u+ v+w =
61
6
រ ឺ pq +

q
r
+

r
p
=

61
6

េគបន m = 61 និង n = 6
េហតុេនះ m+n = 61+6 = 67

ល�ំត់ ១២
គណន A = [2013sin0◦] + [2013sin1◦] + ...+ [2013sin359◦] ែដល [x] �ងឲយ
ែផនកគត់ៃន x ។

ចេម�យ 
Lemma
េបី x ∈ Z េគបន [x]+ [−x] = 0
េបី x /∈ Z េគបន [x]+ [−x] =−1 ។
ស�មយ 
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េបី x ∈ Z េនះ [x]+ [−x] = x− x = 0
េបី x /∈ Z�ង k = [x] េនះ k < x < k+1 ⇒−k−1 <−x <−k
េគបន [−x] =−k−1
េហតុេនះ [x]+ [−x] = k− k−1 =−1
េយងីមន A = [2013sin0◦]+ [2013sin1◦]+ ...+[2013sin359◦]
យក

B = [2013sin0◦]+ [2013sin1◦]+ ...+[2013sin179◦]
= [2013sin1◦]+ [2013sin1◦]+ ...+[2013sin179◦]

និង

C = [2013sin180◦]+ [2013sin181◦]+ ...+[2013sin359◦]
= [−2013sin1◦]+ [−2013sin1◦]+ ...+[−2013sin179◦]

េហតុេនះ A = B+C =−1−1− ...−1︸ ︷︷ ︸
178 តួ

=−178

ល�ំត់ ១៣ 
េគឲយ�បេលឡូ�កម ABCD មួយ េហយី M និង N ជចំណុចក�� លៃន�ជȩង [AD]

និង [BC] េរȢងគន ។ យក O ជចំណុចមួយេǷេលី�ជȩង [MN] ។
បង� ញថ OA2 +OB2 +OC2 +OD2 = 2AB2 +AD2 −4OM×ON ។

ស�មយ 
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A B

C

O
N

D

M

េ�យ M និង N ជចំណុចក�� លៃន�ជȩង [AD] និង [BC] េរȢងគន
េនះ [OM] និង [ON]ជេមដយនៃន�តីេកណ AOD និង BOC េរȢងគន
�មរូបមន�េមដយន

OM2 =
OA2 +OD2

2
− AD2

4

⇒OA2 +OD2 = 2OM2 +
AD2

2
(1)

ដូចគន ែដរ OB2 +OC2 = 2ON2 +
BC2

2
= 2ON2 +

AD2

2
(2)

បូក (1) និង (2) េយងីបន

OA2 +OB2 +OC2 +OD2 = AD2 +2(OM2 +ON2)

= AD2 +2
[
(OM+ON)2 −2OM×ON

]
= AD2 +2(MN2 −2OM×ON)

= AD2 +2(AB2 −2OM×ON)
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ដូចេនះ OA2 +OB2 +OC2 +OD2 = 2AB2 +AD2 −4OM×ON

ល�ំត់ ១៤ 
េគឲយ�តីេកណ ABC មួយ និង D ជចំណុចមួយេǷេលី�ជȩង [BC] ។ �ង BC =

a,CA = b,AB = c,AD = d,BD = n និង CD = m។
បង� ញថ b2n+ c2m = a(d2 +mn) ។
អនុវត�ន៍
ក) េគឲយ ma ជរង� ស់េមដយនែដលគូសេចញពីកំពូល A ៃន�តីេកណ ABC ។
បង� ញថ m2

a =
b2 + c2

2
− a2

4
។

ខ) េគឲយ�តីេកណ ABC មួយចរកឹកនុងរង�ង់ផចិត O កំ R ។ យក G ជទី�បជំុទំងន់ៃន
�តីេកណេនះ ។ បង� ញថ OG2 = R2 − a2 +b2 + c2

9
។

គ) យក [AD)ជកន�ះបនទ ត់ពុះមុំៃន ∠A ៃន�តីេកណ ABC មួយ ។
បង� ញថ AD =

√
bc [(b+ c)2 −a2]

b+ c
។

ស�មយ 

A

B D Cn
m

បង� ញថ b2n+ c2m = a(d2 +mn)

�ម�ទឹស�ីបទកូសីុនុសេយងីបន
c2 = d2 +n2 −2nd cos∠ADB
េនះ c2m = d2m+mn2 −2mnd cos∠ADB (i)
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និង b2 = d2 +m2 −2md cos∠ADC
េ�យ ∠ADC+∠ADB = π ⇒ ∠ADC = π −∠ADB
េគបន cos∠ADC =−cos∠ADB
េនះ b2 = d2 +m2 −2md cos∠ADB
⇒ b2n = d2n+m2n−2mnd cos∠ADB (ii)
បូក (i) និង (ii) េយងីបន

c2m+b2n = d2m+mn2 +d2n+m2n

= (m+n)d2 +mn(m+n)

= ad2 +amn

ដូចេនះ b2n+ c2m = a(d2 +mn)

អនុវត�ន៍
ក) បង� ញថ ma =

b2 + c2

2
− a2

4

A

B M C

�ម�ទឹស�ីបទ Stewart េយងីបន

AB2 ×MC+AC2 ×BM = BC(AM2 +BM×MC)

c2
(a

2

)
+b2

(a
2

)
= a

[
m2

a +
(a

2

)(a
2

)]
b2 + c2

2
= m2

a +
a2

4

ដូចេនះ ma =
b2 + c2

2
− a2

4
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ខ)បង� ញថOG2 =R2− a2 +b2 + c2

9

O

A

B

M

G

C

អនុវត�ន៍�ទឹស�ីបទ Stewart ចំេពះ�តីេកណ AOM េយងីបន
OA2 ×GM+OM2 ×GA = AM(OG2 +GA×GM)

េ�យ GM =
1
3

AM;GA =
2
3

AM;OM2 = OC2 −MC2 = R2 − a2

4េគបន

R2
(

1
3

AM
)
+

2
3

AM
(

R2 − a2

4

)
= AM

[
OG2 +

(
1
3

AM
)(

2
3

AM
)]

R2

3
+

2
3

(
R2 − a2

4

)
= OG2 +

2
9

AM2

R2 − a2

6
= OG2 +

2
9

AM2

ម៉យងេទȢត AM2 =
b2 + c2

2
− a2

4
(រូបមន�េមដយន)

េនះ R2 − a2

6
= OG2 +

2
9

(
b2 + c2

2
− a2

4

)
េយងីបន OG2 = R2 − b2 + c2

9
+

a2

18
− a2

6
= R2 − a2 +b2 + c2

9

ដូចេនះ OG2 = R2 − a2 +b2 + c2

9

គ) បង� ញថ AD =

√
bc [(b+ c)2 −a2]

b+ c

28



A

B D C

�ម�ទឹស�ីបទ Stewart េយងីបន AB2 ×CD+AC2 ×BD = BC(AD2 +BD×CD)

េ�យ [AD)ជកន�ះបនទ ត់ពុះមុំៃន ∠A េគបន AB
BD

=
AC
CD

=
b+ c

a
េគបន BD =

ca
b+ c

និង CD =
ab

b+ c
េយងីបន

abc2

b+ c
+

ab2c
b+ c

= aAD2 +a
(

ca
b+ c

)(
ab

b+ c

)
⇒ AD2 =

bc2 +b2c
b+ c

− a2bc
(b+ c)2

=
bc(b+ c)2 −a2bc

(b+ c)2

ដូចេនះ AD =

√
bc [(b+ c)2 −a2]

b+ c

ល�ំត់ ១៥ 
យក K ជចំណុចមួយេǷកនុង�តីេកណ ABC ។ កន�ះបនទ ត់ [AK), [BK) និង [CK)

កត់�ជȩង [BC], [CA] និង [AB] �តង់ចំណុច A1,B1 និង C1 េរȢងគន ។ បង� ញថ
ក) KA1

AA1
+

KB1

BB1
+

KC1

CC1
= 1

ខ) AK
AA1

+
BK
BB1

+
CK
CC1

= 2 ។

ស�មយ 
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A

B C

K
C1

B1

A1 N H

បង� ញថ ក) KA1

AA1
+

KB1

BB1
+

KC1

CC1
= 1

យក [AH] និង [KN]ជកមពស់ៃន�តីេកណ ABC និង BKC េរȢងគន
េយងីបន

[BKC]

[ABC]
=

1
2 BC×KN
1
2 BC×AH

=
KN
AH

ម៉យងេទȢត [AH]//[KN] េនះ KN
AH

=
KA1

AA1

េគបន [BKC]

[ABC]
=

KA1

AA1

ដូចគន ែដរ [AKC]

[ABC]
=

KB1

BB1
និង [AKB]

[ABC]
=

KC1

CC1
េហតុេនះ

KA1

AA1
+

KB1

BB1
+

KC1

CC1
=

[BKC]+ [AKC]+ [AKB]
[ABC]

=
[ABC]

[ABC]
= 1

ដូចេនះ KA1

AA1
+

KB1

BB1
+

KC1

CC1
= 1

ខ) AK
AA1

+
BK
BB1

+
CK
CC1

= 2

េយងីមន KA1

AA1
+

KB1

BB1
+

KC1

CC1
= 1
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េនះ AA1 −AK
AA1

+
BB1 −BK

BB1
+

CC1 −CK
CC1

= 1

េគបន 1− AK
AA1

+1− BK
BB1

+1− CK
CC1

= 1

ដូចេនះ AK
AA1

+
BK
BB1

+
CK
CC1

= 3−1 = 2

ល�ំត់ ១៦ 
េគឲយ a,b និង c ជរសឹៃនពហុធ P(x) = x3 −2007x+2002 ។
គណន

(
a−1
a+1

)(
b−1
b+1

)(
c−1
c+1

)
។

ចេម�យ 
េ�យ a,b និង c ជរសឹៃនពហុធ P(x) = x3 −2007x+2002

�ម�ទឹស�ីបទែវយតេយងីបន


a+b+ c = 0
ab+bc+ ca =−2007
abc =−2002

េយងីបន(
a−1
a+1

)(
b−1
b+1

)(
c−1
c+1

)
=

−1+(a+b+ c)− (ab+bc+ ca)+abc
1+(a+b+ c)+(ab+bc+ ca)+abc

=
−1+2007−2002
1−2007−2002

=− 4
4008

=− 1
1002

ដូចេនះ
(

a−1
a+1

)(
b−1
b+1

)(
c−1
c+1

)
=− 1

1002

ល�ំត់ ១៧ 
េគឲយ x1,x2 និង x3 ជរសឹៃនសមីករ ax3 +bx2 + cx+d = 0,a ̸= 0 ។
�ង Sn = xn

1+xn
2+xn

3 ចំេពះ n≥ 0។បង� ញថ aSn+3+bSn+2+cSn+1+dSn = 0។
អនុវត�ន៍
េគឲយ a,b និង c ជបីចំនួនពិតែដលបំេពញលកខខណ� a+b+c = 3,a2+b2+c2 = 5
និង a3 +b3 + c3 = 7 ។ គណន a4 +b4 + c4 ។

ស�មយ 
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េ�យ x1,x2 និង x3 ជរសឹៃនសមីករ ax3 +bx2 + cx+d = 0
េគបន ax3

1 +bx2
1 + cx1 +d = 0 ⇒ axn+3

1 +bxn+2
1 + cxn+1

1 +dxn
1 = 0

ដូចគន ែដរ axn+3
2 +bxn+2

2 + cxn+1
2 +dxn

2 = 0
និង axn+3

3 +bxn+2
3 + cxn+1

3 +dxn
3 = 0

េយងីបន a(xn+3
1 +xn+3

2 +xn+3
3 )+b(xn+2

1 +xn+2
2 +xn+2

3 )+c(xn+1
1 +xn+1

2 +xn+1
3 )+d(xn

1+
xn

2 + xn
3) = 0

ដូចេនះ aSn+3 +bSn+2 + cSn+1 +dSn = 0

អនុវត�ន៍
គណន a4 +b4 + c4

េ�យ (a+b+ c)2 = a2 +b2 + c2 +2(ab+bc+ ca)
េនះ

32 = 5+2(ab+bc+ ca)

⇒ ab+bc+ ca = 2

�ម (a+b+ c)3 = a3 +b3 + c3 +3(a+b)(b+ c)(c+a)
េនះ 33 = 7+3(3−a)(3−b)(3− c)

េយងីបន 20
3

= 27−9(a+b+ c)+3(ab+bc+ ca)−abc

េនះ 20
3

= 27−9(3)+3(2)−abc ⇒ abc = 6− 20
3

=−2
3

េគបន a,b និង c ជរសឹៃនសមីករ x3 −3x2 +2X +
2
3
= 0

�មស�មយខងេលីេយងីបន Sn+3 −3Sn+2 +2Sn+1 +
2
3

Sn = 0

េនះ Sn+3 = 3Sn+2 −2Sn+1 −
2
3

Sn

េយងីបន

S4 = 3S3 −2S2 −
2
3

S1

= 3(7)−2(5)− 2
3
(3)

= 21

ដូចេនះ a4 +b4 + c4 = 21

ល�ំត់ ១៨ 
េគឲយ a,b និង c ជចំនួនគត់ និង បំេពញលកខខណ� ab+bc+ ca = 1 ។
បង� ញថ (a2 +1)(b2 +1)(c2 +1)ជកេរ�បកដ ។
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ស�មយ 
េ�យ ab+bc+ ca = 1
េនះ

a2 +1 = a2 +ab+bc+ ca

= a(a+b)+ c(a+b)

= (a+b)(c+a)

ដូចគន ែដរ b2 +1 = (b+ c)(a+b) និង c2 +1 = (c+a)(b+ c)
េគបន (a2 +1)(b2 +1)(c2 +1) = [(a+b)(b+ c)(c+a)]2 ជកេរ�បកដ

ល�ំត់ ១៩ 
េគឲយ a,b និង c ជចំនួនគត់ េហយី 1

a
+

1
b
+

1
c
= 0 ។

បង� ញថ a2 +b2 + c2 ជកេរ�បកដ ។

ស�មយ 
េ�យ 1

a
+

1
b
+

1
c
= 0 េនះ ab+bc+ ca = 0

េយងីបន
a2 +b2 + c2 = (a+b+ c)2 −2(ab+bc+ ca)

= (a+b+ c)2 −2(0)

= (a+b+ c)2

ដូចេនះ a2 +b2 + c2 ជកេរ�បកដ

ល�ំត់ ២០ 
េគឲយ ω ̸= 1 និង ជរសឹទី n ឯក�កំណត់េ�យ ω = cos

2π
n

+ isin
2π
n
។

ក) បង� ញថ (1−ω)(1−ω2)...(1−ωn−1) = n ។
ខ) គណន 1

1−ω
+

1
1−ω2 + ...+

1
1−ωn−1 ។

ស�មយ 
ក) បង� ញថ (1−ω)(1−ω2)...(1−ωn−1) = n

�មប�មប់ ω ̸= 1 និង ជរសឹទី n ឯក�កំណត់េ�យ ω = cos
2π
n

+ isin
2π
n

េនះ ω,ω2, ...,ωn−1 ជរសឹៃនពហុធ zn −1

33



េយងីបន zn −1 = (z−1)(z−ω)(z−ω2)...(z−ωn−1)
េ�យ zn −1 = (z−1)(zn−1 + zn−2 + ...+ z+1)
េគបន zn−1 + zn−2 + ...+ z+1 = (z−ω)(z−ω2)...(z−ωn−1)

យក z = 1 េយងីបន (1−ω)(1−ω2)...(1−ωn−1) = n
ដូចេនះ (1−ω)(1−ω2)...(1−ωn−1) = n

ខ) គណន 1
1−ω

+
1

1−ω2 + ...+
1

1−ωn−1

យក P(z) = (z−ω)(z−ω2)...(z−ωn−1)

េយងីបន

P′(z)
P(z)

=
1

z−ω
+

1
z−ω2 + ...+

1
z−ωn−1

⇒ 1
1−ω

+
1

1−ω2 + ...+
1

1−ωn−1 =
P′(1)
P(1)

ម៉យងេទȢត zn −1 = (z−1)(z−ω)(z−ω2)...(z−ωn−1)
េនះ

(z−ω)(z−ω2)...(z−ωn−1) =
zn −1
z−1

= zn−1 + zn−2 + ...+ z+1

េគបន P(z) = zn−1 + zn−2 + ...+ z+1 ⇒ P(1) = n

និង P′(1) = (n−1)+(n−2)+ ...+1 =
n(n−1)

2

េហតុេនះ 1
1−ω

+
1

1−ω2 + ...+
1

1−ωn−1 =
n(n−1)

2
n

=
n−1

2

ល�ំត់ ២១ 
េគឲយ ω ជរសឹគូបឯក�ខុសពី 1 និង a,b,c ∈ C ។ បង� ញថ
ក)a2 +b2 + c2 −ab−bc− ca = (a+bω + cω2)(a+bω2 + cω) ។
ខ) a3 +b3 + c3 −3abc = (a+b+ c)(a+bω + cω2)(a+bω2 + cω) ។

ស�មយ 
ក) បង� ញថ a2 +b2 + c2 −ab−bc− ca = (a+bω + cω2)(a+bω2 + cω)

េ�យ ω ជរសឹគូបឯក�ខុសពី 1 េនះ ω3 = 1 និង ω2 +ω +1 = 0

34



េយងីបន

(a+bω + cω2)(a+bω2 + cω)

= a2 +abω2 +acω +abω +b2ω3 +bcω2 +acω2 +bcω4 + c2ω3

= a2 +b2 + c2 +(ab+bc+ ca)(ω2 +ω)

= a2 +b2 + c2 +(ab+bc+ ca)(−1)

ដូចេនះ a2 +b2 + c2 −ab−bc− ca = (a+bω + cω2)(a+bω2 + cω)

ខ) a3 +b3 + c3 −3abc = (a+b+ c)(a+bω + cω2)(a+bω2 + cω)

េយងីមន a3 +b3 + c3 −3abc = (a+b+ c)(a2 +b2 + c2 −ab−bc− ca)
េ�យ a2 +b2 + c2 −ab−bc− ca = (a+bω + cω2)(a+bω2 + cω) (�ម ក)
េយងីបន a3 +b3 + c3 −3abc = (a+b+ c)(a+bω + cω2)(a+bω2 + cω)

ល�ំត់ ២២
េគឲយចតុេកណេប៉ង ABCD មនរង� ស់�ជȩង a,b,c,d និង p ជកន�ះបរមិ�តៃន
ចតុេកណេនះ ។

បង� ញថ S =

√
(p−a)(p−b)(p− c)(p−d)−abcd cos2

(
A+C

2

)
។

ស�មយ 

A

B

C

D
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េយងីមន

S = [ABD]+ [BCD]

=
1
2

ad sinA+
1
2

bcsinC

⇒ 2S = ad sinA+bcsinC

⇒ 4S2 = a2d2 sin2 A+2abcd sinAsinC+b2c2 sin2 C (1)

ម៉យងេទȢត �ម�ទឹស�ីបទកូសីុនុស
BD2 = a2 +d2 −2ad cosA និង BD2 = b2 + c2 −2bccosC
េនះ

a2 +d2 −2ad cosA = b2 + c2 −2bccosC

⇒ ad cosA−bccosC =
a2 +d2 −b2 − c2

2

⇒ (a2 +d2 −b2 − c2)2

4
= a2d2 cos2 A+b2c2 cos2 C−2abcd cosAcosC (2)

បូក (1) និង (2) េយងីបន

4S2 +
(a2 +d2 −b2 − c2)2

4
= a2d2 +b2c2 −2abcd cos(A+C)

= a2d2 +b2c2 −2abcd
[

2cos2
(

A+C
2

)
−1
]

= (ad +bc)2 −4abcd cos2
(

A+C
2

)

េនះ S2 =
(ad +bc)2

4
− (a2 +d2 −b2 − c2)2

16
−abcd cos2

(
A+C

2

)
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េ�យ
(ad +bc)2

4
− (a2 +d2 −b2 − c2)2

16

=
(2ad +2bc)2 − (a2 +d2 −b2 − c2)2

16

=
(2ad +2bc+a2 +d2 −b2 − c2)(2ad +2bc−a2 −d2 +b2 + c2)

16

=
[(a+d)2 − (b− c)2][(b+ c)2 − (a−d)2]

16

=
(a+d +b− c)(a+d −b+ c)(b+ c+a−d)(b+ c−a+d)

16
= (p−a)(p−b)(p− c)(p−d)

េគបន S2 = (p−a)(p−b)(p− c)(p−d)−abcd cos2
(

A+C
2

)
ដូចេនះ S =

√
(p−a)(p−b)(p− c)(p−d)−abcd cos2

(
A+C

2

)

ល�ំត់ ២៣
េគឲយ a,b និង c ជចំនួនពិតេផ�ងគន ែដលបំេពញលកខខណ� a+b+c = 0,a2 +b2 +

c2 = 42 និង a3 +b3 + c3 = 105 ។ បង� ញថ (a−b)(b− c)(c−a) =±63 ។

ស�មយ 
រេបȢបទី ១
េយងីមន a+b+ c = 0 (1)
េ�យ (a+b+ c)2 = a2 +b2 + c2 +2(ab+bc+ ca)
េនះ 0 = 42+2(ab+bc+ ca)⇒ ab+bc+ ca =−21 (2)
និង (a+b+ c)3 = a3 +b3 + c3 +3(a+b)(b+ c)(c+a)
េនះ 0 = 105+3(−c)(−a)(−b)⇒ abc = 35 (3)
�ម (1), (2) និង (3) េយងីបន a,b និង c ជរសឹៃនសមីករ X3 −21X −35 = 0
េគបន a3 −21a−35 = 0 និង b3 −21b−35 = 0
េនះ

a3 −b3 −21(a−b) = 0

⇒ a2 +ab+b2 −21 = 0

⇒ (a−b)2 = 21−3ab

= 3(7−ab)

37



ដូចគន ែដរ(b− c)2 = 3(7−bc) និង (c−a)2 = 3(7− ca)
េហតុេនះ [(a−b)(b− c)(c−a)]2 = 27(7−ab)(7−bc)(7− ca)

ម៉យងេទȢត

(7−ab)(7−bc)(7− ca) = 73 − (ab+bc+ ca)72 +abc(a+b+ c)7− (abc)2

= 343−49(−21)−352

= 147

⇒ [(a−b)(b− c)(c−a)]2 = 27×247

= 633

ដូចេនះ (a−b)(b− c)(c−a) =±63

រេបȢបទី ២
េយងីមន a+b+ c = 0 (1)
េ�យ (a+b+ c)2 = a2 +b2 + c2 +2(ab+bc+ ca)
េនះ 0 = 42+2(ab+bc+ ca)⇒ ab+bc+ ca =−21 (2)
និង (a+b+ c)3 = a3 +b3 + c3 +3(a+b)(b+ c)(c+a)
េនះ 0 = 105+3(−c)(−a)(−b)⇒ abc = 35 (3)
�ម (1), (2) និង (3) េយងីបន a,b និង c ជរសឹៃនសមីករ X3 −21X −35 = 0
⇒ X3 = 21X +35 ចំេពះ X = a,b,c
យក A = (a−b)(b− c)(c−a)
េនះ A2 = [(a−b)(b− c)][(b− c)(c−a)][(c−a)(a−b)]

ម៉យងេទȢត

(a−b)(b− c) = ab−ac−b2 +bc = b(a+ c)−b2 −ac

=−b2 −b2 − 35
b

=−2b3 +35
b

=−42b+105
b

=−21(2b+5)
b

ដូចគន ែដរ (b− c)(c−a) =−21(2c+5)
c

និង (c−a)(a−b) =−21(2a+5)
a
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េនះ
A2 =−213(2a+5)(2b+5)(2c+5)

abc

=−213[125+50(a+b+ c)+20(ab+bc+ ca)+8abc]
abc

=−213[125+50×0+20(−21)+8×35]
35

=
213 ×15

35

=
212 ×21×3

7
= 212 ×32

= 632

ដូចេនះ (a−b)(b− c)(c−a) =±63

ល�ំត់ ២៤ 
េគឲយ�តីេកណ ABC មួយ ។ យក L,M និង N ជចំណុចេǷេលី�ជȩង [BC], [CA] និង
[AB] េរȢងគន េហយី P,Q និង R ជចំណុច�បសព�ៃន [AL), [BM) និង [CN) នឹងរង�ង់
ចរកឹេ�ក�តីេកណ ABC េរȢងគន ។ បង� ញថ AL

LP
+

BM
MQ

+
CN
NR

≥ 9 ។

ស�មយ 

A

B G

F

D L E

P

C

H
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យក F ជចំណុចក�� លៃនធនូ BC េហយី D,E និង G ជចំេ�លែកងៃន A,P និង F េលី
[BC]

េយងីបន [AD]//[PE] េនះ AL
LP

=
AD
PE

(�ទឹស�ីបទ�ែលស)
េ�យ PE ≤ FG ⇒ AL

LP
≥ AD

FG
ម៉យងេទȢត [AD]//[FG]⇒ AD

FG
=

AH
FH

េនះ AL
LP

≥ AH
FH

(i)
�មស�័យគុណចំណុច BH ×HC = AH ×HF (ii)
េ�យ ∠BAF =

⌢ BF
2

=
⌢CF

2
= ∠FAC ⇒ [AF)ជកន�ះបនទ ត់ពុះមុំៃន ∠A

េនះ AH =
2bc

b+ c
cos

A
2

េហយី
AB
BH

=
AC
CH

=
AB+AC

BC

=
b+ c

a

េយងីបន BH =
ac

b+ c
និង CH =

ab
b+ c

�ម (ii) េយងីបន
(

ac
b+ c

)(
ab

b+ c

)
=

2bc
b+ c

cos
A
2

HF

េនះ HF =
a2

2(b+ c)cos A
2េគបន

AH
FH

=
2bc
b+c cos A

2
a2

2(b+c)cos A
2

=

(
2bc

b+ c
cos

A
2

)[
2(b+ c)cos A

2
a2

]

=
4bccos2 A

2
a2

40



ពិនិតយ

cos2 A
2
=

1+ cosA
2

=
1+ b2+c2−a2

2bc
2

=
(b+ c)2 −a2

4bc

⇒ 4bccos
A
2
= (b+ c)2 −a2

េនះ
AH
FH

=
(b+ c)2 −a2

a2

=
(b+ c)2

a2 −1

�ម (i) េយងីបន AL
LP

≥ (b+ c)2

a2 −1 ≥ 4bc
a2 −1 េ�ពះ (b+ c)2 ≥ 4bc

��យដូចគន េយងីបន BM
MQ

≥ 4ca
b2 −1 និង CN

NR
≥ 4ab

c2 −1

េហតុេនះ

AL
LP

+
BM
MQ

+
CN
NR

≥ 4
(

bc
a2 +

ca
b2 +

ab
c2

)
−3

≥ 12 3

√
(bc)(ca)(ab)

a2b2c2 −13

= 12−3
= 9

ដូចេនះ AL
LP

+
BM
MQ

+
CN
NR

≥ 9

ល�ំត់ ២៥ 
េគឲយ r និង R ជករំង�ង់ចរកឹកនុង និង េ�ក�តីេកណ ABC េរȢងគន ។
បង� ញថ a+b+ c ≥ 2

√
3r(r+4R) ។
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ស�មយ 
េយងីមន (a+b+ c)2 ≥ 3(ab+bc+ ca) (i)
ម៉យងេទȢត

S = pr =
√

p(p−a)(p−b)(p− c)

⇒pr2 = (p−a)(p−b)(p− c)

⇒pr2 = p3 − (a+b+ c)p2 +(ab+bc+ ca)p−abc

⇒pr2 = p3 −2p3 +(ab+bc+ ca)p−4prR

⇒r2 =−p2 +ab+bc+ ca−4rR

េនះ ab+bc+ ca = p2 + r2 +4rR
�ម (i) េយងីបន (a+b+ c)≥ 3(p2 + r2 +4rR)
េនះ 4p2 ≥ 3p2 +3r(r+4R)⇒ p2 ≥ 3r(r+4R)
េយងីបន p ≥

√
3r(r+4R)

ដូចេនះ a+b+ c ≥ 2
√

3r(r+4R)

ល�ំត់ ២៦ 
បង� ញថ 1+

1
2
+

1
3
+ ...+

1
n
មិនែមនជចំនួនគត់ចំេពះ�គប់ n ≥ 2 ។

ស�មយ 
ឧបមថ A = 1+

1
2
+

1
3
+ ...+

1
n
ជចំនួនគត់

យក 2s ជស�័យគុណៃន 2 ធំបំផុតែដលជតួែចកៃន 1,2,3, ...,n

េនះ 2sA = 2s +
a1

b1
+

a2

b2
+ ...+

ar

br
+ ...+

an

bn

ែដល ar េសស និង ai, i = 1,n, i ̸= r គូ , bi, i = 1,n េសស
េនះ 2sA−2s − ar

br
=

a1

b1
+

a2

b2
+ ...+

an

bn

⇒ 2sbr(A−1)−ar

br
=

a1

b1
+

a2

b2
+ ...+

an

bn
(i)

សមភព (i) �ចសរេសរជ�ង
2m+1
2k+1

=
2q

2p+1

⇒ (2m+1)(2p+1) = 2q(2k+1)មិនពិត

េ�ពះ (2m+1)(2p+1)ជចំនួនគត់េសស េហយី 2q(2k+1)ជចំនួនគត់គូ
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េហតុេនះករឧបមមិនពិត
ដូចេនះ 1+

1
2
+

1
3
+ ...+

1
n
មិនែមនជចំនួនគត់

ល�ំត់ ២៧ 
េគឲយ sn = 1+

1√
2
+

1√
3
+ ...+

1√
n
។ បង� ញថ 2

√
n+1−2 < sn < 2

√
n−1។

ស�មយ 
េយងីមន

1
2
√

k
=

1√
k+

√
k

>
1√

k+1+
√

k

=
√

k+1−
√

k

េនះ
1√
k
> 2(

√
k+1−

√
k)

⇒
n

∑
k=1

1√
k
> 2

n

∑
k=1

(
√

k+1−
√

k)

= 2(
√

n+1−1)

⇒
n

∑
k=1

1√
k
= 2

√
n+1−2(1)

និង
1

2
√

k
=

1√
k+

√
k

<
1√

k+
√

k−1

=
√

k−
√

k−1

⇒ 1√
k
< 2(

√
k−

√
k−1)

⇒
n

∑
k=2

1√
k
<

n

∑
k=2

2(
√

k−
√

k−1)

= 2
√

n−2
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េនះ
n

∑
k=1

1√
k
< 2

√
n−1 (2)

�ម (1) និង (2) េយងីបន 2
√

n+1−2 < sn < 2
√

n−1

ល�ំត់ ២៨ 
េគឲយ h(n) = 1+

1
2
+

1
3
+ ...+

1
n
។ ឧទហរណ៍ h(1) = 1,h(2) = 1+

1
2
,h(3) =

1+
1
2
+

1
3
, ... ។ បង� ញថ ចំេពះ�គប់ n ≥ 2 េគបន n+h(1)+h(2)+ ...+h(n−

1) = nh(n) ។

ស�មយ 
េយងីមន

h(1) = 1

h(2) = 1+
1
2

h(3) = 1+
1
2
+

1
3

................

h(n−1) = 1+
1
2
+

1
3
+ ...+

1
n−1

េគបន
h(1)+h(2)+ ...+h(n−1) = (n−1)+

(
n−2

2

)
+

(
n−3

3

)
+ ...+

(
1

n−1

)
= (n−1)+

(n
2
−1
)
+
(n

3
−1
)
+ ...+

(
n

n−1
−1
)

= n
(

1+
1
2
+

1
3
+ ...+

1
n

)
−n

= nh(n)−n

ដូចេនះ n+h(1)+h(2)+ ...+h(n−1) = nh(n)

ល�ំត់ ២៩ 
េគឲយ P(x)ជពហុធដឺេ�កទី n កំណត់េ�យ P(k) =

1
k
ចំេពះ k = 1,n+1 ។

គណន P(n+2) ។
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ស�មយ 
យក Q(x) = xP(x)−1 េ�យ deg(P(x)) = n ⇒ deg(Q(x)) = n+1

�មប�មប់ P(k) = 1
k
ចំេពះ k = 1,n+1

េនះ Q(k) = kP(k)−1 = k
(

1
k

)
−1 = 0 ចំេពះ k = 1,n+1

េយងីបន
Q(x) = a(x−1)(x−2)...(x−n)(x−n−1)

⇒ Q(0) = a(−1)(−2)...(−n−1)

= a(−1)n+1(n+1)!

ម៉យងេទȢត Q(0) = 0P(0)−1 =−1
េនះ a(−1)n+1(n+1)! =−1

េគបន a =
(−1)n+2

(n+1)!
=

(−1)n

(n+1)!
េនះ

Q(x) =
(x−1)(x−2)...(x−n)(x−n−1)

(−1)n(n+1)!

⇒ Q(n+2) =
(n+1)×n× ...×2×1

(−1)n(n+1)!

=
(n+1)!

(−1)n(n+1)!

=
1

(−1)n

⇒ (n+2)P(n+2)−1 =
1

(−1)n

េយងីបន P(n+2) =
1+(−1)n

(−1)n(n+2)
េបី n េសស េនះ P(n+2) = 0

េបី n គូ េនះ P(n+2) =
2

n+2

ល�ំត់ ៣០ 
េគឲយ P(x),Q(x) និង R(x) ជពហុធែដលបំេពញលកខខណ� P(x5) + xQ(x5 +

x2R(x5) ែចក�ច់នឹង x4 + x3 + x2 + x+1។ បង� ញថ P(x) ែចក�ច់នឹង x−1។
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ស�មយ 
�មប�មប់ P(x5)+ xQ(x5)+ x2R(x5) ែចក�ច់នឹង x4 + x3 + x2 + x+1
េនះ P(x5)+ xQ(x5)+ x2R(x5) = (x4 + x3 + x2 + x+1)h(x) (1)
ពិនិតយសមីករ x5 = 1 មនរសឹ 1,ω,ω2,ω3 និង ω4

កនុងេនះ ω,ω2,ω3ω4 ជរសឹៃន x4 + x3 + x2 + x+1

�ម (1) េយងីបន P(ω5)+ωQ(ω5)+ω2R(ω5) = 0
េនះ P(1)+ωQ(1)+ω2R(1) = 0 (1)
ដូចគន ែដរ

P(1)+ω2Q(1)+ω4R(1) = 0 (2)

P(1)+ω3Q(1)+ωR(1) = 0 (3)

P(1)+ω4Q(1)+ω3R(1) = 0 (4)

គុណសមីករ (1),(2), (3) និង (4) េ�យ −ω,−ω2,−ω3 និង −ω4 េរȢងគន េគបន
−ωP(1)−ω2Q(1)−ω3R(1) = 0 (5)
−ω2P(1)−ω4Q(1)−ωR(1) = 0 (6)
−ω3P(1)−ωQ(1)−ω4R(1) = 0 (7)
−ω4P(1)−ω3Q(1)−ω2R(1) = 0 (8)
បូកសមីករទងំ�បបីំបȥចូ លគន េយងីបន
4P(1)+(−ω −ω2 −ω3 −ω4)P(1) = 0
េនះ 4P(1)+P(1) = 0 ⇒ P(1) = 0
ដូចេនះ P(x) ែចក�ច់នឹង x−1

ល�ំត់ ៣១ 
េគឲយ r និង R ជករំង�ង់ចរកឹកនុង និង េ�កៃន�តីេកណ ABC ។

បង� ញថ 1
sin A

2

+
1

sin B
2
+

1
sin C

2

≥ 4

√
R
r
។

ស�មយ 
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េយងីមន

sin2 A
2
=

1− cosA
2

=
1− b2+c2−a2

2bc
2

=
a2 − (b2 −2bc+ c2)

4bc

=
a2 − (b− c)2

4bc

=
(a−b+ c)(a+b− c)

4bc

=
(p−b)(p− c)

bc

េនះ sin
A
2
=

√
(p−b)(p− c)

bc

ដូចគន ែដរ sin
B
2
=

√
(p− c)(p−a)

ca
និង sin

C
2
=

√
(p−a)(p−b)

ab

េយងីបន sin
A
2

sin
B
2

sin
C
2
=

(p−a)(p−b)(p− c)
abc

េ�យ S =
√

p(p−a)(p−b)(p− c)

⇒ (p−a)(p−b)(p− c) =
S2

p
=

prS
p

= rS

និង abc
4R

= S ⇒ abc = 4RS

េនះ

sin
A
2

sin
B
2

sin
C
2
=

rS
4RS

=
r

4R

=
r

4R

⇒ R
r
=

1
4sin A

2 sin B
2 sin C

2
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េយងីបន

1
sin A

2

+
1

sin B
2
+

1
sin C

2

≥ 4

√
R
r

⇔ 1
sin A

2

+
1

sin B
2
+

1
sin C

2

≥ 4

√√√√ 1
4 1

sin A
2

1
sin B

2

1
sin C

2

⇔

√
sin B

2 sin C
2

sin A
2

+

√
sin C

2 sin A
2

sin B
2

+

√
sin A

2 sin B
2

sin C
2

≥ 2(1)

េដីមីបបង� ញថវសិមភពពិត េយងី�គន់ែតបង� ញថ (1) ពិត
េយងីមន

sin
B
2

sin
C
2
=

√
(p− c)(p−a)

ca

√
(p−a)(p−b)

ab

=

(
p−a

a

)√
(p−b)(p− c)

bc

=

(
p−a

a

)
sin

A
2

⇒
sin B

2 sin C
2

sin A
2

=
p−a

a

��យដូចគន េយងីបន sin C
2 sin A

2

sin B
2

=
p−b

b
និង sin A

2 sin B
2

sin C
2

=
p− c

c

េនះ
√

sin B
2 sin C

2

sin A
2

+

√
sin C

2 sin A
2

sin B
2

+

√
sin A

2 sin B
2

sin C
2

=

√
p−a

a
+

√
p−b

b
+

√
p− c

c

ម៉យងេទȢត
√
(p−a)a ≤ p−a+a

2

=
p
2

⇒
( p

2

)( 2
p

√
p−a

a

)
≥
√

(p−a)a

(
2
p

√
p−a

a

)

⇒
√

p−a
a

≥ 2
(

p−a
a

)
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ដូចគន ែដរ
√

p−b
b

≥ 2
(

p−b
p

)
និង

√
p− c

c
≥ 2

(
p− c

p

)
េហតុេនះ

√
sin B

2 sin C
2

sin A
2

+

√
sin C

2 sin A
2

sin B
2

+

√
sin A

2 sin B
2

sin C
2

≥ 2
(

p−a
p

+
p−b

p
+

p− c
p

)
= 2

ដូចេនះ 1
sin A

2

+
1

sin B
2
+

1
sin C

2

≥ 4

√
R
r

ល�ំត់ ៣២ 
េគឲយ M ជចំណុចមួយេǷកនុង�តីេកណ ABC ។ យក x,y និង z ជចមង យពីចំណុច
M េǵ�ជȩង [BC], [CA] និង [AB] េរȢងគន ។ កំណត់តៃម�អបបបរមៃន x2 + y2 + z2 ។

ស�មយ 

A

B

z

M
y

x

C

េយងីមន [BMC] =
1
2

ax ⇒ x =
2[BMC]

a
⇒ x2 =

4[BMC]2

a2

ដូចគន ែដរ y2 =
4[AMC]2

b2 និង z2 =
4[AMB]2

c2

េយងីបន x2 + y2 + z2 = 4
(
[BMC]2

a2 +
[AMC]2

b2 +
[AMB]2

c2

)
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�មទ�មង់ Engel ៃនវសិមភព Cauchy-Schwarz េយងីបន

x2 + y2 + z2 ≥ 4([BMC]+ [AMC]+ [AMB])2

a2 +b2 + c2

=
4S2

a2 +b2 + c2

ដូចេនះ min(x2 + y2 + z2) =
4S2

a2 +b2 + c2

ល�ំត់ ៣៣ 
េគឲយ�តីេកណ ABC មួយមន ha,hb និង hc ជកមពស់ែដលគូសេចញពីកំពូល A,B

និង C េរȢងគន ។ បង� ញថ ABC ជ�តីេកណសម័ង� េបីេគដឹងថ
1
ha

+
1
hb

+
1
hc

=
1√

p(p−a)
+

1√
p(p−b)

+
1√

p(p− c)
។

ស�មយ 
េ�យ S =

1
2

aha =
1
2

bhb =
1
2

chc ⇒
1
ha

=
a

2S
;

1
hb

=
b

2S
និង 1

hc
=

c
2S

េគបន
1
ha

+
1
hb

+
1
hc

=
1√

p(p−a)
+

1√
p(p−b)

+
1√

p(p− c)

⇔ a+b+ c
2S

=
1√

p(p−a)
+

1√
p(p−b)

+
1√

p(p− c)

⇔ a+b+ c
2

=
S√

p(p−a)
+

S√
p(p−b)

+
S√

p(p− c)

⇔ a+b+ c
2

=
√
(p−a)(p−b)+

√
(p−b)(p− c)+

√
(p− c)(p−a)(1)

េ�ពះ S =
√

p(p−a)(p−b)(p− c)

�មវសិមភព Cauchy
√
(p−a)(p−b)≤ p−a+ p−b

2

=
2p−a−b

2

=
c
2
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ដូចគន ែដរ√(p−b)(p− c)≤ a
2
និង√(p− c)(p−a)≤ b

2
េហតុេនះ√(p−a)(p−b)+

√
(p−b)(p− c)+

√
(p− c)(p−a)≥ a+b+ c

2សមភពេពល a = b = c
េគបន (1) េកីតេឡងីេពល a = b = c

ដូចេនះ �តីេកណ ABC ជ�តីេកណសម័ង�

ល�ំត់ ៣៤ 
បង� ញថ E = 2903n−803n−464n+261n ែចក�ច់នឹង 1897 ចំេពះ�គប់ n ≥ 1។

ស�មយ 
េយងីមន

E = 2903n −803n −464n +261n

= (2903n −803n)− (464n −261n)

= (2903−803)k1 − (464−261)k2

= 2100k1 −203k2

= 7(300k1 −29k2)

េនះ 7|E (1)
ម៉យងេទȢត

E = (2903n −464n)− (803n −261n)

= 2439k3 −542k2

= 271(9k3 −2k2)

េនះ 271|E (2)
េ�យ GCD(7,271) = 1
�ម (1) និង (2) េយងីបន 7×271|E
ដូចេនះ E ែចក�ច់នឹង 1897

ល�ំត់ ៣៥ 
េគឲយពហុធ p(x) កំណត់េលី Z ។ េបី p(a) = p(b) = p(c) = −1 ចំេពះ a,b និង
c ∈ Z ។ បង� ញថ សមីករ p(x) = 0 គម នរសឹគត់ ។
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ស�មយ 
យក Q(x) = p(x)+1
េ�យ p(a) = p(b) = p(c) =−1
េនះ Q(a) = Q(b) = Q(c) = 0
េយងីបន a,b និង c ជរសឹៃនពហុធ Q(x)
េនះ Q(x) = (x−a)(x−b)(x− c)k(x)
⇒ p(x)+1 = (x−a)(x−b)(x− c)k(x)
ឧបមថ មន x ∈ Z ែដល p(x) = 0
េគបន (x−a)(x−b)(x− c)k(x) = 1
េនះ ពីរយ៉ងេ�ចកនុងចំេ�ម x−a,x−b និង x− c �តȪវយកតៃម�េសមីគន គឺ

x−a = x−b

x−b = x− c

x− c = x−a

⇒

a = b

b = c

c = a

ផទុយពីករពិត េ�ពះ a,b និង c សុទធែតខុសគន

ល�ំត់ ៣៦ 
េគឲយ a,b និង c ̸= 0 ។ ពហុធ Q(x) ែចកនឹង (x− a)(x− b),(x− b)(x− c) និង
(x− c)(x−a)សល់សំណល់ px+ l,qx+m និង rx+n េរȢងគន ។
បង� ញថ l

(
1
a
− 1

b

)
+m

(
1
b
− 1

c

)
+n
(

1
c
− 1

a

)
= 0 ។

ស�មយ 
�មប�មប់េយងីបន

Q(x) = (x−a)(x−b)h1(x)+ px+ l

Q(x) = (x−b)(x− c)h2(x) = qx+m

និងQ(x) = (x− c)(x−a)h3(x)+ rx+n

េនះ


Q(a) = pa+ l = ra+n
Q(b) = pb+ l = qb+m
Q(c) = qc+m = rc+n
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�ម pa+ l = ra+n ⇒ 1
a
(l −n) = r− p

�ម pb+ l = qb+m ⇒ 1
b
(m− l) = p−q

�ម qc+m = rc+n ⇒ 1
c
(n−m) = q− r

េហតុេនះ

l
(

1
a
− 1

b

)
+m

(
1
b
− 1

c

)
+n
(

1
c
− 1

a

)
=

l
a
− l

b
+

m
b
− m

c
+

n
c
− n

a

=
1
a
(l −n)+

1
b
(m− l)+

1
c
(n−m)

= r− p+ p−q+q− r

= 0

ល�ំត់ ៣៧ 
េគឲយពហុធ P(x) = xn+an−1xn−1+ ...+a1x+1 ។ ឧបមថេមគុណៃនពហុធេនះ
សុទធែតវជិជមនេហយីសមីករ P(x) = 0 មនរសឹទងំអស់ជចំនួនពិត ។
បង� ញថ P(2016)≥ 2017n ។

ស�មយ 
េ�យ P(x) = xn + an−1xn−1 + ...+ a1x + 1 មនេមគុណទងំអស់សុទធែតជចំនួនវជិជមន
េហយីមនរសឹទងំអស់ជចំនួនពិត
េនះ រសឹទងំអស់ៃន P(x) សុទធែតជចំនួនអវជិជមន
ឧបមថ xi, i = 1,n ជរសឹៃនពហុធ P(x)
េយងីបន P(x) = (x− x1)(x− x2)...(x− xn)
េនះ P(2016) = (2016− x1)(2016− x2)...(2016− xn)

ម៉យងេទȢត �មវសិមភព Cauchy េយងីបន
2016− xi = 1+1+ ...+1− xi ≥ 2017 2017

√
−xi

េនះ

P(2016)≥ (2017 2017
√
−x1)(2017 2017

√
−x2)...(2017 2017

√
−xn)

= 2017n 2017
√
(−1)nx1x2...xn

�ម�ទឹស�ីបទែវយត x1x2...xn = (−1)n

េហតុេនះ P(2016)≥ 2017n 2017
√
(−1)n(−1)n = 2017n

ល�ំត់ ៣៨ 
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េគឲយ ABCD ជចតុេកណចរកឹកនុងរង�ង់ ។ ឧបមថអងកត់�ទȪង [AC] និង [BD] កត់ែកងគន
�តង់ E ។ បង� ញថ EA2 +EB2 +EC2 +ED2 = 4R2 ។

ស�មយ 

D

A

F

C

D

BE

អនុវត��ទឹស�ីបទពិ�គ័រ
ចំេពះ�តីេកណែកង AED េគបន EA2 +ED2 = AD2

ចំេពះ�តីេកណែកង BEC េគបន EB2 +EC2 = BC2

េនះ EA2 +EB2 +EC2 +ED2 = AD2 +BC2 (1)
សង់អងកត់ផចិត [BF ] េនះ BFC ជ�តីេកណចរកឹកន�ះរង�ង់
⇒ BFC ជ�តីេកណែកង�តង់ C
េយងីបន BC2 = BF2 −FC2 = 4R2 −FC2

�ម (1) េគបន EA2 +EB2 +EC2 +ED2 = 4R2 +AD2 −FC2

ពិនិតយ�តីេកណែកង AEB និង BFC មន
∠EAB = ∠CFB (មំុចរកឹ�ក ត់ធនូរមួ)
េនះ △AEB ∼△FCB
វបិក ∠DBA = ∠BFC
េនះ AD = FC
ដូចេនះ EA2 +EB2 +EC2 +ED2 = 4R2
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ល�ំត់ ៣៩ 
(�ទឹស�ីបទ Van Aubel)
េគឲយ P ជចំណុចមួយេǷកនុង�តីេកណ ABC ។ [AP), [BP) និង [CP) កត់�ជȩង
[BC], [CA] និង [AB] �តង់ D,E និង F េរȢងគន ។ បង� ញថ AF

FB
+

AE
EC

=
AP
PD

។
អនុវត�ន៍
េគឲយ I ជផចិតរង�ង់ចរកឹកនុង�តីេកណ ABC េហយី [AD) ជកន�ះបនទ ត់ពុះៃន ∠A ។
បង� ញថ AI

ID
=

b+ c
a

។

ស�មយ 

A

F

B

P

E

D C

េយងីមន
AF
BF

=
[APF ]

[BPF ]

=
[ACF ]

[BCF ]

=
[ACF ]− [APF ]

[BCF ]− [BPF ]

=
[APC]

[BPC]
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ដូចគន ែដរ AE
EC

=
[APB]
[BPC]

េនះ
AF
FB

+
AE
EC

=
[APC]

[BPC]
+

[APB]
[BPC]

=
[APC]+ [APB]

[BPC]
(1)

ម៉យងេទȢត
AP
PD

=
[APB]
[BPD]

=
[APC]

[PCD]

=
[APB]+ [APC]

[BPC]
(2)

�ម (1) និង (2) េយងីបន AF
FB

+
AE
EC

=
AP
PD

អនុវត�ន៍
បង� ញថ AI

ID
=

b+ c
a

A

B D C

I

F E

�ម�ទឹស�ីបទ Van Aubel េគបន AF
BE

+
AE
EC

=
AI
ID

ម៉យងេទȢត�ម�ទឹស�ីបទកន�ះបនទ ត់ពុះមុំេគបន CA
AF

=
BC
BF

⇒ AF
FB

=
b
a

ដូចគន ែដរ AE
EC

=
c
a
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េហតុេនះ

AI
ID

=
b
a
+

c
a

=
b+ c

a

ល�ំត់ ៤០ 
ចំេពះ a ∈ R គណន lim

n→+∞

n

∑
k=1

[k2a]
n3 ។

ស�មយ 
�មនិយមន័យែផនកគត់ x−1 < [x]≤ x
េយងីបន k2a−1 < [k2a]≤ k2a
េនះ

k2a−1
n3 <

[k2a]
n3 ≤ k2a

n3

⇒
n

∑
k=1

k2a−1
n3 <

n

∑
k=1

[k2a]
n3 ≤

n

∑
k=1

k2a
n3

េ�យ

lim
n→+∞

n

∑
k=1

k2a−1
n3 = lim

n→+∞

a∑n
k=1 k2 −∑n

k=1 1
n3

= lim
n→+∞

an(n+1)(2n+1)
6 −n

n3

= lim
n→+∞

a
(
1+ 1

n

)(
2+ 1

n

)
− 1

n2

6

=
a
3
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និង

lim
n→+∞

n

∑
k=1

k2a
n3 = lim

n→+∞

a∑n
k=1 k2

n3

= lim
n→+∞

an(n+1)(2n+1)
6

n3

= lim
n→+∞

a
(
1+ 1

n

)(
2+ 1

n

)
6

=
a
3

េហតុេនះ lim
n→+∞

n

∑
k=1

[k2a]
n3 =

a
3

ល�ំត់ ៤១ 
េគឲយ (xn) ជស�ុ ីតៃនចំនួនពិតែដល xn ជរសឹពិតៃនសមីករ x3 +nx−n = 0 ចំេពះ
�គប់ n ∈ N ។ បង� ញថ (xn)ជស�ុ ីតរមួ រចួគណនលីមីតរបស់� ។

ស�មយ 
ពិនិតយ f (x) = x3 +nx−n េនះ f ′(x) = 3x2 +n > 0

េយងីបន f ជអនុគមន៍េកីនជនិចច
ម៉យងេទȢត f (0) =−n និង f (1) = 1+n−n = 1
េនះ f (0)× f (1)< 0
�ម�ទឹស�ីបទតៃម�ក�� ល សមីករ x3 +nx−n = 0 មនរសឹែតមួយគត់គឺ xn

ែដល xn ∈ (0,1)⇒ (xn)ជស�ុ ីតទល់ (i)
េ�យ x3

n +nxn −n = 0 និង x3
n+1 +(n+1)xn+1 −n−1 = 0

េយងីបន
x3

n+1 − x3
n +nxn+1 −nxn + xn+1 −1 = 0

⇒ (xn+1 − xn)(x2
n+1 + xnxn+1 + x2

n)+n(xn+1 − xn) = 1− xn+1

⇒ (xn+1 − xn)(x2
n+1 + xnxn+1 + x2

n +n) = 1− xn+1

⇒ xn+1 − xn =
1− xn+1

x2
n+1 + xnxn+1 + x2

n +n
> 0

េនះ (xn)ជស�ុ ីតេកីនជនិចច (2)
�ម (1) និង (2) េយងីបន (xn)ជស�ុ ីតរមួ

58



េ�យ x3
n +nxn −n = 0 េនះ xn = 1− x3

n

n

េគបន lim
n→+∞

xn = 1 េ�ពះ lim
n→+∞

x3
n

n
= 0

ល�ំត់ ៤២ 
េគឲយ (xn)ជស�ុ ីតៃនចំនួនពិតែដលបំេពញលកខខណ� x1 = a > 0 និង
xn+1 =

x1 +2x2 +3x3 + ...+nxn

n
ចំេពះ�គប់ n ∈ N ។ គណនលីមីតៃន (xn) ។

ស�មយ 
េយងីមន xn+1 =

x1 +2x2 +3x3 + ...+nxn

nេនះ
xn+1 − xn =

x1 +2x2 +3x3 + ...+nxn

n
− xn

=
x1 +2x2 + ...+(n−1)xn−1

n
> 0

េយងីបន xn ជស�ុ ីតេកីន
េនះ a < x1 < x2 < ... < xn
េគបន

xn >
a+2a+3a+ ...+na

n

=
n(n+1)a

2n

=
(n+1)a

2

េ�យ lim
n→+∞

(n+1)a
2

=+∞

ដូចេនះ lim
n→+∞

xn =+∞

ល�ំត់ ៤៣ 
ឧបមថ ABCD ជចតុេកណចរកឹកនុងរង�ង់ ។ យក x,y និង z ជចមង យពីកំពូល A

េǵកន់�ជȩង [BD], [BC] និង [CD] េរȢងគន ។ បង� ញថ BD
x

=
BC
y

+
CD

z
។

ស�មយ 
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A

D

C

B

M

K

L

យក K,L និង M ជចំេ�លែកងៃន A េលី [BD], [BC] និង [CD] េរȢងគន
េយងីបន

BC
y

+
CD

z
=

CL−BL
y

+
CM+MD

z

=
CL
y

− BL
y

+
CM

z
+

MD
z

= cot∠ACB− cot∠ABL+ cot∠ACM+ cot∠ADM

េ�យ ∠ABL+∠ABC = 180◦ (មុំជប់បែនថម)
និង ∠ABC+∠ADM = 180◦ (ABCD ជចតុេកណចរកឹកនុងរង�ង់)
េនះ ∠ABL = ∠ADM
េយងីបន BC

y
+

CD
z

= cot∠ACB+ cot∠ACM

ម៉យងេទȢត ∠ACB = ∠KDA (មំុចរកឹ�ក ត់ធនូរមួ)
េនះ cot∠ACB = cot∠KDA =

DK
x

េហយី ∠ACM = ∠ABK (មុំចរកឹ�ក ត់ធនូរមួ)
េនះ cot∠ACB = cot∠ABK =

BK
x

េហតុេនះ BC
y

+
CD

z
=

BK
x

+
DK
x

=
BD
x
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ល�ំត់ ៤៤ 
េគឲយ a,b និង c ជចំនួនពិតវជិជមនែដលបំេពញលកខខណ� a+b+ c = 3។
កំណត់តៃម�តូចបំផុតៃន A =

2−a3

a
+

2−b3

b
+

2− c3

c
។

ស�មយ 
េយងីមន

A =
2−a3

a
+

2−b3

b
+

2− c3

c

=

(
2
a
−a2

)
+

(
2
b
−b2

)
+

(
2
c
− c2

)
= 2

(
1
a
+

1
b
+

1
c

)
− (a2 +b2 + c2)

េ�យ
a+b+ c = 3 ⇒ a2 +b2 + c2 +2(ab+bc+ ca) = 9

⇒ a2 +b2 + c2 = 9−2(ab+bc+ ca)

េនះ

A = 2
(

1
a
+

1
b
+

1
c
+ab+bc+ ca

)
−9

= 2
(

ab+bc+ ca
abc

+ab+bc+ ca
)
−9

�ម
(x+ y+ z)2 ≥ 3(xy+ yz+ zx)

⇒ (ab+bc+ ca)2 ≥ 3abc(a+b+ c) = 9abc

⇒ ab+bc+ ca
abc

≥ 9
ab+bc+ ca

⇒ A ≥ 2
(

9
ab+bc+ ca

+ab+bc+ ca
)
−9

≥ 2

[
2

√
9(ab+bc+ ca)

ab+bc+ ca

]
−9 = 12−9 = 2
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ដូចេនះ minA = 3 េពល a = b = c = 1

ល�ំត់ ៤៥ 
េគឲយ x,y និងzជចំនួនពិតែដលបំេពញលកខខណ� x+y+z= 0 និងx2+y2+z2 = 6។
កំណត់តៃម�ធំបំផុតៃន |(x− y)(y− z)(z− x)| ។

ស�មយ 
េ�យ x+ y+ z = 0 េនះ z =−(x+ y)⇒ z2 = x2 +2xy+ y2

េនះ x2 + y2 + z2 = 6 សមមូលនឹង x2 + y2 + x2 + y2 +2xy = 6 ⇒ x2 + xy+ y2 = 3
ដូចគន ែដរ y2 + yz+ z2 = 3 និង z2 + zx+ x2 = 3
េយងីបន

|(x− y)(y− z)(z− x)|2 = (x− y)2(y− z)2(z− x)2

= (x2 −2xy+ y2)(y2 −2yz+ z2)(z2 −2zx+ x2)

= (3−3xy)(3−3yz)(3−3zx)

= 27(1− xy)(1− yz)(1− zx)

= 27[1− (xy+ yz+ zx)+ xyz(x+ y+ z)− (xyz)2]

= 27[1− (xy+ yz+ zx)− (xyz)2]

ម៉យងេទȢត

xy+ yz+ zx =
1
2
[(x+ y+ z)2 − (x2 + y2 + z2)]

=
1
2
(0−6)

=−3

េនះ |(x− y)(y− z)(z− x)|2 = 27[1+3− (xyz)2]≤ 27×4
េយងីបន |(x− y)(y− z)(z− x)| ≤ 6

√
3

ដូចេនះ max|(x− y)(y− z)(z− x)| = 6
√

3 េពលមួយយ៉ងតិចកនុងចំេ�ម x,y,z យកតៃម�
សូនយ
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ល�ំត់ ៤៦ 
េគឲយកេរ ABCD មួយ ។ �មកំពូល A េគគូសបនទ ត់ (l) កត់ (CD) �តង់ E និង
(BC) �តង់ F ។ បង� ញថ 1

AE2 +
1

AF2 =
1

AB2 ។

ស�មយ 

A B

CD

E

F

កនុង�តីេកណែកង ADF មន cos∠FAD =
AD
AF

=
AB
AF

⇒ 1
AF

=
cos∠FAD

AB
កនុង�តីេកណែកង AEB មន

sin∠AEB =
AB
AE

⇒ 1
AE

=
sin∠AEB

AB

=
sin∠FAD

AB2

េ�ពះ ∠AEB = ∠CEF = ∠FAD
េយងីបន

1
AE2 +

1
AF2 =

sin2∠FAD
AB2 +

cos2∠FAD
AB2

=
1

AB2

េ�ពះ sin2 x+ cos2 x = 1

ដូចេនះ 1
AE2 +

1
AF2 =

1
AB2
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ល�ំត់ ៤៧ 
េគឲយរង�ង់មួយចរកឹកនុងចតុេកណពន យ ABCD([BC]//[AD]) ។ រង�ង់េនះប៉ះេǵនឹង
�ជȩង [AB] និង [CD] �តង់ K និង L េហយីប៉ះេǵនឹងបត [AD] និង [BC] �តង់ M និង
N េរȢងគន ។
ក) យក Q ជចំណុច�បសព�ៃន [BM] និង [AN] ។ បង� ញថ [KQ]//[AD] ។
ខ) បង� ញថ AK ×KB =CL×LD ។

ស�មយ 

B
N C

L

A

MA D

O

K Q

ក) បង� ញថ [KQ]//[AD]
េ�យ [BC]//[AD]⇒ [BN]//[AM]

�ម�ទឹស�ីបទ�ែលសេយងីបន BQ
QM

=
BN
AM

ម៉យងេទȢត BN = BK,AM = AK (លកខណៈៃនបនទ ត់ប៉ះគូសេចញពីចំណុចេ�ករង�ង់រមួ)
េនះ BQ

QM
=

BK
KA

ដូចេនះ [KQ]//[AD]
ខ) បង� ញថ AK ×KB =CL×LD
េយងីមន ∠CBA+∠BAD = 180◦ (ABCD ជចតុេកណពន យ)
េ�យ ∠CBA = 2∠OBK និង ∠BAD = 2∠OAK
េនះ 2∠OBK +2∠OAK = 180◦ ⇒ ∠OBK +∠OAK = 90◦ (1)
ម៉យងេទȢត BOK ជ�តីេកណែកង�តង់ K
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េនះ ∠OBK +∠BOK = 90◦ (2)
�ម (1) និង (2) េយងីបន ∠BOK = ∠OAK
េហតុេនះ�តីេកណែកង BOK និង OAK ដូចគន
វបិក BK

OK
=

OK
AK

⇒ AK ×BK = OK2 = r2

��យដូចគន េគបន CL×LD = r2

ដូចេនះ AK ×BK =CL×LD

ល�ំត់ ៤៨ 
េគឲយបនទ ត់ (l) កត់�ជȩង [AB] និង [AD] ៃន�បេលឡូ�កម ABCD �តង់ E និង F

េរȢងគន េហយី G ជចំណុច�បសព�ៃន (l) និង អងកត់�ទȪង [AC] ។ បង� ញថ AB
AE

+

AD
AF

=
AC
AG

។

ស�មយ 

A F D

B′

G

E

B

D′

C

យក B′ និង D′ ជចំណុចេǷេលីអងកត់�ទȪង [AC] ែដល [BB′]//(l) និង [DD′]//(l)

�ម�ទឹស�ីបទ�ែលសេយងីបន AB
AE

=
AB′

AG
និង AD

AF
=

AD′

AG

េនះ AB
AE

+
AD
AF

=
AB′+AD′

AG
ម៉យងេទȢត △ABB′ និង △CDD′ មន
AB =CD (�ជȩងឈមៃន�បេលឡូ�កម)
∠BAB′ = ∠DCD′ (មុំឆ� ស់កនុង)
∠BB′A = ∠CD′D (មុំឆ� ស់េ�ក)
េយងីបន △ABB′ និង △CDD′ ជ�តីេកណប៉ុនគន
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វបិក AB′ =CD′

េនះ
AB
AE

+
AD
AF

=
CD′+AD′

AG

=
AC
AG

ដូចេនះ AB
AE

+
AD
AF

=
AC
AG

ល�ំត់ ៤៩ 
គណនតៃម�ៃន P =

(b2 + c2 −a2)(c2 +a2 −b2)(a2 +b2 − c2)

(abc)2

េបីេគដឹងថ b2 + c2 −a2

bc
+

c2 +a2 −b2

ca
+

a2 +b2 − c2

ab
= 2។

ស�មយ 
េយងីមន b2 + c2 −a2

bc
+

c2 +a2 −b2

ca
+

a2 +b2 − c2

ab
= 2

េនះ
ab2 +ac2 −a3 +bc2 +a2b−b3 +a2c+b2c− c3 = 2abc

⇒(−a3 +a2b+a2c)+(b2c+bc2 −abc)−b3 − c3 +(ab2 +ac2 −abc) = 0

⇒a2(b+ c−a)+bc(b+ c−a)− (b+ c)(b2 + c2 −bc)+a(b2 + c2 −bc) = 0

⇒(b+ c−a)(a2 +bc)− (b+ c−a)(b2 + c2 −bc) = 0

⇒(b+ c−a)(a2 +bc−b2 − c2 +bc) = 0

⇒(b+ c−a)[a2 − (b− c)2] = 0
⇒(b+ c−a)(a+b− c)(a−b+ c) = 0

េនះ
b+ c−a = 0
a+b− c = 0
a−b+ c = 0

ចំេពះ b+ c−a = 0 េនះ b2 + c2 −a2 =−2bc
c2 +a2 −b2 = 2ac
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និង a2 +b2 − c2 = 2ab

េគបន P =
(−2bc)(2ca)(2ab)

a2b2c2 =−8

ដូចគន ែដរ ចំេពះ a+b− c = 0 និង a−b+ c = 0 េគបន P =−8
ដូចេនះ P =−8

ល�ំត់ ៥០ 
េគឲយ a និង b ជពីរចំនួនេផ�ងគន ។
បង� ញថសមីករ (a−b)xn +(a2 −b2)xn−1 + ...+(an −bn)x+an+1 −bn+1 = 0
មនរសឹយ៉ងេ�ចីនមួយ ។

ស�មយ 
េយងីមន (a−b)xn+(a2−b2)xn−1+ ...+(an−bn)x+an+1−bn+1 = (an+1+anx+ ...+
axn)− (bn+1 +bnx+ ...+bxn) (1)
េ�យ an+1 +anx+ ...+axn ជផលបូកស�ុ ីតធរណីម�តមន u1 = an+1 និង q =

x
aេនះ

an+1 +anx+ ...+axn =
an+1

[( x
a

)n+1 −1
]

x
a −1

=
xn+1 −an+1

x−a
a

=
axn+1 −an+2

x−a

ដូចគន ែដរ bn+1 +bnx+ ...+bxn =
bxn+1 −bn+2

x−b

េយងីបន (1) សមមូលនឹង axn+1 −an+2

x−a
− bxn+1 −bn+2

x−b
= 0

គុណអងគទងំពីរនឹង (x− a)(x− b) េយងីបន (a− b)xn+2 − (an+2 − bn+2)x+ ab(an+1 −
bn+1) = 0
WLOG ឧបមថ a > b
· ករណី n គូ និង a > b ≥ 0 សមីករែដលឲយគម នរសឹជចំនួនវជិជមនេទ េ�ពះសមីករមនករ
ប�ូរសȦញ ចំនួនពីរដងគឺ + - +មនន័យថសមីករមនរសឹវជិជមនយ៉ងេ�ចីនពីរ គឺ a និង b ែដល
ជរសឹៃនកេន�មគុណបែនថម ។ េបីេយងីជំនួស x េ�យ −x,x > 0 េយងីេឃញីថសមីករមិន
មនប�ូរសȦញ េទ េនះបȦជ ក់ថសមីករគម នរសឹជចំនួនអវជិជមន ។
សរុបមក ករណីេនះសមីករគម នរសឹ
· ករណី n គូ និង a ≥ 0 > b
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ចំេពះ a2 > b2 េគបនដូចករណីខងេលី
ចំេពះ a2 < b2

េយងីសេងកតេឃញីថសមីករប�ូរសȦញ ចំនួនម�ង គឺ ++−

េនះបȦជ ក់ថសមីករមនរសឹជចំនួនវជិជមនមួយយ៉ងេ�ចីន ។ េបីេយងីប�ូរ x េ�យ −x,x > 0

េយងីសេងកតេឃញីថសមីករប�ូរសȦញ ម�ងដូចគន គឺ +−− េនះបȦជ ក់ថសមីករមនរសឹជ
ចំនួនអវជិជមនយ៉ងេ�ច�ស់មួយ
រសឹែដលេរȢប�ប់ខងេលីគឺ a និង b

សរុបមក សមីករគម នរសឹ
· ករណី n គូ និង 0 > a > b

េនះសមីករគម នករប�ូរសȦញ គឺ + + + េនះបȦជ ក់ថសមីករគម នរសឹជចំនួនវជិជមនេទ ។ េបី
េយងីជំនួស x េ�យ−xសមីករមនករប�ូរសȦញ ពីរដងគឺ + - + េនះបȦជ ក់ថសមីករមនរសឹ
អវជិជមនយ៉ងេ�ចីនពីរ គឺ a និង b េនះឯង ។ កនុងករណីេនះសមីករគម នរសឹ ។
សិក�ដូចបីករណីខងេលីចំេពះ nជចំនួនេសស េយងីទទួលបនសមីករមនរសឹជចំនួនពិត
យ៉ងេ�ចីនមួយ
ដូចេនះ សំេណី�តȪវបន��យបȦជ ក់

ល�ំត់ ៥១ 
ចំេពះ −1 ≤ x ≤ 1 ចូរកំណត់តៃម�ៃន
3
√

4−3x+
√

16−24x+9x2 − x3 +
3
√

4−3x−
√

16−24x+9x2 − x3 ។

ស�មយ 
�ង A =

3
√

4−3x+
√

16−24x+9x2 − x3 +
3
√

4−3x−
√

16−24x+9x2 − x3

េយងីមន 16−24x+9x2 − x3 = (4−3x)2 − x3 > 0 ចំេពះ�គប់ −1 ≤ x ≤ 1
េនះ A កំណត់ចំេពះ�គប់ −1 ≤ x ≤ 1

យក m =
3
√

4−3x+
√

16−24x+9x2 − x3 និង n =
3
√

4−3x−
√

16−24x+9x2 − x3

េគបន m3 +n3 = 8−6x
េហយី mn = 3

√
(4−3x)2 − [(4−3x)2 − x3] =

3√
x3 = x
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េយងីបន A = m+n

⇒ A3 = (m+n)3

= m3 +n3 +3mn(m+n)

= 8−6x+3xA

⇒ A3 −3xA+6x−8 = 0

⇒ (A−2)(A2 +2A+4−3x) = 0
⇒ A = 2

េ�ពះ A2 +2A+4−3x = 0 គម នរសឹចំេពះ −1 ≤ x < 1
ចំេពះ x = 1 េនះ A = 2
ដូចេនះ A = 2

ល�ំត់ ៥២ 
េគឲយ m និង n ជចំនួនគត់វជិជមន ។ បង� ញថ 1

n
√

m
+

1
m
√

n
> 1 ។

ស�មយ 
ចំេពះ m = 1 រ ឺn = 1 េគបនវសិមភពែដលឲយពិត
ចំេពះ m និង n > 1
យក n

√
m = 1+u និង m

√
n = 1+ v ែដល u,v > 0

�មវសិមភព Bernoulli េយងីបន
m = (1+u)n > 1+nu និង n = (1+ v)m > 1+mv

េនះ u <
m−1

n
និង v <

n−1
m

េយងីបន
1

n
√

m
+

1
m
√

n
=

1
1+u

+
1

1+ v

>
1

1+ m−1
n

+
1

1+ n−1
m

=
n

m+n−1
+

m
m+n−1

=
m+n

m+n−1

= 1+
1

m+n−1
> 1

ដូចេនះ 1
n
√

m
+

1
m
√

n
> 1
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ល�ំត់ ៥៣ 
កំណត់តៃម� k េដីមីបឲយពហុធ P(x,y,z) កំណត់េ�យ P(x,y,z) = x5 + y5 + z5 +

k(x3 + y3 + z3)(x2 + y2 + z2) ែចក�ច់នឹង x+ y+ z ។ ចំេពះតៃម� k ែដលរកេឃញី
ទញថ (x+ y+ z)2 ជក�� ៃន P(x,y,z) ។

ស�មយ 
េយងីចត់ទុក y និង z ដូចចំនួនេថរ េហយី x ជអេថរ
េនះ P(x,y,z) ែចក�ច់នឹង x+ y+ z លុះ��ែត P(−y− z,y,z) = 0
េយងីបន

(−y− z)5 + y5 + z5 + k[(−y− z)3 + y3 + z3][(−y− z)2 + y2 + z2] = 0

⇒− y5 −5y4z−10y3z2 −10y2z3 −5yz4 − z5 + y5 + z5

+ k(−y3 −3y2z−3yz2 − z3 + y3 + z3)(y2 +2yz+ z2 + y2 + z2) = 0

⇒−5yz(y3 +2y2z+2yz2 + z3)−6kyz(y+ z)(y2 + yz+ z2) = 0

⇒−5yz[(y3 + z3)+2yz(y+ z)]−6kyz(y+ z)(y2 + yz+ z2) = 0

⇒−5yz(y+ z)(y2 + yz+ z2)−6kyz(y+ z)(y2 + yz+ z2) = 0

⇒− (5+6k)yz(y+ z)(y2 + yz+ z2) = 0

េនះ 5+6k = 0 ⇒ k =−5
6

ដូចេនះ k =−5
6

យក x,y និង z ជរសឹៃនសមីករ t3 −at2 +bt − c = 0
ែដល a = x+ y+ z,b = xy+ yz+ zx និង c = xyz
�ង Sn = xn + yn + zn

េគបន S0 = 3,S1 = a និង S2 = x2 + y2 + z2 = (x+ y+ z)2 −2(xy+ yz+ zx) = a2 −2b

ម៉យងេទȢត x3 −ax2 +bx− c = 0 ⇒ xn+3 −axn+2 +bxn+1 − cxn = 0
េនះ

∑
cyc

(xn+3 −axn+2 +bxn+1 − cxn) = 0

⇒Sn+3 −aSn+2 +bSn+1 − cSn = 0
⇒Sn+3 = aSn+2 −bSn+1 + cSn

េយងីបន S3 = aS2 −bS1 + cS0 = a(a2 −2b)−ab+3c = a3 −3ab+3c
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ដូចគន ែដរ S4 = a4 −4a2b+4ac+2b2

និង S5 = a5 −5a3b+5a2c+5ab2 −5b
េនះ

P(x,y,z) = x5 + y5 + z5 − 5
6
(x3 + y3 + z3)(x2 + y2 + z2)

=
1
6
[6(x5 + y5 + z5)−5(x3 + y3 + z3)(x2 + y2 + z2)]

=
1
6
(6S5 −5S3S2) = a2(a3 −5ab+15c)

េនះ P(x,y,z) ែចក�ច់នឹង a2

ដូចេនះ (x+ y+ z)2 ជក�� ៃន P(x,y,z)

ល�ំត់ ៥៤ 
ចំេពះ n = 1,2,3, ... បង� ញថ

[
n+1

2

]
+

[
n+2

4

]
+

[
n+4

8

]
+

[
n+8

16

]
+ ...=

n។

ស�មយ 
េដីមីបងយ�សȫលកនុងករ��យបȦជ ក់េយងីបំែបក n េǵជផលបូកស�័យគុណេគល 2 គឺ
n = a0 +a12+a222 +a323 +a424 +a525 +a626 + ...

េយងីបន [
n+1

2

]
= a0 +a1 +a22+a322 +a423 +a524 +a625 + ...[

n+2
4

]
= a1 +a2 +a32+a422 +a523 +a523 +a624 + ...[

n+4
8

]
= a2 +a3 +a42+a522 +a623 + ...

...

បូកអងគ និង អងគេយងីបន[
n+1

2

]
+

[
n+2

4

]
+

[
n+4

8

]
+

[
n+8

16

]
+ ..

= a0 +a12+a222 +a323 +a424 +a525 +a626 + ...= n
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ល�ំត់ ៥៥ 
ចំេពះ�គប់ n ជចំនួនគត់វជិជមនបង� ញថ

[n
3

]
+

[
n+2

6

]
+

[
n+4

6

]
=
[n

2

]
+[

n+3
6

]
។

ស�មយ 
យក n = 6m+ r ែដល 0 ≤ r ≤ 5

n
[n

3

] [
n+2

6

] [
n+4

6

] [n
2

] [
n+3

6

]
6m 2m m m 3m m
6m+1 2m m m 3m m
6m+2 2m m m+1 3m+1 m
6m+3 2m+1 m m+1 3m+1 m+1
6m+4 2m+1 m+1 m+1 3m+2 m+1
6m+4 2m+1 m+1 m+1 3m+2 m+1

�ម��ងខងេលីេគបន
[n

3

]
+

[
n+2

6

]
+

[
n+4

6

]
=
[n

2

]
+

[
n+3

6

]

ល�ំត់ ៥៦ 
េគឲយ a,b និង c ជចំនួនគត់ខុសពីសូនយ និង a ̸= c ែដលបំេពញលកខខណ� a

c
=

a2 +b2

b2 + c2 ។ បង� ញថ a2 +b2 + c2 មិនែមនជចំនួនបឋម ។

ស�មយ 
េយងីមន

a
c
=

a2 +b2

b2 + c2

⇒ac2 +ab2 = a2c+b2c

⇒ac2 −a2c+ab2 −b2c = 0

⇒ac(c−a)−b2(c−a) = 0

⇒(c−a)(ac−b2) = 0

េ�យ a ̸= c េនះ ac−b2 = 0 ⇒ ac = b2
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េយងីបន

a2 +b2 + c2 = a2 +ac+ c2

= (a+ c)2 −ac

= (a+ c)2 −b2

= (a+b+ c)(a−b+ c)

ឧបមថ a2 +b2 + c2 ជចំនួនបឋម េនះេគបនបួនករណីដូចខងេ�កម
ក) a−b+ c = 1 និង a+b+ c = a2 +b2 + c2

ខ) a+b+ c = 1 និង a−b+ c = a2 +b2 + c2

គ) a−b+ c =−1 និង a+b+ c =−(a2 +b2 + c2)

ឃ) a+b+ c =−1 និង a−b+ c =−(a2 +b2 + c2)

ចំេពះករណី ក និង ខ េយងីបន a2 +b2 + c2 −2(a+ c)+1 = 0
⇒ (a−1)2 +(c−1)2 +b2 = 1 ⇒ a = c = 1 ផទុយពីករពិត
ចំេពះករណី គ និង ឃ េយងីបន (a+1)2+(c+1)2+b2 = 1 ⇒ a = c =−1 ផទុយពីករពិត
ដូចេនះ a2 +b2 + c2 មិនែមនជចំនួនបឋម

ល�ំត់ ៥៧ 
េគឲយ n ជចំនួនគត់គូ េហយី a និង b ជចំនួនបឋមរ�ងគន ។ គណន a និង b េបីេគ
ដឹងថ a+b ែចក�ច់ an +bn ។

ស�មយ 
េយងីមន

an −bn = (a2 −b2)(an−2 +an−4b2 + ...+bn−2)

= (a+b)(a−b)(an−2 +an−4b2 + ...+bn−2)

េនះ a+b ែចក�ច់នឹង an −bn

េ�យ a+b ែចក�ច់ an +bn

េយងីបន 2an = (an +bn)+(an −bn) ែចក�ច់នឹង a+b
េហយី 2bn = (an +bn)− (an −bn) ែចក�ច់នឹង a+b
េនះ a+b|GCD(2an,2bn)

�មប�មប់ a និង b ជចំនួនបឋមរ�ងគន េនះ GCD(2an,2bn) = 2GCD(an,bn) = 2
េយងីបន a+b = 2 ⇒ a = b = 1
ដូចេនះ a = b = 1
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ល�ំត់ ៥៨ 
េគឲយ n ជចំនួនគត់វជិជមន ។ បង� ញថ េបី n ជគូប�បកដ េនះ n2 + 3n+ 3 មិន
�ចជគូប�បកដេទ ។

ស�មយ 
ឧបមថ n2 +3n+3 ជគូប�បកដ
េ�យ n ជគូប�បកដ េនះ n(n2 +3n+3) ក៏ជគូប�បកដែដរ
ពិនិតយ

n(n2 +3n+3) = n3 +3n2 +3n

= (n+1)3 −1

មិន�ចជគូប�បកដ
េហតុេនះ ករឧបមមិនពិត
ដូចេនះ n2 +3n+3 មិន�ចជគូប�បកដេទ

ល�ំត់ ៥៩ 
េគឲយ (an)n≥0 ជស�ុ ីតកំណត់េ�យ a0 = 0,a1 = 1 និង an+1 −3an +an−1

2
=(−1)n

ចំេពះ n > 0 ។ បង� ញថ an ជកេរ�បកដចំេពះ�គប់ n ≥ 0 ។

ស�មយ 
េយងីមន a0 = 0,a1 = 1 និង an+1 −3an +an−1

2
= (−1)n ចំេពះ n > 0

េនះ a2 = 1,a3 = 4,a4 = 9 និង a5 = 25
ពិនិតយ

a0 = 0 = F2
0

a1 = 1 = F2
1

a2 = 1 = F2
2

a3 = 4 = F2
3

a4 = 9 = F2
4

និង a5 = 25 = F2
5 ែដល (Fn)n≥0 ជស�ុ ីត Fibonacci

េយងីនឹងបង� ញថ an = F2
n ចំេពះ�គប់ n ≥ 0

ឧបមថ ak = F2
k ចំេពះ�គប់ k ≤ n េយងីនឹងបង� ញថ an+1 = F2

n+1
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េយងីមន an+1 −3an +an−1

2
= (−1)n

⇒ an+1 −3an +an−1 = 2(−1)n

⇒ an −3an−1 +an−2 =−2(−1)n ចំេពះ�គប់ n ≥ 2
បូកអងគ និង អងគេយងីបន an+1 −2an −2an−1 +an−2 = 0
េនះ

an+1 = 2an +2an−1 −an−2

= 2F2
n +2F2

n−1 −F2
n−2

= (Fn +Fn−1)
2 +(Fn −Fn−1)

2 −F2
n−2

= F2
n+1 +F2

n−2 −F2
n−2

= F2
n+1ពិត

េយងីបន an = F2
n ចំេពះ�គប់ n ≥ 0

ដូចេនះ an ជកេរ�បកដចំេពះ�គប់ n ≥ 0

ល�ំត់ ៦០ 
េគឲយស�ុ ីត (an) កំណត់េ�យ a0 = 0,a1 = 1,a2 = 2,a3 = 6 និង an+4 = 2an+3 +

an+2 −2an+1 −an ចំេពះ�គប់ n ≥ 0 ។
បង� ញថ an ែចក�ច់នឹង n ចំេពះ�គប់ n > 0 ។

ស�មយ 
�មប�មប់េគបន a4 = 12,a5 = 25,a6 = 48
ពិនិតយ

a1 = 1×1 = 1×F1

a2 = 2×1 = 2×F2

a3 = 6 = 3×2 = 3×F3

a4 = 12 = 4×3 = 4×F4

a5 = 25 = 5×5 = 5×F5

និង a6 = 48 = 6×8 = 6×F6 ែដល (Fn)n≥0 ជស�ុ ីត Fibonacci
េយងីនឹងបង� ញថ an = nFn

ឧបមថ ak = kFk ចំេពះ�គប់ k ≤ n+3
បង� ញថ an+4 = (n+4)Fn+4
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េយងីមន
an+4 = 2an+3 +an+2 −2an+1 −an

= 2(n+3)Fn+3 +(n+2)Fn+2 −2(n+1)Fn+1 −nFn

= 2(n+3)Fn+3 +(n+2)Fn+2 −2(n+1)Fn+1 −n(Fn+2 −Fn+1)

= 2(n+3)Fn+3 +2Fn+2 − (n+2)Fn+1

= 2(n+3)Fn+3 +2Fn+2 − (n+2)(Fn+3 −Fn+2)

= (n+4)(Fn+3 +Fn+2) = (n+4)Fn+4

េនះ an = nFn ចំេពះ�គប់ n ≥ 1
ដូចេនះ an ែចក�ច់នឹង n ចំេពះ�គប់ n > 0

ល�ំត់ ៦១ 
េគឲយ lim

n→+∞

n

∑
k=1

1
k2 =

π2

6
។ គណន lim

n→+∞

n

∑
k=1

1
(2k−1)2 ។

ស�មយ 
េយងីមន

lim
n→+∞

n

∑
k=1

1
(2k−1)2 = lim

n→+∞

2n

∑
k=1

1
k2 − lim

n→+∞

n

∑
k=1

1
(2k)2

= lim
n→+∞

2n

∑
k=1

1
k2 − 1

4
lim

n→+∞

n

∑
k=1

1
k2

=
π
6
− π

24

=
π
8

ដូចេនះ lim
n→+∞

n

∑
k=1

1
(2k−1)2 =

π
8

ល�ំត់ ៦២ 
កំណត់�គប់តៃម� p េដីមីបឲយសមីករ x3 −2p(p+1)x2 +(p4 +4p3 −1)x−3p3 = 0
មនរសឹបីេផ�ងគន និង ជរង� ស់�ជȩងៃន�តីេកណែកងមួយ ។

ស�មយ 
ឧបមថ a,b និង c ជរសឹៃនសមីករ និង 0 < a < b < c
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េបី a,b និង c ជរង� ស់�ជȩងៃន�តីេកណែកងមួយ េគបន c2 = a2 +b2

អនុវត��ទឹស�ីបទែវយតចំេពះសមីករ
x3 −2p(p+1)x2 +(p4 +4p3 −1)x−3p3 = 0
េគបន

a+b+ c = 2p(p+1)

ab+bc+ ca = p4 +4p3 −1

abc = 3p3

េយងីបន
2c2 = a2 +b2 + c2

= (a+b+ c)2 −2(ab+bc+ ca)

= 4p2(p+1)2 −2(p4 +4p3 −1)

= 2(p2 +1)2

េនះ c = p2 +1 ⇒ a+b = 2p(p+1)− c = 2p(p+1)− (p2 +1) = p2 +2p−1
េហយី ab = p4 +4p3 −1− c(a+b) = p4 +4p3 −1− (p2 +1)(p2 − p+1) = 2p3 −2p

េយងីបន a និង b ជរសឹៃនសមីករដឺេ�កទី ២ X2 − (p2 +2p−1)X +(2p3 −2p) = 0
េ�ះ��យសមីករេគបន X1 = 2p និង X2 = p2 −1

⇒

{
2p > 0
p2 −1 > 0

េនះ p > 1

េហតុេនះ
3p3 = abc

= 2p(p2 −1)(p2 +1)

⇒ 3p2 = 2p4 −2

⇒ 2p4 −3p2 −2 = 0

េនះ p =
√

2
ដូចេនះ p =

√
2

ល�ំត់ ៦៣ 
េគឲយសមីករ ax2+(c−b)x+(e−d) = 0 មនរសឹជចំនួនពិតធំជង 1 ។ បង� ញថ
សមីករ ax4 +bx3 +cx2 +dx+e = 0 មនរសឹជចំនួនពិតយ៉ងេ�ច�ស់មួយ ។
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ស�មយ 
WLOG យក a > 0
ឧបមថ P(x) = ax4+bx3+cx2+dx+e គម នរសឹជចំនួនពិត រ ឺP(x)> 0 ចំេពះ�គប់ x ∈R
េយងីមន P(x) = ax4 +(c−b)x2 +(e−d)+(x−1)(bx2 +d)
យក y ជរសឹៃនសមីករ ay2 +(c−b)y+(e−d) = 0 និង x =

√
y

�មប�មប់ y > 1 េនះ x > 1
េយងីបន P(x) = (x−1)(bx2 +d)⇒ bx2 +d > 0

ម៉យងេទȢត P(−x) = (−x−1)(bx2+d) េនះ (−x−1)(bx2+d)< 0 ⇒ bx2+d < 0 ផទុយពី
ករពិត
ដូចេនះ សមីករ ax4 +bx3 + cx2 +dx+ e = 0 មនរសឹជចំនួនពិតយ៉ងេ�ច�ស់មួយ

ល�ំត់ ៦៤ 
រកចំនួនគត់ x វជិជមនតូចជងេគែដលបំេពញលកខខណ�
x ែចកនឹង 3 មនសំណល់ 1
x ែចកនឹង 4 មនសំណល់ 2
x ែចកនឹង 5 មនសំណល់ 3
x ែចកនឹង 6 មនសំណល់ 4 ។

ស�មយ 
�មប�មប់េយងីបន x = 3k1 +1,x = 4k2 +2,x = 5k3 +3 និង x = 6k4 +4,ki ∈ N

េនះ


3k1 −4k2 = 1
4k2 −5k3 = 1
5k3 −6k4 = 1

េគបន

k3 =
6k4 +1

5
= k4 +

k4 +1
5

k2 =
6k4 +2

4
=

3k4 +1
2

= k4 +
k4 +1

2
k1 = 2k4 +1

ែត ki ∈ N េនះ k4 +1 = 5m1 និង k4 +1 = 2m2

េយងីបន 5m1 = 2m2 ⇒ m2 = 5t
េគបន k4 +1 = 10t ⇒ k1 = 2(10t −1)+1 = 20t −1
េនះ x = 3(20t −1)+1 = 60t −2 ែដល t ∈ N
េ�យ x ជចំនួនគត់វជិជមនតូចបំផុត េនះ x = 58
ដូចេនះ x = 58
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ល�ំត់ ៦៥ 
គណន lim

x→0

(
ax +bx + cx

3

) 1
x

ចំេពះ a,b,c > 0។

ស�មយ 
េយងីមន

lim
x→0

(
ax +bx + cx

3

) 1
x

�ង1∞

= lim
x→0

(
1+

ax +bx + cx

3
−1
) 1

x

= lim
x→0

(
1+

ax +bx + cx −3
3

) 1
x

= lim
x→0

[(
1+

ax +bx + cx −3
3

) 3
ax+bx+cx−3

] ax+bx+cx−3
3x

= e
1
3 limx→0

(
ax−1

x + bx−1
x + cx−1

x

)
= e

1
3 (lna+lnb+lnc) = e

1
3 lnabc

= eln 3√abc =
3√abc

ដូចេនះ lim
x→0

(
ax +bx + cx

3

) 1
x

=
3√abc

ល�ំត់ ៦៦ 
កំណត់ x,y,z និង w ជចំនួនគត់វជិជមនែដលបំេពញលកខខណ�

x+ y+ z+w = 10
w2 +2x2 +2y2 +3z2 = 55
w3 − x3 + y− z = 28
wxyz = 24

។

ស�មយ 
េយងីមន w+ x+ y+ z = 10 និង wxyz = 24
េនះ w,x,y,z ∈ {1,2,3,4}
+េបី w = 1 ⇒ 1+2x2 +2y2 +3z2 = 55
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⇒ 2x2 +2y2 +3z2 = 54
េ�យ 2x2 +2y2 និង 54 ជចំនួនគត់គូ េនះ 3z2 ក៏ជចំនួនគត់គូែដរ
េគបន z ∈ {2,4}
· ចំេពះ z = 2 េនះ 2x2 +2y2 +12 = 54 ⇒ x2 + y2 = 21 មិន�ច េ�ពះ x,y ∈ {3,4}
· ចំេពះ z = 4 ⇒ 2x2 +2y2 +48 = 56 ⇒ x2 + y2 = 3 មិន�ចេ�ពះ x,y ∈ {2,3}
+េបី w = 2 េនះ 4+2x2 +2y2 +3z2 = 55
⇒ 2x2 +2y2 +3z2 = 51
េគបន 3z2 �តȪវែតជចំនួនគត់េសស េនះ z ∈ {1,3}
·ចំេពះ z = 1 េយងីបន 2x2 +2y2 +3 = 51 ⇒ 2x2 +2y2 = 48
⇒ x2 + y2 = 24 មិន�ច េ�ពះ x,y ∈ {3,4}
·ចំេពះ z = 3 េយងីបន 2x2 +2y2 +27 = 51
2x2 +2y2 = 24
x2 + y2 = 12 មិន�ច េ�ពះ x,y ∈ {1,4}
+េបី w = 3 េយងីបន 9+2x2 +2y2 +3z2 = 55
2x2 +2y2 +3z2 = 46
េនះ 3z2 �តȪវែតជចំនួនគត់គូ⇒ z ∈ {2,4}
·ចំេពះ z = 2 េយងីបន 2x2 +2y2 +12 = 46 ⇒ x2 + y2 = 17
េនះ (w,x,y,z) = (3,1,4,2) រ ឺ (3,4,1,2)
�ម (3) េយងីបន (w,x,y,z) = (3,1,4,2)ជចេម�ីយ
·ចំេពះ z = 4 េយងីបន 2x2 +2y2 +48 = 46 មិន�ច
+េបី w = 4 េយងីបន 16+2x2 +2y2 +3z2 = 55
⇒ 2x2 +2y2 +3z2 = 39 េនះ 3z2 ជចំនួនគត់េសស
េគបន z ∈ {1,3}
·ចំេពះ z = 1 េនះ 2x2 +2y2 +3 = 39
⇒ x2 + y2 = 18 មិន�ច េ�ពះ {x,y}= {1,2}
·ចំេពះ z = 3 េនះ 2x2 +2y2 +27 = 39 ⇒ 2x2 +2y2 = 6 មិន�ច េ�ពះ x,y ∈ {1,2}
ដូចេនះ (w,x,y,z) = (3,1,4,2)ជចេម�ីយ

ល�ំត់ ៦៧ 
េគឲយ a1,a2,a3,b1,b2 និង b3 ជចំនួនពិតបំេពញលកខខណ� a1 ≥ a2 ≥ a3

និង b1 ≥ b2 ≥ b3 ។ បង� ញថ
ក) (a1 +a2)(b1 +b2)≤ 2(a1b1 +a2b2)
ខ) (a1 +a2 +a3)(b1 +b2 +b3)≤ 3(a1b1 +a2b2 +a3b3)

ស�មយ 
បង� ញថ
ក) (a1 +a2)(b1 +b2)≤ 2(a1b1 +a2b2)
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េយងីមន

(a1 +a2)(b1 +b2)−2(a1b1 +a2b2)

= a1b1 +a1b2 +a2b1 +a2b2 −2a1b1 −2a2b2

= a1b2 −a1b1 +a2b1 −a2b2

= a1(b2 −b1)−a2(b2 −b1)

= (b2 −b1)(a1 −a2)≤ 0

េ�ពះ b1 ≥ b2 និង a1 ≥ a2
ដូចេនះ (a1 +a2)(b1 +b2)≤ 2(a1b1 +a2b2)
ខ) (a1 +a2 +a3)(b1 +b2 +b3)≤ 3(a1b1 +a2b2 +a3b3)

េយងីមន (a1 +a2 +a3)(b1 +b2 +b3)−3(a1b1 +a2b2 +a3b3)
= a1b1 + a1b2 + a1b3 + a2b1 + a2b2 + a2b3 + a3b1 + a3b2 + a3b3 − 3a1b1 − 3a2b2 −
3a3b3
= a1b2 +a1b3 +a2b1 +a2b3 +a3b1 +a3b2 −2a1b1 −2a2b2 −2a3b3
= (a1b2 −a1b1 +a2b1 −a2b2)+ (a2b3 −a2b2 +a3b2 −a3b3)+ (a1b3 −a1b1 +a3b1 −
a3b3)
= (b2 −b1)(a1 −a2)+(b3 −b2)(a2 −a3)+(b3 −b1)(a1 −a3)≤ 0
េ�ពះ a1 ≥ a2 ≥ a3 និង b1 ≥ b2 ≥ b3
ដូចេនះ (a1 +a2 +a3)(b1 +b2 +b3)≤ 3(a1b1 +a2b2 +a3b3)

ល�ំត់ ៦៨ 
ក) បង� ញថ េបី g(x) ជអនុគមន៍មនឌីេផរង់៉ែសយល និង ជអនុគមន៍េសស េនះ
g′(x)ជអនុគមន៍គូ ។
ខ) បង� ញថ េបី g′(x)ជអនុគមន៍េសស េនះ g(x)ជអនុគមន៍គូ ។

ស�មយ 
ក) បង� ញថ g′(x)ជអនុគមន៍គូ
រេបȢបទី ១
�មនិយមន័យ g′(x) = lim

h→0

g(x+h)−g(x)
h

េនះ g′(−x) = lim
h→0

g(−x+h)−g(−x)
h

េ�យ g ជអនុគមន៍េសស េនះ g(−x) =−g(x)
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េយងីបន

g′(−x) = lim
h→0

−g(x−h)+g(x)
h

= lim
h→0

g(x)−g(x−h)
h

= lim
h→0

g(x+h)−g(x)
h

= g′(x)

ដូចេនះ g′(x)ជអនុគមន៍គូ
រេបȢបទី ២
េ�យ g ជអនុគមន៍េសស េនះ g(−x) =−g(x)
⇒ [g(−x)]′ =−g′(x)⇒−g′(−x) =−g′(x)
េយងីបន g′(−x) = g′(x)
ដូចេនះ g′(x)ជអនុគមន៍គូ
ខ) បង� ញថ g(x)ជអនុគមន៍គូ
យក h(x) =

∫ x

0
g′(t)dt = g(x)−g(0)

�ង u =−t ⇒ du =−dt ⇒ dt =−du
េបី t = x ⇒ u =−x, t = 0 ⇒ u = 0

េយងីបន h(x) =
∫ −x

0
g′(−u)d(−u) =

∫ −x

0
g′(u)du =

∫ −x

0
g′(t)dt

េ�ពះ g′(x)ជអនុគមន៍េសស
េនះ h(x) = h(−x)⇒ g(x)−g(0) = g(−x)−g(0)
⇒ g(x) = g(−x)
ដូចេនះ g(x)ជអនុគមន៍គូ

ល�ំត់ ៦៩
េគឲយ a និង b ជចំនួនគត់វជិជមន ។ បង� ញថ GCD(a,b)×LCM(a,b) = ab ។

ស�មយ 
Lemma ចំេពះ x,y ជចំនួនពិត េយងីបន min(x,y)+max(x,y) = x+ y ។
Proof:
េបី x ≥ y េយងីបន min(x,y) = y និង max(x,y) = x
េនះ min(x,y)+max(x,y) = x+ y
េបី x < y េយងីបន min(x,y) = x និង max(x,y) = y
េនះ min(x,y)+max(x,y) = x+ y
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ដូចេនះ min(x,y)+max(x,y) = x+ y

ចំេពះ a និង b ជចំនួនគត់វជិជមន េគបន a = pα1
1 pα2

2 ...pαn
n និង b = pβ1

1 pβ2
2 ...pβn

n កនុងេនះ
pi ជចំនួនបឋម និង 0 ≤ αi,βi ∈ N ចំេពះ i = 1,n
េយងីបន GCD(a,b) = pmin(α1,β1)pmin(α2,β2)...pmin(αn,βn)

និង LCM(a,b) = pmax(α1,β1)pmax(α2,β2)...pmax(αn,βn)

េយងីបន
GCD(a,b)×LCM(a,b)

= pmin(α1,β1)+max(α1,β1)
1 pmin(α2,β2)+max(α2,β2)

2 ...pmin(αn,βn)+max(αn,βn)
n

= pα1+β1
1 pα2+β2

2 ...pαn+βn
n

= pα1
1 pα2

2 ...pαn
n × pβ1

1 pβ2
2 ...pβn

n

= ab

ដូចេនះ GCD(a,b)×LCM(a,b) = ab

ល�ំត់ ៧០ 
បង� ញថ n(n+1)(n+2) ែចក�ច់នឹង 6 ចំេពះ�គប់ n ∈ N ។

ស�មយ 
េ�យ n,n+1 ជពីរចំនួនគត់បន�បនទ ប់គន េនះមួយកនុងចំេ�ម n,n+1 �តȪវែចក�ច់នឹង 2

េនះ n(n+1)(n+2) �តȪវែចក�ច់នឹង 2 (1)
ម៉យងេទȢត n,n+1 និង n+2 ជបីចំនួនគត់បន�បនទ ប់គន េនះមួយកនុងចំេ�ម n,n+1 និង
n+2 �តȪវែចក�ច់នឹង 3 (2)
�ម (1) និង (2) េគបន n(n+1)(n+2) ែចក�ច់នឹង 6 ចំេពះ�គប់ n ∈ N

ល�ំត់ ៧១ 
េគឲយ x,y និង z ជចំនួនពិតែដលបំេពញលកខខណ� sinx + siny + sinz = 0 និង
cosx+ cosy+ cosz = 0 ។ បង� ញថ
ក) cos(x− y) =−1

2
ខ) cos(θ − x)+ cos(θ − y)+ cos(θ − z) = 0 ចំេពះ�គប់ θ ∈ R

គ) sin2 x+ sin2 y+ sin2 z =
3
2
។

ស�មយ 
បង� ញថ
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ក) cos(x− y) =−1
2

េ�យ sinx+ siny+ sinz = 0 និង cosx+ cosy+ cosz = 0
េនះ sinx+ siny =−sinz និង cosx+ cosy =−cosz
េគបន (sinx+ siny)2 +(cosx+ cosy)2 = sin2 z+ cos2 z
េនះ sin2 x+2sinxsiny+ sin2 y+ cos2 x+2cosxcosy+ cos2 y = 1
⇒ 2(cosxcosy+ sinxsiny)+2 = 1

ដូចេនះ cos(x− y) =−1
2ខ) cos(θ − x)+ cos(θ − y)+ cos(θ − z) = 0

េយងីមន
cos(θ − x) = cosθ cosx+ sinθ sinx

cos(θ − y) = cosθ cosy+ sinθ siny

cos(θ − z) = cosθ cosz+ sinθ sinz

បូកអងគ និង អងគេគបន
cos(θ − x)+ cos(θ − y)+ cos(θ − z)

= cosθ(cosx+ cosy+ cosz)+ sinθ(sinx+ siny+ sinz)

= 0

ដូចេនះ cos(θ − x)+ cos(θ − y)+ cos(θ − z) = 0

គ) sin2 x+ sin2 y+ sin2 z =
3
2

េ�យ cos(θ − x)+ cos(θ − y)+ cos(θ − z) = 0 ចំេពះ�គប់ θ ∈ R
យក θ = x+ y+ z
េនះ cos(x+ y)+ cos(y+ z)+ cos(z+ x) = 0
⇒ cosxcosy+ cosycosz+ coszcosx = sinxsiny+ sinysinz+ sinzsinx

ម៉យងេទȢត sinx+ siny+ sinz = 0 និង cosx+ cosy+ cosz = 0
េនះ sin2 x+ sin2 y+ sin2 z+2(sinxsiny+ sinysinz+ sinzsinx) = 0
និង cos2 x+ cos2 y+ cos2 z+2(cosxcosy+ cosycosz+ coszcosx) = 0
េនះ sin2 x+ sin2 y+ sin2 z = cos2 x+ cos2 y+ cos2 z
⇒ sin2 x+ sin2 y+ sin2 z = 1− sin2 x− sin2 y− sin2 z

ដូចេនះ sin2 x+ sin2 y+ sin2 z =
3
2

ល�ំត់ ៧២ 
គណន S =

1
cosacos2a

+
1

cos2acos3a
+ ...+

1
cos(n−1)acosna

ចំេពះn ≥ 2។
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ស�មយ 
េយងីមន sina = sin(2a−a) = sin2acosa− sinacos2a
េនះ

sina
cosacos2a

=
sin2acosa− sinacos2a

cosacos2a

=
sin2a
cos2a

− sina
cosa

= tan2a− tana

េគបន 1
cosacos2a

=
1

sina
(tan2a− tana)

ដូចគន ែដរ
1

cos2acos3a
=

1
sina

(tan3a− tan2a)

...

1
cos(n−1)acosna

=
1

sina
(tanna− tan(n−1)a)

បូកអងគ និង អងគេគបន S =
1

sina
(tanna− tana)

ដូចេនះ S =
1

sina
(tanna− tana)

ល�ំត់ ៧៣ 
េគឲយ f ជអនុគមន៍កំណត់ និង ជប់េលី R េ�យ
f (x+ y) = f (x)

√
1+[ f ((y)]2 + f (y)

√
1+[ f (x)]2 និង lim

x→0

f (x)
x

= 1 ។
បង� ញថ f ជអនុគមន៍មនឌីេផរង់៉ែសយលេលី R ។

ស�មយ 
េយងីមន f (x+ y) = f (x)

√
1+[ f (y)]2 + f (y)

√
1+[ f (x)]2

យក x = y = 0 េគបន f (0) = 2 f (0)
√

1+[ f (0)]2

េនះ f (0)−2 f (0)
√

1+[ f (0)]2 = 0

⇒ f (0)
(

1−2
√

1+[ f (0)]2
)
= 0

ែត
√

1+[ f (0)]2 ≥ 1 ⇒ 1−2
√

1+[ f (0)]2 < 0
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េគបន f (0) = 0
េយងីបន

lim
h→0

f (x+h)− f (x)
h

= lim
h→0

f (x)
√

1+[ f (h)]2 + f (h)
√

1+[ f (x)]2 − f (x)
h

= lim
h→0

f (x)
(√

1+[ f (h)]2 −1
)
+ f (h)

√
1+[ f (x)]2

h

= lim
h→0

f (x)× [ f (h)]2

h
(√

1+[ f (h)2]+1
) +

f (h)
√

1+[ f (x)]2

h

= lim
h→0

f (x)× f (h)× f (h)
h√

1+[ f (h)]2 +1
+

f (h)
h

√
1+[ f (x)]2

=
√

1+[ f (x)]2

េ�យ f មនន័យចំេពះ�គប់ x ∈ R េនះ
√

1+[ f (x)]2 កំណត់ចំេពះ�គប់ x ∈ R

ដូចេនះ f ជអនុគមន៍មនឌីេផរង់៉ែសយលេលី R

ល�ំត់ ៧៤ កំណត់�តីធតុ (x,y,z) ជចំនួនគត់វជិជមន េបីេគដឹងថ 35x+21y+
60z = 665 ។

ស�មយ 
េ�យ 7|35x,7|21y និង 7|665 េនះ 7|60z ⇒ 7|z េ�ពះ GCD(7,60) = 1
ែត

z =
665−35x−21y

60

≤ 665−35−21
60

=
609
60

<
660
60

= 11

េនះ z = 7
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េបី z = 7 ⇒ 35x+21y+60(7) = 665
េនះ 5x+3y+60 = 95 ⇒ 5x = 35−3y

⇒ x = 7− 3
5

y ⇒ y ជពហុគុណៃន 5

ម៉យងេទȢត y =
35−5x

3
≤ 35−5

3
= 10 ⇒ y ∈ {5,10}

ចំេពះ y = 5 ⇒ x = 4
ចំេពះ y = 10 ⇒ x = 1
ដូចេនះ (1,10,7) និង (4,5,7)ជចេម�ីយៃនសមីករ

ល�ំត់ ៧៥ 
េបី n មិនែមនជពហុគុណៃន 5 បង� ញថ n4 −1 ជពហុគុណៃន 5 ។

ស�មយ 
េយងីមន

n4 −1 = (n2 −1)(n2 +1)

= (n−1)(n+1)(n2 −4+5)
= (n−1)(n+1)(n−2)(n+2)+5(n−1)(n+1)

េ�យ 5(n − 1)(n + 1) ជពហុគុណៃន 5 េដីមីបបង� ញថ n4 − 1 ជពហុគុណៃន 5 េយងី
�គន់ែតបង� ញថ (n−1)(n+1)(n−2)(n+2)ជពហុគុណៃន 5
េ�យ n មិនែមនជពហុគុណៃន 5 េនះ n = 5k±1,5k±2 ែដល k ∈ Z
ចំេពះ n = 5k−1 ⇒ n+1 = 5k
ចំេពះ n = 5k+1 ⇒ n−1 = 5k
ចំេពះ n = 5k−2 ⇒ n+2 = 5k
ចំេពះ n = 5k+2 ⇒ n−2 = 5k
�គប់ករណីទងំអស់េយងីបន (n−1)(n+1)(n−2)(n+2)ជពហុគុណៃន 5
ដូចេនះ n4 −1 ជពហុគុណៃន 5

ល�ំត់ ៧៦ 
គណនផលបូក S =

1
7
+

2
72 +

1
73 +

2
74 + ... ។

ចេម�យ 
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េយងីមន

S =
1
7
+

2
72 +

1
73 +

2
74 + ...

=

(
1
7
+

1
73 +

1
75 + ...

)
+2
(

1
72 +

1
74 +

1
76 + ...

)
=

1
7

1− 1
72

+2×
1
72

1− 1
72

=
1
7
48
72

+2×
1
72

48
72

=
7
48

+
2
48

=
9
48

=
3
16

ដូចេនះ S =
1
7
+

2
72 +

1
73 +

2
74 + ...=

3
16

ល�ំត់ ៧៧ 
េគឲយ f ជអនុគមន៍មនតៃម�ពិតែដល f (x,y) = f (x,z)− 2 f (y,z)− 2z ចំេពះ�គប់
ចំនួនពិត x,y និង z ។ រកតៃម�ៃន f (4017,1000) ។

ស�មយ 
េយងីមន f (x,y) = f (x,z)−2 f (y,z)−2z
យក y = z = x េយងីបន f (x,x) = f (x,x)−2 f (x,x)−2x
េនះ f (x,x) =−x ចំេពះ�គប់ x ∈ R
ម៉យងេទȢត យក x = y េយងីបន
f (y,y) = f (y,z)−2 f (y,z)−2z
េនះ −y =− f (y,z)−2z ⇒ f (y,z) = y−2z
េហតុេនះ f (4017,1000) = 4017−2×1000 = 2017
ដូចេនះ f (4017,1000) = 2017
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ល�ំត់  ៧៨
ចំេពះ −1 < r < 1 �ង S(r) ជផលបូកតួៃនស�ុ ីតធរណីម�តអនន�តួ S(r) = 12+

12r+ 12r2 + 12r3 + ... ។ �ង −1 < a < 1 បំេពញទំនក់ទំនង S(a)× S(−a) =
2016 ។ គណន S(a)+S(−a) ។

ចេម�យ 
េយងីមន

S(r) = 12+12r+12r2 +12r3 + ...

= 12(1+ r+ r2 + r3 + ...)

= 12× 1
1− r

េនះ S(a) = 12× 1
1−a

និង S(−a) = 12× 1
1+a

េគបន S(a)×S(−a) = 122 × 1
1−a2 ⇒ 1

1−a2 =
S(a)×S(−a)

122 =
2016
122

េ�ពះ S(a)×S(−a) = 2016

េយងីបន S(a)+S(−a) = 12
(

1
1−a

+
1

1+a

)
=

24
1−a2 =

24×2016
122 = 336

ដូចេនះ S(a)+S(−a) = 336

ល�ំត់ ៧៩ 
�ង P(x) ជពហុធមិនសូនយែដល (x − 1)P(x + 1) = (x + 2)P(x) ចំេពះ�គប់
ចំនួនពិត x និង P2(2) = P(3) ។ រកតៃម�េលខៃន P(2017) ។

ចេម�យ 
រកតៃម�េលខៃន P(2017)
េយងីមន (x−1)P(x+1) = (x+2)P(x) (1)
ចំេពះ x = 2 េយងីបន P(3) = 4P(2)
េ�យ P(3) = P2(2) េនះ P2(2) = 4P(2)⇒ P(2) ∈ {0,2}
េបី P(2) = 0 ⇒ P(3) = 0
�ម (1) េគបន P(2) = P(3) = ...= P(deg(P)) = ...= 0
េនះបȦជ ក់ថ P(x)ជពហុធសូនយ
ម៉យងេទȢត�មសមមតិកមម P(x) មិនែមនជពហុធសូនយ
េនះ P(2) = 2
�មប�មប់ (x−1)P(x+1) = (x+2)P(x)
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េនះ P(x+1)
P(x)

=
x+2
x−1

េយងីបន P(3)
P(2)

× P(4)
P(3)

× P(5)
P(4)

× ...× P(2017)
P(2016)

=
4
1
× 5

2
× 6

3
× ...× 2017

2015

េនះ P(2017)
P(2)

=
2016×2017×2018

3

⇒ P(2017) =
P(2)×2016×2017×2018

3
ដូចេនះ P(2017) =

2×2016×2017×2018
3

ល�ំត់ ៨០ 
រក GCD(a,b) ែដល a = 12345678987654321 និង b = 12345654321 ។

ស�មយ 
ពិនិតយ 112 = 121,1112 = 12321
េយងីបន a = 12345678987654321 = 1111111112

និង b = 12345654321 = 1111112

េនះ
GCD(a,b) = GCD(1111111112,1111112)

= [GCD(111111111,111111)]2

េ�យ
111111111 = 111111000+111

= 111111×1000+111

េនះ GCD(111111111,111111) = GCD(111111111,111) = 111
ដូចេនះ GCD(a,b) = 1112 = 12321

ល�ំត់ ៨១ 
េតីមនចំនួនគត់ប៉ុនម នចប់ពី 123 ដល់ 321 ែដលមនពីរខទង់ជេលខ 2 យ៉ង
ពិត�បកដ ។

ចេម�យ 
ចំនួនគត់ចប់ពី 123 ដល់ 321 ែដលមនេលខពីរខទង់ជេលខ 2 យ៉ង�បកដជចំនួនែដលមន
�ង 2...2 រ ឺ22... (... ជេលខេផ�ងពីេលខ 2)
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េ�យ 2...2 មន 9 ចំនួន និង 22...មន 9 ចំនួន
ដូចេនះ N = 9+9 = 18 ចំនួន

ល�ំត់ ៨២ 
ក) យក n ∈ N បង� ញថ សមីករ xn + xn−1 + ...+ x2 + x−1 = 0 មនរសឹែតមួយ
គត់កនុងសំណំុចំនួនពិតវជិជមន ។ �ងរសឹេនះេ�យ an ។
ខ) បង� ញថ ស�ុ ីត (an)ជស�ុ ីតចុះ ។ ទញថ�ជស�ុ ីតរមួ ។
គ) ទញថ ∀n ∈ N,n ≥ 2 េគបន an =

1
2
+

an+1
n

2
។

ឃ) រក lim
n→+∞

an+1
n រចួទញរក lim

n→+∞
an ។

ស�មយ 
ក) បង� ញថសមីករ xn+xn−1+ ...+x2+x−1 = 0មនរសឹែតមួយគត់កនុងសំណំុចំនួនពិត
វជិជមន
យក f (x) = xn + xn−1 + ...+ x2 + x−1
េនះ f ′(x) = xn−1 +(n−1)xn−2 + ...+2x ≥ 0 ចំេពះ x ∈ R+

េនះ f ជអនុគមន៍េកីនេលី R+

ម៉យងេទȢត f (0) =−1 និង f (1)≥ 0 ⇒ f (0)× f (1)≤ 0
េនះ f (x) = 0 មនរសឹែតមួយគត់េលី [0,1]
ដូចេនះ សមីករ f (x) = 0 មនរសឹែតមួយគត់េលី R+

ខ) បង� ញថ ស�ុ ីត (an)ជស�ុ ីតចុះ
េយងីមន an ជរសឹៃនសមីករ xn + xn−1 + ...+ x2 + x−1 = 0
េនះ an+1 ជរសឹៃនសមីករ xn+1 + xn + ...+ x2 + x−1 = 0
េយងីបន an

n +an−1
n + ...+a2

n +an +1 = 0 (1)
និង an+1

n+1 +an
n+1 + ...+a2

n+1 +an+1 +1 = 0 (2)
យក (2) ដក (1) េយងីបន an+1

n+1 +(an
n+1 −an

n)+ ...+(a2
n+1 −a2

n)+(an+1 −an) = 0
⇒ (an+1−an)(an−1

n+1+an−2
n+1an+ ...+an−1

n )+ ...+(an+1−an)(an+1+an)+(an+1−an)=

−an+1
n+1

⇒ (an+1 −an)[(an−1
n+1 +an−2

n+1an + ...+an−1
n )+ ...+(an+1 +an)+1] =−an+1

n+1

េ�យ an និង an+1 > 0 េយងីបន an+1 −an < 0 ⇒ an+1 < an

ដូចេនះ (an)ជស�ុ ីតចុះ
ទញថ (an)ជស�ុ ីតរមួ
េយងីមន (an)ជស�ុ ីតចុះ
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ម៉យងេទȢត an > 0 ចំេពះ�គប់ n ∈ N⇒ (an)ជស�ុ ីតទល់េ�កម
ដូចេនះ (an)ជស�ុ ីតរមួ
គ) ទញថ ∀n ∈ N,n ≥ 2 េគបន an =

1
2
+

an+1
n

2
េយងីមន an

n +an−1
n + ...+a2

n +an −1 = 0
រ ឺan +a2

n + ...+an
n −1 = 0

⇒ an(an
n −1)

an −1
= 1 ⇒ an+1

n −an = an −1

ដូចេនះ an =
1
2
+

an+1
n

2
ឃ) រក lim

n→+∞
an+1

n រចួទញរក lim
n→+∞

an

េ�យ n →+∞ និង 0 < an < 1
េហតុេនះ lim

n→+∞
an+1

n = 0

ទញរក lim
n→+∞

an

េយងីមន an =
1
2
+

an+1
n

2
⇒ lim

n→+∞
an = lim

n→+∞

(
1
2
+

an+1
n

2

)
=

1
2

ដូចេនះ lim
n→+∞

an =
1
2

ល�ំត់ ៨៣ 
េគឲយ ABC ជ�តីេកណែដលមន�ក�ៃផទេសមីនឹង 5 និង BC = 10 ។ �ង E និង F

ជចំណុចក�� លៃន�ជȩង AC និង AB េរȢងគន េហយី�ង BE និង CF កត់គន �តង់
G ។ ឧបមថ ចតុេកណ AEGF �ចចរកឹកនុងរង�ង់ រកតៃម�ៃន AB2 +AC2 ។

ស�មយ 

92



A

F

E
G

B

D

C

I

េយងីមន E និង F ជចំណុចក�� លៃន [AC] និង [AB]
េនះ [BE] និង [CF ]ជេមដយនៃន�តីេកណ ABC
េ�យ G ជចំណុច�បសព�ៃន [BE] និង [CF ]

⇒ G ជទី�បជំុទំងន់ៃន�តីេកណ ABC
យក [AD]ជេមដយនទី ៣ ៃន�តីេកណេនះ េគបន D ជចំណុចក�� លៃន [BC]

េនះ [DE]ជបតមធយមៃន�តីេកណ⇒ [DE]//[AF ]

ដូចគន ែដរ [DF ]//[AE]
េគបន AEDF ជ�បេលឡូ�កម
�ង I ជចំណុចក�� លៃន [EF ]

េនះ I ក៏ជចំណុចក�� លៃន [AD] ែដរ
េគបន AI = ID =

AD
2

=
ma

2
េហយី AG =

2ma

3
⇒ IG = AG−AI =

2ma

3
− ma

2
=

ma

6
ពិនិតយ�តីេកណ AIF និង GIE
មន ∠AIF = ∠GIE (មំុទល់កំពូល)
∠FAI = ∠IEG (មំុចរកឹ�ក ត់ធនូរមួ)
េគបន △AIF ∼△EIG

វបិក AI
IE

=
AF
EG

=
IF
IG

�ម AI
IE

=
IF
IG

⇒ AI × IG = IE × IF
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េ�យ IE = IF =
EF
2

=
BC
2
2

=
BC
4

=
10
4

=
5
2

េយងីបន
(ma

2

)(ma

6

)
=

(
5
2

)(
5
2

)
⇒ m2

a = 75

ម៉យងេទȢត �មរូបមន�េមដយន m2
a =

b2 + c2

2
− a2

4
⇒ b2 + c2

2
= m2

a +
a2

4

⇒ b2 + c2 = 2m2
a +

a2

2
= 2×75+

102

2
= 150+50 = 200

ដូចេនះ AB2 +AC2 = 200

ល�ំត់ ៨៤
គណន A =

√
C(8,2)+C(9,2)+C(15,2)+C(16,2) ។

ចេម�យ 
េយងីមន

C(8,2)+C(9,2) =
8!

6!2!
+

9!
2!7!

=
8×7

2
+

9×8
2

= 4×16 = 4× (15+1) = 4×15+4

និង

C(15,2)+C(16,2) =
15!

13!2!
+

16!
14!2!

=
15×14

2
+

16×15
2

= 15(7+8) = 152

េយងីបន A =
√

152 +4×15+4 =
√
(15+2)2 = 17

ល�ំត់ ៨៥ 
េគកំណត់អនុគមន៍ f េលីសំណំុៃនចំនួនគត់វជិជមន�មទំនក់ទំនងកំេណីនេ�យ
f (1) = 2, f (n) = f (n−1)+2 េបី n គូ និង
f (n) = f (n−2)+2 េបី n េសស េហយីធំជង 1 ។ គណន f (2017) ។
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ចេម�យ 
�មប�មប់េយងីបន

f (2) = f (1)+2 = 2+2 = 4
f (3) = f (1)+2 = 2+2 = 4
f (4) = f (3)+2 = 4+2 = 6
f (5) = f (3)+2 = 4+2 = 6
f (6) = f (5)+2 = 6+2 = 8
f (7) = f (5)+2 = 6+2 = 8

ឧបមថ f (n) = n+2 េបី n គូ និង f (n+1) = n+1 េបី n េសស
េយងីនឹងបង� ញថ f (n+1) េផទȣងផទ ត់គំរូខងេលីេនះ
េបី n+1 គូ េនះ f (n+1) = f (n)+2 = (n+1)+2 ពិត
េបី n+1 េសស េនះ f (n+1) = f (n−1)+2 = n−1+1+2 = (n+1)+1 ពិត
េហតុេនះ f (2017) = 2017+1 = 2018

ល�ំត់ ៨៦ 
�ង f (n) = 1×3×5× ...× (2n−1) ។ រកសំណល់ៃនវធីិែចក f (1)+ f (2)+ ...+

f (2016) នឹង 100 ។

ចេម�យ 
ពិនិតយ

f (1) = 1 ≡ 1( mod 4)
f (2) = 1×3 ≡−1( mod 4)
f (3) = 1×3×5 ≡−1( mod 4)
f (4) = 1×3×5×7 ≡ 1( mod 4)
f (5) = 1×3×5×7×9 ≡ 1( mod 4)
; f (6)≡−1( mod 4); f (7)≡−1( mod 4); f (8)≡ 1( mod 4)

េនះ f (1)+ f (2)+ f (3)+ ...+ f (2016)≡ 504(1−1+1−1)≡ 0( mod 4)
េហតុេនះសំណល់ៃន�បមណវធីិែចកខងេលីជសំណល់ៃន�បមណវធីិែចកៃន f (1)+ f (2)+
...+ f (2016) នឹង 25
េ�យ f (n) ែចក�ច់នឹង 25 ចំេពះ�គប់ n ≥ 8

េនះ សំណល់ៃន�បមណវធីិែចកដូចគន នឹងសំណល់េពល f (1)+ f (2)+ ...+ f (7) ែចកនឹង
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25
េ�យ f (1)+ f (2)+ ...+ f (7)≡ 1+3+15+5+20+20+10 ≡ 24( mod 25)
ដូចេនះ សំណល់ៃន�បមណវធីិែចក គឺ 24

ល�ំត់ ៨៧ 
េគឲយស�ុ ីត an កំណត់ដូចខងេ�កម
a0 = 0,a1 = 1 និង an = 2an−1 −an−2 +2 ចំេពះ�គប់ n ∈ N,n ≥ 2 ។
រកតៃម�ៃន a2017 ។

ចេម�យ 
េយងីមន an = 2an−1 −an−2 +2 ចំេពះ�គប់ n ∈ N,n ≥ 2
េនះ an −an−1 = an−1 −an−2 +2
យក bn = an −an−1 ⇒ bn = bn−1 +2
េគបន (bn)ជស�ុ ីតនព�ន�មន b1 = a1 −a0 = 1−0 = 1 និង d = 2
េនះ bn = b1 +(n−1)d = 1+2(n−1) = 2n−1

េយងីបន an −an−1 = 2n−1 ⇒
n

∑
k=1

(ak −ak−1) =
n

∑
k=1

(2k−1)

⇒ an −a0 = 2
n

∑
k=1

k−
n

∑
k=1

1 = 2×
[

n(n+1)
2

]
−n

⇒ an = n(n+1)−n = n2

⇒ an = n2 ចំេពះ�គប់ n ≥ 0
េហតុេនះ a2017 = 20172

ល�ំត់ ៨៨ 
រកចំនួនគត់វជិជមន n តូចបំផុតែដល 0 < 4

√
n− [ 4

√
n]<

1
2017

។

ស�មយ 
េបី n = k4 ⇒ 4

√
n− [ 4

√
n] = 0 មិនេផទȣងផទ ត់

ចំេពះ n ∈ N,∃k ∈ N ែដល k4 < n < (k+1)4 េនះ [ 4
√

n] = k
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េយងីបន

4
√

n− [ 4
√

n]> 4
√

k4 +1− k

=
1

4
√
(k4 +1)3 + k 4

√
(k4 +1)2 + k2 4

√
(k4 +1)+ k3

>
1

4
√
(k4 +1)3 + 4

√
(k4 +1)3 + 4

√
(k4 +1)3 + 4

√
(k4 +1)3

=
1

4 4
√

(k4 +1)3

េ�យ 4
√

n− [ 4
√

n]<
1

2017
េនះ

1

4 4
√
(k4 +1)3

<
1

2017

⇒(k4 +1)3 >

(
2017

4

)4

⇒k4 >
3

√(
2017

4

)4

−1 >
3

√(
2017

4

)4

⇒k > 3

√
2017

4
=

3

√
504+

1
7

⇒k ≥ 3√512 = 8 េ�ពះk ∈ N

េហតុេនះ 84 < n < (8+1)4

ដូចេនះ min(n) = 84 +1 = 4097

ល�ំត់ ៨៩ 
�ង a,b,c និង d ជ 4 ចំនួនពិតែដល

{
a+b+ c+d = 20
ab+bc+ cd +da = 16

។ រកតៃម�ធំ

បំផុតៃន A = abc+bcd + cda+dab ។

ចេម�យ 
េយងីមន (x+ y)2 ≥ 4xy ចំេពះ�គប់ x,y ∈ R⇒ xy ≤ (x+ y)2

4
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េនះ
A = abc+bcd + cda+dab = ac(b+d)+bd(c+a)

≤ (a+ c)2(b+d)
4

+
(b+d)2(c+a)

4

=
1
4
(a+ c)(b+d)(a+ c+b+d)

=
1
4
(ab+bc+ cd +da)(a+b+ c+d)

េ�យ
{

a+b+ c+d = 20
ab+bc+ cd +da = 16

េយងីបន A ≤ 1
4
(16)(20) = 80

ដូចេនះ maxA = 80

ល�ំត់ ៩០ 
�ង a,b,c ជរសឹេផ�ងគន ៃនពហុធ P(x) = x3 −10x2 + x−2017 ។
ពហុធដឺេ�កទីបី Q(x) មនេមគុណៃន x3 េសមីនឹង 1 េហយីមនរសឹបីេផ�ងគន គឺ bc−
a2,ca−b2,ab− c2 ។ រកផលបូកេលខេមគុណៃន Q(x) ។

ចេម�យ 
េ�យ a,b,c ជរសឹបីេផ�ងគន ៃនពហុធ P(x) = x3 −10x2 + x−2017

�ម�ទឹស�ីបទែវយតេយងីបន


a+b+ c = 10
ab+bc+ ca = 1
abc = 2017

េ�យ Q(x) ជពហុធដឺេ�កទី ៣ មនេមគុណៃន x3 េសមីនឹង 1 េហយីមនរសឹ bc− a2,ca−
b2,ab− c2

េនះ Q(x) = (x−bc+a2)(x− ca+b2)(x−ab+ c2)

េនះ ផលបូកេលខេមគុណៃន Q(x) កំណត់េ�យ
S = Q(1) = (1−bc+a2)(1− ca+b2)(1−ab+ c2)

= (ab+bc+ ca−bc+a2)(ab+bc+ ca− ca+b2)(ab+bc+ ca−ab+ c2)

= (ab+ac+a2)(ab+bc+b2)(bc+ ca+a2)

= abc(a+b+ c)3 = 2017×103 = 2017000

ដូចេនះ S = 2017000
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សមគ ល់
ក) េបី P(x) = ax3 +bx2 + cx+d មនរសឹ x1,x2 និង x3 េយងីបន

P(x) = a(x− x1)(x− x2)(x− x3)

ខ) ផលបូកេលខេមគុណៃន P(x) គឺ
S = a+b+ c+d = P(1) = a(1− x1)(1− x2)(1− x3)

ល�ំត់ ៩១ 
កនុងចតុេកណ ABCD មន AB = 7,BC = 24,CD = 15,DA = 20 និង AC = 25 ។
�ងអងកត់�ទȪង AC និង BD កត់គន �តង់ E ។ រក�បែវង EC ។

ស�មយ 

A
B

E

C

D

រេបȢបទី ១
េយងីមន CD2 +DA2 = 152 +202 = 625 = 252 = AC2

េនះ △ACD ជ�តីេកណែកង�តង់ D
ដូចគន ែដរ AB2 +BC2 = 72 +242 = 625 = AC2

េនះ △ABC ជ�តីេកណែកង�តង់ B

េយងីបន ABCD ជចតុេកណចរកឹកនុងរង�ង់⇒△AEB ∼△DEC

វបិក AE
DE

=
BE
CE

=
AB
CD

=
7
15

ចំេពះ AE
DE

=
7

15
⇒ DE =

15
7

AE

ចំេពះ BE
CE

=
7

15
⇒ BE =

7
15

CE
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េយងីបន
BD = BE +DE

=
15
7

AE +
7

15
CE

=
15
7
(AC−CE)+

7
15

CE

=
15
7
(25−CE)+

7
15

CE

=
375
7

− 176
105

CE

រក�បែវង BD
កនុង�តីេកណ ABD មន BD2 = AB2 +AD2 −2AB×ADcosA

េ�យ cosA = cos(π −C) =−cosC =−152 +242 −BD2

2×15×24
េនះ

BD2 = 72 +202 +2×7×20× 152 +242 −BD2

2×15×24

= 449+7× 801−BD2

18

⇒BD2 − 5607−7BD2

18
= 449

⇒25BD2 = 13689

⇒BD =

√
13689

25
=

117
5

េយងីបន 375
7

− 176
105

CE =
117

5
⇒ 176

105
CE =

375
7

− 117
5

=
1056

35
េនះ CE =

1056
35

× 105
176

= 18

ដូចេនះ CE = 18

រេបȢបទី ២
េយងីមន 252 = 202 +152 និង 252 = 72 +242

េនះ AC2 = AD2 +DC2 = AB2 +BC2

េគបន ADC និង ABC ជ�តីេកណែកង�តង់ D និង B េរȢងគន
េនះ ABCD ជចតុេកណចរកឹកនុងរង�ង់
េយងីបន △ABE ∼△DCE
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វបិក AB
DC

=
AE
DE

⇒ AE =
7
15

DE (1)
េហយី △AED ∼△BEC

វបិក AD
BC

=
DE
EC

⇒ DE =
20
24

EC (2)
គុណ (1) និង (2) េយងីបន AE =

7
15

× 20
24

EC =
7
18

EC

េ�យ AE = AC−EC = 25−EC

េនះ 25−EC =
7
18

EC ⇒ 25
18

EC = 25 ⇒ EC = 18

ដូចេនះ EC = 18

ល�ំត់ ៩២
េគឲយស�ុ ីត (an) កំណត់េ�យ a1 = 1 និង an+1 =

an

1+nan
ចំេពះ ∀n ∈N ។ កំណត់

an ។

ចេម�យ 
េយងីមន a1 = 1 និង an+1 =

an

1+nan
ចំេពះ ∀n ∈ N⇒ an > 0,∀n ∈ N

េ�យ an+1 =
an

1+nan
េនះ 1

an+1
=

1+nan

an
=

1
an

+n

េគបន
1
a2

=
1
a1

+1

1
a3

=
1
a2

+1

...

1
an

=
1

an−1
+1

បូកអងគ និង អងគេយងីបន 1
an

=
1
a1

+1+2+ ...+(n−1) =
n(n−1)

2
+1

េនះ an =
1

n(n−1)
2 +1

=
2

n2 −n+2
ចំេពះ�គប់ n ∈ N

ល�ំត់ ៩៣ 
បង� ញថ

2n

∑
k=1

(2n)!
k

ជចំនួនគត់ និង
2n

∑
k=1

(2n)!
k

≡ 0( mod 2n+1) ។

ស�មយ 
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េយងីមន (2n)! = 2n× (2n−1)× ...×2×1
េនះ k|(2n)! ចំេពះ�គប់ k = 1,2n

េនះ (2n)!
k

ជចំនួនគត់ចំេពះ�គប់ k = 1,2n

ដូចេនះ
2n

∑
k=1

(2n)!
k

ជចំនួនគត់

បង� ញថ
2n

∑
k=1

(2n)!
k

≡ 0(mod2n+1)

ពិនិតយ
(2n)!

k
+

(2n)!
2n− (k−1)

= (2n)!
[

1
k
+

1
2n− (k−1)

]
= (2n)!× 2n− (k−1)+ k

k[2n− (k−1)]

= (2n)!× 2n+1
k[2n− (k−1)]

= (2n+1)× (2n)!
k[2n− (k−1)]

= (2n+1)× k[2n− (k−1)]m
k[2n− (k−1)

= (2n+1)m ែដលm ∈ N

េនះ (2n)!
k

+
(2n)!

2n− (k−1)
ែចក�ច់នឹង 2n+1

េគបន
n

∑
k=1

(2n)!
k

+
(2n)!

2n− (k−1)
=

n

∑
k=1

(2n)!
k

+
n

∑
k=1

(2n)!
2n− (k−1)

=
n

∑
k=1

(2n)!
k

+
2n

∑
k=n+1

(2n)!
k

=
2n

∑
k=1

(2n)!
k

ែចក�ច់នឹង2n+1

េហតុេនះ
2n

∑
k=1

(2n)!
k

≡ 0( mod 2n+1)

សមគ ល់
ផលគុណៃន m ចំនួនគត់តគន ែចក�ច់នឹង m ។
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ល�ំត់ ៩៤ 
បង� ញថ (C0

n)
2 +(C1

n)
2 +(C2

n)
2 + ...+(C0

n)
2 =Cn

2n ។

ស�មយ 
ឧបមថកនុងថង់មួយមនឃ�ចីំនួន 2n កនុងេនះមនឃ�សីចំនួន n និង ឃ�េីǥម ចំនួន n

េបីេគេ�ជីសេរសីយក n ឃ�េីចញពីកនុងថង់ េនះចំនួនរេបȢបៃនករេ�ជីសេរសីគឺ Cn
2n (1)

មួយវញិេទȢត ករេ�ជីសេរសីេនះ�ចែចកេចញជករណីដូចខងេ�កម
ស 0 និង េǥម n មន C0

n ×Cn
n =C0

n ×C0
n = (C0

n)
2

ស 1 និង េǥម n−1 មន C1
n ×Cn−1

n =C1
n ×C1

n = (C1
n)

2

...
ស n និង េǥម 0 មន Cn

n ×C0
n =Cn

n ×Cn
n = (Cn

n)
2

េយងីបនចំនួនរេបȢបៃនករេ�ជីសេរសីគឺ (C0
n)

2 +(C1
n)

2 +(C2
n)

2 + ...+(Cn
n)

2 (2)
�ម (1) និង (2) េយងីបន (C0

n)
2 +(C1

n)
2 +(C2

n)
2 + ...+(Cn

n)
2 =Cn

2n

ល�ំត់ ៩៥ 
េគឲយ a,b,c ជចំនួនពិត និង λ ជចំនួនពិតវជិជមនែដលពហុធ f (x) = x3 + ax2 +

bx+ c មនរសឹ x1,x2 និង x3 ជចំនួនពិតបំេពញលកខខណ�
ក) x2 − x1 = λ

ខ) x3 >
1
2
(x1 + x2) ។

រកតៃម�អតិបរមៃន 2a3 +27c−9ab
λ 3 ។

ស�មយ 
�ង S =

2a3 +27c−9ab
λ 3

េយងីមន f (x) = x3 +ax2 +bx+ c
េនះ

f
(
−1

3
a
)
=− a3

27
+

a3

9
− ab

3
+ c

=
2a3 +27c−9ab

27

េ�យ x1,x2 និង x3 ជរសឹៃន f (x)⇒ f (x) = (x− x1)(x− x2)(x− x3)
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េនះ

f
(
−1

3
a
)
=

(
−1

3
a− x1

)(
−1

3
a− x2

)(
−1

3
a− x3

)
=−

(
1
3

a+ x1

)(
1
3

a+ x2

)(
1
3

a+ x3

)

េនះ −
(

1
3

a+ x1

)(
1
3

a+ x2

)(
1
3

a+ x3

)
=

2a3 +27c−9ab
27

េគបន
2a3 +27c−9ab

λ 3 =−
27
( 1

3 a+ x1
)( 1

3 a+ x2
)( 1

3 a+ x3
)

λ 3

⇒ S =−
27
( 1

3 a+ x1
)( 1

3 a+ x2
)( 1

3 a+ x3
)

λ 3

�ង ui =
1
3
+ xi េនះ ui េǷែតេផទȣងផទ ត់លកខខណ� ក និង ខ ដែដល

េ�យ u2 −u1 = λ > 0 ⇒ u2 > u1
និង

u1 +u2 +u3 =
a
3
+ x1 +

a
3
+ x2 +

a
3
+ x3

= a+ x1 + x2 + x3 = a−a = 0
⇒ u1 +u2 =−u3

ម៉យងេទȢត u3 >
1
2
(u1 +u2)⇒ u3 >−1

2
u3 ⇒ u3 > 0 ⇒ u1 +u2 < 0

េនះយ៉ងេ�ច�ស់មួយកនុងចំេ�ម u1 និង u2 ជចំនួនអវជិជមន
េគបន u1 < 0 < u2 រ ឺu1 < u2 < 0
េយងីបន

S =−27u1u2u3

λ 3

=
27u1u2(u1 +u2)

(u2 −u1)3

= 27
(
− u1

u2 −u1

)(
u2

u2 −u1

)(
−u1 +u2

u2 −u1

)

េបី u1 < u2 < 0 េគបន S ជចំនួនអវជិជមន
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េបី u1 < 0 < u2 យក v1 =− u1

u2 −u1
,v2 =

u2

u2 −u1
⇒ v1 − v2 =−u2 +u1

u2 −u1

និង v1 + v2 = 1 េយងីបន
S = 27v1v2(v1 − v2) = 27v2(1− v2)(1−2v2)

= 27(v2 − v2
2)(1−2v2) = 27

√
(v2 − v2

2)(v2 − v2
2)(1−2v2)2

= 27
√

(v2 − v2
2)(v2 − v2

2)(1−4v2 +4v2
2)

= 27

√
1
2
(v2 − v2

2)(v2 − v2
2)

(
1
2
−2v2 +2v2

2

)

≤ 27

√√√√1
2

(
v2 − v2

2 + v2 − v2
2 +

1
2 −2v2 +2v2

2
3

)3

= 27

√
1
2

(
1
6

)3

=
3
√

3
2

ដូចេនះ max(S) =
3
√

3
2

ល�ំត់ ៩៦ 
េគឲយ a,b,c,x,y និង z ជចំនួនពិតវជិជមនែដលបំេពញលកខខណ� cy+ bz = a,az+

cx = b និង bx+ay = c ។ រកតៃម�តូចបំផុតៃនអនុគមន៍ f (x,y,z) = x2

1+ x
+

y2

1+ y
+

z2

1+ z
។

ចេម�យ 
�មប�មប់ cy+bz = a,az+ cx = b និង bx+ay = c
េយងីបន

b(az+ cx−b)+ c(bx+ay− c)−a(cy+bz−a) = 0

⇒ 2bcx+a2 −b2 − c2 = 0

⇒ x =
b2 + c2 −a2

2bc

ដូចគន ែដរេយងីបន y =
a2 + c2 −b2

2ac
និង z =

a2 +b2 − c2

2ab
េ�យ a,b,c,x,y និង z ជចំនួនពិតវជិជមន�ច់ខត
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េនះ a2 +b2 > c2,b2 + c2 > a2 និង c2 +a2 > b2

េយងីបន a+b > c,b+ c > a និង c+a > b
េនះមនន័យថេយងី�ចរកបន�តីេកណមំុ�សȫចែដលមនរង� ស់�ជȩង a,b និង c ែដលបំេពញ
លកខខណ�

cosA = x =
b2 + c2 −a2

2bc

cosB = y =
c2 +a2 −b2

2ca

cosC = z =
a2 +b2 − c2

2ab

េគបន f (x,y,z) =
cos2 A

cosA+1
+

cos2 B
cosB+1

+
cos2 C

cosC+1
យក u = cotA,v = cotB និង w = cotC េនះ u,v,w > 0
េគបន uv+ vw+wu = 1
េនះ u2 +1 = u2 +uv+ vw+wu = (u+ v)(u+w)
ដូចគន ែដរ v2 +1 = (u+ v)(v+w) និង w2 +1 = (u+w)(v+w)

ម៉យងេទȢត cos2 A =
1

1+ tan2 A
=

1
tan2 A
1

tan2 A +1
=

u2

u2 +1

ដូចគន ែដរ cos2 B =
v2

v2 +1
និង cos2 C =

w2

w2 +1
ពិនិតយ

cos2 A
cosA+1

=

u2

u2+1
u√

u2+1
+1

=
u2

√
u2 +1(

√
u2 +1+u)

=
u2(

√
u2 +1−u)√
u2 +1

= u2
(

1− u√
u2 +1

)
= u2 − u3√

(u+ v)(u+w)

≥ u2 − u3

2

(
1

u+ v
+

1
u+w

)
(1)
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��យដូចគន េយងីបន cos2 B
1+ cosB

≥ v2 − v3

2

(
1

u+ v
+

1
v+w

)
(2)

និង cos2 C
1+ cosC

≥ w2 − w3

2

(
1

u+w
+

1
v+w

)
(3)

បូក (1), (2) និង (3) េយងីបន

f (x,y,z)≥ u2 + v2 +w2 − 1
2

(
u3 + v3

u+ v
+

v3 +w3

v+w
+

w3 +u3

w+u

)
=

1
2
(uv+ vw+wu) =

1
2

សមភពេកីតេឡងីេពល u = v = w សមមូលនឹង a = b = c,x = y = z =
1
2

ដូចេនះ min[ f (x,y,z)] =
1
2

ល�ំត់ ៩៧ 
សរេសរផលបូក

n

∑
k=0

(−1)k

k3 +9k2 +26k+24
Ck

n ជ�ង
p(n)
q(n)

ែដល p និង q ជពហុធ

ែដលមនេមគុណជចំនួនគត់ ។

ស�មយ 
េយងីមន

n

∑
k=0

(−1)k

k3 +9k2 +26k+24
Ck

n =
n

∑
k=0

(−1)k

(k+2)(k+3)(k+4)
Ck

n

=
n

∑
k=0

(−1)k k+1
(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)

Ck+4
n+4

=
1

(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)

n+4

∑
k=4

(−1)k(k−3)Ck
n+4

107



េ�យ

n+4

∑
k=0

(−1)k(k−3)Ck
n+4 =

n+4

∑
k=0

(−1)kkCk
n+4 −3

n+4

∑
k=0

(−1)kCk
n+4

=
n+4

∑
k=1

(−1)kkCk
n+4 −3(1−1)n+4

= (n+4)
n+4

∑
k=1

(−1)kCk−1
n+3

= (n+4)(1−1)n+3 = 0

េនះ

n+4

∑
k=4

(−1)k(k−3)Ck
n+4

=−
3

∑
k=0

(−1)k(k−3)Ck
n+4

= 3C0
n+4 −2C1

n+4 +C2
n+4

=
(n+1)(n+2)

2

ដូចេនះ
n

∑
k=0

(−1)k

k3 +9k2 +26k+24
Ck

n =
1

2(n+3)(n+4)

ល�ំត់ ៩៨ 
�តីេកណ ABC មួយមនរង� ស់�ជȩង a,b,c េហយី ha,hb និង hc ជរង� ស់កមពស់គូស
េចញពីកំពូល A,B និង C េរȢងគន ។ យក da,db និង dc ជចមង យពីអរតូសង់េǵកន់
កំពូល A,B និង C េរȢងគន ។ បង� ញថ hada +hbdb +hcdc =

a2 +b2 + c2

2
។

ចេម�យ 
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A

F

B D C

H

E

យក D,E,F ជចំេ�លែកងៃន A,B,C េលី�ជȩង [BC], [CA], [AB] េរȢងគន
េហយី H ជអរតូសង់ៃន�តីេកណេនះ
េយងីបន △ACD ∼△AHE

វបិក AC
AH

=
AD
AE

=
CD
HE

⇒ AD×AH = AE ×AC = b×AE
⇒ hada = b×AE
ដូចគន ែដរ △ABD ∼△AHF

វបិក AB
AH

=
AD
AF

=
BD
HF

⇒ AD×AH = AF ×AB = c×AF
⇒ hada = c×AF (2)

បូក (1) និង (2) េគបន hada =
AE ×b+AF × c

2
��យដូចគន េគបន hbdb =

BF × c+BD×a
2

និង hcdc =
CD×a+CE ×b

2
េយងីបន

hada +hbdb +hcdc =
a2 +b2 + c2

2

=
1
2
(AE ×b+AF × c+BF × c+BD×a+CD×a+CE ×b)

=
1
2
[(BD+CD)a+(CE +AE)b+(AF +BF)c]

=
a2 +b2 + c2

2
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ល�ំត់ ៩៩ 
េគឲយ a,b,c ជចំនួនពិតវជិជមនែដលបំេពញលកខខណ� a+b+ c ≥ abc ។
បង� ញថ a2 +b2 + c2 ≥ abc ។

ស�មយ 
េយងីនឹង��យបȦជ ក់េ�យេ�បីករ��យបȦជ ក់ផទុយពីករពិត
ឧបមថ a2 +b2 + c2 < abc
េនះ a2 < abc េ�យ a,b,c > 0 ⇒ a < bc
ដូចគន ែដរ b < ca និង c < ab
េយងីបន a+b+ c < ab+bc+ ca ផទុយពីករពិត
ដូចេនះ a2 +b2 + c2 ≥ abc

ល�ំត់ ១០០ 
កំណត់ចំនួនគត់ធមមជតិ a,b និង c េដីមីបឲយសមីករ
x2 −2ax+b = 0
x2 −2bx+ c = 0
x2 −2cx+a = 0 មនរសឹជចំនួនគត់ធមមជតិ ។

ស�មយ 
សមីករ
x2 −2ax+b = 0
x2 −2bx+ c = 0
x2 −2cx+a = 0 មនឌីស�គីមីណង់ a2 −b,b2 − c និង c2 −a េរȢងគន
េ�យសមីករទងំបីមនរសឹជចំនួនគត់ធមមជតិ េនះ a2 − b,b2 − c និង c2 − a សុទធែតជ
កេរ�បកដ
េគបន a2 −b ≤ (a−1)2 េនះ b ≥ 2a−1 (1)
��យដូចគន េគបន c ≥ 2b−1 (2)
និង a ≥ 2c−1 (3)
�ម (1), (2) និង (3) េយងីបន a ≥ 8a−7 ⇒ a ≤ 1
ដូចេនះ (a,b,c) = (1,1,1)
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ល�ំត់ ១០១ 
េគឲយស�ុ ីត Fibonacci( fn) កំណត់េ�យ f0 = 0, f1 = 1 និង fn+1 = fn−1+ fn ចំេពះ
�គប់ n ≥ 1 ។ បង� ញថ
1. f1 + f2 + ...+ fn = fn+2 +1

2. f1 + f3 + f5 + ...+ f2n−1 = f2n

3. f 2
1 + f 2

2 + ...+ f 2
n = fn fn+1

4. fn−1 fn+1 − f 2
n = (−1)n (សមភព Cassini )

5. xn = fnx+ fn−1 ចំេពះ x ែដលបំេពញលកខខណ� x2 = x+1

6. fn =
1√
5

[(
1+

√
5

2

)n

−

(
1−

√
5

2

)n]
(រូបមន� Binet )

7.
n

∑
k=0

Ck
n2k fk = f3n

8. fs+t = fs−1 ft + fs ft+1 ចំេពះ s ≥ 1 និង t ≥ 0 ។

ស�មយ 
1. f1 + f2 + ...+ fn = fn+2 +1
េយងីមន f0 = 0, f1 = 1 និង fn+1 = fn−1 + fn ចំេពះ�គប់ n ≥ 1
េនះ fn−1 = fn+1 − fn និង f2 = f0 + f1 = 0+1 = 1
េគបន

f1 = f3 − f2

f2 = f4 − f3

f3 = f5 − f4

...

fn = fn+2 − fn+1

បូកអងគ និង អងគេយងីបន f1 + f2 + ...+ fn = fn+2 − f2 = fn+2 −1

2. f1 + f3 + f5 + ...+ f2n−1 = f2n

េយងីមន f0 = 0, f1 = 1 និង fn+1 = fn−1 + fn ចំេពះ�គប់ n ≥ 1
េនះ fn = fn+1 − fn−1
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េគបន

f1 = f2 − f0

f3 = f4 − f2

f5 = f6 − f4

...

f2n−1 = f2n − f2n−2

បូកអងគ និង អងគេយងីបន f1 + f3 + f5 + ...+ f2n−1 = f2n − f0 = f2n

3. f 2
1 + f 2

2 + ...+ f 2
n = fn fn+1

េយងីមន fn−1 fn+1 = ( fn+1 − fn)( fn + fn−1) = fn+1 fn − f 2
n + fn+1 fn−1 − fn fn−1

េនះ f 2
n = fn+1 fn − fn fn−1

េគបន

f 2
1 = f2 f1 − f1 f0

f 2
2 = f3 f2 − f2 f1

f 2
3 = f4 f3 − f3 f2

...

f 2
n = fn+1 fn − fn fn−1

បូកអងគ និង អងគេយងីបន f 2
1 + f 2

2 + ...+ f 2
n = fn fn+1 − f0 = fn fn+1

4. fn−1 fn+1 − f 2
n = (−1)n

េយងីមន

fn−1 fn+1 − f 2
n = ( fn − fn−2)( fn + fn−1)− f 2

n

= f 2
n + fn fn−1 − fn−2 fn − fn−2 fn−1 − f 2

n

=− fn−2 fn + fn−1( fn − fn−2)

=− fn−2 fn + f 2
n−1

=−( fn−2 fn − f 2
n−1)

យក vn = fn−1 fn+1 − f 2
n េយងីបន vn = −vn−1 េនះ (vn) ជស�ុ ីតធរណីម�តែដល

មន v1 = f0 f2 − f 2
1 =−1 និង េរសុង q =−1

េគបន vn = v1qn−1 = (−1)(−1)n−1 = (−1)n

ដូចេនះ fn−1 fn+1 − f 2
n = (−1)n
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5. xn = fnx+ fn−1 ចំេពះ n ≥ 2 និង x ែដលបំេពញលកខខណ� x2 = x+1

េយងីនឹង��យបȦជ ក់សំេណីេនះេ�យេ�បីវចិរកំេណីន
ចំេពះ n = 2 េគបន xn = fnx+ fn−1 ⇔ x2 = f2x+ f1 = x2 +1 ពិត
ឧបមថសំេណីពិតចំេពះ n គឺ xn = fnx+ fn−1

េយងីនឹង��យបȦជ ក់ថសំេណីពិតចំេពះ n+1 គឺ xn+1 = fn+1x+ fn

េយងីមន
xn+1 = xnx = ( fnx+ fn−1)x

= fnx2 + fn−1x = fn(x+1)+ fn−1x

= x( fn + fn−1)+ fn

= x fn+1 + fn ពិត

ដូចេនះ xn = fnx+ fn−1

6. fn =
1√
5

[(
1+

√
5

2

)n

−

(
1−

√
5

2

)n]
សមីករ x2 = x+1 មនរសឹ x =

1+
√

5
2

និង 1− x =
1−

√
5

2
�មស�មយខងេលី xn = x fn + fn−1

និង (1− x)n = (1− x) fn + fn−1

េយងីបន xn − (1− x)n =
√

5 fn

ដូចេនះ fn =
1√
5

[(
1+

√
5

2

)n

−

(
1−

√
5

2

)n]

7.
n

∑
k=0

Ck
n2k fk = f3n

�មរូបមន� Binet េយងីបន
n

∑
k=0

Ck
n2k fk =

n

∑
k=0

Ck
n2k
[

xk − (1− x)k
√

5

]

=
1√
5

[
n

∑
k=0

2kxkCk
n −

n

∑
k=0

2k(1− x)kCk
n

]

=
1√
5
[(1+2x)n − (1+2(1− x)n)]

េ�យ x2 = x+1 េនះ 1+2x = x3
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ដូចគន ែដរ 1+2(1− x) = (1− x)3

េហតុេនះ
n

∑
k=0

Ck
n2k fk =

1√
5

[
x3n − (1− x)3n]= f3n

8. fs+t = fs−1 ft + fs ft+1 ចំេពះ s ≥ 1 និង t ≥ 0
េយងីចត់ទុក t េថរ េហយីេយងីនឹង��យសំេណីខងេលីេ�យេ�បីវចិរកំេណីនេលី s

ចំេពះ s = 1 េគបន fs+t = fs−1 ft + fs ft+1 សមមូលនឹង ft+1 = f0 ft + f1 ft+1 ពិត
េ�ពះ f0 = 0, f1 = 1
ចំេពះ s > 1 និង 1 ≤ k ≤ s−1 េយងីឧបមថ fs−k+t = fs−k−1 ft + fs−k ft+1

េយងីបន
fs+t = fs+t−1 + fs+t−2

= fs−1+t + fs−2+t

= fs−2 ft + fs−1 ft+1 + fs−3 ft + fs−2 ft+1

= ft( fs−2 + fs−3)+ ft+1( fs−1 + fs−2)

= ft fs−1 + ft+1 fsពិត

ដូចេនះ fs+t = fs−1 ft + fs ft+1 ចំេពះ s ≥ 1 និង t ≥ 0

ល�ំត់ ១០២ 
េគឲយ x1,x2, ...,xn ជចំនួនពិតវជិជមន និង S = x1 + x2 + ...+ xn ។ បង� ញថ (1+

x1)(1+ x2)...(1+ xn)≤ 1+S+
S2

2
+ ...+

Sn

n!
។

ស�មយ 
�មវសិមភព Cauchy េយងីបន

(1+ x1)(1+ x2)...(1+ xn)≤
[
(1+ x1)+(1+ x2)+ ...+(1+ xn)

n

]n

=

(
1+

S
n

)n

េហតុេនះេដីមីប��យបȦជ ក់វសិមភពខងេលី េយងី�គន់ែតបង� ញថ(
1+

S
n

)n

≤ 1+S+
S2

2!
+ ...+

Sn

n!
(*)

េ�យ
(

1+
S
n

)n

= 1+
n

∑
k=1

Ck
n

nk Sk
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េនះ (*) សមមូលនឹង
n

∑
k=1

(
1
k!

− Ck
n

nk

)
Sk ≥ 0 ពិត

េ�ពះ

nk − k!Ck
n = nk − k!× n!

(n− k)!k!

= nk − n!
(n− k)!

= nk − [n− (k+1)]...n ≥ nk −n×n...×n︸ ︷︷ ︸
k ដង

= 0

ដូចេនះ
(

1+
S
n

)n

≤ 1+S+
S2

2!
+ ...+

Sn

n!

ល�ំត់ ១០៣ 
កនុង�តីេកណ ABC មួយេគយក R ជករំង�ង់ចរកឹេ�ក និង r ជករំង�ង់ចរកឹកនុងៃន
�តីេកណ ABC ។ បង� ញថ r ≤ p

3
√

3
≤ R

2
ែដល p =

a+b+ c
2

ជកន�ះបរមិ�តៃន
�តីេកណ ABC ។

ស�មយ 
�មវសិមភព Cauchy េយងីបន 2p = a+b+ c ≥ 3 3√abc

េ�យ [ABC] =
abc
4R

= pr េនះ abc = 4prR

េយងីបន
2p ≥ 3 3

√
4prR

⇒8p3 ≥ 27(4prR)≥ 27(8pr2) េ�ពះR ≥ 2r

េគបន p ≥ 3
√

3r ⇒ r ≤ p
3
√

3
(1)

ម៉យងេទȢត sinA+ sinB+ sinC ≤ 3
√

3
2

េនះ a
2R

+
b

2R
+

c
2R

≤ 3
√

3
2

េយងីបន a+b+ c ≤ 3
√

3R

េនះ 2p ≤ 3
√

3R ⇒ p
3
√

3
≤ R

2
(2)

�ម (1) និង (2) េគបន r ≤ p
3
√

3
≤ R

2
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ល�ំត់ ១០៤ 
េគឲយ a,b និង c > 0 េហយីបំេពញលកខខណ� abc ≤ 1 ។
បង� ញថ a

c
+

b
a
+

c
b
≥ a+b+ c ។

ស�មយ 
េយងីមន a,b,c > 0 និង abc ≤ 1 ⇒ 1

ab
≥ c,

1
bc

≥ a និង 1
ca

≥ b

�មវសិមភព Cauchy េយងីបន 2a
c
+

c
b
=

a
c
+

a
c
+

c
b
≥ 3 3

√
a2

bc
≥ 3 3√

a2a = 3a

ដូចគន ែដរ 2b
a

+
a
c
≥ 3b និង 2c

b
+

b
a
≥ 3c

បូកអងគ និង អងគេយងីបន 3
(

a
c
+

b
a
+

c
b

)
≥ 3(a+b+ c)

ដូចេនះ a
c
+

b
a
+

c
b
≥ a+b+ c

ល�ំត់ ១០៥ 
េគឲយ n ចំនួនគត់វជិជមនេផ�ងគន a1,a2, ...,an ។
េ�យេ�បីសមភព 13 +23 + ...+n3 =

[
n(n+1)

2

]2

បង� ញថ (a7
1 +a7

2 + ...+a7
n)+(a5

1 +a5
2 + ...+a5

n)≥ 2(a3
1 +a3

2 + ...+a3
n)

2 ។

ស�មយ 
េយងីនឹង��យបȦជ ក់វសិមភពេនះេ�យេ�បីវចិរកំេណីន
េបី n= 1 វសិមភពែដល�តȪវ��យសមមូលនឹង a7

1+a5
1 ≥ 2a6

1 ⇔ a2
1+1≥ a2

1 ⇔ (a1−1)2 ≥
0 ពិត
ឧបមថសំេណីពិតចំេពះ n = k គឺ
(a7

1 +a7
2 + ...+a7

k)+(a5
1 +a5

2 + ...+a5
k)≥ 2(a3

1 +a3
2 + ...+a3

k)
2

េយងីនឹងបង� ញថសំេណីពិតចំេពះ n = k+1 គឺ
(a7

1 +a7
2 + ...+a7

k+1)+(a5
1 +a5

2 + ...+a5
k+1)≥ 2(a3

1 +a3
2 + ...+a3

k+1)
2

េ�យវសិមភពមនលកខណៈសីុេម�ទី WLOG ឧបមថ a1 < a2 < ... < ak+1
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ពិនិតយ

2(a3
1 +a3

2 + ...+a3
k+1)

2 −2(a3
1 +a3

2 + ...+a3
k)

2

= 2a6
k+1 +4a3

k+1(a
3
1 +a3

2 + ...+a3
k)

≤ 2a6
k+1 +4a3

k+1[1
3 +23 + ...+a3

1 + ...+a3
k + ...+(ak+1 −1)3]

= 2a6
k+1 +4a3

k+1 ×
(ak+1 −1)2a2

k+1

4
= 2a6

k+1 +a5
k+1(ak+1 −1)2

= 2a6
k+1 +a7

k+1 −2a6
k+1 +a5

k+1 = a7
k+1 +a5

k+1

េយងីបន

a7
2 +a5

2 ≥ 2(a3
1 +a3

2)
2 −2(a3

1)
2

a7
3 +a5

3 ≥ 2(a3
1 +a3

2 +a3
3)

2 −2(a3
1 +a3

2)
2

...

a7
k+1 +a5

k+1 ≥ 2(a3
1 +a3

2 + ...+a3
k+1)

2 −2(a3
1 +a3

2 + ...+a3
k)

2

បូកអងគ និង អងគេយងីបន
(a7

2 +a7
3 + ...+a7

k+1)+(a5
2 +a5

3 + ...+a5
k+1)≥ 2(a3

1 +a3
2 + ...+a3

k+1)
2 −2(a3

1)
2

េនះ

(a7
1 +a7

2 + ...+a7
k+1)+(a5

1 +a5
2 + ...+a5

k+1)

≥ 2(a3
1 +a3

2 + ...+a3
k+1)

2 +a7
1 +a5

1 −2(a3
1)

2

≥ 2(a3
1 +a3

2 + ...+a3
k+1)

2

ដូចេនះ (a7
1 +a7

2 + ...+a7
n)+(a5

1 +a5
2 + ...+a5

n)≥ 2(a3
1 +a3

2 + ...+a3
n)

2

ល�ំត់ ១០៦ 
េគឲយ 0 ≤ a ≤ b ≤ c ≤ d ≤ e និង a+b+ c+d + e = 1 ។
បង� ញថ ad +dc+ cb+be+ ea ≤ 1

5
។

ស�មយ 
េ�យ 0 ≤ a ≤ b ≤ c ≤ d ≤ e េនះ d + e ≥ c+ e ≥ b+d ≥ a+ c ≥ a+b
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�មវសិមភព Chebyshev េយងីបន
ad +dc+ cb+be+ ea

=
a(d + e)+b(c+ e)+ c(b+d)+d(a+ c)+ e(a+b)

2

≤ 1
2
(a+b+ c+d + e)([(d + e)+(c+ e)+(b+d)+(a+ c)+(a+b)]

5

=
(a+b+ c+d + e)(2a+2b+2c+2d +2e)

10

=
1
5
(a+b+ c+d + e)2 =

1
5

ដូចេនះ ad +dc+ cb+be+ ea ≤ 1
5

ល�ំត់ ១០៧ 
េគឲយ a,b,c > 0 និង m ជចំនួនគត់វជិជមន ។
បង� ញថ am

b+ c
+

bm

c+a
+

cm

a+b
≥ 3

2

(
a+b+ c

3

)m−1

។

ស�មយ 
WLOG ឧបមថ a ≥ b ≥ c េនះ 1

b+ c
≥ 1

c+a
≥ 1

a+b
និង am ≥ bm ≥ cm

�មវសិមភព Chebyshev េយងីបន
am

b+ c
+

bm

c+a
+

cm

a+b
≥ 1

3
(am +bm + cm)

(
1

b+ c
+

1
c+a

+
1

a+b

)
(1)

�មទ�មង់ Engel ៃនវសិមភព Cauchy-Schwarz េយងីបន
1

b+ c
+

1
c+a

+
1

a+b
≥ (1+1+1)2

(b+ c)+(c+a)+(a+b)

=
9

2(a+b+ c)

និង am +bm + cm

3
≥
(

a+b+ c
3

)m

(មធយមស�័យគុណ)

�ម (1) េយងីបន am

b+ c
+

bm

c+a
+

cm

a+b
≥
(

a+b+ c
3

)m

× 9
2(a+b+ c)

ដូចេនះ am

b+ c
+

bm

c+a
+

cm

a+b
≥ 3

2

(
a+b+ c

3

)m−1
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ល�ំត់ ១០៨
េគឲយ a,b,c > 0 ។ បង� ញថ a3

b+ c
+

b3

c+a
+

c3

a+b
≥ a2 +b2 + c2

2
។

ស�មយ 
�មលកខណៈសីុេម�ទី WLOG សនមតថ a ≤ b ≤ c ⇒ a3 ≤ b3 ≤ c3

េហយី a+b ≤ c+a ≤ b+ c ⇒ 1
b+ c

≤ 1
c+a

≤ 1
a+b

�មវសិមភព Rearrangement េយងីបន
a3

a+b
+

b3

b+ c
+

c3

c+a
≤ a3

b+ c
+

b3

c+a
+

c3

a+b
a3

c+a
+

b3

a+b
+

c3

b+ c
≤ a3

b+ c
+

b3

c+a
+

c3

a+b

បូកអងគ និង អងគេយងីបន a3 +b3

a+b
+

b3 + c3

b+ c
+

c3 +a3

c+a
≤ 2
(

a3

b+ c
+

b3

c+a
+

c3

a+b

)
(1)

ម៉យងេទȢត
x3 + y3

x+ y
=

(x+ y)(x2 − xy+ y2)

x+ y

=
x2 + y2

2
+

1
2
(x− y)2

≥ x2 + y2

2

⇒ a3 +b3

a+b
+

b3 + c3

b+ c
+

c3 +a3

c+a
≥ a2 +b2

2
+

b2 + c2

2
+

c2 +a2

2
= a2 +b2 + c2 (2)

�ម (1) និង (2) េយងីបន 2
(

a3

b+ c
+

b3

c+a
+

c3

a+b

)
≥ a2 +b2 + c2

ដូចេនះ a3

b+ c
+

b3

c+a
+

c3

a+b
≥ a2 +b2 + c2

2

ល�ំត់ ១០៩ 
េគឲយ a1,a2, ...,an ជ n ចំនួនគត់វជិជមនេផ�ងគន ។
បង� ញថ a1

2
+

a2

8
+ ...+

an

n2n ≥ 1− 1
2n។

ស�មយ 
េយងីតេ�មȢប a1,a2, ...,an �មលំ�ប់េកីនគឺ b1,b2, ...,bn ែដល b1,b2, ...,bn ជចម� ស់ៃន
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a1,a2, ...,an េហយី b1 < b2 < ... < bn

េនះ bn ≥ n េ�ពះ b1,b2, ...,bn ជ n ចំនួនគត់វជិជមនេផ�ងគន
�មវសិមភព Rearrangement េយងីបន

a1

2
+

a2

8
+ ...+

an

n2n ≥ b1

2
+

b2

8
+ ...+

bn

n2n

≥ 1
2
+

2
8
+ ...+

n
n2n

=
1
2
+

1
4
+ ...+

1
2n

= 1− 1
2n

ដូចេនះ a1

2
+

a2

8
+ ...+

an

n2n ≥ 1− 1
2n

ល�ំត់ ១១០ 
ក) កំណត់សំណល់េពល n2 ែចកនឹង 7 ។
ខ) េគឲយ n ជចំនួនគត់វជិជមន ។ បង� ញថ េបី 2+2

√
28n2 +1 ជចំនួនគត់ េនះ

�ជកេរ�បកដ ។

ស�មយ 
ក) កំណត់សំណល់េពល n2 ែចកនឹង 7
ចំេពះ n ∈ N េគបន n = 7k±1,7k±2 និង 7k±3
េបី n = 7k±1 េនះ n2 = (7k±1)2 ≡ 1(mod7)
េបី n = 7k±2 េនះ n2 = (7k±2)2 ≡ 4(mod7)
េបី n = 7k±3 េនះ n2 = (7k±3)2 ≡ 9 ≡ 2(mod7)
ដូចេនះ n2 ែចកនឹង 7 មនសំណល់ 1,2 រ ឺ4
ខ) បង� ញថ េបី 2+2

√
28n2 +1 ជចំនួនគត់ េនះ�ជកេរ�បកដ

�ង
2+2

√
28n2 +1 = m ⇒ 2

√
28n2 +1 = m−2

⇒ 4(28n2 +1) = (m−2)2

េគបន m ជចំនួនគត់គូ េនះ m = 2k,k ∈ N
េយងីបន

4(28n2 +1) = (2k−2)2 ⇒ 28n2 +1 = (k−1)2

⇒ 28n2 = k2 −2k
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⇒ k ជចំនួនគត់គូ េនះ k = 2l, l ∈ N
េយងីបន 28n2 = 4l2 −4l ⇒ 7n2 = l2 − l = l(l −1)

េ�យ GCD(l, l −1) = 1 ⇒

{
l = 7x2

l −1 = y2 រ ឺ
{

l = y2

l −1 = 7x2

ចំេពះ
{

l = 7x2

l −1 = y2 េនះ 7x2 −1 = y2 ⇒ y2 ≡−1 ≡ 3(mod7) មិនពិត

ចំេពះ
{

l = y2

l −1 = 7x2 េគបន m = 2k = 2(2l) = 4l = 4y2 = (2y)2 ជកេរ�បកដ

ដូចេនះ េបី 2+2
√

28n2 +1 ជចំនួនគត់ េនះ�ជកេរ�បកដ

ល�ំត់ ១១១ 
កំណត់ x,y និង z ∈ N ែដល x ≤ y ≤ z េហយី xy + yz = zx ។

ស�មយ 
ពិនិតយអនុគមន៍

f (x) =
lnx
x

⇒ f ′(x) =
(lnx)′x− (x)′ lnx

x2

=

( 1
x

)
x− lnx
x2

=
1− lnx

x2

េនះ f ′(x)< 0 ចំេពះ�គប់ x ≥ 3

េនះ f ជអនុគមន៍ចុះចំេពះ�គប់ x ≥ 3

េគបន lnn
n

>
ln(n+1)

n+1
⇒ n

1
n > (n+1)

1
n+1

េ�យ x ≤ y ≤ z ⇒ yz > zy > zx ចំេពះ y ≥ 3
ករណីេនះសមីករគម នរសឹ
េយងីបន y < 3 ⇒ y ∈ {1,2}
េបី y = 1 ⇒ x = 1 េនះ 1+1 = z1 ⇒ z = 2
េបី y = 2 ⇒ x ∈ {1,2}
ចំេពះ x = 1 ⇒ 1+2z = z មិន�ច េ�ពះ 2z > z

ចំេពះ x = 2 ⇒ 4+2z = z2 មិន�ច េ�ពះ 2z ≥ z2,∀z ≥ 4 េហយី z ∈ {2,3} មិនេផទȣងផទ ត់
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ដូចេនះ (x,y,z) = (1,1,2)

ល�ំត់ ១១២ 
េ�ះ��យសមីករ 3x +4y = 5z កនុងសំណំុចំនួនគត់វជិជមន ។

ស�មយ 
េយងីនឹងបង� ញថ x = y = z = 2 ជចេម�ីយែតមួយគត់ៃនសមីករ
េយងីមន 3x +4y ≡ 1(mod3) និង 5z ≡ (−1)z(mod3)
េយងីបន (−1)z ≡ 1(mod3)
េនះ z ជចំនួនគត់គូ⇒ z = 2k,k ∈ N
េហតុេនះ 3x +4y = 5z សមមូលនឹង

3x +4y = 52k

⇒52k −22y = 3x

⇒(5k −2y)(5k +2y) = 3x

េ�យ 5k−2y និង 5k+2y ែចកមិន�ច់នឹង 3 �ពមគន មនន័យថមនែតមួយគត់កនុងចំេ�ម
5k −2y និង 5k +2y ែចក�ច់នឹង 3 េ�ពះ (5k −2y)+(5k +2y) = 2×5k ែចកមិន�ច់នឹង 3
េយងីបន 5k +2y = 3x និង 5k −2y = 1
⇒ (−1)k +(−1)y ≡ 0(mod3) និង (−1)k − (−1)y ≡ 1(mod3)
េនះ 2(−1)k ≡ 1(mod3) និង 2(−1)y ≡−1(mod3)
េយងីបន k ជចំនួនគត់េសស និង y ជចំនួនគត់គូ
េបី y > 2 េនះ 2y ≡ 0(mod8) និង 5k ≡ 5(mod8) ចំេពះ k ជចំនួនគត់េសស
េយងីបន 5k +2y ≡ 5(mod8)
⇒ 3x ≡ 5(mod8) មិនពិត េ�ពះ 3x ≡ 1 រ ឺ3(mod8)
េនះ y = 2 ⇒ 5k −2y = 1 សមមូលនឹង 5k −22 = 1 ⇒ 5k = 5 ⇒ k = 1
េគបន z = 2
េនះ 3x +42 = 52 ⇒ x = 2
ដូចេនះ (x,y,z) = (2,2,2)ជចេម�ីយ
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ល�ំត់ ១១៣
កនុង�តីេកណ ABC មួយេគយក la =

ma

Ma
, lb =

mb

Mb
និង lc =

mc

Mc
ែដល ma,mb,mc

ជ�បែវងកន�ះបនទ ត់ពុះមុំែដលគូសេចញពីកំពូល A,B,C េហយី Ma,Mb,Mc ជ�បែវង
អងកត់ែដលជ�បសព�រ�ងកន�ះបនទ ត់ពុះមុំ A,B,C នឹងរង�ង់ចរកឹេ�ក�តីេកណ ABC ។
បង� ញថ la

sin2 A
+

lb
sin2 B

+
lc

sin2 C
≥ 3 ។

ស�មយ 

A

B

C

A′

D

យក [AD)ជកន�ះបនទ ត់ពុះមុំៃន ∠A េហយី [AD) �បសព�រង�ង់ចរកឹេ�ក�តីេកណ ABC �តង់
A′

អនុវត��ទសឹ�ីបទសីុនុសកនុង�តីេកណ ABA′

េយងីបន AB
sin∠BA′A

=
AA′

sin∠ABA′

េ�យ ∠AA′B = ∠C (មុំចរកឹ�ក ត់ធនូរមួ)
∠ABA′ = π − A

2
−∠AA′B = π − A

2
−C = B+A− A

2
= B+

A
2

េនះ AB
sinC

=
MA

sin
(
B+ A

2

) ⇒ MA =
ABsin

(
B+ A

2

)
sinC

អនុវត��ទឹស�ីបទសីុនុសកនុង�តីេកណ ABD

េយងីបន AB
sin∠ADB

=
AD

sinB

េ�យ ∠ADB = π −
(

A
2
+B
)
⇒ sin∠ADB = sin

(
B+

A
2

)
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េនះ AB
sin
(
B+ A

2

) = ma

sinB
⇒ ma =

ABsinB
sin
(
B+ A

2

)
េយងីបន

la =
ma

Ma
=

ABsinB
sin(B+ A

2 )
ABsin(B+ A

2 )
sinC

=
ABsinB

sin
(
B+ A

2

) × sinC
ABsin

(
B+ A

2

)
=

sinBsinC
sin2 (B+ A

2

)

េនះ la ≥ sinBsinC េ�ពះ sin2
(

B+
A
2

)
≤ 1

��យដូចគន lb ≥ sinC sinA និង lc ≥ sinAsinB
េយងីបន

la
sin2 A

+
lb

sin2 B
+

lc
sin2 C

≥ sinBsinC
sin2 A

+
sinC sinA

sin2 B
+

sinAsinB
sin2 C

≥ 3

√(
sinBsinC

sin2 A

)(
sinC sinA

sin2 B

)(
sinAsinB

sin2 C

)
= 3

ដូចេនះ la
sin2 A

+
lb

sin2 B
+

lc
sin2 C

≥ 3

ល�ំត់ ១១៤ 
កន�ះបនទ ត់ពុះមុំទងំបីៃនមំុ A,B,C ៃន�តីេកណ ABC កត់រង�ង់ចរកឹេ�ក�តីេកណ
ABC �តង់ចំណុច P,Q និងR េរȢងគន ។ បង� ញថ AP+BQ+CR > AB+BC+CA។

ស�មយ 
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A

B

C

R

P

Q

េ�យ ∠ABQ = ∠QBC (មំុចរកឹ�ក ត់ធនូរមួ)
េនះ AQ = QC
�ម�ទឹស�ីបទកូសីុនុសេយងីបន AQ2 = AB2 +BQ2 −2AB×BQ× cos∠ABQ
និង CQ2 = BC2 +BQ2 −2CQ×BQ× cos∠CBQ
ដក (1) និង (2) េយងីបន 0 = AB2 −BC2 −2BQ× (AB−BC)cos∠ABQ
េនះ (AB−BC)(AB+BC−2BQcos∠ABQ) = 0
េបី AB ̸= BC េគបន AB+BC−2BQcos∠ABQ = 0
េនះ AB+BC = 2BQcos∠ABQ < 2BQ េ�ពះ cos∠ABQ < 1

េបី AB = BC េនះ [BQ]ជអងកត់ផចិតៃនរង�ង់ចរកឹេ�ក�តីេកណ ABC
េយងីបន AB+BC = 2AB < 2BQ
សរុបមក AB+BC < 2BQ
��យដូចគន េយងីបន BC+CA < 2CR និង CA+AB < 2AP

បូកវសិមភពទងំបីេយងីបន 2(AB+BC+CA)< 2(AP+BQ+CR)
ដូចេនះ AP+BQ+CR > AB+BC+CA

ល�ំត់  ១១៥
េគឲយ ABC ជ�តីេកណែកង�តង់ C ។ កន�ះបនទ ត់ពុះមុំៃន ∠BAC និង ∠ABC កត់
[BC] និង [CA] �តង់ P និង Q េរȢងគន ។ យក M និង N ជចំេ�លែកងៃន P និង Q

េលី [AB] េរȢងគន ។ គណន ∠MCN ។

ស�មយ 

125



A

Q

C

L

M

BP

N

េ�យ [AP)ជកន�ះបនទ ត់ពុះមុំៃន ∠BAC េនះ PC = PM
េគបន △PCM ជ�តីេកណសមបត
វបិក ∠PCM = ∠PMC (1)
យក [CL]ជកមពស់ៃន�តីេកណ ACB
េនះ [PM]//[CL]
⇒ ∠MCL = ∠PMC (មំុឆ� ស់កនុង) (2)

�ម(1) និង (2) េយងីបន ∠PCM = ∠PMC = ∠MCL
ដូចគន ែដរ ∠QCN = ∠NCL
េយងីបន

∠ACB = ∠MCN +∠ACN +∠MCB

= ∠MCN +∠NCL+∠MCL

= ∠MCN +∠MCN

= 2∠MCN

េគបន ∠MCN =
1
2
∠ACB =

1
2

90◦ = 45◦

ដូចេនះ ∠MCN = 45◦
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