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អរម�ក 

   សសួ�ីមតិ �អ�កសិក្សោជាទី�សឡាញ់ រាប 

េសៀវេ� ១០៤ លំហាត់អនុ គមន៍ រ្ត�េកាណេ្រជ�សេ រ�ែដលេលាកអ� 
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េយើងខ�ុ បំានេ្រជ�សេរ�សលំហាត់ពិ េសសៗមកេធ�ើដំេណាះតាមរេបៀ 
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១០៤ លហំតេ្រជសេរ  

១-េដយដឹងថ
5tan

12
α =   និង  o o0 90< α <    ។ 

ចូរគណនាតៃម�ៃនcos , sinα α   និង cotα   ។ 

២-ចូរគណនា 4 2 4 2A sin x 4cos x cos x 4sin x= + + +  

               2 2B (asin x bcos x) (acos x bsin x)= + + −  

៣-េគដឹងថា
41sin x cos x
29

+ =   ។ 

ចូរគណនាផលគុណsin x.cos x   រចួទញរកsin x   និង  cos x  ។ 

៤-េគដឹងថាtan x cot x a+ =   ែដល  o0 x 90< <   និង a 2≥ ។ 

ចូរគណនា 3 3tan x cot x+  ជាអនុគមន៍ៃនa   ។ 

៥-ដឹងថា
m n pcosa , cosb , cosc

n p p m m n
= = =

+ + +  

ចូរគណនាកេន្ ៖ 

2 2 2

2 2 2

sin a sin b sin cM
2 2cosa sin a 2 2cosb sin b 2 2cosc sin c

= + +
+ − + − + −
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៦-ចំេពះ្រគបx IR∈   ចូរ្រសយប ��ក់សម ៖ 

ក. 6 6 2 2sin x cos x 1 3sin xcos x+ = −  

ខ. 8 8 4 4 4 41 1 1 1(sin x cos x) (sin x cos x) sin xcos x
4 2 4 2

+ − + + =  

៧-េគដឹងថា btan x , a 0 ,b 0
a

= > >   ។ 

ចូរ្រសយ
4 4cos x sin x 1

a b a b
+ =

+  

៨-េគដឹងថា 3 btan , a 0 , b 0
a

ϕ = ≠ ≠   ។   

ចូរ្រសយប ��កថ
4 4

3 3 3 32 2 2 2

cos sin 1

a b a b

ϕ ϕ
+ =

+
 

៩-េគឲ្យ
4 4cos x sin x 1

a b a b
+ =

+
  

ែដល a 0 , b 0 , a b 0≠ ≠ + ≠ ។ 

ចូរ្រសយប ��ក់
10 10

4 4 4
cos x sin x 1

a b (a b)
+ =

+
 ។ 



១០៤ អនគុមន៍្រតីេកណមា្រតេ្រ ជ 
 

 

េរៀបេរៀងេដយ លឹម ផល�ុ Page 3 

 

១០-េគឲ្យ a b ccos , cos , cos
b c c a a b

α = β = γ =
+ + +

 

ចូរ្រសយ 2 2 2tan tan tan 1
2 2 2
α β γ
+ + =  ។ 

១១-ចូរបង �ញថtan 3a tan 2a tana tan 3atan 2atana− − =   

ែដល  ka
2
π

≠  ្រគប់ចំនួនគត់ រឺ ឡាទីហk  ។ 

១២-េគឱ្យa ; b ; c ; d  និង x  ជាចំនួពតិេផ��ងផា�ត  ថ៖  

sin x sin 2x sin 3x sin4x
a b c d

= = =    ែដល x k ; k Z≠ π ∈  

ចូរបង �ញថា 3 2 2 4a (4b d ) b (3a c)− = −     

១៣-េគឱ្យ )c o( s i n1)( xx
k

xf kk
k +=  ែដល  . .;3;2;1=k  

ចូរបង �ញថ 1
1)()( 64 =− xfxf   ។   
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១៤-េគឱ្យ dcba ,,,  ជាចំនួនេនក�ុងចេនា  ];0[ π  េដយដឹង 





+=+
+=+

)c o2( c o s4c o s7c o s
)s i2( s i n4s i n7s i n

dcba
dcba

  

ចូរបង �ញថ )c o7)c o s (2 cbda −=−    ។ 

១៥-ចូរ្រសយប ��ក់ 2 2| acos x bsin x | a b+ ≤ +   

១៦-ចូរបង �ញ ថ៖  

2

2
ba1)xc o sbx) ( s i nxc o sax( s i n 





 +

+≤++
 

១៧-ចូរបង �ញថ ( ) 2a b1 1 1 2ab
sin x cos x

   + + ≥ +   
   

  

ចំេពះ្រគបa 0 , b 0 , 0 x
2
π

> > < < ។ 

១៨-េគឲ្យx , y , z  ជាចំនួនពិតែដលេផ��ងផ ា�ត់លក�ខ័ណ� 

cos x cos y cos z 0+ + =  និង cos 3x cos 3y cos 3z 0+ + =  

ចូរបង �ញថcos 2xcos 2y cos 2z 0≤   ។ 
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១៩-ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិx ចូរ្រសយប ��ក់ 

4 4sin x cos x 1
a b a b

+ ≥
+

    ; (a 0 , b 0 )> >  

២០-េគឲ្យអនុគមន៍

2 2 2 2f (x) asin x bcos x c acos x bsin x c= + + + + +    

ែដល a , b , c  ជាបីចំនួនពិត វិ ជ�មាន 

ចូរ្រសយ
a ba c b c f (x) 2 c

2
+

+ + + ≤ ≤ +  

រចួប��ក់តៃម�អត បិរមា និង អប្បបរមាf (x)  ។ 

២១-េគមានអនគមន៍ 

2 2
2 2

2 2
1 1f (x) sin x cos x

sin x cos x
   

= + + +   
   

 

ចូររកតៃម�តចបផំុតៃនអនុគមនេ៍នះ ។ 
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២២-េគឲ្យx  ជាចំនួនពិតែដល 260x 71x 21 0− + <  ។ 

ចូរបង ញថា sin 0
3x 1
π  < − 

   ។ 

២៣-េគឲ្យθ  ជាចំនួនពិតែដល0
2
π

< θ <   ។ 

ចូរបង �ញថា( ) ( )cos sinsin cos 1θ θθ + θ >   

២៤-ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិx (0, )
4
π

∈   

ចូរបង �ញថា cos x sin x(cos x) (sin x)>  

២៥-េគមាននុគមន៍ f  ែដលចំេពះ្រគបx IR∈   

េគមានf (x) 2f ( x) 3cos x sin x+ − = −   ។ 

ចូរ្រសយf (x) 2≤  ចំេពះ្រគបx IR∈  

២៦-េគឲ្យអនុគមន៍ ៖ 

( ) ( )2 2f (x;y ) acos x bcos y asin x bsin y= + + + ,a 0 , b 0> >  

ចំេពះ្រគបx; y IR∈  បង �ញថ 2f (x;y) (a b)≤ +  ។ 
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២៧-ក. ចូរគណនាតៃម�្របាកដsin
10
π  និង cos

10
π  

ខ. ចូរ្រសយ 2 2 2 2 2x (x y) 4(x y )sin
10
π

+ − ≤ +   

្រគប់ចំនួនx,y IR∈   ។ 

២៨-េគឱ្យអនុគមន៍

2 2f (x) 4(tan x cot x) 12(tan x cot x) 9= + − + +   

ែដល x ( 0 , )
2
π

∈  ។ចូររកតៃម�តចបផំុតៃនអនុគមន៍ f (x)   ។ 

២៩-ចូរគណនា 3 3 34 7S cos cos cos
9 9 9
π π π

= − +  

៣០-េគឲ្យ0 a
2
π

< <  និង 0 b
2
π

< <  ។ 

ចូរបង �ញថ
2 22 2sin a cos a 1

sinb cosb
   

+ =      
   

 លុះ្រតែa b=   ។ 

៣១-គណនា o o oP cos 20 cos40 cos80=  
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៣២-បង �ញ ថ៖  

      

1 1 3 1 9 1 27 1( cos )( cos )( cos )( cos )
2 20 2 20 2 20 2 20 16

π π π π
+ + + + =     

៣៣-ចូរបង �ញថ 

        3 5 7 9 1cos cos cos cos cos
11 11 11 11 11 2
π π π π π
+ + + + =  

៣៤-គណនាតៃម�ៃនផលគុណ 

       
o o o oP (1 cot1 )(1 cot 2 )(1 cot 3 ).....(1 cot 44 )= − − − −  

៣៥-ចូរគណនាតៃម�ផលគុ ថ៖  

      
o o oP ( 3 tan1 )( 3 tan 2 ).....( 3 tan 29 )= + + +  

៣៦-ចូរគណនា 2 2 22 4S sin sin sin
7 7 7
π π π

= + +   

៣៧-ចូរគណនា 2 4 8S sin sin sin
7 7 7
π π π

= + +    

៣៨-ចូរ្រសប��ក់ ថា 

      
3 n 2 n 1n n n8cos 4( 1) cos 4cos ( 1) 0 , n IN

7 7 7
+π π π

+ − − + − = ∀ ∈  
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៣៩-េគឲ្យកេន្ 

3 3 33 5S cos cos cos
7 7 7
π π π

= + +  និង  4 4 43 5T cos cos cos
7 7 7
π π π

= + +    

ក.ចូរ្រសយថាបីចំ
3 5cos , cos , cos

7 7 7
π π π ជាឬសរបស់សម ក 

 3 2(E) : 8x 4x 4x 1 0− − + =   ។ 

ខ.ទញរកតៃម�  

     

3 5M cos cos cos
7 7 7

3 3 5 5N cos cos cos cos cos cos
7 7 7 7 7 7

π π π
= + +

π π π π π π
= + +

 

និង  3 5P cos cos cos
7 7 7
π π π

=  ។ 

គ.គណនា 2 2 23 5Q cos cos cos
7 7 7
π π π

= + +  រចួរកតៃម� S និងT  ។ 

៤០-ចូរបង �ញ៖     

7 7 72 4 63cos x cos (x ) cos (x ) cos 3x
3 3 64
π π

+ + + + =    

ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិx  ។ 
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៤១-េគដឹងថា cos x cos y cos z sin x sin y sin z a
cos(x y z) sin(x y z)
+ + + +

= =
+ + + +

  

ចូរ្រសយcos(x y) cos(y z) cos(z x) a+ + + + + =  

៤២-ចូរកំនត់្រគប់តៃម�x  ក�ុងចេនា�ះ ]0; [
2
π  េដយដឹងថា 

     

3 1 3 1 4 2
sin x cos x
− +

+ =  

៤៣-េដះ្រសយសមីក 

       
6 4 2 264x 112x 56x 7 2 1 x− + − = −  ។  

៤៤-េដះ្រសយសមីក 

      
6 2 3 2 3 2 3tan x (tan x 1) (tan x 2) (tan x 3)+ + + + = +      

៤៥-េដះ្រសយសរ ៖ 

       
4sin (x ) cos (x ) 3 2 2

4 12
π π

+ + = +  
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៤៦-១.ចូរ្រសយប ��ក់រូបមន� 

cos(n 1)x 2cos xcos(nx) cos(n 1)x , x IR , n IN+ = − − ∈ ∈  

២.អនុវត�ន៍ ៖ ចូរសរេសរ cos7x ជាអនុគមន៍ៃនcos x ។ 

៣.េដះ្រសយសមីក 

 7 5 3128cos x 244cos x 112cos x 14cos x 1 0− + − − =   ។ 

៤៧-ក.ចូរគណនាតៃម�្របាកដtan
8
π    

ខ.េដះ្រសយសមី

2 2sin x 2 sin x.cos x ( 2 1) cos x 0− + − =   

គ.ចូរេដះ្រសយសមី tan x 2 1 1
1 ( 2 1) tan x 3

+ −
=

− −
    

៤៨-ក.ចូរគណនាតៃម�្របាកដcos
12
π  និង 

7cos
12
π  

      ខ.ចូរេដះ្រសយ្របព័ន�សម៖ 
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3 2

2 3

2 3 6cos x 3cos xcos y
8

2 3 63cos xcos y cos y
8

 +
+ =


− + =

  

៤៩-ក.ចូរ្រសយប ��ក់ 6 6 5 3sin x cos x cos4x
8 8

+ = +  

ខ.ចូរេដះ្រសយសមី 3 3 2 313 1(sin x cos x) sin 2x
16 4

+ = +   

៥០-មានសម ករដឺេ្រកទីពី 

2 1 2(E) : x ( 2) x 1 0
cos 3

+ − + − =
φ

ែដល 0
2
π

≤ φ <   

េគឧបមាថាសមីក(E)  មានឬសពីតងេដtana និង tanb   

ក. កំនត់តៃម� φ  េដម្បីឲ្a b
4
π

+ =  ។ 

ខ. េដះ្រសយសមី(E) ចំេពះតៃម�φ ែដលបានរកេឃ 

គ. េ្របលទ�ផលខងេលចូរទញរកតៃម�្របtan
12
π ។ 
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៥១-េគឲ្យែខ្សេក

2(P) : y f (x) x sin 2(1 sin )x 5 sin= = φ − + φ + − φ   
ែដល 0 < φ < π  ។ 

កំនត់តៃម� φ  េដម្បីឲ្យែខ្ស(P) ស�ិតេនេលអក្អប់សុីសជានច 

៥២-េគឲ្យសម ករដឺេ្រកទីព 2 2(E) : x (m m) x m 2 0− − − + =   

េគសន�តថាសម ករេនះមានឬសពីរតងេរៀងគា tana   

និង tanb  ។ 

ក.ចូរកំនត់តៃម�ៃនបា រ៉៉ែម៉្ m  េដម្បីឲ្a b
3
π

+ =  ។ 

ខ.ចូរេដះ្រសយសមីករខងេលចm ែដលបានរកេឃញ  

គ.េដយេ្របលទ�ផលខងេលចូរទញរកតៃម�្របtan
12
π  ។ 
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៥៣-េគឲ្យសម ក 3 2(E) : x (2m 3)x 5x 3m 2 0− + + − + =  

ឧបមាថាសករេនះមានឬបីតងេtan , tan , tanα β γ  ។ 

ក.ចូរគណនា sin( )A
cos cos cos

α + β + γ
=

α β γ
  ជាអនុគមន៍ៃនm  ។ 

ខ.កំនត់ m  េដម្បីឲ្A 4=  ។ 

គ.េដះ្រសយសមី(E) ចំេពះតៃម�m ែដលបានរកេឃញខងេល 

៥៤-េគឲ្យសម ក 3 3(E) : cos xcos 3x sin xsin 3x m+ =  

ក.ចូរេដះ្រសយសមីករេនះ 3 3m
8

=   

ខ.រកលក�័ខណ័�ស្រមាប m  េដម្បីឲ្យសមីករេនះមាន 

៥៥-េដះ្រសយសមីក 

      
2 3

2 2log (sin x) log (2sin x) 0+ =  
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៥៦-េគឲ្យស៊�ីតៃនចំនួនពិត n(U ) កំនត់េល IN  េដយ  

       
0

2U
2

=  និង 
2

n
n 1

1 1 U
U , n IN

2+
− −

= ∀ ∈  

      គណនា nU  ជាអនុគមន៍ៃនn  ។ 

៥៧-េគឲ្យ 0a 2 3 6= + +  និង 
2

n
n 1

n

a 5a
2(a 2)+

−
=

+
 

ចំេពះ្រគបn 0≥  ។ 

ចូរ្រសយ
n 3

n
2a cot 2

3

− π
= −  

 
  ចំេពះ្រគបn IN∈ ។ 

៥៨-េគឲ្យ

2 3 42 2cos , 2 2 2cos , 2 2 2 2cos
2 2 2
π π π

= + = + + =   

ពីឧទហរណ៍ខងេលចូ ររករូបមន�ទូេទ និង ្រសយ  

របូមន�េនាះផង  
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៥៩-េគឲ្យស៊�ីតៃនចំនួនពិ n(U ) កំនត់េដ
n

n
nU 2 .sin
4
π

=   

ែដល n IN∈  ។ 

ក-ចូរបង �ញថា (n 1) n n2.cos cos sin
4 4 4
+ π π π

= −    

ខ-ទញឲ្យបា n n 1
n

n (n 1)U ( 2) cos ( 2) cos
4 4

+π + π
= −    

គ-គណនាផលបូក  

n 1 2 3 nS U U U ......... U= + + + + ជាអនុគមន៍ៃនn  ។ 

៦០-េគមានអនុគមន៍េលខf  កំនត់ពីសណំុ IN  េទសំណុំ IR  

 f (0) 0= និង  n 2f (n 1) 2f (n) tan
2 +
π

+ = + ចូរកំនត់រក f (n)  ។ 

៦១-េគឲ្យស៊�ីតៃនចំនួនពិត n(U ) កំនត់េល n  េដយ 

0U 1=  និង  n 1 nn IN : U U cosa sina+∀ ∈ = +   

ែដល 0 a
2
π

< <  ។ 
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ក.តង n n
aV U cot
2

= −  ។ បង �ញថ n(V ) ជាស៊�ីតធរណីម ា។ 

ខ.គណនាលីមីត 0 1 nn
lim (V V .... V )
→+∞

+ + +  និង  nn
lim U
→+∞

  ។ 

៦២-េគឲ្យស៊�ីតៃនចំនួនកុំផ�ិច n(Z ) កំនត់េដយ  

( )

0

n 1 n n

1 i 3Z
2

1Z Z | Z | ; n IN
2+

 +
=


 = + ∈

   ( n| Z |  ជាម៉ ឌូុលៃន nZ  )  

សន�តថា n n n nZ (cos i.sin ) , n IN= ρ θ + θ ∀ ∈  

 ែដល  n n n0 , ; IRρ > ρ θ ∈ ។ 

ក-ចូររកទំនាក់ទំនងរវ nθ  និង  n 1+θ  េហយ  nρ  និង  n 1+ρ  ។ 

ខ-រក្របេភទៃនស៊�ីត n( )θ រចួគណនា nθ ជាអនុគមន៍ៃនn  ។ 

គ-ចូរបង �ញ 1 2 n 1
n 0 0cos cos cos ....cos

2 2 2
−θ θ θ

ρ = ρ θ   

រចួប��ក់   nρ  ជាអនុគមនៃន n  ។ 
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៦៣-េគឲ្យស៊�ីតៃនចំនួនពិត n(U ) កំនត់េល IN {0}∪  េដយ  

 0

n 1 n

U 2

U 2 U , n IN+

 =


= + ∈
 

ក.ចូរគណនា nU  ជាអនុគមន៍ៃនn  ។ 

ខ.គណនផលគុណ n 0 1 2 nP U U U .... U= × × × ×   ។ 

៦៤-េគឲ្យស�ុតៃនចំនួនពតិ  n(U ) កំនត់េដយ  

0 1U 0 ; U 1= =  និង  n 2 n 1 nn IN : U 2U cosa U+ +∀ ∈ = −   

ែដល a IR∈ ។ 

ក. តង n n 1 nZ U (cosa i sina) U , n IN {0}+= − − ∀ ∈ ∪  ។ 

ចូរបង �ញ n 1 nZ (cosa i sina) Z+ = + រចួទញរក nZ ជាអនុគមន

ៃនn និង a  ។ 

ខ. ទញរក  nU  ជាអនុគមន៍ៃនn   ។ 
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៦៥-គណនាផលបូកខងេ្ 

1n

2n

n

2
c o

2
t a n

. . . . .

1 6
c o s

3 2
t a n

8
c o s

1 6
t a n

4
c o s

8
t a n

S
+

+

π

π

++π

π

+π

π

+π

π

=    

រចួទញរកលីមីតៃន nS  កលណ + ∞→n   ។ 

៦៦-េគឲ្យ n(a )  ជាស�ុីតនព�ន�មួយមានផលសងរួd   ។ 

េគតង 31 2 n
n 2 3 n

cosacosa cosa cosaS ...
cosd cos d cos d cos d

= + + + +    

ចំេពះn 1,2,3, ...= ។   

ចូរ្រស n 1
n n

sina sinaS
sindcos dsind

= −     

៦៧-ក.ចូរបង �ញថ 

1 1 2sin xcos(2nx)
2 sin(2n 1)x 2 sin(2n 1)x [2 sin(2n 1)x ] [2 sin(2n 1)x ]

− =
+ − + + + − + +

 

ខ.គណនា
( ) ( )

n

n
k 1

cos(2kx)S
2 sin(2k 1)x 2 sin(2k 1)x

=

 
=  + − + + 
∑  ។ 
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៦៨-ក.ចូរ្រស 

[ ]1cos(2nx) sin(2n 1)x sin(2n 1)x
2sin x

= + − −  

ខ.គណនាផលបូក 

nS cos 2x cos4x cos6x ..... cos(2nx)= + + + +  

គ.ទញរកផលបូក 

2 2 2 2
nT cos x cos 2x cos 3x ..... cos (nx)= + + + +  

ឃ.គណនាផលបូក 

2 2 2 2
nU sin x sin 2x sin 3x ..... sin (nx)= + + + +  

៦៩-ក.ចូរ្រសយ
3

2
tan x 1 tan 2x tan x

21 tan x
= −

−
 

ខ.ចូរគណនាផលបូក

k 3n n
n

2k 0 n

a2 tan
2S a1 tan
2

=

 
 

=  
 − 
 

∑  
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៧០-ក. ចូរ្រសយប ��ក់ទំនាក់ទំtan x cot x 2cot 2x= −  

ខ. ចូរគណនាផលបូកខងេ្រក 

    n 2 2 n n
1 a 1 a 1 aS tana tan tan .... tan
2 2 2 2 2 2

= + + + +  

៧១-គណនាផលគុណខងេ្ ថ៖  

      

k nn
2 2 4 2

n k n
k 0

x x x xP tan tan x.tan .tan .....tan
2 42 2=

 = = 
 ∏  

៧២-គណនាផលគុណខងេ្ ថ៖  

       

kn
2 2

n k
k 0

xP (1 tan )
2=

 = −  ∏    

៧៣-គណនាផលគុ ថ៖  

( )
n 2 k

n 22 kk 1

1 tan 2 xP
1 tan 2=

 
 +

=  
 −
 

∏   ែដល  n 2| x |
2 +
π

<  
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៧៤-ក.ចូរ្រសយ 1 cot x cot 2x
sin 2x

= −  

ខ.ចូរគណន n

2 n

1 1 1 1S ....a a asina sin sin sin
2 2 2

= + + + +  

៧៥-ក.ចូរ្រសយ

xcot1 21
cos x cot x

+ =  

ខ.គណន n

2 n

1 1 1 1P (1 )(1 )(1 ).....(1 )a a acosa cos cos cos
2 2 2

= + + + +  

៧៦-ក.ចូរ្រសយប ��ក់ 2tan 2x .tan x tan 2x 2tan x= −  

ខ.ចូរគណនាផលបូក
n

k 2
n k k 1

k 0

a aS 2 tan tan
2 2 +

=

 =   ∑   

៧៧-ក.ចូរ្រសយ 3 1sin x ( 3sin x sin 3x)
4

= −  

ខ.ចូរគណនា 

3 3 2 3 n 1 3
n 2 3 n

a a a aS sin 3sin 3 sin .... 3 sin
3 3 3 3

−= + + + +  
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៧៨-ក.ចូរ្រសយ 2 2 2
1 4 1

cos x sin 2x sin x
= −  

ខ.ចូរគណនា  

៧៩-ក.ចូរ្រសយ  

ខ.ចូរគណនា  

៨០-ក.ចូរ្រសយ  

ខ.ចូរគណនា  

៨១-ក.ចូរបង ញថា  

ខ.គណនា   ។ 

 

n
2 2 n 2

2 n

1 1 1S ....a a a4cos 4 cos 4 cos
2 2 2

= + + +

1 cot x cot 2x
sin 2x

= −

n

2 n

1 1 1 1S ....a a asina sin sin sin
2 2 2

= + + + +

n n 1 n
sin(nx) cos(n 1)x cos(nx) .cot x
cos x cos x cos x+

+ 
= −  

n 2 3 n
sin x sin 2x sin 3x sin(nx)S ....
cos x cos x cos x cos x

= + + + +

cos(n 1)x1 tan xtan(nx)
cos xcos(nx)

−
+ =

[ ]
n

n
k 1

P 1 tan xtan(kx)
=

= +∏
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៨២-ក.ចូរ្រសយ

 

ខ. គណនាផលបូក   

៨៣-ក.ចូរ្រសយ 

 

ខ.គណនាផលបូក 

  

៨៤-ក.ចូរ្រសយប ��ក់  

ខ.ចូរគណនាផលគុណ  

 

 

[ ]1 1 tan(n 1)x tan(nx)
cos(nx).cos(n 1)x sin x

= + −
+

n

n
p 1

1S
cos(px) cos(p 1)x

=

 
=  + 
∑

[ ]tan(n 1)x tan(nx) tan x 1 tan(nx)tan(n 1)x+ − = + +

nS tan xtan 2x tan 2xtan 3x ..... tan(nx)tan(n 1)x= + + + +

1 2cos 2x2cos x 1
1 2cos x
+

− =
+

n 2 n
a a aP (2cosa 1)(2cos 1)(2cos 1).....(2cos 1)
2 2 2

= − − − −
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៨៥-ក.ចូរ្រសយ  

ខ.ចូរគណនាផលបូក    

៨៦-េគឱ្យ្រតីេក   មាន្រជ�   និងមានមុំក�ុង

។ េប  ចូរបង �ញថ    
៨៧-េគឲ្យ្រតីេក មយួមាន  ជារង�ស់្រ ជ� 

េរៀងគា�ៃនមុំ   ។  

តង  ជាកន�ះបរិម ា្រតៃន្រតីេ 

ក.ចូរ្រសយ  រចួទញរកទំនាក់ទំ 

ពីរេទៀតែដល្រសេដៀងគា�េនះ  

ខ.ទញប��ក់ ថ  

 

3

2
tan x 1 ( tan 3x 3tan x)

81 3tan x
= −

−

k 3n k
n

2k 0 k

a3 tan
3S a1 3tan
3

=

 
 

=  
 −
  

∑

ABC a , b , c

, ,α β γ 3α = β 2 2 2(a b)(a b ) bc− − =

ABC a , b , c

A , B , C

p

A p(p a)cos
2 bc

−
=

2 2 2 2A B Cbc.cos ac.cos ab.cos p
2 2 2
+ + =
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៨៨-េគឲ្យ្រតីេក  មយួមានមុំក�ុងជាមុំ្រស� 

ក.ចូរ្រសយ  ។ 

ខ.ទញប��ក់ ថ  ។ 

៨៩-េគឲ្យ្រតីេក  មយួមានមុំក�ុងជាមុំ្រស� 

       ចូរ្រសយ   

៩០-េគឲ្យ្រតីេក  មយួមានមុំក�ុងជាម្រស�ច  

       ចូរ្រសយ  ។ 

៩១-េគឲ្យ្រតីេក  មយួ ។ 

ក. ចូរ្រសយ  ។ 

ខ. ចូរ្រសយ  ។ 

គ. េគដឹងថាមុំ  បេង�តបានជាស៊�ីតធរណីម  

មយួែដលមានេរសុងេស�នឹង  ។  

ABC

tan A tanB tanC tan A.tanB.tanC+ + =

tan A tanB tanC 3 3+ + ≥

ABC

2 2 2cos A cos B cos C 1+ + <

ABC

2 2 2sin A sin B sin C 2+ + >

ABC

cot Acot B cot Bcot C cot Ccot A 1+ + =

2cot A 1 2cot 2Acot A− =

A ; B ; C

q 2=
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      ចូរ្រសយប ��ក់   ។ 

៩២-រកតៃម�អប្បបរមាៃនអនុគមន៍ 

    

ែដល    ។ 

៩៣-េគឲ្យ្រតីេក  មយួ។  

បង �ញថាេប  ជាឬសរបស់សម ក 

 េនាះេគបា   ។ 

៩៤-េគឲ្យ្រតីេក  ែដល   ។ 

      រក្របេភទៃន្រតីេក ? 

 
 

2 2 2
1 1 1 8

sin A sin B sin C
+ + =

2 2

2 2

P(x) tan x cot x 2(tan x cot x) 27

Q(x) tan x cot x 8(tan x cot x) 87

= + − + +

= + − + +

0 x
2
π

< <

ABC

A B Ctan , tan , tan
3 3 3

3 2(E) : x ax bx c 0+ + + = 3 a 3b c+ = +

ABC A asin
2 2 bc
=

ABC
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៩៥-មាន្រតីេក  មយួែដល    ។ 

តង  និង   េរៀងគា�ជាកំ និង ៃផ�្រកឡ ាៃន្រ  េនះ ។ 

ចូរ្រសយថា  

៩៦-ក�ុង្រគប់្រតីេក ចូរ្រស ៖ 

     ក/   

     ខ/  

៩៧-េគឱ្យ្រតីេកABC  មយួ ។ 

ក. ចូរ្រសយប ��ក់ថ
2a1 cos A

2bc
− ≤   

ែដល a , b , c  ជា្រជ�ង្រតីេកABC   ។ 

ខ.ទញប��ក់ ថ
1(1 cos A)(1 cosB)(1 cosC)
8

− − − ≤    

 

 

ABC BC a , AC b , AB c= = =

R S ABC

2 2 2cos A cosB cosC R(sin A sin B sin C)
a b c 4S

+ +
+ + =

ABC

2(sin A sinB sinC)(1 cos A)(1 cosB)(1 cosC)
2

+ +
+ + + =

23cos A cosB cosC sin A sinB sinC1
3 2

+ + + +  + ≥      



១០៤ អនគុមន៍្រតីេកណមា្រតេ្រ ជ 
 

 

េរៀបេរៀងេដយ លឹម ផល�ុ Page 29 

 

៩៨-េគឱ្្រតីេកABC  មយួ ។ 

ក. ចូរ្រសយប ��ក់ថ 2 2 2sin A sin B sin C 2sinBsinCcos A= + −   

ខ. ទញប��ក់  ៖ 

2 2 2sin A sin B sin Ccot A cot B cotC
2sin AsinBsinC

+ +
+ + =    

៩៩-េគឱ្យ្រតីេកABC  មយួមានមុំA ,B,C ជាមុំ្រស�ចែដលេផ�

ផា�ត់សមភា  

1 1 1 1cot A cot B cotC
2 sin A sinB sinC
 + + = + + 
 

  ។ 

ចូរ្រសយABC  ជា្រតីេកណសមង? 

១០០-តងR  ជាកំរង�ង់ច រឹកក�ុង នS  ជាៃផ�្រកឡាៃន្រតី

ABC  មយួ  

ក. ចូរ្រសយ
22R(cot A cot B)(cot B cot C)(cot C cot A)

S
+ + + =   

ខ. េប ABC  ជាមុំ្រស�ចេនាះចូរទញឱ្
1cos AcosBcosC
8

≤    
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១០១-ចំេពះ្រគប I Nn∈  េគឱ្យ 1
s i n

1 2
c o s ππ nn

nS +=   

ក. គណនាតៃម� 12
cos π  និង  12

sin π
 

ខ. បង �ញថ 0624 12 =+− ++ nnn SSS    

១០២-េគឱ្យ្រតីេកABC េហយេគតងr   និង Rេរៀងគា�ជា

រង�ង់ចរឹកក�ុង និង កំរង� ង់ចរឹ កេ្រកៃន្រត 

ចូរ្រសយ R
rCBA +=++ 1c o sc o sc o s  

១0៣-េគយក A , B,C  ជាមុំបីៃន្រតីេកABC  ។ 

តងអនុគមន៍ 2sin Ay cot A
cos A cos(B C)

= +
+ −

   

រកតៃម�អប្បរមាៃនអនុគមន៍េនះ 

១0៤-េគឲ្យ ABC   ជា្រតីេកណមួយេហយr  និង R   

េរៀងគា�ជាកំរង�ង់ចរឹកក�ុង និងកំរង�ង់ចរឹក   ្រយប��ក់ថា   

  
R4
r

8
5

2
Asin

2
Csin

2
Csin

2
Bsin

2
Bsin

2
Asin +≤++ ។ 
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លហំត់ទ១ 

េដយដឹងថ
5tan

12
α =   នងិ  o o0 90< α <    ។ 

ចូរគណនាតៃម�ៃនcos , sinα α   និង cotα   ។ 

ដំេណាះ្រ 

គណនាតៃម�ៃនcos , sinα α   និង cotα    

េគមាន
5tan

12
α =   និង  o o0 90< α <     

តមទំនាក់ទំន 2
2

11 tan
cos

+ α =
α  

េគទញ 2
22

1 1 144cos
1 tan 16951

12

α = = =
+ α  +  

 

 

េដយ o o0 90< α <    េនាះcos 0α >  

ដូចេនះ 
12cos
13

α =   ។ 
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េហយតមទំនាក់ទំនង 
sintan
cos

α
α =

α    

េគទញ
5 12 5sin tan cos .

12 13 13
α = α α = =    

រចួ 
1 12cot

tan 5
α = =

α   ។ 

ដូចេនះ 
12 5 12cos ; sin ; cot
13 13 5

α = α = α =   ។ 
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លហំត់ទ២ 

ចូរគណនា 4 2 4 2A sin x 4cos x cos x 4sin x= + + +  

               2 2B (asin x bcos x) (acos x bsin x)= + + −  

ដំេណាះ្រ 

គណនាA  និង B  

4 2 4 2A sin x 4cos x cos x 4sin x= + + +  

េដយ 2 2sin x cos x 1+ =   េនាះ 2 2sin x 1 cos x= −    

ឬ   2 2cos x 1 sin x= −  

េគបាន 4 2 4 2A sin x 4(1 sin x) cos x 4(1 cos x)= + − + + −  

             

4 2 4 2

2 2 2 2

2 2

sin x 4sin x 4 cos x 4cos x 4

(sin x 2) (cos x 2)

| sin x 2 | | cos x 2 |

= − + + − +

= − + −

= − + −

 

េដយ 20 sin x 1≤ ≤   និង  20 cos x 1≤ ≤   
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េគបាន 2 2A (sin x 2) (cos x 2)= − − − −  

              2 24 (sin x cos x) 4 1 3= − + = − =   ។ 

2 2B (asin x bcos x) (acos x bsin x)= + + −  

    
2 2 2 2 2 2

2 2

a (sin x cos x) b (sin x cos x)
a b

= + + +

= +
 

ដូចេនះ   2 2A 3 , B a b= = +    ។ 
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លហំត់ទ៣ 

េគដឹងថា
41sin x cos x
29

+ =   ។ 

ចូរគណនាផលគុណsin x.cos x   រចួទញរកsin x   និង  cos x  ។ 

ដំេណាះ្រ 

គណនាផលគុណsin x.cos x  

េគមាន 2 2 2(sin x cos x) sin x 2sin xcos x cos x+ = + +  

េដយ  
41sin x cos x
29

+ =   និង  2 2sin x cos x 1+ =  

េគបាន
241 1 2sin xcos x

29
  = + 
 

  ឬ 
2 2

2

41 29 8402sin xcos x
29 841
−

= =  

ដូចេនះ 
420sin x.cos x
841

=   ។ 
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ទញរកsin x   និង  cos x : 

េដយេគមា
41sin x cos x
29

+ =    

និង 
420sin x.cos x
841

=   េនាតម្រទឹស�ីបទែវ្ sin x  និង  cos x  

ជាឬសសម ក 2 41 420X X 0
29 841

− + =   ។ 

បនា�ប់ពីេដះ្រសយសមីករេ នះ 1 2
20 21X ; X
29 29

= =  

ដូចេនះ 
20 21sin x ; cos x
29 29

= =   ឬ  
21 20sin x ; cos x
29 29

= =   ។ 
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លហំត់ទ៤ 

េគដឹងថាtan x cot x a+ =   ែដល  o0 x 90< <   និង a 2≥ ។ 

ចូរគណនា 3 3tan x cot x+  ជាអនុគមន៍ៃនa   ។ 

ដំេណាះ្រ 

គណនា 3 3tan x cot x+  ជាអនុគមន៍ៃនa  

េគមានtan x cot x a+ =  

េគបាន 2 2(tan x cot x) a+ =  

           2 2 2tan x 2tan xcot x cot x a+ + =   េដយtan xcot x 1=    

េគទញ 2 2 2tan x cot x a 2+ = −  

តមសមភា 3 3 2 2A B (A B)(A A.B B )+ = + − +  

េគបាន 3 3 2 2tan x cot x (tan x cot x)(tan x tan xcot x cot x)+ = + − +  

                                 2 2a(a 2 1) a(a 3)= − − = −  

ដូចេនះ  3 3 3tan x cot x a 3a+ = −   ។ 
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លហំត់ទ៥ 

េគដឹងថា
m n pcosa , cosb , cosc

n p p m m n
= = =

+ + +  

ចូរគណនាកេន្ ៖ 

2 2 2

2 2 2

sin a sin b sin cM
2 2cosa sin a 2 2cosb sin b 2 2cosc sin c

= + +
+ − + − + −

 

ដំេណាះ្រ 

2 2 2

2 2 2

sin a sin b sin cM
2 2cosa sin a 2 2cosb sin b 2 2cosc sin c

= + +
+ − + − + −

   

េគមាន 2 2sin a 1 cos a (1 cosa)(1 cosa)= − = − +  

និង 
2 2 22 2cosa sin a 1 2cosa cos a (1 cosa)+ − = + + = +  

េគបាន
2

2 2

sin a (1 cosa)(1 cosa) 1 cosa
2 2cosa sin a (1 cosa) 1 cosa

− + −
= =

+ − + +  

េហយ 
2

2

sin b 1 cosb
2 2cosb sin b 1 cosb

−
=

+ − +
  

និង  
2

2

sin c 1 cosc
2 2cosc sin c 1 cosc

−
=

+ − +
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េគបាន 
1 cosa 1 cosb 1 coscE
1 cosa 1 cosb 1 cosc
− − −

= + +
+ + +  

              

m n p1 1 1n p p m m n
m n p1 1 1

n p p m m n

− − −+ + += + +
+ + +

+ + +

 

              
n p m p m n m n p 1

m n p
+ − + + − + + −

= =
+ +  

ដូចេនះ E 1=   ។ 
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លហំត់ទ៦ 

ចំេពះ្រគបx IR∈   ចូរ្រសយប ��ក់សម ៖ 

ក. 6 6 2 2sin x cos x 1 3sin xcos x+ = −  

ខ. 8 8 4 4 4 41 1 1 1(sin x cos x) (sin x cos x) sin xcos x
4 2 4 2

+ − + + =   

ដំេណាះ្រ 

្រសយប ��ក់សម ៖ 

ក. 6 6 2 2sin x cos x 1 3sin xcos x+ = −    

េគមាន 3 3 2 2 3(a b) a 3a b 3ab b+ = + + +  

ឬ   3 3 3a b (a b) 3ab(a b)+ = + − +  

យក  2a sin x=   និង  2b cos x=   េគបា ៖ 

6 6 2 2 3 2 2 2 2sin x cos x (sin x cos x) 3sin xcos x(sin x cos x)+ = + − +  

េដយ 2 2sin x cos x 1+ =  

ដូចេនះ    6 6 2 2sin x cos x 1 3sin xcos x+ = −    ។ 
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ខ. 8 8 4 4 4 41 1 1 1(sin x cos x) (sin x cos x) sin xcos x
4 2 4 2

+ − + + =      

េគមាន 2 2 2(a b) a 2ab b+ = + +   ឬ  2 2 2a b (a b) 2ab+ = + −  

ដូចគា�ែដរ  4 4 2 2 2 2 2a b (a b ) 2a b+ = + −  

ឬ 
24 4 2 2 2a b (a b) 2ab 2a b + = + − −   

េដយយក 2a sin x=   និង  2b cos x=  េគបានសមភ 

4 4 2 2 2 2 2

2 2

sin x cos x (sin x cos x) 2sin xcos x
1 2sin xcos x

+ = + −

= −
 

េហយេគមាន   

28 8 2 2 2 2 2 4 4

2 2 2 4 4

2 2 4 4

sin x cos x (sin x cos x) 2sin xcos x 2sin xcos x

(1 2sin xcos x) 2sin xcos x
1 4sin xcos x 2sin xcos x

 + = + − − 
= − −

= − +

 

តងអនុគមន 

8 8 4 41 1 1f (x) (sin x cos x) (sin x cos x)
4 2 4

= + − + +             
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2 2 4 4 2 2

2 2 4 4 2 2

4 4
4 4

1 1 1(1 4sin xcos x 2sin xcos x) (1 2sin xcos x)
4 2 4
1 4sin xcos x 2sin xcos x 2 4sin xcos x 1

4
2sin xcos x 1 sin xcos x

4 2

= − + − − +

− + − + +
=

= =

 

ដូចេនះ  8 8 4 4 4 41 1 1 1(sin x cos x) (sin x cos x) sin xcos x
4 2 4 2

+ − + + =   ។ 
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លហំត់ទ៧ 

េគដឹងថា btan x , a 0 ,b 0
a

= > >   ។ 

ចូរ្រសយ
4 4cos x sin x 1

a b a b
+ =

+  

ដំេណាះ្រ 

្រសយ
4 4cos x sin x 1

a b a b
+ =

+
   

េគមាន btan x
a

=   នាំឱ្ 2 btan x
a

=   េដយ cos xtan x
sin x

=  

េគបាន
2

2

sin x b
cos x a

=   ឬ  
2 2 2 2cos x sin x cos x sin x 1

a b a b a b
+

= = =
+ +

 

េគទញ
2cos x 1

a a b
=

+
  នាំឱ្

4

2

cos a (1)
a (a b)

=
+

   

េហយ   
2sin x 1

b a b
=

+
  នាំឱ្

4

2

sin b (2)
b (a b)

=
+

   

បូកសមភាព(1)   នងិ (2)   អង� និង អង�េគបា ថ៖  

4 4

2 2 2

cos x sin x a b a b 1
a b (a b) (a b) (a b) a b

+
+ = + = =

+ + + +
  ពតិ។ 
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លហំត់ទ៨ 

េគដឹងថា 3 btan , a 0 , b 0
a

ϕ = ≠ ≠   ។   

ចូរ្រសយប ��កថ
4 4

3 3 3 32 2 2 2

cos sin 1

a b a b

ϕ ϕ
+ =

+
 

ដំេណាះ្រ 

្រសយប ��កថ
4 4

3 3 3 32 2 2 2

cos sin 1

a b a b

ϕ ϕ
+ =

+
  

េគមាន 3 btan
a

ϕ =     នាំឱ្យ 3sin btan
cos a

ϕ
ϕ = =

ϕ
 

េគទញ
3 3

cos sin
a b
ϕ ϕ
=    

ឬ  
2 2 2 2

3 3 3 3 3 32 2 2 2 2 2

cos sin cos sin 1
a b a b a b
ϕ ϕ ϕ + ϕ
= = =

+ +
   

េគទញ
2

3 3 32 2 2

cos 1
a a b
ϕ
=

+
   និង   

2

3 3 32 2 2

sin 1
b a b
ϕ
=

+
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េគទញ
34 2

3 3 32 2 2 2

cos a
a ( a b )
ϕ
=

+
    

និង   
34 2

3 3 32 2 2 2

sin b
b ( a b )
ϕ
=

+
  

បូកសមីករពីេនះេគទទួលប ៖ 

  
3 34 4 2 2

3 3 3 3 3 32 2 2 2 2 2 2

cos sin a b 1

a b ( a b ) a b

ϕ ϕ +
+ = =

+ +
  ពតិ  

ដូចេនះ  
4 4

3 3 3 32 2 2 2

cos sin 1

a b a b

ϕ ϕ
+ =

+
។ 
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លហំត់ទ៩ 

េគឲ្យ
4 4cos x sin x 1

a b a b
+ =

+
  

ែដល a 0 , b 0 , a b 0≠ ≠ + ≠ ។ 

ចូរ្រសយប ��ក់
10 10

4 4 4
cos x sin x 1

a b (a b)
+ =

+
 ។ 

ដំេណាះ្រ 

េយងមាន
4 4cos x sin x 1

a b a b
+ =

+
 

េយងបាន 4 4(a b)(bcos x asin x) ab+ + =     

4 2 4 2 4 4

2 4 2 4 4 4

2 2 2 4 2 2

2 2

abcos x a sin x b cos x absin x ab 0

a sin x b cos x ab (sin x cos x 1 ) 0

a sin x b cos x 2absin xcos x 0

(asin x bcos x) 0

+ + + − =

+ + + − =

+ − =

− =
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េគទញ
2 2 2 2cos x sin x cos x sin x 1

a b a b a b
+

= = =
+ +

 

េគបាន
2cos x 1

a a b
=

+
 នាំឲ្

10

4 5
cos x a (1)

a (a b)
=

+
 

េហយ 
2sin x 1

b a b
=

+
 នាំឲ្

10

4 5
sin x a (2)

b (a b)
=

+
 

បូកសមីករ(1)  និង (2)  េគបា 

10 10

4 4 5 4
cos x sin x a b 1

a b (a b) (a b)
+

+ = =
+ +

 

ដូចេនះ 
10 10

4 4 4
cos x sin x 1

a b (a b)
+ =

+
 ។ 
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លហំត់ទី១០ 

េគឲ្យ a b ccos , cos , cos
b c c a a b

α = β = γ =
+ + +

 

ចូរ្រសយ 2 2 2tan tan tan 1
2 2 2
α β γ
+ + =  ។ 

ដំេណាះ្រ 

្រសយ 2 2 2tan tan tan 1
2 2 2
α β γ
+ + =   

េយងមាន 2 21 cos 1 cossin , cos
2 2 2 2
α − α α + α
= =  

េគបាន 2

a11 cos b c ab ctan a2 1 cos b c a1
b c

−α − α + −+= = =
+ α + ++

+

  

    2

b11 cos c a bc atan b2 1 cos c a b1
c a

−β − β + −+= = =
+ β + ++

+

 

    2

c11 cos a b ca btan c2 1 cos a b c1
a b

−γ − γ + −+= = =
+ γ + ++

+
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េយងបាន៖    

 2 2 2 b c a c a b a b ctan tan tan
2 2 2 a b c a b c a b c
α β γ + − + − + −
+ + = + +

+ + + + + +

2 2 2 b c a c a b a b ctan tan tan
2 2 2 a b c
α β γ + − + + − + + −
+ + =

+ +
 

2 2 2 a b ctan tan tan 1
2 2 2 a b c
α β γ + +
+ + = =

+ +
  ពតិ 

ដូចេនះ  2 2 2tan tan tan 1
2 2 2
α β γ
+ + =   ។ 
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លហំត់ទ១១ 

ចូរបង �ញថtan 3a tan 2a tana tan 3atan 2atana− − =   

ែដល  ka
2
π

≠  ្រគប់ចំនួនគត់ រឺ ឡាទីហk  ។ 

ដំេណាះ្រ 

បង �ញថtan 3a tan 2a tana tan 3atan 2atana− − =   

េគមានtan 3a tan(2a a)= +  

      

tan 2a tanatan 3a
1 tan 2atana

tan 3a(1 tan 2atana) tan 2a tana
tan 3a tan 3atan 2atana tan 2a tana

+
=

−
− = +

− = +
 

ដួចេនះ tan 3a tan 2a tana tan 3atan 2atana− − =   ។ 
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លហំត់ទ១២ 

េគឱ្យa ; b ; c ; d  និង x  ជាចំនួពតិេផ��ងផា�ត  ថ៖  

sin x sin 2x sin 3x sin4x
a b c d

= = =    ែដល x k ; k Z≠ π ∈  

ចូរបង �ញថា 3 2 2 4a (4b d ) b (3a c)− = −     
ដំេណាះ្រ 

តង sin x sin 2x sin 3x sin4x t
a b c d

= = = =    

េគទញ

sin x at
sin 2x bt
sin 3x ct
sin4x dt

=
 =
 =
 =

 

េគមានsin4x 2sin 2xcos 2x=  

     
2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

sin 4x 4sin 2xcos 2x

sin 4x 4sin 2x(1 sin 2x)

d t 4b t (1 b t )

=

= −

= −
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េគទញ
2

2
2 2

1 dt 1 (1)
b 4b

 
= −  

 
 

ម៉ យោងេទៀ 3sin 3x 3sin x 4sin x= −  

               
2

2 2

sin 3x sin x(3 4sin x)

ct at(3 4a t )

= −

= −
 

េគទញ ( )2
2

1 ct (3 ) 2
a4a

= −  

ផ�ឹម ( )1  និង ( )2  េគបា ថ៖  

            
2

2 2 2

2 2

4 3

1 d 1 c1 3
ab 4b 4a

4b d 3a c
4b 4a

   − = −       

− −
=

 

គុណអង�ទំងពីរនឹង 3 4a b  េគបាន  3 2 2 4a (4b d ) b (3a c)− = −   

ដូចេនះ   3 2 2 4a (4b d ) b (3a c)− = −  ។ 
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លហំត់ទ១៣ 

េគឱ្យ )c o( s i n1)( xx
k

xf kk
k +=  ែដល  . .;3;2;1=k  

ចូរបង �ញថ 1
1)()( 64 =− xfxf   ។   

ដំេណាះ្រ 

បង �ញថ 1
1)()( 64 =− xfxf    

េគមាន )c o( s i n
4
1)( 44

4 xxxf +=  

                    
( )xx

xxxx

22

22222

c o ss i n21
4
1

]c os i n2)c o s( s i n[
4
1

−=

−+=
 

េហយ  )c o( s i n
6
1)( 66

6 xxxf +=   

[ ])c( sc os i n3)c o s( s i n
6
1)( 2222322

6 xxxxxxxf +−+=  

          ( )xx 22 c os i n31
6
1

−=  
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េគបាន 1
1

6
1

4
1)()( 64 =−=− xfxf  

ដូចេនះ   1
1)()( 64 =− xfxf    ។ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



១០៤ អនគុមន៍្រតីេកណមា្រតេ្រ ជ 
 

 

េរៀបេរៀងេដយ លឹម ផល�ុ Page 55 

 

លហំត់ទ១៤ 

េគឱ្យ dcba ,,,  ជាចំនួនេនក�ុងចេនា  ];0[ π  េដយដឹង 





+=+
+=+

)c o2( c o s4c o s7c o s
)s i2( s i n4s i n7s i n

dcba
dcba

  

ចូរបង �ញថ )c o7)c o s (2 cbda −=−    ។ 

ដំេណាះ្រ 

េគមាន 




+=+
+=+

)c o2( c o s4c o s7c o s
)s i2( s i n4s i n7s i n

dcba
dcba

  

ឬ        




−=−
−=−

bcda
bcda

c7c o s4c o s8c o s
s i7s i n4s i n8s i n

  

ឬ         






−=−

−=−

)()c o7c o s4()c o s8c o s(

)()s i n7s i n4()s i n8s i n(
22

22

ibcda

ibcda
 

បូកសមីករ )(i  និង  )(ii  អង�នឹងអង�េគបា ៖ 

            )c o5 6)c o s (1 6
)c o5 66 5)c o s (1 66 5

cbda
cbda

−−=−−
−−=−−

 

ដូចេនះ   )c o7)c o s (2 cbda −=−   ។   
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លហំត់ទ១៥ 

ចូរ្រសយប ��ក់ 2 2| acos x bsin x | a b+ ≤ +   

ដំេណាះ្រ 

្រសយប ��ក់ 2 2| acos x bsin x | a b+ ≤ +   

ឧបមាថ 2 2| acos x bsin x | a b+ ≤ +   ពតិ 

សមមូល  2 2 2(acos x bsin x) a b+ ≤ +  

េដយ 2 2sin x cos x 1+ =  េនាះេគប ៖ 

2 2 2 2 2(acos x bsin x) (a b )(sin x cos x)+ ≤ + +  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

a cos x 2absin xcos x b sin x a sin x a cos x b sin x
b cos x

+ + ≤ + +

+
 

ឬ  2 2 2 2a sin x 2absin xcos x b cos x 0− + ≥  

ឬ  2(asin x bcos x) 0− ≥   ពតិ 

ដូចេនះ  2 2| acos x bsin x | a b+ ≤ +   ពតិ  ។ 
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លហំត់ទ១៦ 

ចូរបង �ញ ថ៖  

2

2
ba1)xc o sbx) ( s i nxc o sax( s i n 





 +

+≤++  

ដំេណាះ្រ 

េគមា ( )
2a b(sin x acos x)(sin x bcos x) 1 1

2
+ + + ≤ +  

 
  

-េប cos x 0=  េនាះ
2

2 a bsin x 1
2
+ ≤ +  

 
 ពតិ 

-េប cos x 0≠   េយងែចកអង�ទំងពីរៃន ( )1  នឹង  2cos x  

  
2

2
a b 1(tan x a)(tan x b) 1

2 cos x

 +  + + ≤ +  
   

 

តងt tan x=  េនាះ 2 2
2

1 1 tan x 1 t
cos x

= + = +  

េគបាន ( )
2

2a b(t a)(t b) 1 1 t
2

 +  + + = + + 
   

 



១០៤ អនគុមន៍្រតីេកណមា្រតេ្រ ជ 
 

 

េរៀបេរៀងេដយ លឹម ផល�ុ Page 58 

 

2 2
2 2 2a b a bt (a b)t ab 1 t t

2 2
+ +   + + + ≤ + + +   

   
 

2 2
2

2 2

a b a bt (a b)t 1 ab 0
2 2

a b a bt 1 0
2 2

+ +   − + + + − ≥   
   

+ −   − + ≥   
   

Bti
 

ដូចេនះ  
2a b(sin x acos x)(sin x bcos x) 1

2
+ + + ≤ +  

 
  ។ 
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លហំត់ទ១៧ 

ចូរបង �ញថ ( ) 2a b1 1 1 2ab
sin x cos x

   + + ≥ +   
   

  

ចំេពះ្រគបa 0 , b 0 , 0 x
2
π

> > < < ។ 

ដំេណាះ្រ 

បង �ញថា ( ) 2a b1 1 1 2ab
sin x cos x

   + + ≥ +   
   

 

េគមាន a b a b ab(1 )(1 ) 1
sin x cos x sin x cos x sin xcos x

+ + = + + +  

តមវិសមភា AM GM−  េគមាន  

a b 2 ab
sin x cos x sin xcos x

+ ≥ េនាេគបាន ៖

a b 2 ab ab(1 )(1 ) 1
sin x cos x sin xcos xsin xcos x

+ + ≥ + +  
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2

2 2

a b ab(1 )(1 ) (1 )
sin x cos x sin xcos x

a b 2ab(1 )(1 ) (1 ) (1 2ab)
sin x cos x sin 2x

+ + ≥ +

+ + ≥ + ≥ +

 

ពីេ្រពះ្រគ0 x
2
π

< <  េគមានsin 2x 1≤   ។ 

ដូចេនះ ( ) 2a b1 1 1 2ab
sin x cos x

   + + ≥ +   
   

។ 
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លហំត់ទ១៨ 

េគឲ្យx , y , z  ជាចំនួនពិតែដលេផ��ងផ ា�ត់លក�ខ័ណ� 

cos x cos y cos z 0+ + =  និង cos 3x cos 3y cos 3z 0+ + =  

ចូរបង �ញថcos 2xcos 2y cos 2z 0≤   ។ 

ដំេណាះ្រ 

បង �ញថcos 2xcos 2y cos 2z 0≤   

តមរូបមន� 3cos 3a 4cos a 3cosa= −   

េគទញ 34cos x 3cos x cos 3x (1)= +   

       
3

3

4cos y 3cos y cos 3y (2)

4cos z 3cos z cos 3z (3)

= +

= +
 

បូកទនំក់ទនំង (1) , (2) , (3)  េគបាន  

3 3 34cos x 4cos y 4cos z 0+ + =  

ឬ  3 3 3cos x cos y cos z 0+ + =  
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( េ្រពcos x cos y cos z 0+ + =  និង cos 3x cos 3y cos 3z 0+ + = ) 

េគមានcos x cos y cos z 0+ + =  

េគបានcos x cos y cos z+ = − េលកជាគូបេគបាន 

3 3

3 3 3

3 3 3

3 3 3

(cos x cos y) cos z

cos x 3cos xcos y (cos x cos y) cos y cos z

cos x 3cos xcos y cos z cos y cos z

cos x cos y cos x 3cos xcos y cos z

+ = −

+ + + = −

− + = −

+ + =

 

េដយ 3 3 3cos x cos y cos z 0+ + = េគទញ3cos xcos y cos z 0=  

នាំឲ្cos x 0=  ឬ cos y 0=  ឬ cos z 0=  ។ 

េដយសន�តយកcos x 0=  េនាះcos y cos z= −  

េគបាន  

2 2 2

2 2

cos 2xcos 2y cos 2z (2cos x 1)(2cos y 1)(2cos z 1)

cos 2xcos 2y cos 2z (2cos z 1) 0

= − − −

= − − ≤
 

ដូចេនះប��្រ ត�វបាន្រសយប��  
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លហំត់ទ១៩ 

ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិx ចូរ្រសយប ��ក់ 

4 4sin x cos x 1
a b a b

+ ≥
+

    ; (a 0 , b 0 )> >  

ដំេណាះ្រ 

្រសយប ��ក់
4 4sin x cos x 1

a b a b
+ ≥

+
  

តមវិសមភា Cauchy Schwarz−  េគបា ថ៖  

4 4 2 2 2 2

4 4 2 2 2

sin x cos x (sin x) (cos x)
a b a b

sin x cos x (sin x cos x)
a b a b

+ = +

+
+ ≥

+

 

េដយ 2 2sin x cos x 1+ =  

ដូចេនះ 
4 4sin x cos x 1

a b a b
+ ≥

+
  ។ 
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លហំត់ទ២០ 

េគឲ្យអនុគមន៍

2 2 2 2f (x) asin x bcos x c acos x bsin x c= + + + + +    

ែដល a , b , c  ជាបីចំនួនពិត វិ ជ�មាន 

ចូរ្រសយ
a ba c b c f (x) 2 c

2
+

+ + + ≤ ≤ +  

រចួប��ក់តៃម�អត បិរមា និង អប្បបរមាf (x)  ។ 

ដំេណាះ្រ 

្រសយ a ba c b c f (x) 2 c
2
+

+ + + ≤ ≤ +   

េយងមាន៖

2 2 2 2f (x) asin x bcos x c acos x bsin x c (1)= + + + + +    

េដយa , b , c  ជាបីចំនួនពិត វិ ជ�មានេន x IR : f (x) 0∀ ∈ >  

េលកអង�ទំងពីរៃន(1)  ជាកេរេគបា 
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2
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

f (x) asin x bcos x c acos x bsin x c

f (x) a b 2c 2 (asin x bcos x c)(acos x bsin x c) (2)

 = + + + + + 
 

= + + + + + + +

 

តមវិសមភាព កូស្រគប់ចំនួនពិតA , B 0≥  

េគមាន  A B 2 A.B+ ≥  ឬ 2 A.B A B≤ +  

េគបាន៖

2 2 2 22 (asin x bcos x c)(acos x bsin x c) a b 2c+ + + + ≤ + +  

តមទំនាក់ទំន( )2  េគទញបាន 

2 a bf (x) a b 2c a b 2c 4( c)
2
+

≤ + + + + + = +   

នាំឲ្យ
a bf (x) 2 c (3)

2
+

≤ +  

ម្យោ៉ងេទៀតេយងត
2 2 2 2P(x) (asin x bcos x c)(acos x bsin x c)= + + + +  
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2 2 2 2

2 2

2 2 2 4

2 2 2

P(x) [ a(1 cos x) bcos x c] [acos x b(1 cos x) c]

P(x) [(a c) (b a)cos x] [ (b c) (b a)cos x]

P(x) (a c)(b c) (b a) cos x (b a) cos x

P(x) (a c)(b c) (b a) cos xsin x

= − + + + − +

= + + − + − −

= + + + − − −

= + + + −

 

េយងមាន 2 2 2(b a) sin xcos x 0 , x IR− ≥ ∀ ∈  

េគទញបាP(x) (a c)(b c) , x IR≥ + + ∀ ∈  

ទំនាក់ទំនង(2)  េគអចសរេសរ  

2

2

2 2

f (x) a b 2c 2 P(x) a b 2c 2 (a c)(b c)

f (x) (a c) (b c) 2 (a c)(b c)

f (x) ( a c b c)

= + + + ≥ + + + + +

≥ + + + + + +

≥ + + +

 

េគទញf (x) a c b c (4)≥ + + +  

តមទំនាក់ទំន(3)  និង (4)  េគទញបាន 

a ba c b c f (x) 2 c
2
+

+ + + ≤ ≤ +  ចំេពះ្រគបx IR∈   
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លហំត់ទ២១ 

េគមានអនគមន៍ 
2 2

2 2
2 2

1 1f (x) sin x cos x
sin x cos x

   
= + + +   

   
 

ចូររកតៃម�តចបផំុតៃនអនុគមនេ៍នះ ។ 

ដំេណាះ្រ 

រកតៃម�តចបំផុតៃនf (x) 

2 2 2 2
2 2

1 1f (x) (cos x ) (sin x )
cos x sin x

= + + +  

     

4 4
4 4

4 4
4 4

4 4
4 4

2 2 2 2 2
4

2
4

1 1cos x 2 sin x 2
cos x sin x

1 14 (cos x sin x) ( )
sin x cos x

14 (cos x sin x)(1 )
sin xcos x

164 (cos x sin x) 2sin xcos x (1 )
sin 2x

1 164 (1 sin 2x)(1 )
2 sin 2x

= + + + + +

= + + + +

= + + +

 = + + − + 

= + − +  
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េដយេគមា 2sin 2x 1≤  នាំឲ្ 21 11 sin 2x
2 2

− ≥   

និង  4
161 17

sin 2x
+ ≥  ។ 

េគទញ 2
4

1 16 17 254 (1 sin 2x)(1 ) 4
2 2 2sin 2x

+ − + ≥ + =  

េយងបាន៖ 

2
4

1 16 5 2f (x) 4 (1 sin 2x)(1 )
2 2sin 2x

= + − + ≥  

ដូចេនះតៃម�តចបផំុតៃនអនុគមនគ៍ឺ 
5 2m

2
=   ។ 
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លហំត់ទ២២ 

េគឲ្យx  ជាចំនួនពិតែដល 260x 71x 21 0− + <  ។ 

ចូរបង ញថា sin 0
3x 1
π  < − 

   ។ 

ដំេណាះ្រ 

បង �ញថាsin 0
3x 1
π  < − 

  

តង 2f (x) 60x 71x 21= − +  

េប 2f (x) 0 60x 71x 21 0= ⇔ − + =  

2( 71) 4(60)(21) 5041 5040 1∆ = − − = − =  

េគទញឬស  1 2
71 1 7 71 39 3x , x
120 12 120 5
− +

= = = =  

េយងបាន 2f (x) 60x 71x 21 0= − + <   

នាំឲ្យ 7 3x
12 5

< <    ឬ   7 93x
4 5

< <  
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ឬ   3 43x 1
4 5
< − <  នាំឲ្ 4 1 4

5 3x 1 3
< <

−
 

េគទញ 4 4
5 3x 1 3
π π π
< <

−
 នាំឲ្sin 0

3x 1
π  < − 

 ។ 

ដូចេនះ េប x  ជាចំនួនពិតែដល 260x 71x 21 0− + <   

េនាះេគបានsin 0
3x 1
π  < − 

 ។ 
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លហំត់ទ២៣ 

េគឲ្យθ  ជាចំនួនពិតែដល0
2
π

< θ <   ។ 

ចូរបង �ញថា( ) ( )cos sinsin cos 1θ θθ + θ >   

ដំេណាះ្រ 

បង �ញថា( ) ( )cos sinsin cos 1θ θθ + θ >  

តមវិសមភា Bernoulli   

េគមាន(1 x) 1 x , x 1 , 0α+ ≤ + α ∀ > − α >  

េយងមាន  

cos cos

cos

cos

1 1 sin1
sin sin

1 cos (1 sin )1
sin sin

1 sin cos sin cos
sin sin

θ θ

θ

θ

− θ   = +   θ θ   

θ − θ  < + θ θ 

θ + θ − θ θ  < θ θ 
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ឬ ( )cos sinsin (1)
sin cos sin cos

θ θ
θ >

θ + θ − θ θ
 

្រសយដូចខងេលេនះែដរេយង 

  ( )sin coscos (2)
sin cos sin cos

θ θ
θ >

θ + θ − θ θ
 

បូកវសិមភាព(1)  និង (2) ខងេលេនះេយងន ៖ 

( ) ( )cos sin sin cossin cos
sin cos sin cos

θ θ θ + θ
θ + θ >

θ + θ − θ θ
 

េដយេគមា son cos 1
sin cos sin cos

θ + θ
>

θ + θ − θ θ
 

ដូចេនះ ( ) ( )cos sinsin cos 1θ θθ + θ >   ។ 
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លហំត់ទ២៤ 

ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិx (0, )
4
π

∈   

ចូរបង �ញថា cos x sin x(cos x) (sin x)>  

ដំេណាះ្រ 

បង �ញថា cos x sin x(cos x) (sin x)>  

តមវសិមភាពBernoulli  ចំេពះ្រគប់ចំនួx  និង a   

ែដល x 1> −  និង a 1>  

េយងមាន a(1 x) 1 ax+ ≥ +   ។ 

េហតុេនះចំេពះ0 x
4
π

< <  េគបា ថ៖  

cos x cos x cos x
2 sin x sin x sin x(cos x) (1 sin x) .(1 sin x)= − +  

េដយ
cos x
sin x(1 sin x) 1 cos x− > −   
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និង 
cos x
sin x(1 sin x) 1 cos x+ > +  

េគបាន
cos x

2 2sin x(cos x) (1 cos x)(1 cos x) sin x> − + =  

េគទញ 
cos x
sin x(cos x) sin x>  

           

cos x
sin x

cos x sin x

ln(cos x) ln(sin x)
cos x ln(cos x) ln(sin x)
sin x
cos x ln(cos x) sin x ln(sin x)

ln(cos x) ln(sin x)

>

>

>

>

 

ដូចេនះ  cos x sin x(cos x) (sin x)>   ។ 
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លហំត់ទ២៥ 

េគមាននុគមន៍ f  ែដលចំេពះ្រគបx IR∈   

េគមានf (x) 2f ( x) 3cos x sin x+ − = −   ។ 

ចូរ្រសយf (x) 2≤  ចំេពះ្រគបx IR∈  

ដំេណាះ្រ 

្រសយf (x) 2≤  ចំេពះ្រគបx IR∈  

េគមានf (x) 2f ( x) 3cos x sin x (1)+ − = −    

េដយជំនួសx  េដយ x−  ក�ុងទំនាក់ទំនង(1)  េគបាន 

f ( x) 2f (x) 3cos x sin x (2)− + = +  

េយងបាន្របព័ន�សមីក 

f (x) 2f ( x) 3cos x sin x 1
2f (x) f ( x) 3cos x sin x 2

3f (x) 3cos x 3sin x

+ − = −
 + − = + −

− = − −

  
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េគទញបាf (x) cos x sin x= +  

        

2 2f (x) 2 ( cos x sin x)
2 2

2 (sin cos x sin xcos )
4 4

2 sin( x)
4

= +

π π
= +

π
= +

 

េដយ x IR : sin( x) 1
4
π

∀ ∈ + ≤  ។ 

ដូចេនះ f (x) 2≤  ចំេពះ្រគបx IR∈   ។ 
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លហំត់ទ២៦ 

េគឲ្យអនុគមន៍ ៖ 

( ) ( )2 2f (x;y ) acos x bcos y asin x bsin y= + + +   

( ែដល a 0 , b 0> >  ) ។ 

ចំេពះ្រគបx; y IR∈  បង �ញថ 2f (x;y) (a b)≤ +  ។ 

ដំេណាះ្រ 

( ) ( )2 2f (x;y ) acos x bcos y asin x bsin y= + + +       
2 2 2 2 2 2

2 2

a (cos x sin x) b (cos y sin y) 2ab(cos xcos y sin xsin y)

a b 2abcos(x y)

= + + + + +

= + + −

េគបាន 2 2f (x;y) a b 2abcos(x y)= + + −
 

េដយេគមា x;y IR : cos(x y) 1∀ ∈ − ≤  

េយងបាន 2 2 2f (x) a b 2ab (a b)≤ + + = +  

ដូចេនះ  2f (x;y) (a b)≤ +  ។ 
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លហំត់ទ២៧ 

ក. ចូរគណនាតៃម�្របាកដsin
10
π  និង cos

10
π  

ខ. ចូរ្រសយ 2 2 2 2 2x (x y) 4(x y )sin
10
π

+ − ≤ +   

្រគប់ចំនួនx,y IR∈   ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក. គណនាតៃម�្របាកដsin
10
π  និង cos

10
π  

េគមាន   2 3
10 2 10
π π π
= −  

េគបាន  2 3 3sin sin( ) cos
10 2 10 10
π π π π
= − =  

តមរូបមន�្រតីេកណមា 

sin 2a 2sinacosa=  និង  3cos 3a 4cos a 3cosa= −  
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3

2

2

32sin cos cos
10 10 10

2sin cos 3cos 4cos
10 10 10 10

2sin 3 4cos
10 10

2sin 3 4(1 sin )
10 10

π π π
=

π π π π
= −

π π
= −

π π
= − −

 

 ឬ      24sin 2sin 1 0
10 10
π π
− − =  តងt sin 0

10
π

= >  

 េគបាន  24t 2t 1 0 , ' 1 4 5 0− − = ∆ = + = >  

 េគទញឬស 1
1 5t 0

4
−

= <  2
1 5, t

4
+

=  

 ដូចេនះ  1 5sin
10 4
π +
=  ។ េដយ 2 2sin cos 1

10 10
π π
+ =   

  នាំឲ្ 21 5 10 2 5cos 1 ( )
10 4 4
π + −
= − =  

 ដូចេនះ  10 2 5cos
10 4
π −
=   ។ 
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ខ. ្រសយ 2 2 2 2 2x (x y) 4(x y )sin
10
π

+ − ≤ +  

តងអនុគមន៍ 2 2 2 2 2f (x;y) x (x y) 4(x y )sin
10
π

= + − − +  

េគបា 2 2 2 2 2 21 5f (x;y) x x 2xy y 4(x y )( )
4
+

= + − + − +  

                

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

2

6 2 52x 2xy y 4(x y )
16

3 52x 2xy y (x y )
2

1 5 1 5x 2xy y
2 2

5 1 5 1x 2xy y
2 2

5 1 5 1x y 0 , x,y IR
2 2

+
= − + − +

+
= − + − +

− +
= − −

 − +
= − + + 

 

 − + = − + ≤ ∀ ∈
 
 

 

 ដូចេនះ  2 2 2 2 2x (x y) 4(x y )sin
10
π

+ − ≤ +  ។ 
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លហំត់ទ២៨ 

េគឱ្យអនុគមន៍ 2 2f (x) 4(tan x cot x) 12(tan x cot x) 9= + − + +   

ែដល x ( 0 , )
2
π

∈  ។ចូររកតៃម�តចបផំុតៃនអនុគមន៍ f (x)   ។ 

ដំេណាះ្រ 

រកតៃម�តចបំផុតៃនអនុគមន៍ f (x)   

េគមាន 2 2f (x) 4(tan x cot x) 12(tan x cot x) 9= + − + +   
តងt tan x cot x 2 tan xcot x 2= + ≥ =  

េគបាន 2 2 2 2t (tan x cot x) tan x cot x 2= + = + +  

ឬ  2 2 2tan x cot x t 2+ = −  

េគបាន  

េដយ  េនាះ2t 3 4 3 1− ≥ − = េគបានf (x) 1 8 7≥ − = −  

ដូចេនះតៃម�តចបផំុតៃន f (x)  េស�នឹង  7−   ។ 

8)32(91 2)2(4)( 22 −−=+−−= tttxf

2≥t
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លហំត់ទ២៩ 

ចូរគណនា 3 3 34 7S cos cos cos
9 9 9
π π π

= − +  

ដំេណា្រស 

គណនា 3 3 34 7S cos cos cos
9 9 9
π π π

= − +   

តមរូបមន�  3cos 3a 4cos a 3cosa= −  

ឬ  3 3 1cos a cosa cos 3a
4 4

= +  

កេន្សោមែដលឲ្យអចសរេស 

3 4 7 1 4 7S (cos cos cos ) (cos cos cos )
4 9 9 9 4 3 3 3

π π π π π π
= − + + − +  

តង
4 7M cos cos cos

9 9 9
π π π

= − +   

េដយ
4 13cos cos
9 9
π π

− =  
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7 13M cos cos cos
9 9 9
π π π

= + +   

គុណនឹង 2sin
3
π

 េគបា 

7 132M sin 2cos sin 2cos sin 2cos sin
3 9 3 9 3 9 3

3 4 2 10 4 16 102 .M sin sin( ) sin sin sin sin
2 9 9 9 9 9 9
3 2 16 72 M sin sin 2 sin cos( ) 0

2 9 9 9

π π π π π π π
= + +

π π π π π π
= − − + − + −

π π π
= + = π − =

 

េគទញបាM 0=  

តង
4 7 1 1 1 3N cos cos cos

3 3 3 2 2 2 2
π π π

= − + = + + =  

េគបាន
3 1 3S M N
4 4 8

= + =  ។ 

ដូចេនះ  3 3 34 7 3S cos cos cos
9 9 9 8
π π π

= − + =  ។ 
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លហំត់ទ៣០ 

េគឲ្យ0 a
2
π

< <  និង 0 b
2
π

< <  ។ 

ចូរបង �ញថ
2 22 2sin a cos a 1

sinb cosb
   

+ =      
   

 លុះ្រតែa b=   ។ 

ដំេណាះ្រ 

ករបង  

េគមាន 
2 22 2sin a cos a 1

sinb cosb
   

+ =      
   

 

សមមូល 
4 4

2 2
2 2

sin a cos a(sin b cos b) 1
sin b cos b

 
+ + =  

 
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2 2
4 4 4 4

2 2

2 2
2 2 4 4

2 2

2
2 2

cos b sin bsin a cos a sin a cos a 1
sin b cos b

cos b sin b1 2sin acos a sin a cos a 1
sin b cos b

cosb sinbsin a cos a) 0
sinb cosb

+ + + =

− + + =

 − = 
 

 

េគទញ 2 2cosb sinbsin a cos a
sinb cosb

=  

សមមូល     
2 2

2 2
sin a sin b
cos a cos b

=  

សមមូល      2 2tan a tan b=  

េដយ0 a
2
π

< <  និង 0 b
2
π

< <  េនាះេគទa b=  ។ 

 
 

 



១០៤ អនគុមន៍្រតីេកណមា្រតេ្រ ជ 
 

 

េរៀបេរៀងេដយ លឹម ផល�ុ Page 86 

 

លហំត់ទ៣១ 

គណនា o o oP cos 20 cos40 cos80=  

ដំេណាះ្រ 

គណន o o oP cos 20 cos40 cos80=    

តង o oz cos 20 i sin 20= + េហយ  9 o oz cos180 i sin180 1= + = −  

េគបាន
2

o
1zz z z 1zcos 20

2 2 2z

++ +
= = =     (  េ្រព 1z

z
=   ) 

          
2 2 4 4 4 8

o o
2 4

z z z 1 z z z 1cos40 ; cos80
2 22z 2z
+ + + +

= = = =  

2 4 8 2 2 4 8

7 7 2
(z 1)(z 1)(z 1) (z 1)(z 1)(z 1)(z 1)P

8z 8z (z 1)
+ + + − + + +

= =
−

 

             
16 7

9 7 7
z 1 z 1 1

88(z z ) 8( 1 z )
− − −

= = =
− − −

 

ដូចេនះ   o o o 1P cos 20 cos40 cos80
8

= =   ។ 
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លហំត់ទ៣២ 

បង �ញ ថ៖  

1 1 3 1 9 1 27 1( cos )( cos )( cos )( cos )
2 20 2 20 2 20 2 20 16

π π π π
+ + + + =     

ដំេណាះ្រ 

តង 1 1 3 1 9 1 27P ( cos )( cos )( cos )( cos )
2 20 2 20 2 20 2 20

π π π π
= + + + +     

       
3 n

n 0

1 3cos
2 20

=

  π
= +      
∏  

េគមាន 2 21 1 a 1 acosa 1 2sin (3 4sin )
2 2 2 2 2
+ = + − = −  

េហយ  2 23a a a a asin 3sin 4sin sin (3 4sin )
2 2 2 2 2
= − = −  

នាំឱ្ 2
3asina 23 4sin a2 sin
2

− =  
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េហតុេនះ  

3asin1 1 2cosa a2 2 sin
2

+ =  

យក 
n3a
20
π

=  េគបាន

n 1
n

n

3sin1 3 1 40cos .
2 20 2 3sin

40

+ π
 π

+ =   π 
 

េគបាន

n 1
3

n
n 0

3 81sin sin1 1 140 40P . .
2 16 163 sinsin 4040

+

=

 π π
 
 = = =

π π
 
 

∏  

េ្រពះ 81sin sin(2 ) sin
40 40 40
π π π
= π + =   ។ 

ដូចេនះ  

1 1 3 1 9 1 27 1( cos )( cos )( cos )( cos )
2 20 2 20 2 20 2 20 16

π π π π
+ + + + =    
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លហំត់ទ៣៣ 

ចូរបង �ញថ 3 5 7 9 1cos cos cos cos cos
11 11 11 11 11 2
π π π π π
+ + + + =  

ដំេណាះ្រ 

យក z cos i.sin
11 11
π π

= +   េហយ    

េគមាន
11

3 5 7 9
2 2

z z 1 z 1W z z z z z
1 zz 1 z 1

− − −
= + + + + = = =

−− −
 

េដយ 1 z 1 cos i sin 2sin (sin icos )
11 11 22 22 22
π π π π π

− = − − = −  

1W
2sin (sin icos )

22 22 22

=
π π π

−
  

1 1i cot
2 2 22

π
= +  

ែផ�កពតិៃន W  គឺ   3 5 7 9cos cos cos cos cos
11 11 11 11 11
π π π π π
+ + + +   

ដូចេនះ   

3 5 7 9 1cos cos cos cos cos
11 11 11 11 11 2
π π π π π
+ + + + =   

  

1z1 1 −=
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លហំត់ទ៣៤ 

គណនាតៃម�ៃនផលគុណ 

o o o oP (1 cot1 )(1 cot 2 )(1 cot 3 ).....(1 cot 44 )= − − − −  

ដំេណាះ្រ 

េយងពនិិត្យ
cosa sina cosa1 cot a 1
sina sina

−
− = − =  

េដយ osina cosa 2 sin(45 a)− = −  

េហតុេនះ 
osin(45 a)1 cot a 2

sina
−

− =  

េយងបាន ( )
o o

o o

44 44 o

a 1 a 1

sin(45 a)P 1 cot a 2
sina

= =

 −
= − =  

  
∏ ∏  

            ( )
o o o44 22

o o o
sin44 .sin43 .....sin1P 2 . 2
sin1 .sin 2 ......sin44

= =  

ដូចេនះ  o o o 22P (1 cot1 )(1 cot 2 ).....(1 cot 44 ) 2= − − − =   ។ 
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លហំត់ទ៣៥ 

ចូរគណនាតៃម�ផលគុ ថ៖  

o o oP ( 3 tan1 )( 3 tan 2 ).....( 3 tan 29 )= + + +  

ដំេណាះ្រ 

គណនាតៃម�ផលគុថ ( )
29

o

k 1

P 3 tank
=

= +∏  

េគមាន
o o o

o
o o

sink 3 cosk sink3 tank 3
cosk cosk

+
+ = + =  

                    o o

o
2cos(30 k )

cosk
−

=  

េគបាន
29 o o

o
k 1

2cos(30 k )P
cosk=

 −
=  

  
∏  

            29 o o o o
29

o o o o
2 cos 29 cos 28 .....cos 2 cos1 2

cos1 cos 2 .....cos 28 cos 29
= =  

ដូចេនះ   o o o 29( 3 tan1 )( 3 tan 2 ).....( 3 tan 29 ) 2+ + + =  
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លហំត់ទ៣៦ 

ចូរគណនា 2 2 22 4S sin sin sin
7 7 7
π π π

= + +   

ដំេណាះ្រ 

គណនា 2 2 22 4S sin sin sin
7 7 7
π π π

= + +  

េយងបាន

2 4 81 cos 1 cos 1 cos
7 7 7S

2 2 2

π π π
− − −

= + +  

                 

3 1 2 4 8( cos cos cos )
2 2 7 7 7

π π π
= − + +  

តង
2 4 8T cos cos cos
7 7 7
π π π

= + +  

   
5 3cos( ) cos ( ) cos ( )
7 7 7

5 3cos cos cos
7 7 7

π π π
= π − + π − + π +

π π π
= − − −
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គុណអង�ទំងពីរនឹង2sin
7
π

 េគបាន  

5 32T sin 2cos sin 2cos sin 2cos sin
7 7 7 7 7 7 7
π π π π π π π
= − − −  

តមរូបមន�2cosasinb sin(a b) sin(a b)= + − −  

5 32T sin 2cos sin 2cos sin 2cos sin
7 7 7 7 7 7 7

6 4 4 2 22Tsin ( sin sin ) (sin sin ) sin
7 7 7 7 7 7

62Tsin sin sin( ) sin
7 7 7 7

π π π π π π π
= − − −

π π π π π π
=− − − − −

π π π π
= − = − π − = −

 

េគទញ
1T
2

= −  នាំឲ្យ
3 1 1 7S ( )
2 2 2 4

= − − =  

ដូចេនះ  2 2 22 4 7S sin sin sin
7 7 7 4
π π π

= + + =  ។ 
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លហំត់ទ៣៧ 

ចូរគណនា 2 4 8S sin sin sin
7 7 7
π π π

= + +    

ដំេណាះ្រ 

េគមាន 2 5 4 3 8sin sin , sin sin , sin sin
7 7 7 7 7 7
π π π π π π
= = = −  

េហយ  2 8sin sin sin
7 7 7
π π π
> = −  និង 

4sin 0
7
π
>  

េគបាន
5 3S sin sin sin 0
7 7 7
π π π

= + − >  

េលកអង�ទំពីរជាកេរេគប 

2 2 2 25 3 5 3 5 3S sin sin sin 2sin sin 2sin sin 2sin sin
7 7 7 7 7 7 7 7 7
π π π π π π π π π

= + + + − −

តង 2 2 25 3M sin sin sin
7 7 7
π π π

= + +  
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10 6 2cos cos cos3 7 7 7
2 2
3 1 3 5cos( ) cos( ) cos( )
2 2 7 7 7
3 1 3 5( cos cos cos )
2 2 7 7 7

π π π
+ +

= −

π π π = − π + + π − + π −  
π π π

= − − − −

 

យក  5 3T cos cos cos
7 7 7
π π π

= − − −  

គុណអង�ទំងពីរនឹង2sin
7
π  េគបាន  

5 32T sin 2cos sin 2cos sin 2cos sin
7 7 7 7 7 7 7
π π π π π π π
= − − −  

តមរូបមន�2cosasinb sin(a b) sin(a b)= + − −  

5 32T sin 2cos sin 2cos sin 2cos sin
7 7 7 7 7 7 7

6 4 4 2 22Tsin ( sin sin ) (sin sin ) sin
7 7 7 7 7 7

62Tsin sin sin( ) sin
7 7 7 7

π π π π π π π
= − − −

π π π π π π
=− − − − −

π π π π
= − = − π − = −
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េគទញ
1T
2

= −  នាំឲ្ 3 1 7M
2 4 4

= + =  

តង 5 3 5 3N 2sin sin 2sin sin 2sin sin
7 7 7 7 7 7
π π π π π π

= − −   

   
2 8 4 6 2 4cos cos cos cos cos cos
7 7 7 7 7 7

6 8cos cos 2sin .sin( ) 0
7 7 7

π π π π π π
= − − + − +

π π π
= − = − π − =

 

េគបាន 2 7 7S M N 0
4 4

= + = + =  េដយS 0>   

េនាះ
7S

2
=  ។ 

ដូចេនះ  2 4 8 7S sin sin sin
7 7 7 2
π π π

= + + =   ។ 
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លហំត់ទ៣៨ 

ចូរ្រសប��ក់ ថា 
3 n 2 n 1n n n8cos 4( 1) cos 4cos ( 1) 0 , n IN

7 7 7
+π π π

+ − − + − = ∀ ∈  

ដំេណាះ្រ 

េគមា   4n 3nsin sin(n )
7 7
π π
= π −  

   

2 3 n

2 n 2

3 n 2

3

2n 2n 3n 3n2sin cos sin(n )cos sin cos(n )
7 7 7 7

n n n n n4sin cos ( 2cos 1 ) 0 (3sin 4sin ) ( 1)
7 7 7 7 7

n n n n n4sin cos (2cos 1 ) ( 1) .sin (3 4sin )
7 7 7 7 7
n n n8cos 4cos ( 1) . [ 3 4 ( 1 cos ) ]
7 7 7

n8cos 4cos
7

π π π π
= π − π

π π π π π
− = − − −

π π π π π
− = − − −

π π π
− = − − − −

π
− n 2 n

3 n 2 n 1

n n( 1) .4cos ( 1)
7 7

n n n8cos 4( 1) cos 4cos ( 1) 0
7 7 7

+

π π
= − − + −

π π π
+ − − + − =  

ដូចេនះ  3 n 2 n 1n n n8cos 4( 1) cos 4cos ( 1) 0 , n IN
7 7 7

+π π π
+ − − + − = ∀ ∈   
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លហំត់ទ៣៩ 

េគឲ្យកេន្ 

3 3 33 5S cos cos cos
7 7 7
π π π

= + +  និង  4 4 43 5T cos cos cos
7 7 7
π π π

= + +    

ក.ចូរ្រសយថាបីចំ
3 5cos , cos , cos

7 7 7
π π π ជាឬសរបស់សម ក 

 3 2(E) : 8x 4x 4x 1 0− − + =   ។ 

ខ.ទញរកតៃម�  

     

3 5M cos cos cos
7 7 7

3 3 5 5N cos cos cos cos cos cos
7 7 7 7 7 7

π π π
= + +

π π π π π π
= + +

 

និង  3 5P cos cos cos
7 7 7
π π π

=  ។ 

គ.គណនា 2 2 23 5Q cos cos cos
7 7 7
π π π

= + +   

រចួទញរកតៃម S នងិT  ។ 
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ដំេណាះ្រ 

ក.្រសយថាបីចំន 3 5cos , cos , cos
7 7 7
π π π  ជាឬសរបស់សម ក 

 3 2(E) : 8x 4x 4x 1 0− − + =    

តង n
2n 1x cos , n 1 , 2 , 3

7
−

= π =  ជាឬសម ក(E)  េគបា 

3 2

2 2

2

(2n 1) (2n 1) (2n 1)8cos 4cos 4cos 1 0
7 7 7

(2n 1) (2n 1) (2n 1)4cos ( 2cos 1 ) 1 4 (1 sin ) 0
7 7 4

(2n 1) 2(2n 1) (2n 1)4cos cos ( 3 4sin ) 0
7 7 7

2(2n 1) 4(2n 1) (2nsin sin 3sin
7 74 . (2n 1) 2(2n 1)2sin 2sin
7 7

− π − π − π
− − + =

− π − π − π
− + − − =

− π − π − π
− − =

− π − π −

× −
− π − π

31) (2n 1)4sin
7 7 0(2n 1)sin

7
4(2n 1) 3(2n 1)sin sin

7 7 0 ( * )(2n 1) (2n 1)sin sin
7 7

π − π
−

=
− π

− π − π

− =
− π − π

េដយ (2n 1)n IN : sin 0
7
− π

∀ ∈ ≠  
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េហតុសមីករ( * )  សមមូល ៖ 

4(2n 1) 3(2n 1)sin sin 0
7 7

(2n 1) (2n 1)2sin cos 0
7 2

− π − π
− =

− π − π
=

 

        0 0=  េផ��ងផា�ត់  

ដូចេនះ  3 5cos , cos , cos
7 7 7
π π π  ជាឬសរបស់សម ក(E)  ។ 

ខ.ទញរកតៃម� M , N , P   

សន�តថា 1 2 3
3 5x cos , x cos , x cos

7 7 7
π π π

= = =   

តម្រទឹស�ីបទែវ្យតអនុត�ន៍ក�ុងសមី 3 28x 4x 4x 1 0− − + =  

     

1 2 3

1 2 2 3 1 3

b 1M x x x
a 2

c 1N x x x x x x
a 2

= + + = − = +

= + + = = −
 

និង  1 2 3
d 1P x x x
a 8

= = − = −  ។ 
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ដូចេនះ  

     
3 5 1M cos cos cos

7 7 7 2
3 3 5 5 1N cos cos cos cos cos cos

7 7 7 7 7 7 2

π π π
= + + =

π π π π π π
= + + = −

 

និង   
3 5 1P cos cos cos

7 7 7 8
π π π

= = −    ។ 

គ.គណនា 2 2 23 5Q cos cos cos
7 7 7
π π π

= + +   

េយងបាន 2 2 2
1 2 3Q x x x= + +  

     
2

1 2 3 1 2 2 3 1 3

2

(x x x ) 2(x x x x x x )
1 1 5M 2N 2 ( )
4 2 4

= + + − + +

= − = − − =
 

ដូចេនះ  2 2 23 5 5Q cos cos cos
7 7 7 4
π π π

= + + =  ។ 

ទញរកតៃម�S  និង T  

េយងបាន 3 3 33 5S cos cos cos
7 7 7
π π π

= + +   
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   ឬ  3 3 3
1 2 3S x x x= + +  

េដយ 1 2 3
3 5x cos , x cos , x cos

7 7 7
π π π

= = = ជាឬសរបស់(E)  

េនាះេគបាន

3 2
1 1 1

3 2
2 2 2

3 2
3 3 3

8x 4x 4x 1 0 (1)

8x 4x 4x 1 0 (2)

8x 4x 4x 1 0 (3)

 − − + =
 − − + =


− − + =

 

បូកសមីករ(1) , (2) , (3)  អង�នឹងអង�េគបាន  

3 3 3 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 38 ( x x x ) 4(x x x ) 4(x x x ) 3 0

8 S 4Q 4 M 3 0
+ + − + + − + + + =

− − + =
 

េគទញ

5 1
Q M 3 3 7 3 14 2S

2 8 2 8 8 8 2

++
= − = − = − =  

ដូចេនះ  3 3 33 5 1S cos cos cos
7 7 7 2
π π π

= + + =  ។ 

ម៉ យោេទៀ 4 4 4 4 4 4
1 2 3

3 5T cos cos cos x x x
7 7 7
π π π

= + + = + +   
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េដយគុណសម ក(1) , (2) , (3)  េរៀងគា�ន ឹង 1 2 3x , x , x  

េគបាន 

4 3 2
1 1 1 1

4 3 2
2 2 2 2

4 3 2
3 3 3 2

8x 4x 4x x 0 (1')

8x 4x 4x x 0 (2')

8x 4x 4x x 0 (3')

 − − + =
 − − + =


− − + =

 

បូកសមីករ(1') , (2') , (3')  អង�នឹងអង�េគបាន  

8 T 4 S 4 Q M 0− − + =    

េគទញ S Q M 7 1 3T
2 8 8 8 4
+

= − = − =  ។ 

ដូចេនះ  4 4 43 5 3T cos cos cos
7 7 7 4
π π π

= + + =  ។ 
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លហំត់ទ៤០ 

ចូរបង �ញ ថ៖  

7 7 72 4 63cos x cos (x ) cos (x ) cos 3x
3 3 64
π π

+ + + + =    
ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ

x  ។ 
ដំេណាះ្រ 

7 7 72 4 63cos x cos (x ) cos (x ) cos 3x
3 3 64
π π

+ + + + =   

តង n n n
n

2 4E (x) cos x cos (x ) cos (x ) (i)
3 3
π π

= + + + +  

តមរូបមន� 3cos 3x 4cos x 3cos x= −   

េគទញ  3 3 1cos x cos x cos 3x
4 4

= +  

េដយគុណអង�ទំងពីរនឹង n 3cos x−     េគបា ថ៖  

  n n 2 n 33 1cos x cos x cos 3xcos x (1)
4 4

− −= +  
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ដូចគា�ែដរេគទញ  ថ៖  

 n n 2 n 32 3 2 1 2cos (x ) cos (x ) cos 3xcos (x ) (2)
3 4 3 4 3

− −π π π
+ = + + +   

  n n 2 n 34 3 4 1 4cos (x ) cos (x ) cos 3xcos (x ) (3)
3 4 3 4 3

− −π π π
+ = + + +  

 េដយបកសមីករ(1); (2)  និង (3)  េគបា ថ៖  

  n n 2 n 3
3 1E (x) E (x) cos 3xE (x) (ii)
4 4− −= +  

តម(i)  ចំេពះn 0 ; n 1 , n 2= = =  េគបា ថ៖  

0

1

1

2 2 2
2

2 2
2

E (x) 3
2 4E (x) cos x cos(x ) cos(x )
3 3

1 3 1 3E (x) cos x cos x sin x cos x sin x 0
2 2 2 2

1 3 1 3E (x) cos x ( cos x sin x) ( cos x sin x)
2 2 2 2

3 3 3E (x) cos x sin x
2 2 2

=

π π
= + + + +

= − − − + =

= + − − + − +

= + =
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តម(ii)  ចំេពះn 3 ; n 4 , n 5 ; n 7= = = =  េគបា 

3 1 0

4 2 1

5 3 2

7 5 4

3 1 3E (x) E (x) cos 3xE (x) cos 3x
4 4 4
3 1 9E (x) E (x) cos 3xE (x)
4 4 8

1 9 3 15E (x) E (x) cos 3xE (x) cos 3x cos 3x cos 3x
4 4 16 8 16
3 1 45 9 63E (x) E (x) cos 3xE (x) cos 3x cos 3x cos 3x
4 4 64 32 64

= + =

= + =

3
= + = + =

= + = + =

 

ដូចេនះ   7 7 72 4 63cos x cos (x ) cos (x ) cos 3x
3 3 64
π π

+ + + + =    ។ 
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លហំត់ទ៤១ 

េគដឹងថា cos x cos y cos z sin x sin y sin z a
cos(x y z) sin(x y z)
+ + + +

= =
+ + + +

  

ចូរ្រសយcos(x y) cos(y z) cos(z x) a+ + + + + =  

ដំេណាះ្រ 

្រសយcos(x y) cos(y z) cos(z x) a+ + + + + =   

តង ix iy izu e , v e , w e= = =   េគបន៖

( ) ( )u v w cos x cos y cos z i sin x sin y sin z+ + = + + + + +  

េហយ  i(x y z)uvw e cos(x y z) i sin(x y z)+ += = + + + + +  

េគមាន  cos x cos y cos z sin x sin y sin z a
cos(x y z) sin(x y z)
+ + + +

= =
+ + + +

 

នាំឲ្យ (cos x cos y cos z) i(sin x sin y sin z) a
cos(x y z) i cos(x y z)
+ + + + +

=
+ + + + +
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i(y z) i(x z) i(x y)

u v w a
uvw

1 1 1 a
vw uw uv
e e e a− + − + − +

+ +
=

+ + =

+ + =

 

តមសមភាពេនះេគទញប 

 cos(x y) cos(y z) cos(z x) a+ + + + + =  

និង sin(x y) sin(y z) sin(z x) 0+ + + + + =  

ដូចេនះ  cos(x y) cos(y z) cos(z x) a+ + + + + =   ។ 
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លហំត់ទ៤២ 

ចូរកំនត់្រគប់តៃម�x  ក�ុងចេនា�ះ ]0; [
2
π  េដយដឹងថា 

3 1 3 1 4 2
sin x cos x
− +

+ =  

ដំេណាះ្រ 

កំនត់្រគប់តៃម�x  ក�ុងចេនា�ះ ]0; [
2
π

 

3 1 3 1 4 2 (1)
sin x cos x
− +

+ =   

េគពនិិត្យsin sin
12 3 4
π π π = − 

 
 

             
sin cos sin cos

3 4 4 3
3 2 2 1 6 2. .

2 2 2 2 4

π π π π
= −

−
= − =

 

េហយ   cos cos
12 3 4
π π π = − 

 
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cos cos sin sin

3 4 3 2
1 2 3 2 6 2. .
2 2 2 2 4

π π π π
= +

+
= + =

 

សមីករ(1)  អចសរេសរេទជ 

                           

3 1 3 1
2 2 2 2 2
sin x cos x
6 2 6 2

4 4 2
sin x cos x

sin cos
12 12 2

sin x cos x

sin cos x sin xcos 2sin xcos x
12 12

sin x sin 2x
12

− +

+ =

− +

+ =

π π

+ =

π π
+ =

π + = 
 

 

េដយ0 x
2
π

< <  េនាះេគទx
12
π

=  ឬ  11x
36
π

=   

ដូចេនះ  11x { ; }
12 36
π π

∈   ។ 
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លហំត់ទ៤៣ 

េដះ្រសយសមីក 

6 4 2 264x 112x 56x 7 2 1 x− + − = −  ។   

ដំេណាះ្រ 

6 4 2 264x 112x 56x 7 2 1 x (1)− + − = −   
លក�័ខណ័�  21 x 0− ≥  ឬ  x [ 1 , 1 ]∈ −  

េយងមានcos4a cos(a 3a)= +             

                  

3 3

4 2 2 4

4 2 2 2 2

4 2

cosacos 3a sinasin 3a

cosa(4cos a 3cosa) sina(3sina 4sin a)

4cos a 3cos a 3sin a 4sin a

4cos a 4(1 cos a) 3(cos a sin a)

8cos a 8cos a 1

= −

= − − −

= − − +

= + − − +

= − +

 

          cos5a cos(a 4a)= +               
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4 2

5 3 2 2

5 3 2 3

5 3

cosacos4a sinasin4a

cosa(8cos a 8cos a 1) 2sinasin 2acos 2a

8cos a 8cos a cosa 4sin acosa(2cos a 1)

8cos a 8cos a cosa 4(1 cos a)(2cos a cosa)

16cos 20cos a 5cosa

= −

= − + −

= − + − −

= − + − − −

= − +

 

     
2 3 2

6 4 2

cos6a 2cos 3a 1 2(4cos a 3cosa) 1

32cos a 48cos a 18cos a 1

= − = − −

= − + −
 

     3 3

7 5 3

cos7a cos(6a a) cos6acosa sin6asina
cosacos6a 2sinasin 3acos 3a

cosacos6a 2sina(3sina 4sin a)(4cos a 3cosa)

64cos a 112cos a 56cos a 7cosa

= + = −
= −

= − − −

= − + −

 

យក x cos t=  ែដល t [ 0 , ]∈ π  សមីករ(1) សរេសរ ៖ 

6 4 2 2

6 4 2

64cos t 112cos t 56cos t 7 2 1 cos t

64cos t 112cos t 56cos t 7 2sin t

− + − = −

− + − =
 

គុណអង�ទំងពីរនឹងcos t 0≠  េគបាន  
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7 5 364cos t 112cos t 56cos t 7cos t 2sin t cos t
cos7t sin 2t

cos7t cos( 2t)
2

− + − =
=

π
= −

 

េគទញ
7t 2t 2k

2

7t 2t 2k ' , k;k ' Z
2

π = − + π


π = − + + π ∈

 

សមមូល 
2kt

18 9
2k 't , k ; k ' Z

10 9

π π = +


π π = − + ∈

 

េដយt [ 0 , ]∈ π  េគទញសំណុំ តៃម�t  ដូចខងេ្រក 

5 9 13 17 3 7t { ; ; ; ; ; ; }
18 18 18 18 18 10 10
π π π π π π π

∈  េដយcos t 0≠  េនាះ

t
2
π

≠ ដូចេនះសមីករ(1) មានសំណុំឬសដូចខងេ្រក  

5 13 17 3 7x { cos ;cos ;cos ;cos ;cos ;cos }
18 18 18 18 10 10
π π π π π π

∈   
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លហំត់ទ៤៤ 

េដះ្រសយសមីក 

6 2 3 2 3 2 3tan x (tan x 1) (tan x 2) (tan x 3)+ + + + = +      
ដំេណាះ្រ 

េដះ្រសយសមីក 

6 2 3 2 3 2 3tan x (tan x 1) (tan x 2) (tan x 3)+ + + + = + .  

លក�័ខណ័� x k , k Z
2
π

≠ + π ∈   ។  

តង 2t tan x , t 0= ≥   សមីករសរេសរ  

3 3 3 3

3 3 2 3 2 3 2

3 2 3 2

3

3

2

2

t (t 1) (t 2) (t 3)

t (t 3t 3t 1) (t 6t 12t 8) t 9t 27t 27

3t 9t 15t 9 t 9t 27t 27

2(t 6t 9) 0

(t 27) (6t 18) 0

(t 3)(t 3t 9) 6(t 3) 0

(t 3)(t 3t 3) 0

+ + + + = +

+ + + + + + + + = + + +

+ + + = + + +

− − =

− − − =

− + + − − =

− + + =
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េគទញt 3 0 t 3− = ⇒ =   

ឬ  2t 3t 3 0+ + = គា�នឬសេ្រព  9 12 0∆ = − <  

ចំេពះt 3=  េគបាន  2tan x 3=  

     
2tan x 3 0

(tan x 3)(tan x 3) 0

− =

− + =
 

េគបានtan x 3 0− =  ឬ tan x 3=  

នាំឲ្x k , k Z
3
π

= + π ∈  ។ 

េហយ tan x 3 0+ =  ឬ tan x 3= −  

នាំឲ្x k , k Z
3
π

= − + π ∈ ។ 
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លហំត់ទ៤៥ 

េដះ្រសយសរ ៖ 

4sin (x ) cos (x ) 3 2 2
4 12
π π

+ + = +  

ដំេណាះ្រ 

េដះ្រសយសមីក 

4sin (x ) cos (x ) 3 2 2
4 12
π π

+ + = +  

តមរូបមន�2sina cosb sin(a b) sin(a b)= + + −  

សមីករខងេលអចសរេសរជាបន�បនា�ប់ខង  

2

2 sin(x x ) sin(x x ) 3 2 2
4 12 4 12

2 sin(2x ) sin (1 2)
3 6

2sin(2x ) 1 1 2
3

2sin(2x )
3 2

π π π π + + + + + − − = +  
π π + + = +  

π
+ + = +

π
+ =
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េគទញ 
2x 2k

3 4

2x 2k , k Z
3 4

π π + = + π


π π + = π − + π ∈

 

ដូចេនះ  
5x k , x k ; k Z

24 24
π π

= − + π = + π ∈    ។ 
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លហំត់ទ៤៦ 

១.ចូរ្រសយប ��ក់រូបមន� 

cos(n 1)x 2cos xcos(nx) cos(n 1)x , x IR , n IN+ = − − ∈ ∈  

២.អនុវត�ន៍ ៖ ចូរសរេសរ cos7x ជាអនុគមន៍ៃនcos x ។ 

៣.េដះ្រសយសមីក 

 7 5 3128cos x 244cos x 112cos x 14cos x 1 0− + − − =   ។ 

ដំេណាះ្រ 

១.្រសថcos(n 1)x 2cos xcos(nx) cos(n 1)x+ = − −  

(n 1)x (n 1)x (n 1)x (n 1)xcos(n 1)x cos(n 1)x 2cos .cos
2 2

+ − − + + −
+ + − =  

សមមូល  cos(n 1)x cos(n 1)x 2cos x.cos(nx)+ + − =  

ដូចេនះ 

cos(n 1)x 2cos xcos(nx) cos(n 1)x+ = − −  
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២. អនុវត�ន៍ ៖សរេសរ cos7x ជាអនុគមន៍ៃនcos x   

េគមានcos(n 1)x 2cos xcos(nx) cos(n 1)x+ = − − . 

េប n 1=    2cos 2x 2cos x 1= −  

េប n 2=   cos 3x 2cos xcos 2x cos x= −  

                         
2

3

2cos x(2cos x 1) cos x

4cos x 3cos x

= − −

= −
 

េប n 3=   cos4x 2cos xcos 3x cos 2x= −     

                      
3 2

4 2

2cos x(4cos x 3cos x) (2cos x 1)

8cos x 8cos x 1

= − − −

= − +
 

េប n 4=   cos5x 2cos xcos4x cos 3x= −        

       
4 2 3

5 3

2cos x(8cos x 8cos x 1) (4cos x 3cos x)

16cos x 20cos x 5cos x

= − + − −

= − +
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េប n 5=   cos6x 2cos xcos5x cos4x= −            
5 3 4 2

6 4 2

2cos x(16cos x 20cos x 5cos x) (8cos x 8cos x 1)

32cos x 48cos x 18cos x 1

= − + − − +

= − + −
 

េប n 6=   cos7x 2cos xcos6x cos5x= −  

ដូចេនះ  7 5 3cos7x 64cos x 112cos x 56cos x 7cos x= − + − .  

៣. េដះ្រសយសមីក 

7 5 3128cos x 244cos x 112cos x 14cos x 1 0 (1)− + − − =   
ែចកអង�ទំងពីរៃនសម ក(1)  នឹង 2  េគបាន  

7 5 3 164cos x 112cos x 56cos x 7cos x 0
2

1cos7x
2

− + − − =

=
 

េគទញបា7x 2k
3
π

= ± + π  ឬ   2kx , k Z
21 7
π π

= ± + ∈  

ដូចេនះ  2k 2k 'x , x ; k;k ' Z
21 7 21 7
π π π π

= + = − + ∈   ។ 
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លហំត់ទ៤៧ 

ក.ចូរគណនាតៃម�្របាកដtan
8
π    

ខ.ចូរេដះ្រសយសមី 

    2 2sin x 2 sin x.cos x ( 2 1) cos x 0− + − =   

គ.ចូរេដះ្រសយសមី tan x 2 1 1
1 ( 2 1) tan x 3

+ −
=

− −
    

ដំេណាះ្រ 

ក.គណនាតៃម�្របាកដtan
8
π    

តមរូបមន� 2
2tanatan 2a

1 tan a
=

−
   េដយយកតៃម�a

8
π

=  

េគបាន
2

2tan
8tan

4 1 tan
8

π
π
=

π
−
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2

2tan
81

1 tan
8

π

=
π

−
  នាំឲ្យ 2tan 2tan 1 0

8 8
π π

+ − =  

តងt tan
8
π

=   ែដល t 0>  

េគបន 2t 2t 1 0 ; ' 1 1 2+ − = ∆ = + =   

េគទញឬស 1 2t 1 2 , t 1 2 0= − + = − − < (មនិយក) 

ដូចេនះ   tan 2 1
8
π
= −   ។ 

ខ. េដះ្រសយសមី៖ 

      2 2sin x 2 sin x.cos x ( 2 1) cos x 0− + − =   

ែចកអង�ទំងពីរន ង 2cos x 0≠  េគបានសម ករ 

2tan x 2 tan x ( 2 1) 0− + − =  . 
តងt tan x=  េគបាន  

2t 2 t ( 2 1) 0− + − =   េដយa b c 0+ + =  
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េគទញឬស 1 2t 1 ; t 2 1= = −  ។ 

-ចំេពះt 1=  េគបានtan x 1=  នាំឲ្x k , k Z
4
π

= + π ∈  

-ចំេពះt 2 1= −  េគបានtan x 2 1= −   

នាំឲ្x k , k Z
8
π

= + π ∈  

ដូចេនះ  x k , x k , k Z
4 8
π π

= + π = + π ∈   ។ 

គ. េដះ្រសយសមីក 

        
tan x 2 1 1

1 ( 2 1) tan x 3
+ −

=
− −

   េដយtan 2 1
8
π
= −  េគបាន 

    
tan x tan 38

31 tan x.tan
8

tan(x ) tan
8 6

π
+

=
π

−

π π
+ =

 

 េគទញx k
8 6
π π

+ = + π  ឬ x k , k Z
24
π

= + π ∈    
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លហំត់ទ៤៨ 

ក.ចូរគណនាតៃម�្របាកដcos
12
π  និង 

7cos
12
π  

ខ.ចូរេដះ្រសយ្របព័ន�សម៖ 

   

3 2

2 3

2 3 6cos x 3cos xcos y
8

2 3 63cos xcos y cos y
8

 +
+ =


− + =

  

ដំេណាះ្រ 

ក.គណនាតៃម�្របាកដcos
12
π  និង 

7cos
12
π  

េយងបានcos cos( )
12 3 4
π π π
= −  

                     
cos cos sin sin

3 4 3 4
1 2 3 2 2 6. .
2 2 2 2 4

π π π π
= +

+
= + =
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េហយ  7cos cos( )
12 3 4
π π π
= +  

                 
cos cos sin sin

3 4 3 4
1 2 3 2 2 6. .
2 2 2 2 4

π π π π
= −

−
= − =

 

 ដូចេនះ   2 6 7 2 6cos , cos
12 4 12 4
π + π −
= =   ។ 

ខ. េដះ្រសយ្របសមីករ 

    
3 2

2 3

2 3 6cos x 3cos xcos y (1)
8

2 3 63cos xcos y cos y (2)
8

 +
+ =


− + =

 

   បូកសមីករ(1)  និង (2)  អង�និងអង�េគបាន  

   

3 2 2 3

3 3

2 2cos x 3cos xcos y 3cos xcos y cos y
8
2( cos x cos y ) ( )

2
2cos x cos y (3)

2

+ + + =

+ =

+ =
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 ដកសមីករ(1)  និង (2)  អង�និងអង�េគបាន  

 

3 2 2 3

3 3

6 6cos x 3cos xcos y 3cos xcos y cos y
8
6( cos x cos y ) ( )

2
6cos x cos y (4)

2

− + − =

− =

− =

 

 បូកសមីករ(3)  និង (4)  អង�និងអង�េគបាន  

 
2 62cos x

2
2 6cos x

4

+
=

+
=

  

    cos x cos
12
π

=   នាំឲ្យx 2k , k Z
12
π

= ± + π ∈   

 ដកសមីករ(3)  និង (4)  អង�និងអង�េគបាន  

  
2 62cos y

2
2 6cos y

4

−
=

−
=

  



១០៤ អនគុមន៍្រតីេកណមា្រតេ្រ ជ 
 

 

េរៀបេរៀងេដយ លឹម ផល�ុ Page 127 

 

  7cos y cos
12
π

=   នាំឲ្យ 7y 2k , k Z
12
π

= ± + π ∈   

ដូចេនះ x 2k , k Z
12
π

= ± + π ∈  និង 
7y 2k , k Z
12
π

= ± + π ∈    
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លហំត់ទ៤៩ 

ក.ចូរ្រសយប ��ក់ 6 6 5 3sin x cos x cos4x
8 8

+ = +  

ខ.ចូរេដះ្រសយសមី 3 3 2 313 1(sin x cos x) sin 2x
16 4

+ = +   

ដំេណាះ្រ 

ក.្រសយប ��ក់ 6 6 5 3sin x cos x cos4x
8 8

+ = +   

េយងមាន 2 2sin x cos x 1 ; x IN+ = ∀ ∈  

 

2 2 3

6 4 2 2 4 6

6 6 2 2 2 2

6 6 2 2

6 6 2

6 6

6 6

( sin x cos x ) 1

sin x 3sin xcos x 3sin xcos x cos x 1

sin x cos x 3sin xcos x ( sin x cos x) 1

sin x cos x 3sin xcos x 1
3sin x cos x sin 2x 1
4
3 1 cos4xsin x cos x ( ) 1
4 2

3 3 5 3sin x cos x 1 cos4x cos4x
8 8 8 8

+ =

+ + + =

+ + + =

+ + =

+ + =

−
+ + =

+ = − + = +
 



១០៤ អនគុមន៍្រតីេកណមា្រតេ្រ ជ 
 

 

េរៀបេរៀងេដយ លឹម ផល�ុ Page 129 

 

ខ.េដះ្រសយសមី 3 3 2 313 1(sin x cos x) sin 2x
16 4

+ = +   

េយងបាន 6 3 3 6 3 313sin x 2sin xcos x cos x 2sin xcos x
16

+ + = +   

                                        

5 3 13cos4x
8 4 16
+ =   ឬ  1cos4x

2
=  

េគទញ4x 2k
3
π

= ± + π   ឬ   kx , k Z
12 2
π π

= ± + ∈  ។ 
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លហំត់ទ៥០ 

េគមានសម ករដឺេ្រកទីពី 

2 1 2(E) : x ( 2) x 1 0
cos 3

+ − + − =
φ

     

ែដល 0 2
π

≤ φ <   ។ 

េគឧបមាថាសមីក(E)  មានឬសពីរែដលតងេដtana   

និង tanb  ។ 

ក. កំនត់តៃម� φ  េដម្បីឲ្a b
4
π

+ =  ។ 

ខ. េដះ្រសយសមី(E) ចំេពះតៃម�φ ែដលបានរកេឃ 

គ. េ្របលទ�ផលខងេលចូរទញរកតៃម�្របtan
12
π ។ 
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ដំេណាះ្រ 

ក. កំនត់តៃម� φ  េដម្បីឲ្a b
4
π

+ =  

េដយtana និង tanb ជាឬសរបស់(E) េនាះេគមានទំនាក់ទំ

1tana tanb 2 (1)
cos

+ = −
φ

  

និង  
2tana tanb 1 (2)
3

= −  

តមរូបមន� tana tanbtan(a b) (3)
1 tana tanb

+
+ =

−
 

យកទំនាក់ទំនង(1)  និង (2)  ជំនួសក�ុង (3)  េគបាន  

12
3 (2cos 1)costan(a b) 2 (2 3 2)cos1 ( 1)

3

−
φ −φ+ = =

− φ− −
  

េដយa b
4
π

+ =  
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េគទញបាន 3(2cos 1) 1
(2 3 2)cos

φ −
=

− φ
 

           2 3 cos 3 2 3 cos 2cos

3cos
2

φ − = φ − φ

φ =
 

េដយ 0
2
π

≤ φ <   ដូចេនះេគទញ
6
π

φ =   ។ 

ខ. េដះ្រសយសមី(E) ៖ 

េប 6
π

φ = េនាះ(E) 2 2 2x ( 2) x 1 0
3 3

+ − + − =  

2

2

2 2( 2) 4( 1)
3 3

4(7 4 3) 4(2 3)
3 3

∆ = − − −

− −
∆ = =

 

េគទញឬស
1

2

1 2 4 2 3 1x ( 2 )
2 3 3 3
1 2 4 2 3x ( 2 ) 2 3
2 3 3

 −
= − + + =


 −

= − + − = −


 

ដូចេនះ   1 2
1x , x 2 3
3

= = −   ។ 
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គ. េ្របលទ�ផលខងេលទញរកត្របាកដៃtan
12
π  

តមស្រមាយខងេលេ 1 2
1x , x 2 3
3

= = −    

េគទញ
1tana
3

=  និង tanb 2 3= −  

េដយ
1tana
3

=  នាំឲ្a
6
π

=  េហយ a b
4
π

+ =   

នាំឲ្b a
4 4 3 12
π π π π

= − = − =  

ដូចេនះ  tan 2 3
12
π
= −   ។ 

 
 

 

 

 



១០៤ អនគុមន៍្រតីេកណមា្រតេ្រ ជ 
 

 

េរៀបេរៀងេដយ លឹម ផល�ុ Page 134 

 

លហំត់ទ៥១ 

េគឲ្យែខ្សេក

2(P) : y f (x) x sin 2(1 sin )x 5 sin= = φ − + φ + − φ   
ែដល 0 < φ < π  ។ 

កំនត់តៃម� φ  េដម្បីឲ្យែខ្សេ(P) ស�ិតេនេលអក្ 

អប់សុីសជានច� 

ដំេណា្រស 

កំនត់តៃម� φ   

េគមាន 

2(P) : y f (x) x sin 2(1 sin )x 5 sin= = φ − + φ + − φ  

េដម្បីឲ(P) ស�ិតេនេលអក្ស័អប់សុីសជានិច�លុះ្ 

f (x) 0 , x IR> ∀ ∈  
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េពលគឺេគ្រត�វឲ
fa 0
' 0
>


∆ <

 

េគមាន fa sin 0 ; ] 0 ; [= φ > ∀φ∈ π  

េហយ  2' (1 sin ) sin (5 sin )∆ = + φ − φ − φ  

      

2 2

2

' 1 2sin sin 5sin sin

' 2sin 3sin 1
' (2sin 1)(sin 1)

∆ = + φ + φ − φ + φ

∆ = φ − φ +
∆ = φ − φ −

 

េប ' 0∆ <  សមមលូ   1 sin 1
2
< φ <  េដយ0 < φ < π  

េគទញបា 6 2
π π

< φ <   ។ 

ដូចេនះេដម្បីឲ្យែខ្សេ(P) ស�ិតេនេលអក្ស័អប់ស 

ជានិច�លុះ្រតែតេគឲ្យល័ក�ខ័
6 2
π π

< φ <   ។  
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លហំត់ទ៥២ 

េគឲ្យសម ករដឺេ្រកទីព 2 2(E) : x (m m) x m 2 0− − − + =   

េគសន�តថាសម ករេនះមានឬសពីរតងេរៀងគា tana   

និង tanb  ។ 

ក.ចូរកំនត់តៃម�ៃនបា រ៉៉ែម៉្ m  េដម្បីឲ្a b
3
π

+ =  ។ 

ខ.ចូរេដះ្រសយសមីករខងេលចm ែដលបានរកេឃញ  

គ.េដយេ្របលទ�ផលខងេលចូរទញរកតៃម�្របtan
12
π  ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក.កំនត់តៃម�ៃនបា រ៉៉ែម៉្ m  េដម្បីឲ្a b
3
π

+ =  ៖ 

សមីករមានឬសក 2 2(m m) 4m 8 0∆ = − + − ≥  

េដយtana  និង tanb  ជាឬសរបស់សម ករេ 
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តម្រទឹស�ីបទែវ្យតេគ
2tana tanb m m (1)

tana .tanb m 2 (2)

 + = −


= − +
 

េដយ  tana tanbtan(a b)
1 tana.tanb

+
+ =

−
 

              
tana tanbtan

3 1 tana.tanb
tana tanb3 (3)

1 tana.tanb

π +
=

−
+

=
−

 

យកទំនាក់ទំនង(1)  និង (2)  ជួសក�ុងសមីករ(3)   

េគបាន  

 
2m m3

1 m 2
−

=
+ −

  ឬ  2m (1 3) m 3 0− + + =  

េដយa b c 0+ + =  េគទញឬស 1 2m 1 , m 3= =  

-ចំេពះm 1=  េនាះ 2 2(1 1) 4.1 9 4 0∆ = − + − = − <  ( មនិយក ) 

-ចំេពះm 3=  េនាះ 2(3 3) 4 3 8 4 2 3 0∆ = − + − = − >  

ដូចេនះ m 3=   ។ 
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ខ.េដះ្រសយសមីងេលចំេពះm ែដលបានរកេឃញ  

ចំេពះm 3=  េគបាន ៖ 2x (3 3)x 3 2 0− − − + =  

េដយa b c 0+ + =  េគទញឬស 1 2x 1 , x 2 3= = −  ។ 

គ.ទញរកតៃម�្របាកដtan
12
π

 ៖ 

តមលទ�ផលខងេលេគម 1x tana 1= =  នាំឲ្a
4
π

=  

េហយ a b
3
π

+ =  េនាះb
3 4 12
π π π

= − =  

េហតុេនះ  2x tanb tan 2 3
12
π

= = = −  

ដូចេនះ  tan 2 3
12
π
= −  ។ 

 

 

 



១០៤ អនគុមន៍្រតីេកណមា្រតេ្រ ជ 
 

 

េរៀបេរៀងេដយ លឹម ផល�ុ Page 139 

 

លហំត់ទ៥៣ 

េគឲ្យសម ក 3 2(E) : x (2m 3)x 5x 3m 2 0− + + − + =  

ឧបមាថាសករេនះមានឬបីតងេtan , tan , tanα β γ  ។ 

ក.ចូរគណនា sin( )A
cos cos cos

α + β + γ
=

α β γ
  ជាអនុគមន៍ៃនm  ។ 

ខ.កំនត់ m  េដម្បីឲ្A 4=  ។ 

គ.េដះ្រសយសមី(E) ចំេពះតៃម�m ែដលបានរកេឃញខងេល 

ដំេណាះ្រ 

ក. គណនា sin( )A
cos cos cos

α + β + γ
=

α β γ
  ជាអនុគមន៍ៃនm  

េយងមា sin[ ( )]A
cos cos cos

α + β + γ
=

α β γ
     



១០៤ អនគុមន៍្រតីេកណមា្រតេ្រ ជ 
 

 

េរៀបេរៀងេដយ លឹម ផល�ុ Page 140 

 

sin cos( ) sin( )cos
cos cos cos

sin cos cos sin sin sin sin cos cos sin cos cos
cos cos cos

tan tan tan tan tan tan
tan tan tan tan tan tan

α β + γ + β + γ α
=

α β γ
α β γ − α β γ + β γ α + γ β α

=
α β γ

= α − α β γ + β + γ
= α + β + γ − α β γ

 

េដtan , tan , tanα β γ ជាឬសសម ក(E) តម្រទឹស�ីបទែវ 

េយងមាន 
tan tan tan 2m 3
tan tan tan tan tan tan 5
tan tan tan 3m 2

α + β + γ = +
 α β + β γ + γ α =
 α β γ = −

 

េយងបានA 2m 3 (3m 2) m 5= + − − = − +  

ដូចេនះ  A m 5= − +   ។ 

ខ.កំនត់ m  េដម្បីឲ្A 4=  

 េដយេយងមាA m 5= − +  

េយងបាន m 5 4− + =   នាំឲ្m 1=  ។ 
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គ. េដះ្រសយសមី(E)  ៖ 

ចំេពះm 1=  េគបាន 3 2(E): x 5x 5x 1 0− + − =  

េដយ 3 2 2x 5x 5x 1 (x 1)(x 4x 1)− + − = − − +  

េគទញ 2(x 1)(x 4x 1) 0− − + =  ឬ   2

x 1

x 4x 1 0

=


− + =
 

' 4 1 3∆ = − =   េគទញ 1 2x 2 3 , x 2 3= − = +  

ដូចេនះសណំុឬសសមីករx { 2 3 ; 1 , 2 3 }∈ − +   ។ 
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លហំត់ទ៥៤ 

េគឲ្យសម ក 3 3(E) : cos xcos 3x sin xsin 3x m+ =  

ក.ចូរេដះ្រសយសមីករេនះ 3 3m
8

=   

ខ.រកលក�័ខណ័�ស្រមាប m  េដម្បីឲ្យសមីករេនះមាន 

ដំេណាះ្រ 

ក.េដះ្រសយសមីករេនះ 3 3m
8

=   

េយងមាន 3sin 3x 3sin x 4sin x= −  នាំឲ្ 

3 1sin x (3sin x sin 3x)
4

= −  

េហយ    3cos 3x 4cos x 3cos x= −   

នាំឲ្ 3 1cos x (3cos x cos 3x)
4

= +  

សមីករ (E)  អចសរសរ  
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2 2

2 2

3

3

1 1(3cos x cos 3x)cos 3x (3sin x sin 3x)sin 3x m
4 4

3cos xcos 3x cos 3x 3sin xsin 3x sin 3x 4m

3(cos 3xcos x sin 3xsin x) (cos 3x sin 3x) 4m
3cos 2x cos6x 4m

4cos 2x 4m

cos 2x m

+ + − =

+ + − =

+ + − =
+ =

=

=

 

េដយ 3 3m
8

=  េគបាន 3cos 2x
2

=   

នាំឲ្x k ,k Z
12
π

= ± + π ∈  

ខ. រកលក�័ខណ័�ស្រមាប m  ៖ 

េដម្បីឲ្យសមីករេនះមានឬសេគ្រគាន 31 m 1− ≤ ≤   

ឬ  [ ]m 1 , 1∈ −  ។ 
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លហំត់ទ៥៥ 

េដះ្រសយសមីក 

2 3
2 2log (sin x) log (2sin x) 0+ =  

ដំេណាះ្រ 

េដះ្រសយសមីក 

2 3
2 2log (sin x) log (2sin x) 0+ =  

លក�័ខណ�័   sin x 0>  នាំឲ្យ2k x 2k , k Zπ < < π + π ∈  

សមីករអចសររ ៖ 

2 3
2 2 2

2
2 2

log (sin x) log (sin x) log 2 0

log (sin x) 3log (sin x) 2 0

+ + =

+ + =
 

តង 2t log (sin x)=  េគបានសម ក 2t 3t 2 0+ + =  

េដយb a c= +  េគទញឬស 1 2t 1 , t 2= − = −  
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-ចំេពះt 1= − េគបាន 2log (sin x) 1= −  

សមមូល   1sin x
2

=   

នាំឲ្
x 2k

4
3x 2k 2k , k Z

4 4

π = + π


π π = π − + π = + π ∈

 

-ចំេពះt 2= −  េគបាន 2log (sin x) 2= −  

សមមូល   1sin x
2

=   

នាំឲ្
x 2k

6
5x 2k 2k , k Z

6 6

π = + π


π π = π − + π = + π ∈
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លហំត់ទ៥៦ 

េគឲ្យស៊�ីតៃនចំនួនពិត n(U ) កំនត់េល IN  េដយ  

0
2U

2
=  និង 

2
n

n 1
1 1 U

U , n IN
2+

− −
= ∀ ∈  

គណនា nU  ជាអនុគមន៍ៃនn  ។ 

ដំេណាះ្រ 

គណនា nU  ជាអនុគមន៍ៃនn  ៖ 

េយងមាន 0
2U sin

2 4
π

= =  

    
22

0
1

1 1 sin1 1 U 4U sin
2 2 8

π
− −− − π

= = =  

ឧបមាថាវពិតដល់តួp  គឺ  p p 2U sin
2 +
π

=    

េយងនឹង្រសយថាវពិតដល់ត(p 1)+  គឺ  p 1 p 3U sin
2+ +
π

=  ពិត 
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េយងមាន
2

p
p 1

1 1 U
U

2+
− −

=   

ែតតមករឧប p p 2U sin
2 +
π

=    

េយងបាន

2
p 2

p 1

1 1 sin
2U

2

+
+

π
− −

=   

                     

2
p 2 p 3

p 3

1 cos 2sin
2 2

2 2

sin
2

+ +

+

π π
−

= =

π
=

  

ដូចេនះ   n n 2U sin
2 +
π

=   ។ 
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លហំត់ទ៥៧ 

េគឲ្យ 0a 2 3 6= + +  និង 
2

n
n 1

n

a 5a
2(a 2)+

−
=

+
 

ចំេពះ្រគបn 0≥  ។ 

ចូរ្រសយ
n 3

n
2a cot 2

3

− π
= −  

 
  ចំេពះ្រគបn IN∈ ។ 

ដំេណាះ្រ 

្រសយ
n 3

n
2a cot 2

3

− π
= −  

 
   

ចំេពះn 0=  េគបាន 0a cot 2
24
π

= −  

2cos 2cos 1 cos
24 24 12cot

24 sin 2sin cos sin
24 24 24 12

6 21 cos( ) 1 4 6 23 4 4
6 2 6 2sin( )

3 4 4

π π π
+π

= = =
π π π π

π π +
+ − + + +

= = =
π π − −−
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24( 6 2) ( 6 2)cot
24 4

4( 6 2) 8 4 3
4

2 2 3 6

π + + +
=

+ + +
=

= + + +

 

េគទញ 0a 2 3 6= + +  

េហតុេនះ 
n 3

n
2a cot 2

3

− π
= −  

 
  ពតិចំេពះn 0=  ។ 

សន�តថាវពិតដល់តួទk  គឺ 
k 3

k
2a cot 2

3

− π
= −  

 
  ពតិ 

េយងនឹង្រសយថាវពិតដល់តk 1+  គឺ ៖ 

k 2

k 1
2a cot 2

3

−

+
 π

= −  
 

 ពតិ ។ 

េយងមាន
2

k
k 1

k

a 5a
2(a 2)+

−
=

+
 េដ

k 3

k
2a cot 2

3

− π
= −  

 
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េនាះ

2k 3

k 1 k 3

2cot 2 5
3

a
22cot

3

−

+ −

  π
− −      =

 π
  
 

 

    

k 3 k 3
2

k 1 k 3

k 3
2

k 3

2 2cot 4cot 1
3 3

a
22cot

3

2cot 1
3

2
22cot

2

− −

+ −

−

−

   π π
− −      

   =
 π
  
 

 π
−  

 = −
 π
  
 

 

េដយេ្របរូបមន
2cot a 1cot 2a

2cot a
−

=  

េគបាន
k 2

k 1
2a cot 2

3

−

+
 π

= −  
 

  ពតិ ។ 

ដូចេនះ 
n 3

n
2a cot 2

3

− π
= −  

 
   ។ 
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លហំត់ទ៥៨ 

េគឲ្យ
2 3 42 2cos , 2 2 2cos , 2 2 2 2cos

2 2 2
π π π

= + = + + =   

ពីឧទហរណ៍ខងេលចូ ររករូបមន�ទូេទ និង ្រសយ  

របូមន�េនាះផង  

ដំេណាះ្រ 

រករបូមន�ទេទ   

េគមាន 2 32 2cos , 2 2 2cos ,
2 2
π π

= + =   

     42 2 2 2cos
2
π

+ + =  

តមលំនាំឧទហរណ៍េយ ចទញរករូបមន�ទូេទដូចខងេ្រ 

n 1
( n )

2 2 2 ......... 2 2cos
2 +
π

+ + + + =


  ។ 

្រសយប ��ក់រូបមន�េនះ 
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េយងត n
( n )

A 2 2 2 ...... 2= + + + +


  ្រគប់n IN∈  

េយងមាន 1 2A 2 2cos
2
π

= =  ពតិ 

េយងឧបមាថាវពិតដល់តួp  គឺ ៖ 

p p 1
( p )

A 2 2 2 ...... 2 2cos
2 +
π

= + + + + =


 ពតិ 

េយងនឹង្រសយថាវពិតដល់តp 1+  គឺ  p 1 p 2A 2cos
2+ +
π

=  ពិត 

េយងមាន p 1 pA 2 A+ = +     

េដយតមករឧ p p 1A 2cos
2 +
π

=  

េយងបាន 2
p 1 p 1 p 2 p 2A 2 2cos 4cos 2cos

2 2 2+ + + +
π π π

= + = =  ពតិ 

ដូចេនះ  n 1
( n )

2 2 2 ......... 2 2cos
2 +
π

+ + + + =


  ។ 
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លហំត់ទ៥៩ 

េគឲ្យស៊�ីតៃនចំនួនពិ n(U ) កំនត់េដ
n

n
nU 2 .sin
4
π

=   

ែដល n IN∈  ។ 

ក-ចូរបង �ញថា (n 1) n n2.cos cos sin
4 4 4
+ π π π

= −    

ខ-ទញឲ្យបា n n 1
n

n (n 1)U ( 2) cos ( 2) cos
4 4

+π + π
= −    

គ-គណនាផលបូក  

n 1 2 3 nS U U U ......... U= + + + + ជាអនុគមន៍ៃនn  ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក-ចូរបង �ញថា (n 1) n n2.cos cos sin
4 4 4
+ π π π

= −    

តមរូបមន� cos(a b) cosacosb sinasinb+ = −    
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(n 1) n2 cos 2 cos( )
4 4 4

n n2(cos cos i sin sin )
4 4 4 4

+ π π π
= +

π π π π
= −

 

 (n 1) 2 n 2 n n n2 cos 2( cos sin ) cos sin
4 2 4 2 4 4 4
+ π π π π π

= − = −  

ដូចេនះ  (n 1) n n2.cos cos sin
4 4 4
+ π π π

= −   ។ 

ខ-ទញឲ្យបា n n 1
n

n (n 1)U ( 2) cos ( 2) cos
4 4

+π + π
= −   

េយងមាន (n 1) n n2.cos cos sin
4 4 4
+ π π π

= −    

នាំឲ្ n n (n 1)sin cos 2 cos
4 4 4
π π + π
= −  

គុណអង�ទំងពីរនឹង n( 2)  

េគបាន n n n 1n n (n 1)( 2) sin ( 2) cos ( 2) cos
4 4 4

+π π + π
= −  

ដូចេនះ  n n 1
n

n (n 1)U ( 2) cos ( 2) cos
4 4

+π + π
= −   ។ 
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គ-គណនាផលបូក n 1 2 3 nS U U U ......... U= + + + +   

េយងបាន  

  

n
k k 1

n
k 1

n 1

k (k 1)S ( 2) cos ( 2) cos
4 4

(n 1)2 cos ( 2) cos
4 4

+

=

+

π + π = −  

π + π
= −

∑
 

ដូចេនះ    n 1
n

(n 1)S 1 ( 2) cos
4

+ + π
= −    ។ 
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លហំត់ទ៦០ 

េគមានអនុគមន៍េលខf  កំនត់ពីសណំុ IN  េទសំណុំ IR  

េដយf (0) 0=  និង  n 2f (n 1) 2f (n) tan
2 +
π

+ = +    

ចូរកំនត់រក f (n)  ? 

ដំេណាះ្រ 

កំនត់រក  )n(f  

េគមាន 2n2
t a)n(f2)1n(f +

π
+=+    

ែចកអង�ទំងពីរន ង n2  េគបា 

( )1
2

t a n
2
1)n(f

2
1)n(f

2
1

2nn1nn +−
π

+=  

េគមាន atac o
2

at a nac o tat a n
at a n2

at a n1
at a n2a2t a n 22 −

=
−

=
−

=  

េគទញ a2c o2ac o tat a n −=    េដយក  2n2
a +

π
=  
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េគបាន ( )2
2

c o2
2

c o t
2

t a n 1n2n2n +++
π

−
π

=
π

 

យក (២) ជួសក�ុង (១) េគបាន 

1n1n2nn1nn 2
c

2
1

2
c o t

2
1)n(f

2
1)1n(f

2
1

+−+−
π

−
π

=−+    

]
2

c
2

1
2

c o t
2
1[) ]k(f

2
1)1k(f

2
1[ 1k1k2kk

1n

0k
1kk

1n

0k
+−+

−

=
−

−

=

π
−

π
=−+ ∑∑   

1n1n1n1n 2
c)n(f

2
c o t

2
1)0(f2)n(f

2
1

++−−
π

=⇒
π

=−  

ដូចេនះ  n 1f (n) cot
2 +
π

=   ។ 
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លហំត់ទ៦១ 

េគឲ្យស៊�ីតៃនចំនួនពិត n(U ) កំនត់េល n  េដយ 

0U 1=  និង  n 1 nn IN : U U cosa sina+∀ ∈ = +   

ែដល 0 a
2
π

< <  ។ 

ក.តង n n
aV U cot
2

= −  ។ បង �ញថ n(V ) ជាស៊�ីតធរណីម ា។ 

ខ.គណនាលីមីត 0 1 nn
lim (V V .... V )
→+∞

+ + +  និង  nn
lim U
→+∞

  ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក. បង �ញថ n(V ) ជាស៊�ីតធរណីម ា្រតម 

មាន n n
aV U cot
2

= −  នាំឲ្ n 1 n 1
aV U cot
2+ += −   

ែត  n 1 nU U cosa sina+ = +  

េគបាន n 1 n
aV U cosa sina cot
2+ = + −  
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n

n

n

2 2
n

n n

n

a a aU cosa 2sin cos cot
2 2 2

a a a aU cosa cot (2sin cos tan 1)
2 2 2 2

asina a a 2U cosa cot (2sin cos 1)a2 2 2 cos
2

a a aU cosa cot (2sin 1) ; cosa 1 2sin
2 2 2
a aU cosa cot cosa (U cot )cosa
2 2

V cosa

= + −

= + −

= + −

= + − = −

= − = −

=
 

េដយ n 1 nV V cosa+ =  នាំឲ្ n(V ) ជាស៊�ីតធរណីម ា 

មយួមានេរសុងcosa នងិ ត 0 0
a aV U cot 1 cot
2 2

= − = −   ។ 

ខ. គណនាលីមីត 0 1 nn
lim (V V .... V )
→+∞

+ + +  និង  nn
lim U
→+∞

   

េយងមាន៖ 
n 1 n 1

0 1 n 0
1 q a 1 cos aV V ... V V (1 cot ).

1 q 2 1 cosa

+ +− −
+ + + = = −

− −
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េយងបាន៖
n 1

0 1 nn n

a 1 cos alim (V V .... V ) lim (1 cot )
2 1 cosa

+

→+∞ →+∞

 −
+ + + = − 

−  
 

េដយ0 a
2
π

< <  េនាះ0 cosa 1< <  និង  n 1
n
lim cos a 0+

→+∞
=  

ដូចេនះ  0 1 nn

a1 cot
2lim (V V .... V )

1 cosa→+∞

−
+ + + =

−
  ។ 

ម៉ យោងេទៀ n n
aV U cot
2

= −  នាំឲ្ n n
aU V cot
2

= +  

េដយ n n
n 0

aV V q (1 cot )cos a
2

= × = −  

េគបាន n
n

a aU (1 cot )cos a cot
2 2

= − +  

និង    n
nn n

a a alim U lim (1 cot )cos a cot cot
2 2 2→+∞ →+∞

 = − + =  
  

េ្រព n
n
lim cos a 0
→+∞

=  ។ 

ដូចេនះ   nn

alim U cot
2→+∞

=   ។  
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លហំត់ទ៦២ 

េគឲ្យស៊�ីតៃនចំនួនកុំផ�ិច n(Z ) កំនត់េដយ  

( )

0

n 1 n n

1 i 3Z
2

1Z Z | Z | ; n IN
2+

 +
=


 = + ∈

   ( n| Z |  ជាម៉ ឌូុលៃន nZ  )  

សន�តថា n n n nZ (cos i.sin ) , n IN= ρ θ + θ ∀ ∈  

 ែដល  n n n0 , ; IRρ > ρ θ ∈ ។ 

ក-ចូររកទំនាក់ទំនងរវ nθ  និង  n 1+θ  េហយ  nρ  និង  n 1+ρ  ។ 

ខ-រក្របេភទៃនស៊�ីត n( )θ រចួគណនា nθ ជាអនុគមន៍ៃនn  ។ 

គ-ចូរបង �ញ 1 2 n 1
n 0 0cos cos cos ....cos

2 2 2
−θ θ θ

ρ = ρ θ   

រចួប��ក់   nρ  ជាអនុគមនៃន n  ។ 
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ដំេណាះ្រ 

ក-រកទំនាក់ទំនងរវ nθ  និង  n 1+θ  េហយ  nρ  និង  n 1+ρ  

េយងមាន n n n nZ (cos i.sin )= ρ θ + θ  

នាំឲ្ n 1 n 1 n 1 n 1Z (cos i sin )+ + + += ρ θ + θ  

េដយ n 1 n n
1Z ( Z | Z | )
2+ = +  េហយ  n n| Z | = ρ  

េគបាន៖ 

n 1 n 1 n 1 n n n n
1(cos i sin ) (cos i.sin )
2+ + +ρ θ + θ = ρ θ + θ + ρ    

n 1 n 1 n 1 n n n

n n n
n 1 n 1 n 1 n

1(cos i.sin ) (1 cos i.sin )
2

(cos i.sin ) cos (cos i.sin )
2 2 2

+ + +

+ + +

ρ θ + θ = ρ + θ + θ

θ θ θ
ρ θ + θ = ρ +

 

េគទញបា 2
θ

c o sρρ n
n1n =+  និង  2

θ
θ n

1n =+   

ដូចេនះ  n
n 1 2+

θ
θ =   និង   n

n 1 n cos
2+
θ

ρ = ρ    ។ 



១០៤ អនគុមន៍្រតីេកណមា្រតេ្រ ជ 
 

 

េរៀបេរៀងេដយ លឹម ផល�ុ Page 163 

 

ខ-្រេភទៃនស៊�ីត  n( )θ និង គណនា nθ ជាអនុគមន៍ៃនn  ៖ 

តមស្រមាយខងេលេយ n 1 n
1
2+θ = θ   

នាំឲ្( )nθ ជាស៊�ីតធរណីម ា្រតមានេរសុងេ
1q
2

=  ។ 

តមរបូមន�  n
n 0 qθ = θ ×   

េដយ 0 0 0 0
1 i 3Z (cos i sin ) cos i.sin

2 3 3
+ π π

= ρ θ + θ = = +   

េគទញបា 0 01 ;
3
π

ρ = θ =  ដូចេនះ   n n
1.

3 2
π

θ =   ។ 

គ-បង �ញថ 1 2 n
n 0 0cos cos cos ....cos

2 2 2
θ θ θ

ρ = ρ θ   

តមស្រមាយខងេលេ n
n 1 n cos

2+
θ

ρ = ρ  ឬ  n 1 n

n
cos

2
+ρ θ

=
ρ

 

េគបាន
k n 1 k n 1

k 1 k

kk 0 k 0
cos( )

2

= − = −
+

= =

 ρ θ =   ρ   
∏ ∏  

          n 1 2 n 1
0

0
cos .cos .cos .........cos

2 2 2
−ρ θ θ θ

= θ
ρ
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ដូចេនះ  1 2 n 1
n 0 0cos cos cos ....cos

2 2 2
−θ θ θ

ρ = ρ θ   ។ 

ម៉ យោងេទៀតេយងម n n n
n n 1sin 2sin cos 2sin cos

2 2 2+
θ θ θ

θ = = θ   

( េ្រព n
n 1 2+

θ
θ = ) េគទញ n n

n 1

sin1cos .
2 2 sin +

θ θ
=

θ
 

េហតុេនះ  0 01 n 1
n n n

1 2 n n

sin sinsin sin1 1. . ..... .
sin sin sin sin2 2

−θ θθ θ
ρ = =

θ θ θ θ
  

ដូចេនះ  n n n 1
n n

sin1 3 13 .1 12 2sin . ) sin( . )
3 32 2

+

π

ρ = =
π π
(

 ។ 
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លហំត់ទ៦៣ 

េគឲ្យស៊�ីតៃនចំនួនពិត n(U ) កំនត់េល IN {0}∪  េដយ  

 0

n 1 n

U 2

U 2 U , n IN+

 =


= + ∈
 

ក.ចូរគណនា nU  ជាអនុគមន៍ៃនn  ។ 

ខ.គណនផលគុណ n 0 1 2 nP U U U .... U= × × × ×   ។ 

ដំេណាះ្រ 

គណនា nU  ជាអនុគមន៍ៃនn  ៖ 

េយងមាន 

0U 2 2cos
4
π

= = និង 1 0U 2 U 2 2cos 2cos
4 8
π π

= + = + =  

ឧបមាថាវពិតដល់តួp  គឺ  p p 2U 2cos
2 +
π

=    

េយងនឹង្រសយថាវពិតដល់ត(p 1)+  គឺ  p 1 p 3U 2cos
2+ +
π

=   
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េយងមាន p 1 pU 2 U+ = +  ែតតមករឧប p p 2U 2cos
2 +
π

=    

េយងបាន 2
p 1 p 2 p 3 p 3U 2 2cos 4cos 2cos

2 2 2+ + + +
π π π

= + = =  ពតិ 

ដូចេនះ   n n 2U 2cos
2 +
π

=   ។ 

ខ. គណនាផលគុណ n 0 1 2 nP U U U .... U= × × × ×    

តមរូបមន�sin 2a 2sinacosa=  នាំឲ្ sin 2a2cosa
sina

=  

n n n k 1
n k k 2

k 0 k 0 k 0 k 2 n 2 n 2

sin sin 12 2P (U ) (2cos ) ( )
2 sin sin sin

2 2 2

+

+
= = = + + +

π π
π

= = = = =
π π π∏ ∏ ∏     

ដូចេនះ  n

n 2

1P
sin

2 +

=
π

  ។ 

 

 



១០៤ អនគុមន៍្រតីេកណមា្រតេ្រ ជ 
 

 

េរៀបេរៀងេដយ លឹម ផល�ុ Page 167 

 

លហំត់ទ៦៤ 

េគឲ្យស�ុតៃនចំនួនពតិ  n(U ) កំនត់េដយ  

0 1U 0 ; U 1= =  និង  n 2 n 1 nn IN : U 2U cosa U+ +∀ ∈ = −   

ែដល a IR∈ ។ 

ក. តង n n 1 nZ U (cosa i sina) U , n IN {0}+= − − ∀ ∈ ∪  ។ 

ចូរបង �ញ n 1 nZ (cosa i sina) Z+ = + រចួទញរក nZ ជាអនុគមន

ៃនn និង a  ។ 

ខ. ទញរក  nU  ជាអនុគមន៍ៃនn   ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក. បង �ញថ n 1 nZ (cosa i sina) Z+ = +   

េយងមាន n n 1 nZ U (cosa i sina)U+= − −  

េយងបាន n 1 n 2 n 1Z U (cosa i sina)U+ + += − −  
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n 1 n n 1

n 1 n

n
n 1

n 1 n

n

2U cosa U (cosa i sina)U
(cosa i sina)U U

U(cosa i sina)(U )
cosa i sina

(cosa i sina) U (cosa i sina)U
(cosa i sina) U

+ +

+

+

+

= − − −

= + −

= + −
+

= + − −  
= +

 

ដូចេនះ   n 1 nZ (cosa i sina) Z+ = +  ។ 

គណនា nZ  ជាអនុគមន៍ៃនn  និង a  ៖ 

េដយ n 1 nZ (cosa i sina) Z+ = +  នាំឲ្ n(Z ) ជាស�ុតធរណីមា្  

ៃនចំនួនកុំផ�ចិែដលមានេរសុងq cosa i sina= + និង 

តួ 0 1 0Z U (cosa i sina)U 1= − − =  ។ 

តមរូបមន�៖ 
n n

n 0Z Z q (cosa i sina) cos(na) i sin(na)= × = + = +  

ដូចេនះ   nZ cos(na) i.sin(na)= +   ។ 

 



១០៤ អនគុមន៍្រតីេកណមា្រតេ្រ ជ 
 

 

េរៀបេរៀងេដយ លឹម ផល�ុ Page 169 

 

ខ. ទញរក nU  ជាអនុគមន៍ៃនn  ៖ 

េយងមាន n n 1 nZ U (cosa i sina)U (1)+= − −   

និង       n n 1 nZ U (cosa i sina)U (2)+= − +  

ដកសមីករ(1)  និង (2) អង�នឹងអង�េគបាន  

n n nZ Z 2isina U− =  នាំឲ្ n n
n

Z ZU
2isina
−

=  ែដល sina 0≠   

េដយ nZ cos(na) i sin(na)= +  និង  nZ cos(na) i sin(na)= −  

ដូចេនះ  n
sin(na)U

sina
=  ។  
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លហំត់ទ៦៥ 

គណនាផលបូកខងេ្ 

1n

2n

n

2
c o

2
t a n

. . . . .

1 6
c o s

3 2
t a n

8
c o s

1 6
t a n

4
c o s

8
t a n

S
+

+

π

π

++π

π

+π

π

+π

π

=    

រចួទញរកលីមីតៃន nS  កលណ + ∞→n   ។ 

ដំេណាះ្រ 

តមរូបមន� 2
2tan xtan 2x

1 tan x
=

−
 

េគបាន
2

2 2
2tan x tan x tan xtan 2x tan x tan x

1 tan x 1 tan x
+

− = − =
− −

 

    
2

2
1 tan xtan 2x tan x tan x.
1 tan x
+

− =
−

 

េដយ
xt a n1
xt a n1x2c o s 2

2

+
−

=    

េនាះ tan xtan 2x tan x (*)
cos 2x

− =  
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េដយេ្រជសេរ  k 2x
2 +
π

=  ជួសក�ុង (*)   

េគបន   
k 2

k 1 k 2
k 1

tan
2tan tan

2 2 cos
2

+

+ +

+

π
π π

− =
π

 

េយងបាន ∑
=

++ 





 π

−
π

=
n

1k
2k1kn 2

t a n
2

t a nS  

2n2n

2n1n

2
t a n1

2
t a n

4
t a n

)
2

t a
2

( t a n. . .)
1 6

t a n
8

( t a n)
8

t a n
4

( t a n

++

++

π
−=

π
−

π
=

π
−

π
++

π
−

π
+

π
−

π
=

 

ដូចេនះ   2nn 2
t a n1S +

π
−=   ។ 

ម្យោ៉ងេទៀតេគម 0
2

t a nl i m 2nn
=

π
++ ∞→

 

ដូចេនះ   1Sl i m nn
=

+ ∞→    ។ 
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លហំត់ទ៦៦ 

េគឲ្យ n(a )  ជាស�ុីតនព�ន�មួយមានផលសងរួd   ។ 

េគតង 31 2 n
n 2 3 n

cosacosa cosa cosaS ...
cosd cos d cos d cos d

= + + + +    

ចំេពះn 1,2,3, ...= ។   

ចូរ្រស n 1
n n

sina sinaS
sindcos dsind

= −     

ដំេណាះ្រ 

្រស n 1
n n

sina sinaS
sindcos dsind

= −  

េដយ n(a )  ជាស�ុីតនព�ន�មួយមានផលសងរួd   េនាះ

n 1 na a d+ = +   ។ 

េគបាន n 1 n n nsina sin(a d) sina cosd sindcosa+ = + = +  

ែចកអង�ទំពីរនឹង  n 1cos d 0+ ≠   េគបាន  

n 1 n n
n 1 n 1

sina sina cosd sindcosa
cos d cos d

+
+ +

+
=  
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េគទញ n n 1 n
n n 1 n

cosa sina sinacosd
sindcos d cos d cos d

+
+

 
= − 

 
 

           

n
p 1 p

n p 1 p
p 1

n 1 1 n 1 1
n n 1 n

sina sinacosdS
sind cos d cos d

sina sina sina sinacosdS
sind cosd sindcos d cos dsind

+
+

=

+ +
+

  
= −  

   

 
= − = − 

 

∑
 

ដូចេនះ  n 1
n n

sina sinaS
sindcos dsind

= −    ។ 
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លហំត់ទ៦៧ 

ក.ចូរបង �ញថ 

1 1 2sin xcos(2nx)
2 sin(2n 1)x 2 sin(2n 1)x [2 sin(2n 1)x ] [2 sin(2n 1)x ]

− =
+ − + + + − + +

 

ខ.គណនា
( ) ( )

n

n
k 1

cos(2kx)S
2 sin(2k 1)x 2 sin(2k 1)x

=

 
=  + − + + 
∑  ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក. ករបង � 

តង  1 1f (x)
2 sin(2n 1)x 2 sin(2n 1)x

= −
+ − + +

 

     ( ) ( )

( ) ( )

sin(2n 1)x sin(2n 1)x
2 sin(2n 1)x 2 sin(2n 1)x

2sin x cos(2nx)
2 sin(2n 1)x 2 sin(2n 1)x

+ − −
=

+ − + +

=
+ − + +

  ពិត
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ខ.គណនា
( ) ( )

n

n
k 1

cos(2kx)S
2 sin(2k 1)x 2 sin(2k 1)x

=

 
=  + − + + 
∑  

េយងបាន
n

n
k 1

1 1 1S
2sin x 2 sin(2n 1)x 2 sin(2n 1)x

=

 
= − + − + + 

∑  

        
( ) ( )

( )

1 1 1
2sin x 2 sin x 2 sin(2n 1)x

1 sin(2n 1)x sin x.
2sin x 2 sin x 2 sin(2n 1)x

sin(nx)cos(n 1)x
sin x 2 sin x (2 sin(2n 1)x)

 
= − + + + 

+ −
=

+ + +

+
=

+ + +

  

ដូចេនះ    ( )n
sin(nx)cos(n 1)xS

sin x 2 sin x (2 sin(2n 1)x)
+

=
+ + +

  ។ 
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លហំត់ទ៦៨ 

ក.ចូរ្រស 

[ ]1cos(2nx) sin(2n 1)x sin(2n 1)x
2sin x

= + − −  

ខ.គណនាផលបូក 

nS cos 2x cos4x cos6x ..... cos(2nx)= + + + +  

គ.ទញរកផលបូក 

2 2 2 2
nT cos x cos 2x cos 3x ..... cos (nx)= + + + +  

ឃ.គណនាផលបូក 

2 2 2 2
nU sin x sin 2x sin 3x ..... sin (nx)= + + + +  

ដំេណាះ្រ 

ក.្រសយ [ ]1cos(2nx) sin(2n 1)x sin(2n 1)x
2sin x

= + − −   

តមរូបមន� p q p qsinp sinq 2sin( ) cos( )
2 2
− +

− =  
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េដយយកp (2n 1)x , q (2n 1)x= + = −   

 និង p q 2x , p q 4nx− = + =   

េគបានsin(2n 1)x sin(2n 1)x 2sin x cos(2nx)+ − − =  

ដូចេនះ  [ ]1cos(2nx) sin(2n 1)x sin(2n 1)x
2sin x

= + − −  ។ 

ខ.គណនាផលបូក nS cos 2x cos4x cos6x ..... cos(2nx)= + + + +  

េយងបាន [ ]
n

n
k 1

S cos(2kx)
=

= ∑  

        

[ ]

[ ]

[ ]

n

k 1

1 sin(2k 1)x sin(2k 1)x
2sin x

1 sin(2n 1)x sin x
2sin x

1 sin(nx) cos(n 1)x2sin(nx)cos(n 1)x
2sin x sin x

=

= + − −

= + −

+
= + =

∑

 

ដូចេនះ   n
sin(nx)cos(n 1)xS

sin x
+

=   ។ 
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គ.ទញរកផលបូក 2 2 2 2
nT cos x cos 2x cos 3x ..... cos (nx)= + + + +  

េយងបាន
n

2
n

k 1
T cos (kx)

=

 =  ∑   តមរូបមន� 2 1 cos 2acos a
2

+
=  

េគបាន 
n

n n
k 1

1 cos(2kx) n 1T S
2 2 2

=

+ = = +  ∑   

េដយ  n
sin(nx)cos(n 1)xS

sin x
+

=  

ដូចេនះ  n
n sin(nx)cos(n 1)xT
2 2sin x

+
= +    ។ 

ឃ.គណនាផលបូក 

2 2 2 2
nU sin x sin 2x sin 3x ..... sin (nx)= + + + +  

េយងបាន
n

2
n

k 1
U sin (kx)

=

 =  ∑
n

2
n

k 1
1 cos (kx) n T

=

 = − = − ∑   

េដយ n
n sin(nx)cos(n 1)xT
2 2sin x

+
= +    

ដូចេនះ  n
n sin(nx)cos(n 1)xU
2 2sin x

+
= −   ។ 
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លហំត់ទ៦៩ 

ក.ចូរ្រសយ
3

2
tan x 1 tan 2x tan x

21 tan x
= −

−
 

ខ.ចូរគណនាផលបូក

k 3n n
n

2k 0 n

a2 tan
2S a1 tan
2

=

 
 

=  
 − 
 

∑  

ដំេណាះ្រ 

ក.្រសយ
3

2
tan x 1 tan 2x tan x

21 tan x
= −

−
  

េយងបាន
3

2 2
1 tan x tan xtan 2x tan x tan x
2 1 tan x 1 tan x

− = − =
− −

 

ដូចេនះ 
3

2
tan x 1 tan 2x tan x

21 tan x
= −

−
  ។ 

 



១០៤ អនគុមន៍្រតីេកណមា្រតេ្រ ជ 
 

 

េរៀបេរៀងេដយ លឹម ផល�ុ Page 180 

 

ខ.គណនាផលបូក
k 3n k

n
2k 0 k

a2 tan
2S a1 tan
2

=

 
 

=  
 − 
 

∑  

េគមាន
3

2
tan x 1 tan 2x tan x

21 tan x
= −

−
  យក  k

ax
2

=  

េគបាន 

3
k

k 1 k2
k

atan 1 a a2 tan tana 2 2 21 tan
2

−= −
−

 

េយងបា៖ 

 

n
k 1 k

n k 1 k
k 0

n
n

a aS 2 tan 2 tan
2 2

1 atan 2a 2 tan
2 2

−
−

=

 = − 
 

= −

∑
 

ដូចេនះ   n
n n

1 aS tan 2a 2 tan
2 2

= −     ។ 
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លហំត់ទ៧០ 

ក. ចូរ្រសយប ��ក់ទំនាក់ទំtan x cot x 2cot 2x= −  

ខ. ចូរគណនាផលបូកខងេ្រក 

    n 2 2 n n
1 a 1 a 1 aS tana tan tan .... tan
2 2 2 2 2 2

= + + + +  

ដំេណាះ្រ 

ក. ្រសយប ��ក់ទំនាក់ទំtan x cot x 2cot 2x= −   

    តងA cot x 2cot 2x= −   

េដយ 2

1cot x
tan x

1 1 tan xcot 2x
tan 2x 2tan x

 =


− = =
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េគបាន 

2

2

1 1 tan xA 2 ( )
tan x 2tan x
1 1 tan x tan x

tan x

−
= −

− +
= =

 

ដូចេនះ tan x cot x 2cot 2x= −  ។ 

ខ. គណនាផលបូកខងេ្រ៖

n 2 2 n n

n

k k
k 0

n

k k k 1
k 0

n

k k k 1 k 1 n n
k 0

1 a 1 a 1 aS tana tan tan .... tan
2 2 2 2 2 2

1 atan
2 2

1 a a(cot 2cot )
2 2 2

1 a 1 a 1 acot cot cot 2cot 2a
2 2 2 2 2 2

=

−
=

− −
=

= + + + +

 =  
 

 = −  

 = − = − 
 

∑

∑

∑

 

ដូចេនះ n n n n n
1 a 1 a 1 aS tana tan .... tan cot 2cot 2a
2 2 2 2 2 2

= + + + = −  

 



១០៤ អនគុមន៍្រតីេកណមា្រតេ្រ ជ 
 

 

េរៀបេរៀងេដយ លឹម ផល�ុ Page 183 

 

លហំត់ទ៧១ 

គណនាផលគុណខងេ្ ថ៖  

k nn
2 2 4 2

n k n
k 0

x x x xP tan tan x.tan .tan .....tan
2 42 2=

 = = 
 ∏  

ដំេណាះ្រ 

គណនាផលគុថ nP ៖ 

េគមាន
2 2sina 2sin a 2sin atana

cosa 2sinacosa sin 2a
= = =  

យក  k
xa

2
=  េគបាន

2
k

k
k

x2sinx 2tan 2x2 sin
2

=  

េគទញ
k 1 n 1

k n 1

k

2 2n k n2 2 1
n

2k 0 k

x xsin sin
2 2P 2 . 2 .2x sin 2xsin

2

+ +

+ −

=

 
 

= = 
  
 

∏   

ដូចេនះ 

n 1

n 1
2

n(2 1)
n

xsin
2P 2 .

sin 2x

+

+ −=    ។ 
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លហំត់ទ៧២ 

គណនាផលគុណខងេ្ ថ៖  

kn
2 2

n k
k 0

xP (1 tan )
2=

 = −  ∏    

ដំេណាះ្រ 

គណនាផលគុថ
kn

2 2
n k

k 0

xP (1 tan )
2=

 = −  ∏   

េយងមាន

2 2
k k k2

k 2 2
k k

x x 2xcos sin cosx 2 2 21 tan x x2 cos cos
2 2

−
− = =   

េគបាន

k

k 1 n 1

2n k 1
n

2 2k 0 k n

xcos cos 2x2P x xcos cos
2 2

+ +

−

=

 
 

= = 
 
  

∏   

ដូចេនះ   n 1n
2

n

cos 2xP xcos
2

+=      ។ 
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លហំត់ទ៧៣ 

គណនាផលគុ ថ៖  

( )
n 2 k

n 22 kk 1

1 tan 2 xP
1 tan 2=

 
 +

=  
 −
 

∏   ែដល  n 2| x |
2 +
π

<  

ដំេណាះ្រ 

តមរូបមន�
2

2
1 tan acos 2a
1 tan a
−

=
+

 

េគបាន 
2 k

k 1
2 k

1 tan 2 xcos 2 x
1 tan 2 x

+ −
=

+
 

េហយ 
2 k 2 k k 1

2 k
2 k 2 k

cos 2 sin 2 cos 2 x1 tan 2
cos 2 x cos 2 x

+−
− = =  

េគបាន
2 k 2 k

2 k 2 2 k 1
1 tan 2 x cos 2 x

(1 tan 2 x) cos 2 x+
+

=
−

 

ដូចេនះ 
n 2 k 2

n 2 k 1 2 n 1
k 1

cos 2 x cos 2xP
cos 2 x cos 2 x+ +

=

 
= =  

 
∏    ។ 
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លហំត់ទ៧៤ 

ក.ចូរ្រសយ 1 cot x cot 2x
sin 2x

= −  

ខ.ចូរគណន n

2 n

1 1 1 1S ....a a asina sin sin sin
2 2 2

= + + + +  

ដំេណាះ្រ 

ក.្រសយ 1 cot x cot 2x
sin 2x

= −   

តងf (x) cot x cot 2x= −  

            
2

2 2

cos x cos 2x
sin x sin 2x
cos x 2cos x 1
sin x 2sin xcos x
2cos x 2cos x 1 1

2sin xcos x sin 2x

= −

−
= −

− +
= =

 

 ដូចេនះ   1 cot x cot 2x
sin 2x

= −   ។ 



១០៤ អនគុមន៍្រតីេកណមា្រតេ្រ ជ 
 

 

េរៀបេរៀងេដយ លឹម ផល�ុ Page 187 

 

ខ.គណនា n

2 n

1 1 1 1S ....a a asina sin sin sin
2 2 2

= + + + +  

េយងបាន
n

n
k 0 k

1S ( )asin
2

=

= ∑    

េដយ 1 cot x cot 2x
sin 2x

= −   

              

n

n k 1 k
k 0

n 1

a aS cot cot
2 2

acot cot a
2

+
=

+

 = − 
 

= −

∑
 

ដូចេនះ   n n 1
aS cot cot a

2 += −   ។ 
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លហំត់ទ៧៥ 

ក.ចូរ្រសយ

xcot1 21
cos x cot x

+ =  

ខ.គណន n

2 n

1 1 1 1P (1 )(1 )(1 ).....(1 )a a acosa cos cos cos
2 2 2

= + + + +   

ដំេណាះ្រ 

ក.្រសយ

xcot1 21
cos x cot x

+ =   

េយងតង 1A(x) 1
cos x

= +                 

       

2 2x x x x2cos 2cos sin cos sin xcos x 1 2 2 2 2
x xcos x cos x cos xsin cos xsin
2 2

x xcos cotsin x x2 2. tan tan xx cos x 2 cot xsin
2

+
= = = =

= = =
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ដូចេនះ  

xcot1 21
cos x cot x

+ =   ។ 

ខ.គណនាផលគុ 

 n

2 n

1 1 1 1P (1 )(1 )(1 ).....(1 )a a acosa cos cos cos
2 2 2

= + + + +   

     
n n k 1

k 0 k 0k k

acot1 21 [ ]a acos cot
2 2

+

= =

 
 

= + = 
  
 

∏ ∏  

 ដូចេនះ  n n 1
aP tan .cot a

2 +=   ។ 
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លហំត់ទី៧៦ 

ក.ចូរ្រសយប ��ក់ 2tan 2x .tan x tan 2x 2tan x= −  

ខ.ចូរគណនាផលបូក
n

k 2
n k k 1

k 0

a aS 2 tan tan
2 2 +

=

 =   ∑   

ដំេណាះ្រ 

ក.្រសយប ��ក់ 2tan 2x .tan x tan 2x 2tan x= −   

តង  f (x) tan 2x 2tan x= −   េដយ 2
2tan xtan 2x

1 tan x
=

−
 

េគបាន 2
2tan xf (x) 2tan x

1 tan x
= −

−
 

         

2

2

3

2

3
2 2

2 2

2tan x 2tan x(1 tan x)
1 tan x

2tan x 2tan x 2tan x
1 tan x

2tan x 2tan x .tan x tan 2x.tan x
1 tan x 1 tan x

− −
=

−

− +
=

−

= = =
− −

 

 ដូចេនះ   2tan 2x .tan x tan 2x 2tan x= −   ។ 
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ខ.គណនាផលបូក
n

k 2
n k k 1

k 0

a aS 2 tan tan
2 2 +

=

 =   ∑    

េយងមាន 2tan 2x .tan x tan 2x 2tan x= −   

េដយយក k 1
ax

2 +=  

េគបាន 2
k k 1 k k 1
a a a atan tan tan 2tan

2 2 2 2+ += −  

n
k k 1 n 1

n k k 1 n 1
k 0

a a aS 2 tan 2 tan tana 2 tan
2 2 2

+ +
+ +

=

 = − = − 
 ∑  

ដូចេនះ 
n

k 2 n 1
n k k 1 n 1

k 0

a a aS 2 tan tan tana 2 tan
2 2 2

+
+ +

=

 = = −  ∑    ។ 
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លហំត់ទ៧៧ 

ក.ចូរ្រសយ 3 1sin x ( 3sin x sin 3x)
4

= −  

ខ.ចូរគណនា 

3 3 2 3 n 1 3
n 2 3 n

a a a aS sin 3sin 3 sin .... 3 sin
3 3 3 3

−= + + + +  

ដំេណាះ្រ 

ក.្រសយ 3 1sin x ( 3sin x sin 3x)
4

= −   

េយងមានsin 3x sin(x 2x)= +   

 តមរូបមន�sin(a b) sinacosb sinbcosa+ = +  

                      
2 2

2 2

3 3

3

sin xcos 2x sin 2xcos x

sin x(1 2sin x) 2sin xcos x

sin x(1 2sin x) 2sin x(1 sin x)

sin x 2sin x 2sin x 2sin x

3sin x 4sin x

= +

= − +

= − + −

= − + −

= −
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េដយ   3sin 3x 3sin x 4sin x= −  

ដូចេនះ  3 1sin x ( 3sin x sin 3x)
4

= −   ។ 

ខ. គណនា

3 3 2 3 n 1 3
n 2 3 n

a a a aS sin 3sin 3 sin .... 3 sin
3 3 3 3

−= + + + +  

េយងបាន
n

k 1 3
n k

k 1

aS 3 sin
3

−

=

 
=  

 ∑  

េដ 3 1sin x ( 3sin x sin 3x)
4

= −            

n
k k 1 n

n k k 1 n
k 1

1 a a 1 aS 3 sin 3 sin (3 sin sina)
4 3 3 4 3

−

−
=

 = − = − 
 

∑  
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លហំត់ទ៧៨ 

ក.ចូរ្រសយ 2 2 2
1 4 1

cos x sin 2x sin x
= −  

ខ.ចូរគណនា n
2 2 n 2

2 n

1 1 1S ....a a a4cos 4 cos 4 cos
2 2 2

= + + +  

ដំេណាះ្រ 

ក. ្រសយ 2 2 2
1 4 1

cos x sin 2x sin x
= −   

េយងមាន 

2 2

2 2 2 2 2 2 2
1 1 sin x cos x 1 4

cos x sin x sin xcos x sin xcos x sin 2x
+

+ = = =  

ដូចេនះ    2 2 2
1 4 1

cos x sin 2x sin x
= −    ។ 

ខ. គណនផលបកូ៖ 

 n
2 2 n 2

2 n

1 1 1S ....a a a4cos 4 cos 4 cos
2 2 2

= + + +  
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េយងបាន
n

n k 2k 1 k

1 1S . a4 cos
2

=

 
 

=  
  
 

∑  

េដយ 2 2 2
1 4 1

cos x sin 2x sin x
= −     

េគបាន  

n

n k
k 1 2 2

k 1 k

n

k 1 k 2
k 1 2 2 n 2

k 1 k n

1 4 1S ( )a a4 sin sin
2 2

1 1 1 1 1 1. .a a a4 4 sin asin sin 4 sin
2 2 2

=

−

−
=

−

 
 

= − 
 
 
 
 

= − = − 
 
 

∑

∑
 

ដូចេនះ   n 2 n 2
n

1 1S asin a 4 sin
2

= −     ។ 
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លហំត់ទ៧៩ 

ក.ចូរ្រសយ 1 cot x cot 2x
sin 2x

= −  

ខ.ចូរគណនា n

2 n

1 1 1 1S ....a a asina sin sin sin
2 2 2

= + + + +  

ដំេណាះ្រ 

ក.្រសយ 1 cot x cot 2x
sin 2x

= −   

តងf (x) cot x cot 2x= −  

            
2

2 2

cos x cos 2x
sin x sin 2x
cos x 2cos x 1
sin x 2sin xcos x
2cos x 2cos x 1 1

2sin xcos x sin 2x

= −

−
= −

− +
= =

 

ដូចេនះ   1 cot x cot 2x
sin 2x

= −   ។ 
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ខ.គណនា n

2 n

1 1 1 1S ....a a asina sin sin sin
2 2 2

= + + + +  

េយងបាន
n

n
k 0 k

1S ( )asin
2

=

= ∑   េដយ 1 cot x cot 2x
sin 2x

= −    

   

n

n k 1 k
k 0

n 1

a aS cot cot
2 2

acot cot a
2

+
=

+

 = − 
 

= −

∑
 

ដូចេនះ   n n 1
aS cot cot a

2 += −   ។ 
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លហំត់ទ៨០ 

ក.ចូរ្រសយ n n 1 n
sin(nx) cos(n 1)x cos(nx) .cot x
cos x cos x cos x+

+ 
= −  

 

ខ.ចូរគណនា n 2 3 n
sin x sin 2x sin 3x sin(nx)S ....
cos x cos x cos x cos x

= + + + +  

ដំេណាះ្រ 

ក.្រសយ n n 1 n
sin(nx) cos(n 1)x cos(nx) .cot x
cos x cos x cos x+

+ 
= −  

  

េយងមានcos(n 1)x cos(nx x)+ = +  

 ឬ    cos(n 1)x cos(nx)cos x sin(nx)sin x+ = −  

ែចកអង�ទំងពីរន ង n 1cos x+  េគបាន  

n 1 n 1 n 1 n n
cos(n 1)x cos(nx)cos x sin(nx)sin x cos(nx) sin(nx) .tan x

cos x cos x cos x cos x cos x+ + +
+

= − = −  

នាំឲ្យ   n n 1 n
sin(nx) cos(n 1)x cos(nx) 1.

tan xcos x cos x cos x+
+ 

= −  
 

ដូចេនះ    n n 1 n
sin(nx) cos(n 1)x cos(nx) .cot x
cos x cos x cos x+

+ 
= −  

   ។ 
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ខ.គណនា n 2 3 n
sin x sin 2x sin 3x sin(nx)S ....
cos x cos x cos x cos x

= + + + +  

េយងបាន
n

n k
k 1

sin(kx)S
cos x=

 
=   ∑   

េដយ k k 1 k
sin(kx) cos(k 1)x cos(kx) .cot x
cos x cos x cos x+

+ 
= −  

   

n

n k 1 k n 1
k 1

cos(k 1)x cos(kx) cos(n 1)xS cot x cot x 1
cos x cos x cos x+ +

=

+ +   
= − = −   

   ∑
 

ដូចេនះ 
n 1

n n 1
cot x[cos(n 1)x cos x]S

cos x

+

+
+ −

=
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លហំត់ទ៨១ 

ក.ចូរបង ញថា cos(n 1)x1 tan xtan(nx)
cos xcos(nx)

−
+ =  

ខ.គណនា [ ]
n

n
k 1

P 1 tan xtan(kx)
=

= +∏   ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក.បង �ញថ cos(n 1)x1 tan xtan(nx)
cos xcos(nx)

−
+ =   

េគមានcos(n 1)x cos(nx)cos x sin(nx)sin x− = +  

នាំឲ្   cos(n 1)x cos(nx)cos x sin(nx)sin x
cos xcos(nx) cos(nx)cos x

− +
=  

                            1 tan xtan(nx)= + ពតិ 

ដូចេនះ  cos(n 1)x1 tan xtan(nx)
cos xcos(nx)

−
+ =   ។ 
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ខ.គណន 

េគមា [ ]
n

n
k 1

P 1 tan xtan(kx)
=

= +∏    

     

n

k 1

n

n

cos(k 1)x
cos xcos(kx)

1 1 cos x cos 2x cos(n 1)x. . . ....
cos x cos 2x cos 3x cos(nx)cos x

1
cos x cos(nx)

=

 −
=  

 

−
=

=

∏

 

         

n n
1P

cos xcos(nx)
=

 

 

 

 

 

 



១០៤ អនគុមន៍្រតីេកណមា្រតេ្រ ជ 
 

 

េរៀបេរៀងេដយ លឹម ផល�ុ Page 202 

 

លហំត់ទ៨២ 

ក.ចូរ្រសយ

[ ]1 1 tan(n 1)x tan(nx)
cos(nx).cos(n 1)x sin x

= + −
+

 

ខ. គណនាផលបូក
n

n
p 1

1S
cos(px) cos(p 1)x

=

 
=  + 
∑   

ដំេណាះ្រ 

ក.្រសយ [ ]1 1 tan(n 1)x tan(nx)
cos(nx).cos(n 1)x sin x

= + −
+

  

តមរូបមន� sin(p q)tanp tanq
cospcosq

−
− =  

នាំឲ្យ ( )1 1 tanp tanq (1)
cosp cosq sin(p q)

= −
−

 

យក p (n 1)x , q (nx)= + =  និង p q x− = ជួសក�ុង(1) េគបាន 

[ ]1 1 tan(n 1)x tan(nx)
cos(nx).cos(n 1)x sin x

= + −
+

 ពតិ  ។ 
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ខ.គណនាផលបូក 
n

n
p 1

1S
cos(px) cos(p 1)x

=

 
=  + 
∑  

តមស្រមាយខងេលេគ 

[ ]1 1 tan(p 1)x tan(px)
cos(px).cos(p 1)x sin x

= + −
+

   

េយងបាន [ ]
n

n
p 1

1S tan(p 1)x tan(px)
sin x

=

= + −∑  

                  
[ ]1 tan(n 1)x tan x

sin x
sin(nx)

sin xcos xcos(n 1)x

= + −

=
+
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លហំត់ទ៨៣ 

ក.ចូរ្រសយ 

[ ]tan(n 1)x tan(nx) tan x 1 tan(nx)tan(n 1)x+ − = + +  

ខ.គណនាផលបូក 

 nS tan xtan 2x tan 2xtan 3x ..... tan(nx)tan(n 1)x= + + + +  

ដំេណាះ្រ 

ក.្រសយ [ ]tan(n 1)x tan(nx) tan x 1 tan(nx)tan(n 1)x+ − = + +   

តមរូបមន� tana tanbta(a b)
1 tanatanb

−
− =

+
 

នាំឲ្យ ( )tana tanb tan(a b) 1 tana tanb (1)− = − +  

េដយយកa (n 1)x , b nx= + =   និង a b x− =   

ជួសក�ុង (1) េគបាន  

 [ ]tan(n 1)x tan(nx) tan x 1 tan(nx)tan(n 1)x+ − = + +   ។ 
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ខ.គណនាផលបូក 

nS tan xtan 2x tan 2xtan 3x ..... tan(nx)tan(n 1)x= + + + +  

េយងបាន [ ]
n

n
k 1

S tan(kx)tan(k 1)x
=

= +∑  

តមស្យខងេលេយងមាន 

[ ]tan(n 1)x tan(nx) tan x 1 tan(nx)tan(n 1)x+ − = + +  

ឬ  [ ]tan(nx)tan(n 1)x tan(n 1)x tan(nx) cot x 1+ = + − −  

េយងបាន ( )
n

n
k 1

S tan(k 1)x tan(kx) cot x 1
=

 = + − − ∑  

                 
[ ]tan(n 1)x tan x cot x n

sin(nx) cot x n
cos(n 1)xcos x

= + − −

= −
+

 

ដូចេនះ   n
sin(nx)S n

cos(n 1)xsin x
= −

+
  ។ 
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លហំត់ទី៨៤ 

ក.ចូរ្រសយប ��ក់ 1 2cos 2x2cos x 1
1 2cos x
+

− =
+

 

ខ.ចូរគណនាផលគុណ  

n 2 n
a a aP (2cosa 1)(2cos 1)(2cos 1).....(2cos 1)
2 2 2

= − − − −  

ដំេណាះ្រ 

ក. ្រសយប ��ក់ 1 2cos 2x2cos x 1
1 2cos x
+

− =
+

  

តមរូបមន�  2cos 2x 2cos x 1= −  

              
2

2

2cos 2x 4cos x 2

2cos 2x 1 4cos x 1
2cos 2x 1 (2cos x 1)(2cos x 1)

= −

+ = −
+ = + −

 

ដូចេនះ   1 2cos 2x2cos x 1
1 2cos x
+

− =
+

   ។ 
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ខ. គណនាផលគុណ  

n 2 n
a a aP (2cosa 1)(2cos 1)(2cos 1).....(2cos 1)
2 2 2

= − − − −  

    
n

k
k 0

a2cos 1
2=

 = − 
 ∏    

េដយ  1 2cos 2x2cos x 1
1 2cos x
+

− =
+

 

    
n k 1

n
k 0 k n

a1 2cos( ) 1 2cos 2a2P a a1 2cos( ) 1 2cos
2 2

−

=

 +  +
= = 

 + +
  

∏  

ដូចេនះ  n

n

1 2cos 2aP a1 2cos
2

+
=

+
    ។ 
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លហំត់ទ៨៥ 

ក.ចូរ្រសយ
3

2
tan x 1 ( tan 3x 3tan x)

81 3tan x
= −

−
 

ខ.ចូរគណនាផលបូក

k 3n k
n

2k 0 k

a3 tan
3S a1 3tan
3

=

 
 

=  
 −
  

∑    

ដំេណាះ្រ 

ក. ្រសយ
3

2
tan x 1 ( tan 3x 3tan x)

81 3tan x
= −

−
  

តមរូបមន�
3

2
3tan x tan xtan 3x

1 3tan x
−

=
−

 

េយងបាន
3 3

2 2
3tan x tan x 8tan xtan 3x 3tan x 3tan x

1 3tan x 1 3tan x
−

− = − =
− −

 

ដូចេនះ 
3

2
tan x 1 ( tan 3x 3tan x)

81 3tan x
= −

−
  ។ 
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ខ.គណនាផលបូក

k 3n k
n

2k 0 k

a3 tan
3S a1 3tan
3

=

 
 

=  
 −
  

∑    

េយងមាន
3

2
tan x 1 ( tan 3x 3tan x)

81 3tan x
= −

−
  

េដយយក k
ax

3
=  

េគបាន  )
3
a

t a n3
3

a
( t a n

8
1

3
a

t a n31

3
a

t a n
k1k

k
2

k
3

−=
−

−  

េយងបាន 

n
k k 1 n 1

n k 1 k n
k 0

1 a a 1 aS (3 tan 3 tan ) tan 3a 3 tan
8 83 3 3

+ +
−

=

 
= − = − 

 ∑  

ដូចេនះ  
n 1

n n
tan 3a 3 aS tan

8 8 3

+
= −   ។ 
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លហំត់ទ៨៦ 

េគឱ្យ្រតីេកABC   មាន្រជ�a , b , c   និងមានមុំក�ុង , ,α β γ  

េប 3α = β  ចូរបង �ញថ 2 2 2(a b)(a b ) bc− − =    

ដំេណាះ្រ 

្រយថា 2 2 2(a b)(a b ) bc− − =    

តម្រទឹស�ីបទសុីន៖ 
 a 2R sin , b 2R sin , c 2R sin= α = β = γ  

េគបាន  2 2 2(a b)(a b ) (a b) (a b)− − = − +  

េដយa b 2R(sin sin )− = α − β  

            2R(sin 3 sin )
4R sin cos 2

= β − β
= β β

   

េហយ a b 2R(sin sin )+ = α + β  

            
ββ=

ββ=
β+β=

2c o ss i nR8

c o s2s i nR4
)s i n3( s i nR2
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េគបាន 2 2 2 2 2 2(a b)(a b ) 16R sin cos 2 .8R sin cos− − = β β β β  

                       
βγ=

ββ−π=

ββ=

s i ns i nR8

s i n)4(s i nR8

s i n4s i nR8

23

23

23

 

ដូចេនះ  2 2 2(a b)(a b ) bc− − =   ។ 
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លហំត់ទ៨៧ 

េគឲ្យ្រតីេកABC មយួមានa , b , c  ជារង�ស់្រ ជ� 

េរៀងគា�ៃនមុំ A , B , C  ។  

តងp  ជាកន�ះបរិម ា្រតៃន្រតីេ 

ក.ចូរ្រសយ A p(p a)cos
2 bc

−
=  រចួទញរកទំនាក់ទំ 

ពីរេទៀតែដល្រសេដៀងគា�េនះ  

ខ.ទញប��ក់ ថ 2 2 2 2A B Cbc.cos ac.cos ab.cos p
2 2 2
+ + =  

ដំេណាះ្រ 

េគមាន 2 A 1 cos Acos
2 2

+
=  

តម្រទឹស�ីបទកូសុីនូសអនុវត�ន៍ក�ុង្រតីេABC  េគមាន 

2 2 2a b c 2bccos A= + −  េគទញ
2 2 2b c acos A

2bc
+ −

=   
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េគបាន

2 2 2
2 2 2

2

b c a1A 2bc b c a2bccos
2 2 4bc

+ −
+ + + −

= =  

    
2 2

2 A (b c) a (b c a)(b c a)cos
2 4bc 4bc

+ − + + + −
= =  

េដយa b c 2p+ + =  េនាះb c a 2 (p a)+ − = −  

េគបាន 2 A 2p . 2(p a) p(p a)cos
2 4bc bc

− −
= =   

ឬ 
A p(p a)cos
2 bc

−
=  ពិត។ 

េគទញបានទំនាក់ទំនង្រសេដៀងគា�េនះដូចខង  

B p(p b) C p(p c)cos , cos
2 ac 2 ab

− −
= =   ។ 

ខ.ទញប��ក់ ថ

2 2 2 2A B Cbc.cos ac.cos ab.cos p
2 2 2
+ + =   
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តមស្រមាយខងេលេ
A p(p a)cos
2 bc

−
=   

B p(p b) C p(p c)cos , cos
2 ac 2 ab

− −
= =    

េគទញ
2 2Abc cos p(p a) p p .a

2
= − = −  

    
2 2

2 2

Bac cos p(p b) p p .b
2
Cab cos p(p c) p p .c
2

= − = −

= − = −
 

2 2 2 2

2 2 2

A B Cbc.cos ac.cos ab.cos 3p p(a b c)
2 2 2

3p 2p p

+ + = − + +

= − =
 

ដូចេនះ  2 2 2 2A B Cbc.cos ac.cos ab.cos p
2 2 2
+ + =  ។ 
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លហំត់ទ៨៨ 

េគឲ្យ្រតីេកABC  មយួមានមុំក�ុងជាមុំ្រស� 

ក.ចូរ្រសយtan A tanB tanC tan A.tanB.tanC+ + =  ។ 

ខ.ទញប��ក់ ថtan A tanB tanC 3 3+ + ≥  ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក.្រសយtan A tanB tanC tan A.tanB.tanC+ + =   

េយងមានA B C+ + = π  ឬ A B C+ = π −  

េគបានtan(A B) tan( C)+ = π −  

    
tan A tanB tanC

1 tan A tanB
tan A tanB tanC tan A tanBtanC

+
= −

−
+ = − +

 

ដូចេនះ tan A tanB tanC tan A.tanB.tanC+ + =   ។ 
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ខ.ទញប��ក់ ថtan A tanB tanC 3 3+ + ≥   

េដយA , B , C  ជាមុំ្រស�( តមសមតកិម� ) 

េគទញtan A 0 , tanB 0 , tanC 0> > >  

តមវិសមភាព កូសុីេយងអចសរេស 

3tan A tanB tanC 3 tan A.tanB.tanC+ + ≥  

េដយtan A tanB tanC tan A.tanB.tanC+ + =  

េគបាន 3tan A tanB tanB 3 tan A tanB tanC+ + ≥ + +  

   
3

2

(tan A tanB tanC) 27(tan A tanB tanC)

(tan A tanB tanC) 27

+ + ≥ + +

+ + ≥
 

ដូចេនះ tan A tanB tanC 3 3+ + ≥  ។ 
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លហំត់ទ៨៩ 

េគឲ្យ្រតីេកABC  មយួមានមុំក�ុងជាមុំ្រស� 

ចូរ្រសយ 2 2 2cos A cos B cos C 1+ + <   

ដំេណាះ្រ 

តង 2 2 2T cos A cos B cos C= + +  

    

[ ]
[ ]

2

2

2

2

2

1 cos 2A 1 cos 2B cos C
2 2

cos 2A cos 2B1 cos C
2

1 cos(A B)cos(A B) cos C

1 cos( C)cos(A B) cos C

1 cosC cos(A B) cos C
1 cosC cos(A B) cosC

1 cosC cos(A B) cos( A B) 1 2cos AcosBcosC

+ +
= + +

+
= + +

= + + − +

= + π − − +

= − − +

= − − −

= − − + + = −

 

េគបាន 2 2 2cos A cos B cos C 1 2cos AcosBcosC+ + = −  

េដយA , B , C ជាមុំ្រស�ចេcos A 0 , cosB 0 , cosC 0> > >  

ដូចេនះ  2 2 2cos A cos B cos C 1+ + <   ។ 
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លហំត់ទ៩០ 

េគឲ្យ្រតីេកABC  មយួមានមុំក�ុងជាម្រស�ច  

ចូរ្រសយ 2 2 2sin A sin B sin C 2+ + >  ។ 

ដំេណាះ្រ 

តង 2 2 2T sin A sin B sin C= + +  

         

[ ]

2

2

2

1 cos 2A 1 cos 2B 1 cos C
2 2

cos 2A cos 2B2 cos C
2

2 cos(A B)cos(A B) cos C
2 cosC cos(A B) cosC
2 cosC cos(A B) cos(A B)
2 2cos AcosBcosC

− −
= + + −

+
= − −

= − + − −
= + − −

= + − + +

= +

 

េដយA , B , C  ជាមុំ្រស�ចេនcos A 0 , cosB 0 , cosC 0> > >  

ដូចេនះ  2 2 2sin A sin B sin C 2+ + >  ។ 
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លហំត់ទ៩១ 

េគឲ្យ្រតីេកABC  មយួ ។ 

ក. ចូរ្រសយcot Acot B cot Bcot C cot Ccot A 1+ + =  ។ 

ខ. ចូរ្រសយ 2cot A 1 2cot 2Acot A− =  ។ 

គ. េគដឹងថាមុំA ; B ; C  បេង�តបានជាស៊�ីតធរណីម  

មយួួែដលមានេរសុងេស�នឹងq 2=  ។  

ចូរ្រសយប ��ក់ 2 2 2
1 1 1 8

sin A sin B sin C
+ + =   ។ 

ដំេណាះ្យ 

ក.្រសយcot Acot B cot Bcot C cot Ccot A 1+ + =   

េយងមានA B C+ + = π  ឬ A B C+ = π −  

េគបានtan(A B) tan( C)+ = π −  
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tan A tanB tanC
1 tan A tanB

1 1
1cot A cot B

1 1 cot C1 .
cot A cot B

cot A cot B 1
cot Acot B 1 cot C
cot Acot C cot Bcot C cot Acot B 1

+
= −

−

+
= −

−

+
= −

−
+ = − +

 

ដូចេនះ  cot Acot B cot Bcot C cot Ccot A 1+ + =   ។ 

ខ.្រសយ 2cot A 1 2cot 2Acot A− =   

េយងមាន 2
2tan Atan 2A

1 tan A
=

−
 

        2
2

2
1 2cot Acot A

1cot 2A cot A 11
cot A

= =
−−

 

ដូចេនះ  2cot A 1 2cot 2Acot A− =   ។ 
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គ.្រសយប ��ក់ថា 2 2 2
1 1 1 8

sin A sin B sin C
+ + =   

តង 2 2 2
1 1 1T

sin A sin B sin C
= + +  

      
2 2 2

2 2 2

(1 cot A) (1 cot B) (1 cot C)

(cot A 1) (cot B 1) (cot C 1) 6
2cot 2Acot A 2cot Bcot 2B 2cot 2Ccot C 6 (1)

= + + + + +

= − + − + − +
= + + +

 

េដយមុំA ; B ; C  ជាស៊�ីតធរណីម ា្រតមួយួែដលមានេ 

េស�នឹង q 2=  េគបានB 2A , C 2B 4A= = =   

េដយA B C+ + = π  

េគបានA 2A 4A+ + = π  នាំឲ្ 2 4A , B , C
7 7 7
π π π

= = =  

តម(1) េគបាន 2 2 4 8 4T 2cot cot 2cot cot cot cot 6
7 7 7 7 7 7
π π π π π π

= + + +  

េដយ 8cot cot
7 7
π π
=  េគបាន  
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2 2 4 4T 2cot cot 2cot cot 2cot cot 6
7 7 7 7 7 7

2(cot Acot B cot Bcot C cot Acot C) 6
2(1) 6 8

π π π π π π
= + + +

= + + +
= + =

 

ដូចេនះ   2 2 2
1 1 1 8

sin A sin B sin C
+ + =   ។ 
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លហំត់ទ៩២ 

រកតៃម�អប្បបរមាៃនអនុគមន៍ 

2 2

2 2

P(x) tan x cot x 2(tan x cot x) 27

Q(x) tan x cot x 8(tan x cot x) 87

= + − + +

= + − + +
    

ែដល 0 x
2
π

< <   ។ 

ដំេណាះ្រ 

រកតៃម�អប្បបរមាៃនអនុគមន៍ 

2 2P(x) tan x cot x 2(tan x cot x) 27= + − + +    

ែដល  0 x
2
π

< <    

តងz tan x cot x= +   ែដល z 2≥  

េគបាន 2 2 2 2z (tan x cot x) tan x cot x 2= + = + +  

េគទញ 2 2 2tan x cot x z 2+ = −  

េយងបាន 2 2P(z) z 2 2z 27 (z 1) 24= − − + = − +  
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េដយz 2≥  េហតុេនះេគបានP(z) 1 24 25≥ + =  

ដូចេនះតៃម�អប្បបរមាៃP(x) គឺ m 25=  ។ 

ម៉ យោងេទៀតេដ 2 2Q(x) tan x cot x 8(tan x cot x) 87= + − + +  

េគបាន 2 2Q(z) z 2 8z 87 (z 4) 69= − − + = − +  

េដយz 2≥  េហតុេនះេដម្បឲ្យQ  អប្បបរមាលុះ្រតz 4= ។ 

ដូចេនះតៃម�អប្បបរមាៃQ(x) គឺ m 69= ។ 
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លហំត់ទ៩៣ 

េគឲ្យ្រតីេកABC  មយួ។  

បង �ញថាេប
A B Ctan , tan , tan
3 3 3

 ជាឬសរបស់សម ក 

3 2(E) : x ax bx c 0+ + + =  េនាះេគបា 3 a 3b c+ = +   ។ 

ដំេណាះ្រ 

េយងបាន A B C A B Ctan( ) tan[( ) ]
3 3 3 3 3 3
+ + = + +  

 

                

A B Ctan( ) tanA B C 3 3 3tan( ) A B C3 1 tan( )tan
3 3 3

A Btan tan C3 3 tanA B 31 tan tan
3 3tan A B3 tan tan C3 31 .tanA B 31 tan tan

3 3

+ ++ +
=

− +

+
+

−π
=

+
−

−  
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A B C A B Ctan tan tan tan tan tan
3 3 3 3 3 33 (1)A B A C B C1 (tan tan tan tan tan tan )

3 3 3 3 3 3

+ + −
=

− + +

  

េដយ A B Ctan , tan , tan
3 3 3

 ជាឬសរបស់សម ក(E)  

េនាះតម្រទឹស�ីបទែវ្យតេគមានទនំាក់ 

A B Ctan tan tan a (2)
3 3 3
+ + = −  

A B B C A Ctan tan tan tan tan tan b (3)
2 2 2 2 2 2
A B Ctan .tan .tan c (4)
2 2 2

+ + =

= −
 

យកទំនាក់ទំនង(2) , (3)  និង (4)  ជួសក�ុងសមីករ(1)  

េគបាន a c3
1 b
− +

=
−

  ឬ  3 3 b a c− = − + ពិត 
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លហំត់ទ៩៤ 

េគឲ្យ្រតីេកABC  ែដល  A asin
2 2 bc
=  ។ 

រក្របេភទៃន្រតីេកABC ? 

ដំេណាះ្រ 

េគមាន A asin
2 2 bc
=  

តម្រទឹស�ីបទកូសុីនូសេគម
2 2 2b c acos A

2bc
+ −

=   

េដយ 2 Acos A 1 2sin
2

= −  េគបាន  

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

b c a a1 2
2bc 4bc

b c a 2bc a
2bc 2bc

b c a 2bc a

b 2bc c (b c) 0 b c

+ −
= −

+ − −
=

+ − = −

− + = − = ⇒ =

 

្រតីេកABC មាន្រជ�b c= នាំឲ្យវជា្រតីេក។ 
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លហំត់ទ៩៥ 

មាន្រតីេកABC  មយួែដល BC a , AC b , AB c= = =   ។ 

តងR  និង S  េរៀងគា�ជាកំ និង ៃផ�្រកឡ ាៃន្រABC  េនះ ។ 

ចូរ្រសយថា
2 2 2cos A cosB cosC R(sin A sin B sin C)

a b c 4S
+ +

+ + =  

ដំេណាះ្រ 

្រសយថ
2 2 2cos A cosB cosC R(sin A sin B sin C)

a b c 4S
+ +

+ + =   

តម្រទឹស�ីបទកូសុីនូស និង សុីនូសអនុវត�ន៍ក�ុង្រតីេABC  

2 2 2a b c 2bccos A= + −   ឬ 
2 2 2cos A b c a

a 2abc
+ −

=  

a b c 2R
sin A sinB sinC

= = =  ឬ 
a 2R sin A
b 2R sinB
c 2R sinC

=
 =
 =

   និង 
abcS
4R

=  

េគបាន
2 2 2 2cos A 4R (sin B sin C sin A)

a 8RS
+ −

=  

ឬ        
2 2 2cos A R(sin B sin C sin A) (1)

a 4S
+ −

=    
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ដូចគា�ែដរ
2 2 2cosB R(sin A sin C sin B) (2)

b 4S
+ −

=    

និង         
2 2 2cosC R(sin A sin B sin C) (3)

c 4S
+ −

=    

បូកសមភាព(1),(2) &(3)  េគបា ៖ 

2 2 2cos A cosB cosC R(sin A sin B sin C)
a b c 4S

+ +
+ + =  ពតិ ។ 
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លហំត់ទ៩៦ 

ក�ុង្រគប់្រតីេកABC ចូរ្រស ៖ 

ក/ 
2(sin A sinB sinC)(1 cos A)(1 cosB)(1 cosC)

2
+ +

+ + + =   

ខ/ 
23cos A cosB cosC sin A sinB sinC1

3 2
+ + + +  + ≥      

  

ដំេណាះ្រ 

ក/ ្រសយប ��ក់ថ 

2(sin A sinB sinC)(1 cos A)(1 cosB)(1 cosC)
2

+ +
+ + + =    

តង្រជ�BC a , AC b , AB c= = =   និង 
a b cp

2
+ +

=  ជាកន�ះបរិម ា 

យក Rជាកំរង�ង់ចរឹ កេ្រកS  ជាៃផ�្រកឡារប ABC∆  ។ 

តម្រទឹស�ីបទកូសុីនូសេគម 2 2 2a b c 2bccos A= + −  

េគបាន 2 2 2a (b 2bc c ) 2bc(1 cos A)= + + − +  

េគទញ
2 2(b c) a (b c a)(b c a)1 cos A

2bc 2bc
+ − + + + −

+ = =  
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េដយ
a b cp

2
+ +

=  េនាះ a b c 2p+ + =  និង b c a 2(p a)+ − = −  

េគបាន
4p(p a) 2p(p a)1 cos A

2bc bc
− −

+ = =  

ដូចគា ែដរ 
2p(p b) 2p(p c)1 cosB , 1 cosC

ac ab
− −

+ = + =  

េគបាន
2

2

8p .p(p a)(p b)(p c)(1 cos A)(1 cosB)(1 cosC) (1)
(abc)
− − −

+ + + =  

តមរូបមន�េហរ៉ុង
abcS p(p a)(p b)(p c)
4R

= − − − =  

េគទញ 2 2

p(p a)(p b)(p c) 1 (2)
(abc) 16R

− − −
=  

យកទំនាក់ទំនង(2)  ជំនួសក�ុង (1) េគបា ៖ 

22

2

8p 1 p(1 cos A)(1 cosB)(1 cosC) . (3)
16R 2 R

 + + + = =  
 

 

តម្រទឹស�ីបទសុីនូ
a b c 2R

sin A sinB sinC
= = =  

េគទញ
a b c 2p psin A sinB sinC (4)

2R 2R R
+ +

+ + = = =  
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តម(3)  និង (4) េគបានទំនាក់ទំ ៖ 

2(sin A sinB sinC)(1 cos A)(1 cosB)(1 cosC)
2

+ +
+ + + =   ពតិ ។ 

ខ/ ្រសយប ��ក ៖ 

23cos A cosB cosC sin A sinB sinC1
3 2

+ + + +  + ≥      
  

េដយេ្របវិ សមភាពមធ្យមនព�ន� មធ្យមធរណីមា  ៖ 

31 cos A 1 cosB 1 cosC(1 cos A)(1 cosB)(1 cosC)
3

+ + + + + + + + ≤  
 

 

ឬ 
3cos A cosB cosC(1 cos A)(1 cosB)(1 cosC) 1

3
+ + + + + ≤ + 

 
 

េដយ
2(sin A sinB sinC)(1 cos A)(1 cosB)(1 cosC)

2
+ +

+ + + =    

ដូចេនះ 
23cos A cosB cosC sin A sinB sinC1

3 2
+ + + +  + ≥      

  ពតិ។ 
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លហំត់ទី៩៧ 

េគឱ្យ្រតីេកABC  មយួ ។ 

ក. ចូរ្រសយប ��ក់ថ
2a1 cos A

2bc
− ≤   

ែដល a , b , c  ជា្រជ�ង្រតីេកABC   ។ 

ខ.ទញប��ក់ ថ
1(1 cos A)(1 cosB)(1 cosC)
8

− − − ≤    

ដំេណាះ្រ 

ក.្រសយប ��ក់ថ
2a1 cos A

2bc
− ≤    

តម្រទឹស�ីបទសុីនូសេគម 2 2 2a b c 2bccos A= + −  

តមវិសមភាពមធ្យម នព�ន� មធ្យមធរណីមា្រត  2 2b c 2bc+ ≥  

េគទញ  2a 2bc 2bccos A 2bc(1 cos A)≥ − = −  

ដូចេនះ 
2a1 cos A

2bc
− ≤   ។ 
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ខ. ទញប��ក់ ថ
1(1 cos A)(1 cosB)(1 cosC)
8

− − − ≤  

តមស្រមាយខងេលេគ
2a1 cos A (1)

2bc
− ≤    

្រសយដូចគា�ែ
2b1 cosB (2)

2ac
− ≤   និង 

2c1 cosC (3)
2ab

− ≤  

គុណវសិមភាព(1) , (2) , (3)  អង� និង អង�េគទទលបា ៖ 

1(1 cos A)(1 cosB)(1 cosC)
8

− − − ≤     ពតិ ។ 
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លហំត់ទ៩៨ 

េគឱ្្រតីេកABC  មយួ ។ 

ក. ចូរ្រសយប ��ក់ថ 2 2 2sin A sin B sin C 2sinBsinCcos A= + −   

ខ. ទញប��ក់  ៖ 

2 2 2sin A sin B sin Ccot A cot B cotC
2sin AsinBsinC

+ +
+ + =    

ដំេណាះ្រ 

ក.្រសយប ��ក់ថ 2 2 2sin A sin B sin C 2sinBsinCcos A= + −  

តងa , b , c  ជា្រជ�ង្រតីេកABC   និង R  ជាកំរង�ង់ចរឹ កេ្រ

េកណ 

តម្រទឹស�ីបទសុីនូ
a b c 2R

sin A sinB sinC
= = =  

េគទញ 
a 2R sin A
b 2rsinB (1)
c 2R sinC

=
 =
 =
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តម្រទឹស�ីបទកូសុីនូ 2 2 2a b c 2bccos A (2)= + −  

យក (1) ជំនួសក�ុង (2)  េគបា ៖ 

2 2 2 2 24R sin A 4R (sin B sin C 2sinBsinCcos A)= + −  

ស្រម�ល 24R  ក�ុងអង�ទំងពីរៃនសមភាពេគ ៖ 

2 2 2sin A sin B sin C 2sinBsinCcos A= + −   ពតិ 

ដូចេនះ  2 2 2sin A sin B sin C 2sinBsinCcos A= + −  ។ 

ខ. ទញប��ក់  ៖ 

2 2 2sin A sin B sin Ccot A cot B cotC
2sin AsinBsinC

+ +
+ + =   

តមស្រមាយខងេលេគ

2 2 2sin A sin B sin C 2sinBsinCcos A= + −  

េគទញ
2 2 2sin B sin C sin Acos A

2sinBsinC
+ −

=   េដយ
cos Acot A
sin A

=  

េគបាន
2 2 2sin B sin C sin Acot A (i)
2sin AsinBsinC

+ −
=   
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្រសយដូចគា�ែដរេគទទួល
2 2 2sin A sin C sin Bcot B (ii)
2sin AsinBsinC

+ −
=  

និង 
2 2 2sin A sin B sin CcotC (iii)
2sin AsinBsinC

+ −
=  

េធ�ផលបកូសមភាព(i) , (ii) & (iii)  េគបា ៖ 

2 2 2sin A sin B sin Ccot A cot B cotC
2sin AsinBsinC

+ +
+ + =    ពតិ 

ដូចេនះ 
2 2 2sin A sin B sin Ccot A cot B cotC
2sin AsinBsinC

+ +
+ + =   ។ 
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លហំត់ទ៩៩ 

េគឱ្យ្រតីេកABC  មយួមានមុំA ,B,C ជាមុំ្រស�ចែដលេផ��ងផា

សមភាព 

1 1 1 1cot A cot B cotC
2 sin A sinB sinC
 + + = + + 
 

  ។ 

ចូរ្រសយABC  ជា្រតីេកណសមង? 

ដំេណាះ្រ 

្រសយABC  ជា្រតីេកណសម 

តងa , b , c  ជា្រជ�ង និS  ជាៃផ�្រកឡាៃន្រតីABC    

េគមាន
1 1 1S bcsin A acsinB absinC
2 2 2

= = =  

េគទញបា
2S 2S 2Ssin A , sinB , sibC
bc ac ab

= = =  

េគបាន

2 2 2

2 2 2
b c a

cos A b c a2bccot A 2Ssin A 4S
bc

+ −
+ −

= = =  
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េហយ 
2 2 2 2 2 2a c b a b ccot B , cotC

4S 4S
+ − + −

= =  

េគបាន
2 2 2a b ccot A cot B cot C (1)

4S
+ +

+ + =  

ម៉ យោងេទៀ
1 1 1 bc ca ab (2)

sin A sinB sinC 2S
+ +

+ + =  

តមសម�តិកម�
1 1 1 1cot A cot B cotC (3)
2 sin A sinB sinC
 + + = + + 
 

 

យកសមីករ(1) & (2)   ជនួំសក�ុង (3)   េគបា ៖ 

   
2 2 2a b c ab bc ca

4S 4S
+ + + +

=  

ឬ  2 2 2a b c ab bc ca+ + = + +  

ទំនាក់ទំនងេនះសមមូល 2 2 2(a b) (b c) (c a) 0− + − + − =  

េគទញ
a b 0
b c 0
c a 0

− =
 − =
 − =

  នាំឱ្a b c= =   ។ 

េដយ្រតីេកABC  មាន្រជ�ងបីេស�គ ជា្រតីេកណសមង្ 
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សមា�ល  ៖ 

េដយេគអច្រស
2 2 2sin A sin B sin Ccot A cot B cotC
2sin AsinBsinC

+ +
+ + =    

េហយសម�តកិម� 
1 1 1 1cot A cot B cot C
2 sin A sinB sinC
 + + = + + 
 

  

េគទញបានសមី ៖ 

2 2 2sin A sin B sin C 1 1 1 1
2sin AsinBsinC 2 sin A sinB sinC

+ +  = + + 
 

 

2 2 2

2 2 2

sin A sin B sin C sin AsinB sinBsinC sinCsin A
(sin A sinB) (sinB sinC) (sinC sin A) 0

+ + = + +

− + − + − =
 

េគទញ
sin A sinB 0
sinB sinC 0
sinC sin A 0

− =
 − =
 − =

  នាំឱ្sin A sinB sinC= =  

ឬ  A B C= =   េនាះABC  ជា្រតីេកណសមង្ស 

 

 

 



១០៤ អនគុមន៍្រតីេកណមា្រតេ្រ ជ 
 

 

េរៀបេរៀងេដយ លឹម ផល�ុ Page 241 

 

លហំត់ទ១០០ 

តងR  ជាកំរង�ង់ច រឹកក�ុង នS  ជាៃផ�្រកឡាៃន្រតីABC  មយួ  

ក. ចូរ្រសយ
22R(cot A cot B)(cot B cot C)(cot C cot A)

S
+ + + =   

ខ. េប ABC  ជាមុំ្រស�ចេនាះចូរទញឱ្
1cos AcosBcosC
8

≤    

ដំេណាះ្រ 

្រសយ
22R(cot A cot B)(cot B cot C)(cot C cot A)

S
+ + + =   

 

 

 

 

គូសកំពស់  aAA' h=  ៃន ABC∆  ។  

តងBC a , AC b , AB c= = =  ។ 

A

B CA'
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ក�ុង្រតីេកណែកABA' & AA'C េគមាន
BA' A'Ccot B ; cotC
AA' AA'

= =  

េគបាន
2

a

BA' A'C a acot B cotC
AA' h 2S
+

+ = = =    

ែដល Sជាៃផ�្រក ABC∆  ។ 

ដូចគា�ែដរ
2 2b ccot C cot A , cot A cot B

2S 2S
+ = + =  

េគបាន
2 2 2

3

a b c(cot A cot B)(cot B cotC)(cotC cot A)
8S

+ + + =  

េដយ
abcS
4R

=  េនាះabc 4RS=  

េគបាន
2 2

3

16R S(cot A cot B)(cot B cot C)(cot C cot A)
8S

+ + + =  

ដូចេនះ 
22R(cot A cot B)(cot B cot C)(cot C cot A)

S
+ + + =   ។ 
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ខ. ទញ ឱ្យប ៖ 
1cos AcosBcosC
8

≤   

មាន
22R(cot A cot B)(cot B cotC)(cotC cot A) (i)

S
+ + + =    

េប ABC  ជាមុំ្រសេនាះcot A 0 , cot B 0 , cotC 0> > >  

តមវិសមភាព មធ្យម នព�ន� មធ្យមធរណីមា្  ៖ 

cot A cot B 2 cot Acot B , cot B cot C 2 cot Bcot C

cotC cot A 2 cotCcot A

+ ≥ + ≥

+ ≥
 

គុណវសិមភាពខងេលេនះ អង� និង អង� េគប 

(cot A cot B)(cot B cotC)(cot C cot A) 8cot Acot BcotC (ii)+ + + ≥  

តម(i)&(ii) េគទញបា
22R8cot Acot BcotC

S
≤  

ែត 
3

2abc 8R sin AsinBsinCS 2R sin AsinBsinC
4R 4R

= = =  

េគបាន
2

2

2R8cot Acot BcotC
2R sin AsinBsinC

≤  

ដូចេនះ  
1cos AcosBcosC
8

≤   ។ 
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លហំត់ទ១០១ 

ចំេពះ្រគប I Nn∈  េគឱ្យ 1
s i n

1 2
c o s ππ nn

nS +=   

ក. គណនាតៃម� 12
cos π  និង  12

sin π
 

ខ. បង �ញថ 0624 12 =+− ++ nnn SSS    

ដំេណាះ្រ 

ក. គណនាតៃម� 12
cos π  និង  12

sin π
 

េដយេគមា
12 3 4
π π π
= −  េនាះេគបាន 

4
26

2
2.

2
3

2
2.

2
1

4
s i n

3
s i n

4
c o s

3
c o s

)
43

c o s (
1 2

c o s

+
=+=

+=

−=

ππππ

πππ
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4
26

2
1.

2
2

2
2.

2
3

3
c o s

4
s i n

4
c o s

3
s i n

)
43

s i n (
1 2

s i n

−
=−=

−=

−=

ππππ

πππ

  

ដូចេនះ   
1

26
1 2

s i n;
1 2

26
1 2

c o s −
=

+
=

ππ
  ។ 

ខ. បង �ញថ 0624 12 =+− ++ nnn SSS   

េគមាន 1
s i n

1 2
c o s ππ nn

nS +=  

តង 1
s i;

1 2
c o s21

ππ
== xx  េនាះ nn

n xxS 21 +=  

េគមាន
2
6

4
26

4
26

21 =
−

+
+

=+ xx   

េហយ  
4
1

1 6
26

4
26.

4
26. 21 =

−
=

−+
=xx  

េគបាន 1x  និង  2x  ជាឬសសម ក 0
4
1

2
62 =+− xx  
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ឬ   01624 2 =+− xx  

េគទញ






=+−

=+−

01624

01624

2
2

2

1
2

1

xx

xx
 

ឬ         






=+−

=+−
++

++

)(0624

)(0624

2
1

2
2

2

1
1

1
2

1

ixxx

ixxx
nnn

nnn

 

បូកសមីករ )(i  និង  )(ii  អង�នឹងអង�េគបា ៖ 

0)()(62)(4 21
1

2
1

1
2

2
2

1 =+++−+ ++++ nnnnnn xxxxxx       

ដូចេនះ  0624 12 =+− ++ nnn SSS   ។ 
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លហំត់ទ១០២ 

េគឱ្យ្រតីេកABC េហយេគតងr   នងិ Rេរៀងគា�ជាកំរង  

ចរឹកក�ុង និង កំរង� ង់ចរឹ កេ្រកៃន្រត 

ចូរ្រសយ R
rCBA +=++ 1c o sc o sc o s   

ដំេណាះ្រ 

្រសយ R
rCBA +=++ 1c o sc o sc o s    

េគមាន 2
c o

2
c o s2c o sc o s BABABA −+

=+  

                               

2
c o s

2
s i n2

2
c o s)

22
c o s (2

BAC

BAC

−
=

−
−=

π

 

េហយ  2
s i n21c o s 2 CC −=  

)
2

c o
2

( s i
2

s i n21c o sc o sc o s BACCCBA −
−−=++  
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េដយ 2
c o

2
c o s

2
c o s

2
s i n BABABAC −

−
+

=
−

−  

                                     2
s i n

2
s i n2 BA

−=  

េគបាន )(
2

s i
2

s i n
2

s i n41c o sc o sc o s iCBACBA +=++  

េគដឹងថ ៖ 

b c
cpbpA )) ((

2
s i n −−

=  ; a c
cpapB )) ((

2
s i n −−

=   

 នងិ   a b
bpapC )) ((

2
s i n −−

=   

a b
cpbpapCBA )) () ((41c o sc o sc o s −−−

+=++  

តមរូបមន�េហរុ ៖ 

R
ap rcpbpappS
4

)) () (( ==−−−=  

េគទញ  Srp r
p

Scpbpap ===−−− 2
2

)) () ((  

េហយ   p ra b c4=  
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េគបាន R
r

p r
SrCBA +=+=++ 1

4
.41c o sc o sc o s  

ដូចេនះ  R
rCBA +=++ 1c o sc o sc o s    ។ 
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លហំត់ទ១០៣ 

េគយក A , B,C  ជាមុំបីៃន្រតីេកABC  ។ 

តងអនុគមន៍ 2sin Ay cot A
cos A cos(B C)

= +
+ −

   

រកតៃម�អប្បរមាៃនអនុគមន៍េនះ 

ដំេណាះ្រ 

តៃម�អប្បរមាៃនអនុគម 

2sin Ay cot A
cos A cos(B C)

= +
+ −

 

េគមានA B C+ + = π  

េនាះcos A cos( B C) cos(B C)= π − − = − +  

េគបា 
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2

2sin Ay cot A
cos(B C) cos(B C)

sin Acot A
sinBsinC

cos AsinBsinC sin A
sin AsinBsinC

= +
− − +

= +

+
=

 

យក a , b , c ជា្រជ�ងរបស់្រតីេក 

តម្រទឹស�ីបទសុីនូសេគ 

a b c 2R
sin A sinB sinC

= = =  នាំឲ្ ( )
a 2R sin A
b 2R sinB 1
c 2R sinC

=
 =
 =

 

តម្រទឹស�ីបទកូសុីនូសេគ 

( )2 2 2a b c 2bccos A 2= + −  

យកទនាក់ទំនង(1) ជសួក�ុង (2) េគបា 

2 2 2 2 24R sin A 4R (sin B sin C 2sinBsinCcos A)= + −  
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េគទញ
2 2 2sin B sin C sin AsinBsinCcos A

2
+ −

=  

េហតុេនះអនុគមន៍ y  អចសរេសរ 

2 2 2sin A sin B sin Cy
2sin AsinBsinB

+ +
=  

តមវិសមភា AM GM−  េគមន 

32 2 2 2sin A sin B sin C 3 (sin AsinBsinC)+ + ≥  

23

3

3 (sin AsinBsinC)y
2sin AsinBsinC

3 1y
2 sin AsinBsinC

⇒ ≥

⇒ ≥

 

តងអនុគមន៍ f (x) sin x=   ែដល 0 x< < π 

េគមានf ''(x) sin x 0 , x (0; )= − < ∀ ∈ π  

នាំឲ្f (x) ជាអនុគមន៍េបា៉ង   

តម្រទឹស�ីបJensen  េគបាន 
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f (A) f (B) f (C) A B Cf( )
3 3

+ + + +
≤  

ឬ sin A sinB sinC A B C 3sin( )
3 3 2

+ + + +
≤ =  

ត វសិមភាពAM GM−  េគមា 

3sin A sinB sinC sin AsinBsinC
3

+ +
≥  

េគទញ 3 3sin AsinBsinC
2

≤  

ឬ  3 3sin AsinBsinC
8

≤  

េហតុេនះ 33 1 3 2y . 3
2 sin AsinBsinC 2 3

≥ ≥ =  

េដយ 2sin Ay cot A 3
cos A cos(B C)

= + ≥
+ −

   

ដូចេនះតៃម�អប្បរមាៃនអនុគមន៍គ 3   ។ 
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លហំត់ទ១០៤ 

េគឲ្យ ABC   ជា្រតីេកណមួយេហយr  និង R   

េរៀងគា�ជាកំរង�ង់ចរឹកក�ុង និងកំរង�ង់ចរឹក    

ចូរ្រយប��ក់ថា   

R4
r

8
5

2
Asin

2
Csin

2
Csin

2
Bsin

2
Bsin

2
Asin +≤++  

ដំេណាះ្រ 

្រសយប ��ក់ថ 

R4
r

8
5

2
Asin

2
Csin

2
Csin

2
Bsin

2
Bsin

2
Asin +≤++   

តង c,b,a   ជា្រជ�ងរបស់្រតីេABC  េហយយក  

2
cbap ++

=  

េគមាន
ac

)cp)(ap(
2
Bsin;

bc
)cp)(bp(

2
Asin −−

=
−−

=  

          
ab

)bp)(ap(
2
Csin −−
=  
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េយងបាន
2
Csin

2
Bsin

2
Asin41CcosBcosAcos +=++  

                                          

R
r1

pR
pr1

pR
S1

RS4
p
S

41

abc
)cp)(bp)(ap(41

2

+=+=

+=+=

−−−
+=

 

)1(
R2
r1

2
Csin

2
Bsin

2
Asin

R
r1)

2
Csin

2
Bsin

2
A(sin23

R
r1

2
Csin21

2
Bsin21

2
Asin21

R
r1CcosBcosAcos

222

222

222

−=++

+=++−

+=−+−+−

+=++

 

តមវិសមភ  Jensen  េយងមាន  

2
3

2
Csin

2
Bsin

2
Asin

6
sin3)

6
CBAsin(3

2
Csin

2
Bsin

2
Asin

≤++

π
=

++
≤++
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េលកអង�ទំងពីរជាកេរេគប 

)2(
4
9

2
Csin

2
Bsin

2
Asin

2

≤





 ++  

េដយេ្របសមភ 

2 2 2 2(x y z) x y z 2xy 2yz 2zx+ + = + + + + +  

តមទំនាក់ទំនង (1) និង (2) េគទញប 

    
4
9)

2
Asin

2
Csin

2
Csin

2
Bsin

2
Bsin

2
A(sin2

R2
r1 ≤+++−  

ឬ  
R2
r

4
5)

2
Asin

2
Csin

2
Csin

2
Bsin

2
Bsin

2
A(sin2 +≤++   

ដូចេនះ  
R4
r

8
5

2
Asin

2
Csin

2
Csin

2
Bsin

2
Bsin

2
Asin +≤++  ។ 
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