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S p(p a)(p b)(p c)= − − −
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ជំពូកទី១ 

ចំនួនពិត និង របព័នឋរបប់ 

១-ចំនួនពិត 

 ក. បនទ ត់ចំនួនពិត 

 

 

 

 

-ចំនុច O   រតូវនឹងចំនួន 0   ។ 

-រគប់ចំនុចេនែផនកវជិជមនេហយមនចមង យ s  ពីចំនុច O  រតូវគន នឹង 

ចំនួនវជិជមន s   ។ 

-រគប់ចំនុចេនែផនកអវជិជមនេហយមនចមង យ s ពីចំនុច O  រតូវគន នឹង 

ចំនួនអវជិជមន s−−−−   ។ 

ខ. ករេរបៀបេធៀបចំនួនពិត 

-ចំនួនពិត b  ធំជងចំនួនពិត a  ឬ ចំនួនពិត a  តូចជងចំនួនពិត b   

រតូវបនេគកំណត់ សរេសរ b a>>>>   ឬ  a b<<<<   ។ 

O E

ss
ss−−−− )(ℓ

EpñkGviC¢man EpñkviC¢man 



គណិតវទិយ 
 

 

 

Prepared by LIM PHALKUN Page 2 

 

-េប a  វជិជមនេនះ a 0>>>>  ។ 

-េប a  អវជិជមនេនះ a 0<<<<  ។ 

េគអចេរបៀបេធៀបចំនួនពិតតមលកឋណៈខងេរកម  ៖  

-ចំេពះរគប់ចំនួនពិត a និង b  េគអចបនទំនក់ទំនងមួយកនុងចំេណម 

ទំនក់ទំនងបីគឺ  a b , a b , a b< = >< = >< = >< = >    ។ 

-េប ba >>>>  និង cb >>>>   នឱំយ ca >>>>   ។ 

-េប ba <<<<  និង cb <<<<   នឱំយ ca <<<<   ។ 

-េប ba ====   និង cb ====   នឱំយ ca ====   ។ 

-េប ba >>>>   សមមូល 0ba >>>>−−−−   ។ 

-េប ba <<<<   សមមូល 0ba <<<<−−−−   ។ 

គ. តៃមលដច់ខត 

-តៃមលដច់ខតៃនចំនួនពិត a កំណត់តងេដយ |a|   ។ 

-រគប់ចំនួនពិត a េគមន 0|a| ≥≥≥≥  

-តៃមល 0|a| ====  លុះរតែត 0a ====  

-ករបេញច ញតៃមលដច់ខត  






<<<<−−−−

≥≥≥≥
====

0aa

0aa
|a|

ebI
ebI
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២-កេនសមរឌី៉កល់ 

 ក.ផលគុណ និង ផលែចកឬសកេរ 

 ចំេពះរគប់ចំនួនពិត 0a >>>>   និង 0b >>>>   េគមន  ៖  

 1. abba ====××××  2. 
b
a

b
a ====  

 ខ.េរបៀបេធៀបឬសកេរៃនចំនួនវជិជមនពីរ 

 ចំេពះរគប់ចំនួនពិត 0a >>>>   និង 0b >>>>   េគមន  ៖  

 1. baba <<<<⇔⇔⇔⇔<<<<   

 2. baba >>>>⇔⇔⇔⇔>>>>  

 គ.ករបំបត់រឌី៉កល់ពីភគែបង 

 ចំេពះរគប់ចំនួនពិត 0a >>>>   និង 0b >>>>   ែដល ba ≠≠≠≠  េគមន  ៖  

 ba)ba)(ba( −−−−====++++−−−−  ដូចេនះេគមនសមភព  ៖  

 1. ba
c)ba(

)ba)(ba(
c)ba(

ba
c

−−−−
−−−−====

−−−−++++
−−−−====

++++    

 2. ba
c)ba(

)ba)(ba(
c)ba(

ba
c

−−−−
++++====

++++−−−−
++++====

−−−−   

 ឃ.ករសរមួលរឌី៉កល់ពីរជន់ 

 ចំេពះរគប់ចំនួនពិត 0a >>>>   និង 0b >>>>   ែដល ba ≥≥≥≥  េគមន  ៖  
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 ba)ba(ab2ba 2 ±±±±====±±±±====±±±±++++   ។ 

៣-របពនឋ័របប់ 

ក.របពនឋ័េគល 10 

  (((( )))) n n 1 2
n n 1 2 1 0 n n 1 2 1 010

a a .....a a a a 10 a 10 .... a 10 a 10 a−−−−
− −− −− −− −= × + × + + × + × += × + × + + × + × += × + × + + × + × += × + × + + × + × +  

     ខ.របពនឋ័េគល 2 

  (((( )))) n n 1 2
n n 1 2 1 0 n n 1 2 1 02

a a .....a a a a 2 a 2 .... a 2 a 2 a−−−−
− −− −− −− −= × + × + + × + × += × + × + + × + × += × + × + + × + × += × + × + + × + × +  ។ 

ករមងលហំតេ់រជសេរ ស 

1. េគឱយ a , b , c  ជបីចំនួនពិតមិនសូនយ ។ 

ចូរកំណត់តៃមលែដលអចៃនកេនសម |c|
c

|b|
b

|a|
a

A ++++++++====    ? 

2. ចូរកំណត់លកខខណឌ  a និង b  េដមបីឱយេគបនសមភពដូចខងេរកម  ៖  

    ? 

3. េគឱយ c,b,a  ជបីចំនួនពិតេផទៀងផទ ត់  

   0|3c||10b
4
1

|)6a3( 2 ====++++++++−−−−++++++++   

   ចូរកំណត់តៃមលៃន bca10 ++++   ? 

 

a
ab

a
ba −−−−====−−−−
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4. េគឱយ a , b , c  ជបីចំនួនពិតែដល cba <<<<<<<<  ។  

ចូរកំនត់តៃមលតូចបំផុតៃនកេនសម  ៖ |cx||bx||ax|y −−−−++++−−−−++++−−−−====  

5. េគដឹងថ c 1>>>>   េហយេគមន ៖ 

 c 2 c 1
x

c c 1

+ − ++ − ++ − ++ − +
====

− −− −− −− −
 c 2 c 1
, y

c 1 c

+ − ++ − ++ − ++ − +
====

+ −+ −+ −+ −
 និង 

1c2c
1cc

z
++++−−−−++++

−−−−−−−−====    

ចូររសយបញជ ក់ថ x y z< << << << <   ? 

6. េគឱយ x ជចំនួនពិតមួយ។ តង | x | 2 2 | x |1 3x
A

1 x | 2 x |

− + −− + −− + −− + −− +− +− +− +
= −= −= −= −

+ −+ −+ −+ −
  

ចូរបងហ ញថ A  ជចំនួនគត់ ។ 

7. េគឱយ 
37
37

x
−−−−
++++====   និង 

37
37

y
++++
−−−−====   

    ចូរកំណត់តៃមល 444 )yx(yxS ++++++++++++====   ។ 

8. គណនតៃមលៃនកេនសម   ៖  

P ( 10 11 12)( 10 11 12)( 10 11 12)( 10 11 12)= + + + − − + − −= + + + − − + − −= + + + − − + − −= + + + − − + − −  

9.គណន 
7523

5213515
N

++++++++
++++++++++++====  

1០. សរមួល 52225222A ++++−−−−−−−−−−−−++++−−−−++++====  
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11. េគដឹងថ 3819x −−−−====   ។ 

គណនតៃមល 
15x8x

23x18x2x6x
A

2

234

++++−−−−
++++++++−−−−−−−−====  

12. សរមួល 33

3
1a

3
8a

a
3

1a
3

8a
ay

−−−−++++−−−−++++−−−−++++++++====   ែដល 1a ≥≥≥≥    

13. េគឱយចំនួន 10A 21a78====   និង 10B 87b12====  ែដល a  និង b  ជេលខ   

េប A 4 B× =× =× =× =  េនះចូរកំណត់រគប់គូ (a ,b )  ? 

14.េគឱយ c,b,a  ជេលខ ។  

េគតង 10xy,abx 10 −−−−========  និង 10cccz ====  

េគដឹងថ zy.x ====  ។ ចូរកំណត់គូ )c,b,a(  

15. េគឱយចំនួន 10aabbn ====   ែដល a និង b  ជេលខ ។ 

ក. ចូរបងហ ញថរគប់េលខ a និង b  ចំនួន n  ែចកដច់នឹង 11 ជនិចច ។ 

ខ. េគយក 
11
n

q ====   ។  បងហ ញថេប q  ែចកដច់នឹង 11 េនះមនគូ 

(a , b ) ែតមួយគត់ែដល n  ជកេររបកដ ? 

16. េគឱយចំនួន 10aaaaaan ====   ែដល }9,8,7,6,5,4,3,2,1{a ====   

ក. ចូររសយថ n  ែចកដច់នឹង 7 ជនិចច ។ 
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ខ. ចូរកំណត់រគប់េលខ a  េដមបីឱយ n  មនតួែចកយ៉ងតិចមួយជកេរ 

 របកដធំជង 1 ។ 

17. េគឱយចំនួន 10aaabbbn ====   ែដល ba ≠≠≠≠   និង b,a  ជេលខ ។ 

ក.ចូរសរេសរ n  ជទរមង់ពនល ត រួចបរងួម ។ 

ខ. កំណត់រគប់គូ )b,a(  ែដលេធវឱយ n  ែចកដច់នឹង 7  ។ 

18. េគឱយចំនួន 2n abcd====  កនុងរបព័នឋរបប់េគល 2   

ែដល a , b , c , d {0,1}∈∈∈∈  ។ 

ក. ចូរសរេសរ n  ជទរមង់ពនល ត ។ 

ខ. េប 1cba ============  េនះចូរកំណត់ d  េដមបីឱយ n  ែចកដច់នឹង 5 ។ 

គ. េប 1dba ============  េនះចូរកំណត់ c េដមបីឱយ n  ែចកដច់នឹង 3 ។ 

ឃ. េប 1dca ============  េនះចូរកំណត់ b  េដមបីឱយ n  ែចកដច់នឹង 11 ។ 

19.េគឱយចំនួន 2n 1100101====  (កនុងរបព័នឋេគល 2) 

និងចំនួន    10p 14285b==== (កនុងរបព័នឋេគល 10) 

ក.ចូរសរេសរ n  េទជចំនួនកនុងរបព័នឋេគល 10 ។ 

ខ.កំណត់េលខ b  េដមបីឱយ p b 1
9(n 6) 10

× +× +× +× +
+ ++ ++ ++ +

  ជចំនួនគត់ ? 
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2០. េគឱយចំនួន 10m 21a7b====  និង 10n b7a12====  

ចូរកំណត់េលខ a និង b  េដមបីឱយ 
n

4
m

====  ? 

 

                                      េរៀបេរៀងេដយ លឹម ផលគុន 

                                        Tel : 077 549 491 

                                        www.mathtoday.wordpress.com 
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លហំត់ទី១ 

េគឱយ a , b , c  ជបីចំនួនពិតមិនសូនយ ។ 

ចូរកំណត់តៃមលែដលអចៃនកេនសម |c|
c

|b|
b

|a|
a

A ++++++++====    ? 

ដំេណះរសយ 

កំណត់តៃមលែដលអចៃនកេនសម a b c
A

| a | | b | | c |
= + += + += + += + +   

-េប 0c,0b,0a >>>>>>>>>>>>   (វជិជមនទងំបី ) 

េគបន 3111
c
c

b
b

a
a

A ====++++++++====++++++++====   ។ 

-េប 0c,0b,0a <<<<<<<<<<<<   (អវជិជមនទងំបី ) 

េគបន 3111
c

c
b

b
a

a
A −−−−====−−−−−−−−−−−−====

−−−−
++++

−−−−
++++

−−−−
====   ។ 

-េបកនុងចំេណម c,b,a  មនអវជិជមនមួយ និង វជិជមនពីរ 

េគបន 1111A ====++++++++−−−−====   ។ 

-េបកនុងចំេណម c,b,a  មនអវជិជមនពីរ និង វជិជមនមួយ 

េគបន 1111A −−−−====++++−−−−−−−−====   ។ 

ដូចេនះតៃមលែដលអចៃន A  គឺ 3 , 1 , 1− −− −− −− −   និង 3   ។ 
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លហំត់ទី២ 

ចូរកំណត់លកខខណឌ  a  និង b  េដមបីឱយេគបនសមភពដូចខងេរកម  ៖  

    ? 

ដំេណះរសយ 

កំណត់លកខខណឌ  a  និង b   

សមភពែដលឱយ a b b a
a a
− −− −− −− −

====  ពិតលុះរតែត  ៖  

a 0≠≠≠≠   និង   

                       

1
a
b

0
a
b

1

≥≥≥≥⇔⇔⇔⇔

≤≤≤≤−−−−⇔⇔⇔⇔
 

ដូចេនះេគមនលកខខណឌ  a  និង b   គឺ b
1

a
≥≥≥≥   និង a 0≠≠≠≠   ។ 

 

 

 

 

 

a
ab

a
ba −−−−====−−−−

0
a

ba ≤≤≤≤−−−−
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លហំត់ទ៣ី 

េគឱយ a , b , c  ជបីចំនួនពិតេផទៀងផទ ត់  

0|3c||10b
4
1

|)6a3( 2 ====++++++++−−−−++++++++   

ចូរកំណត់តៃមលៃន 10a bc++++   ? 

ដំេណះរសយ 

កំណត់តៃមលៃន bca10 ++++    

េគមន 0|3c||10b
4
1

|)6a3( 2 ====++++++++−−−−++++++++  

េយងេឃញថអងគខងេឆវងៃនសមីករសុទឋែតជចំនួនមិនអវជិជមន ។ 

េហតុេនះេយងរតូវែតបន 










====++++

====−−−−

====++++

03c

010b
4
1

06a3

 

េគទញ 3c,40b,2a −−−−========−−−−====  

ដូចេនះ 9041201024)3)(40()2(bca 1010 ====−−−−====−−−−++++−−−−====++++   ។ 
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លហំត់ទី៤ 

េគឱយ a , b , c  ជបីចំនួនពិតែដល a b c< << << << <  ។  

ចូរកំនត់តៃមលតូចបំផុតៃនកេនសម  ៖ |cx||bx||ax|y −−−−++++−−−−++++−−−−====  

ដំេណះរសយ 

កំនត់តៃមលតូចបំផុត 

េគមន  |cx||bx||ax|y −−−−++++−−−−++++−−−−====  

-ករណី ax ≤≤≤≤  

េគបន )ac()ab()xc()xb()xa(y −−−−++++−−−−≥≥≥≥−−−−++++−−−−++++−−−−====  

-ករណី a x b< ≤< ≤< ≤< ≤  

េគបន  

ac)bc()ab()xc()ab()xc()xb()ax(y −−−−====−−−−++++−−−−≥≥≥≥−−−−++++−−−−====−−−−++++−−−−++++−−−−====
 

-ករណី b x c< ≤< ≤< ≤< ≤  

េគបន  

ac)bc()ab()bc()ax()xc()bx()ax(y −−−−====−−−−++++−−−−>>>>−−−−++++−−−−====−−−−++++−−−−++++−−−−====
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-ករណី c x<<<<  

េគបន 

 ac)cx()bc()ab()cx()bx()ax(y −−−−>>>>−−−−++++−−−−++++−−−−>>>>−−−−++++−−−−++++−−−−====  
ដូចេនះ acymin −−−−====  ែដលរតូវនឹង bx ====   ។ 
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លហំត់ទី៥ 

េគដឹងថ 1c >>>>   េហយេគមន  c 2 c 1
x

c c 1

+ − ++ − ++ − ++ − +
====

− −− −− −− −
 c 2 c 1
y

c 1 c

+ − ++ − ++ − ++ − +
====

+ −+ −+ −+ −
 

និង c c 1
z

c 2 c 1

− −− −− −− −
====

+ − ++ − ++ − ++ − +
  ។ 

ចូររសយបញជ ក់ថ x y z< << << << <   ? 

ដំេណះរសយ 

រសយបញជ ក់ថ x y z< << << << <   

េគមន 
1cc

1c2c
x

−−−−−−−−
++++−−−−++++====   

             
2 2

2 2

[( c 2) ( c 1) ]( c c 1) c c 1

( c 2 c 1)[( c) ( c 1) ] c 2 c 1

+ − + + − + −+ − + + − + −+ − + + − + −+ − + + − + −
= == == == =

+ + + − − + + ++ + + − − + + ++ + + − − + + ++ + + − − + + +
 

1c2c
c1c

])c()1c)[(1c2c(

)c1c]()1c()2c[(
c1c

1c2c
y

22

22

++++++++++++
++++++++====

−−−−++++++++++++++++
++++++++++++−−−−++++====

−−−−++++
++++−−−−++++====

 

េគទញបន x y<<<<   េរពះ c1c1cc ++++++++<<<<−−−−++++   ។ 

េហយ 
1cc

1c2c
1c2c

1cc
z

−−−−++++
++++++++++++====

++++−−−−++++
−−−−−−−−====  

1c2cc1c1cc ++++++++++++<<<<++++++++<<<<−−−−++++   េនះ x y z< << << << <   ពិត ។ 
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លហំត់ទី៦ 

េគឱយ x  ជចំនួនពិតមួយ ។  

េគយក |x2|
|x|22|x|

x1
x31

A
−−−−

−−−−++++−−−−
−−−−

++++
++++−−−−====   

ចូរបងហ ញថ A  ជចំនួនគត់ ។ 

ដំេណះរសយ 

បងហ ញថ A  ជចំនួនគត់  

| x | 2 2 | x |1 3x
A

1 x | 2 x |

− + −− + −− + −− + −− +− +− +− +
= −= −= −= −

+ −+ −+ −+ −
 មនន័យ លុះរតែត 









≠≠≠≠−−−−
≥≥≥≥−−−−
≥≥≥≥−−−−

0|x2|

0|x|2

02|x|

 

សមមូល | x | 2

x 2

====
 ≠≠≠≠

  នឱំយ 2x −−−−====  

ចំេពះ 2x −−−−====   េគបន 7
4
0

21
61

A ====−−−−
−−−−
−−−−−−−−====  

ដូចេនះ 7A ====  ជចំនួនគត់ ។ 
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លហំត់ទ៧ី 

េគឱយ 7 3
x

7 3

++++====
−−−−

  និង 7 3
y

7 3

−−−−====
++++

  

ចូរកំណត់តៃមល 444 )yx(yxS ++++++++++++====   ។ 

ដំេណះរសយ 

កំណត់តៃមល 444 )yx(yxS ++++++++++++====    

េគមន 4
21210

37

)37(
37
37

x
22

2 ++++====
−−−−

++++====
−−−−
++++====    

និង 
4

21210
37

)37(
37
37

y
2 −−−−====

−−−−
−−−−====

++++
−−−−====  

េគបន 5yx ====++++   និង 1xy ====  

េគមន 444 )yx(yxS ++++++++++++====  

             

[[[[ ]]]]

1152

6252529

52)225(

)yx(yx2xy2)yx(

)yx(yx2)yx(

42

42222

422222

====
++++−−−−====

++++−−−−−−−−====

++++++++−−−−−−−−++++====

++++++++−−−−++++====

 

ដូចេនះ 1152S ====   ។ 
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លហំត់ទី៨ 

គណនតៃមលៃនកេនសម  ៖  

P ( 10 11 12)( 10 11 12)( 10 11 12)( 10 11 12)= + + + − − + − −= + + + − − + − −= + + + − − + − −= + + + − − + − −  

ដំេណះរសយ 

គណនតៃមលៃន P 

េគមន )121110)(121110(M −−−−++++++++++++====  

               

និង )121110)(121110(N −−−−−−−−++++−−−−====  

         

11029

1211110210

)12()1110( 22

−−−−====

−−−−++++−−−−====

−−−−−−−−====

 

េគបន )11029)(11029(N.MP −−−−++++========  

             35944081 −−−−====−−−−====  
ដូចេនះ 359P −−−−====   ។ 

 

 

11029

1211110210

)12()1110( 22

++++====

−−−−++++++++====

−−−−++++====
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លហំត់ទី៩ 

គណន 15 35 21 5
N

3 2 5 7

+ + ++ + ++ + ++ + +
====

+ ++ ++ ++ +
   

ដំេណះរសយ 

គណន 
7523

5213515
N

++++++++
++++++++++++====  

េគមន 
)75()53(

)75)(53(
)75()53(
)535()2115(

N
++++++++++++

++++++++====
++++++++++++

++++++++++++====  

េគបន 53
1

75
1

)75)(53(
)75()53(

N
1

++++
++++

++++
====

++++++++
++++++++++++====    

             
37

2
2

37
2

35
2

57
++++

====−−−−====−−−−++++−−−−====  

ដូចេនះ 
2

37
N

++++====   ។ 
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លហំត់ទី១០ 

សរមួល 52225222A ++++−−−−−−−−−−−−++++−−−−++++====  

ដំេណះរសយ 

សរមួល 52225222A ++++−−−−−−−−−−−−++++−−−−++++====  

តង 5222a ++++−−−−++++====   និង 5222b ++++−−−−−−−−====  

េគបន 4ba 22 ====++++   និង 15526)522(4ab −−−−====−−−−====++++−−−−−−−−====  

េគមន 2222 )15(2524ab2ba)ba( −−−−====++++−−−−====−−−−++++====−−−−  

េគទញបន 15ba −−−−====−−−−  

ដូចេនះ 15baA −−−−====−−−−====   ។ 
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លហំត់ទី១១ 

េគដឹងថ 3819x −−−−====   ។ 

គណនតៃមល 
15x8x

23x18x2x6x
A

2

234

++++−−−−
++++++++−−−−−−−−====  

ដំេណះរសយ 

គណនតៃមល 
15x8x

23x18x2x6x
A

2

234

++++−−−−
++++++++−−−−−−−−====  

េគមន 34)34(3819x 2 −−−−====−−−−====−−−−====    

នឱំយ 3)4x( 2 ====−−−−   ឬ 013x8x2 ====++++−−−−   

កេនសម A  អចសរេសរមួយែបបេទៀតគឺ  ៖  

2)13x8x(

10)1x)(13x18x(
A

2

22

++++++++−−−−
++++++++++++−−−−====  េដយ 013x8x2 ====++++−−−−  

ដូចេនះ 5
2
10

A ========   ។ 
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លហំត់ទី១២ 

សរមួល 33

3
1a

3
8a

a
3

1a
3

8a
ay

−−−−++++−−−−++++−−−−++++++++====   ែដល 1a ≥≥≥≥   ។ 

ដំេណះរសយ 

សរមួល 33

3
1a

3
8a

a
3

1a
3

8a
ay

−−−−++++−−−−++++−−−−++++++++====    

យក 
3

1a
x

−−−−====   នឱំយ 1x3a 2 ++++====   និង 3x
3

8a 2 ++++====++++  

កេនសមខងេដមអចសរេសរជ  ៖  

2x11x

)x1()1x(

xx3x311x3x3x

)3x(x1x3)3x(x1x3y

3 33 3

3 323 23

3 223 22

====−−−−++++++++====
−−−−++++++++====

−−−−++++−−−−++++++++++++++++====

++++−−−−++++++++++++++++++++====

 

ដូចេនះ 2y ====   ។ 
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លហំត់ទី១៣ 

េគឱយចំនួន 10A 21a78====   និង 10B 87b12====  ែដល a និង b  ជេលខ  ។ 

េប B4A ====××××  េនះចូរកំណត់រគប់គូ )b,a(  ? 

ដំេណះរសយ 

កំណត់រគប់គូ )b,a(  

េគមន 810710a10110278a21A 234
10 ++++××××++++××××++++××××++++××××========  

          a10021078A ++++====  
េហយ 210110b10710812b87B 234

10 ++++××××++++××××++++××××++++××××========  

         b10087012B ++++====  
េដយ B4A ====××××   េនះ b10087012)a10021078(4 ++++====++++  

ឬ  b10087012a40084312 ++++====++++  

          

27ba4

2700)ba4(100

8431287012b100a400

====−−−−
====−−−−

−−−−====−−−−

 

េគទញ 
4

b27
a

++++====    

េដយ b  ជេលខេនះ }9,8,7,6,5,4,3,2,1,0{b ====  
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េហយេដយ a ជេលខែដរេនះតៃមលែដលអចរបស់ b  គឺ }9,5,1{  

ដូចេនះ )}9,9(,)5,8(,)1,7{()b,a( ====  ។ 
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លហំត់ទី១៤ 

េគឱយ a , b , c  ជេលខ ។  

េគតង 10x ab , y x 10= = −= = −= = −= = −  និង 10z ccc====  

េគដឹងថ x.y z====  ។ ចូរកំណត់គូ (a ,b ,c)  

ដំេណះរសយ 

កំណត់គូ )c,b,a(  

េគមន 10ba1010xy,ba10abx 10 −−−−++++====−−−−====++++========  

និង c111c10c10ccccz 2
10 ====++++××××++++××××========  

េដយ zxy ====  េនះ c111)10x(x ====−−−−  

ឬ )E(0c111x10x2 ====−−−−−−−−  

ឌីសរគីមីណង់បរងួមៃនសមីករ c11125' ++++====∆∆∆∆  

េដយ  ជចំនួនគត់វជិជមនេនះ '∆∆∆∆  ជកេររបកដ ។ 

េគមន 0c ≠≠≠≠  និង }9,8,7,6,5,4,3,2,1{c ====  

េគទញបន 9c ====  ែតមួយគត់ែដលនឱំយ 2)32(1024' ========∆∆∆∆   

ជកេររបកដ ។ 

x
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កនុងករណីេនះេគបន 27325x;37325x 21 −−−−====−−−−========++++====   (មិនយក ) 

ដូចេនះ 37x ====   ែត ba10x ++++====  េនះេគទញ 7b,3a ========   ។ 

ដូចេនះ 9c,7b,3a ============   ។ 

េផទៀងផទ ត់ x 37 , y 27 , z 999= = == = == = == = =   េនះ 37 27 999× =× =× =× =   ពិត ។ 
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លហំត់ទី១៥ 

េគឱយចំនួន 10n aabb====   ែដល a និង b  ជេលខ ។ 

ក. ចូរបងហ ញថរគប់េលខ a និង b  ចំនួន n  ែចកដច់នឹង 11 ជនិចច ។ 

ខ. េគយក 
11
n

q ====   ។  បងហ ញថេប q  ែចកដច់នឹង 11 េនះមនគូ 

(a , b ) ែតមួយគត់ែដល n  ជកេររបកដ ? 

ដំេណះរសយ 

ក.បងហ ញថរគប់េលខ a និង b  ចំនួន n  ែចកដច់នឹង 11 ជនិចច 

េគមន b10b10a10aaabbn 23
10 ++++××××++++××××++++××××========   

          )ba100(11b11a1100n ++++====++++====  ជពហុគុណៃន 11 ។ 

ដូចេនះរគប់េលខ a និង b  ចំនួន n  ែចកដច់នឹង 11 ជនិចច ។ 

ខ.កំណត់គូ )b,a(   

េគមន )ba(a99ba100
11
n

q ++++++++====++++========  

ចំនួន q  ែចកដច់នឹង 11លុះរតែត ba ++++  ែចកដច់នឹង 11 ។ 

េដយ a និង b  ជេលខេនះ 18ba0 ≤≤≤≤++++<<<<   នឱំយ 11ba ====++++   

េគបន )1a9(1111a99q ++++====++++====  
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េគទញ )1a9(11q11n 2 ++++========   ។ ចំេពះ 9...,,3,2,1a ====   

តៃមលែដលេធវឱយ nជកេររបកដមនែតមួយគត់គឺ 7a ====   ែដលរតូវនឹង  

4711b ====−−−−====   ។ 

ដូចេនះ 4b,7a ========   េហយ 2887744n ========   ។ 
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លហំត់ទី១៦ 

េគឱយចំនួន 10n aaaaaa====   ែដល a {1,2,3,4,5,6,7,8,9}====   

ក. ចូររសយថ n  ែចកដច់នឹង 7 ជនិចច ។ 

ខ. រកេលខ a េដមបីឱយn មនតួែចកយ៉ងតិចមួយជកេររបកដធំជង 1.  

ដំេណះរសយ 

ក. រសយថ n  ែចកដច់នឹង 7 ជនិចច 

េគមន 10n aaaaaa====  

             

5 4 3 2

5 4 3 2

a 10 a 10 a 10 a 10 a 10 a

(10 10 10 10 10 1) a

111111 a 15873 7 a

= × + × + × + × + × += × + × + × + × + × += × + × + × + × + × += × + × + × + × + × +
= + + + + + ×= + + + + + ×= + + + + + ×= + + + + + ×
= × = × ×= × = × ×= × = × ×= × = × ×

 

ដូចេនះ n  ែចកដច់នឹង 7 ជនិចច ។ 

ខ. កំណត់រគប់េលខ a េដមបីឱយ n  មនតួែចកជកេររបកដ  ៖  

េគមន 37131173111111 ××××××××××××××××====  

េគបន a37131173n ××××××××××××××××××××====  ែដល }9,8,7,6,5,4,3,2,1{a ====  

ដូចេនះេដមបីឱយ n  មនតួែចកយ៉ងតិចមួយែដលជកេររបកដលុះរតែត 

9,8,7,6,4,3a ====   ។ 
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លហំត់ទី១៧ 

េគឱយចំនួន 10n aaabbb====   ែដល ba ≠≠≠≠   និង b,a  ជេលខ ។ 

ក.ចូរសរេសរ n  ជទរមង់ពនល ត រួចបរងួម ។ 

ខ. កំណត់រគប់គូ )b,a(  ែដលេធវឱយ n  ែចកដច់នឹង 7  ។ 

ដំេណះរសយ 

ក.សរេសរ n  ជទរមង់ពនល ត រួចបរងួម  

េគមន 10aaabbbn ====    

             

5 4 3 2

3 2 2

a 10 a 10 a 10 b 10 b 10 b

a 10 (10 10 1) b(10 10 1)

111(1000a b)

= × + × + × + × + × += × + × + × + × + × += × + × + × + × + × += × + × + × + × + × +
= × + + + + += × + + + + += × + + + + += × + + + + +
= += += += +

  

ខ.កំណត់រគប់គូ )b,a(  ែដលេធវឱយ n  ែចកដច់នឹង 7   

េគអចសរេសរ  ៖  

                   
n 111(1000a b)

3 37 (1000a b) 3 37 [142 7a (6a b)]

= += += += +
= × × + = × × × + += × × + = × × × + += × × + = × × × + += × × + = × × × + +

 

េដមបីឱយ n  ែចកដច់នឹង 7 លុះរតែត ba6 ++++  ែចកដច់នឹង 7 ។ 

េដយ ba ≠≠≠≠  និង 0a ≠≠≠≠  ដូចេនះេដមបីឱយ ba6 ++++  ែចកដច់នឹង 7  

លុះរតែត (a,b) {(1,8),(2,9),(7,0),(8,1),(9,2) }∈∈∈∈  ។ 
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លហំត់ទី១៨ 

េគឱយចំនួន 2n abcd====  កនុងរបព័នឋរបប់េគល 2  

ែដល a , b , c , d {0,1}∈∈∈∈  ។ 

ក. ចូរសរេសរ n  ជទរមង់ពនល ត ។ 

ខ. េប 1cba ============  េនះចូរកំណត់ d  េដមបីឱយ n  ែចកដច់នឹង 5 ។ 

គ. េប 1dba ============  េនះចូរកំណត់ c េដមបីឱយ n  ែចកដច់នឹង 3 ។ 

ឃ. េប 1dca ============  េនះចូរកំណត់ b  េដមបីឱយ n  ែចកដច់នឹង 11 ។ 

ដំេណះរសយ 

ក. សរេសរ n  ជទរមង់ពនល ត  

េគបន d2c2b2aabcdn 23
2 ++++××××++++××××++++××××========  

ខ. កំណត់ d  េដមបីឱយ n  ែចកដច់នឹង 5 

 េប 1cba ============ េនះ d14d222n 23 ++++====++++++++++++====  

ដូចេនះេដមបីឱយ n  ែចកដច់នឹង 5គឺមនែត 1d ====   ។ 

គ. កំណត់ c េដមបីឱយ n  ែចកដច់នឹង 3  

េប 1dba ============  េនះ c2131c222n 23 ++++====++++++++++++====  
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ដូចេនះ េដមបីឱយ n  ែចកដច់នឹង 3 គឺមនែត 1c ====  ។ 

ឃ. កំណត់ b  េដមបីឱយ n  ែចកដច់នឹង 11  

េប 1dca ============  េនះ b41112b42n 3 ++++====++++++++++++====  

ដូចេនះ េដមបីឱយ n  ែចកដច់នឹង 11 គឺមនែត 0b ====   ។ 
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លហំត់ទី១៩ 

េគឱយចំនួន 2n 1100101====  (កនុងរបព័នឋេគល 2) 

និងចំនួន  10p 14285b==== (កនុងរបព័នឋេគល 10) 

ក.ចូរសរេសរ n  េទជចំនួនកនុងរបព័នឋេគល 10 ។ 

ខ.កំណត់េលខ b  េដមបីឱយ   p b 1
9(n 6) 10

× +× +× +× +
+ ++ ++ ++ +

  ជចំនួនគត់ ? 

ដំេណះរសយ 

ក.សរេសរ n  េទជចំនួនកនុងរបព័នឋេគល 10  

េគបន 2n 1100101====  

            1041212121 256 ====++++××××++++××××++++××××====  

ដូចេនះ n 104==== ។ 

ខ.កំណត់េលខ b  េដមបីឱយ 10)6n(9
1bp

++++++++
++++××××

 ជចំនួនគត់  

េគមន 10001099010)6n(9 ====++++====++++++++  

េហយ b142850b14285p 10 ++++======== នឱំយ 1b)b142850(1bp ++++++++====++++××××  

េដមបីឱយ  p b 1
9(n 6) 10

× +× +× +× +
+ ++ ++ ++ +

 ជចំនួនគត់លុះរតែត (142850 b)b 1+ ++ ++ ++ +   

ែចកដច់នឹង 1000   
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េដយ b  ជេលខេនះេគបន  7b ====  ែតមួយគត់េរពះចំេពះ 7b ====   

េគបន  ៖  

(142850 b)b 1 142857 7 1 1000000+ + = × + =+ + = × + =+ + = × + =+ + = × + =  ែចកដច់នឹង 1000 ។ 

ដូចេនះ b 7====  ជចេមលយែដលរតូវរក ។ 
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លហំត់ទី២០ 

េគឱយចំនួន 10m 21a7b====  និង 10n b7a12====  

ចូរកំណត់េលខ a និង b  េដមបីឱយ 
n

4
m

====  ? 

ដំេណះរសយ 

កំណត់េលខ a និង b  

េគមន 10m 21a7b====  

              
20000 1000 100a 70 b

21070 100a b

= + + + += + + + += + + + += + + + +
= + += + += + += + +  

និង       10n b7a12====  

               
10000b 7000 100a 10 2

10000b 100a 7012

= + + + += + + + += + + + += + + + +
= + += + += + += + +  

េដយ  
n

4
m

====    េនះ  n 4m====  

10000b 100a 7012 4(20170 100a b)

9996b 3000a 73668

3332b 1000a 24556

+ + = + ++ + = + ++ + = + ++ + = + +
− =− =− =− =
− =− =− =− =

 

េគទញ 
3332b 24556

a
1000

−−−−====  
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េដយ a ≥≥≥≥   េនះ 
25556

b
3332

≥≥≥≥  ឬ b 8≥≥≥≥   េហតុេនះ b 8====   ឬ    b 9====   
  

ចំេពះ b 8====  េនះ a 2====   េហយចំេពះ b 9====  េនះ a IN∈∈∈∈  

ដូចេនះ a 2 , b 9= == == == =   ។ 

 

����� 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



គណិតវទិយ 
 

 

 

Prepared by LIM PHALKUN Page 36 

 

 

 

 

ជំពូកទី២ 

ពហុធ និង វិធីែចកពហុធ 

 

១-ឯកធ និង ពហុធ 

 ក-ឯកធ 

-ឯកធ គឺជកេនសមែដលរបមណវធីិេលអេថរមនែតវធីិគុណ និង សវ័យ 

គុណែដលមននិទសសនតគត់វជិជមន ឬ សូនយ ។ 

-ឯកធដូចគន  គឺជឯកធែដលមនែផនកអេថរដូចគន  ។ 

-ដឺេរកៃនឯកធ ជផលបូកនិទសសនតរបស់អេថរនីមួយៗៃនឯកធ ។ 

ខ-ពហុធ 

-ពហុធ ជផលបូកៃនេរចនឯកធខុសគន  ។ 

-ដឺេរកៃនពហុធ គឺជដឺេរករបស់តួែដរមនដឺេរកខពស់ជងេគ ។ 

គ-របមណវធីិេលពហុធ 

-េដមបីេធវ ផលបូក ឬ ដក ៃនពហុធ ពីរ ឬេរចន េគរតូវបូក ឬ ដកឯកធ 
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 ែដលដូចគន  ។ 

-េដមបីគុណពហុធ និង ពហុធ េគយកតួនីមួយៗៃនពហុធទីមួយ គុណ 

 រគប់តួៃនពហុធទីពីរ រួចេធវរបមណវធីិ ( បរងួម ) ។ 

ឃ-រូបមនត 

 1. 
222 bab2a)ba( ++++++++====++++  

 2. 
222 bab2a)ba( ++++−−−−====−−−−  

 3. 
32233 bab3ba3a)ba( ++++++++++++====++++  

 4. 
32233 bab3ba3a)ba( −−−−++++−−−−====−−−−  

 5. 
22 ba)ba)(ba( −−−−====++++−−−−  

 6. ca2bc2ab2cba)cba( 2222 ++++++++++++++++++++====++++++++  

 7. 
3322 ba)baba)(ba( ++++====++++−−−−++++  

 8. 
3322 ba)baba)(ba( −−−−====++++++++−−−−  

 9. )dcx)(bax(bdx)bcad(acx2 ++++++++====++++++++++++  
២-របមណវធីិែចកពហុធ 

ក-រទឹសតីវធីិែចកពហុធ 

-ឧបមថេគមនពហុធពីរ A  និង B  មនអេថរដូចគន  េហយមនដឺេរក  
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 m  និង n េរៀងគន  ។ េប m n≥≥≥≥  េគអចរកកេនសមពីជគណិត Q និង R   

ែដលេផទៀងផទ ត់  A B Q R= × += × += × += × +  ។ ដឺេរកៃន R  តូចជងដឺេរកៃន B  ។ 

Q  ជផលែចក េហយ R  ជសំណល់េនកនុងវធីិែចក ។  

ផលែចក Q មនដឺេរក m n−−−− ។ 

-េប 0R ====  េគបន QBA ××××====   េនះេគថ A  ែចកដច់នឹង B  ។ 

ខ-តួែចករួមធំបំផុត និង ពហុគុណរួមតូចបំផុត 

-តួែចករួមធំបំផុតៃនកេនសម A និងB  គឺជផលគុណកតត រួមែដលមន 

 និទសសនតតូចជងេគ។ 

-ពហុគុណរួមតូចបំផុត គឺជផលគុណរគប់កតត មិនរួម និង រគប់កតត រួម 

 ែដលមននិទសសនតធំជងេគ ។ 

�  វិធន  

 �េដមបីគណនតួែចករួមធំបំផុត  ៖  

 1. ដក់ជផលគុណកតត រគប់តួទងំអស់ ។ 

 2. េរជសេរ សយកែតកតត រួម ែដលមននិទសសនតតូចជងេគ ។ 

 3. តួែចករួមធំបំផុតជផលគុណកតត រួមទងំេនះ ។ 
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 �េដមបីគណនតួែចករួមតូចបំផុត  ៖  

 1. ដក់ជផលគុណកតត រគប់តួទងំអស់ ។ 

 2. េរជសេរ សយកកតត មិនរួម និង កតត ែដលមននិទសសនតធំជងេគ ។ 

 3. ពហុគុណរួមតូចបំផុតជផលគុណកតត ទងំេនះ ។ 

គ-របមណវធីិបូក ដកកេនសមរបភគ 

 1. 
D

BA
D
B

D
A ++++====++++   

 2. 
D

BA
D
B

D
A −−−−====−−−−  

 3. 
D

CBA
D
C

D
B

D
A −−−−++++====−−−−++++    (  0D ≠≠≠≠   ) 

�  វិធន  

 �េដមបីគណនផលបូក ឬ ដករបភគ  ៖  

 1. តរមូវរបភគនីមួយៗឱយមនភគែបងរួម។ 

 2. េធវរបមណវធីិ បូក ឬ ដកភគយក ទុកភគែបងរួម ។ 

 3. សរមួលលទឋផល ។ 
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ឃ-របមណវធីិគុណ និង របមណវធីិែចក 

 1. 
DB
CA

D
C

B
A

××××
××××====××××   

 2. CB
DA

C
D

B
A

D
C

B
A

××××
××××====××××====÷÷÷÷  

    (  0D,C,B ≠≠≠≠   ) 

�  វិធន  

 �េដមបីគណនផលគុណ និង ផលែចករបភគ  ៖  

 1. ដក់ភគយក និង ភគែបងជផលគុណកតត ។ 

 2. សរមួលកេនសមរបភគនីមួយៗ ។ 

 3. េធវរបមណវធីិគុណ ឬ ែចកតមរូបមនតរគឹះ ។ 
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ករមងលហំតេ់រជសេរ ស 

1. គណនកេនសម  ៖  

   
1x3

1

4x4x

)2x(x)2x(5
x5

1x6x9
E

2

2

−−−−
××××

++++−−−−
−−−−−−−−−−−−××××

−−−−
++++−−−−====   

    កំណត់រគប់ចំនួនគត់ x  េដមបីឱយ E  ជចំនួនគត់ ។ 

2. េគឱយពហុធ cbxaxx)x(A 23 ++++++++++++====  ែដល Zc,b,a ∈∈∈∈  

ចូរកំណត់ c,b,a   េដមបឱីយ 33 1641x ++++++++====  ជឬសរបស់  

0)x(A ====  ។ 

3. ចូរបងហ ញថ 222222 )aybx()byax()yx)(ba( ++++++++−−−−====++++++++  

រួចទញថ 2222 yx.ba|aybx| ++++++++≤≤≤≤++++  រគប់ចំនួនពិត y,x,b,a   

4. េគឱយ ac
ac

z,
cb
cb

y,
ba
ba

x
++++
−−−−====

++++
−−−−====

++++
−−−−====  

ចូរបងហ ញថ )z1)(y1)(x1()z1)(y1)(x1( −−−−−−−−−−−−====++++++++++++   

5. េគឱយពហុធ λλλλ++++++++−−−−==== x9x6x)x(f 23  

ក. កំណត់ចំនួនពិត λλλλ េដមបីឱយ )x(f  ែចកដច់នឹង 4x −−−−  ។ 

ខ. ចំេពះតៃមល λλλλ  ែដលបនរកេឃញ ចូរដក់ )x(f  ជផលគុណកតត  ។ 
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គ. ចូរក x  ជចំនួនគត់វជិជមនេដមបីឱយ )x(f  ជកេររបកដ ។ 

6. េគឱយពហុធ qpxx)x(f 3 ++++++++====  

ក. កំណត់ p  និង q  េដមបីឱយ f (x)  ែចកដច់នឹង 1x2x2 ++++−−−−  

ខ. ចំេពះតៃមល p  និង q  ែដលបនរកេឃញខងេល ចូរកំនត់រគប់ចំនួន 

គត់វជិជមន x ែដលនឱំយ f (x)  ជកេររបកដ ។ 

7. េគឱយពហុធ 72 )1x3x(2)x(P ++++−−−−====  

រកសំណល់ៃនវធីិែចករវង )x(P  នឹង 3x4x2 ++++−−−−  ។ 

8. េគមនពហុធ dcxbxax)x(P 23 ++++++++++++====   

េគដឹងថ )x(P  ែចកនឹង x  ឱយសំណល់ 2 េហយ )x(P  ែចកនឹង 1x ++++   

ឱយសំណល់ 1   ។ 

ក. េត )x(P  ែចកនឹង xx2 ++++  ឱយសំណល់បុ៉នម ន ? 

ខ. កំណត់ d,c,b,a   េដយដឹងថ 10)2(P)1(P ========  ។ 

9.េគឱយពហុធ edxcxbxax)x(f 234 ++++++++++++++++====   

េគដឹងថ k)k(f ====  រគប់ 4,3,2,1k ====   និង 77)5(f ====  ។ 

ចូរកំនត់េលខេមគុណ e,d,c,b,a  ។ 
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1០. េគដឹងថ k
1

4k
d

3k
c

2k
b

1k
a ====

++++
++++

++++
++++

++++
++++

++++    

ចំេពះ  4,3,2,1k ====  ។  ចូរគណន 9
d

8
c

7
b

6
a

A ++++++++++++====   ។ 
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លហំត់ទី១ 

គណនកេនសម  ៖  

1x3
1

4x4x

)2x(x)2x(5
x5

1x6x9
E

2

2

−−−−
××××

++++−−−−
−−−−−−−−−−−−××××

−−−−
++++−−−−====   

កំណត់រគប់ចំនួនគត់ x  េដមបីឱយ E  ជចំនួនគត់ ។ 

ដំេណះរសយ 

គណនកេនសម E  

េគមន 
2

2

9x 6x 1 5(x 2) x(x 2) 1
E

5 x x 4x 4 3x 1
− + − − −− + − − −− + − − −− + − − −

= × ×= × ×= × ×= × ×
− − + −− − + −− − + −− − + −

 

             

2

2

2

2

(3x 1) (x 2)(5 x) 1
5 x (x 2) 3x 1

(3x 1) (x 2)(5 x) 3x 1
(5 x)(x 2) (3x 1) x 2

− − −− − −− − −− − −= × ×= × ×= × ×= × ×
− − −− − −− − −− − −
− − − −− − − −− − − −− − − −= == == == =

− − − −− − − −− − − −− − − −

  

ដូចេនះ 3x 1
E

x 2
−−−−====

−−−−
  ែដល 5x,2x,

3
1

x ≠≠≠≠≠≠≠≠≠≠≠≠   ។ 

កំណត់រគប់ចំនួនគត់ x   ◌ៈ 

េគមន 3x 1 3(x 2) 5 5
E 3

x 2 x 2 x 2
− − +− − +− − +− − += = = += = = += = = += = = +

− − −− − −− − −− − −
 

េដមបីឱយ E  ជចំនួនគត់លុះរតែត 2x −−−−  ែចកដច់ 5 េពលគឺេគរតូវឱយ     

x 3 , x 1= − == − == − == − =  x 3 ,====  ឬ x 7====  ។ដូចេនះ x { 3 , 1 , 3 ,7 }∈ −∈ −∈ −∈ −   ។ 
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លហំត់ទី២ 

េគឱយពហុធ cbxaxx)x(A 23 ++++++++++++====  ែដល Zc,b,a ∈∈∈∈  

ចូរកំណត់ c,b,a   េដមបឱីយ 33 1641x ++++++++====  ជឬសរបស់  

0)x(A ====  ។ 

ដំេណះរសយ 

កំណត់ c,b,a  

េគមន   33 1641x ++++++++====  

            

3

23

33

21x

)21(x

2241x

++++====

++++====

++++++++====

 

េគបន 333 )2()1x( ====−−−−  

នឱំយ 03x3x3x 23 ====−−−−++++−−−−   

ដូចេនះ 33 1641x ++++++++====  ជឬស 03x3x3x 23 ====−−−−++++−−−−   ។ 

េហតុេនះ  33 1641x ++++++++====  ជឬសរបសA(x) 0====  

លុះរតែត a 3 , b 3 , c 3= − = = −= − = = −= − = = −= − = = −   ។ 

ដូចេនះ a 3 , b 3 , c 3= − = = −= − = = −= − = = −= − = = −   ជចំនួនគត់ែដលរតូវរក ។ 
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លហំត់ទ៣ី 

ចូរបងហ ញថ 222222 )aybx()byax()yx)(ba( ++++++++−−−−====++++++++  

រួចទញថ 2222 yx.ba|aybx| ++++++++≤≤≤≤++++  រគប់ចំនួនពិត y,x,b,a   

ដំេណះរសយ 

បងហ ញថ 222222 )aybx()byax()yx)(ba( ++++++++−−−−====++++++++   

តង 22 )aybx()byax(A ++++++++−−−−====  

           

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

a x 2abxy b y b x 2abxy a y

a x b y b x a y

(a x b x ) (a y b y )

x (a b ) y (a b ) (a b )(x y )

= − + + + += − + + + += − + + + += − + + + +
= + + += + + += + + += + + +
= + + += + + += + + += + + +
= + + + = + += + + + = + += + + + = + += + + + = + +

 

ដូចេនះ 222222 )aybx()byax()yx)(ba( ++++++++−−−−====++++++++  ។ 

ទញថ 2222 yx.ba|aybx| ++++++++≤≤≤≤++++   

េដយ រគប់ចំនួនពិត y,x,b,a  េគមន 0)byax( 2 ≥≥≥≥−−−−   

តម 222222 )aybx()byax()yx)(ba( ++++++++−−−−====++++++++  

េគទញបន 22222 )aybx()yx)(ba( ++++≥≥≥≥++++++++  

ដូចេនះ 2222 yx.ba|aybx| ++++++++≤≤≤≤++++   ។ 
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លហំត់ទី៤ 

េគឱយ a b b c c a
x , y , z

a b b c c a
− − −− − −− − −− − −= = == = == = == = =
+ + ++ + ++ + ++ + +

 

ចូរបងហ ញថ (1 x)(1 y)(1 z) (1 x)(1 y)(1 z)+ + + = − − −+ + + = − − −+ + + = − − −+ + + = − − −   

ដំេណះរសយ 

េគមន a b 2a
1 x 1

a b a b
−−−−+ = + =+ = + =+ = + =+ = + =
+ ++ ++ ++ +

 

          

ac
c2

ac
ac

1z1

cb
b2

cb
cb

1y1

++++
====

++++
−−−−++++====++++

++++
====

++++
−−−−++++====++++

 

េគបន 8abc
(1 x)(1 y)(1 z) (1)

(a b)(b c)(c a)
+ + + =+ + + =+ + + =+ + + =

+ + ++ + ++ + ++ + +
 

េហយ ba
b2

ba
ba

1x1
++++

====
++++
−−−−−−−−====−−−−  

         

ac
a2

ac
ac

1z1

cb
c2

cb
cb

1y1

++++
====

++++
−−−−−−−−====−−−−

++++
====

++++
−−−−−−−−====−−−−

 

េគបន 8abc
(1 x)(1 y)( z) (2)

(a b)(b c)(c a)
− − − =− − − =− − − =− − − =

+ + ++ + ++ + ++ + +
 

តមទំនក់ទំនង (1)  និង (2)  េគទញបន  ៖  

(1 x)(1 y)(1 z) (1 x)(1 y)(1 z)+ + + = − − −+ + + = − − −+ + + = − − −+ + + = − − −   ពិត ។ 
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លហំត់ទី៥ 

េគឱយពហុធ λλλλ++++++++−−−−==== x9x6x)x(f 23  

ក. កំណត់ចំនួនពិត λλλλ េដមបីឱយ )x(f  ែចកដច់នឹង 4x −−−−  ។ 

ខ. ចំេពះតៃមល λλλλ  ែដលបនរកេឃញ ចូរដក់ )x(f  ជផលគុណកតត  ។ 

គ. ចូរក x  ជចំនួនគត់វជិជមនេដមបីឱយ )x(f  ជកេររបកដ ។ 

ដំេណះរសយ 

ក. កំណត់ចំនួនពិត λλλλ  

េដមបីឱយ f (x)  ែចកដច់នឹង 4x −−−−  លុះរតែតមនកេនសមពីជគណិត  

Q(x)  មួយែដល  3 2f (x) x 6x 9x (x 4)Q(x)= − + + λ = −= − + + λ = −= − + + λ = −= − + + λ = −  

យក 4x ====  េគបន 0369664)4(f ====λλλλ++++++++−−−−====  

េគទញបន 4−−−−====λλλλ  ។ 

ខ. ដក់ )x(f  ជផលគុណកតត  

ចំេពះ 4−−−−====λλλλ  េគបន 4x9x6x)x(f 23 −−−−++++−−−−====   

េដយ )x(f  ែចកដច់នឹង 4x −−−−  េនះេគអចសរេសរ  ៖  
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ββββ−−−−αααα−−−−ββββ++++−−−−αααα++++====

ββββ−−−−αααα−−−−−−−−ββββ++++αααα++++====

ββββ++++αααα++++−−−−====

4x)4(x)4(x

4x4x4xxx

)xx)(4x()x(f

23

223

2

 

េដយេរបៀបេធៀបកេនសមេនះជមួយនឹង 4x9x6x)x(f 23 −−−−++++−−−−====   

េគបន  ៖  









−−−−====ββββ−−−−
====αααα−−−−ββββ
−−−−====−−−−αααα

44

94

64

   នឱំយ 1,2 ====ββββ−−−−====αααα  

េគបន )1x2x)(4x()x(f 2 ++++−−−−−−−−====  

ដូចេនះ 2)1x)(4x()x(f −−−−−−−−====   ។ 

គ.រក x  ជចំនួនគត់វជិជមនេដមបីឱយ )x(f  ជកេររបកដ 

េគមន 2)1x)(4x()x(f −−−−−−−−====   

េដយ 2)1x( −−−−  ជកេររបកដរគប់ចំនួនគត់វជិជមន 1x >>>>  េនះេដមបឱីយ  

f (x)  ជកេររបកដេនះេគរគន់ែតឱយ 4x −−−−  ជកេររបកដ ។ 

េគបន 2p4x ====−−−−   រគប់ ...},3,2,1{INp ====∈∈∈∈  

ដូចេនះ 4px 2 ++++====    ។ 
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លហំត់ទី៦ 

េគឱយពហុធ qpxx)x(f 3 ++++++++====  

ក. កំណត់ p  និង q  េដមបីឱយ )x(f  ែចកដច់នឹង 1x2x2 ++++−−−−  

ខ. ចំេពះតៃមល p  និង q  ែដលបនរកេឃញខងេល ចូរកំនត់រគប់ចំនួន 

គត់វជិជមន x  ែដលនឱំយ f (x)  ជកេររបកដ ។ 

ដំេណះរសយ 

ក. កំណត់ p  និង q   

េដមបីឱយ )x(f  ែចកដច់នឹង 22 )1x(1x2x −−−−====++++−−−−  លុះរតែតមន 

កេនសមពីជគណិត )x(Q  មួយែដល )x(Q)1x()x(f 2−−−−====  

ឬ )1()x(Q)1x(qpxx 23 −−−−====++++++++  

យក 1x ====  ជួសកនុង )1(  េគបន  ៖ p1q0qp1 −−−−−−−−====⇒⇒⇒⇒====++++++++  

េគបន p1pxx)x(f 3 −−−−−−−−++++====  

                 
)p1xx)(1x(

)1x(p)1xx)(1x(
2

2

++++++++++++−−−−====

−−−−++++++++++++−−−−====
 

េដយ f (x)  ែចកដច់នឹង 2)1x( −−−−  េនះេគបន p1xx2 ++++++++++++   
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រតូវែតែចកដច់នឹងx 1−−−−  េពលគឺ 1x ====  ជឬស 0p1xx2 ====++++++++++++  

េគបន 3p0p1112 −−−−====⇒⇒⇒⇒====++++++++++++   េហយ 2)3(1q ====−−−−−−−−−−−−====  

ដូចេនះ p 3 , q 2= − == − == − == − =   ។ 

ខ. កំនត់រគប់ចំនួនគត់វជិជមន x  

ចំេពះ 2q,3p ====−−−−====    

េគបន )x()1x(2x3x)x(f 23 αααα++++−−−−====++++−−−−====  

យក 0x ====  េគបន αααα======== 2)0(f  

ដូចេនះ )2x()1x()x(f 2 ++++−−−−====  

េដយកតត  2)1x( −−−−  ជកេររបកដរគប់ចំនួនគត់ 1x >>>>  ។ 

េហតុេនះេដមបីឱយ )x(f  ជកេររបកដលុះរតែត 2x ++++  ជកេររបកដ ។ 

េគបន 2k2x ====++++   INk,2k ∈∈∈∈≥≥≥≥∀∀∀∀  

ដូចេនះ 2kx 2 −−−−====   ។ 
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លហំត់ទ៧ី 

េគឱយពហុធ 72 )1x3x(2)x(P ++++−−−−====  

រកសំណល់ៃនវធីិែចករវង )x(P  នឹង 3x4x2 ++++−−−−  ។ 

ដំេណះរសយ 

រកសំណល់ 

តង R(x) ax b= += += += +  ជសំណល់ៃនវធីិែចករវង P(x)  នឹង 3x4x2 ++++−−−−   

េនះមនកេនសមពីជគណិត Q(x)  ែដលេផទៀងផទ ត់ ៖ 

 )x(R)x(Q)3x4x()x(P 2 ++++++++−−−−====  

ឬ bax)x(Q)3x4x()1x3x(2 272 ++++++++++++−−−−====++++−−−−  

េយងដឹងថ 03x4x2 ====++++−−−−  េពលែដល 1x ====  ឬ 3x ====  

េប 1x ====  េគបន )1(ba2 ++++====−−−−  

េប 3x ====  េគបន )2(ba32 ++++====  

យកសមីករ )2(  ដកសមីករ )1(  េគបន 2aa24 ====⇒⇒⇒⇒====  

តម )1(  េគបន 422a2b −−−−====−−−−−−−−====−−−−−−−−====  

ដូចេនះ 4b,2a −−−−========   និង 4x2)x(R ++++−−−−====   ។ 
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លហំត់ទី៨ 

េគមនពហុធ dcxbxax)x(P 23 ++++++++++++====   

េគដឹងថ )x(P  ែចកនឹង x  ឱយសំណល់ 2 េហយ )x(P  ែចកនឹង 1x ++++   

ឱយសំណល់ 1   ។ 

ក. េត )x(P  ែចកនឹង xx2 ++++  ឱយសំណល់បុ៉នម ន ? 

ខ. កំណត់ d,c,b,a   េដយដឹងថ 10)2(P)1(P ========  ។ 

ដំេណះរសយ 

ក. េត )x(P  ែចកនឹង xx2 ++++  ឱយសំណល់បុ៉នម ន ? 

សមមតិកមម )x(P  ែចកនឹង xឱយសំណល់2េហយ )x(P  ែចកនឹង 1x ++++  

 ឱយសំណល់ 1នឱំយមនកេនសមពីជគណិត )x(Q1  និង )x(Q2  ែដល  ៖  

2)x(xQ)x(P 1 ++++====   ឬ  )1(
x
2

)x(Q
x

)x(P
1 ++++====  

1)x(Q)1x()x(P 2 ++++++++====  ឬ )2(
1x

1
)x(Q

1x
)x(P

2 ++++
++++====

++++  

ដកសមីករ )1(  និង )2(  េគបន  

1 2

P(x) P(x) 2 1
Q (x) Q (x)

x x 1 x x 1
− = − + −− = − + −− = − + −− = − + −

+ ++ ++ ++ +
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ឬ 1 2

(x 1) x x 2
P(x) Q (x) Q (x)

x(x 1) x(x 1)
+ − ++ − ++ − ++ − += − += − += − += − +

+ ++ ++ ++ +
 

ឬ 2
1 2P(x) [Q (x) Q (x)](x x) x 2= − + + += − + + += − + + += − + + +  

ទំនក់ទំនងេនះបញជ ក់ថ P(x) ែចកនឹង xx2 ++++ ឱយសំណល់R(x) x 2= += += += +   

ខ. កំណត់ a , b, c , d    

តមសរមយខងេល )x(P  ែចកនឹង xx2 ++++  ឱយសំណល់ R(x) x 2= += += += +   

នឱំយមនកេនសមពីជគណិត Q(x) x= α + β= α + β= α + β= α + β  ែដលេផទៀងផទ ត់ 

  

េដយដឹងថ 10)2(P)1(P ========   េនះ 




====++++ββββ++++αααα
====++++ββββ++++αααα

104)2(6

103)(2
 

ឬ 







====ββββ++++αααα

====ββββ++++αααα

12
2
7

  នឱំយ 
2
5−−−−====αααα   និង 6====ββββ  

េគបន 2x)6
2
x5

)(xx()x(P 2 ++++++++++++−−−−++++====  

          
3 2

2 3 25x 5x 5 7
P(x) 6x 6x x 2 x x 7x 2

2 2 2 2
= − + − + + + = − + + += − + − + + + = − + + += − + − + + + = − + + += − + − + + + = − + + +  

េដយ dcxbxax)x(P 23 ++++++++++++====  

ដូចេនះ 5 7
a , b , c 7, d 2

2 2
= − = = == − = = == − = = == − = = =   ។ 

2x)x)(xx()x(P 2 ++++++++ββββ++++αααα++++====
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លហំត់ទី៩ 

េគឱយពហុធ edxcxbxax)x(f 234 ++++++++++++++++====   

េគដឹងថ k)k(f ====  រគប់ 4,3,2,1k ====   និង 77)5(f ====  ។ 

ចូរកំនត់េលខេមគុណ e,d,c,b,a  ។ 

ដំេណះរសយ 

កំនត់េលខេមគុណ e,d,c,b,a  

តងពហុធ x)x(f)x(g −−−−====  េដយ k)k(f ====  រគប់ 4,3,2,1k ====    

េនះេគបន 0)4(g)3(g)2(g)1(g ================  

េហតុេនះ )4x)(3x)(2x)(1x()x(g −−−−−−−−−−−−−−−−λλλλ====  

េគបន )4x)(3x)(2x)(1x(x)x(f −−−−−−−−−−−−−−−−λλλλ====−−−−  

ឬ x)4x)(3x)(2x)(1x()x(f ++++−−−−−−−−−−−−−−−−λλλλ====  

េប 5x ====  េនះ 524)5(f ++++λλλλ====   ែត 77)5(f ====  

េគបន 377524 ====λλλλ⇒⇒⇒⇒====++++λλλλ  

ដូចេនះ x)4x)(3x)(2x)(1x(3)x(f ++++−−−−−−−−−−−−−−−−====  

ឬ        72x149x105x30x3)x(f 234 ++++−−−−++++−−−−====  
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េដយ edxcxbxax)x(f 234 ++++++++++++++++====  

ដូចេនះ 72e,149d,105c,30b,3a ====−−−−========−−−−========   ។ 
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លហំត់ទី១០ 

េគដឹងថ k
1

4k
d

3k
c

2k
b

1k
a ====

++++
++++

++++
++++

++++
++++

++++   ចំេពះ  4,3,2,1k ====   

ចូរគណន 9
d

8
c

7
b

6
a

A ++++++++++++====   ។ 

ដំេណះរសយ 

គណន 9
d

8
c

7
b

6
a

A ++++++++++++====   

តងពហុធ  ៖  

a b c d 1
P(x) x(x 1)(x 2)(x 3)(x 4)( ) (1)

x 1 x 2 x 3 x 4 x
= + + + + + + + −= + + + + + + + −= + + + + + + + −= + + + + + + + −

+ + + ++ + + ++ + + ++ + + +
 

េគមន k
1

4k
d

3k
c

2k
b

1k
a ====

++++
++++

++++
++++

++++
++++

++++   ចំេពះ  4,3,2,1k ====  

េហតុេនះ P(1) P(2) P(3) P(4) 0= = = == = = == = = == = = =  ។ 

េដយ P(x)  ជពហុធដឺេរកទីបួនៃន x  េនះនឱំយមនចំនួនពិត 0λ ≠λ ≠λ ≠λ ≠   

ែដល P(x) (x 1)(x 2)(x 3)(x 4) (2)= λ − − − −= λ − − − −= λ − − − −= λ − − − −  

តម )1(  េគអចសរេសរ  ៖  

a d
P(x) x(x 1)...(x 4)( ... ) (x 1)(x 2)(x 3)(x 4)

x 1 x 4
= + + + + − + + + += + + + + − + + + += + + + + − + + + += + + + + − + + + +

+ ++ ++ ++ +
 

េប x 0 P(0) 24==== ⇒⇒⇒⇒ = −= −= −= −   ែតតម (2) េគបន P(0) 24= λ= λ= λ= λ  
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េគទញបន 24 24 1λ = −λ = −λ = −λ = − ⇒⇒⇒⇒ λ = −λ = −λ = −λ = − ។ 

េហតុេនះ )3()4x)(3x)(2x)(1x()x(P −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−====  

យក 5x ====  ជួសកនុង )1(  េគបន  ៖  








 −−−−++++++++++++====
5
1

9
d

8
c

7
b

6
a

9.8.7.6.5)5(P   និង 24)5(P −−−−====  

េគបន 24)
5
1

9
d

8
c

7
b

6
a

(9.8.7.6.5 −−−−====−−−−++++++++++++  

េគទញ 126
25

630
125

5
1

630
1

9
d

8
c

7
b

6
a ========++++−−−−====++++++++++++   

ដូចេនះ  126
25

9
d

8
c

7
b

6
a

A ====++++++++++++====    ។ 
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ជំពូកទី៣ 

ចំនួនកុំផលិច 

 

១-សមីករដឺេរកទីពីរមនមួយអញញ ត 

 ក-និយមន័យ 

សមីករែដលមនរងទូេទ 0cbxax2 ====++++++++  េហថសមីករដឺេរកទីពីរ 

មនមួយអញញ តែដល x  ជអញញ ត េហយេលខេមគុណ  a,b,c ជចំនួន 

េថរ និង a 0≠≠≠≠  ។ 

ខ-ដំេណះរសយសមីករដឺេរកទីពីរ 

សនមតថេគមនសមីករ 0a,0cbxax2 ≠≠≠≠====++++++++  

ឌីសរគីមីណង់សមីករ ac4b2 −−−−====∆∆∆∆  

-េប 0>>>>∆∆∆∆  សមីករមនឬសពីរជចំនួនពិតេផសងគន គឺ  ៖  

 
a2

b
x;

a2
b

x 21
∆∆∆∆−−−−−−−−====∆∆∆∆++++−−−−====  

-េប 0====∆∆∆∆  សមីករមនឬសឌុប a2
b

xx 21 −−−−========  

-េប 0<<<<∆∆∆∆  សមីករមនឬសពីរេផសងគន ជចំនួនកំុផលិចឆល ស់គន  ៖  
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a2
ib

x;
a2
ib

x 21
∆∆∆∆−−−−−−−−−−−−====∆∆∆∆−−−−++++−−−−====  

គ-ទំនក់ទំនង ស និង េលខេមគុណ 

េប αααα  និង ββββ  ជឬសរបស់សមីករ 0a,0cbxax2 ≠≠≠≠====++++++++   

េនះេគមន  ៖  

-ផលបូកឬស a
b

S −−−−====ββββ++++αααα====  

-ផលគុណឬស a
c

.P ====ββββαααα====  

ឃ-មុធគណន សៃនសមីករដឺេរកទីពីរងយ 

ឧបមថេគមនសមីករដឺេរកទីពីរ 0a,0cbxax2 ≠≠≠≠====++++++++  

-េប 0cba ====++++++++  សមីករមនឬស a
c

x;1x 21 ========  

-េប cab ++++====  សមីករមនឬស a
c

x,1x 21 −−−−====−−−−====  

ង-រូបមនតដក់ជផលគុណកតត  

េប αααα  និង ββββ  ជឬសរបស់សមីករ 0a,0cbxax2 ≠≠≠≠====++++++++  េនះេគបន   

)x)(x(acbxax2 ββββ−−−−αααα−−−−====++++++++   ។ 
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ច-បេងកតសមីករដឺេរកទីពីរ 

េបេគដឹងផលបូក Sα + β =α + β =α + β =α + β =  និង ផលគុណ Pαβ =αβ =αβ =αβ =  េនះ αααα  និង ββββ   

ជឬសសមីករដឺេរកទីពីរ 0PSxx2 ====++++−−−−   ។ 

២-វសិមភព 

ក-លកខណៈវសិមភព 

1. ចំេពះរគប់ចំនួនពិត c,b,a  េប ba >>>>  េនះេគបន cbca ++++>>>>++++  

   ឬ cbca −−−−>>>>−−−−   ។ 

2. ចំេពះរគប់ចំនួនពិត c,b,a  េគមន  ៖  

-េប ba >>>>  និង 0c >>>>  េនះ bcac>>>>  

-េប ba >>>>  និង 0c <<<<  េនះ bcac<<<<  

ខ-វសិមភពមធយមនពវនត និង មធយមធរណីមរត 

 ចំេពះរគប់ចំនួនពិត 0a ≥≥≥≥  និង  0b ≥≥≥≥   េគមន  ៖  

 ab
2

ba ≥≥≥≥++++
 ។  

 វសិមភពេនះកល យជសមភពលុះរតែត ba ====  ។ 
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៣-វសិមីករតៃមលដច់ខត 

 េប 0>>>>αααα  េនះេគបន  ៖  

 1. ⇔⇔⇔⇔αααα<<<<++++ |bax|  αααα<<<<++++ bax  និង αααα−−−−>>>>++++ bax  

 2. ⇔⇔⇔⇔αααα>>>>++++ |bax|  αααα>>>>++++ bax  ឬ αααα−−−−<<<<++++ bax  

 3. αααα±±±±====++++⇔⇔⇔⇔αααα====++++ bax|bax|  
៤-សញញ របស់េទវធដឺេរកទីមួយ 

 ចំេពះេទវធ bax)x(f ++++====   មន a
b

x −−−−====  ជឬស េគកំណត់សញញ  

 េទវធេនះេទតមសញញ របស់ a ដូចតរងខងេរកម  ៖  
x

 ∞∞∞∞−−−−              a
b−−−−                   ∞∞∞∞++++  

bax)x(f ++++====
   សញញ ផទុយពី a សញញ ដូច a 

៥-សញញ របស់រតីធដឺេរកទីពីរ 

 ចំេពះរតីធ 2f (x) ax bx c= + += + += + += + +  មនឬសពីរ αααα  និង ββββ  ែដល α < βα < βα < βα < β  
  

x
 ∞∞∞∞−−−−                 αααα                    ββββ            ∞∞∞∞++++  

cbxax)x(f 2 ++++++++====  សញញ ដូច a  សញញ ផទុយពី សញញ ដូច a  
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៦-ចេមលយវសិមីករដឺេរកទីពីរ 

  -ករណី 0∆ >∆ >∆ >∆ >  និង a 0>>>>  មនឬស , ( )α β α < βα β α < βα β α < βα β α < β  

      ក. 0cbxax2 >>>>++++++++  មនចេមលយ x , x< α > β< α > β< α > β< α > β   ។ 

      ខ. 0cbxax2 <<<<++++++++  មនចេមលយ xα < < βα < < βα < < βα < < β    ។ 

      គ. 0cbxax2 ≥≥≥≥++++++++  មនចេមលយ    

      ឃ. 0cbxax2 ≤≤≤≤++++++++  មនចេមលយ xα ≤ ≤ βα ≤ ≤ βα ≤ ≤ βα ≤ ≤ β   ។ 

  -ករណី 0∆ =∆ =∆ =∆ =  និង a 0>>>>  មនឬសឌុប  

      ក. 0cbxax2 >>>>++++++++  មនចេមលយរគប់ចំនួនពិតេលកែលងែត b
x

2a
= −= −= −= −  

      ខ. 0cbxax2 <<<<++++++++  គម នចេមលយ ។  

      គ. 0cbxax2 ≥≥≥≥++++++++  មនចេមលយរគប់ចំនួនពិតទងំអស់ ។ 

      ឃ. 0cbxax2 ≤≤≤≤++++++++  មនចេមលយ a2
b

x −−−−====  ។ 

-ករណី 0<<<<∆∆∆∆  និង 0a >>>>  មនឬសជចំនួនកំុផលិច 

      ក. 0cbxax2 >>>>++++++++  មនចេមលយរគប់ចំនួនពិតទងំអស់ ។ 

      ខ. 0cbxax2 <<<<++++++++  គម នចេមលយ ។ 

      គ. 0cbxax2 ≥≥≥≥++++++++  មនចេមលយរគប់ចំនួនពិតទងំអស់ ។ 

ββββ≥≥≥≥αααα≤≤≤≤ x,x
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      ឃ. 0cbxax2 ≤≤≤≤++++++++  គម នចេមលយ ។ 

ករមងលហំត់េរជសេរ ស 

1. េគមនសមីករ 01x2x2 ====−−−−−−−−  មនឬសតងេដយ αααα  និង ββββ  ។ 

ចូរគណន 24 6A ββββ++++αααα====   ។ 

2. េគឱយសមីករ 01xx2 ====−−−−−−−−  មនឬសតងេដយ αααα និង ββββ  ។ 

ចូរគណន ββββ++++ββββ++++αααα==== 35 2A   

3. េគឱយសមីករ 09m4x)1m(2x:)E( 2 ====−−−−++++++++−−−−  

ក. បងហ ញថ )E(  មនឬសពីរេផសងគន ជចំនួនពិតជនិចចរគប់តៃមល m  ។ 

ខ. កំណត់តៃមល m  េដមបីឱយ 17)xx(2xx 21
2

2
2

1 ++++++++====++++  ែដល 21 x,x   

ជឬស ។ 

4. េគឱយសមីករ 0qpxx:)E( 2
1 ====++++++++  និង 0'qx'px:)E( 2

2 ====++++++++  

ចូររកទំនក់ទំនងរវង 'q,'p,q,p  េដមបីឱយ )E( 1  និង )E( 2  មនឬស 

រួមមួយ ។ 

5. េគឱយសមីករ 0qpxx:)E( 2
1 ====++++++++  និង 0'qx'px:)E( 2

2 ====++++++++  

ចូររកទំនក់ទំនងរវង 'q,'p,q,p  េដមបីឱយ )E( 1  និង )E( 2  មនឬស 
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រួមមួយ ។ 

6. េគឱយ 0c,0b,0a ≥≥≥≥≥≥≥≥≥≥≥≥  ។ 

ក.ចូររសយថ ab2ba ≥≥≥≥++++   និង 
3

cba
.c2

3
cba

c
++++++++≥≥≥≥++++++++++++  

ខ. េដយេរបវសិមភពខងេលេនះចូររសយថ 3 abc3cba ≥≥≥≥++++++++  

7. េគឱយ c,b,a  ជចំនួនពិតវជិជមន ។  

ចូររសយថ )cba(abc3)cabcab( 2 ++++++++≥≥≥≥++++++++  

8. េគឱយ y,x,b,a  ជចំនួនវជិជមន និង 1ba ====++++  ។ 

ចូរបងហ ញថ ybxabyax ++++≥≥≥≥++++   ។ 

9.េគឱយ  0c,b,a >>>>   ែដល 1abc≥≥≥≥  ។   

ចូរបងហ ញថ   
8
27

)
c1

c
1)(

b1
b

1)(
a1

a
1(

222

≥≥≥≥
++++

++++
++++

++++
++++

++++    

1០. េគឱយ  c,b,a  ជបីចំនួនពិតវជិជមន ។ ចូរបងហ ញថ  ៖  

2
3333

5555

)cba(
9
10

)cba(cba
)cba(cba ++++++++≥≥≥≥

++++++++−−−−++++++++
++++++++−−−−++++++++

   

11. េគឱយ d,c,b,a  ជបីចំនួនពិតែដលេផទៀងផទ ត់វសិមភព  ៖  
22222 )1bdac()1dc)(1ba( −−−−++++>>>>−−−−++++−−−−++++   
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ចូរបងហ ញថ 1ba 22 >>>>++++  និង 1dc 22 >>>>++++   ។ 

12. េគឱយ 0z,y,x >>>>  ែដល 1zyx ====++++++++   ។ 

ចូររសយថ 4
1

)z1(
z

)y1(
y

)x1(
x

2

3

2

3

2

3

≥≥≥≥
−−−−

++++
−−−−

++++
−−−−    

13. េគមនសមីករ 0qpxx:)E( 2 ====++++++++  

េប 3x αααα====  ជឬសរបសស់មីករ )E(  េនះចូររសយថេគមនទំនក់ 

ទំនង 0q)pq3p( 332 ====++++αααα−−−−++++αααα   ។ 

14. េដះរសយសមីករ 

   2x3x
26

)31(2x3x 2
2

++++−−−−====
++++

++++++++−−−−
 

15. េដះរសយសមីករ 

      8x6xx 32 ++++====++++−−−−   

 

����� 
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លហំត់ទី១ 

េគមនសមីករ 01x2x2 ====−−−−−−−−  មនឬសតងេដយ αααα  និង ββββ  ។ 

ចូរគណន 24 6A ββββ++++αααα====   ។ 

ដំេណះរសយ 

គណន 24 6A ββββ++++αααα====    

េដយ αααα  និង ββββ  ជឬស 01x2x2 ====−−−−−−−−  េនះេគបន  







====−−−−ββββ−−−−ββββ

====−−−−αααα−−−−αααα

)2(012

)1(012
2

2

 

តម )1(  េគទញ 122 ++++αααα====αααα  

េលកជកេរេគបន 24 )12( ++++αααα====αααα  

                                

512

14)12(4

144

4

4

24

++++αααα====αααα

++++αααα++++++++αααα====αααα

++++αααα++++αααα====αααα

 

តម (2)  េគទញ 122 ++++ββββ====ββββ  

េគបន 24 6A ββββ++++αααα====    

                11)(12

)12(6512

++++ββββ++++αααα====
++++ββββ++++++++αααα====
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េដយ 2====ββββ++++αααα  េនះ 3511)2(12A ====++++====  

ដូចេនះ 35A ====   ។ 
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លហំត់ទី២ 

េគឱយសមីករ 01xx2 ====−−−−−−−−  មនឬសតងេដយ αααα និង ββββ  ។ 

ចូរគណន ββββ++++ββββ++++αααα==== 35 2A   

ដំេណះរសយ 

គណន ββββ++++ββββ++++αααα==== 32A 35   

េដយ αααα និង ββββ  ជឬសៃន 01xx2 ====−−−−−−−−  េនះេគបន 






====−−−−ββββ−−−−ββββ

====−−−−αααα−−−−αααα

01

01
2

2

 

ឬ 






++++ββββ====ββββ

++++αααα====αααα

1

1
2

2

 

េគមន ββββ++++ββββ++++αααα==== 35 2A  

                

2 2 2

2

2 2

2

( ) 2 .

( 1) 2 ( 1)

( 2 1) 2 2

( 1 2 1) 2( 1) 3

(3 2) 5 2

3 2 5 2

3( 1) 2 5 2 5( ) 2

= α α + β β + β= α α + β β + β= α α + β β + β= α α + β β + β
= α α + + β β + + β= α α + + β β + + β= α α + + β β + + β= α α + + β β + + β
= α α + α + + β + β + β= α α + α + + β + β + β= α α + α + + β + β + β= α α + α + + β + β + β
= α α + + α + + β + + β= α α + + α + + β + + β= α α + + α + + β + + β= α α + + α + + β + + β
= α α + + β += α α + + β += α α + + β += α α + + β +
= α + α + β += α + α + β += α + α + β += α + α + β +
= α + + α + β + = α + β += α + + α + β + = α + β += α + + α + β + = α + β += α + + α + β + = α + β +

 

េដយ 1α + β =α + β =α + β =α + β =   េនះ A 5 2 7= + == + == + == + =  

ដូចេនះ 7A ====  ។ 
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លហំត់ទ៣ី 

េគឱយសមីករ 09m4x)1m(2x:)E( 2 ====−−−−++++++++−−−−  

ក. បងហ ញថ )E(  មនឬសពីរេផសងគន ជចំនួនពិតជនិចចរគប់តៃមល m  ។ 

ខ. កំណត់តៃមល m  េដមបីឱយ 17)xx(2xx 21
2

2
2

1 ++++++++====++++  ែដល 21 x,x   

ជឬស ។ 

ដំេណះរសយ 

ក. បងហ ញថ )E(  មនឬសពីរេផសងគន ជចំនួនពិតជនិចចរគប់តៃមល m   

 ឌីសរគីមីណង់បរងួមៃនសមីករគឺ  ៖  

 
IRm09)1m(9m41m2m

)9m4()1m('
22

2

∈∈∈∈∀∀∀∀>>>>++++−−−−====++++−−−−++++++++====

−−−−−−−−++++====∆∆∆∆
 

ដូចេនះ )E(  មនឬសពីរេផសងគន ជចំនួនពិតជនិចចរគប់តៃមល m ។ 

ខ. កំណត់តៃមល m  េដមបីឱយ 18)xx(2xx 21
2

2
2

1 ++++++++====++++   

េដយ 21 x,x  ជឬសេនះ 




−−−−====
++++====++++

)2(9m4xx

)1()1m(2xx

21

21  

េគមន 17)xx(2xx 21
2

2
2

1 ++++++++====++++  

          )3(17)xx(2xx2)xx( 2121
2

21 ++++++++====−−−−++++  
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យកសមីករ (1)& (2)  ជំនួសកនុង (3)  េគបន  ៖  

2
1

m0)1m2(

01m4m4

17)1m(4)9m4(2)1m(4

2

2

2

====⇒⇒⇒⇒====−−−−

====++++−−−−

++++++++====−−−−−−−−++++

 

ដូចេនះ  1
m

2
====   ។ 
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លហំត់ទី៤ 

េគឱយសមីករ 2
1(E ) : x px q 0+ + =+ + =+ + =+ + =  និង 2

2(E ) : x p'x q' 0+ + =+ + =+ + =+ + =  

ចូររកទំនក់ទំនងរវង 'q,'p,q,p  េដមបីឱយ )E( 1  និង )E( 2   

មនឬសរួមមួយ ។ 

ដំេណះរសយ 

រកទំនក់ទំនងរវង 'q,'p,q,p   

តង αααα  ជឬសរួមរបស់សមីករ )E( 1  និង )E( 2  េនះេគបន  ៖  







====++++αααα++++αααα

====++++αααα++++αααα

)2(0'q'p

)1(0qp
2

2

 

ដកសមីករ )2(&)1(  េគបន  ៖ 0)'qq()'pp( ====−−−−++++αααα−−−−  

េគទញ 'pp
'qq

−−−−
−−−−−−−−====αααα   យកជំនួសកនុងសមីករ )1(  េគបន  ៖  

0)'pqq'p)('pp()'qq(

0)]'pp(q)'qq(p)['pp()'qq(

0)'pp(q)'qq)('pp(p)'qq(

0q
'pp
'qq

p
'pp
'qq

2

2

22

2

====−−−−−−−−−−−−−−−−

====−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

====−−−−++++−−−−−−−−−−−−−−−−

====++++








−−−−
−−−−−−−−++++









−−−−
−−−−−−−−

 

ដូចេនះ )'pqq'p)('pp()'qq( 2 −−−−−−−−====−−−−   ។ 
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លហំត់ទី៥ 

ចូររសយថ (a b)(b c)(c a) 8abc+ + + ≥+ + + ≥+ + + ≥+ + + ≥   ? 

ែដល a,b,c 0≥≥≥≥   ។ 

ដំេណះរសយ 

រសយថ abc8)ac)(cb)(ba( ≥≥≥≥++++++++++++    

តមមធយមនពវនត និង មធយមធរណីមរតេគមន  ៖  

)1(ab2baab
2

ba ≥≥≥≥++++⇒⇒⇒⇒≥≥≥≥++++  

ដូចគន ែដរេគបន     )2(bc2cb ≥≥≥≥++++    និង  )3(ac2ac ≥≥≥≥++++  

េធវវធីិគុណវសិមភព )3(&)2(,)1(  អងគនិងអងគេគបន  ៖  

abc8cba8)ac)(cb)(ba(

ac2.bc2.ab2)ac)(cb)(ba(
222 ====≥≥≥≥++++++++++++

≥≥≥≥++++++++++++
 

ដូចេនះ abc8)ac)(cb)(ba( ≥≥≥≥++++++++++++   ។ 
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លហំត់ទី៦ 

េគឱយa 0 , b 0 , c 0≥ ≥ ≥≥ ≥ ≥≥ ≥ ≥≥ ≥ ≥  ។ 

ក.ចូររសយថ ab2ba ≥≥≥≥++++   និង 
3

cba
.c2

3
cba

c
++++++++≥≥≥≥++++++++++++  

ខ. េដយេរបវសិមភពខងេលេនះចូររសយថ 3 abc3cba ≥≥≥≥++++++++  

ដំេណះរសយ 

ក.រសយថ ab2ba ≥≥≥≥++++   និង 
3

cba
.c2

3
cba

c
++++++++≥≥≥≥++++++++++++    

ឧបមថ ab2ba ≥≥≥≥++++   ពិត 

េគបន 0ab2ba ≥≥≥≥−−−−++++  

         
Bit0)ba(

0)b(b.a2)a(
2

22

≥≥≥≥−−−−

≥≥≥≥++++−−−−
 

ដូចេនះ ab2ba ≥≥≥≥++++    ។ 

រសយដូចគន ែដរ 
3

cba
.c2

3
cba

c
++++++++≥≥≥≥++++++++++++   ។ 

ខ.រសយថ 3 abc3cba ≥≥≥≥++++++++  

េគមន )1(ab2ba ≥≥≥≥++++   
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)2(
3

cba
.c2

3
cba

c
++++++++≥≥≥≥++++++++++++     

បូកវសិមភព )2(&)1(  អងគ និង អងគេគបន  ៖  

)3()
3

cba
.cab(2)cba(

3
4

)
3

cba
.cab(2

3
cba

cba

++++++++++++≥≥≥≥++++++++

++++++++++++≥≥≥≥++++++++++++++++++++
 

េដយ  

)4(
3

cba
.abc2

3
cba

.c.ab2
3

cba
.cab 4 ++++++++====++++++++≥≥≥≥++++++++++++  

តម )4(&)3(   េគបន  ៖  

4

4

3
cba

.abc3cba

3
cba

.abc4)cba(
3
4

++++++++≥≥≥≥++++++++

++++++++≥≥≥≥++++++++
 

េលកអងគទងំពីរជសវ័យគុណ 4 េគបន  ៖  

abc27)cba(

3
cba

.abc.81)cba(

3

4

≥≥≥≥++++++++

++++++++≥≥≥≥++++++++
 

ដូចេនះ 3 abc3cba ≥≥≥≥++++++++    ។ 

 



គណិតវទិយ 
 

 

 

Prepared by LIM PHALKUN Page 76 

 

លហំត់ទ៧ី 

េគឱយ c,b,a  ជចំនួនពិតវជិជមន ។  

ចូររសយថ )cba(abc3)cabcab( 2 ++++++++≥≥≥≥++++++++  

ដំេណះរសយ 

រសយថ )cba(abc3)cabcab( 2 ++++++++≥≥≥≥++++++++   

តមវសិមភព មធយមនពវនត និង មធយមធរណីមរតេគមន  ៖  
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2a b b c b c c a a b c a
ab c (1) , abc (2), a bc (3)

2 2 2
+ + ++ + ++ + ++ + +

≥ ≥ ≥≥ ≥ ≥≥ ≥ ≥≥ ≥ ≥  

បូកវសិមភពទងំេនះអងគនិងអងគេគបន  ៖  

)4(bcaabccabaccbba 222222222 ++++++++≥≥≥≥++++++++  

មន )bcaabcbca(2accbba)cabcab( 2222222222 ++++++++++++++++++++====++++++++   

ឬ )bcaabccab(2)cabcab(accbba 2222222222 ++++++++−−−−++++++++====++++++++   

វសិមភព (4)  អចសរេសរ  ៖  

2222222 abccabbca)bcaabccab(2)cabcab( ++++++++≥≥≥≥++++++++−−−−++++++++   

                                     )abccabbca(3)cabcab( 2222 ++++++++≥≥≥≥++++++++   

ដូចេនះ )cba(abc3)cabcab( 2 ++++++++≥≥≥≥++++++++  ។ 
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លហំត់ទី៨ 

េគឱយ y,x,b,a  ជចំនួនវជិជមន និង 1ba ====++++  ។ 

ចូរបងហ ញថ ybxabyax ++++≥≥≥≥++++   ។ 

ដំេណះរសយ 

បងហ ញថ ybxabyax ++++≥≥≥≥++++   

ឧបមថ ybxabyax ++++≥≥≥≥++++   ពិត 

សមមូល 2)ybxa(byax ++++≥≥≥≥++++  

            )1(ybxyab2xabyax 22 ++++++++≥≥≥≥++++  
េដយ 1ba ====++++  េនះ វសិមភព )1(  អចសរេសរ  ៖  

Bit0)yx(ab

0)xy2yx(ab

0xyab2abyabx

ybxyab2xaybabyabxxa

ybxyab2xa)ba)(byax(

2

2222

22

≥≥≥≥−−−−

≥≥≥≥−−−−++++

≥≥≥≥−−−−++++

++++++++≥≥≥≥++++++++++++

++++++++≥≥≥≥++++++++

 

ដូចេនះ  ybxabyax ++++≥≥≥≥++++    ។ 
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លហំត់ទី៩ 

េគឱយ  0c,b,a >>>>   ែដល 1abc≥≥≥≥  ។   

ចូរបងហ ញថ   
8
27

)
c1

c
1)(

b1
b

1)(
a1

a
1(

222

≥≥≥≥
++++

++++
++++

++++
++++

++++    

ដំេណះរសយ 

រសយថ 
8
27

)
c1

c
1)(

b1
b

1)(
a1

a
1(

222

≥≥≥≥
++++

++++
++++

++++
++++

++++   

េគមន a21a2 ≥≥≥≥++++   រគប់ 0a >>>>  

េគបន 222 )1a(33a6a34a4a4 ++++====++++++++≥≥≥≥++++++++  

េគទញ 
4

)1a(3
1aa

2
2 ++++≥≥≥≥++++++++   

ឬ        
4

)1a(3
1a

1aa2 ++++≥≥≥≥
++++

++++++++  

ឬ        
2
a3

a1
a

1
2

≥≥≥≥
++++

++++   េរពះ a21a ≥≥≥≥++++  

ដូចគន ែដរ 
2
b3

b1
b

1
2

≥≥≥≥
++++

++++   និង 
2

c3
c1

c
1

2

≥≥≥≥
++++

++++  

េគបន
8
abc27

)
c1

c
1)(

b1
b

1)(
a1

a
1(

222

≥≥≥≥
++++

++++
++++

++++
++++

++++  
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េដយសមមតិកមម 1abc≥≥≥≥  េនះ 
8
27

8
abc27 ≥≥≥≥  

ដូចេនះ 
8
27

)
c1

c
1)(

b1
b

1)(
a1

a
1(

222

≥≥≥≥
++++

++++
++++

++++
++++

++++   ។ 
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លហំត់ទី១០ 

េគឱយ  c,b,a  ជបីចំនួនពិតវជិជមន ។ ចូរបងហ ញថ   ៖  

2
3333

5555

)cba(
9
10

)cba(cba
)cba(cba ++++++++≥≥≥≥

++++++++−−−−++++++++
++++++++−−−−++++++++

   

ដំេណះរសយ 

េគមនសមភព  ៖  

)cabcabcba)(ac)(cb)(ba(5)cba(cba

)ac)(cb)(ba(3)cba(cba
2225555

3333

++++++++++++++++++++++++++++++++−−−−++++++++====++++++++

++++++++++++−−−−++++++++====++++++++

 

)cabcabcba(
3
5

)cba(cba
)cba(cba 222

3333

5555

++++++++++++++++++++====
++++++++−−−−++++++++
++++++++−−−−++++++++

 

េយងនឹងរសយថ  

2222 )cba(
9
10

)cabcabcba(
3
5 ++++++++≥≥≥≥++++++++++++++++++++  

ឬ 2222 )cba(2)cabcabcba(3 ++++++++≥≥≥≥++++++++++++++++++++  

ឬ                          cabcabcba 222 ++++++++≥≥≥≥++++++++  

តមវសិមភព មធយមនពវនត និង មធយមធរណីមរតេគមន  ៖  

ac
2

ac
,bc

2
cb

,ab
2

ba 222222

≥≥≥≥++++≥≥≥≥++++≥≥≥≥++++  
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េនះ 222
222222

cba
2

ac
2

cb
2

ba
cabcab ++++++++====++++++++++++++++++++≤≤≤≤++++++++    

ដូចេនះ  2
3333

5555

)cba(
9
10

)cba(cba
)cba(cba ++++++++≥≥≥≥

++++++++−−−−++++++++
++++++++−−−−++++++++

  ។ 
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លហំត់ទី១១ 

េគឱយ a, b , c, d  ជបីចំនួនពិតែដលេផទៀងផទ ត់វសិមភព  ៖  
22222 )1bdac()1dc)(1ba( −−−−++++>>>>−−−−++++−−−−++++   

ចូរបងហ ញថ 1ba 22 >>>>++++  និង 1dc 22 >>>>++++   ។ 

ដំេណះរសយ 

បងហ ញថ 1ba 22 >>>>++++  និង 1dc 22 >>>>++++    

តង 22 ba1x −−−−−−−−====   និង 22 dc1y −−−−−−−−====  

េយងឧបមថ 0x ≥≥≥≥  និង 0y ≥≥≥≥  

វសិមភព 22222 )1bdac()1dc)(1ba( −−−−++++>>>>−−−−++++−−−−++++   

សមមូល 2)1bdac(xy −−−−++++>>>>  

ឬ         2)2bd2ac2(xy4 −−−−++++>>>>  

េដយ 2222 dcba2yx −−−−−−−−−−−−−−−−====++++  

េនះ yxbd2ac2dcba2bd2ac2 2222 −−−−−−−−++++++++−−−−−−−−−−−−−−−−====−−−−++++  

                               ]yx)db()ca[( 22 ++++++++−−−−++++−−−−−−−−====  

េគទញ 2222 )yx()]yx()db()ca([xy4 ++++≥≥≥≥++++++++−−−−++++−−−−>>>>  
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ឬ  22 yxy2xxy4 ++++++++>>>>  

ឬ  0)yx( 2 <<<<−−−−   មិនពិត ។ នឱំយករឧបមខងេលផទុយពីករពិត ។ 

ដូចេនះេគទញ 0x <<<<  និង 0y <<<<  នឱំយ 1ba 22 >>>>++++  និង 1dc 22 >>>>++++  
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លហំត់ទី១២ 

េគឱយ 0z,y,x >>>>  ែដល 1zyx ====++++++++   ។ 

ចូររសយថ 4
1

)z1(
z

)y1(
y

)x1(
x

2

3

2

3

2

3

≥≥≥≥
−−−−

++++
−−−−

++++
−−−−   ។ 

ដំេណះរសយ 

រសយថ 4
1

)z1(
z

)y1(
y

)x1(
x

2

3

2

3

2

3

≥≥≥≥
−−−−

++++
−−−−

++++
−−−−    

េគពិនិតយ 2

232

2

3

)x1(
)xx2()xx2x(

)x1(
x

−−−−
−−−−++++++++−−−−====

−−−−  

                           

2

2

2

22

2

22

2

2

)x1(4
)1x3(

4
1

x
)x1(4

)x1()1x3(
x

)x1(4
)xx21()1x6x9(

x

)x1(
xx2

x

−−−−
−−−−++++−−−−====

−−−−
−−−−−−−−−−−−++++====

−−−−
++++−−−−−−−−++++−−−−++++====

−−−−
−−−−++++====

 

េដយ 0
)x1(4
)1x3(
2

2

≥≥≥≥
−−−−
−−−−

  េនះ )1(
4
1

x
)x1(

x
2

3

−−−−≥≥≥≥
−−−−  

ដូចគន ែដរ )2(
4
1

y
)y1(

y
2

3

−−−−≥≥≥≥
−−−− និង )3(

4
1

z
)z1(

z
2

3

−−−−≥≥≥≥
−−−−  

បូកវសិមភព )3(,)2(,)1(  អងគ និង អងគេគបន  ៖  
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4
1

4
3

1
4
3

zyx
)z1(

z
)y1(

y
)x1(

x
2

3

2

3

2

3

====−−−−====−−−−++++++++≥≥≥≥
−−−−

++++
−−−−

++++
−−−−   ពិត  

ដូចេនះ 4
1

)z1(
z

)y1(
y

)x1(
x

2

3

2

3

2

3

≥≥≥≥
−−−−

++++
−−−−

++++
−−−−   ។ 
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លហំត់ទី១៣ 

េគមនសមីករ 0qpxx:)E( 2 ====++++++++  

េប 3x αααα====  ជឬសរបសស់មីករ )E(  េនះចូររសយថេគមនទំនក់ 

ទំនង 2 3 3(p 3pq) q 0α + − α + =α + − α + =α + − α + =α + − α + =   ។ 

ដំេណះរសយ 

រសយថ 2 3 3(p 3pq) q 0α + − α + =α + − α + =α + − α + =α + − α + =    

េប 3x αααα====  ជឬសរបសស់មីករ )E(  េនះេគបន  

 0qp 33 2 ====++++αααα++++αααα  ។ 

តមសមភព  

)cabcabcba)(cba(abc3cba 222333 −−−−−−−−−−−−++++++++++++++++====−−−−++++++++  

េបេគយក qc,pb,a 33 2 ====αααα====αααα====   េគបន  ៖  

0pq3qp 332 ====αααα−−−−++++αααα++++αααα   (េរពះ 0qp 33 2 ====++++αααα++++αααα  ) 

ដូចេនះ  0q)pq3p( 332 ====++++αααα−−−−++++αααα    ពិត ។ 
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លហំត់ទី១៤ 

េដះរសយសមីករ 

2x3x
26

)31(2x3x 2
2

++++−−−−====
++++

++++++++−−−−  

ដំេណះរសយ 

េដះរសយសមីករ 

2x3x
26

)31(2x3x 2
2

++++−−−−====
++++

++++++++−−−−  

សមីករមនន័យលុះរតែត  

នឱំយ 1x ≤≤≤≤   ឬ  2x ≥≥≥≥  ។ 

តង 2x3xt 2 ++++−−−−====  សមីករអចសរេសរ   ៖  

t
26
32t 2

====
++++

++++
  ឬ  032t)26(t 2 ====++++++++−−−−  

22 )26(38)26( −−−−====−−−−++++====∆∆∆∆  

េគទញឬស 6t,2t 21 ========  

-ចំេពះ 2t ====  េនះ 22x3x2 ====++++−−−−   

ឬ 3x,0x0x3x 21
2 ========⇒⇒⇒⇒====−−−−  

02x3x2≥≥≥≥++++−−−−
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-ចំេពះ 6t ====  េនះ 62x3x2 ====++++−−−−    

ឬ 4x,1x04x3x 21
2 ====−−−−====⇒⇒⇒⇒====−−−−−−−−  

ដូចេនះ x { 1 , 0 , 3 , 4 }∈ −∈ −∈ −∈ −   ។ 
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លហំត់ទី១៥ 

េដះរសយសមីករ 8x6xx 32 ++++====++++−−−−   

ដំេណះរសយ 

េដះរសយសមីករ 

េគមន 8x6xx 32 ++++====++++−−−−    

          )4x2x)(2x(6xx 22 ++++−−−−++++====++++−−−−   

សមីករមនន័យលុះរតែត 0)4x2x)(2x( 2 ≥≥≥≥++++−−−−++++  

េដយ 04x2x2 >>>>++++−−−−  ជនិចចរគប់ x IR∈∈∈∈   

េរពះ a 1 0 , 12 0= > ∆ = − <= > ∆ = − <= > ∆ = − <= > ∆ = − < ។ 

េហតុេនះេគរតូវឱយ 2x02x −−−−≥≥≥≥⇒⇒⇒⇒≥≥≥≥++++  ។ 

តង 4x2xv,2xu 2 ++++−−−−====++++====  

សមីករអចសរេសរ 0)vu(uv2vu 2 ====−−−−⇔⇔⇔⇔≥≥≥≥++++  ឬ vu ====  

េគបន 4x2x2x 2 ++++−−−−====++++  

ឬ 02x3x2 ====−−−−++++−−−−  េដយ 2
a
c

x,1x0cba 21 ============⇒⇒⇒⇒====++++++++  

ដូចេនះ 2x,1x 21 ========   ។ 
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ជំពូកទី៤ 

 

អនុគមន៍រតីេកណមរត និង ករអនុវតតន៍ 

 

១-និយមន័យ 

 កនុងរគប់រតីេកណែកង ABC  េប A  ជមំុរសួចមួយេនះេគមនទំនក់ 

ទំនងដូចខងេរកម  ៖  

 

 

 

 

 

 

 

BC AC
sin A ; cos A

AB AB
BC AC

tan A ; cot A
AC BC

= == == == =

= == == == =
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២-ទំនក់ទំនងរវងផលេធៀបរតីេកណមរត 

 
2 2

2 2
2 2

sin A cos A
tan A ; cot A

cos A sin A
1

sin A cos A 1 ; tan A
cot A

1 1
1 tan A ; 1 cot A

cos A sin A

= == == == =

+ = =+ = =+ = =+ = =

+ = + =+ = + =+ = + =+ = + =

   

៣-តរងតៃមលផលេធៀបរតីេកណមរតៃនមំុពិេសស 

αααα  
o0  

o30  
o45  

o60  
o90  

o120  
o135  

o150  
o180  

sinαααα  0  

1
2  

2
2

 

3
2

 
1 

3
2

 

2
2

 

1
2  

0  

cosαααα  1 
3

2
 

2
2

 

1
2  

0  

1
2

−−−−  

2
2

−−−−  

3
2

−−−−  
1−−−−  

tan αααα  0  
3

3
 

1 3  មិន
កំណត់ 

3−−−−  
1−−−−  

3
3

−−−−  
0 

 

៤-រទឹសតីបទសុីនូស 

 េគឱយរតីេកណ ABC  មួយមនរជុង BC a , AC b , AB c= = == = == = == = =  
ចរកឹកនុងរងវង់មួយមនផចិត O  និងក ំR   ។ 
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េគមនទំនក់ទំនង   
a b c

2R
sin A sinB sinC

= = == = == = == = =   ។ 

៥-រទឹសតីបទកូសុីនូស 

 េគឱយរតីេកណ ABC  មួយមនរជុង BC a , AC b , AB c= = == = == = == = =
 

 

 

 

 

 

 េគមនទំនក់ទំនងដូចខងេរកម  ៖  

 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

a b c 2bccos A

b c a 2accosB

c a b 2abcosC

= + −= + −= + −= + −
= + −= + −= + −= + −
= + −= + −= + −= + −

 

 

  

A

B Ca

bc
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៦-ៃផទរកឡរតីេកណ 

 ក-ករណីសគ ល់រជុងពីរ និង មំុមួយ 

 ៃផទរកឡ S ៃនរតីេកណ ABC  មួយកំណត់េដយ   ៖  

        
1 1 1

S bcsin A acsinB absinC
2 2 2

= = == = == = == = =  

 ខ-ករណីសគ ល់រជុងទងំបី (រូបមនតេហរ ៉ុង ) 

 ៃផទរកឡ S ៃនរតីេកណ ABC  មួយកំណត់េដយ   ៖  

      S p(p a)(p b)(p c)= − − −= − − −= − − −= − − −   ែដល 
a b c

p
2

+ ++ ++ ++ +====   ។ 
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ករមងលហំតេ់រជសេរ ស 

1. េគមនរតីេកណ ABC   មួយែកងរតង់ C ។ េគដឹងថ AB 10 cm====  

និង 
7

sin A sinB
5

+ =+ =+ =+ =   ។   

ចូរកំណត់រជុង AC  និង BC   រួចទញរក tan A  និង tanB   ។ 

2. េដយដឹងថ 
5

tan
12

α =α =α =α =   និង o o0 90< α << α << α << α <    ។ 

ចូរគណនតៃមលៃន cos , sinα αα αα αα α   និង cotαααα   ។ 

3. ចូរគណន 4 2 4 2A sin x 4cos x cos x 4sin x= + + += + + += + + += + + +  

              
2 2B (asinx bcosx) (acosx bsinx)= + + −= + + −= + + −= + + −  

4. េគដឹងថ b
tanx

a
====   ។ 

ចូររសយថ 
4 4cos x sin x 1

a b a b
+ =+ =+ =+ =

++++  

5. េគដឹងថ 
41

sinx cosx
29

+ =+ =+ =+ =   ។ 

ចូរគណនផលគុណ sin x.cosx  រួចទញរក sin x  និង  cosx  ។ 

6. េគដឹងថ tanx cot x a+ =+ =+ =+ =   ែដល o0 x 90< << << << <   និង a 2≥≥≥≥ ។ 

ចូរគណន 3 3tan x cot x++++  ជអនុគមន៍ៃន a  ។ 
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7. ចំេពះរគប់ x IR∈∈∈∈   ចូររសយបញជ ក់សមភព  ៖  

ក. 
6 6 2 2sin x cos x 1 3sin xcos x+ = −+ = −+ = −+ = −  

ខ. 
8 8 4 4 4 41 1 1 1

(sin x cos x) (sin x cos x) sin xcos x
4 2 4 2

+ − + + =+ − + + =+ − + + =+ − + + =    

8. េគដឹងថ 
m n p

cosa , cosb , cosc
n p p m m n

= = == = == = == = =
+ + ++ + ++ + ++ + +  

ចូរគណនកេនសម  ៖  
2 2 2

2 2 2

sin a sin b sin c
M

2 2cosa sin a 2 2cosb sin b 2 2cosc sin c
= + += + += + += + +

+ − + − + −+ − + − + −+ − + − + −+ − + − + −  

9.ចូររសយបញជ ក់ថ 2 2| acosx bsinx | a b+ ≤ ++ ≤ ++ ≤ ++ ≤ +   

1០. េគមនរតីេកណ ABC  មួយែដល BC a , AC b , AB c= = == = == = == = =   ។ 

ចូររសយបញជ ក់សមភព 
2 2 2a b c

bccos A accosB abcosC
2

+ ++ ++ ++ ++ + =+ + =+ + =+ + =  

11. េគមនរតីេកណ ABC  មួយែដល BC a , AC b , AB c= = == = == = == = =   ។ 

តង R  និង S េរៀងគន ជក ំនិង ៃផទរកឡៃនរតីេកណ ABC  េនះ ។ 

ចូររសយថ   
2 2 2cos A cosB cosC R(sin A sin B sin C)

a b c 4S
+ ++ ++ ++ ++ + =+ + =+ + =+ + =  
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12. កនុងរគប់រតីេកណ ABC ចូររសយថ  ៖  
2(sin A sinB sinC)

(1 cos A)(1 cosB)(1 cosC)
2

+ ++ ++ ++ ++ + + =+ + + =+ + + =+ + + =  

13. កនុងរគប់រតីេកណចូររសយថ  ៖  
2

(p a)(p b)(p c)
(1 cos A)(1 cosB)(1 cosC) 8

abc
− − −− − −− − −− − −    − − − =− − − =− − − =− − − =     

    
  

ែដល a , b , c ជរជុងរតីេកណ  ABC   និង 
a b c

p
2

+ ++ ++ ++ +====  ។ 

14. េគឱយរតីេកណ ABC  មួយ ។ 

ក. ចូររសយបញជ ក់ថ  
2a

1 cos A
2bc

− ≤− ≤− ≤− ≤   

ែដល a , b , c ជរជុងរតីេកណ  ABC   ។ 

ខ. ទញបញជ ក់ថ 
1

(1 cos A)(1 cosB)(1 cosC)
8

− − − ≤− − − ≤− − − ≤− − − ≤    

15. េគឱយរតីេកណ ABC  មួយ ។ 

ក. ចូររសយបញជ ក់ថ  2 2 2sin A sin B sin C 2sinBsinCcos A= + −= + −= + −= + −   

ខ. ទញបញជ ក់ថ  ៖  
2 2 2sin A sin B sin C

cot A cot B cotC
2sin AsinBsinC

+ ++ ++ ++ ++ + =+ + =+ + =+ + =    
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16. េគឱយរតីេកណ ABC  មួយមនមំុ A,B,C ជមំុរសួចែដលេផទៀងផទ ត់ 

សមភព 
1 1 1 1

cot A cot B cotC
2 sin A sinB sinC
    + + = + ++ + = + ++ + = + ++ + = + +    
    

  ។ 

ចូររសយថ ABC  ជរតីេកណសមងស័ ? 

17. េគឱយរតីេកណ ABC  មួយមនរជុង AB 5cm====  និងៃផទរកឡ  
2S 6cm==== ។ គណនតៃមល cot A cot B++++  ។  

18. តង R ជករំងវង់ចរកឹកនុង និង S ជៃផទរកឡៃនរតីេកណ ABC   

ក. ចូររសយថ 
22R

(cot A cot B)(cot B cotC)(cotC cot A)
S

+ + + =+ + + =+ + + =+ + + =   

ខ. េប ABC  ជមំុរសួចេនះចូរទញឱយបនថ  ៖ 
1

cos AcosBcosC
8

≤≤≤≤    

19. េគឱយរតីេកណ ABC  មួយមនរជុង BC a , AC b , AB c= = == = == = == = =    

ចរកឹកនុងរងវង់មួយមនផចិត O និង ក ំR   ។ តង S និង OBCS  ជៃផទ 

រកឡៃន OBC∆∆∆∆ និង ABC∆∆∆∆  េរៀងគន  ។ សនមតថ A,B,C ជមំុរសួច ។ 

ក. ចូររសយថ 2
OBC

1
S a cot A

4
====  ។ 

ខ. ចូរទញបងហ ញថ 2 2 2a cot A b cot B c cotC 4S+ + =+ + =+ + =+ + =  ។ 

គ. ចូរទញបងហ ញថ 2

abc
acos A bcosB ccosC

2R
+ + =+ + =+ + =+ + =     ។ 
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2០. េគឱយរតីេកណ ABC  មួយមនរជុង BC a , AC b , AB c= = == = == = == = =   ។ 

តង 
a b c

p
2

+ ++ ++ ++ +====  ជកនលះបរមិរត េហយ r  និង R  ជករំងវង់ចរកឹកនុង  

និង ករំងវង់ចរកឹេរកៃនរតីេកណ ABC  េរៀងគន  ។ 

ចូររសយបញជ ក់ថ  ៖  

ក. 
2 2ab bc ca p r 4rR+ + = + ++ + = + ++ + = + ++ + = + +   

ខ. 
2 2 2 2 2a b c 2p 2r 8rR+ + = − −+ + = − −+ + = − −+ + = − −   

គ. 
3 3 3 2 2a b c 3abc 2p(p 3r 12rR)+ + − = − −+ + − = − −+ + − = − −+ + − = − −  

21.េគឱយរតីេកណ ABC  មួយ ។ D  ជចំណុចមួយៃនរជុង [BC]  ែដល  

BAD∠ = α∠ = α∠ = α∠ = α និង DAC∠ = β∠ = β∠ = β∠ = β  ។ 

ចូររសយបញជ ក់ថ 
BC sin sin
AD sinB sinC

α βα βα βα β= += += += +   ? 
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លហំត់ទី១ 

េគមនរតីេកណ ABC   មួយែកងរតង់ C ។ េគដឹងថ AB 10 cm====  

និង 
7

sin A sinB
5

+ =+ =+ =+ =   ។   

ចូរកំណត់រជុង AC  និង BC   រួចទញរក tan A  និង tanB   ។ 

ដំេណះរសយ 

កំណត់រជុង AC  និង BC   

  

 

 

 

 

 

តង   BC a , AC b , AB c 10 cm= = = == = = == = = == = = =  

តមរទឹសតីបទពីតគរក័នុងរតីេកណែកង ABC  េគមន 2 2 2a b c+ =+ =+ =+ =  

េដយ c 10====   េនះ 2 2a b 100 (1)+ =+ =+ =+ =  

ម៉យងេទៀតតមនិយមន័យ 
BC a AC b

sin A ; sinB
AB 10 AB 10

= = = == = = == = = == = = =  

A

AB

c 10 cm====

C

b
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េដយ 
7

sin A sinB
5

+ =+ =+ =+ =   េនះ 
a b 7
10 10 5

+ =+ =+ =+ =   ឬ a b 14 (2)+ =+ =+ =+ =  

ទំនក់ទំនង (1) អចសរេសរ 2(a b) 2ab 100+ − =+ − =+ − =+ − =  

ឬ 
2 2(a b) 14

ab 50 50 48 (3)
2 2

++++= − = − == − = − == − = − == − = − =     

តម (2) និង (3) េគបនរបពនឋ័សមីករ 
a b 14

ab 48

+ =+ =+ =+ =
 ====

 

តមរទឹសតីបទែវយតនឱំយ a និង b  ជឬសសមីករ 2X S X P 0− + =− + =− + =− + =  

ឬ  2X 14X 48 0− + =− + =− + =− + =  

' 49 48 1∆ = − =∆ = − =∆ = − =∆ = − =   េគទញឬស 1 2X 7 1 6 ; X 7 1 8= − = = + == − = = + == − = = + == − = = + =  

ដូចេនះ a 6 , b 8= == == == =   ឬ  a 8 , b 6= == == == =   ។ 

ទញរក tan A  និង tanB   ◌ៈ 

-ករណី  a 6 , b 8= == == == =   េគបន  ៖  

   
a 6 3

tan A
b 8 4

= = == = == = == = =   និង 
b 8 4

tanB
a 6 3

= = == = == = == = =  ។ 

-ករណី  a 8 , b 6= == == == =   េគបន  ៖  

   
a 8 4

tan A
b 6 3

= = == = == = == = =   និង 
b 6 3

tanB
a 8 4

= = == = == = == = =   ។ 
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លហំត់ទី២ 

េដយដឹងថ 
5

tan
12

α =α =α =α =   និង o o0 90< α << α << α << α <    ។ 

ចូរគណនតៃមលៃន cos , sinα αα αα αα α   និង cotαααα   ។ 

ដំេណះរសយ 

គណនតៃមលៃន cos , sinα αα αα αα α   និង cotαααα    

េគមន 
5

tan
12

α =α =α =α =   និង o o0 90< α << α << α << α <     

តមទំនក់ទំនង 2
2

1
1 tan

cos
+ α =+ α =+ α =+ α =

αααα  

េគទញ 2
22

1 1 144
cos

1 tan 1695
1

12

α = = =α = = =α = = =α = = =
+ α+ α+ α+ α     ++++     

    

 

េដយ o o0 90< α << α << α << α <    េនះ cos 0α >α >α >α >  

ដូចេនះ 
12

cos
13

α =α =α =α =   ។ េហយតមទំនក់ទំនង   
sin

tan
cos

ααααα =α =α =α =
αααα    

េគទញ 
5 12 5

sin tan cos .
12 13 13

α = α α = =α = α α = =α = α α = =α = α α = =   រួច 
1 12

cot
tan 5

α = =α = =α = =α = =
αααα   ។ 

ដូចេនះ 
12 5 12

cos ; sin ; cot
13 13 5

α = α = α =α = α = α =α = α = α =α = α = α =   ។ 
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លហំត់ទ៣ី 

ចូរគណន 4 2 4 2A sin x 4cos x cos x 4sin x= + + += + + += + + += + + +  

              
2 2B (asinx bcosx) (acosx bsinx)= + + −= + + −= + + −= + + −  

ដំេណះរសយ 

4 2 4 2A sin x 4cos x cos x 4sin x= + + += + + += + + += + + +  

េដយ 2 2sin x cos x 1+ =+ =+ =+ =   េនះ 2 2sin x 1 cos x= −= −= −= −    

ឬ  2 2cos x 1 sin x= −= −= −= − ។ 

េគបន 4 2 4 2A sin x 4(1 sin x) cos x 4(1 cos x)= + − + + −= + − + + −= + − + + −= + − + + −  

             

4 2 4 2

2 2 2 2 2 2

sin x 4sin x 4 cos x 4cos x 4

(sin x 2) (cos x 2) | sin x 2 | | cos x 2 |

= − + + − += − + + − += − + + − += − + + − +

= − + − = − + −= − + − = − + −= − + − = − + −= − + − = − + −
 

េដយ 20 sin x 1≤ ≤≤ ≤≤ ≤≤ ≤   និង 20 cos x 1≤ ≤≤ ≤≤ ≤≤ ≤   

េគបន 2 2A (sin x 2) (cos x 2)= − − − −= − − − −= − − − −= − − − −  

             2 24 (sin x cos x) 4 1 3= − + = − == − + = − == − + = − == − + = − =   ។ 
2 2B (asinx bcosx) (acosx bsinx)= + + −= + + −= + + −= + + −  

    2 2 2 2 2 2 2 2a (sin x cos x) b (sin x cos x) a b= + + + = += + + + = += + + + = += + + + = +  

ដូចេនះ  2 2A 3 , B a b= = += = += = += = +    ។ 
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លហំត់ទី៤ 

េគដឹងថ b
tanx

a
====   ។ 

ចូររសយថ 
4 4cos x sin x 1

a b a b
+ =+ =+ =+ =

++++  

ដំេណះរសយ 

រសយថ 
4 4cos x sin x 1

a b a b
+ =+ =+ =+ =

++++    

េគមន b
tanx

a
====   នឱំយ 2 b

tan x
a

====   េដយ 
cosx

tan x
sinx

====  

េគបន 
2

2

sin x b
cos x a

====   ឬ  
2 2 2 2cos x sin x cos x sin x 1

a b a b a b
++++= = == = == = == = =
+ ++ ++ ++ +  

េគទញ 
2cos x 1

a a b
====

++++   នឱំយ 
4

2

cos a
(1)

a (a b)
====

++++    

េហយ   
2sin x 1

b a b
====

++++   នឱំយ 
4

2

sin b
(2)

b (a b)
====

++++    

បូកសមភព (1)  និង (2)  អងគ និង អងគេគបន  ៖  
4 4

2 2 2

cos x sin x a b a b 1
a b (a b) (a b) (a b) a b

+++++ = + = =+ = + = =+ = + = =+ = + = =
+ + + ++ + + ++ + + ++ + + +    

ដូចេនះ 
4 4cos x sin x 1

a b a b
+ =+ =+ =+ =

++++   ។ 
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លហំត់ទី៥ 

េគដឹងថ 
41

sinx cosx
29

+ =+ =+ =+ =   ។ 

ចូរគណនផលគុណ sin x.cosx  រួចទញរក sin x  និង  cosx  ។ 

ដំេណះរសយ 

គណនផលគុណ sin x.cosx  

េគមន 2 2 2(sinx cosx) sin x 2sinxcosx cos x+ = + ++ = + ++ = + ++ = + +  

េដយ   
41

sinx cosx
29

+ =+ =+ =+ =   និង 2 2sin x cos x 1+ =+ =+ =+ =  

េគបន 
2

41
1 2sinxcosx

29
     = += += += +    
    

  ឬ 
2 2

2

41 29 840
2sinxcosx

29 841
−−−−= == == == =  

ដូចេនះ 
420

sin x.cosx
841

====   ។   ទញរក sin x   និង  cosx  

េដយេគមន 
41

sinx cosx
29

+ =+ =+ =+ =   និង 
420

sin x.cosx
841

====    

េនះ sin x និងcosx ជឬសសមីករ 2 41 420
X X 0

29 841
− + =− + =− + =− + =   ។ 

បនទ ប់ពីេដះរសយសមីករេនះេគបន 1 2

20 21
X ; X

29 29
= == == == =  

ដូចេនះ 
20 21

sinx ; cosx
29 29

= == == == =   ឬ  
21 20

sinx ; cosx
29 29

= == == == =   ។ 
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លហំត់ទី៦ 

េគដឹងថ tanx cot x a+ =+ =+ =+ =   ែដល o0 x 90< << << << <   និង a 2≥≥≥≥ ។ 

ចូរគណន 3 3tan x cot x++++  ជអនុគមន៍ៃន a  ។ 

ដំេណះរសយ 

គណន 3 3tan x cot x++++  ជអនុគមន៍ៃន a 

េគមន tanx cot x a+ =+ =+ =+ =  

េគបន 2 2(tanx cot x) a+ =+ =+ =+ =  

          
2 2 2tan x 2tanxcot x cot x a+ + =+ + =+ + =+ + =   េដយ tan xcot x 1====    

េគទញ 2 2 2tan x cot x a 2+ = −+ = −+ = −+ = −  

តមសមភព 3 3 2 2A B (A B)(A A.B B )+ = + − ++ = + − ++ = + − ++ = + − +  

េគបន 3 3 2 2tan x cot x (tanx cot x)(tan x tan xcot x cot x)+ = + − ++ = + − ++ = + − ++ = + − +  

                                
2 2a(a 2 1) a(a 3)= − − = −= − − = −= − − = −= − − = −  

ដូចេនះ 3 3 3tan x cot x a 3a+ = −+ = −+ = −+ = −   ។ 
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លហំត់ទ៧ី 

ចំេពះរគប់ x IR∈∈∈∈   ចូររសយបញជ ក់សមភព  ៖  

ក. 
6 6 2 2sin x cos x 1 3sin xcos x+ = −+ = −+ = −+ = −  

ខ. 
8 8 4 4 4 41 1 1 1

(sin x cos x) (sin x cos x) sin xcos x
4 2 4 2

+ − + + =+ − + + =+ − + + =+ − + + =    

ដំេណះរសយ 

រសយបញជ ក់សមភព  ៖  

ក. 
6 6 2 2sin x cos x 1 3sin xcos x+ = −+ = −+ = −+ = −    

េគមន 3 3 2 2 3(a b) a 3a b 3ab b+ = + + ++ = + + ++ = + + ++ = + + +  

ឬ  3 3 3a b (a b) 3ab(a b)+ = + − ++ = + − ++ = + − ++ = + − +  

យក 2a sin x====   និង 2b cos x====   េគបន  ៖  

6 6 2 2 3 2 2 2 2sin x cos x (sin x cos x) 3sin xcos x(sin x cos x)+ = + − ++ = + − ++ = + − ++ = + − +  
េដយ 2 2sin x cos x 1+ =+ =+ =+ =  

ដូចេនះ   6 6 2 2sin x cos x 1 3sin xcos x+ = −+ = −+ = −+ = −    ។ 

ខ. 
8 8 4 4 4 41 1 1 1

(sin x cos x) (sin x cos x) sin xcos x
4 2 4 2

+ − + + =+ − + + =+ − + + =+ − + + =      

េគមន 2 2 2(a b) a 2ab b+ = + ++ = + ++ = + ++ = + +   ឬ 2 2 2a b (a b) 2ab+ = + −+ = + −+ = + −+ = + −  
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ដូចគន ែដរ 4 4 2 2 2 2 2a b (a b ) 2a b+ = + −+ = + −+ = + −+ = + −  

ឬ 24 4 2 2 2a b (a b) 2ab 2a b    + = + − −+ = + − −+ = + − −+ = + − −      

េដយយក 2a sin x====   និង 2b cos x====  េគបនសមភព 
4 4 2 2 2 2 2

2 2

sin x cos x (sin x cos x) 2sin xcos x

1 2sin xcos x

+ = + −+ = + −+ = + −+ = + −
= −= −= −= −  

េហយ  
28 8 2 2 2 2 2 4 4

2 2 2 4 4

2 2 4 4

sin x cos x (sin x cos x) 2sin xcos x 2sin xcos x

(1 2sin xcos x) 2sin xcos x

1 4sin xcos x 2sin xcos x

    + = + − −+ = + − −+ = + − −+ = + − −    

= − −= − −= − −= − −
= − += − += − += − +

 

តងអនុគមន៍ 

8 8 4 41 1 1
f (x) (sin x cos x) (sin x cos x)

4 2 4
= + − + += + − + += + − + += + − + +             

       

2 2 4 4 2 2

2 2 4 4 2 2

4 4
4 4

1 1 1
(1 4sin xcos x 2sin xcos x) (1 2sin xcos x)

4 2 4
1 4sin xcos x 2sin xcos x 2 4sin xcos x 1

4
2sin xcos x 1

sin xcos x
4 2

= − + − − += − + − − += − + − − += − + − − +

− + − + +− + − + +− + − + +− + − + +====

= == == == =

 

ដូចេនះ 8 8 4 4 4 41 1 1 1
(sin x cos x) (sin x cos x) sin xcos x

4 2 4 2
+ − + + =+ − + + =+ − + + =+ − + + =    
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លហំត់ទី៨ 

េគដឹងថ 
m n p

cosa , cosb , cosc
n p p m m n

= = == = == = == = =
+ + ++ + ++ + ++ + +  

ចូរគណនកេនសម  ៖  
2 2 2

2 2 2

sin a sin b sin c
M

2 2cosa sin a 2 2cosb sin b 2 2cosc sin c
= + += + += + += + +

+ − + − + −+ − + − + −+ − + − + −+ − + − + −  

ដំេណះរសយ 

គណនកេនសម  ៖  
2 2 2

2 2 2

sin a sin b sin c
M

2 2cosa sin a 2 2cosb sin b 2 2cosc sin c
= + += + += + += + +

+ − + − + −+ − + − + −+ − + − + −+ − + − + −    

េគមន 2 2sin a 1 cos a (1 cosa)(1 cosa)= − = − += − = − += − = − += − = − +  

និង 2 2 22 2cosa sin a 1 2cosa cos a (1 cosa)+ − = + + = ++ − = + + = ++ − = + + = ++ − = + + = +  

េគបន 
2

2 2

sin a (1 cosa)(1 cosa) 1 cosa
2 2cosa sin a (1 cosa) 1 cosa

− + −− + −− + −− + −= == == == =
+ − + ++ − + ++ − + ++ − + +  

េហយ 
2

2

sin b 1 cosb
2 2cosb sin b 1 cosb

−−−−====
+ − ++ − ++ − ++ − +   

និង  
2

2

sin c 1 cosc
2 2cosc sin c 1 cosc

−−−−====
+ − ++ − ++ − ++ − +    

េគបន  
1 cosa 1 cosb 1 cosc

E
1 cosa 1 cosb 1 cosc

− − −− − −− − −− − −= + += + += + += + +
+ + ++ + ++ + ++ + +  
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m n p1 1 1n p p m m n
m n p

1 1 1
n p p m m n

− −− −− −− − −−−−+ ++ ++ ++ + ++++= + += + += + += + +
+ + ++ + ++ + ++ + +

+ + ++ + ++ + ++ + +

 

              
n p m p m n m n p

1
m n p

+ − + + − + + −+ − + + − + + −+ − + + − + + −+ − + + − + + −= == == == =
+ ++ ++ ++ +  

ដូចេនះ E 1====   ។ 
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លហំត់ទី៩ 

ចូររសយបញជ ក់ថ 2 2| acosx bsinx | a b+ ≤ ++ ≤ ++ ≤ ++ ≤ +   

ដំេណះរសយ 

រសយបញជ ក់ថ 2 2| acosx bsinx | a b+ ≤ ++ ≤ ++ ≤ ++ ≤ +   

ឧបមថ 2 2| acosx bsinx | a b+ ≤ ++ ≤ ++ ≤ ++ ≤ +   ពិត 

សមមូល 2 2 2(acosx bsinx) a b+ ≤ ++ ≤ ++ ≤ ++ ≤ + េដយ 2 2sin x cos x 1+ =+ =+ =+ =   

េនះេគបន 2 2 2 2 2(acosx bsinx) (a b )(sin x cos x)+ ≤ + ++ ≤ + ++ ≤ + ++ ≤ + +  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

a cos x 2absinxcosx b sin x a sin x a cos x b sin x

b cos x

+ + ≤ + ++ + ≤ + ++ + ≤ + ++ + ≤ + +
++++  

ឬ 2 2 2 2a sin x 2absinxcosx b cos x 0− + ≥− + ≥− + ≥− + ≥  

ឬ 2(asinx bcosx) 0− ≥− ≥− ≥− ≥   ពិត 

ដូចេនះ 2 2| acosx bsinx | a b+ ≤ ++ ≤ ++ ≤ ++ ≤ +   ពិត  ។ 

សមគ ល់   ៖   េគមន 2 2 2 2(acosx bsinx) (asinx bcosx) a b+ + − = ++ + − = ++ + − = ++ + − = +  

េដយ 2(asinx bcosx) 0− ≥− ≥− ≥− ≥  េនះេគទញបន  ៖  

2 2 2(acosx bsinx) a b+ ≤ ++ ≤ ++ ≤ ++ ≤ +   ឬ 2 2| acosx bsinx | a b+ ≤ ++ ≤ ++ ≤ ++ ≤ +   ពិត   
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លហំត់ទី១០ 

េគមនរតីេកណ ABC  មួយែដល BC a , AC b , AB c= = == = == = == = =   ។ 

ចូររសយបញជ ក់សមភព 
2 2 2a b c

bccos A accosB abcosC
2

+ ++ ++ ++ ++ + =+ + =+ + =+ + =  

ដំេណះរសយ 

រសយបញជ ក់  
2 2 2a b c

bccos A accosB abcosC
2

+ ++ ++ ++ ++ + =+ + =+ + =+ + =    

តមរទឹសតីបទកូសុីនូស 

េគមនទំនក់ទំនង  ៖    

2 2 2

2 2 2

2 2 2

a b c 2bccos A (1)

b c a 2accosB (2)

c a b 2abcosC (3)

= + −= + −= + −= + −
= + −= + −= + −= + −
= + −= + −= + −= + −

 

បូកទំនក់ទំនង (1) , (2)& (3)  អងគនិងអងគេគបន  ៖  

2 2 2 2 2 2a b c 2(a b c bccos A accosB abcosC)+ + = + + − − −+ + = + + − − −+ + = + + − − −+ + = + + − − −  

ដូចេនះ 
2 2 2a b c

bccos A accosB abcosC
2

+ ++ ++ ++ ++ + =+ + =+ + =+ + =   ។ 

 

 

A

A BC

b
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លហំត់ទី១១ 

េគមនរតីេកណ ABC  មួយែដល BC a , AC b , AB c= = == = == = == = =   ។ 

តង R  និង S េរៀងគន ជក ំនិង ៃផទរកឡៃនរតីេកណ ABC  េនះ ។ 

ចូររសយថ   
2 2 2cos A cosB cosC R(sin A sin B sin C)

a b c 4S
+ ++ ++ ++ ++ + =+ + =+ + =+ + =  

ដំេណះរសយ 

រសយថ  
2 2 2cos A cosB cosC R(sin A sin B sin C)

a b c 4S
+ ++ ++ ++ ++ + =+ + =+ + =+ + =   

តមរទឹសតីបទកូសុីនូស និង សុីនូសអនុវតតន៍កនុងរតីេកណ ABC  េគបន  ៖  

2 2 2a b c 2bccos A= + −= + −= + −= + −   ឬ 
2 2 2cos A b c a

a 2abc
+ −+ −+ −+ −====  

a b c
2R

sin A sinB sinC
= = == = == = == = =  ឬ 

a 2Rsin A

b 2RsinB

c 2RsinC

====
 ====
 ====

   និង 
abc

S
4R

====  

េគបន 
2 2 2 2cos A 4R (sin B sin C sin A)

a 8RS
+ −+ −+ −+ −====  

ឬ        
2 2 2cos A R(sin B sin C sin A)

(1)
a 4S

+ −+ −+ −+ −====    

ដូចគន ែដរ 
2 2 2cosB R(sin A sin C sin B)

(2)
b 4S

+ −+ −+ −+ −====    
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និង         
2 2 2cosC R(sin A sin B sin C)

(3)
c 4S

+ −+ −+ −+ −====    

បូកសមភព (1),(2) &(3)  េគបន  ៖  
2 2 2cos A cosB cosC R(sin A sin B sin C)

a b c 4S
+ ++ ++ ++ ++ + =+ + =+ + =+ + =  ពិត ។ 
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  លហំត់ទី១២ 

កនុងរគប់រតីេកណ ABC ចូររសយថ  ៖  
2(sin A sinB sinC)

(1 cos A)(1 cosB)(1 cosC)
2

+ ++ ++ ++ ++ + + =+ + + =+ + + =+ + + =   

ដំេណះរសយ 

រសយបញជ ក់ថ   
2(sin A sinB sinC)

(1 cos A)(1 cosB)(1 cosC)
2

+ ++ ++ ++ ++ + + =+ + + =+ + + =+ + + =    

តងរជុង BC a , AC b , AB c= = == = == = == = =   និង 
a b c

p
2

+ ++ ++ ++ +====  ជកនលះបរមិរត 

យក Rជករំងវង់ចរកឹេរក និង S ជៃផទរកឡរបស់ ABC∆∆∆∆  ។ 

តមរទឹសតីបទកូសុីនូសេគមន 2 2 2a b c 2bccos A= + −= + −= + −= + −  

េគបន 2 2 2a (b 2bc c ) 2bc(1 cos A)= + + − += + + − += + + − += + + − +  

េគទញ 
2 2(b c) a (b c a)(b c a)

1 cos A
2bc 2bc

+ − + + + −+ − + + + −+ − + + + −+ − + + + −+ = =+ = =+ = =+ = =  

េដយ 
a b c

p
2

+ ++ ++ ++ +====  េនះ  a b c 2p+ + =+ + =+ + =+ + =  និង b c a 2(p a)+ − = −+ − = −+ − = −+ − = −  

េគបន 
4p(p a) 2p(p a)

1 cos A
2bc bc

− −− −− −− −+ = =+ = =+ = =+ = =  
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ដូចគន ែដរ 
2p(p b) 2p(p c)

1 cosB , 1 cosC
ac ab

− −− −− −− −+ = + =+ = + =+ = + =+ = + =  

េគបន 
2

2

8p .p(p a)(p b)(p c)
(1 cos A)(1 cosB)(1 cosC) (1)

(abc)
− − −− − −− − −− − −+ + + =+ + + =+ + + =+ + + =  

តមរូបមនតេហរ ៉ុង 
abc

S p(p a)(p b)(p c)
4R

= − − − == − − − == − − − == − − − =  

េគទញ 2 2

p(p a)(p b)(p c) 1
(2)

(abc) 16R
− − −− − −− − −− − − ====  

យកទំនក់ទំនង (2) ជំនួសកនុង (1) េគបន  ៖  
22

2

8p 1 p
(1 cos A)(1 cosB)(1 cosC) . (3)

16R 2 R
    + + + = =+ + + = =+ + + = =+ + + = =     
    

 

តមរទឹសតីបទសុីនូស 
a b c

2R
sin A sinB sinC

= = == = == = == = =  

េគទញ 
a b c 2p p

sin A sinB sinC (4)
2R 2R R

+ ++ ++ ++ ++ + = = =+ + = = =+ + = = =+ + = = =  

តម (3) និង (4) េគបនទំនក់ទំនង  ៖  
2(sin A sinB sinC)

(1 cos A)(1 cosB)(1 cosC)
2

+ ++ ++ ++ ++ + + =+ + + =+ + + =+ + + =   ពិត ។ 
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សមគ ល់   ៖ េគអចសួរបែនថមេទៀតេដយឱយរសយបញជ ក់ថ ៖  
23

cos A cosB cosC sin A sinB sinC
1

3 2

+ + + ++ + + ++ + + ++ + + +        + ≥+ ≥+ ≥+ ≥         
         

  

េដយេរបវសិមភពមធយមនពវនត មធយមធរណីមរតេគបន  ៖  
3

1 cos A 1 cosB 1 cosC
(1 cos A)(1 cosB)(1 cosC)

3
+ + + + ++ + + + ++ + + + ++ + + + +    + + + ≤+ + + ≤+ + + ≤+ + + ≤     

    
 

ឬ 
3

cos A cosB cosC
(1 cos A)(1 cosB)(1 cosC) 1

3
+ ++ ++ ++ +    + + + ≤ ++ + + ≤ ++ + + ≤ ++ + + ≤ +    

    
 

េដយ 
2(sin A sinB sinC)

(1 cos A)(1 cosB)(1 cosC)
2

+ ++ ++ ++ ++ + + =+ + + =+ + + =+ + + =    

ដូចេនះ 
23

cos A cosB cosC sin A sinB sinC
1

3 2

+ + + ++ + + ++ + + ++ + + +        + ≥+ ≥+ ≥+ ≥         
         

  ពិត។ 
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លហំត់ទី១៣ 

កនុងរគប់រតីេកណចូររសយថ  ៖  
2

(p a)(p b)(p c)
(1 cos A)(1 cosB)(1 cosC) 8

abc
− − −− − −− − −− − −    − − − =− − − =− − − =− − − =     

    
  

ែដល a , b , c ជរជុងរតីេកណ  ABC   និង 
a b c

p
2

+ ++ ++ ++ +====  ។ 

ដំេណះរសយ 

តមរទឹសតីបទកូសុីនូសេគមន 2 2 2a b c 2bccos A= + −= + −= + −= + −  

េគបន 2 2 2a (b 2bc c ) 2bc(1 cos A)= − + + −= − + + −= − + + −= − + + −  

េគទញ 
2 2a (b c) (a b c)(a b c)

1 cos A
2bc 2bc

− − + − − +− − + − − +− − + − − +− − + − − +− = =− = =− = =− = =  

េដយ 
a b c

p
2

+ ++ ++ ++ +====  េនះ  a b c 2(p c)+ − = −+ − = −+ − = −+ − = −  និង a b c 2(p b)− + = −− + = −− + = −− + = −  

េគបន 
4(p b)(p c) 2(p b)(p c)

1 cos A
2bc bc

− − − −− − − −− − − −− − − −− = =− = =− = =− = =  

ដូចគន ែដរ 2(p a)(p c) 2(p a)(p b)
1 cosB ;1 cosC

ac ab
− − − −− − − −− − − −− − − −− = − =− = − =− = − =− = − =  

ដូចេនះ 
2

(p a)(p b)(p c)
(1 cos A)(1 cosB)(1 cosC) 8

abc
− − −− − −− − −− − −    − − − =− − − =− − − =− − − =     

    
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លហំត់ទី១៤ 

េគឱយរតីេកណ ABC  មួយ ។ 

ក. ចូររសយបញជ ក់ថ  
2a

1 cos A
2bc

− ≤− ≤− ≤− ≤   

ែដល a , b , c  ជរជុងរតីេកណ  ABC   ។ 

ខ. ទញបញជ ក់ថ 1
(1 cos A)(1 cosB)(1 cosC)

8
− − − ≤− − − ≤− − − ≤− − − ≤   ។ 

ដំេណះរសយ 

ក.រសយបញជ ក់ថ  
2a

1 cos A
2bc

− ≤− ≤− ≤− ≤    

តមរទឹសតីបទសុីនូសេគមន 2 2 2a b c 2bccos A= + −= + −= + −= + −  

តមវសិមភពមធយមនពវនត មធយមធរណីមរតេគមន  2 2b c 2bc+ ≥+ ≥+ ≥+ ≥  

េគទញ  2a 2bc 2bccos A 2bc(1 cos A)≥ − = −≥ − = −≥ − = −≥ − = −  

ដូចេនះ 
2a

1 cos A
2bc

− ≤− ≤− ≤− ≤   ។ 

ខ. ទញបញជ ក់ថ 
1

(1 cos A)(1 cosB)(1 cosC)
8

− − − ≤− − − ≤− − − ≤− − − ≤  

តមសរមយខងេលេគមន  
2a

1 cos A (1)
2bc

− ≤− ≤− ≤− ≤    



គណិតវទិយ 
 

 

 

Prepared by LIM PHALKUN Page 119 

 

រសយដូចគន ែដរ 
2b

1 cosB (2)
2ac

− ≤− ≤− ≤− ≤   និង 
2c

1 cosC (3)
2ab

− ≤− ≤− ≤− ≤  

គុណវសិមភព (1) , (2) , (3)  អងគ និង អងគេគទទួលបន  ៖  

1
(1 cos A)(1 cosB)(1 cosC)

8
− − − ≤− − − ≤− − − ≤− − − ≤     ពិត ។ 
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លហំត់ទី១៥ 

េគឱយរតីេកណ ABC  មួយ ។ 

ក. ចូររសយបញជ ក់ថ  2 2 2sin A sin B sin C 2sinBsinCcos A= + −= + −= + −= + −   

ខ. ទញបញជ ក់ថ  ៖  
2 2 2sin A sin B sin C

cot A cot B cotC
2sin AsinBsinC

+ ++ ++ ++ ++ + =+ + =+ + =+ + =    

ដំេណះរសយ 

ក.រសយបញជ ក់ថ  2 2 2sin A sin B sin C 2sinBsinCcos A= + −= + −= + −= + −  

តង a , b , c ជរជុងរតីេកណ  ABC   និង R  ជករំងវង់ចរកឹេរករតី 

េកណ។  តមរទឹសតីបទសុីនូស 
a b c

2R
sin A sinB sinC

= = == = == = == = =  

េគទញ  
a 2Rsin A

b 2rsinB (1)

c 2RsinC

====
 ====
 ====

 

តមរទឹសតីបទកូសុីនូស 2 2 2a b c 2bccos A (2)= + −= + −= + −= + −  

យក (1) ជំនួសកនុង (2) េគបន  ៖  

2 2 2 2 24R sin A 4R (sin B sin C 2sinBsinCcos A)= + −= + −= + −= + −  
សរមួល 24R  កនុងអងគទងំពីរៃនសមភពេគបន  ៖  
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2 2 2sin A sin B sin C 2sinBsinCcos A= + −= + −= + −= + −   ពិត 

ដូចេនះ 2 2 2sin A sin B sin C 2sinBsinCcos A= + −= + −= + −= + −  ។ 

ខ. ទញបញជ ក់ថ  ៖  
2 2 2sin A sin B sin C

cot A cot B cotC
2sin AsinBsinC

+ ++ ++ ++ ++ + =+ + =+ + =+ + =   

តមសរមយខងេលេគមន  
2 2 2sin A sin B sin C 2sinBsinCcos A= + −= + −= + −= + −  

េគទញ 
2 2 2sin B sin C sin A

cos A
2sinBsinC
+ −+ −+ −+ −====   េដយ 

cos A
cot A

sin A
====  

េគបន 
2 2 2sin B sin C sin A

cot A (i)
2sin AsinBsinC

+ −+ −+ −+ −====   

រសយដូចគន ែដរេគទទួលបន 
2 2 2sin A sin C sin B

cot B (ii)
2sin AsinBsinC

+ −+ −+ −+ −====  

និង 
2 2 2sin A sin B sin C

cotC (iii)
2sin AsinBsinC

+ −+ −+ −+ −====  

េធវផលបូកសមភព (i) , (ii) & (iii)  េគបន  ៖  
2 2 2sin A sin B sin C

cot A cot B cotC
2sin AsinBsinC

+ ++ ++ ++ ++ + =+ + =+ + =+ + =    ពិត 

ដូចេនះ 
2 2 2sin A sin B sin C

cot A cot B cotC
2sin AsinBsinC

+ ++ ++ ++ ++ + =+ + =+ + =+ + =   ។ 
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លហំត់ទី១៦ 

េគឱយរតីេកណ ABC  មួយមនមំុ A,B,C ជមំុរសួចែដលេផទៀងផទ ត់ 

សមភព 
1 1 1 1

cot A cot B cotC
2 sin A sinB sinC
    + + = + ++ + = + ++ + = + ++ + = + +    
    

  ។ 

ចូររសយថ ABC  ជរតីេកណសមងស័ ? 

ដំេណះរសយ 

រសយថ ABC  ជរតីេកណសមងស័ 

តង a , b , c ជរជុង និង S ជៃផទរកឡៃនរតីេកណ ABC    

េគមន 
1 1 1

S bcsin A acsinB absinC
2 2 2

= = == = == = == = =  

េគទញបន 
2S 2S 2S

sin A , sinB , sibC
bc ac ab

= = == = == = == = =  

េគបន 

2 2 2

2 2 2
b c a

cos A b c a2bccot A
2Ssin A 4S
bc

+ −+ −+ −+ −
+ −+ −+ −+ −= = == = == = == = =  

េហយ 
2 2 2 2 2 2a c b a b c

cot B , cotC
4S 4S

+ − + −+ − + −+ − + −+ − + −= == == == =  

េគបន 
2 2 2a b c

cot A cot B cotC (1)
4S

+ ++ ++ ++ ++ + =+ + =+ + =+ + =  
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ម៉យងេទៀត 
1 1 1 bc ca ab

(2)
sin A sinB sinC 2S

+ ++ ++ ++ ++ + =+ + =+ + =+ + =  

តមសមមតិកមម 
1 1 1 1

cot A cot B cotC (3)
2 sin A sinB sinC
    + + = + ++ + = + ++ + = + ++ + = + +    
    

 

យកសមីករ (1) & (2)   ជំនួសកនុង (3)  េគបន  ៖  

   

2 2 2a b c ab bc ca
4S 4S

+ + + ++ + + ++ + + ++ + + +====  

ឬ 2 2 2a b c ab bc ca+ + = + ++ + = + ++ + = + ++ + = + +  

ទំនក់ទំនងេនះសមមូល 2 2 2(a b) (b c) (c a) 0− + − + − =− + − + − =− + − + − =− + − + − =  

េគទញ 
a b 0

b c 0

c a 0

− =− =− =− =
 − =− =− =− =
 − =− =− =− =

  នឱំយ a b c= == == == =   ។ 

េដយរតីេកណ ABC  មនរជុងបីេសមគន វជរតីេកណសមងស័ ។ 

សមគ ល់   ៖  

េដយេគអចរសយថ 
2 2 2sin A sin B sin C

cot A cot B cotC
2sin AsinBsinC

+ ++ ++ ++ ++ + =+ + =+ + =+ + =  

េហយសមមតិកមម 
1 1 1 1

cot A cot B cotC
2 sin A sinB sinC
    + + = + ++ + = + ++ + = + ++ + = + +    
    

  

េគទញបនសមីករ  ៖  
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2 2 2sin A sin B sin C 1 1 1 1
2sin AsinBsinC 2 sin A sinB sinC

+ ++ ++ ++ +     = + += + += + += + +    
    

 

2 2 2

2 2 2

sin A sin B sin C sin AsinB sinBsinC sinCsin A

(sin A sinB) (sinB sinC) (sinC sin A) 0

+ + = + ++ + = + ++ + = + ++ + = + +
− + − + − =− + − + − =− + − + − =− + − + − =  

េគទញ 
sin A sinB 0

sinB sinC 0

sinC sin A 0

− =− =− =− =
 − =− =− =− =
 − =− =− =− =

  នឱំយ sin A sinB sinC= == == == =  

ឬ  A B C= == == == =   េនះ ABC  ជរតីេកណសមងស័ ។  
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លហំត់ទី១៧ 

េគឱយរតីេកណ ABC  មួយមនរជុង AB 5cm====  និងមនៃផទរកឡ  
2S 6cm==== ។ គណនតៃមល cot A cot B++++  ។  

ដំេណះរសយ 

គណនតៃមល cot A cot B++++  

 

 

 

 

 

សង់កំពស់ CH  ៃន ABC∆∆∆∆   ។ 

េគមន 
AH

cot A
CH

====   និង 
HB

cotC
CH

====  

េគបន 
2 2AH HB AB AB AB

cot A cot B
CH CH AB.CH 2S

+++++ = = = =+ = = = =+ = = = =+ = = = =  

េដយ 2AB 5 cm & S 6cm= == == == =  

ដូចេនះ 
25

cot A cot B
12

+ =+ =+ =+ =   ។ 

 

B

A AH
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លហំត់ទី១៨ 

តង R  ជករំងវង់ចរកឹកនុង និង S ជៃផទរកឡៃនរតីេកណ ABC  មួយ ។ 

ក. ចូររសយថ 
22R

(cot A cot B)(cot B cotC)(cotC cot A)
S

+ + + =+ + + =+ + + =+ + + =   

ខ. េប ABC  ជមំុរសួចេនះចូរទញឱយបនថ  ៖ 
1

cos AcosBcosC
8

≤≤≤≤    

ដំេណះរសយ 

រសយថ 
22R

(cot A cot B)(cot B cotC)(cotC cot A)
S

+ + + =+ + + =+ + + =+ + + =   

 

 

 

 

 

គូសកំពស់ aAA' h====  ៃន ABC∆∆∆∆  ។ តង BC a , AC b , AB c= = == = == = == = =  ។ 

កនុងរតីេកណែកង ABA' & AA'C  េគមន៖ 

BA' A'C
cot B ; cotC

AA' AA'
= == == == =  

េគបន 
2

a

BA' A'C a a
cot B cotC

AA' h 2S
+++++ = = =+ = = =+ = = =+ = = =   

A

A BA '
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 ែដល S ជៃផទរកឡ ABC∆∆∆∆ ។ 

ដូចគន ែដរ 
2 2b c

cotC cot A , cot A cot B
2S 2S

+ = + =+ = + =+ = + =+ = + =  

េគបន 
2 2 2

3

a b c
(cot A cot B)(cot B cotC)(cotC cot A)

8S
+ + + =+ + + =+ + + =+ + + =  

េដយ 
abc

S
4R

====  េនះ abc 4RS====  

េគបន 
2 2

3

16R S
(cot A cot B)(cot B cotC)(cotC cot A)

8S
+ + + =+ + + =+ + + =+ + + =  

ដូចេនះ 
22R

(cot A cot B)(cot B cotC)(cotC cot A)
S

+ + + =+ + + =+ + + =+ + + =   ។ 

ខ. ទញ ឱយបនថ  ៖ 
1

cos AcosBcosC
8

≤≤≤≤   

តមសរមយខងេលេគមន  ៖  

 

22R
(cot A cotB)(cot B cotC)(cotC cot A) (i)

S
+ + + =+ + + =+ + + =+ + + =    

េប ABC  ជមំុរសួចេនះ cot A 0 , cot B 0 , cotC 0> > >> > >> > >> > >  

តមវសិមភព មធយមនពវនត មធយមធរណីមរតេគមន  ៖  

cot A cot B 2 cot Acot B , cot B cotC 2 cot BcotC

cotC cot A 2 cotCcot A

+ ≥ + ≥+ ≥ + ≥+ ≥ + ≥+ ≥ + ≥

+ ≥+ ≥+ ≥+ ≥
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គុណវសិមភពខងេលេនះ អងគ និង អងគ េគបន  

(cot A cotB)(cot B cotC)(cotC cot A) 8cot Acot BcotC (ii)+ + + ≥+ + + ≥+ + + ≥+ + + ≥  

តម (i)&(ii)  េគទញបន 
22R

8cot Acot BcotC
S

≤≤≤≤  

ែត 
3

2abc 8R sin AsinBsinC
S 2R sin AsinBsinC

4R 4R
= = == = == = == = =  

េគបន 
2

2

2R
8cot Acot BcotC

2R sin AsinBsinC
≤≤≤≤  

ដូចេនះ  
1

cos AcosBcosC
8

≤≤≤≤   ។ 
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លហំត់ទី១៩ 

េគឱយរតីេកណ ABC  មួយមនរជុង BC a , AC b , AB c= = == = == = == = =   

 ចរកឹកនុងរងវង់មួយមនផចិត O និង ក ំR   ។  

តង S និង OBCS  ជៃផទរកឡៃន OBC∆∆∆∆ និង ABC∆∆∆∆  េរៀងគន  ។  

សនមតថ A,B,C  ជមំុរសួច ។ 

ក. ចូររសយថ 2
OBC

1
S a cot A

4
====  ។ 

ខ. ចូរទញបងហ ញថ 2 2 2a cot A b cot B c cotC 4S+ + =+ + =+ + =+ + =  ។ 

គ. ចូរទញបងហ ញថ 2

abc
acos A bcosB ccosC

2R
+ + =+ + =+ + =+ + =     ។ 

ដំេណះរសយ 

ក. រសយថ 2
OBC

1
S a cot A

4
====   

 

 

 

 

 

 

A

A B

O

K
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តង K  ជចំណុចកណត លៃនរជុង [BC]  េនះ [OK] [BC]⊥⊥⊥⊥   ។ 

េគមន 
BOC

BOK BAC A
2

∠∠∠∠∠ = = ∠ = ∠∠ = = ∠ = ∠∠ = = ∠ = ∠∠ = = ∠ = ∠   ។ 

កនុងរតីេកណែកង OBK  េគមន  ៖  

OK 2OK 2OK
cot BOK cot A

BK BC a
∠ = = = =∠ = = = =∠ = = = =∠ = = = =  

េគទញ 
1

OK acot A
2

====  ។ 

រកឡៃផទៃនរតីេកណ OBC  គឺ 2
OBC

1 1
S BC.OK a cot A

2 4
= == == == =   ពិត 

ដូចេនះ  2
OBC

1
S a cot A

4
====  ។ 

ខ. ទញបងហ ញថ 2 2 2a cot A b cot B c cotC 4S+ + =+ + =+ + =+ + =  

តមសរមយខងេលេគមន 2
OBC

1
S a cot A

4
====  

ដូចគន ែដរ 2
OCA

1
S b cot B

4
====   និង 2

OAB

1
S c cotC

4
====  

េដយ OBC OCA OABS S S S= + += + += + += + +  

េគបន 2 2 21
S (a cot A b cot B c cotC)

4
= + += + += + += + +  

ដូចេនះ 2 2 2a cot A b cot B c cotC 4S+ + =+ + =+ + =+ + =   ។ 
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គ. ទញបងហ ញថ 2

abc
acos A bcosB ccosC

2R
+ + =+ + =+ + =+ + =    

េគមន 2 2 2 abc
a cot A b cot B c cotC 4S

R
+ + = =+ + = =+ + = =+ + = =   េរពះ 

abc
S

4R
====  

េដយ 2 2a
a cot A .acos A 2Racos A , b cot B 2RbcosB

sin A
= = == = == = == = =  

េនះេគបន 2

abc
acos A bcosB ccosC

2R
+ + =+ + =+ + =+ + =   ។ 
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លហំត់ទី២០ 

េគឱយរតីេកណ ABC  មួយមនរជុង BC a , AC b , AB c= = == = == = == = =   ។ 

តង 
a b c

p
2

+ ++ ++ ++ +====  ជកនលះបរមិរត េហយ r  និង R  ជករំងវង់ចរកឹ 

កនុង និង ករំងវង់ចរកឹេរកៃនរតីេកណ ABC  េរៀងគន  ។ 

ចូររសយបញជ ក់ថ  ៖  

ក. 
2 2ab bc ca p r 4rR+ + = + ++ + = + ++ + = + ++ + = + +   

ខ. 
2 2 2 2 2a b c 2p 2r 8rR+ + = − −+ + = − −+ + = − −+ + = − −   

គ. 
3 3 3 2 2a b c 3abc 2p(p 3r 12rR)+ + − = − −+ + − = − −+ + − = − −+ + − = − −  

ដំេណះរសយ 

រសយបញជ ក់ថ  ៖  

ក. 
2 2ab bc ca p r 4rR+ + = + ++ + = + ++ + = + ++ + = + +  

តមរូបមនតេហរ ៉ុង S p(p a)(p b)(p c)= − − −= − − −= − − −= − − −  

ែតេគមន S pr====  េនះេគបនសមីករ 

pr p(p a)(p b)(p c)= − − −= − − −= − − −= − − −  

េលកអងគទងំពីរជកេរេគបន  ៖  
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2 2

2 3 2

p r p(p a)(p b)(p c)

pr p (a b c)p (ab bc ca)p abc

= − − −= − − −= − − −= − − −
= − + + + + + −= − + + + + + −= − + + + + + −= − + + + + + −  

េដយ a b c 2p+ + =+ + =+ + =+ + =  េហយ abc 4R.S 4R.pr= == == == =
 

2 3 3

2 3

pr p 2p (ab bc ca)p 4R.pr

pr p (ab bc ca)p 4rRp

= − + + + −= − + + + −= − + + + −= − + + + −
= − + + + −= − + + + −= − + + + −= − + + + −  

េគទញ 
2 3pr p 4rRp

ab bc ca
p

+ ++ ++ ++ ++ + =+ + =+ + =+ + =  

ដូចេនះ 2 2ab bc ca p r 4rR+ + = + ++ + = + ++ + = + ++ + = + +   

ខ. 
2 2 2 2 2a b c 2p 2r 8rR+ + = − −+ + = − −+ + = − −+ + = − −  

េគមន 2 2 2 2a b c (a b c) 2(ab bc ca)+ + = + + − + ++ + = + + − + ++ + = + + − + ++ + = + + − + +  

េដយ a b c 2p+ + =+ + =+ + =+ + =   និង 2 2ab bc ca p r 4rR+ + = + ++ + = + ++ + = + ++ + = + +   

ដូចេនះ 2 2 2 2 2a b c 2p 2r 8rR+ + = − −+ + = − −+ + = − −+ + = − −   ។ 

គ. 
3 3 3 2 2a b c 3abc 2p(p 3r 12rR)+ + − = − −+ + − = − −+ + − = − −+ + − = − −   

េគមនសមភព  ៖  

3 3 3 2a b c 3abc (a b c)[(a b c) 3(ab bc ca)]+ + − = + + + + − + ++ + − = + + + + − + ++ + − = + + + + − + ++ + − = + + + + − + +  

េដយ a b c 2p+ + =+ + =+ + =+ + =   និង 2 2ab bc ca p r 4rR+ + = + ++ + = + ++ + = + ++ + = + +   

ដូចេនះ 3 3 3 2 2a b c 3abc 2p(p 3r 12rR)+ + − = − −+ + − = − −+ + − = − −+ + − = − −   ។ 
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លហំត់ទី២១ 

េគឱយរតីេកណ ABC  មួយ ។ D  ជចំណុចមួ◌ួៃនរជុង [BC]   

 ែដល BAD∠ = α∠ = α∠ = α∠ = α និង DAC∠ = β∠ = β∠ = β∠ = β  ។ 

ចូររសយបញជ ក់ថ 
BC sin sin
AD sinB sinC

α βα βα βα β= += += += +   ? 

ដំេណះរសយ 

រសយបញជ ក់ថ 
BC sin sin
AD sinB sinC

α βα βα βα β= += += += +    

តមរទឹសតីបទសុីនូសអនុវតតន៍ 

កនុង ABD& ADC∆ ∆∆ ∆∆ ∆∆ ∆  

េគមន  
BD AD

sin sinB
====

αααα  

ឬ 
sin

BD .AD (1)
sinB

αααα====  

េហយ 
DC AD
sin sinC

====
ββββ    ឬ  

sin
DC .AD (2)

sinC
ββββ====  

បូកទំនក់ទំនង (1) & (2)   េគបន៖ 

 
sin sin

BD DC .AD
sinB sinC

α βα βα βα β    + = ++ = ++ = ++ = +    
    

   

αααα ββββ

A

DA B
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េដយ BD DC BC+ =+ =+ =+ =  េនះ sin sin
BC .AD

sinB sinC
α βα βα βα β    = += += += +    

    
   

ដូចេនះ BC sin sin
AD sinB sinC

α βα βα βα β= += += += +    ។ 
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ជំពូកទី៥ 

ធរណីមរតកនងុបលង់ 

 

១-កូអរេដេនៃនចំណុចេនេលបនទ ត់ចំនួនពិត 

 ក/បនទ ត់ចំនួនពិត 

  

  

 ឧបមថចំណុច P មួយសថិតេនចមង យ 2 ឯកតខងេឆវងគល់ O និង 

 ចំណុច Q មួយសថិតេនចមង យ 4 ឯកតខងសត ំគល់ O ៃនបនទ ត់ 

 ចំនួនពិត ។ 

 េគថ P មនកូអរេដេន 2−  និង Q មនកូអរេដេន 4+  ឬ 4 ។ 

 េគសរេសរ P( 2)−   និង Q(4)  ។ 

 ជទូេទជទូេទជទូេទជទូេទ៖  រគប់ចំណុច M  ៃនបនទ ត់ចំនួនពិត  មនចំនួនពិត x  ែតមួយ
គត់ែដលជកូអរេដេនរៃនចំណុច M  េហយេគកំណត់សរេសរ M(x) ។ 
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 ខ/ចមង យរវងបនទ ត់ចំនួនពិត 

  

  

 ឧបមថចំណុច A  មួយសថិតេនចមង យ 2 ឯកតខងេឆវងគល់ O និង 

 ចំណុចBមួយសថិតេនចមង  4ឯកតខងសត ំគល់ O ៃនបនទ ត់ចំនួនពិត 

 ចូររកចមង យរវងចំណុច A  និង B  ? 

 តមរូបខងេលេយងពិនិតយេឃញថចមង យរវងពីរចំណុច A  និង B េសម 

 នឹង 6 ឯកត ។  

 េគសរេសរ AB | 4 ( 2) | 4 2 6= − − = + = ឯកត ។ 

 ជទូេទជទូេទជទូេទជទូេទ៖ ចមង យរវងពីរចំណុច A(a) និង B(b) គឺ ៖ 

 AB | b a | | a b |= − = −   ។ 

 ឧទហរណ៍១៖ េនេលបនទ ត់ចំនួនពិតមួយេគមនពីរចំនុច AA(x )  

 និង BB(x )  ែដល Ax  និង Bx  ជឬសសមីករ 2x 11x 28 0− + =  ។ 

 ចូរគណនចមង យ AB   ? 

 េគបន B AAB | x x |= −  

 េគមន Ax  និង Bx  ជឬសសមីករ 2x 11x 28 0− + =    

 

 

 

 

 



គណិតវទិយ 
 

 

 

Prepared by LIM PHALKUN Page 138 

 

 2 2( 11) 4(1)(28) 121 112 9 3∆ = − − = − = =  

 េគទញឬស A B

11 3 11 3
x 4 , x 7

2 2

− += = = =  

 ដូចេនះ AB | 7 4 | 3= − =   ។ 

 ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍២២២២៖  

 េគមនសមីករ 2(E) :x 2(m 1)x 4(m 6) 0− − + − =  

 ( m IR∈  ជបរ៉ែ៉ម៉រត ) 

 េនេលបនទ ត់ចំនួនពិតមួយេគពិនិតយពីរចំនុច AA(x ) និង BB(x )  ែដល  

 Ax  និង Bx  ជឬសសមីករ (E) ។ 

 ក/ចូរគណនចមង យ AB  ជអនុគមន៍ៃន m ? 

 ខ/កំណត់ mេដមបីឲយAB មនតៃមលអបបបរម រួចរកតៃមលអបបបរមេនះ  

 ដំេណះរសយដំេណះរសយដំេណះរសយដំេណះរសយ    

 ក/គណនចមង យ AB  ជអនុគមន៍ៃន m  ៖ 

 េដយ Ax  និង Bx  ជឬសសមីករ (E) េនះតមរទឹសតីបទែវយតេគមន 

 A B

b
x x 2(m 1) (1)

a
+ = − = −   និង A B

c
x x 4(m 6) (2)

a
= = −  
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 េគបន ៖ 

 2 2
B A B A A B A BAB | x x | (x x ) (x x ) 4x x (3)= − = − = + −  

 យកទំនក់ទំនង (1) និង (2) ជំនួសកនងុ (3) េគបន ៖ 

 2 2AB 4(m 1) 16(m 6) 2 m 6m 25= − − − = − +  

 ដូចេនះ 2AB 2 (m 3) 16= − +   ។ 

 ខ/កំណត់ m  េដមបីឲយ AB  មនតៃមលអបបបរម៖ 

 តមសរមយខងេលេគមន  2AB 2 (m 3) 16= − +    

 េដយរគប់ m IR∈ េគមន 2(m 3) 0− ≥  

 េហតុេនះេដមបីឲយAB  មនតៃមលអបបបរមលុះរតែត 2(m 3) 0− =  

 ដូចេនះ m 3=   ។ 

 រកតៃមលអបបបរមៃន AB  ៖ 

 ចំេពះ m 3=   េគបន minAB 2 16 8= =  ឯកតរបែវង ។ 
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 គ/ចំណុចែចកកនុង 

 និយមន័យនិយមន័យនិយមន័យនិយមន័យ ៖ េគឲយចំណុច P មួយេនេលអងកត់ AB  ។ 

 េបចំណុច Pេផទៀងផទ ត់លកខខណឌ  AP : PB m : n=  ឬ AP m

PB n
=   

 ចំេពះរគប់ m 0,n 0> >  េនះេគថចំណុច P ែចកអងកត់ABខងកនុង 

 តមផលេធៀប m

n
  ។ 

 

  

  

 រទឹសតីបទ៖   AA(x )   និង BB(x )  ជពីរចំណុចៃនបនទ ត់ចំនួនពិត ។ 

 េប PP(x ) ជចំនុចែចកកនុងៃនអងកត់ AB  តមផលេធៀប m

n
  

 េនះេគបន      B A
P

mx nx
x

m n

+=
+

  ែដល m 0 , n 0> >   ។ 
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 សរមយបញជ ក់ 

 

  

  

 

តមនិយមន័យេប PP(x ) ជចំនុចែចកកនុងៃនអងកត់ AB  តមផលេធៀប m

n
  

េនះ  AP m

PB n
=   េដយ  P A B AAP x x , PB x x= − = −  

េគបន P A

B P

x x m

x x n

− =
−

  ឬ  B P P Am(x x ) n(x x )− = −  

                                  
B P P A

P B A

B A
P

mx mx nx nx

(m n)x mx nx

mx nx
x

m n

− = −
+ = +

+=
+

 

ដូចេនះ  B A
P

mx nx
x

m n

+=
+

  ។ 
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សមគ ល់ ៖ េប m n=   េនះ B A A B
P

mx mx x x
x

m m 2

+ += =
+

 នឲំយ Pជ

ចំណុចកណត លៃនអងកត់ AB   ។ 

ឧទហរណ៍១ ៖ េនេលបនទ ត់ចំនួនពិតេគមនពីរចំនុច A(2)   និង B(7) ។ 

រកចំណុច P ែចកកនុងៃនអងកត់ AB  តមផលេធៀប 2

3
  ។ 

តមរូបមនត B A
P

mx nx
x

m n

+=
+

  េដយ A B

m 2
x 2 , x 7 ,

n 3
= = =  

េគបន P

2(7) 3(2) 20
x 4

2 3 5

+= = =
+

  ។ 

ដូចេនះ P(4)  ។ 

ឧទហរណ៍២ ៖  

េគឲយសមីករ 2(E) : x (2m 1)x 3m 1 0− − + − =  ែដល mជបរ៉ែ៉ម៉រត។ 

េគពិនិតយចំណុចពីរ AA(x )   និង BB(x )   ែដល Ax  និង Bx ជឬសៃន (E) 

ក/រកលកខខណឌ m  េដមបីឲយសមីករ (E)មនឬសពីរេផសងគន  ។ 

ខ/កំណត់ m  េដមបីឲយចំណុច P(4) ែចកកនុងៃនអងកត់ABតមផលេធៀប 2

3
 ។ 
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ដំេណះរសយ 

ក/រកលកខខណឌ m  េដមបីឲយសមីករ (E)មនឬសពីរេផសងគន  ៖ 

    2(E) : x (2m 1)x 3m 1 0− − + − =  

ឌីរសគីមីណង់ៃនសមីករ 2 2(2m 1) 4(3m 1) 4m 16m 5∆ = − − − = − +  

                                   24(m 2) 11∆ = − −  

េដមបីឲយសមីករ (E)មនឬសពីរេផសងគន លុះរតែត 0∆ >  

េគទញ 24(m 2) 11 0− − >  

សមមូល 11
| m 2 |

2
− >  

សមមូល 11
m 2

2
− >   ឬ  11

m 2
2

− < −  

ដូចេនះ 11
m 2

2
> +   ឬ  11

m 2
2

< −  ។ 

ខ/កំណត់ m  ៖ 

េដមបីឲយចំណុច P(4) ែចកកនុងៃនអងកត់ABតមផលេធៀប 2

3
 លុះរតែត ៖ 

B A
P

mx nx
x

m n

+=
+

  ឬ  B A2x 3x
4

5

+ =  នឲំយ A B3x 2x 20 (1)+ =  

េដយ Ax   និង Bx  ជឬសរបស់ (E) េនះតមរទឹសតីបទែវយតេគបន ៖ 
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A Bx x 2m 1 (2)+ = −    និង  A Bx x 3m 1 (3)= −  

យកសមីករ (2) គុណនឹង 2−  រួចបូកជមួយសមីករ(1)អងគនិងអងគេគបន 

Ax 4m 22= − +   េហយតម (2)េគទញ Bx 6m 23= −   

យក Ax 4m 22= − +   និង Bx 6m 23= −  ជួសកនុង (3) េគបន ៖ 

2

2

2 2

( 4m 22)(6m 23) 3m 1

24m 92m 132m 506 3m 1

24m 221m 505 0

( 221) 4(24)(505) 361 19

− + − = −
− + + − = −

− + =
∆ = − − = =

 

េគទញឬស 1 2

221 19 221 19 101
m 5 ; m

48 48 24

+ −= = = =  

េដយ 11
m 2

2
> +   (តមសរមយខងេល) 

ដូចេនះ 1 2

101
m 5 , m

24
= =   ។ 

ឃ/ចំណុចែចកេរក 

និយមន័យនិយមន័យនិយមន័យនិយមន័យ ៖ េគឲយចំណុច Q មួយេនេលបនល យអងកត់ AB  ។ 

េបចំណុច Qេផទៀងផទ ត់លកខខណឌ  AQ :QB m : n=  ឬ AQ m

QB n
=   

ចំេពះរគប់ m 0,n 0> >  េនះេគថចំណុច Q ែចកអងកត់AB ខងេរក 
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តមផលេធៀប m

n
  ។ 

ករណី m n<  

  

  

ករណី m n>  

 

  

  

រទឹសតីបទរទឹសតីបទរទឹសតីបទរទឹសតីបទ៖   AA(x )   និង BB(x )  ជពីរចំណុចៃនបនទ ត់ចំនួនពិត ។ 

េប QQ(x ) ជចំនុចែចកេរកៃនអងកត់ AB  តមផលេធៀប m

n
 េនះេគបន ៖ 

B A
Q

mx nx
x

m n

−=
−

  ែដល m 0 , n 0> >   ។ 

សរមយបញជ ក់ 
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តមនិយមន័យេប QQ(x ) ជចំនុចែចកកនុងៃនអងកត់ AB  តមផលេធៀប m

n
  

េនះ  AQ m

QB n
=   េដយ  Q A Q BAQ x x , QB x x= − = −  

េគបន Q A

Q B

x x m

x x n

−
=

−
  ឬ  Q B Q Am(x x ) n(x x )− = −  

                                  
Q B Q A

Q B A

B A
Q

mx mx nx nx

(m n)x mx nx

mx nx
x

m n

− = −

− = −

−=
−

 

ដូចេនះ  B A
Q

mx nx
x

m n

−=
−

  ។ 

ឧទហរណ៍ ៖ េនេលបនទ ត់ចំនួនពិតេគមនពីរចំនុច A(3)  និង B(5) ។ 

រកចំណុច Q ែចកេរកៃនអងកត់ AB  តមផលេធៀប 2

3
  ។ 

តមរូបមនត B A
Q

mx nx
x

m n

−=
−

  េដយ A B

m 2
x 3 , x 5 ,

n 3
= = =  

េគបន Q

2(5) 3(3)
x 1

2 3

−= = −
−

  ។ 

ដូចេនះ Q( 1)−   ។ 

 



គណិតវទិយ 
 

 

 

Prepared by LIM PHALKUN Page 147 

 

២-កូអរេដេនៃនចំណុចេនកនុងបលង់ 

 ក/តរមុយកូអរេដេន 

 

 

 

 

 

រគប់ចំណុច M  ៃនបលង់កូអរេដេន កំណត់េដយគូលំដប់ (x, y) ែដល x  

ជអប់សុីស និង y ជអរេដេនរៃនចំណុច M  ។ 

េគកំណត់សរេសរ M(x, y)  អនថចំណុច M មនកូអរេដេន (x, y) ។ 

តរមុយកូអរេដេន ជតរមុយែដលផគុំេដយបនទ ត់ចំនួនពិតពីរេនកនុងបលង់ែត 

មួយ ែដលបនទ ត់មួយជបនទ ត់េដក េហថអកស័អប់សុីស និងបនទ ត់មួយ 

េទៀតជបនទ ត់ឈរ េហថអកស័អរេដេន  េហយបនទ ត់ពីេនះរបសពវគន រតង់ 

ចំណុច O េហថគល់ៃនតរមុយកូអរេដេន ។ 
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ខ/ចមង យរវងពីរចំណុចេនកនុងបលង់ 

 

 

 

 

 

 

 

 

តមរទឹសតីបទពីតគរអ័នុវតតន៍កនុង ABC∆ ⊥   េគបន 2 2 2AB AC BC= +  

េដយ B A B AAC | x x | ; BC | y y |= − = −  

េគបន 2 2 2
B A B AAB (x x ) (y y )= − + −    

ដូចេនះ 2 2
B A B AAB (x x ) (y y )= − + −  ជចមង យរវងពីរចំណុចA & B ។ 
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ឧទហរណ៍១ ៖ េគមនពីរចំណុច A(2 , 3)  និង B(7 , 9)−  ។ 

 គណន AB  ?តមរូបមនត 2 2
B A B AAB (x x ) (y y )= − + −  

                       
2 2(7 2) ( 9 3)

25 144 169 13

= − + − −

= + = =
 

ដូចេនះ AB 13=  ឯកតរបែវង ។ 

ឧទហរណ៍២ ៖ េគមនពីរចំណុច A(x , x 1)+   និង B(1 x , 2x 2)− −  ។ 
កំណត់ចំនួនពិត x េដមបីឲយ AB  មនតៃមលតូចបំផុត ។ 

 តមរូបមនត 2 2
B A B AAB (x x ) (y y )= − + −  

                        

2 2

2 2

2 2

2 2

(1 x x) (2x 2 x 1)

(1 2x) (x 3)

1 4x 4x x 6x 9

5x 10x 10 5(x 1) 5

= − − + − − −

= − + −

= − + + − +

= − + = − +

 

េដមបីឲយAB  មនតៃមលតូចបំផុតលុះរតែត x 1 0− =   នឲំយ x 1=   ។ 
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គ/ចំណុចែចកខងកនុង 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

រទឹសតីបទរទឹសតីបទរទឹសតីបទរទឹសតីបទ ៖ ឧបមថ A AA(x , y )  និង B BB(x , y )  ជចំណុចពីរេនកនុងតរមុយ 

កូអេដេន ។ េប P PP(x , y ) ជចំណុចែចកកនុងៃនអងកត់ AB តមផលេធៀប m

n
 

េនះេគបន  B A B A
P P

mx nx my ny
x ; y

m n m n

+ += =
+ +

  ។ 

សរមយបញជ ក់សរមយបញជ ក់សរមយបញជ ក់សរមយបញជ ក់    

កនុងតរមុយកូអេដេន (xoy) េគមនចំណុច A AA(x , y )  និង B BB(x , y ) ។ 
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យក A ',B',P ' ជេជងចំេណលែកងេរៀងគន ៃន A,B,Pេលអកស័ (ox)។ 

េគបន P' ជចំណុចែចកកនុងៃនអងកត់A'B' តមផលេធៀប m

n
 ។ 

េដយចំណុច A ',B',P ' មនអប់សុីសេរៀងគន  A B Px ,x , x  េនះេគបន  

B A
P

mx nx
x

m n

+=
+

 ។ រសយដូចគន ែដរេដយគូសបនទ ត់ែកងេទនឹងអកស័(oy) 

េគបន B A
P

mx nx
y

m n

+=
+

  ។  ដូចេនះ B A B Amx nx my ny
P( ; )

m n m n

+ +
+ +

 ។ 

ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍៖ 

កនុងតរមុយកូអេដេន (xoy)េគមនពីរចំណុច  A(2,6)  និង B(7,1) ។ 

ចូររកកូអរេដេនៃនចំណុច P ែចកខងកនុងៃនអងកត់AB  តមផលេធៀប 2

3
 ។ 

តមរូបមនត    B A B A
P P

mx nx my ny
x ; y

m n m n

+ += =
+ +

   

េដយ A(2,6)  និង B(7,1) និង m 2

n 3
=  ឬ m 2,n 3= =  េគបន ៖ 

P P

2(7) 3(2) 2(1) 3(6)
x 4 ; y 4

2 3 2 3

+ += = = =
+ +

។ 

ដូចេនះ P(4,4) ។ 

    



គណិតវទិយ 
 

 

 

Prepared by LIM PHALKUN Page 152 

 

សមគ ល់សមគ ល់សមគ ល់សមគ ល់ ៖ េប m n=  េនះ A B A B
P P

x x y y
x ;y

2 2

+ += =  

ដូចេនះ A B A Bx x y y
P( ; )

2 2

+ +  ជចំណុចកណត លៃនអងកត់ AB   

ឃ/ចំណុចែចកខងេរក 

  

 

 

 

 

  

 

 

រទឹសតីបទរទឹសតីបទរទឹសតីបទរទឹសតីបទ ៖ឧបមថ A AA(x , y )  និង B BB(x , y )  ជចំណុចពីរេនកនុងតរមុយ 

កូអេដេន ។ េប Q QQ(x , y ) ជចំណុចែចកេរកៃនអងកត់ AB តមផលេធៀប 
m

n
េនះេគបន  B A B A

Q Q

mx nx my ny
x ; y

m n m n

− −= =
− −

  ។ 
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សរមយបញជ ក់សរមយបញជ ក់សរមយបញជ ក់សរមយបញជ ក់    

កនុងតរមុយកូអេដេន (xoy) េគមនចំណុច A AA(x , y )  និង B BB(x , y ) ។ 

យក A ',B',Q ' ជេជងចំេណលែកងេរៀងគន ៃន A,B,Qេលអកស័ (ox)។ 

េគបន Q' ជចំណុចែចកេរកៃនអងកត់A'B' តមផលេធៀប m

n
 ។ 

េដយចំណុច A ',B',Q ' មនអប់សុីសេរៀងគន  A B Qx ,x ,x  េនះេគបន  

B A
Q

mx nx
x

m n

−=
−

 ។ រសយដូចគន ែដរេដយគូសបនទ ត់ែកងេទនឹងអកស័(oy) 

េគបន B A
Q

mx nx
y

m n

−=
−

  ។  ដូចេនះ B A B Amx nx my ny
Q( ; )

m n m n

− −
− −

 ។ 

ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍៖ 

កនុងតរមុយកូអេដេន (xoy)េគមនពីរចំណុច  A(2,3)  និង B(4,1) ។ 

ចូររកកូអរេដេនៃនចំណុច Q ែចកខងកនុងៃនអងកត់AB  តមផលេធៀប 2

3
 ។ 

តមរូបមនត    B A B A
Q Q

mx nx my ny
x ; y

m n m n

− −= =
− −

   

េដយ A(2,3)  និង B(4,1) េហយ m 2

n 3
=  ឬ m 2 , n 3= =  

េគបន Q Q

2(4) 3(2) 2(1) 3(3)
x 2 ; y 7

2 3 2 3

− −= = − = =
− −
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៣-សមីករបនទ ត់ 

 ក/និយមន័យក/និយមន័យក/និយមន័យក/និយមន័យ ៖ សមីករបនទ ត់ជសមីករែដលមនរងទូេទ  

 y ax b= +  ែដល a េហថេមគុណរបប់ទិស េហយ b ជអរេដេនៃន 

 ចំណុចរបសពវរវងបនទ ត់ជមួយអកស័អរេដេន (oy)  ។ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ខ/សមីករបនទ ត់កត់តមចំណុចមួយនិងសគ ល់េមគុណរបប់ទិសខ/សមីករបនទ ត់កត់តមចំណុចមួយនិងសគ ល់េមគុណរបប់ទិសខ/សមីករបនទ ត់កត់តមចំណុចមួយនិងសគ ល់េមគុណរបប់ទិសខ/សមីករបនទ ត់កត់តមចំណុចមួយនិងសគ ល់េមគុណរបប់ទិស ៖ 

 បនទ ត់ L  កត់តមចំណុច A BA(x , y )  មនេមគុណរបប់ទិស m  ។ 

 ចំេពះរគប់ចំណុច M(x, y) ៃនបនទ ត់ L  េផសងពីចំណុច A BA(x , y )  
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 េគបនេមគុណរបប់ទិសៃន L  គឺ A

A

y y
m

x x

−=
−

ឬ A Ay y m(x x )− = −   

 ដូចេនះ A Ay y m(x x )− = − ជសមីករៃនបនទ ត់ (L)  ។ 

 ឧទហរណ៍ ៖ ចូររកសមីករៃនបនទ ត់ L  កត់តមចំណុច A( 1,1)−   

 េហយមនេមគុណរបប់ទិស m 2=  ។ 

 តមរូបមនត A AL : y y m(x x )− = −   េដយA( 1,1)−  និង m 2=  ។ 

 េគបន y 1 2(x 1)− = +   ឬ y 2x 3= +   ។ 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

A
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 គ/សមីករបនទ ត់កត់តមពីរចំណុចគ/សមីករបនទ ត់កត់តមពីរចំណុចគ/សមីករបនទ ត់កត់តមពីរចំណុចគ/សមីករបនទ ត់កត់តមពីរចំណុច ៖ 

 បនទ ត់ L  កត់តមចំណុច A BA(x , y )  និង  B BB(x , y ) ។ 

 េមគុណរបប់ទិសៃន L  គឺ B A

B A

y y
m

x x

−=
−

  

 តមរូបមនត  A Ay y m(x x )− = −   

 ដូចេនះ B A
A A

B A

y y
L : y y (x x )

x x

−− = −
−

 ជសមីករៃនបនទ ត់L  កត់ 

 តមចំណុច A BA(x , y )  និង  B BB(x , y ) ។ 

 ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ ៖ រកសមីករបនទ ត់ L កត់តមពីរចំណុច A(1 , 3 )និង 

 B(2 , 1)  ។ 

 តមរូបមនត B A
A A

B A

y y
L : y y (x x )

x x

−− = −
−

 

 េដយ A(1 , 3 ) និង B(2 , 1)   

 េគបន 1 3
y 3 (x 1) y 2x 5

2 1

−− = − ⇒ = − +
−

 

 ដូចេនះ L : y 2x 5= − +   ។ 

  

 



គណិតវទិយ 
 

 

 

Prepared by LIM PHALKUN Page 157 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ឃ/បនទ ត់រសបគន  

 និយមន័យនិយមន័យនិយមន័យនិយមន័យ៖បនទ ត់ពីររសបគន  កលណបនទ ត់ទងំពីរសថិតេនកនុងបលង់ 

 ែតមួយេហយគម នចំណុចរួមគន  ។ 

 

 

 

 

 

 

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5

2

3

4

5

6

7

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

A

A

B
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លកខខណឌ បនទ ត់ពីររសបគនលកខខណឌ បនទ ត់ពីររសបគនលកខខណឌ បនទ ត់ពីររសបគនលកខខណឌ បនទ ត់ពីររសបគន  ៖ 

ឧបមថេគមនបនទ ត់ពីរ (d) : y ax b= +   និង (d ') :y a 'x b '= +  

បនទ ត់ (d) រសបនឹង (d ') លុះរតែត a a '=  ។ 

ឬេគសរេសរ (d) / /(d ') a a '⇔ =   ។ 

ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍១១១១ ៖ េគមនបនទ ត់ពីរ d : y 2x 3= +  និង d ' : y 2x 5= −  

េដយ a a ' 2= =  េនះបនទ ត់(d) រសបនឹង (d ')  ។ 

ឧទហរណ៍២ ៖ េគមនបនទ ត់ 2d : y (m m 1)x 2m 1= − + + +  

និងបនទ ត់ 2d ': y (2m 1)x m m 2= − + − +  ែដល m  ជចំនួនពិត ។ 

ចូរកំណត់តៃមលៃន m  េដមបីឲយបនទ ត់(d) រសបនឹង (d ')  ។ 

េដមបីឲយ (d) / /(d ') a a '⇔ =    េដយ 
2a m m 1

a ' 2m 1

 = − +


= −
 

េគបន 2m m 1 2m 1− + = −   ឬ 2m 3m 2 0− + =  

េដយ a b c 0+ + =  េនះ 1 2

c
m 1 ; m 2

a
= = =   ។ 

ដូចេនះ 1 2m 1 , m 2= =   ។ 

ឧទហរណ៍៣៖ រកសមីករៃនបនទ ត់ d កត់តមចំណុច A(2,3) េហយរសប 
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េទនឹងបនទ ត់ x
d ' : y 3

2
= − +   ។ 

តង m  ជេមគុណរបប់ទិសៃនបនទ ត់ d ។  

េដយ d / /d ' េនះ 1
m m'

2
= = −   ( 1

m'
2

= − ជេមគុណរបប់ទិសៃនd ') 

តមរូបមនត A Ad : y y m(x x )− = −  

េគបន  1
y 3 (x 2)

2
− = − −   ឬ  1

y x 4
2

= − +  

ដូចេនះ 1
d : y x 4

2
= − +   ។ 

ង/បនទ ត់ែកងគន  ៖ 

លកខខណឌ ែកងគន ៃនបនទ ត់ពីរលកខខណឌ ែកងគន ៃនបនទ ត់ពីរលកខខណឌ ែកងគន ៃនបនទ ត់ពីរលកខខណឌ ែកងគន ៃនបនទ ត់ពីរ ៖ ឧបមថេគមនបនទ ត់ពីរ d : y ax b= +  

និង d ': y a 'x b '= +   ។  

បនទ ត់ d ែកងនឹងបនទ ត់ d ' លុះរតែត a.a ' 1= −   ។ 

េគសរេសរ d d ' a.a ' 1⊥ ⇔ = −   ។ 
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 ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍១១១១៖ េគឲយបនទ ត់ពីរ d: y 2x 3= +   និង  x
d ': y 2

2
= − +  

 េគមន 1
a 2 ; a '

2
= = −   េដយ a.a ' 1= −  េនះ d d '⊥   ។ 

 ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍២២២២៖ រកសមីករៃនបនទ ត់ d កត់តមចំណុច A(2,1) េហយ 

 ែកងនឹងបនទ ត់ d ': y 2x 5= +   ។ 

 តង a ជេមគុណរបប់ទិសៃនបនទ ត់ d និង a ' ជេមគុណរបប់ទិសៃន

បនទ ត់ d ' ។ េដយ d d '⊥   េនះ a.a ' 1= −  ឬ 1 1
a

a ' 2
= − = −  

តមរូបមនត  A Ad : y y a(x x )− = −  
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េគបន 1
y 1 (x 2)

2
− = − −  ឬ  1

y x 2
2

= − +  ។ 

ដូចេនះ 1
d : y x 2

2
= − +   ។ 

ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍៣៣៣៣៖  

េគមនបនទ ត់ពីរ d : y mx 1= +  និង  d ' : y (2m 3)x m 2= − + +  

 កំណត់ចំនួនពិត mេដមបីឲយបនទ ត់ d ែកងនឹងបនទ ត់ d ' ។ 

េគមន a m= និង a ' 2m 3= −  ជេមគុណរបប់ទិសៃន dនិង d '។ 

 បនទ ត់ d ែកងនឹងបនទ ត់ d ' លុះរតែត a.a ' 1= −    

 េគបន m(2m 3) 1− = −  ឬ 22m 3m 1 0− + =  

 េដយ a b c 0+ + =  េនះេគទញឬស 1 2

1
m 1 ; m

2
= =   ។ 

 ដូចេនះ   1 2

1
m 1 ; m

2
= =   ។ 

 ច/ចមង យរវងចំណុចនិងបនទ ត់ ៖ 

 រទឹសតីបទរទឹសតីបទរទឹសតីបទរទឹសតីបទ ៖ េគឲយចំណុច A AA(x , y )   និង បនទ ត់ d :ax by c 0+ + =  ។ 

 ចមង យពីចំណុច A េទបនទ ត់ d កំណត់េដយ ៖ 

 A A

2 2

| ax by c |
d d(A,(d))

a b

+ += =
+

  ។ 
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 សរមយបញជ ក់សរមយបញជ ក់សរមយបញជ ក់សរមយបញជ ក់    

 តង H HH(x , y ) ជេជងចំេណលែកងៃនចំណុច A  េលបនទ ត់ d ។ 

 េគបន d AH | AH |
→

= =  ជចមង យពីចំណុច A   េទបនទ ត់ d ។ 

  

 

 

 

 

 

 

 

 បនទ ត់ d :ax by c 0+ + =  មនវុចិទរណ័រមល៉់ V (a,b)
→

=  

 េគមន H A H AAH (x x ;y y )
→

= − −  ។ 

 េដយ AH d
→

⊥  និងV d
→

⊥  េនះ AH/ / V
→ →

 នឲំយមនចំនួនពិត t  មួយ 
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 ែដល AH t V
→ →

=   នឲំយ H A

H A

x x at

y y bt

− =
 − =

 ឬ H A

H A

x x at
(1)

y y bt

= +
 = +

 

 េដយ H d∈   េនះ H Hax by c 0 (2)+ + =  

 យកសមីករ(1)ជួសកនុង(2) េគបន ៖ 

 A Aa(x at) b(y bt) c 0+ + + + =  េគទញ A A
2 2

ax by c
t

a b

+ += −
+

 

 េគបន A A
2 2

ax by c
AH t V .V

a b

→ → →+ += = −
+

   

 េហតុេនះ A A
2 2

| ax by c |
| AH | .| V |

a b

→ →+ +=
+

  ែត 2 2| V | a b
→

= +  

 ដូចេនះ A A

2 2

| ax by c |
d | AH |

a b

→ + += =
+

  ។ 

 ឧទហរណ៍៖រកចមង យពីចំណុច A(2,3) េទបនទ ត់ 

 d :3x 4y 12 0+ + = ។ 

 តមរូបមនត A A

2 2

| 3x 4y 12 | | 6 12 12 |
d 6

53 4

+ + + += = =
+

 

 ដូចេនះ d 6=  ។ 
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៤-ករេរបកូអរេដេន េដមបីបងហ ញលកខណះៃនរូបធរណីមរត ៖ 

 ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍១១១១៖េគឲយបីចំណុច A(1,2);B(3, 1) ,C(4,4)−   ។ 

 បងហ ញថ ABCជរតីេកណែកងសមបតរតង់កំពូល A  ។ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 េមគុណរបប់ទិសៃនបនទ ត់ (AB)  គឺ AB

1 2 3
m

3 1 2

− −= = −
−

 

 េមគុណរបប់ទិសៃនបនទ ត់ (AC)  គឺ AC

4 2 2
m

4 1 3

−= =
−

 

 េដយ AB AC

3 2
m .m . 1

2 3
= − = −  េនះេគបន AB AC (1)⊥  

2 3 4 5 6 7-1-2-3

2

3

4

-1

-2

0 1

1

x

y

A

B

C
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 មយង៉េទៀត 2 2AB (3 1) ( 1 2) 13= − + − − =  

 និង 2 2AC (4 1) (4 2) 13= − + − =   េនះ AB AC (2)=  

 តម (1) និង (2) េគបនABCជរតីេកណែកងសមបតរតង់កំពូល A   

 ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍២២២២៖េគឲយបួនចំណុច A(1,2);B(3,5);C(1,4);D( 1,1)−  ។ 

 ចូរបងហ ញថចតុេកណ ABCD  ជរបេលឡូរកម ។ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 េមគុណរបប់ទិសៃនបនទ ត់AB គឺ AB

5 2 3
m

3 1 2

−= =
−

 

 េមគុណរបប់ទិសៃនបនទ ត់CDគឺ CD

1 4 3
m

1 1 2

−= =
− −

 

2 3 4 5-1-2-3

2

3

4

5

-1

0 1

1

x

y

A

B

C

D
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 េដយ AB CD

3
m m

2
= =   េនះ AB / /CD  ។ 

 េមគុណរបប់ទិសៃនបនទ ត់AD គឺ AD

1 2 1
m

1 1 2

−= =
− −

 

 េមគុណរបប់ទិសៃនបនទ ត់BCគឺ BC

4 5 1
m

1 3 2

−= =
−

 

 េដយ AD BC

1
m m

2
= =   េនះ AD / /BC  ។ 

 ចតុេកណ ABCD  មនរជុងឈមរសបេរៀងគន ពីរៗ AB / /CD  

 និងAD / /BC  វជរបេលឡូរកម ។ 

៥-សមីករៃនសំណំុចំណុច 

 ក/សំណំុចំណុច 

 សំណំុចំណុចៃនចំណុចែដលបំេពញលកខខណឌ  p គឺជរូបធរណីមរតផគុំ 

 េដយចំណុចទងំអស់ែដលបំេពញលកខខណឌ  p ។ 

 ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍១១១១ ៖  
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េគមនមំុរសួច ABC∠ មួយ ។ ចំណុច M  ផល ស់ទី កនុងមំុ 

ABC∠  េហយមនចមង យេសមពីរជុងទងំពីរៃនមំុ ។ បំលស់ទីៃនចំណុចM  

បេងកតបនជកនលះបនទ ត់ពុះៃនមំុ ABC∠  ។ កនលះបនទ ត់ពុះេនះេហថ 

សំណំុចំណុច ៃនចំណុច M ែដលបំេពញលកខខណឌ  ( េនកនុង ABC∠  និង 

មនចមង យេសមពីរជុងទងំពីរៃនមំុ ) ។ 

េគកំណត់សរេសរ {M / M េនកនុងមំុ ABC∠ និងមនចមង យេសមពីរជុងទងំ 

ពីរៃនមំុេនះ }  ។ 

ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍២២២២៖ សណំុំចំណុច M  ែដលមនចមង យេថរ d ពីបនទ ត់នឹង L  

 គឺជបនទ ត់ 1L  និង 2L  ែដលរសប និងមនចមង យ dពីបនទ ត់នឹង L  ។ 
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 ខ/សមីករៃនសំណំុចំណុច ៖ 

 ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍១១១១៖ េគឲយចំណុចនឹងពីរ A(2,3)  និង B( 1,2)−  ។ 

 រកសំណំុៃនចំណុច M  កនុងបលង់ែដល 2 2MA MB 4− =  ។ 

 តងចំណុច M(x , y)   

 េគមន 2 2 2 2 2MA (2 x) (3 y) x y 4x 6y 13= − + − = + − − +  

                    2 2 2 2 2MB ( 1 x) (2 y) x y 2x 4y 5= − − + − = + + − +  

 េគបន 2 2MA MB 6x 2y 8− = − − +   េដយ 2 2MA MB 4− =   

 េគទញ 6x 2y 8 4− − + =   នឲំយ y 3x 2= − +  ។ 

 ដូចេនះសំណំុចំណុច M  កនុងបលង់ែដល 2 2MA MB 4− = គឺជបនទ ត់ 

 d : y 3x 2= − +   ។ 
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ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍២២២២៖ េគឲយចំណុចនឹងបី A( 1,2), B(2,1)−   និង C(0,3) ។ 

រកសំណំុៃនចំណុច M  កនុងបលង់ែដល 2 2 2MA MB 2MC+ =  ។ 

តងចំណុច M(x , y)   

េគមន 2 2 2 2 2MA ( 1 x) (2 y) x y 2x 4y 5= − − + − = + + − +  

           2 2 2 2 2MB (2 x) (1 y) x y 4x 2y 5= − + − = + − − +  

           2 2 2 2 2MC (0 x) (9 y) x y 6y 9= − + − = + − +  

េគមន 2 2 2MA MB 2.MC 2x 6y 8+ − = − + −  

េដយ 2 2 2MA MB 2MC+ =  េនះ 2x 6y 8 0− + − =  

េគទញ x 4
y

3

+=  ជសមីករតងឲយសំណំុចំណុច M  ។ 
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៦-សមីកររងវង់ 

 ក/សមីករសតង់ដៃនរងវង់ 

 

 

 

 

  

 េគឲយចំណុចនឹង I(a ,b) េហយ P(x, y)ជចំណុចទូេទៃនបលង់ែដលមន 

 ចមង យេថរេសម r ពីចំណុច I  ។  

 សំណំុចំណុច P ែដលបំេពញលកខខណឌ IP r=  គឺជរងវង់ផចិត I  ក ំr ។ 

 េគមន 2 2IP (x a) (y b)= − + −  េនះ 2 2 2IP (x a) (y b)= − + −  

 ដូចេនះ 2 2 2(x a) (y b) r− + − =  ជសមីករសតង់ដៃនរងវង់ផចិត I(a,b) 

 និងក ំr ។ 
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 ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍៖ រកសមីកររងវង់ែដលមនផចិត I(2,3) និងក ំ r 5=  ។ 

 តមរូបមនតសមីករសតង់ដ 2 2 2(x a) (y b) r− + − =  

 ដូចេនះ 2 2(x 2) (y 3) 25− + − =  ។ 

 សមគ ល់សមគ ល់សមគ ល់សមគ ល់ ៖ េប a b 0= =  េនះចំណុច I  េនចំគល់តរមុយ ។ 

 ដូចេនះសមីករសតង់ដៃនរងវង់ផចិត O(0,0) ក ំr កំណត់េដយ ៖ 

 2 2 2x y r+ =   ។ 

 ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍៖ រកសមីកររងវង់ែដលមនផចិត O(0,0) និងក ំ r 3=  ។ 

 តមរូបមនតសមីករសតង់ដ 2 2 2x y r+ =  

 ដូចេនះ 2 2x y 9+ =  ។ 

 ខ/សមីករទូេទៃនរងវង់ 

 េយងបនដឹងេហយថសមីករសតង់ដៃនរងវង់ផចិត I(a,b)ក ំ r គឺ 

 2 2 2(x a) (y b) r− + − =   ។ េដយពនល តសមីករេនះេគបន ៖ 

 
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

x 2ax a y 2by b r 0

x y 2ax 2by a b r 0

− + + − + − =
+ − − + + − =

 

 េដយតង 2a , 2bα = β = −  និង 2 2 2a b rγ = + −  េគបន ៖ 

 2 2x y x y 0+ + α + β + γ =  ជសមីករទូេទៃនរងវង់ ។ 



គណិតវទិយ 
 

 

 

Prepared by LIM PHALKUN Page 172 

 

 ឧទហរណ៍១៖ េគមនរងវង់ 2 2x y 4x 6y 12 0+ − − − =  ។ 

 ចូរកំណត់កូអរេដេនផចិត I  និងក ំ r  របស់រងវង់េនះ ។ 

 សមីកររងវង់េនះអចបំែលងជសមីករសតង់ដដូចខងេរកម ៖ 

 

2 2

2 2

2 2

(x 4x) (y 6y) 12

(x 4x 4) 4 (y 6y 9) 9 12

(x 2) (y 3) 25

− + − =
− + − + − + − =

− + − =
 

 ដូចេនះ I(2,3) ជផចិត និង r 5=  ជករំបស់រងវង់ ។ 

 ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍២២២២៖  

 រកសមីកររងវង់កត់តមបីចំណុច A( 2,3),B(1,4),C(5,2)− ។ 

 តង 2 2x y ax by c 0+ + + + =  ជសមីករទូេទៃនរងវង់កត់តមបី 

 ចំណុច A( 2,3),B(1,4),C(5,2)−  

 
4 9 2a 3b c 0

1 16 a 4b c 0

25 4 5a 2b c 0

+ − + + =
 + + + + =
 + + + + =

  នឲំយ 
2a 3b c 13

a 4b c 17

5a 2b c 29

− + + = −
 + + = −
 + + = −

 

 បនទ ប់ពីេដះរសយរបពនឋ័េនះេគបន a 2,b 2 ,c 23= − = = − ។ 

 សមីកររងវង់សរេសរ 2 2x y 2x 2y 23 0+ − + − =  ។ 

 េបេគបំែលងវជទរមង់សតង់ដេគបន៖ 
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2 2

2 2

2 2

(x 2x) (y 2y) 23

(x 2x 1) 1 (y 2y 1) 1 23

(x 1) (y 1) 25

− + + =
− + − + + + − =

− + + =
 

 ដូចេនះ 2 2(x 1) (y 1) 25− + + =  ជសមីកររងវង់ែដលរតូវរក ។ 

 រងវង់េនះមនផចិត I(1 , 1)−  និង ក ំ r 5=   ។ 

 ៧-រងវង់ និង បនទ ត់ 

 ក/ចំណុចរបសពវរវងរងវង់ និង បនទ ត់៖ 

 សនមតថេគមនរងវង់ 2 2 2(c): (x ) (y ) r− α + − β =  និងបនទ ត់មន 

 សមីករ(d) : y ax b= +  ។ កូអរេដេនចំណុចរបសពវរវងបនទ ត់ (d) 

 ជមួយរងវង់ (c)គឺជចេមលយៃនរបពនឋ័ែដលផគុំេដយសមីករ (d) និង (c) 

 
2 2 2(x ) (y ) r (1)

y ax b (2)

 − α + − β =


= +
 

 យកសមីករ (2) ជំនួសកនុង(1) េគបនសមីករ ៖ 

 2 2 2(x ) (ax b ) r 0− α + + − β − =  

 តង ∆  ជឌីសរគីមីណង់ៃនសមីករេនះ ។ 

 -េប 0∆ <  សមីករគម នឬស េនះមនន័យថបនទ ត់និងរងវង់មិនរបសពវ 

   គន េទ  ។ 
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-េប 0∆ =  សមីករមនឬសឌុបេនះបនទ ត់និងរងវង់ប៉ះគន រតង់មួយចំណុច។ 

-េប 0∆ > សមីករមនឬសពីរផសងគន  េនះមនន័យថបនទ ត់និងរងវង់មន 

ចំណុចរបសពវពីរផសងគន  ។ 

ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍៖ េគមនរងវង់ 2 2(c) :x y 2x 4y 3 0+ − − + =  

និងបនទ ត់ (d) : y x m= +   ែដល m  ជបរ៉ែ៉ម៉រត ។ 

ចូរសិកសទីតងំេធៀបរវងបនទ ត់(d)ជមួយនឹងរងវង់(c)េទតមតៃមលេផសងៗ 

ៃនបរ៉ែ៉ម៉រត m  ។ 

ដំេណះរសយ ដំេណះរសយ ដំេណះរសយ ដំេណះរសយ     

សិកសទីតងំេធៀបរវងបនទ ត់(d)ជមួយនឹងរងវង់(c)៖ 

េគមន 
2 2x y 2x 4y 3 0 (1)

y x m (2)

 + − − + =


= +
 

យកសមីករ(2)ជំនួសកនុង(1)េគបន ៖ 
2 2

2 2 2

2 2

x (x m) 2x 4(x m) 3 0

x x 2mx m 2x 4x 4m 3 0

2x 2(m 3)x m 4m 3 0

+ + − − + + =

+ + + − − − + =

+ − + − + =
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2 2

2

' (m 3) 2(m 4m 3)

(m 3) 2(m 1)(m 3)

(m 3)(m 3 2m 2)

(m 3)( m 1)

∆ = − − − +

= − − − −
= − − − +
= − − −

 

 េប ' (m 3)( m 1) 0∆ = − − − =  េនះ 1 2m 1 ; m 3= − =  ។ 

m  −∞        1−              3          +∞  

'∆     

 

 -ចំេពះ m ( , 1) (3, )∈ −∞ − ∪ +∞  បនទ ត់និងរងវង់មិនរបសពវគន  ។ 

 -ចំេពះ m 1= −  ឬ m 3= បនទ ត់ប៉ះនិងរងវង់ ។ 

 -ចំេពះ m ( 1,3)∈ −  បនទ់ របសពវរងវង់បនពីរចំណុច ។ 

 ខ/បនទ ត់ប៉ះរងវង់ ៖ 

 -ករណីរងវង់ផចិតO(0,0) ៖ 

 េគមនរងវង់ 2 2 2x y r+ = និងចំណុច 0 0M(x , y )  សថិតេនេលរងវង់េនះ។ 

 រកសមីករបនទ ត់ប៉ះនឹងរងវង់រតង់ចំណុច M  ៖ 
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 យក N(x, y) ជរគប់ចំណុចៃនបនទ ត់រងវង់រតង់ចំណុច M   

 េគបន OM MN OM.MN 0⊥ ⇔ =
����� ����� ����� �����

 

 េដយ 0 0OM (x , y )=
�����

  និង 0 0MN (x x , y y )= − −
�����

 

 េគបន 0 0 0 0x (x x ) y (y y ) 0− + − =  

                   2 2
0 0 0 0x x y y (x y ) 0+ − + =  

 េដយ M េនេលរងវង់េនះ 2 2 2
0 0x y r+ =  ។ 

 ដូចេនះ 2
0 0x x y y r 0+ − =  ជសមីករបនទ ត់ប៉ះរងវង់រតង់ 0 0M(x , y )។ 
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-ករណីរងវង់ផចិត I(a,b) ៖ 

េគឲយរងវង់ 2 2 2(x a) (y b) r− + − =  និងចំណុច 0 0M(x , y )សថិតេនេលរងវង់។ 

រកសមីករបនទ ត់ប៉ះនឹងរងវង់រតង់ចំណុច M ។ 

 

 

 

 

 

 

 យក N(x, y) ជរគប់ចំណុចៃនបនទ ត់រងវង់រតង់ចំណុច M   

 េគបន IM MN IM.MN 0⊥ ⇔ =
���� ����� ���� �����

 

 េដយ 0 0IM (x a, y b)= − −
����

  និង 0 0MN (x x , y y )= − −
�����

 

 េគបន 0 0 0 0(x a)(x x ) (y b)(y y ) 0− − + − − =  

                   2 2
0 0 0 0 0 0(x a)x (y b)y (x y ax by ) 0− + − − + − − =   

  ដូចេនះ 2 2
0 0 0 0 0 0(x a)x (y b)y (x y ax by ) 0− + − − + − − =   

 ជសមីករបនទ ត់ប៉ះរងវង់រតង់ 0 0M(x , y )។ 
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ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍៖ េគមនរងវង់ 2 2(x 1) (y 1) 25− + + =  និងចំណុចM( 2,3)−  

សថិតេនេលរងវង់ ។ រកសមីករបនទ ត់ប៉ះនឹងរងវង់រតង់ចំណុចM  ។ 

យក N(x, y) ជរគប់ចំណុចៃនបនទ ត់រងវង់រតង់ចំណុច M   

េគបន IM MN IM.MN 0⊥ ⇔ =
���� ����� ���� �����

 

កូអរេដេនផចិតៃនរងវង់គឺ I(1 , 1)−  ។ 

េដយ IM ( 3,4)= −
����

  និង MN (x 2,y 3)= + −
�����

 

េគបន 3(x 2) 4(y 3) 0− + + − =  

ដូចេនះ 3x 4y 18 0− + − =   ។ 
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៨-ដំេណះរសយវសិមីករ និង របពនឋ័វសិមីករតមរកប 

 ក/ដំេណះរសយវសិមីករ តមរកបក/ដំេណះរសយវសិមីករ តមរកបក/ដំេណះរសយវសិមីករ តមរកបក/ដំេណះរសយវសិមីករ តមរកប៖ 

 ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍ឧទហរណ៍៖េដះរសយវសិមីករ 2x y 5 0− + >  ។ 

 វសិមីករេនះអចសរេសរជ y 2x 5< +  ។  

 សង់បនទ ត់ែដលមនសមីករ y 2x 5= +  

  
 ដូចេនះវសិមីករមនតំបន់ចេមលយជកនលះបលង់ែដលគូសឆូតេនខងេរកម 

 បនទ ត់រពំែដន ។ 

2 3 4 5 6-1-2-3

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

0 1

1

x

y
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ខ/ដំេណះរសយ របពនឋ័វសិមីករតមរកបខ/ដំេណះរសយ របពនឋ័វសិមីករតមរកបខ/ដំេណះរសយ របពនឋ័វសិមីករតមរកបខ/ដំេណះរសយ របពនឋ័វសិមីករតមរកប ៖ 

ឧទហរណ៍៖ េដះរសយរបពនឋ័វសិមីករ  
2 2x y 9

x y 2 0

 + >


− + >
 

ជដំបូងេយងសង់រងវង់ 2 2x y 9+ =  និងបនទ ត់ x y 2 0− + =  ។ 

 

 

 

 

 

 

 

 
2 2x y 9+ >  មនចេមលយជែផនកបលង់សថិតេនេរករងវង់តងេដយP ។ 

វសិមីករ x y 2 0 y x 2− + > ⇔ < + មនចេមលយជែផនកបលង់សថិតេនែផនក 

ខងេរកមៃនបនទ ត់ តងេដយ Q ។ 

ដូចេនះតំបន់ចមលីយរបពនឋ័វសិមីករគឺ P Q∩ ជែផនកឆូតេនេរកមបនទ ត់។ 

2 3 4 5 6-1-2-3-4-5

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y



គណិតវទិយ 
 

 

 

Prepared by LIM PHALKUN Page 181 

 

ឯកសរេយង 

១-េសៀវេភគណិតវទិយថន ក់ទី១០ ភគ១របស់រកសួងអប់រយំុវជន និងកីឡ      

    េបះពុមភឆន ២ំ០១១ េដយរគឹះសថ នេបះពុមព និង ែចកចយ អគរ ១៤៨  

    មហវថីិរពះនេរតតមភនំេពញ ។ 

២-PROBLEM BOOK IN HIGH-SCHOOL MATHEMATICS   

Edited by A.I.PRILEPKO,D.Sc. 1985. 

៣-តមរយះអិុនធឺេណត េគហទំពរ ័www.Artofproblemsolving.com 
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