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�រមភកថ
សួស�ីអនកសិក�ទងំ�យជទីេគរព�ប�់ន!

េសȢវេǻ ម៉�ទីស ែដលេ�កអនកកំពុងែតកន់េǷកនុងៃដេនះ �តȪវបនេរȢបចំេឡ́ងេ�យ�កȩម គរុ និស�តិ ឯកេទស

គណិតវទិយ �កȩម១ ជំនន់ទី២៤ េ�កមករែណនំពីេ�ក�គȪ ហួត សខុេលȟន ែដលជ�Ȝ�� ចរយៃនវទិយ�ថ នជតិ

អបរ់ ំ ។ េសȢវេǻេនះេរȢបចំេឡ́ងកនុងេគលបំណងចង់ឲយអនកសិក�ទងំ�យមនភពងយ�សȫលកនុងកសិក���វ�ជវ

េǵេល́េមេរȢនម៉�ទីស និង េដ́មបទុីកជឯក�រជំនួយមយួដល់ប�ូនៗសិស�នុសិស� ថន ក់ទី១១-១២ និង ប�ូនៗនិស�តិថន ក់

ម�វទិយល័យែដលកំពុងែត�តȪវករេសȢវេǻ ម៉�ទីស េនះកនុងករហ�ឹក�ត់ េ�ះ��យលំ�តម៉់�ទសីេផ�ងៗ ។ េǷកនុង

េសȢវេǻេនះ េយ́ងខញុបំនែបងែចកជ បីែផនកធំៗ គឺ ទី១ែផនក េមេរȢន ទី២ែផនកលំ�តម់នដំេ�ះ��យនិងទី៣ែផនកលំ�ត់

អនុវត�ន៍ ។ េǷកនុងែផនក េមេរȢនេយ́ងខញុបំនបȥចូ លទងំ និយមនយ័ �ទឹស�ី បំណក��យ ឧទហរណ៍ និងចំណុចសមគ ល់េផ�ង

ៗ ងយយល់ និងងយចងចំ ។ ចំែណកឯ ែផនកលំ�តម់នដំេ�ះ��យ េយˊងខញុ ំបនខិតខំស�មតិស�មងំលំ�តល់បីៗ
ល�ៗ ែដលដក�សងេ់ចញពីវȦិញ ��បឡង�បែជងននទងំកនុង�សȩក និងេ�ក�សȩក និងេចញពីេសȢវេǻែខមរ និងបរេទសលបីៗ
ែថមេទȢតផង េហ́យស�មបែ់ផនកលំ�តអ់នុវត�ន៍ េយ́ងខញុបំែនថមនូវចេម�យ́ពីេ�កយផងែដរ ។ ែតេទះបីជេយˊងខញុ ំ ខិតខយំកចិត�

ទុក�ក់អស់ពីសមតថភពយ៉ង� ក៏ករេរȢបេរȢងេនះមនិ�បកដថ មនិមនចំណុច ខ�ះខត ឬ កំហុសឆគង�មយួេ�យ

អេចតនេនះេទ ទងំែផនកបេចចកេទស និងអកខ�វរិុទធ ។ ��ស័យេហតុេនះ េយˊងខញុ ំ ែដលជ �កȩមអនកេរȢបេរȢងរងច់ំេ�យ

រកី�យនូវកររះិគន់កនុងនយ័�ថ បនពី សំ�ក់អនកសិក�ទូេǵ�គប់មជឈ�� ន េដ́មបជីួយែកលម�េសȢវេǻមយួេនះឲយកនែ់ត

�តឹម�តȪវ ទូលំទូ�យ និង�បេស́រេឡˊងែថមមយួក�មតិេទȢត។ ជចុងេ�កយ េយ́ងខញុ ំសងឈមឹយ៉ងមុតមថំ េសȢវេǻម៉�ទីស

មយួេនះនឹងក� យជទុនមយួយ៉ងសំខនស់�មបសិ់ស�នុសិស� និស�តិ េ�ក�គȪ អនក�គȪ និងអនកសិក�ទូេǵយកេǵេ�ប́�បស់

ទុកជឯក�រ��វ�ជវមយួ ។ េយ́ងខញុ ំ សូមេគរពជូនពរ េ�ក�គȪ អនក�គȪ េ�ក/េ�ក�សី និងមតិ�អនកសិក�ទងំអស់ឲយ

មនសុខភពល� រងឹមំ មនភពេជគជយ័កនុងករសិក� និង�គបភ់រកិចច ។

ៃថងចនទ ១៤ េ�ច ែខេជស� ឆន កុំរ ឯកស័ក ព.ស ២៥៦៣

�ជធនីភនេំពញ ៃថងទី០១ែខកកក� ឆន ២ំ០១៩

គរុនិស�តិគណិតវទិយ �កȩម១ ជំននទី់២៤



េសចក�ីែថ�ងអំណរគុណ
ជបឋម េយ́ងខញុ ំ ែដលជអនកេរȢបេរȢងេសȢវេǻេនះ សូមនឹករលឹកគុណជូនចំេពះម�ម�ិ េ�ក�គȪអនក�គȪ �ពមទងំ

អនកមនគុណទងំ�យែដលបនជំរុញពួកេយ́ងខញុរំហូតក� យេǵជគរនុិស�តិេហ́យនឹងក� យជ�គȪបេ�ងȣន កនុងេពលខងមុខេនះ

ស�មបអ់បរ់េំកមងៗជំននេ់�កយឱយក� យជសរសរ�ទȪងៃន�បេទសជតិ។ �បសិនេប́គម នវត�មនអស់េ�កអនកទងំអស់េទ ពួក

េយˊងខញុ ំកម៏និមនៃថងេនះែដរ។

សូមេគរពអរ�ពះគុណជូនចំេពះេ�កឪពុក អនកម� យជ�ពះកេន� ងែដលបនផ�ល់ជីវតិ កដូ៏ចជក��ីស�ញ់ និងសមភ រៈ

ស�មប�់ទ�ទងដ់ល់ករសិក�េរȢនសូ�តរបស់កូនៗ �ងំពីតូចរហូតដល់េពលបចចុបបនន។

សូមេគរពអរគុណជូនចំេពះេ�ក�គȪ អនក�គȪ�គបក់�មតិ�ងំពីមេត�យយសិក� រហូតដល់ឧត�មសិក�ជពិេសសេ�ក�គȪ

អនក�គȪ ែដលជ�គȪឧេទទស និងគណៈ�គប�់គងវទិយ�ថ នជតិអបរ់ ំ ែដលបនបង� តប់េ�ងȣនេយ́ងខញុឱំយក� យជធនធនមនុស�ស

�មបក់រអភវិឌឃ�បេទសជតិ។

សូមែថ�ងអំណរគុណចំេពះអនកមនគុណទងំ�យមន បងប�ូន ជីដូនជី� មតិ�ភកភិ និងអនកទងំ�យែដលបនជួយ

េ�ជមែ�ជង និងបនផ�ល់នូវបទពិេ�ធនល៍�ៗ កដូ៏ចជសកមមភពននពកព់ន័ធនឹងដំេណ́រករសិក�េនះផងែដរ។

ជចុងបȥជប់ េយ́ងខញុសូំមជូនពរអនកមនគុណទងំអស់ សូម�បកបេ�យសុខភពល�បរបិូរណ៍ សុភមងគល់ សុខសុវតថភព

និងទទួលបននូវពុទធពរទងំបនួ�បករគឺ �យុ វណ� ៈ សុខៈ ពលៈ កុំបីេឃ�ȣងឃ� តេឡˊយ។

សូមអរ�ពះគុណ និងអរគុណ!

ៃថងចនទ ១៤ េ�ច ែខេជស� ឆន កុំរ ឯកស័ក ព.ស ២៥៦៣

�ជធនីភនេំពញ ៃថងទី០១ែខកកក� ឆន ២ំ០១៩

គរុនិស�តិគណិតវទិយ �កȩម១ ជំននទី់២៤



6

មូលន័យសេងខប
េ�យេយង�មត�មȪវកររបស់សិស�នុសិស�ែដលកំពុងសិក�ថន កេ់Ƿក�មតិវទិយល័យ និងសិស�និស�តិេǷ�មប��

ម�វទិយល័យនន េទˊប�កȩមេយ́ងខញុ ំ បនសិក���វ�ជវេល́�បធនបទ ម៉�ទីស េដ́មបទុីកជឯក�រ��វ�ជវបȥចបឆ់ន ំ

សិ ក�េǷវទិយ��ថ នជតិអបរ់គំណិត�កȩម១ ជំននទី់២៤ និងទុកជឯក�រស�មបសិ់ស�និស�តិែដល�តȪវករចបំចផ់ង

ែដរ។

េសȢវេǻេនះបនែបងែចកជជំពូកធំៗគឺ ជំពូកទី១និយយអំពី ម៉�ទីសបនសរេសរេរȢប�បអ់ំពីែផនកេនះេមេរȢននីមយួ

រចួមននិយមនយ័ �ទឹស�ីបទ និងឧទហរណ៍ ។ ជំពូកទី២ គឺនិយយអំពីករអនុវត�ន៍ម៉�ទីសេǵេលម́េរȢនវុិចទ័រ
និងបរមកមម និងមនលំ�តឧ់ទហរណ៍ផងែដរ ។ បនទ បពី់េមេរȢនមកចូលដល់ែផនកលំ�ត់ មនដំេ�ះ��យ ។ ជ

ចុងបȥជបៃ់នេសȢវេǻេនះមនលំ�តអ់នុវតថន៍ ែដលមនចេម�យ́េដ́មបេីផទȣងផទ ត់ ។



មតិក

១ ម៉�ទីស ៥
១ សȦញ ណៃនម៉�ទីស . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ៥
២ និយមនយ័ និងករកំណតស់រេសរ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ៦
៣ �បេភទៃនម៉�ទីស . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ៧

៣.១ ម៉�ទីសសូនយ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ៧
៣.២ ម៉�ទីសកេរ (Square Matrix) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ៧
៣.៣ ម៉�ទីសឯក� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ៧
៣.៤ ម៉�ទីសបឋម . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ៨
៣.៥ ម៉�ទីសអងកត�់ទȪង (Diagonal Matrix) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ១០
៣.៦ ម៉�ទីស�តីេកណេល́ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ១០
៣.៧ ម៉�ទីស�តីេកណេ�កម . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ១១
៣.៨ ម៉�ទីសឆ�ុះ ឬម៉�ទីសសីុេម�ទី . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ១១
៣.៩ ម៉�ទីែកង . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ១២
៣.១០ �បមណវធីិបូកម៉�ទីស . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ១២
៣.១១ �បមណវធីិគុណម៉�ទីស . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ១៧
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ជំពូក១ ម៉�ទីស

១. សȦញ ណៃនម៉�ទីស

េǷកនុង�ងធំមយួ េគមន�វយឺតមនបីទំហំនិងពណ៌ចំនួន�បំេផ�ងៗគន ។ េ�យ�វយឺតពណ៌�កហម មនទំហំមធយម

ចំនួន 3 និងទំហំធំមនចំនួន 1, �វយឺតពណ៌ស មនទំហំតូចមនចំនួន 9 និងទំហំមធយមចំនួន 5 , �វយឺតពណ៌េខȢវ មន

ទំហំតូចមនចំនួន 8 និងទំហំមធយមចំនួន 6, �វយឺតពណ៌ៃបតង មនទំហំមធយមចំនួន 5 និងទំហំធំមនចំនួន 3, �វយឺត

ពណ៌េǥម មនទំហំតូចមនចំនួន 7 ទំហំមធយមចំនួន 1 និងទំហំធំមនចំនួន 2 ។ េ�យ�រែតពណ៌មនែដលទក់ទង់នឹង

�វយឺតមនភពសមុក�ម ញ េទ́បអនក�គប�់គង�ងបនេរȢបចំនួនទិនននយ័របស់�វយឺតជជួរឈរ និងជួេដកដូចខងេ�កម

េដ́មបងីយ�សȫលយល់ ។

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

�កហម ស េខȢវ ៃបតង េǥម

តូច 0 9 8 0 7

មធយម 3 5 6 5 1

ធំ 1 0 0 3 2

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(១.១)

ករតេ�មȣបទិនននយ័ជជួរេដក និងជួរឈរដូច�កបខងេល́ េគេȄថជម៉�ទីស ។

៥



២. និយមន័យ និងករកំណត់សរេសរ

និយមន័យ ១.១. េគេȄថម៉�ទីសមនទំហំ (p, n) ឬ p × n មនេមគុណកនុង K ជ��ង A មយួ�ង

ចតុេកណែកងមន pn ធតុេរȢបេល́ p ជួរេដក និងេល́ n ជួរឈរ៖

A =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 · · · a1j · · · a1n

a21 a22 · · · a2j · · · a2n
... · · · · · · · · · · · · ...

ai1 ai2 · · · aij · · · ain
... · · · · · · · · · · · · ...

ap1 ap2 · · · apj · · · apn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(១.២)

ែដលេគ�ចសរេសរយ៉ងខ�ី A = (aij) (១.៣)

សំណំុៃនម៉�ទីសមន p ជួរេដក និង n ជួរឈរកំណតស់រេសរេ�យ Mp,n(K) ឬ Kp×n ។

ឧទហរណ៍ ១.១.

ក . A =

⎛

⎝1 2 3

0 4 0

⎞

⎠ជម៉�ទីសមនទំហំ (3, 2) ឬ 3× 2 េនះ A ∈ M3,2(R) ។

ខ . B =

⎛

⎜⎜⎜⎝

3 2 1

2 1 2

3 0 3

⎞

⎟⎟⎟⎠
ជម៉�ទីស មនទំហំ (3, 3) ឬ 3× 3 េនះ B ∈ M3(R)

គ . C =

⎛

⎜⎜⎜⎝

3− i 2 1

2 1 i+ 2

3 i 3

⎞

⎟⎟⎟⎠
ជម៉�ទីស មនទំហំ (3, 3) ឬ 3× 3 េនះ C ∈ M3(C)

ឃ . D =

2

2 0 −2

មនិែមនជម៉�ទីសេទ ។

ចំ�ំ១.១. េǷកនុងករកំណតសរេសរ aij សនទស�នទី៍ i សមគ ល់ជួរេដកទី i និងសនទស�នទី៍ពីរ j សមគ ល់ជួរឈរទី j ។

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៦ ជំននទ់២ី៤



៣. �បេភទៃនម៉�ទីស

៣.១. ម៉�ទីសសនូយ

និយមន័យ ១.២. ម៉�ទីសសូនយ គឺជម៉�ទីសទងំ�យ�ែដលមនធតុទងំអ ស់េសមˊសូនយ ។

ឧទហរណ៍ ១.២. ខងេ�កមេនះជម៉�ទីសសូនយ

១ . A = (0)

២ . B = (0, 0, 0)

៣ . C =

⎛

⎝0 0

0 0

⎞

⎠ ៤ . D =

⎛

⎝0 0 0

0 0 0

⎞

⎠

៣.២. ម៉�ទីសកេរ (Square Matrix)

និយមន័យ ១.៣. ម៉�ទីសកេរ គឺជម៉�ទីសែដលមនលំ�ប់ជួរេដកនិងលំ�ប់ជួរឈរេសមˊគន ។ ម៉�ទីលំ�ប់

n × n េȄថ ម៉�ទីសកេរលំ�ប់ n (n-square matrix) ។ �មនិយមនយ័១.២ េប́ p = n េនះ Mn,n(K)

េȄថម៉�ទីសកេរទំហំ n កំណតស់រេសរេ�យ Mn(K) ឬ Kn×n ។

ឧទហរណ៍ ១.៣. ១ . A =

⎛

⎝1 2

3 4

⎞

⎠ជម៉�ទីសកេរ មនទំហំ (2, 2) ឬ 2× 2 េនះ B ∈ M2(R) ។

២ . B =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1 0 1

2 1 0

3 −2 1

⎞

⎟⎟⎟⎠
ជម៉�ទីសកេរ មនទំហំ (3, 3) ឬ 3× 3 េនះ B ∈ M3(R) ។

៣ . C =

⎛

⎝1 2 3

3 4 5

⎞

⎠ មនិែមនជម៉�ទីសកេរេទ េ�ពះ មនទំហំ (2, 3) ឬ 2× 3 េនះ C ∈ M2,3(R) ។

៣.៣. ម៉�ទីសឯក�

និយមន័យ ១.៤. ម៉�ទីកេរ ែដលមនធតុេǷេល́អងគត�់ទȪងពិេសស a11 = a22 = a33 = · · · = ann = 1

េហˊយធតុរេផ�ងេទȢតេសមˊនឹងសូនយ េȄថម៉�ទីសឯក� �ងេ�យ I ។

ឧទហរណ៍ ១.៤. េគឲយម៉�ទីសខងេ�កម៖

១ . A =

⎛

⎝1 0

0 1

⎞

⎠ជម៉�ទីសឯក� មនលំ�ប់ (2, 2) ឬ 2× 2 ។

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៧ ជំននទ់២ី៤



២ . B =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎠
ជម៉�ទីសឯក� មនលំ�ប់ (3, 3) ឬ 3× 3 ។

៣ . C =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ជម៉�ទីសឯក� មនលំ�ប់ (4, 4) ឬ 4× 4 ។

៣.៤. ម៉�ទីសបឋម

និយមន័យ ១.៥. A ជម៉�ទីសកេរលំ�ប់ n × n េȄថម៉�ទីសបឋមកល� A ជម៉�ទីសែដលបនមក

េ�យករេធ�ˊ�បមណវធីិជួរេដកដំបូងែតមយួគតេ់ល́ម៉�ទីសឯក� In ។

ឧទហរណ៍១.៥. េគឲយម៉�ទីសឯក�បីគឺ I2 =

⎛

⎝ 1 0

0 1

⎞

⎠ ; I3 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎠
និង I4 =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ដំេ�ះ��យ

• េគមន I2 =

⎛

⎝ 1 0

0 1

⎞

⎠យក A ជម៉�ទីសែដលបនមកពីករគុណជួរេដកទីមយួៃន I2 នឹង 3

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ៨ ជំននទ់២ី៤



េនះេគបន A =

⎛

⎝ 3 0

0 1

⎞

⎠R1 → 3R1

ដូចេនះ A =

⎛

⎝ 3 0

0 1

⎞

⎠ជម៉�ទីសបឋម

• េគមន I3 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎠
យក B ជម៉�ទីសែដលបនមកពីករប�ូរជួរេដកទីពីរ និងជួរេដកទីបីៃន I3 េនះ

េគបន B =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 0 0

0 0 1

0 1 0

⎞

⎟⎟⎟⎠

ដូចេនះ B =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 0 0

0 0 1

0 1 0

⎞

⎟⎟⎟⎠
ជម៉�ទីសបឋម

• េគមន I4 =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

យក C ជម៉�ទីសែដលបនមកេ�យគុណជួរេដកទីបីនឹង 2 េហˊយបូកជួរេដក

ទីមយួៃន I4

េនះ េគបន C =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 2 0

0 0 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

R3 → 2R3 +R1

ដូចេនះ C =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 2 0

0 0 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ជម៉�ទីសបឋម

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៩ ជំននទ់២ី៤



៣.៥. ម៉�ទីសអងកត់�ទȪង (Diagonal Matrix)

និយមន័យ ១.៦. A = (aij)1≤i≤n,1≤j≤n ជ ម៉�ទីស កេរ លំ�ប់ n × n េȄថ ម៉�ទីស អងកត�់ទȪង

លុះ��ែត �គប់ ធតុ ែដល មនិែមន ជ ធតុ ៃន អងកត�់ទȪង ពិេសស សុទធែត េសមˊ សូនយ និង �គប់ ធតុ ែដល ជ ធតុ ៃន

អងកត�់ទȪង ពិេសសខុសពីសូនយ ។ មននយ័ថ aij = 0, ∀i ̸= j; aij ̸= 0, ∀i = j េគសរេសរ A =⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 0 · · · 0

0 a22 · · · 0
... ... . . . ...

0 0 · · · ann

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

; a11, a22, · · · , ann ̸= 0 ។

ចំ�ំ១.២. េប́ a11 = a22 = · · · = ann = 1 េនះ A ក� យជម៉�ទីសឯក� ។

ឧទហរណ៍ ១.៦. េត́កនុងចំេ�ម៉�ទីសខងេ�កមមយួ�ខ�ះជម៉�ទីសអងគត�់ទȪង៖

ក . A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 0 0

0 2 0

0 0 3

⎞

⎟⎟⎟⎠
ខ . B =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1 0 0

0 3 0

0 0 −1

⎞

⎟⎟⎟⎠
គ . C =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 0 1

0 −2 0

0 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎠
។

ដំេ�ះ��យ

ក . A ជម៉�ទីសអងកត�់ទȪង ។

ខ . B ជម៉�ទីសអងកត�់ទȪង ។

គ . C មនិែមនជម៉�ទីសអងកត�់ទȪងេទេ�ពះ a33 = 0 ។

៣.៦. ម៉�ទីស�តីេកណេលˊ

និយមន័យ ១.៧. A ជម៉�ទីសមយួេȄថម៉�ទីស�តីេកណេល́ េប́�គបធ់តុទងំអស់ែដលឋតិេǷខងេ�កម

អងកត�់ទȪងសំខន់ គឺេសមˊសូនយទងំអស់ ។ េគ�ចសរេសរទ�មងទូ់េǵ៖ A =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

0 0 · · · ann

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

មននយ័ថ៖ A = (aij)1≤i≤n,1≤j≤n ែដល aij = 0, ∀i > j ; aij ̸= 1, ∀i = j និង ∃aij ̸= 0, i < j ។

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ១០ ជំននទ់២ី៤



ឧទហរណ៍ ១.៧. ម៉�ទីស�តីេកណេល́៖

ក . A =

⎛

⎝1 2

0 3

⎞

⎠
ខ . A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 2 3

0 3 0

0 0 −1

⎞

⎟⎟⎟⎠ គ . A =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 a13 a14

0 a22 a23 a34

0 0 a33 a34

0 0 0 a44

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

៣.៧. ម៉�ទីស�តីេកណេ�កម

និយមន័យ១.៨. ម៉�ទីសមយួេȄថម៉�ទីស�តីេកណេ�កម េប�́គបធ់តុទងំអស់ែដលសថិតេǷខងេល́អងកត�់ទȪង

សំខន់ គឺេសមˊសូនយទងំអស់ ។ េគ�ចសរេសរទ�មងទូ់េǵ៖

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 0 · · · 0

a21 a22 · · · 0
... ... . . . ...

an1 an2 · · · ann

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

មននយ័ថ៖ A = (aij)1≤i≤n,1≤j≤n ែដល aij = 0, ∀i < j ; aij ̸= 0, ∀i = j និង ∃aij ̸= 0, i > j ។

ឧទហរណ៍ ១.៨. ម៉�ទីស�តីេកណេ�កម៖

A =

⎛

⎝1 0

2 3

⎞

⎠
A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 0 0

2 3 0

−1 0 4

⎞

⎟⎟⎟⎠ A =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 0 0 0

a21 a22 0 0

a31 a32 a33 0

a41 a42 a43 a44

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

៣.៨. ម៉�ទីសឆ�ុះ ឬម៉�ទីសសុេីម�ទី

ឧទហរណ៍ ១.៩. A = (aij) ែដល 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n ជម៉�ទីសកេរលំ�ប់ n × n េȄថម៉�ទីសឆ�ុះ ឬ

ម៉�ទីសសីុេម�ទី កល��តងស់ប៉ូេស TRANSPOSE ៃនម៉�ទីស A េសមˊនឹងម៉�ទីស A ។ មននយ័ថ AT = A

ឧទហរណ៍ ១.១០. េគឲយម៉�ទីស A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 2 3

2 4 5

3 5 6

⎞

⎟⎟⎟⎠
⇒ AT =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 2 3

2 4 5

3 5 6

⎞

⎟⎟⎟⎠

េ�យ A = AT េនះ A ជម៉�ទីសសីុេម�ទី ។

ចំ�ំ១.៣. ម៉�ទីសកេរ A ជម៉�ទីស�ចសសីុេម�ទីលុះ��ែត AT = A េនះបនលកខណៈខងេ�កម៖

• េប́ A ជម៉�ទីសកេរេនះ A+ AT ជម៉�ទីសឆ�ុះ ។

• េប́ A ជម៉�ទីសកេរេនះ A− AT ជម៉�ទីស�ចសសីុេម�ទី ។

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ១១ ជំននទ់២ី៤



៣.៩. ម៉�ទីែកង

និយមន័យ ១.៩. A = (aij) ែដល 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n ជម៉�ទីសកេរលំ�ប់ n × n គឺជម៉�ទីស

ែកង កល� ច�មសរបស់�េសមˊនឹងម៉�ទីស�តងស់ប៉ូេសរបស់� ។

ចំ�ំ១.៤. េប́ A ជម៉�ទីសែកង េនះ A−1 = AT នឲំយ AA−1 = AAT = In ែដល In ជម៉�ទីសឯក� ។

ដូចេនះ A ជម៉�ទីសែកងកល� A−1 = AT ឬ AAT = ATA = In ។

ឧទហរណ៍ ១.១១. េគឲយម៉�ទីស A =

⎛

⎝ cos θ − sin θ

sin θ cos θ

⎞

⎠⇒ AT =

⎛

⎝ cos θ sin θ

− sin θ cos θ

⎞

⎠

េគបន BT =

⎛

⎝ cos θ − sin θ

sin θ cos θ

⎞

⎠

⎛

⎝ cos θ sin θ

− sin θ cos θ

⎞

⎠

=

⎛

⎝ cos2 θ + sin2 θ cos θ sin θ − sin θ cos θ

sin θ cos θ

⎞

⎠

=

⎛

⎝ cos2 θ + sin2 θ cos θ sin θ − sin θ cos θ

sin θ cos θ − cos θ sin θ sin2 θ + cos2 θ

⎞

⎠

=

⎛

⎝ 1 sin 0

sin 0 1

⎞

⎠ =

⎛

⎝ 1 0

0 1

⎞

⎠

AAT = I2

ដូចេនះ A ជម៉�ទីសែកង

៣.១០. �បមណវិធីបូកម៉�ទីស

េǷេល́សំណំុ Mp,n(K) េគកំណត�់បមណវធីិ៖

ចំេពះ A = (aij) និង B = (bij) េគបន A+B = [aij + bij] , (i = 1, p ; j = 1, n)

ឧទហរណ៍ ១.១២. េគមនម៉�ទីស A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

5 1

7 3

−2 −1

⎞

⎟⎟⎟⎠
, B =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−6 3

2 −1

4 1

⎞

⎟⎟⎟⎠
និង C =

⎛

⎝2 1

0 3

⎞

⎠

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ១២ ជំននទ់២ី៤



គណន A+B =

⎛

⎜⎜⎜⎝

5 1

7 3

−2 −1

⎞

⎟⎟⎟⎠
+

⎛

⎜⎜⎜⎝

−6 3

2 −1

4 1

⎞

⎟⎟⎟⎠

=

⎛

⎜⎜⎜⎝

5− 6 1 + 3

7 + 2 3− 1

−2 + 4 −1 + 1

⎞

⎟⎟⎟⎠

∴ A+B =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1 4

9 2

2 0

⎞

⎟⎟⎟⎠

គណន A+ C មនិ�ចបូកបនេទេ�ពះ ម៉�ទីសទងំពីរមនលំ�បខុ់សគន ។

Listing ១.1: េ�ះ��យ�ម matlab
1 − −

2 − −

3

4

5

�ទឹស�បីទ ១.១. េប́ A,B និង C ជម៉�ទីសមនលំ�បេ់សមˊគន េនះេគបន៖
១ . លកខណះ�តឡបច់ំេពះ�បមណវធីិបូក៖ េគបន A+B = B + A ។

២ . លកខណះផ�ុ ំចំេពះ�ប�ណវធីិបូក៖ េគបន A+ (B + C) = (A+B) + C ។

ស�មយបȦជ ក់

�ង A = [aij], B = [bij] និង C = [cij]

១ . េគបន A+B = [aij] + [bij]

= [aij + bij]

= [bij + bij]

= [bij] + [aij]

∴ A+B = B + A

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ១៣ ជំននទ់២ី៤



២ . េគបន A+ (B + C) = [aij] + ([bij] + [cij])

= [aij] + ([bij + cij])

= [aij + (bij + cij)

= [(aij + bij) + cij]

= [(ai + bij)] + [cij]

= ([aij] + [bij]) + [cij]

∴ A+ (B + C) = (A+B) + C

លកខណៈ ១.១. ចំេពះ ម៉�ទីស A េធ�ˊ�បមណវធីិនឹងម៉�ទីស 0 េគបន A+ 0 = A ។

ឧទហរណ៍ ១.១៣. េគឲយម៉�ទីស A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 2 3

4 5 6

7 8 9

⎞

⎟⎟⎟⎠
និង B =

⎛

⎜⎜⎜⎝

2 1 3

5 2 2

−1 3 1

⎞

⎟⎟⎟⎠
។ គណន A+B និង A−B

។

េគបន A+B =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 2 3

4 5 6

7 8 9

⎞

⎟⎟⎟⎠
+

⎛

⎜⎜⎜⎝

2 1 3

5 2 2

−1 3 1

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 + 2 2 + 1 3 + 3

4 + 5 5 + 2 6 + 2

7− 1 8 + 3 9 + 1

⎞

⎟⎟⎟⎠

∴ A+B =

⎛

⎜⎜⎜⎝

3 3 6

9 7 8

6 11 10

⎞

⎟⎟⎟⎠

A− B =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 2 3

4 5 6

7 8 9

⎞

⎟⎟⎟⎠
−

⎛

⎜⎜⎜⎝

2 1 3

5 2 2

−1 3 1

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

1− 2 2− 1 3− 3

4− 5 5− 2 6− 2

7 + 1 8− 3 9− 1

⎞

⎟⎟⎟⎠

∴ A− B =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1 1 0

−1 3 4

8 5 8

⎞

⎟⎟⎟⎠

Listing ១.2: េ�ះ��យ�ម matlab
1

2

3 −

4

5 −

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ១៤ ជំននទ់២ី៤



�ទឹស�បីទ ១.២. េប́ A និង B ជម៉�ទីមនលំ�បដូ់ចគន និង λ1,λ2 ∈ R េនះេគបន៖
១ . λ1(A+B) = λ1A+ λ1B

២ . (λ1 + λ2)A = λ1A+ λ2A

៣ . (λ1λ2)A = λ1(λ2A)

ស�មយបȦជ ក់

�ង A = [aij] និង B = [bij]

១ . ចំេពះ λ1 ∈ R េគបន λ1(A+B) = λ1 ([aij] + [bij])

= λ1 [(aij + bij)]

= [(λ1aij + λ1bij)]

= [λ1aij] + [λ1bij]

= λ1[aij] + λ1[bij]

∴ λ1(A+B) = λ1A+ λ1B

២ . ចំេពះ λ1,λ2 ∈ R េគបន (λ1 + λ2)A = (λ1 + λ2)[aij]

= λ1[aij] + λ2[aij]

∴ (λ1 + λ2)A = λ1A+ λ2A

៣ . ចំេពះ λ1,λ2 ∈ R េគបន (λ1λ2)A = (λ1λ2)[aij]

= λ1(λ2[aij])

∴ (λ1λ2)A = λ1(λ2A)

ឧទហរណ៍ ១.១៤. េគឲយម៉�ទី A =

⎛

⎝1 2

3 4

⎞

⎠ , B =

⎛

⎝5 6

7 8

⎞

⎠ , C =

⎛

⎝−1 0

3 −3

⎞

⎠ ។

គណន 2A ,A+B , 3(A− B) , 2A+ 3B និង A+B + C ។

ដំេ�ះ��យ

• 2A = 2

⎛

⎝1 2

3 4

⎞

⎠ =

⎛

⎝2 4

6 8

⎞

⎠

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ១៥ ជំននទ់២ី៤



• A+B =

⎛

⎝1 2

3 4

⎞

⎠+

⎛

⎝5 6

7 8

⎞

⎠ =

⎛

⎝1 + 5 2 + 6

3 + 7 4 + 8

⎞

⎠ =

⎛

⎝ 6 8

10 12

⎞

⎠

• 3(A− B) = 3A− 3B = 3

⎛

⎝1 2

3 4

⎞

⎠− 3

⎛

⎝5 6

7 8

⎞

⎠

=

⎛

⎝3 6

9 12

⎞

⎠−

⎛

⎝15 18

21 24

⎞

⎠

=

⎛

⎝3− 15 6− 18

9− 21 12− 24

⎞

⎠

=

⎛

⎝−12 −12

−12 −12

⎞

⎠

• 2A+ 3B = 2A+ 2B +B = 2(A+B) + B = 2

⎛

⎝ 6 8

10 12

⎞

⎠+

⎛

⎝5 6

7 8

⎞

⎠

=

⎛

⎝12 16

20 24

⎞

⎠+

⎛

⎝5 6

7 8

⎞

⎠

=

⎛

⎝12 + 5 16 + 6

20 + 7 24 + 8

⎞

⎠

=

⎛

⎝17 22

27 32

⎞

⎠

• A+B + C = (A+B) + C =

⎛

⎝ 6 8

10 12

⎞

⎠+

⎛

⎝−1 0

3 −3

⎞

⎠

=

⎛

⎝ 6− 1 8 + 0

10 + 3 12− 3

⎞

⎠

=

⎛

⎝ 5 8

13 9

⎞

⎠

Listing ១.3: ដំេ�ះ��យ�ម matlab
1

2

3

4 − −

5

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ១៦ ជំននទ់២ី៤



6

7 −

8

9

៣.១១. �បមណវិធីគុណម៉�ទីស

េប́េគមន�បពនធស័មកីរដឺេ�កទីមយួមនបីអȦញ តដូចខងេ�កម៖
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x+ 2y + 3z = 4

5x+ 6y + 7z = 8

−1x− 2y − 3z = 9

(១.៤)

េគ�ចសរេសរ�បពនធស័មកីរ (១.៤) ជទំរង់ [ ចំនួនេថរ ].[ អេថរ ] = ចំនួនេថរ

េគបន
⎛

⎜⎜⎜⎝

1 2 3

5 6 7

−1 −2 −3

⎞

⎟⎟⎟⎠
.

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

4

8

9

⎞

⎟⎟⎟⎠
(១.៥)

�ម�បពនធស័មកីរ (១.៤) និង (១.៥) េគ�ចកំណតផ់លគុណៃនម៉�ទីសបន៖
⎛

⎜⎜⎜⎝

1 2 3

5 6 7

−1 −2 −3

⎞

⎟⎟⎟⎠
.

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

1x+ 2y + 3y

5x+ 6y + 7z

−1x− 2y − 3

⎞

⎟⎟⎟⎠
(១.៦)

និយមន័យ ១.១០. ផលគុណៃនម៉�ទីស ជអនុវត�ន៍

Mp,n(K)×Mn,q(K) −→ Mp,q(K)

([aij], [bij]) *−→ [cik]
(១.៧)

ែដល cik = ai1b1k + ai2b2k + · · ·+ ainbnk =
n∑

j=1

aijbjk (១.៨)

ដូេចនះធតុ cik ៃនជួរេដកទី i និងជួរឈរទី k ៃនផលគុណ C = AB ជផលបូកៃនផលគុណៃនធតុៃនម៉�ទីសផលគុណ

C = AB �តȪវបនចតទុ់កដូចផលគុណ�ក ែលៃនវុចិទរ័ជួរេដកទី i ៃនម៉�ទីសទីមយួនិង A និង វុចិទរ័ជួរឈរទី k ៃនម៉�ទីស

ទីពីរ B ។ មននយ័ថ ផលគុណៃនពីរម៉�ទីស�តȪវេធ�ˊ ជួរេដកជមយួជួរឈរ ។

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ១៧ ជំននទ់២ី៤



ចំ�ំ១.៥. ម៉�ទីសពីរេធ�ˊ�បមណវធីិគុណបន កល�ចំនួនជួរឈរៃនម៉�ទីសទី១ េសមˊនឹងចំនួនជួរេដកៃនទីពីរ ។

ឧទហរណ៍ ១.១៥. េគឲយ A =

⎛

⎝1 2 3

4 5 6

⎞

⎠ , B =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−7 −8

9 10

0 −11

⎞

⎟⎟⎟⎠
និង C =

⎛

⎝2 3

3 2

⎞

⎠ ។

គណន AB ,BA ,AC និង CA ។ រចួទញថ AB ̸= BA ។

ដំេ�ះ��យ

េគបន AB =

⎛

⎝1 2 3

4 5 6

⎞

⎠ .

⎛

⎜⎜⎜⎝

−7 −8

9 10

0 −11

⎞

⎟⎟⎟⎠

=

⎛

⎝(1)(−7) + (2)(9) + (3)(0) (1)(−8) + (2)(10) + (3)(−11)

(4)(−7) + (5)(9) + (6)(0) (4)(−8) + (5)(10) + (6)(−11)

⎞

⎠

∴ AB =

⎛

⎝11 −21

17 −48

⎞

⎠ (I)

BA =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−7 −8

9 10

0 −11

⎞

⎟⎟⎟⎠
.

⎛

⎝1 2 3

4 5 6

⎞

⎠

=

⎛

⎜⎜⎜⎝

(−7)(1) + (−8)(4) (−7)(2) + (−8)(5) (−7)(3) + (−8)(6)

(9)(1) + (10)(4) (9)(2) + (10)(5) (9)(3) + (10)(6)

(0)(1) + (−11)(4) (0)(2) + (−11)(5) (0)(3) + (−11)(6)

⎞

⎟⎟⎟⎠

∴ BA =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−39 −54 −69

49 68 87

−44 −55 −66

⎞

⎟⎟⎟⎠
(II)

ចំេពះ AC �មនិយមនយ័មនិ�ចគុណបនេទ េ�ពះ A ជម៉�ទីសលំ�ប់ (2×3) េហˊយ C ជម៉�ទីសលំ�ប់ (2×2)

។ ែត CA េគ�ចគណនបន េ�ពះ C ជម៉�ទីសលំ�ប់ (3× 2) និង A ជម៉�ទីសលំ�ប់ (2× 2)

េគបន CA =

⎛

⎝2 3

3 2

⎞

⎠

⎛

⎝1 2 3

4 5 6

⎞

⎠

=

⎛

⎝(2)(1) + (3)(4) (2)(2) + (5)(3) (2)(3) + (3)(6)

(3)(1) + (2)(4) (3)(2) + (2)(5) (3)(3) + (2)(6)

⎞

⎠

=

⎛

⎝14 19 24

11 16 21

⎞

⎠

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ១៨ ជំននទ់២ី៤



�ម (I) និង (II) េគបន AB ̸= BA

Listing ១.4: េ�ះ��យ�ម matlab
1

2

3 − − −

4

5

6

7

8

�ទឹស�បីទ ១.៣. េប́ A,B និង C គឺជបីម៉�ទីសមនលំ�បដូ់ចគន េនះេគបន៖
១ . A(BC) = (AB)C លកខណៈផ�ុ ំចំេពះ�បមណវធីិគុណ

២ . A(B + C) = AB + AC លកខណៈបំែបកខងេឆ�ងចំេពះ�បមណវធីិគុណ

៣ . (B + C)A = BA+ CA លកខណៈបំែបកខង�� ំចំេពះ�បមណវធីិគុណ

ដំេ�ះ��យ

េប́េគយក A = [aij], B = [bij] ជម៉�ទីសលំ�ប់ m× n និង C = [cij] ជម៉�ទីសលំ�ប់ n× p

១ . េគបន A(BC) = [aij] ([bij][cij])

= [aij][bij][cij]

= ([aij][bij]) [cij]

∴ A(BC) = (AB)C

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ១៩ ជំននទ់២ី៤



២ . េគបន A(B + C) = [aij] ([bij] + [cij])

= [aij] [(bij + cij)]

=

[
n∑

k=1

aik(bkj + ckj)

]

=

[
n∑

k=1

(aikbkj + aikckj)

]

=

[
n∑

k=1

aikbkj +
n∑

k=1

aikckj

]

=

[
n∑

k=1

aikbkj

]
+

[
n∑

k=1

aikckj

]

= [aij][bij] + [aij][cij] �មនិយមនយ័

∴ A(B + C) = AB + AC

៣ . ��យដូចទី២

៤. ម៉�ទីស�ចស

និយមន័យ១.១១. A ជម៉�ទីសកេរមយួែដល det(A) ̸= 0 ។ េបេ́គគុណម៉�ទីស A និងម៉�ទីសកេរ B មយួ

េហˊយ ផលគុណៃនម៉�ទីសេនះជម៉�ទីសឯក� AB = BA = I េនះេគថម៉�ទីស A មនច�មស ែដល B

ជច�មស ឬជម៉�ទីស�ចសៃន A ។ េគកំណតស់រេសរេ�យ B = A−1 ដូចេនះេគបន AA−1 = A−1A = I

។

ឧទហរណ៍ ១.១៦. ម៉�ទីស B =

⎡

⎣ −2 1

1.5 −0.5

⎤

⎦ គឺជច�មសៃនម៉�ទីស A =

⎡

⎣ 1 2

3 4

⎤

⎦

េ�ពះ AB =

⎡

⎣ 1 2

3 4

⎤

⎦

⎡

⎣ −2 1

1.5 −0.5

⎤

⎦ =

⎡

⎣ 1 0

0 1

⎤

⎦ =

⎡

⎣ −2 1

1.5 −0.5

⎤

⎦

⎡

⎣ 1 2

3 4

⎤

⎦ = BA

េគសរេសរបន A−1 =

⎡

⎣ 1 2

3 4

⎤

⎦
−1

=

⎡

⎣ −2 1

1.5 −0.5

⎤

⎦

ឧទហរណ៍ ១.១៧. េគឲយបីម៉�ទីស A =

⎛

⎝ 4 3

3 2

⎞

⎠ , B =

⎛

⎝ −2 3

3 −4

⎞

⎠ និង C =

⎛

⎝ 2 3

1 2

⎞

⎠

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ២០ ជំននទ់២ី៤



• េប́ AB =

⎛

⎝ 4 3

3 2

⎞

⎠

⎛

⎝ −2 3

3 −4

⎞

⎠ =

⎛

⎝ (4)(−2) + (3)(3) (4)(3) + (3)(−4)

(3)(−2) + (2)(3) (3)(3) + (2)(−4)

⎞

⎠

=

⎛

⎝ 1 0

0 1

⎞

⎠

និង BA =

⎛

⎝ −2 3

3 −4

⎞

⎠

⎛

⎝ 4 3

3 2

⎞

⎠ =

⎛

⎝ (4)(−2) + (3)(3) (4)(3) + (3)(−4)

(3)(−2) + (2)(3) (3)(3) + (2)(−4)

⎞

⎠

=

⎛

⎝ 1 0

0 1

⎞

⎠

េគបន AB = BA = I េនះ B ជច�មសៃនម៉�ទីស A ឬ A ជច�មសៃនម៉�ទីស B ។

• េប́ AC =

⎛

⎝ 4 3

3 2

⎞

⎠

⎛

⎝ 2 3

1 2

⎞

⎠ =

⎛

⎝ 4× 2 + 3× 1 4× 3 + 3× 2

3× 2 + 2× 1 3× 3 + 2× 2

⎞

⎠ =

⎛

⎝ 7 18

8 13

⎞

⎠

េគបន AC ̸= I2 េនះ C មនិែមនជម៉�ទីស�ចសៃនម៉�ទីស A េទ ឬម៉�ទីស A មនិែមនជម៉�ទីស�ចសៃន

ម៉�ទីស B េទ ។

�ទឹស�បីទ ១.៤. េប́ពីរម៉�ទីសកេរ B និង C ជម៉�ទីស�ចសៃនម៉�ទីសកេរ A េនះ B = C ។

ដំេ�ះ��យ

េប́ B និង C ជម៉�ទីស�ចសៃនម៉�ទីស A េនះ AB = I និង CA = I

េគបន AB = I ⇒ C(AB) = CI = C

CA = I ⇒ (CA)B = IB = B

េ�យ C(AB) = (CA)B ⇒ C = B

�ទឹស�បីទ ១.៥. េប́ពីរម៉�ទីសកេរ A និង B ជម៉�ទីសមន�ចសែដលមនលំ�បដូ់ចគន េគបន៖

១ . ម៉�ទីសកេរ AB មនច�មស ២ . (AB)−1 = B−1A−1

ដំេ�ះ��យ

េគ�គនែ់តបង� ញថ (AB)(B−1A−1) = (B−1A−1)(AB) = I �មលកខណៈ�បមណវធីិៃនម៉�ទីស

េគបន (AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AIA−1 = AA−1 = I

(B−1A−1)(AB) = B−1(A−1A)B = B−1IB = B−1B = I

នឲំយ (AB)(B−1A−1) = (B−1A−1)(AB) = I មននយ័ថម៉�ទីស AB មនច�មសគឺ B1A−1 និង�ចស

មកវញិ ម៉�ទីស B−1A−1 មនច�មសគឺម៉�ទីស AB ។

ដូចេនះ (AB)−1 = B−1A−1 ។

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ២១ ជំននទ់២ី៤



៤.១. លកខណៈៃនម៉�ទីស�ចស

1. (A−1)−1 = A

2. (AT )−1 = (A−1)T

3. (kA)−1 =
1

k
A−1, k ̸= 0

4. (AB)−1 = B−1A−1

5. (ABC)−1 = C−1B−1A−1

6. (A1A2 · · ·Ak−1Ak)
−1 = A−1

k A−1
k−1 · · ·A

−1
2 A−1

1

7. (An)−1 = (A−1)n , n = 1, 2, 3, · · ·

៤.២. េដែទមីណង់ Determinent

និយមន័យ ១.១២. េដែទមីណង់ជអនុគមន៍ែដលយកតៃម�ពិតៃនអេថរែដលមន�ងជម៉�ទីសកេរមយួ ។

មននយ័ថ�នឹងកំណតប់ននូវតៃម�ពិត f(x) មយួ�មតៃម�ៃនម៉�ទីសកេរ X ។

និយមន័យ ១.១៣. A ជម៉�ទកីេរមយួ ។ អនុគមនេ៍ដែទមណីង�់ងេ�យ det ឬ | | េហˊយអនុគមនេ៍ដែទមី
ណងៃ់ន A កំណតេ់�យ det(A) ឬ |A| គឺជផលបូកៃន�គបផ់លគុណដំបូងែដលមនសȦញ ទងំអស់ៃនម៉�ទីស

កេរ A ។

ចំ�ំ១.៦. ផលគុណដំបូងៃនម៉�ទីសកេរ A មននយ័ថជផលគុណ�មយួៃន n ធតុរបស់ម៉�ទីស ែតគម នធតុពីរ

�ែដលឋតិកនុងជួរេដកែតមយួឬ ជួឈរែតមយួេទ ។

ឧទហរណ៍ ១.១៨. ចូរសរេសរ�គបផ់លគុណដំបូងទងំអស់ៃនម៉�ទីសកេរ េហˊយសរេសរ�គបផ់លគុណដំបូងែដលមន

សȦញ ទងំអស់ៃនម៉�ទីស និងកំណតេ់ដែទមណីង់ ៃនម៉�ទីសខងេ�កម៖

១ . A =

⎛

⎝a11 a12

a21 a22

⎞

⎠
២ . A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⎞

⎟⎟⎟⎠

ដំេ�ះ��យ

១ . A =

⎛

⎝a11 a12

a21 a22

⎞

⎠ ផលគុណដំបូងទងំអស់ៃនម៉�ទីស A មន a11a22 និង a21a12

ផលគុណដំបូងែដលមនសȦញ ទងំអស់ៃនម៉�ទីស A គឺ a11a22 និង −a21a12

ដូចេនះ det(A) = det

⎛

⎝a11 a12

a21 a22

⎞

⎠ = a11a22 − a21a12 េȄថេដែទមណីងៃ់នម៉�ទីសកេរ A ។

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ២២ ជំននទ់២ី៤



២ . A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⎞

⎟⎟⎟⎠
ផលគុណដំបូងទងំអស់ៃនម៉�ទីស B

មន a11a22a33 a12a23a31 a13a32a21 a31a22a13 a32a23a11 និង a21a12a33

ផលគុណដំបូងែដលមនសȦញ ទងំអស់ៃនម៉�ទីសB គឺ a11a22a33 a12a23a31 a13a32a21 −a31a22a13 −

a32a23a11 និង −a21a12a33

ដូចេនះ det(B) = det

⎛

⎜⎜⎜⎝

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⎞

⎟⎟⎟⎠

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a32a21 − a31a22a13 − a32a23a11 − a21a12a33

េȄថេដែទមណីងៃ់នម៉�ទីសកេរ B ។

Listing ១.5: េ�ះ��យ�ម matlab
1

2

3

4

5

6

�ទឹស�បីទ ១.៦. េប́ A ជម៉�ទីសកេរ េហˊយមនច�មស េនះ det(A−1) =
1

det(A)
។

ដំេ�ះ��យ

េប́ A ជម៉�ទីសកេរេហˊយមនច�មសេនះ

េគបន AA−1 = I

⇒ det(AA−1) = det(I) = 1

⇒ det(A) det(A−1) = 1 , េ�ពះ det(AB) = deg(A). det(B)

េប́ det(A) ̸= 0 េនះ det(A). det(A−1)

det(A)
=

1

det(A)

⇒ det(A−1) =
1

det(A)

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ២៣ ជំននទ់២ី៤



៤.៣. ករគណនេដែទមីណង់េ�យេ�បˊវិធី SARUSE

េគឲយ A ជម៉�ទីសកេរលំ�ប់ 3× 3 ែដល

⎛

⎜⎜⎜⎝

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⎞

⎟⎟⎟⎠

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

+ ++

− − −

det(A) =

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a32a21 − a31a22a13 − a32a23a11 − a21a12a33

ចំ�ំ១.៧. វធីិ SARUSE អនុវត�នប៍នចំេពះម៉�ទីសលំ�ប់ 3× 3 ែតប៉ុេ�� ះ ។

ឧទហរណ៍ ១.១៩. គណនេដែទមណីងៃ់នម៉�ទីស A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 0 2

3 1 2

0 2 1

⎞

⎟⎟⎟⎠
។

ដំេ�ះ��យ

េគមន A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 0 2

3 1 2

0 2 1

⎞

⎟⎟⎟⎠

េគបន det(A) = A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 0 2
... 1 0

3 1 2
... 3 1

0 2 1
... 0 2

⎞

⎟⎟⎟⎠

= (1)(1)(1) + (0)(2)(0) + (2)(3)(2)− (0)(1)(2)− (2)(2)(1)− (1)(3)(0)

= 9

ដូចេនះ det(A) = 9

Listing ១.6: េ�ះ��យេ�យេ�˪ˊ matlab
1

2

3

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ២៤ ជំននទ់២ី៤



៤.៤. ករគណនេដែទមីណង់ចំេពះម៉�ទីស�តីេកណេលˊ ម៉�ទីស�តីេកណេ�កម និងម៉�ទីសអងគត់
�ទȪងពិេសស

និយមន័យ ១.១៤. េប́ A ជម៉�ទីសកេរលំ�ប់ n × n (ម៉�ទីស�តីេកណេលˊ ម៉�ទីស�តីេកណេ�កម ឬម៉�ទីស
អងកត់�ទȪង) េនះ det(A) េសមˊនឹងផលគុណៃនធតុេǷេល́អងកត�់ទȪងសំខនគឺ់ det(A) = a11a22a33 · · · ann ។

ឧទហរណ៍ ១.២០. េគឲយបីម៉�ទីកេរ A =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 a13 a14

0 a22 a23 a24

0 0 a33 a34

0 0 0 a44

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, B =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 0 0 0 0

a21 a22 0 0 0

a31 a32 a33 0 0

a41 a42 a43 a44

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

និង C =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 0 0 0

0 a22 0 0

0 0 a33 0

0 0 0 a44

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ដំេ�ះ��យ

• A ជម៉�ទីស�តីេកណេល́មនលំ�ប់ 4× 4 ែដល A =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 a13 a14

0 a22 a23 a24

0 0 a33 0

0 0 0 a44

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

េគបន det(A) = det

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 a13 a14

0 a22 a23 a24

0 0 a33 a34

0 0 0 a44

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= a11a22a33a44

• B ជម៉�ទីស�តីេកណេ�កមលំ�ប់ 5× 5 ែដល B =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 0 0 0 0

a11 a22 0 0 0

a11 a22 a33 0 0

a11 a22 a33 a44 0

a11 a22 a33 a44 a55

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ២៥ ជំននទ់២ី៤



េគបន det(B) = det

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 0 0 0 0

a11 a22 0 0 0

a11 a22 a33 0 0

a11 a22 a33 a44 0

a11 a22 a33 a44 a55

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= a11a22a33a44a55

• C ជម៉�ទីសអងកត�់ទȪងពិេសសលំ�ប់ 4× 4 ែដល C =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 0 0 0

0 a22 0 0

0 0 a33 0

0 0 0 a4

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

េគបន det(C) = det

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 0 0 0

0 a22 0 0

0 0 a33 0

0 0 0 a4

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= a11a22a33a44

៤.៥. ករគណនេដែទមីណង់េ�យេ�បˊបនថយជួរេដក

�ទឹស�បីទ ១.៧. េប́ A ជម៉�ទីសកេរមយួែដលមនជួរេដកមយួេសមˊសូនយេនះ det(A) = 0 ។

ស�មយបȦជ ក់

�គបផ់លគុណដំបូងែដលមនសȦញ ទងំអស់េចញពីម៉�ទីស A មនក�� មយួេចញពី�គបជ់ួរេដកទងំអស់ៃន A េនះ�គប់

ផលគុណដំបូងែដលមនសȦញ ទងំអស់មនក�� មយួពីជួរ េដកេសមˊ សូនយ ដូេចនះ�មនតៃម�េសមˊ សូនយ ។ មយ៉ងេទȢតេ�យ

det(A) ជផលបូកៃន�គបផ់លគុណដំបូងែដលមន សȦញ ទងំអស់ េនះេយˊងបន det(A) = 0 ។

ឧទហរណ៍ ១.២១. េគឲយម៉�ទីស A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

3− x 2 2

2 4− x 1

−2 −4 −1− x

⎞

⎟⎟⎟⎠
។ រកតៃម� x ែដល det(A) = 0 ។

ដំេ�ះ��យ

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ២៦ ជំននទ់២ី៤



េគបន det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3− x 2 2

2 4− x 1

−2 −4 −1− x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (3− x)[−(4− x)(1 + x) + 4]− 2[−2(1 + x) + 2] + 2[−8 + 2(4− x)]

= (3− x)
[
x2 − 3x

]
− 2[−2x] + 2[−2x]

= x
[
−(x− 3)2

]

េ�យ det(A) = 0 េនះ x
[
−(x− 3)2

]
= 0 នឲំយ x = 0, x = 3

�ទឹស�បីទ ១.៨. A ជម៉�ទីសកេរលំ�ប់ n× n និង k ជចំនួនពិតមយួេនះ |kA| = kn|A| ។

ស�មយបȦជ ក់

A = (aij)1≤i≤n,1≤j≤n ⇒ (kA) = (kaij)1≤i≤n,1≤j≤n`

េនះេគបន

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ka11 ka12 · · · ka1n

ka21 ka22 · · · ka2n
... ... . . . ...

kan1 kan2 · · · kann

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= k

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 · · · a1n

ka21 ka22 · · · ka2n
... ... . . . ...

kan1 an2 · · · kann

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= k2

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

kan1 an2 · · · kann

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

= kn

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

an1 an2 · · · ann

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ដូចេនះ |kA| = kn|A|

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ២៧ ជំននទ់២ី៤



�ទឹស�បីទ ១.៩. A ជម៉�ទីសកេរលំ�ប់ n× n ។
១ . េប́ B ជម៉�ទីសែដលបនមកេ�យគុណជួរេដកមយួៃន A និង ចំនួនេថរ k មយួេនះ det(B) = k det(A)

ឬ det(A) =
1

k
det(B), k ̸= 0 ។

២ . េប́ B ជម៉�ទីសែដលបនមកេ�យផ� ស់ប�ូរទី�ងំេǵវញិេǵមកៃនជួរេដកពីរៃន A េនះ

det(B) = − det(A) ឬ det(A) = − det(B) ។

៣ . េប́ B ជម៉�ទីសែដលបនមកេ�យយកចំនួនេថរ k �មយួេǵគុណនឹងជួរេដក�មយួៃនម៉�ទីស A េហˊយ

េǵបូកនឹងជួរេដកមយួេផ�ងេទȢតៃនម៉�ទីស A េនះ det(A) = det(B) ។

៤.៦. មីន័រ (Minor)

និយមន័យ ១.១៥. េប́ A ជម៉�ទីសកេរលំ�ប់ n×n េនះមនីរ័ (Minor) ៃនជួរេដកទី i និងជួរឈរទី j កំណត់

េ�យ Mij គឺជេដែទមណីងៃ់នម៉�ទីសរងៃនម៉�ទីសកេរ A ែដលបនមកេ�យ លុបជួរេដកទី i និងជួរឈរទី j

េចញពីម៉�ទីសកេរ A ។

�មនិយមនយ័ A ជម៉�ទិសកេរលំ�ប់ n× n េគបន

A = (a)i,j =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 · · · a1(j−1) a1j a1(j+1) · · · a1(n−1) a1n

a21 a22 · · · a2(j−1) a2j a2(j+1) · · · a2(n−1) a2n
... ... . . . ... ... ... . . . ... ...

a(i−1)1 a(i−1)2 · · · a(i−1)(j−1) a(i−1)j a(i−1)(j+1) · · · a(i−1)(n−1) a(i−1)n

ai1 ai2 · · · ai(j−1) aij ai(j+1) · · · ai(n−1) ain

a(i+1)1 a(i+1)2 · · · a(i+1)(j−1) a(i+1)j a(i+1)(j+1) · · · a(i+1)(n−1) a(i+1)n

... ... . . . ... ... ... . . . ... ...

a(n−1)1 a(n−1)2 · · · a(n−1)(j−1) a(n−1)j a(n−1)(j+1) · · · a(n−1)(n−1) a(n−1)n

an1 an2 · · · an(j−1) an−j an(j+1) · · · an(n−1) ann

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ២៨ ជំននទ់២ី៤



• M11 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1(j−1) a1j a1(j+1) · · · a1(n−1) a1n

a21 a22 · · · a2(j−1) a2j a2(j+1) · · · a2(n−1) a2n
... ... . . . ... ... ... . . . ... ...

a(i−1)1 a(i−1)2 · · · a(i−1)(j−1) a(i−1)j a(i−1)(j+1) · · · a(i−1)(n−1) a(i−1)n

ai1 ai2 · · · ai(j−1) aij ai(j+1) · · · ai(n−1) ain

a(i+1)1 a(i+1)2 · · · a(i+1)(j−1) a(i+1)j a(i+1)(j+1) · · · a(i+1)(n−1) a(i+1)n

... ... . . . ... ... ... . . . ... ...

a(n−1)1 a(n−1)2 · · · a(n−1)(j−1) a(n−1)j a(n−1)(j+1) · · · a(n−1)(n−1) a(n−1)n

an1 an2 · · · an(j−1) anj an(j+1) · · · an(n−1) ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a22 · · · a2(j−1) a2j a2(j+1) · · · a2(n−1) a2n
... . . . ... ... ... . . . ... ...

a(i−1)2 · · · a(i−1)(j−1) a(i−1)j a(i−1)(j+1) · · · a(i−1)(n−1) a(i−1)n

ai2 · · · ai(j−1) aij ai(j+1) · · · ai(n−1) ain

a(i+1)2 · · · a(i+1)(j−1) a(i+1)j a(i+1)(j+1) · · · a(i+1)(n−1) a(i+1)n

... . . . ... ... ... . . . ... ...

a(n−1)2 · · · a(n−1)(j−1) a(n−1)j a(n−1)(j+1) · · · a(n−1)(n−1) a(n−1)n

an2 · · · an(j−1) anj an(j+1) · · · an(n−1) ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

• M1j =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1(j−1) a1j a1(j+1) · · · a1(n−1) a1n

a21 a22 · · · a2(j−1) a2j a2(j+1) · · · a2(n−1) a2n
... ... . . . ... ... ... . . . ... ...

a(i−1)1 a(i−1)2 · · · a(i−1)(j−1) a(i−1)j a(i−1)(j+1) · · · a(i−1)(n−1) a(i−1)n

ai1 ai2 · · · ai(j−1) aij ai(j+1) · · · ai(n−1) ain

a(i+1)1 a(i+1)2 · · · a(i+1)(j−1) a(i+1)j a(i+1)(j+1) · · · a(i+1)(n−1) a(i+1)n

... ... . . . ... ... ... . . . ... ...

a(n−1)1 a(n−1)2 · · · a(n−1)(j−1) a(n−1)j a(n−1)(j+1) · · · a(n−1)(n−1) a(n−1)n

an1 an2 · · · an(j−1) anj an(j+1) · · · an(n−1) ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ២៩ ជំននទ់២ី៤



=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a21 a22 · · · a2(j−1) a2(j+1) · · · a2(n−1) a2n
... ... . . . ... ... . . . ... ...

a(i−1)1 a(i−1)2 · · · a(i−1)(j−1) a(i−1)(j+1) · · · a(i−1)(n−1) a(i−1)n

ai1 ai2 · · · ai(j−1) ai(j+1) · · · ai(n−1) ain

a(i+1)1 a(i+1)2 · · · a(i+1)(j−1) a(i+1)(j+1) · · · a(i+1)(n−1) a(i+1)n

... ... . . . ... ... . . . ... ...

a(n−1)1 a(n−1)2 · · · a(n−1)(j−1) a(n−1)(j+1) · · · a(n−1)(n−1) a(n−1)n

an1 an2 · · · an(j−1) an(j+1) · · · an(n−1) ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

• Mi1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1(j−1) a1j a1(j+1) · · · a1(n−1) a1n

a21 a22 · · · a2(j−1) a2j a2(j+1) · · · a2(n−1) a2n
... ... . . . ... ... ... . . . ... ...

a(i−1)1 a(i−1)2 · · · a(i−1)(j−1) a(i−1)j a(i−1)(j+1) · · · a(i−1)(n−1) a(i−1)n

ai1 ai2 · · · ai(j−1) aij ai(j+1) · · · ai(n−1) ain

a(i+1)1 a(i+1)2 · · · a(i+1)(j−1) a(i+1)j a(i+1)(j+1) · · · a(i+1)(n−1) a(i+1)n

... ... . . . ... ... ... . . . ... ...

a(n−1)1 a(n−1)2 · · · a(n−1)(j−1) a(n−1)j a(n−1)(j+1) · · · a(n−1)(n−1) a(n−1)n

an1 an2 · · · an(j−1) anj an(j+1) · · · an(n−1) ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a12 · · · a1(j−1) a1j a1(j+1) · · · a1(n−1) a1n

a22 · · · a2(j−1) a2j a2(j+1) · · · a2(n−1) a2n
... . . . ... ... ... . . . ... ...

a(i−1)2 · · · a(i−1)(j−1) a(i−1)j a(i−1)(j+1) · · · a(i−1)(n−1) a(i−1)n

a(i+1)2 · · · a(i+1)(j−1) a(i+1)j a(i+1)(j+1) · · · a(i+1)(n−1) a(i+1)n

... . . . ... ... ... . . . ... ...

a(n−1)2 · · · a(n−1)(j−1) a(n−1)j a(n−1)(j+1) · · · a(n−1)(n−1) a(n−1)n

an2 · · · an(j−1) anj an(j+1) · · · an(n−1) ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ៣០ ជំននទ់២ី៤



• Mij =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1(j−1) a1j a1(j+1) · · · a1(n−1) a1n

a21 a22 · · · a2(j−1) a2j a2(j+1) · · · a2(n−1) a2n
... ... . . . ... ... ... . . . ... ...

a(i−1)1 a(i−1)2 · · · a(i−1)(j−1) a(i−1)j a(i−1)(j+1) · · · a(i−1)(n−1) a(i−1)n

ai1 ai2 · · · ai(j−1) aij ai(j+1) · · · ai(n−1) ain

a(i+1)1 a(i+1)2 · · · a(i+1)(j−1) a(i+1)j a(i+1)(j+1) · · · a(i+1)(n−1) a(i+1)n

... ... . . . ... ... ... . . . ... ...

a(n−1)1 a(n−1)2 · · · a(n−1)(j−1) a(n−1)j a(n−1)(j+1) · · · a(n−1)(n−1) a(n−1)n

an1 an2 · · · an(j−1) anj an(j+1) · · · an(n−1) ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1(j−1) a1(j+1) · · · a1(n−1) a1n

a21 a22 · · · a2(j−1) a2(j+1) · · · a2(n−1) a2n
... ... . . . ... ... . . . ... ...

a(i−1)1 a(i−1)2 · · · a(i−1)(j−1) a(i−1)(j+1) · · · a(i−1)(n−1) a(i−1)n

a(i+1)1 a(i+1)2 · · · a(i+1)(j−1) a(i+1)(j+1) · · · a(i+1)(n−1) a(i+1)n

... ... . . . ... ... . . . ... ...

a(n−1)1 a(n−1)2 · · · a(n−1)(j−1) a(n−1)(j+1) · · · a(n−1)(n−1) a(n−1)n

an1 an2 · · · an(j−1) an(j+1) · · · an(n−1) ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៣១ ជំននទ់២ី៤



ឧទហរណ៍ ១.២២. កំណតម់នីរ័ (Minor) �គបជ់ួរេដក និងជួរឈរៃនម៉�ទីស

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 2 3

0 2 0

2 1 −2

⎞

⎟⎟⎟⎠
។

ដំេ�ះ��យ

េគបន M11 =

∣∣∣∣∣∣

2 0

1 −2

∣∣∣∣∣∣
= −2(2)− 0(1) = −4

M12 =

∣∣∣∣∣∣

0 0

2 −2

∣∣∣∣∣∣
= 0(−2)− 2(0) = 0

M13 =

∣∣∣∣∣∣

0 2

2 1

∣∣∣∣∣∣
= 0(1)− 2(2) = −4

M21 =

∣∣∣∣∣∣

2 3

1 −2

∣∣∣∣∣∣
= 2(−2)− 1(3) = −7

M22 =

∣∣∣∣∣∣

1 3

2 −2

∣∣∣∣∣∣
= 1(−2)− 2(3) = −8

M23 =

∣∣∣∣∣∣

1 2

2 1

∣∣∣∣∣∣
= 1(1)− 2(2) = −3

M31 =

∣∣∣∣∣∣

2 3

2 0

∣∣∣∣∣∣
= 2(0)− 2(3) = −6

M32 =

∣∣∣∣∣∣

1 3

0 0

∣∣∣∣∣∣
= 1(0)− 0(3) = 0

M33 =

∣∣∣∣∣∣

1 2

0 2

∣∣∣∣∣∣
= 1(2)− 0(2) = 2

៤.៧. កេូហ�កទ័រ (Cofactor)

និយមន័យ ១.១៦. កូេហ�កទរ័ (Cofactor ) ៃនម៉�ទីសកេរ A �ងេ�យ Cof(A) ។ ជម៉�ទីសកេរ ែដល

ធតុរបស់�ជមនីរ័ (Minor) េǵ�មលំ�បជ់ួរេដកទី i និងជួរឈរទី j ៃនម៉�ទីសកេរ A ែដរ េហ́យរមួបȥចូ លទងំ

សȦញ េǵេល́មនីរ័ (Minor) េនះផង ។ េគកំណត�់ងធតុៃនកូេហ�កទរ័ (Cofactor) េ�យ cij = (−1)i+jMij

។

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៣២ ជំននទ់២ី៤



�មនិយមនយ័េគបន៖ Cof(A) = (cij)i≤i≤n,1≤j≤n =
(
(−1)i+jMij

)
1≤j≤n,1≤j≤n

ែដល Mij ជមនី័រ

(Minor) ៃនជួរេដកទី i និងជួរឈរទី j ៃនម៉�ទីសកេរ A ។

ចំ�ំ១.៨. កូេហ�កទរ័ (Cofactor) និង មនីរ័ (Minor) ៃនម៉�ទីសកេរA ៃនជួរេដកទី i និងជួរឈរទី j ខុសគន ែតសȦញ ប៉េុនះ

។ មននយ័ថ cij = (−1)i+jMij ។ ខងេ�កមេនះជសȦញ ម៉�ទីស Cofactor

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

+ − + − + · · ·

− + − + − · · ·

+ − + − + · · ·
... ... ... ... ... . . .

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ឧទហរណ៍ ១.២៣. កំណត់ Cofactor ៃន A ែដល A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

2 −1 3

−3 0 1

−2 1 2

⎞

⎟⎟⎟⎠
។

ដំេ�ះ��យ

េគបន M11 =

∣∣∣∣∣∣

0 1

1 2

∣∣∣∣∣∣
= 0(2)− 1(1) = −1 ⇒ C11 = (−1)1+1M11 = −1

M12 =

∣∣∣∣∣∣

−3 1

−2 2

∣∣∣∣∣∣
= −3(2) + 2(1) = −4 ⇒ C12 = (−1)1+2M12 = 4

M13 =

∣∣∣∣∣∣

−3 0

−2 1

∣∣∣∣∣∣
= −3(1) + 2(0) = −3 ⇒ C13 = (−1)1+3M13 = −3

M21 =

∣∣∣∣∣∣

−1 3

1 2

∣∣∣∣∣∣
= −1(2)− 1(3) = −5 ⇒ C21 = (−1)2+1M21 = 5

M22 =

∣∣∣∣∣∣

2 3

−2 2

∣∣∣∣∣∣
= 2(2) + 2(3) = 10 ⇒ C22 = (−1)2+2M22 = 10

M23 =

∣∣∣∣∣∣

2 −1

−2 1

∣∣∣∣∣∣
= 2(1)− 2(1) = 0 ⇒ C23 = (−1)2+3M23 = 0

M31 =

∣∣∣∣∣∣

−1 3

0 1

∣∣∣∣∣∣
= −1(1)− 0(3) = −1 ⇒ C31 = (−1)3+1M31 = −1

M32 =

∣∣∣∣∣∣

2 3

−3 1

∣∣∣∣∣∣
= 2(1)− 3(−3) = 11 ⇒ C32 = (−1)3+2M32 = −11

M33 =

∣∣∣∣∣∣

2 −1

−3 0

∣∣∣∣∣∣
= 2(0)− (−3)(−1) = −3 ⇒ C33 = (−1)3+3M33 = −3

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៣៣ ជំននទ់២ី៤



ដូចេនះ Cof(A) =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1 4 −3

5 10 0

−1 −11 −3

⎞

⎟⎟⎟⎠

៤.៨. ករគណនេដែទមីណង់�មកេូហ�កទ័រ

េគមន

∣∣∣∣∣∣

a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣
= a11a22 − a21a12 = a11.C11 + a12C12 = a11C11 + a21C21 , Cij = (−1)i+jMij

ជទូេǵ ១.១៦.១. េប́ A ជម៉�ទីសកេរលំ�ប់ n× n និង Mij ជមនីរ័ េនះ កូេហ�ទរ័ Cij = (−1)i+i

េនះេគបន det(A) =
n∑

i=1

aijCij =
n∑

j=1

aijCij ែដល i = 1, n, j = 1, n ។

ឧទហរណ៍ ១.២៤. គណនេដែទមណីងៃ់នម៉�ទីស A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⎞

⎟⎟⎟⎠

ដំេ�ះ��យ

េ�យ C11 = M11 =

∣∣∣∣∣∣

a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a22a33 − a23a32

C12 = −M12 =

∣∣∣∣∣∣

a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣∣∣
= a23a31 − a21a33

C13 = M12 =

∣∣∣∣∣∣

a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣∣∣
= a21a32 − a31a22

េគបន det(A) =
3∑

j=1

a1jC1j = a11C11 + a12C12 + a13C13

det(A) = a11(a22a33 − a23a32) + a12(a23a31 − a21a33) + a13(a21a32 − a31a22)

= a11a22a33 − a11a23a32 + a12a23a31 − a12a21a33 + a13a21a32 − a13a31a22

ដូចេនះ det(A) = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a11a23a32 − a12a21a33 − a13a31a22

Listing ១.7: េ�ះ��យ�ម matlab
1

2

3

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ៣៤ ជំននទ់២ី៤



ឧទហរណ៍ ១.២៥. គណន det(A) ែដល A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 4

0 3 5

4 −5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

។

ដំេ�ះ��យ

េ�យ C11 = M11 =

∣∣∣∣∣∣

3 5

−5 3

∣∣∣∣∣∣
= 9 + 25 = 34

C31 = M31 =

∣∣∣∣∣∣

1 4

3 5

∣∣∣∣∣∣
= 5− 12 = −7

េគបន det(A) =
3∑

i=1

ai1Ci1 = a11C11 + a21C21 + a31C31

= 2(34) + 0(C21) + 4(−7)

= 40

ដូចេនះ det(A) = 40

Listing ១.8: េ�ះ��យ�ម matlab
1

2 −

ឧទហរណ៍ ១.២៦. េគឲយម៉�ទីស A =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 2 3 4

3 2 0 1

5 −2 0 −2

−2 0 4 1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

គណន det(A) ។

ដំេ�ះ��យ

េ�យម៉�ទីស A េយˊងេឃ́ញថជួរឈរទី៣ មនេលខសូនយេ�ច́នដូចេនះ

េគបន det(A) =
4∑

i=1

ai3Ci3 = a13C13 + a23C23 + a33C33 + a43C43

ែដល a13 = 3, a23 = a33 = 0, a43 = 4

េ�យ C13 = M13 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 1

5 −2 −2

−2 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −12

C43 = −M43 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 4

3 2 1

5 −2 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 44

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៣៥ ជំននទ់២ី៤



េគបន det(A) = 3(−12) + 0× C24 + 0× C34 + 4(44) = 140

ដូចេនះ det(A) = 140

Listing ១.9: េ�ះ��យ�ម matlab
1

2 − − −

៤.៩. ម៉�ទីស Adjoin

និយមន័យ ១.១៧. ADJOIN ៃនម៉�ទីសកេរ A = (aij)1≤i≤n,1≤j≤n គឺជម៉�ទីស�តង់សប៉ូេស (TRANS-

POSE) ៃនម៉�ទីស COFACTOR ៃនម៉�ទីសកេរ A ។ េគកំណត់េសេសរេ�យ Adj(A) = [Cof(A)]T

។

�មនិយមនយ័ ១.១៧ េគបន Adj(A) = [cof(A)]T = (cij)
T
1≤i≤n,1≤j≤n

=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

c11 c12 · · · c1n

c21 c22 · · · c2n
... ... . . . ...

cn1 cn2 · · · cnn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

T

=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

c11 c21 · · · cn1

c12 c22 · · · cn2
... ... . . . ...

c1n c2n · · · cnn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= (cji)1≤i≤n,1≤j≤n

ដូចេនះ Adj(A) = [cof(A)]T = (cij)
T
1≤i≤n,1≤j≤n = (cji)1≤i≤n,1≤j≤n ។

ឧទហរណ៍ ១.២៧. េគឲយម៉�ទីស A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 2 3

4 5 6

7 8 9

⎞

⎟⎟⎟⎠
កំណតរ់ក Adjoin ៃន A ។

ដំេ�ះ��យ

• M11 =

∣∣∣∣∣∣

5 6

8 9

∣∣∣∣∣∣
= 45− 48 = −3 ⇒ C11 = (−1)1+1M11 = −3

• M12 =

∣∣∣∣∣∣

4 6

7 9

∣∣∣∣∣∣
= 36− 42 = −6 ⇒ C12 = (−1)1+2M12 = 6

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៣៦ ជំននទ់២ី៤



• M13 =

∣∣∣∣∣∣

4 5

7 8

∣∣∣∣∣∣
= 32− 35 = −3 ⇒ C13 = (−1)1+3M13 = −3

• M21 =

∣∣∣∣∣∣

2 3

8 9

∣∣∣∣∣∣
= 18− 24 = −6 ⇒ C21 = (−1)2+1M21 = 6

• M22 =

∣∣∣∣∣∣

1 3

7 9

∣∣∣∣∣∣
= 9− 21 = −12 ⇒ C22 = (−1)2+2M22 = −12

• M23 =

∣∣∣∣∣∣

1 2

7 8

∣∣∣∣∣∣
= 8− 14 = −6 ⇒ C23 = (−1)2+3M23 = 6

• M31 =

∣∣∣∣∣∣

2 3

5 6

∣∣∣∣∣∣
= 12− 15 = −3 ⇒ C31 = (−1)3+1M31 = −3

• M32 =

∣∣∣∣∣∣

1 3

4 6

∣∣∣∣∣∣
= 6− 12 = −6 ⇒ C32 = (−1)3+2M32 = 6

• M33 =

∣∣∣∣∣∣

1 2

4 5

∣∣∣∣∣∣
= 5− 8 = −3 ⇒ C33 = (−1)3+3M33 = −3

⇒ Cof(A) = (Cij)1≤i≤3,1≤j≤3 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

−3 6 −3

6 −12 6

−3 6 −3

⎞

⎟⎟⎟⎠

⇒ Adj(A) = [Cof(A)]T =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−3 6 −3

6 −12 6

−3 6 −3

⎞

⎟⎟⎟⎠

T

=

⎛

⎜⎜⎜⎝

−3 6 −3

6 −12 6

−3 6 −3

⎞

⎟⎟⎟⎠

ដូចេនះ Adj(A) =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−3 6 −3

6 −12 6

−3 6 −3

⎞

⎟⎟⎟⎠

Listing ១.10: េ�ះ��យ�ម matlab
1

2

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៣៧ ជំននទ់២ី៤



៤.១០. ករគណនម៉�ទីស�ចសេ�យេ�បˊេដែទមីណង់

�ទឹស�បីទ ១.១០. A ជម៉�ទីសកេរលំ�ប់ n× n ។ េប́ A ជម៉�ទីសែដលមន |A| ̸= 0

េនះ A.Adf(A) = Adf(A).A = |A|.I ។

ស�មយបȦជ ក់

�មរយៈ�ទឹស�ីបទេនះ

េនះបន A.Ajd(A) = |A|.I

⇒ A.Adj(A).
1

|A| = I, |A| ̸= 0

⇒ A−1A.Adj(A).
1

|A| = A−1I

⇒ A−1 =
1

|A|Adj(A)

ជរូបមន�ជក�់កម់យួស�មបគ់ណនម៉�ទី�ចសេ�យេ�ប́េដែទមណីង់ (Determinant) ។

ចំ�ំ១.៩. Adj(A) = [Cof(A)]T

Cof(A) = (cij)1≤i≤n,1≤j≤n

=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

c11 c12 · · · c1n

c21 c22 · · · c2n
... ... . . . ...

cn1 cn2 · · · cnn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

cij = (−1)i+jMij

Mij ជមនីរ័ (Minor) េǵ�មជួរេដកទី i និងជួរឈរទី j ៃនម៉�ទីសកេរ A ។

ឧទហរណ៍ ១.២៨. រកម៉�ទីស�ចសៃន A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

7 2 1

0 3 −1

−3 4 −2

⎞

⎟⎟⎟⎠
។

ដំេ�ះ��យ

• រក det(A)

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ៣៨ ជំននទ់២ី៤



េគមន A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

7 2 1

0 3 −1

−3 4 −2

⎞

⎟⎟⎟⎠
⇒ det(A) = |A| = 7

∣∣∣∣∣∣

3 −1

4 −2

∣∣∣∣∣∣
− 2

∣∣∣∣∣∣

0 −1

−3 −2

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

0 3

−3 4

∣∣∣∣∣∣

= 7(−6 + 4)− 2(0− 3) + 9

= −14 + 6 + 9

= 1

• រក Adj(A)

េគបន M11 =

∣∣∣∣∣∣

3 −1

4 −2

∣∣∣∣∣∣
= −2 ⇒ C11 = −2

M12 =

∣∣∣∣∣∣

0 −1

−3 −2

∣∣∣∣∣∣
= −3 ⇒ C12 = 3

M13 =

∣∣∣∣∣∣

0 3

−3 4

∣∣∣∣∣∣
= 9 ⇒ C13 = 9

M21 =

∣∣∣∣∣∣

2 1

4 −2

∣∣∣∣∣∣
= −8 ⇒ C21 = 8

M22 =

∣∣∣∣∣∣

7 1

−3 −2

∣∣∣∣∣∣
= −11 ⇒ C22 = −11

M23 =

∣∣∣∣∣∣

7 2

−3 4

∣∣∣∣∣∣
= 34 ⇒ C23 = −34

M31 =

∣∣∣∣∣∣

2 1

3 −1

∣∣∣∣∣∣
= −5 ⇒ C31 = −5

M32 =

∣∣∣∣∣∣

7 1

0 −1

∣∣∣∣∣∣
= −7 ⇒ C32 = 7

M33 =

∣∣∣∣∣∣

7 2

0 3

∣∣∣∣∣∣
= 21 ⇒ C33 = 21

⇒ Cof(A) =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−2 3 9

8 −11 −34

−5 7 21

⎞

⎟⎟⎟⎠
⇒ Adj(A) = [Cof(A)]T =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−2 8 −5

3 −11 7

9 −34 21

⎞

⎟⎟⎟⎠

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ៣៩ ជំននទ់២ី៤



ដូចេនះ A−1 =
1

det(A)
Adj(A) =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−2 8 −5

3 −11 7

9 −34 21

⎞

⎟⎟⎟⎠

Listing ១.11: េ�ះ��យ�ម matlab
1 − − −

2

៤.១១. ករគណនម៉�ទីស�ចស�មវិធី Guass-Jordan Elemination

េប́ A ជម៉�ទីសកេរលំ�ប់ n × n េហˊយមនច�មស ។ េដˊមបរីកច�មសៃនម៉�ទីស A េយˊង�តȪវអនុវត�ន៍�បមណវធីិ

ជួរេដកដំបូងបន�បនទ បគ់ន េដ́មបបីែម�ង A ឲយេǵជម៉�ទីសឯក� េហˊយបនទ បម់កអនុត�ន�៍បមណវធីិជួរេដកដំបូងដែដលេល́

In េយˊងទទួលបន A−1 ។ មននយ័ថ៖
(
A

...In
)

=
(
A−1

)

A បែម�ងជ In េ�យេ�ប́�បមណវធីិជួរេដក

In ក� យេǵជ A−1 េ�យេ�ប́�បមណវធីិជួរេដកដូចគន ។

ចំ�ំ១.១០. �មវធីិ�Ȝស�េនះេប́មនជួរេដក�មយួៃនម៉�ទីសេសមសូ́នយេǷេពលែដលមនិ ទនប់នអនុវត�ន�៍បមណវធីិ

ជួរេដកដំបូង ឬបនអនុវត�ន�៍បមណវធីីជួរេដកដំបូង ជបន�បនទ បេ់ហ́យកេ៏�យ េនះម៉�ទីសគម នច�មសេទ ។ (មននយ័ថ

េដែទមណីង់ េសមˊសូនយ) ។

ឧទហរណ៍ ១.២៩. ចូររកច�មសៃនម៉�ទីស A =

⎛

⎝1 2

3 4

⎞

⎠ ។

ដំេ�ះ��យ

េ�យអនុវត�ន�៍មវធីិ�Ȝស�
(
A

...I2
)

=

(
I2

...A−1

)

េគបន
(
A

...I2
)

=

⎛

⎝ 1 2
... 1 0

3 4
... 0 1

⎞

⎠ ∼ R2 → R2 − 3R1

⎛

⎝ 1 2
... 1 0

0 −2
... −3 1

⎞

⎠

∼ R2 → −1/2R2

⎛

⎝ 1 2
... 1 0

0 1
... 3/2 −1/2

⎞

⎠

∼ R1 → R1 − 2R2

⎛

⎝ 1 0
... −2 1

0 1
... 3/2 −1/2

⎞

⎠

ដូចេនះ A−1 =

⎛

⎝1/5 −2/5

2/5 1/5

⎞

⎠

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ៤០ ជំននទ់២ី៤



Listing ១.12: េ�ះ��យកនុង matlab
1

2 −

3

ឧទហរណ៍ ១.៣០. រកម៉�ទីស�ចសៃន A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

5 8 1

0 2 1

4 3 −1

⎞

⎟⎟⎟⎠

ដំេ�ះ��យ

េគបន
(
A

...I3
)

=

⎛

⎜⎜⎜⎝

5 8 1
... 1 0 0

0 2 1
... 0 1 0

4 3 −1
... 0 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎠

⇔

L1
1 = L1

L1
2 = L2

L1
3 = 5L3 − 4L1

⎛

⎜⎜⎜⎝

5 8 1
... 1 0 0

0 2 1
... 0 1 0

0 −17 −9
... −4 0 5

⎞

⎟⎟⎟⎠

⇔

L2
1 = L1

1

L2
2 = L1

2

L2
2 = 2L1

3 + 17L1
2

⎛

⎜⎜⎜⎝

5 8 1
... 1 0 0

0 2 1
... 0 1 0

0 0 −1
... −8 17 10

⎞

⎟⎟⎟⎠

⇔

L3
1 = L2

1 + L2
3

L3
2 = L2

2 + L2
3

L3
3 = −L2

3

⎛

⎜⎜⎜⎝

5 8 0
... −7 17 10

0 2 0
... −8 18 10

0 0 1
... 8 −17 −10

⎞

⎟⎟⎟⎠

⇔

L4
1 = 1/5(L3

1 − 4L3
2)

L4
2 = 1/2L4

2

L4
3 = L4

3

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 0 0
... 5 −11 −6

0 1 0
... −4 9 5

0 0 1
... 8 −17 −10

⎞

⎟⎟⎟⎠

ដូចេនះ A−1 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

5 −11 −6

−4 9 5

8 −17 −10

⎞

⎟⎟⎟⎠

Listing ១.13: េ�ះ��យ�ម matlab
1

2 −

3

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ៤១ ជំននទ់២ី៤



៥. េ�ះ��យ�បពនធ័សមីករលេីនែអ៊រ

៥.១. សមីករលេីនែអ៊រ

និយមន័យ ១.១៨. សមកីរលីេនែអរ៊ជសមកីរែដលមនទ�មង់ a1x1 + a2x2 + a3x3 + · · ·+ anxn = b

ែដល a1, a2, a3, · · · , an, b ជចំនួនេថរ ។

ចំ�ំ១.១១. សមកីរលីេលែអរ៊មនិទកទ់ងផលគុណ ឬឬសៃនអȦញ តិេទ ។ េពលគឺអេថរទងំអស់ ៃនសមកីរលីេនែអរ៊

មនស�័យគុណេសមˊ១ េហˊយមនិ�ចេក́តមនេឡ́ងចំេពះអនុគមន�៍តីេកណម�ត េ�ករតី និងអុិចសប៉ូណងែ់សយលេទ ។

៦. �បពនធ័សមីករលេីនែអ៊រ

៦.១. �បពនធ័សមីករលេីនែអ៊រអូម៉ូែសន

និយមន័យ ១.១៩. �បពនធស័មកីរលីេនែអរ៊អូម៉ូែសនជ�បពនធស័មកីរមន�ង AX = 0 ។

�ងទូេǵៃន�បពនធស័មកីរលីេនែអរ៊អូម៉ូែសនគឺ ៖

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0

... ... ... = 0

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0

៦.២. �បពនធ័សមីករលេីនែអ៊មិនអូម៉ូែសន

និយមន័យ ១.២០. �បពនធស័មកីរលីេនែអរ៊អូម៉ូែសនជ�បពនធស័មកីរមន�ង AX = B ។

�ងទូេǵៃន�បពនធស័មកីរលីេនែអរ៊អូម៉ូែសនគឺ ៖

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

... ... ... = b3

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bn

ទ�មង់ម៉�ទីសៃន�បពនធ័សមីករលេីនែអ៊រ

�បមណវធីិគុណម៉�ទីសគឺជករអនុវត�យ៉ងសំខនច់ំេពះ�បពនធស័មកីរលីេនែអរ៊�បពនធស័មកីរមយួែដលមន m សមកីរ

លីេនែអរ៊ និងមន n អȦញ តិដូចខងេ�កម៖

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ៤២ ជំននទ់២ី៤



⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

... ... ... = b3

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bn

េ�យម៉�ទីសពីរេសមˊគន កល�ធតុែដល�តȪវគន ទងំអស់របស់�េសមˊគន �តȪវេរȢងគន េនះេយ́ង�ចជំនួស m សមកីរេǵកនុង

សមកីរែដលជសមកីរម៉�ទីសមយួ

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11x1 a12x2 · · · a1nxn

a21x1 a22x2 · · · a21xn

... ... . . . ...

am1x1 am2x2 · · · amnxn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b1

b2
...

bn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ឬមយ៉ងេទȢតេគ�ចសរេសរ�ជផលគុណម៉�ទីសែដលកំណតេ់�យ

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

am1 am2 · · · amn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

...

xn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b1

b2
...

bm

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

េយˊង�ងម៉�ទីសទងំបីេនះ េ�យអក�រ A,X និង B េរȢងគន េនះ�បពនធស័មកីរេដ́មែដលមន m សមកីរលីេនែអរ៊ និង

មន n អȦញ តិ�តȪវជំនួសេ�យសមកីរម៉�ទីសមយួគឺ AX = B ែដល A = aij, (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n) ជ

េមគុណៃន�បពនធស័មកីរលីេនែអរ៊ និង B = bj, (1 ≤ j ≤ n) ជចំនួនេថរៃន�បពនធស័មកីរនិង X = xi, (1 ≤ i ≤ n)

ជអេថរៃន�បពនធស័មកីរ ។

ចំ�ំ១.១២. េគ�ចសរេសរសមកីរម៉�ទីសខងេល́េǵជ The augmented matrix គឺ

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2
... ... . . . ... ...

am1 am2 · · · amn bm

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ឧទហរណ៍ ១.៣១. ចូរសរេសរ�បពនធស័មកីរខងេ�កមជទ�មងម៉់�ទីស និងទីជ The auggmented matrix ៃន�បពនធ

សមកីរលីេនែអរ៊ ។

១ .

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

x+ 2y + 3z = 4

2x+ 3y + z = 3

z = 1

២ .

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

−x+ 2y − 3z = 4

2x− 1/3y + z = −3

1/2y + 3z = −1/2

ដំេ�ះ��យ

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៤៣ ជំននទ់២ី៤



១ .

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

x+ 2y + 3z = 4

2x+ 3y + z = 3

z = 1

េគបន

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 2 3

2 3 1

0 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

4

3

1

⎞

⎟⎟⎟⎠
ឬ

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 2 3 4

2 3 1 3

0 0 1 1

⎞

⎟⎟⎟⎠

២ .

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

−x+ 2y − 3z = 4

2x− 1/3y + z = −3

1/2y + 3z = −1/2

េគបន

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1 2 −3

2 −1/3 1

0 1/2 3

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

4

−3

−1/2

⎞

⎟⎟⎟⎠
ឬ

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1 2 −3 4

2 −1/3 1 −3

0 1/2 3 −1/2

⎞

⎟⎟⎟⎠

៦.៣. េ�ះ��យ�បពនធ័សមីករ

កនុងករេ�ះ��យ�បពនធស័មកីរលីេនែអរ៊េគ�ចេ�ះ��យបនេ�ច́នរេបȢប ដូចជេ�ះ��យ�ម�បមណវធីិេល́ជួរេដក

ដំបូង (Element Row Operation) , Gauss Jordan, (Cramer Rule) និង�មច�មស់ៃនម៉�ទីសជេដˊម ។

៦.៤. �បមណវិធីជួរេដកដំបូង (Element Row Operation)

វិធន៖កនុង�បមណវធីិេល́ជួរេដកដំបូងគឺត�មȪវឲយេយ́ងបំែលងម៉�ទីសមយួេǵជម៉�ទីសសមមូលែដល៖

១ . ប�ូរលំ�បៃ់នសមកីរ។

២ . គុណសមកីរមយួេ�យចំនួនេថរមយួមនិសូនយៃន K ។

៣ . បូកេǵនឹងសមកីរមយួ បន�លីំេនែអរ៊មយួៃនសមកីរេផ�ងេទȢត។

ឧទហរណ៍ ១.៣២. េគេ�យ�បពន័ធសមកីរលីេនែអរ៊

L1

L2

L3

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

2x + y − 2z + 3w = 1

3 x + 2y − z + 2w = 4

3 x + 3y + 3z − 3w = 5

េយˊងេធ�ˊ�បមណវធីិងយៗេដ́មបបីំបតេ់មគុណទងំពីរែដលគូសកនុងរង�ង។់

L1

L(1)
2 = 2L2 − 3L1

L(1)
3 = 2L3 − 3L1

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

2x + y − 2z + 3w = 1

y + 4z − 5w = 5

3 y + 12z − 15w = 7

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៤៤ ជំននទ់២ី៤



សំណំុចំេល́យនៃន�បពន័ធមនិបនែ�ប�បȫលេទ។ ឥឡូវេនះ េយˊងបន�េធ�ˊ�បមណវធីិេល́សមកីរទងំពីរចុងេ�កយ៖

L1

L(1)
2

L(2)
3 = L(1)

3 − 3L(1)
2

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

2x + y − 2z + 3w = 1

y + 4z − 5w = 5

0w = −8

ដូេចនះ េយˊងេឃ́ញថ�បពន័ធគន នចំេល́យ។

Listing ១.14: េ�ះ��យ�ម matlab
1

2

3 −

4 −

5 −

6

7

ឧទហរណ៍ ១.៣៣. េគេ�យ�បពន័ធសមកីរ៖

L1

L2

L3

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

x + 2y − z = 1

2 x + 3y + z = 2

1 x − 4y − 6z = 2

េយˊងេធ�ˊ�បមណវធីិងយៗ�មជួរេដកេដ́មបបីន�បពន័ធសមកីរ៖

L1

L(1)
2 = L2 − 2L1

L(1)
3 = L3 − L1

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

x + 2y − z = 1

− y + 3z = 0

-6 y − 5z = 1

េយˊងបន�េធ�ˊ�បមណវធីិងយៗ�មជួរេដកេដ́មបបីន�បពន័ធសមកីរថមី៖

L1

L(2)
2

L(2)
3 = L(1)

3 − 6L(1)
2

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

x + 2y − z = 1

− y + 3z = 0

−23z = 1

េយˊងបន z = −1/23 ។ េយˊងជំនួសតំៃលេនះកនុងសមកីរ L(1)
2 េយˊងបន y = −3/23 ។ ជបȥចប់ េយˊងជំនួសតំៃល

ទងំេនះកនុង L1 េដ́មបបីន x = 28/23 ។

ដូេចនះ �បពន័ធសមកីរមនចំេល́យែតមយួគត់ x = 28/23, y = −3/23, z = −1/23 ។

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៤៥ ជំននទ់២ី៤



Listing ១.15: េ�ះ��យ�ម matlab
1

2

3 −

4

5 − −

6

7

ដូចេយ́ងេឃˊញេហˊយថវធីិ�Ȝស�េនះតំរូវេ�យសរេសរ�បពន័ធជទំរងជ់ថន កេ់ដ́មប�ីចេ�ះ ��យសមកីរទងំអស់េ�យ

ជំនួសចំេល́យពីេ�កមេឡ́ងមកេល́។

ឥឡូវេនះ េយˊងលំអិតដំេណ́រករៃនវធីិ�Ȝស�ៃនធតុវលិ។

េយˊងេ�យម៉�ទីសមយួ i.e ��ងចតុេកណែកងមយួៃនធតុៃន K េរȢប�មជួរេដក និងជួរឈរ។ ចំេពះ�បពន័ធសមកីរ

លីេនែអរ៊មយួ េគេȄថម៉�ទីសៃន�បពន័ធជម៉�ទីសជេមគុណៃនអងគរទីមយួៃនសមកីរ។ ជឧទហរណ៍ ចំេពះឧទហរណ៍

១.៣៣ ម៉�ទីសៃន�បពន័ធគឺ

L1

L2

L3

⎡

⎢⎢⎢⎣

2 −1 −2 3

3 2 −1 −2

3 3 3 −3

⎤

⎥⎥⎥⎦

េគនឹងកំណតយ់ក L1, L2, · · · , Lk ជជួរេដកេផ�ងគន ៃនម៉�ទីស។ ជួរេដក Li េȄថជួរេដកទី i ។

េគេȄថម៉�ទីសមយួមនទំរងជ់ថន កេ់ប́ជួរេដកចបេ់ផ�ˊមេ�យចំនួនមយួៃនសូនយេក́ន�ច់ ខតេដ́មបេី�យសនទស�នេ៍ក́ន។

ឧទហរណ៍ ១.៣៤. ម៉�ទីស

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 3 1 0 1 2 −6

0 0 7 1 −3 2 0

0 0 0 0 0 6 2

0 0 0 0 0 0 0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ជម៉�ទីសមយួមនទំរងជ់ថន ក់

ចំែណកឯម៉�ទីស

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 3 0 −1 5

0 2 1 3 1

0 1 2 −1 0

0 0 2 1 3

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ជម៉�ទីសមយួគម នទំរងជ់ថន ក។់

�មនលកខណៈងយ�សȫលេដ́មបសិីក�ថ�ម�បមណវធីិងយៗៃនជួរេដក េគ�ចសរេសរ ជនិចចកល�បពន័ធេ�កមទំរង់

ម៉�ទីសជថន ក់ មននយ័ថេគ�ចជំនួស�បពន័ធេ�យ�បពន័ធមយួេទȢតែដលម៉�ទីសេមគុណជម៉�ទីសទំរងជ់ថន ក។់

េដ́មបីេធ�ˊដូេចនះ េគជដំបូងេគ�តȪវេ�យសមកីរទីមយួចបេ់ផ�ម́េ�យេមគុណមយួមនិសូនយ ែដលេគ�ចេធ�ˊេ�យេកˊតមន

ជនិចចកលេ�យប�ូរលំ�បៃ់នសមកីរ។ េមគុណមនិសូនយេនះេȄថធតុវលិ។

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៤៦ ជំននទ់២ី៤



ឧទហរណ៍ ១.៣៥. េគមន�បពន័ធសមកីរ៖

L1

L2

L3

L4

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x + 2y − 3z = 4

x + 3y + z = 11

2x + 5y − 4z = 13

4x + 11y = 37

�ម�បមណវធីិជួរេដក េគមន�បពន័ធ៖

L1

L(1)
2 = L2 − L1

L(1)
3 = L3 − 2L1

L(1)
4 = L4 − 4L1

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x + 2y − 3z = 4

y + 4z = 7

y + 2z = 5

3y + 12z = 21

ជបនទ ប់ េយˊងបន៖
L1

L(1)
2

L(2)
3 = L(1)

3 − L(1)
2

L(2)
4 = L(1)

4 − 3L(1)
2

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x + 2y − 3z = 4

y + 4z = 7

2z = 2

0 = 0

ដូេចនះ�បពន័ធសមកីរមនទំរងជ់ថន ក។់ េយ́ងបន z = 1 រចួេ�យជំនួសពីេ�កមេឡ́ងេល́ y = 3, x = 1 ។

ដូេនះ �បពន័ធមនចំេល́យែតមយួគត់ x = 1, y = 3, z = 1 ។

Listing ១.16: េ�ះ��យ�ម matlab
1

2

3 −

4

5 − −

6

7

៦.៥. េ�ះ��យ�បពនធ័សមីករ�មវិធន Guass-Jordan

េǷេពលេគ�តȪវករេ�ះ��យ�បពនធស័មកីរលីេនែអេ៊�ច́ន េក�ចេ�ប́វធីិកតប់នថយ Gauss Jordan ពីេ�ពះ�មន�បសិទធភព

េ�ះ��យ ។ ករអនុវត�វធីិេនះទមទរករេ�ះ��យរកអȦញ តិមយួកនុងចំេ�ម n សមកីរេពលគឺ x1 េ�យេ�ប́អȦញ តិ

ដៃទេទȢត x2, x3, · · · , xn ។ ជំនួសសមកីរែដលេគេȄថ Pivotal equation េǵកនុងសមកីរែដលេǷសល់េដលមន

n− 1 សមកីរជមយួនឹង n− 1 អȦញ តិ ។ អនុវត��បមណវធីិេនះបន�េទȢតេដ́មបេី�ះអȦញ តិ x3, x4, · · · , xn បេងកˊតបន

Privotal equation ទីពីរ ។ បនទ បម់កជំនួសសមកីរេǵកនុង សមកីរដៃទេទȢតែដលេធ�ˊឲយេǷសល់ n−3 សមកីរជមយួនឹង

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៤៧ ជំននទ់២ី៤



n − 3 អȦញ តិ ។ អនុវត�ន៍�បមណវធីិេនះ�រេឡ́ងវញិរហូតទល់ែតសល់ Pivotal equation មយួែដលមនអȦញ តិមយួ

ែដលបនទ បម់កេយ́ងនឹងេ�ះ��យរក� ។ បនទ បម់កេយ́ង�ចេ�ះ��យរកអȦញ តិដៃទេទȢតេ�យជំនួស�េǵកនុង Pivotal

equation ករេ�សច ។ ដូចេនះកនុងម៉�ទីសមយួេគ�ចសរេសរ៖

១ . Ri ↔ Rj ឬ Li ↔ Lj

២ . Ri → kRi, k ∈ R ឬ (Li → kLj), k ∈ R

៣ . Ri → Ri ± kRj, k ∈ R ឬ (Li → Li ± kLj), k ∈ R

ម៉�ទីសពីរែដលមនលកខណៈបែម�ងដូច�បមណវធីិខងេល́ជម៉�ទីសសមមូលគន �ងេ�យនិមតិ�សȦញ ≤∼≥ ។

ឧទហរណ៍ ១.៣៦. េ�ះ��យ�បពនធស័មកីរ�ម Guass-Jordan ៃន

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2x− 2y + 4z = 10

3x− 6y + 6z = 18

−2x+ 5y − 3z = −11

ដំេ�ះ��យ

េកបន

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2x− 2y + 4z = 10

3x− 6y + 6z = 18

−2x+ 5y − 3z = −11

∼

⎛

⎜⎜⎜⎝

2 −2 4 10

3 −6 6 18

−2 5 −3 −11

⎞

⎟⎟⎟⎠

∼ 1

2
R1 → R1

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 −1 2 5

3 −6 6 18

−2 5 −3 −11

⎞

⎟⎟⎟⎠

∼
−3R1 +R2 → R2

2R1 +R3 → R3

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 −1 2 5

0 −3 0 3

0 3 1 −1

⎞

⎟⎟⎟⎠

∼ −1

3
R2 → R2

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 −1 2 5

0 1 0 −1

0 3 1 −1

⎞

⎟⎟⎟⎠

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ៤៨ ជំននទ់២ី៤



∼
R2 +R1 → R1

−3R2 +R3 → R3

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 0 2 4

0 1 0 −1

0 0 1 2

⎞

⎟⎟⎟⎠

∼ −2R3 +R1 → R1

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1 0 −1

0 0 1 2

⎞

⎟⎟⎟⎠

ដូចេនះ x = 0, y = −1, z = 2

Listing ១.17: េ�ះ��យ�ម matlab
1

2

3 −

4 −

5 − − −

6

7

៦.៦. េ�ះ��យ�បពនធ័សមីករ�មវិធន�កមម័រ (Cramer's Rule)

េទះជវធីិែដលបនេ�ប́កនុងករេ�ះ��យឧទហរណ៍មុនៗ�មវធីិដូចគន ជញឹកញប់កេ៏�យ�សំខន�់ស់ែដលមន

រូបមន�មយួស�មបេ់�ះ��យ�បពនធស័មកីរលីេនែអែ៊ដលេគនឹង សិក�លកខណៈៃនចេម�យ́េ�យមនិចបំចេ់�ះ��យ�បពនធ័

។ �ទឹស�ីបទខងេ�កមេនះគឺជ រូបមន�េ�ប́ស�មប�់បពនធ័ n អȦញ តិ រូបមន�េគទទួល�គ ល់ថជវធិន Cramer ។

�ទឹស�បីទ ១.១១ (វិធន�កមម័រ (Cramer Rule)). េប́ Ax = B ជ�បពនធ័ n សមកីរលីេនែអែ៊ដលមន

n អȦញ តិ det(A) ̸= 0 េនះ�បពនធស័មកីរមនចេម�យ́ែតមយួគត់ ។

ចេម�យ́េនះគឺ x1 =
det(A1)

det(A)
, x2 =

det(A2)

det(A)
, · · · , xn =

det(An)

det(A)
ែដល Aj ជម៉�ទីសែដលបនមកពី

ជំនួយធតុកនុងជួរឈរទី j ៃន A េ�យធតុៃន B ម៉�ទីស B =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b1

b2
...

bn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

។

ស�មយបȦជ ក់

េប́ det(A) ̸= 0 េនះ A មនច�មស់េហˊយ (�ម�ទីស�ីបទ) x = A−1B ជចេម�យ́ែតមយួគត់ៃន Ax = B �ម

�ទឹស�ីបទ

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៤៩ ជំននទ់២ី៤



េគមន x = A−1B =
1

det(A)
Adj(A).B =

1

det(A)

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

c11 c21 · · · cn1

c12 c22 · · · cn2
... ... . . . ...

c1n c2n · · · cnn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b1

b2
...

bn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

�ម�បមណវធីិគុណៃនម៉�ទីសេគបន x =
1

det(A)

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b1c11 +b2c21 + · · · +bncn1

b1c12 +b2c22 + · · · +bncn2
... ... . . . ...

b1c1n +b2c2n + · · · +bncnn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ដូចេនះធតុកនុងជួរេដកទី j ៃន x គឺ xj =
b1cj + b2cj + · · ·+ bncj

det(A)

េគ�ង Aj =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 · · · a1j−1 b1 a1j+1 · · · a1n

a21 a22 · · · a2j−1 b2 a2j+1 · · · a2n
... ... ... ... ... . . . ...

an1 an2 · · · anj−1 bn anj+1 · · · ann

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

េ�យ Aj ខុសពី A �តងជ់ួរឈរទី j េនះ Cofactor ៃនធតុ b1, b2, · · · , bn កនុង Aj ដូចគន នឹង Cofactor ៃនធតុ

�តȪវគន កនុងជួរឈរទី j ៃន A ។ ពន� ត Cofactor ៃន det(Aj) �មជួរឈរទី j េគបន det(Aj) = b1c1j + b2c2j +

· · ·+ bncnj េគបន ចេម�យ́ៃនសមកីរគឺ xj =
det(Aj)

det(A)
។

ឧទហរណ៍ ១.៣៧. េ�ះ��យ�បពនធស័មកីរខងេ�កម�ម Cramer Rule ៖

ក .

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

3x− 2y = 17

4x+ 5y = −8 ខ .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2x+ 3y − z = 1

4x+ y − 3z = 11

3x− 2y + 5z = 21

គ . ដំេ�ះ��យ

ក . េគបន A =

∣∣∣∣∣∣

3 −2

4 4

∣∣∣∣∣∣
⇒ det(A) = 15− (−8) = 23

A1 =

∣∣∣∣∣∣

17 −2

−8 4

∣∣∣∣∣∣
⇒ det(A1) = 85− 16 = 69

A2 =

∣∣∣∣∣∣

3 17

4 −8

∣∣∣∣∣∣
⇒ det(A2) = −24− 68 = −92

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ៥០ ជំននទ់២ី៤



នឲំយ x =
det(A1)

det(A)
=

69

23
= 3, y =

det(A2)

det(A)
=

−92

23
= −4

ដូចេនះ x = 3, y = −4

Listing ១.18: េ�ះ��យ�ម matlab
1

2

3 −

4 −

5

6

ខ . េគបន A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 3 −1

4 1 −3

3 −2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

⇒ det(A) = −9− 69 = −78

A1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 3 −1

11 1 −3

21 −2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

⇒ det(A1) = −162− 150 = −312

A2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 −1

4 11 −3

3 21 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

⇒ det(A2) = 17− (−139) = 156

A3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 3 1

4 1 11

3 −2 21

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

⇒ det(A3) = 133− 211 = −78

នឲំយ x =
det(A1)

det(A)
=

−312

−78
= 4, y =

det(A2)

det(A)
=

156

−78
= −2, z =

det(A3)

det(A)
=

−78

−78
= 1

ដូចេនះ x = 4, y = −2 និង z = 1

Listing ១.19: េ�ះ��យ�ម matlab
1

2

3 −

4 −

5 −

6

7

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ៥១ ជំននទ់២ី៤



៧. តៃម�ផទ ល់ និងវុិចទ័រផទ ល់ (Eigenvalues and Eigenvectors)

និយមន័យ ១.២១. េប́ A ជម៉�ទីសមនលំ�ប់ n×n េនះវុចិទរ័មនិសូនយ X េǷកនុង Rn េȄថ វុចិទរ័ផទ ល់

(Eigenvector) ៃន A េប́ AXជពហុគុណ�ក ែលៃន X គឺថ៖ AX = λX ចំេពះចំនួន�ក ែល λ �មយួ ។

ចំនួន�ក ែល λ េȄថតៃម�ផ� ល់ (Eigenvalue) ៃន A េហˊយ X វុចិទរ័ផទ ល់ៃន A ែដល�តȪវនឹង λ ។

េដ́មបរីកតៃម�ផទ ល់ៃនម�៉ទីស A ែដលមនលំ�ប់ n× n េយˊងសរេសរ

AX = λX ឬ AX = λIX ⇔ (A− λI)X = 0 (១.៩)

ែដល I ជម៉�ទីសឯក� ។ េដ́មបឲីយ λ ជតៃម�ផទ ល់��តȪវែតមនចេម�យ́មនិសូនយៃនសមកីរេនះ ។ ែត�មសមកីរ ១.៩ និង

មនចេម�យ́សូនយលុះ��ែត det(A− λI) = 0 ⇔

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a21 . . . an1

a12 a22 − λ . . . an2
... ... . . . ...

a1n a2n . . . amn − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

េប́ x1, x2, · · · , xn ជកំប៉ូសងៃ់នវុចិទរ័ V �មេគល v1, v2, · · · , vn េនះទំនកទ់ំនង�ចសរេសរេǵជ៖

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 − λ a21 . . . an1

a12 a22 − λ . . . an2
... ... . . . . . .

a1n a2n . . . ann − λ

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

...

xn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0
...

0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⇔

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(a11 − λ) x1 + a21x2 + . . .+ an1xn = 0

a12x1 + (a22 − λ) x2 + . . .+ an2xn = 0
...

a1nx1 + a2nx2 + . . .+ (ann − λ) xn = 0

េគបន�បពនធស័មកីរលីេនែអអ៊ូម៉ូែសន ែដលយកចេម�យ́មនិសូនយ ។
១ . តៃម�ផទ ល់ៃន A ជឬសៃនមកីរសមគ ល់ det(A− λI) = 0 ។

២ . េដ́មបបីនវុចិទរ័ផទ ល់�តȪវនឹងតៃម�ផទ ល់ λ េគ�តȪវ��យ�បពនធស័មកីរលីេនែអអ៊ូម៉ូែសន

(A− λI)

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

...

xn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0
...

0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

។

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ៥២ ជំននទ់២ី៤



ឧទហរណ៍ ១.៣៨. រកតៃម�ផទ ល់ និងវុចិទរ័ផទ ល់ ៃនម៉�ទីសខងេ�កម៖

ក . A =

⎛

⎝ 3 2

−1 0

⎞

⎠ ខ . B =

⎛

⎝3 −4

2 −6

⎞

⎠ គ . C =

⎛

⎝3 −5

1 −1

⎞

⎠

ដំេ�ះ��យ

ក . េគមន A =

⎛

⎝ 3 2

−1 0

⎞

⎠នឲំយ A− λI =

⎛

⎝ 3 2

−1 0

⎞

⎠− λ

⎛

⎝1 0

0 1

⎞

⎠ =

⎛

⎝3− λ 2

−1 −λ

⎞

⎠

េគបន det(A− λI) = 0 ⇔ −λ(3− λ) + 2 = 0

⇔ λ2 − 3λ+ 2 = 0

⇔ (λ− 1)(λ− 2) = 0

⇔ λ− 1 = 0,λ− 2 = 0

⇒ λ = 1,λ = 2

ដូចេនះ តៃម�ផទ ល់ (Eigenvalue) ៃនម៉�ទីស A គឺ λ = 1,λ = 2

• ចំេពះ λ = 1 នឲំយ (A− I)v⃗1 = 0

េគបន

⎛

⎝ 2 2

−1 −1

⎞

⎠

⎛

⎝v

y

⎞

⎠ =

⎛

⎝0

0

⎞

⎠⇔

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

2x+ 2y = 0

−x− y = 0

⇔ x = −y

យក y = t ⇒ x = −t, t ∈ R នឲំយ v⃗1 =

⎛

⎝x

y

⎞

⎠ =

⎛

⎝−t

t

⎞

⎠ =

⎛

⎝−1

1

⎞

⎠ t

• ចំេពះ λ = 2 េគបន (A− 2I)v⃗2 = 0

េគបន

⎛

⎝ 1 2

−1 −2

⎞

⎠

⎛

⎝x

y

⎞

⎠ =

⎛

⎝0

0

⎞

⎠⇔

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x+ 2y = 0

−x− 2y = 0

⇔ x = −2y

យក y = t ⇒ x = −2t, t ∈ R នឲំយ v⃗2 =

⎛

⎝x

y

⎞

⎠ =

⎛

⎝−2t

t

⎞

⎠ =

⎛

⎝−2

1

⎞

⎠ t

ដូចេនះ វុចិទរ័ផទ ល់ (Eigenvector) ៃនម៉�ទីស A គឺ v⃗1 =

⎛

⎝−1

1

⎞

⎠ t, v⃗2 =

⎛

⎝−2

1

⎞

⎠ t, t ∈ R

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៥៣ ជំននទ់២ី៤



ខ . េគមន B =

⎛

⎝3 −4

2 −6

⎞

⎠នឲំយ B − λI =

⎛

⎝3 −4

2 −6

⎞

⎠− λ

⎛

⎝1 0

0 1

⎞

⎠ =

⎛

⎝3− λ −4

2 −6− λ

⎞

⎠

េគបន det(B − λI) = 0 ⇔ (3− λ)(−6− λ) + 8 = 0

⇔ λ2 + 3λ− 10 = 0

⇔ (λ− 2)(λ+ 5) = 0

⇒ λ = 2,λ = −5

ដូចេនះ តៃម�ផទ ល់ (Eigenvalue) ៃនម៉�ទីស B គឺ λ = 2,λ = −5

• ចំេពះ λ = 2 នឲំយ (B − 2I)v⃗1 = 0

េគបន

⎛

⎝1 −4

2 −8

⎞

⎠

⎛

⎝x

y

⎞

⎠ =

⎛

⎝0

0

⎞

⎠⇔

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x− 4y = 0

2x− 8y = 0

⇔ x = 4y

យក y = t ⇒ x = 4t, t ∈ R នឲំយ v⃗1 =

⎛

⎝x

y

⎞

⎠ =

⎛

⎝4t

t

⎞

⎠ =

⎛

⎝4

1

⎞

⎠ t

• ចំេពះ λ = −5 នឲំយ (B + 5I)v⃗2 = 0

េគបន

⎛

⎝8 −4

2 −1

⎞

⎠

⎛

⎝x

y

⎞

⎠ =

⎛

⎝0

0

⎞

⎠⇔

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

8x− 4y = 0

2x− y = 0

⇔ 2x− y ⇒ x =
1

2
y

យក y = t ⇒ x =
1

2
t, t ∈ R នឲំយ v⃗2 =

⎛

⎝x

y

⎞

⎠ =

⎛

⎝
1

2
t

t

⎞

⎠ =

⎛

⎝
1

2

1

⎞

⎠ t

ដូចេនះ វុចិទរ័ផទ ល់ (Eigenvector) ៃនម៉�ទីស B គឺ v⃗1 =

⎛

⎝4

1

⎞

⎠ t, v⃗2 =

⎛

⎝
1

2

1

⎞

⎠ t , t ∈ R

គ . េគមន C =

⎛

⎝3 −5

1 −1

⎞

⎠នឲំយ C − λI =

⎛

⎝3 −5

1 −1

⎞

⎠− λ

⎛

⎝1 0

0 1

⎞

⎠ =

⎛

⎝3− λ −5

1 −1− λ

⎞

⎠

េគបន det(C − λI) = 0 ⇔ (3− λ)(−1− λ) + 5 = 0

⇔ λ2 − 2λ+ 2 = 0

⇒ λ = 1± i

ដូចេនះ តៃម�ផទ ល់ (Eigenvalue) ៃនម៉�ទីស C គឺ λ = 1± i

• ចំេពះ λ = 1 + i នឲំយ (C − (1 + i)I)v⃗1 = 0

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៥៤ ជំននទ់២ី៤



េគបន

⎛

⎝3− (1 + i) −5

1 −1− (1 + i)

⎞

⎠

⎛

⎝x

y

⎞

⎠ =

⎛

⎝0

0

⎞

⎠

⇔

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

(2− i)x− 5y = 0

x− (2− i)y = 0

⇔ x =
5

2− i
y =

5(2 + i)

4 + 1
y = (2 + i)y

យក x = t ⇒ y = (2 + i)t, t ∈ R នឲំយ v⃗1 =

⎛

⎝x

y

⎞

⎠ =

⎛

⎝(2 + i)t

t

⎞

⎠ =

⎛

⎝2 + i

1

⎞

⎠ t

• ចំេពះ λ = 1− i នឲំយ (C − (1− i)I)v⃗2 = 0

េគបន

⎛

⎝3− (1− i) −5

1 −1− (1− i)

⎞

⎠ =

⎛

⎝x

y

⎞

⎠ =

⎛

⎝0

0

⎞

⎠

⇔

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

(2 + i)x− 5y = 0

x− (2− i)y = 0

⇔ x =
5

2 + i
y =

5(2− i)

4 + 1
y = (2− i)y

យក x = t ⇒ y = (2− i)t, t ∈ R នឲំយ v⃗2 =

⎛

⎝x

y

⎞

⎠ =

⎛

⎝(2− i)t

t

⎞

⎠ =

⎛

⎝2− i

1

⎞

⎠ t

ដូចេនះ វុចិទរ័ផទ ល់ (Eigenvector) ៃនម៉�ទីស C គឺ v⃗1 =

⎛

⎝2 + i

1

⎞

⎠ t, v⃗2 =

⎛

⎝2− i

1

⎞

⎠ t , t ∈ R

ឧទហរណ៍ ១.៣៩. រកតៃម�ផទ ល់ (Eigenvalue) និង (Eigenvector) ៃនម៉�ទីសខងេ�កម៖

១ . A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

0 0 −2

1 2 1

1 0 3

⎞

⎟⎟⎟⎠
២ . B =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−2 2 −3

2 1 −6

−1 −2 0

⎞

⎟⎟⎟⎠
៣ . C =

⎛

⎜⎜⎜⎝

4 6 6

1 3 2

−1 −5 −2

⎞

⎟⎟⎟⎠

ដំេ�ះ��យ

១ . េគមនA =

⎛

⎜⎜⎜⎝

0 0 −2

1 2 1

1 0 3

⎞

⎟⎟⎟⎠
នឲំយA−λI =

⎛

⎜⎜⎜⎝

0 0 −2

1 2 1

1 0 3

⎞

⎟⎟⎟⎠
−λ

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

−λ 0 −2

1 2− λ 1

1 0 3− λ

⎞

⎟⎟⎟⎠

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៥៥ ជំននទ់២ី៤



េគបន det(A− λI) = 0 ⇔ −λ

∣∣∣∣∣∣

2− λ 1

0 3− λ

∣∣∣∣∣∣
− 2

∣∣∣∣∣∣

1 2− λ

1 0

∣∣∣∣∣∣
= 0

⇔ −λ(2− λ)(3− λ)− 2[−(2− λ)] = 0

⇔ (2− λ)[−λ(3− λ) + 2] = 0

⇔ (2− λ)(λ2 − 3λ+ 2) = 0

⇔ (2− λ)(λ− 1)(λ− 2) = 0

⇔ (λ− 1)(λ− 2) = 0

⇔ λ− 1 = 0,λ− 2 = 0

⇒ λ = 1,λ = 2

ដូចេនះ តៃម�ផទ ល់ (Eigenvalue) ៃនម៉�ទីស A គឺ λ = 1,λ = 2

Listing ១.20: េ�ះ��យ�ម matlab
1

2 −

3

• ចំេពះ λ = 1 េគបន (A− I)v⃗1 = 0 ⇔

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1 0 −2

1 1 1

1 0 2

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎠

⇔

R1

R2

R3

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 0 2

−1 −1 −1

−1 0 −2

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎠

⇔

R1

R1
2 → R2 +R1

R1
3 → R3 +R1

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 0 2

0 −1 1

0 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎠

⇒

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x+ 2z = 0

−y + z = 0

⇒

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x = −2z

y = z

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៥៦ ជំននទ់២ី៤



យក z = t ⇒ y = t ⇒ x = −2t, t ∈ R នឲំយ v⃗1 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

−2t

t

t

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

−2

1

1

⎞

⎟⎟⎟⎠
t

• ចំេពះ λ = 2 េគបន (A− 2I)v⃗2 = 0 ⇔

⎛

⎜⎜⎜⎝

−2 0 −2

1 0 1

1 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎠

⇔

R1

R2

R3

⎛

⎜⎜⎜⎝

−2 0 −2

1 0 1

1 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎠

⇔

R1

R1
2 → R2 +R1

R1
3 → R3 +R1

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 0 2

0 −1 1

0 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎠

⇒

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x+ 2z = 0

−y + z = 0

⇒

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x = −2z

y = z

យក z = t ⇒ y = t ⇒ x = −2t, t ∈ R នឲំយ v⃗2 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

−2t

t

t

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

−2

1

1

⎞

⎟⎟⎟⎠
t

ដូចេនះ វុចិទរ័ផទ ល់ (Eigenvector) ៃនម៉�ទីស A គឺ v⃗1 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−2

1

1

⎞

⎟⎟⎟⎠
t, v⃗2 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−2

1

1

⎞

⎟⎟⎟⎠
t , t ∈ R

២ . េគមន B =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−2 2 −3

2 1 −6

−1 −2 0

⎞

⎟⎟⎟⎠
នឲំយ B − λI =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−2 2 −3

2 1 −6

−1 −2 0

⎞

⎟⎟⎟⎠
− λ

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎠

=

⎛

⎜⎜⎜⎝

−2− λ 2 −3

2 1− λ −6

−1 −2 −λ

⎞

⎟⎟⎟⎠

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៥៧ ជំននទ់២ី៤



េគបន

det(B − λI) = 0 ⇔ (−2− λ)

∣∣∣∣∣∣

1− λ −6

−2 −λ

∣∣∣∣∣∣
− 2

∣∣∣∣∣∣

2 −6

−1 −λ

∣∣∣∣∣∣
− 3

∣∣∣∣∣∣

2 1− λ

−1 −2

∣∣∣∣∣∣
= 0

⇔ −(λ+ 2)[−λ(1− λ)− 12]− 2(−2λ− 6)− 3[−4 + (1− λ)] = 0

⇔ −(λ+ 2)(λ2 − λ− 12) + 7(λ+ 3) = 0

⇔ (λ+ 3)(λ+ 3)(λ− 4)− 7(λ+ 3) = 0

⇔ (λ+ 3)(λ2 − 2λ− 15) = 0

⇔ (λ+ 3)(λ+ 3)(λ− 5) = 0

⇒ λ+ 3 = 0,λ− 5 = 0

⇒ λ = −3,λ = 5

ដូចេនះ តៃម�ផទ ល់ (Eigenvalue) ៃនម៉�ទីស A គឺ λ = −3,λ = 5

• ចំេពះλ = −3 េគបន (B + 3I)v⃗1 = 0 ⇔

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 2 −3

2 4 −6

−1 −2 3

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎠

⇔

R1

R2

R3

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 2 −3

2 4 −6

−1 −2 3

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎠

⇔

R1

R1
2 → R2 − 2R1

R1
3 → R3 +R1

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 2 −3

0 0 0

0 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎠

⇒ x+ 2y − 3z = 0

យក z = λ និង y = t ⇒ x = −2t+ 3λ ែដល λ, t ∈ R

នឲំយ v⃗1 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

−2t+ 3λ

t

λ

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

−2

1

0

⎞

⎟⎟⎟⎠
t+

⎛

⎜⎜⎜⎝

3

0

1

⎞

⎟⎟⎟⎠
λ

• ចំេពះ λ = 5

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ៥៨ ជំននទ់២ី៤



េគបន (B − 5I)v⃗2 = 0 ⇔

⎛

⎜⎜⎜⎝

−7 2 −3

2 −4 −6

−1 −2 −5

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎠

⇔

R1

R2

R3

⎛

⎜⎜⎜⎝

−7 2 −3

2 −4 −6

−1 −2 −5

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎠

⇔

R1

R1
2 → 7R2 + 2R1

R1
3 → 2R3 −R1

⎛

⎜⎜⎜⎝

−7 2 −3

0 −24 −48

0 0 −4

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎠

⇒

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−7x +2y −3z = 0

y +2z = 0

−4z = 0

យក z = t ⇒ y = −2t ⇒ 7x = 2(−2t)− 3t = −7t ⇔ x = −t ែដល t ∈ R

នឲំយ v⃗2 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

−t

−2t

t

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1

−2

1

⎞

⎟⎟⎟⎠
t

ដូចេនះ វុចិទរ័ផទ ល់ (Eigenvector) ៃនម៉�ទីស B គឺ v⃗1 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−2

1

0

⎞

⎟⎟⎟⎠
t+

⎛

⎜⎜⎜⎝

3

0

1

⎞

⎟⎟⎟⎠
λ, v⃗2 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1

−2

1

⎞

⎟⎟⎟⎠
t ែដល t,λ ∈ R

៣ . េគមន C =

⎛

⎜⎜⎜⎝

4 6 6

1 3 2

−1 −5 −2

⎞

⎟⎟⎟⎠
នឲំយ C − λI =

⎛

⎜⎜⎜⎝

4 6 6

1 3 2

−1 −5 −2

⎞

⎟⎟⎟⎠
− λ

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎠

=

⎛

⎜⎜⎜⎝

4− λ 6 6

1 3− λ 2

−1 −5 −2− λ

⎞

⎟⎟⎟⎠

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៥៩ ជំននទ់២ី៤



េគបន

det(C − λI) = 0 ⇔ (4− λ)

∣∣∣∣∣∣

3− λ 2

−5 −2− λ

∣∣∣∣∣∣
− 6

∣∣∣∣∣∣

1 2

−1 −2− λ

∣∣∣∣∣∣
+ 6

∣∣∣∣∣∣

1 3− λ

−1 −5

∣∣∣∣∣∣
= 0

⇔ (4− λ)[(3− λ)(−2− λ) + 10]− 6(−2− λ+ 2) + 6(−5 + 3− λ) = 0

⇔ (4− λ)(−6− 3λ+ 2λ+ λ2 + 10) + 6λ− 12− 6λ = 0

⇔ (4− λ)(λ2 − λ+ 4)− 12 = 0

⇔ 4λ2 − 4λ+ 16− λ3 + λ2 − 4λ− 12 = 0

⇔ −λ3 + 5λ2 − 8λ+ 4 = 0

⇔ (λ− 1)(λ− 2)2 = 0

⇒ λ− 1 = 0,λ− 2 = 0

⇒ λ = 1,λ = 2

ដូចេនះ តៃម�ផទ ល់ (Eigenvalue) ៃនម៉�ទីស A គឺ λ = 1,λ = 2

• ចំេពះλ = 1 េគបន (C − I)v⃗1 = 0 ⇔

⎛

⎜⎜⎜⎝

3 6 6

1 2 2

−1 −5 −3

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎠

⇔

R1

R2

R3

⎛

⎜⎜⎜⎝

3 6 6

1 2 2

−1 −5 −3

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎠

⇔

R1

R1
2 → 3R2 −R1

R1
3 → R3 +R2

⎛

⎜⎜⎜⎝

3 6 6

0 0 0

0 −3 −1

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎠

⇔

R1
1 → R1

R2
2 → R1

3

R2
3 → R1

2

⎛

⎜⎜⎜⎝

3 6 6

0 −3 −1

0 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎠

⇒

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

3x + 6y + 6z = 0

− 3y − z = 0

យក z = t ⇒ y = − t

3
⇒ x = −2t+

2t

3
= −4t

3
ែដល t ∈ R

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ៦០ ជំននទ់២ី៤



នឲំយ v⃗1 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

−4t

3

−1

3
t

t

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

−4

3

−1

3

1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
t, t ∈ R

• ចំេពះλ = 2 េគបន (C − 2I)v⃗2 = 0 ⇔

⎛

⎜⎜⎜⎝

2 6 6

1 1 2

−1 −5 −4

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎠

⇔

R1

R2

R3

⎛

⎜⎜⎜⎝

2 6 6

1 1 2

−1 −5 −4

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎠

⇔

R1

R1
2 → 2R2 −R1

R1
3 → R3 +R2

⎛

⎜⎜⎜⎝

2 6 6

0 −4 −2

0 −4 −2

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎠

⇒

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

2x + 6y + 6z = 0

− 4y − 2z = 0

យក z = t ⇒ y = − t

2
⇒ x = −3t+

3t

2
= −3t

2
ែដល t ∈ R

នឲំយ v⃗1 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

−3t

2

− t

2
t

t

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

−3

2

−1

2

1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
t, t ∈ R

ដូចេនះ វុចិទរ័ផទ ល់ (Eigenvector) ៃនម៉�ទីស A គឺ v⃗1 =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

−4

3

−1

3

1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
t, v⃗2 =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

−3

2

−1

2

1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
t , t ∈ R

៨. ករគណនស�យ័គុណរបសម៉់�ទីស (Computing Powers of a Matrix)

�ទឹស�បីទ ១.១២. ម៉�ទីសអងកត�់ទȪងកមមៈ កល�ម៉�ទីស A េȄថម៉�ទីសអងកត�់ទȪង (Diagonalizable Ma-

trix) េប́មនម៉�ទីសមនច�មស P ែដល P−1AP ជម៉�ទីសអងកត�់ទȪងកមម ។ េគេȄ P ជម៉�ទីសែដលេធ�ˊ
អងកត�់ទȪងកមមេǵេល́ A ។

ស�មយបȦជ ក់

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ៦១ ជំននទ់២ី៤



ឧបមថ A ជម៉�ទីសអងកត�់ទȪងកមម េនះ�ជម៉�ទីសមនច�មស

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

P11 P12 · · · P1n

P21 P22 · · · P2n

... ... . . . ...

Pn1 Pn2 · · · Pnm

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ែដល P−1AP = D

និង D =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
... ... . . . ...

0 0 · · · λn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

មននយ័ថ λ1,λ2, · · · ,λn និង P1, P2, · · · , Pn គឺជតៃម�ផទ ល់ និងវុចិទរ័ផទ ល់

េរȢងគន ៃនម៉�ទីស A ។

េប́ A ជម៉�ទីសមនលំ�ប់ n× n េហˊយ P ជម៉�ទីសមនច�មសេនះ

P−1AP = D ⇔ P (P−1AP )P−1 = PDP−1 ⇔ A = PDP−1

េគបន Ak =
(
PDP−1

) (
PDP−1

)
. . .
(
PDP−1

)
= PDkP−1

︸ ︷︷ ︸
k

, k ∈ N

សមកីរបនបង� ញនូវស�័យគុណទី k ៃន A ជអនុគមនៃ៍នស�័យគុណទី k របស់ម៉�ទីសអងកត�់ទȪង។ ែតេគ�ចគណនេ�យ

ងយដូចជ៖

េប́ D =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 0 . . . 0

0 λ2 ... 0
... ... . . . ...

0 0 . . . λn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

េនះ Dk =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λk
1 0 . . . 0

0 λk
2 . . . 0

... ... . . . ...

0 0 . . . λk
n

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ឧទហរណ៍ ១.៤០. គណន An ចំេពះចំនួនគតធ់មមជតិមនិសូនយៃនមស៉�ទីស =

⎡

⎣ 1 2

2 1

⎤

⎦ ។

ដំេ�ះ��យ

• រក eigenvalues ៃនម៉�ទីស A

េគបន det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣

1− λ 2

2 1− λ

∣∣∣∣∣∣

= (1− λ)2 − 4 = λ2 − 2λ− 3

= (λ+ 1)(λ− 3) = 0

⇒ λ1 = −1,λ2 = 3

• រក eigenvector

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ៦២ ជំននទ់២ី៤



– ចំេពះ λ = −1 នឲំយ (A+ I)v⃗1 = 0

េគបន

⎛

⎝2 2

2 2

⎞

⎠

⎛

⎝v

y

⎞

⎠ =

⎛

⎝0

0

⎞

⎠⇔ 2x+ 2y = 0 ⇔ x = y

យក y = t ⇒ x = t, t ∈ R នឲំយ v⃗1 =

⎛

⎝x

y

⎞

⎠ =

⎛

⎝t

t

⎞

⎠ =

⎛

⎝1

1

⎞

⎠ t

– ចំេពះ λ = 3 នឲំយ (A− 3I)v⃗1 = 0

េគបន

⎛

⎝−2 2

2 −2

⎞

⎠

⎛

⎝v

y

⎞

⎠ =

⎛

⎝0

0

⎞

⎠⇔ −2x+ 2y = 0 ⇔ x = −y

យក y = t ⇒ x = −t, t ∈ R នឲំយ v⃗1 =

⎛

⎝x

y

⎞

⎠ =

⎛

⎝−t

t

⎞

⎠ =

⎛

⎝−1

1

⎞

⎠ t

• រក P ជម៉�ទីសែដលេធ�ˊអងកត�់ទȪងកមមេǵេល́ A

នឲំយ P = [v⃗1, v⃗2] =

⎡

⎣ −1 1

1 1

⎤

⎦ េនះ P−1 =
1

det(P )
adj(A) = 1

2

⎡

⎣ 1 −1

1 1

⎤

⎦

េគបន P−1AP =

⎡

⎣ −1 0

0 3

⎤

⎦ ឬ A = P

⎡

⎣ −1 0

0 3

⎤

⎦P−1

• រក An ចំេពះ n ∈ N

េគបនAn =

⎛

⎝P

⎡

⎣ −1 0

0 3

⎤

⎦P−1

⎞

⎠
n

= P

⎡

⎣ −1 0

0 3

⎤

⎦
n

P−1 = P

⎡

⎣ (−1)n 0

0 3n

⎤

⎦P−1

=

⎡

⎣ 1 1

−1 1

⎤

⎦

⎡

⎣ (−1)n 0

0 3n

⎤

⎦ 1

2

⎡

⎣ 1 −1

1 1

⎤

⎦ =
1

2

⎡

⎣ (−1)n + 3n (−1)n+1 + 3n

(−1)n+1 + 3n (−1)n + 3n

⎤

⎦

ដូចេនះ An =
1

2

⎡

⎣ (−1)n + 3n (−1)n+1 + 3n

(−1)n+1 + 3n (−1)n + 3n

⎤

⎦

ឧទហរណ៍ ១.៤១. គណន An ចំេពះម៉�ទីស A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

4 2 2

2 4 2

2 2 4

⎞

⎟⎟⎟⎠
។

ដំេ�ះ��យ

េគបន det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4− λ 2 2

2 4− λ 2

2 2 4− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
[
(4− λ)3 + 8 + 8

]
− [4(4− λ) + 4(4− λ) + 4(4− λ)] = (λ− 8)(λ− 2)2

ែត det(A− λI) = 0 ⇔ (λ− 8)(λ− 2)2 = 0 ⇒ λ1 = 2,λ2 = 8 �ជ Eigenvalues ៃន A

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៦៣ ជំននទ់២ី៤



• ចំេពះ λ1 = 2 េនះ

⎛

⎜⎜⎜⎝

2 2 2

2 2 2

2 2 2

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎠
⇔

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

2x+ 2y + 2z = 0 (1)

2x+ 2y + 2z = 0 (2)

2x+ 2y + 2z = 0 (3)

េប́យក y = t, z = r ែដល t, r ∈ R �ម(1) : x = −t− r

េគបន v⃗ =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−t− r

t

r

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

−t

t

0

⎞

⎟⎟⎟⎠
+

⎛

⎜⎜⎜⎝

−r

0

r

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1

1

0

⎞

⎟⎟⎟⎠
t+

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1

0

1

⎞

⎟⎟⎟⎠
r

េនះ v⃗1 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1

1

0

⎞

⎟⎟⎟⎠
, v⃗2 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1

0

1

⎞

⎟⎟⎟⎠

• ចំេពះλ2 = 8 េនះ

⎛

⎜⎜⎜⎝

−4 2 2

2 −4 2

2 2 −4

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎠
⇔

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

−4x+ 2y + 2z = 0 (1)

2x− 4y + 2z = 0 (2)

2x+ 2y − 4z = 0 (3)

យក (1)− (2) : −6x+ 6y = 0 ⇒ x = y េប́យក y = t ⇒ x = t, t ∈ R

�ម (1) : z =
1

2
x+

1

2
y =

1

2
t+

1

2
t = t

េគបនវុចិទរ័ផទ ល់ែដល�តȪវនឹង�គឺ v⃗3 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

t

t

t

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

1

1

1

⎞

⎟⎟⎟⎠
t, t ∈ R

េនះ D =

⎛

⎜⎜⎜⎝

2 0 0

0 2 0

0 0 8

⎞

⎟⎟⎟⎠
⇒ Dn =

⎛

⎜⎜⎜⎝

2n 0 0

0 2n 0

0 0 8n

⎞

⎟⎟⎟⎠

េគបន P = [v⃗1, v⃗2, v⃗3] =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1 −1 1

1 0 1

0 1 1

⎞

⎟⎟⎟⎠

េនះ

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1 −1 1 1 0 0

1 0 1 0 1 0

0 1 1 0 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎠
∼

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1 −1 1 1 0 0

0 −1 2 1 1 0

0 1 1 0 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎠
L2 → L1 + L2

∼

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1 −1 1 1 0 0

0 1 −2 −1 −1 0

0 0 3 1 1 1

⎞

⎟⎟⎟⎠
L2 → −L2

L3 → L2 + L3
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∼

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 −1 −1 0 0

0 1 −2 −1 −1 0

0 0 1
1

3

1

3

1

3

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

L1 → −L1

L3 →
L3

3

∼

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 0 −2

3

1

3

1

3

0 1 0 −1

3
−1

3

2

3

0 0 1
1

3

1

3

1

3

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

L1 → L1 + L3

L2 → L2 + 2L3

∼

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 −1

3

2

3
−1

3

0 1 0 −1

3
−1

3

2

3

0 0 1
1

3

1

3

1

3

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
L1 → L1 − L2

េគបន P−1 =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

−1

3

2

3
−1

3

−1

3
−1

3

2

3
1

3

1

3

1

3

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
=

1

3

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1 2 −1

−1 −1 2

1 1 1

⎞

⎟⎟⎟⎠

េគបន A = PDP−1 ⇒ An = PDnP−1

=

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1 −1 1

1 0 1

0 1 1

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

2n 0 0

0 2n 0

0 0 8n

⎞

⎟⎟⎟⎠
.
1

3

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1 2 −1

−1 −1 2

1 1 1

⎞

⎟⎟⎟⎠

=
1

3

⎛

⎜⎜⎜⎝

−2n −2n 8n

2n 0 8n

0 2n 8n

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1 2 −1

−1 −1 2

1 1 1

⎞

⎟⎟⎟⎠

=
1

3

⎛

⎜⎜⎜⎝

−2n −2n 8n

2n 0 8n

0 2n 8n

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1 2 −1

−1 −1 2

1 1 1

⎞

⎟⎟⎟⎠

=
1

3

⎛

⎜⎜⎜⎝

2n + 2n + 8n −2 · 2n + 2n + 8n 2n − 2 · 2n + 8n

−2n + 8n 2.2n + 8n −2n + 8n

−2n + 8n −2n + 8n 2.2n + 8n

⎞

⎟⎟⎟⎠

=
1

3

⎛

⎜⎜⎜⎝

2n+1 + 8n −2n + 8n −2n + 8n

−2n + 8n 2n+1 + 8n −2n + 8n

−2n + 8n −2n + 8n 2n+1 + 8n

⎞

⎟⎟⎟⎠

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៦៥ ជំននទ់២ី៤



ដូចេនះ An =
1

3

⎛

⎜⎜⎜⎝

2n+1 + 8n −2n + 8n −2n + 8n

−2n + 8n 2n+1 + 8n −2n + 8n

−2n + 8n −2n + 8n 2n+1 + 8n

⎞

⎟⎟⎟⎠
, n ∈ N

៩. រង៉់ៃនម៉�ទីស (Rank of Matrix)

ឧទហរណ៍ ១.៤២. រង៉់ៃនម៉�ទីសមយួគឺជចំនួនជូរេដកមនិសូនយកនុងទ�មង់បនថយជួរេដកៃនម៉�ទីស ឬចំនួនៃនជួរឈរ

នមំុខ ។ េគកំណតស់រេសរេ�យ Rank(A) = r ។

ចំ�ំ១.១៣. • ម៉�ទីសកនុងទ�មង់ជួរេដក�ចនិយយថសថិតកនុងទ�មង់ The Echelon Form ។ េប́�ជ The

Echelen Form �បសិនេប́៖

១ . ជួរេដកមនិសូនយ r របស់�សថិតេǷកនុងែផនកខងេល́ៃនម៉�ទីស ។

២ . កនុងជួរឈរនមំុខទី i ធតុទងំអស់ខងេ�កមជួរេដកទី i េសមˊសូនយ ។

• វធីិស�មȫលម៉�ទីសមយួជទ�មងក់តប់នថយជួរេដក េȄថវធីិបំបត់ Gauss Jordan Elimination េហ́យវធីិស�មȫល

ម៉�ទីសមយួជទ�មង់ The Echelon Form េȄថ Gauss Jordan Elimination ។

ឧទហរណ៍ ១.៤៣. រករង៉ៃ់នម៉�ទីស៖

១ . A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 5 1

2 1 1

3 6 2

⎞

⎟⎟⎟⎠
២ . B =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 2 1

−2 −3 1

3 5 0

⎞

⎟⎟⎟⎠

ដំេ�ះ��យ

១ . េគបន A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 5 1

2 1 1

3 6 2

⎞

⎟⎟⎟⎠
r2 → r2− 2R1

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 5 1

0 −9 −1

3 6 2

⎞

⎟⎟⎟⎠
r3 → r3− 3r1

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 5 1

0 −9 −1

0 −9 −1

⎞

⎟⎟⎟⎠

r3 → r2/− 9

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 5 1

0 −9 −1

0 −9 −1

⎞

⎟⎟⎟⎠
r3 → r3 + 9r2

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 5 1

0 1 1/9

0 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎠

ដូចេនះ រង៉ៃន A គឺ Rank(A) = 2

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៦៦ ជំននទ់២ី៤



២ . េគបន

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 2 1

−2 −3 1

3 5 0

⎞

⎟⎟⎟⎠

R2 → 2r1 + r2

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 2 1

0 1 3

3 5 0

⎞

⎟⎟⎟⎠
R3 → −3r1 + r3

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 2 1

0 1 3

0 −1 −3

⎞

⎟⎟⎟⎠

R3 → r2 + r3

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 2 1

1 2 1

0 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎠
R1 → −2r1

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 0 −5

0 1 3

0 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎠

ដូចេនះ រង៉ៃន B គឺ Rank(B) = 2

Listing ១.21: េ�ះ��យ�ម matlab
1

2

3 − −

4

5

សមគ ល់១. ចំេពះឧទហរណ៍ទី២ េគ�ចេ�ប́ទ�មងក់តប់នថយជួរេដកស�មបេ់�ះ��យ�បពនធស័មកីរAX = B

ែដល A =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

am1 am2 · · · amn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

េ�យសរេសរជ The augmented matrix

A|B =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2
... ... . . . ... ...

am1 am2 · · · amn bm

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

�ទឹស�បីទ ១.១៣. ឧបមថ m × n �បពនធ័សមកីរលីេនែអរ៊ AX = B ។ �ង A|B ជ The augented

matrix ៃន�បពនធ័ ។
១ . េប́ Rank(A) < Rank(A|B) �បពនធស័មកីរគម នចេម�យ́

២ . េប́ Rank(A) = Rank(A|B) = n �បពនធស័មកីរមនសំណំុចេម�យ́ែតមយួគត់

៣ . េប́ Rank(A) = Rank(A|B) < n �បពនធស័មកីរមនសំណំុចេម�យ́េ�ច́ន�បម់និអស់ ។

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៦៧ ជំននទ់២ី៤



ឧទហរណ៍ ១.៤៤. េ�ះ��យ�បពនធស័មកីរខងេ�កម៖

១ .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x+ y − z + t = 1

2x+ 3y + z = 4

3x+ 5y + 3z − t = 5

២ .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x+ y + z = 4

x+ 2y + z = 5

x− y = −1

ដំេ�ះ��យ

១ .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x+ y − z + t = 1

2x+ 3y + z = 4

3x+ 5y + 3z − t = 5

សរេសរេǵជ The augment matrix

េគបន

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 1 −1 1 1

2 3 1 0 4

3 5 3 −1 5

⎞

⎟⎟⎟⎠
∼

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 1 −1 1 1

0 1 3 −2 2

0 2 6 −4 2

⎞

⎟⎟⎟⎠
R2 − 2R1 → R2

R3 − 3R1 → R3

∼

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 0 −4 3 −1

0 1 3 −2 2

0 0 0 0 −2

⎞

⎟⎟⎟⎠
R1 −R2 → R1

R3 − 2R2 → R3

េ�យ Rank(a) = 2 < Rank(a|B) = 3 នឲំយ�បពនធស័មកីរគម នចេម�យ́

ដូចេនះ �បពនធស័មកីរគម នចេម�យ́

Listing ១.22: េ�ះ��យ�ម matlab
1

2

3 −

4

5 −

6

7

២ .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x+ y + z = 4

x+ 2y + z = 5

x− y = −1

សរេសរេǵជ The augmented matrix

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ៦៨ ជំននទ់២ី៤



េគបន

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 1 1 4

1 2 1 5

1 −1 0 −1

⎞

⎟⎟⎟⎠
∼

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 1 1 4

0 1 0 1

0 2 1 5

⎞

⎟⎟⎟⎠
R2 −R1 → R2

R1 −R3 → R3

∼

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 0 1

0 1 0

0 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎠
R1 −R2 → R1

R3 − 2R2 → R3

∼

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1 0 1

0 0 1 3

⎞

⎟⎟⎟⎠
R1 −R3 → R1

េយˊងសេងកតេឃ́ញថ Rank(c) = Rank(c|B) = n = 3 េនះ�បពនធស័មកីរមនសំណំុចេម�យ́ែតមយួគត់ ។

ដូចេនះ �បពនធស័មកីរមនសំណំុចេម�យ́ែតមយួគតគឺ់ x = 0, y = 1, z = 3 ។

Listing ១.23: េ�ះ��យ�ម matlab
1

2

3

4

5 − −

6

7

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៦៩ ជំននទ់២ី៤



គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ៧០ ជំននទ់២ី៤



ជំពូក២ ករអនុវត�ន៍ម៉�ទីស
១. �ទឹស�បីរមកមម

១.១. ករបេងកˊតទ�មង់ៃនបȦ� កមមវិធីលេីនែអ៊រ (Formation of LP Problem)

១.១.១. គ�មȪកមមវិធីលេីនែអ៊រ (The LP Models)

ក . អេថរសេ�មចចិត� (Decision Variables) ជបរមិណផលិតផលែដល�តȪវសេ�មចចិត� ផលិតកនុងបȦ� ផលិតផល

ច�មȩះ ឬជបរមិណវតថុធតុេដ́មែដល�តȪវសេ�មចចិត�ទិញកនុងបȦ� លបយេដˊមបីទទួលបនចេម�យ́�បេស́របំផុត (Opti-

mal Solution) គឺចំេណញអតិបរម ឬចំ�យៃថ�េដ́មអបបបរម។ េដ́មបីេធ�ˊែបបេនះបន េគ�តȪវ�ងអេថរេ�យអក�រ

មននយ័ថ �ងឲយបរមិណទងំ�យែដលេយˊង�តȪវរកតៃម�របស់�កនុងករេ�ះ��យចំេ�ទ។ ជធមម�េគ�ង

x1, x2, x3, · · · , xn ជ n អេថរសេ�មចចិត�ៃនចំេ�ទកមមវធីិលីេនែអរ៊។

ខ . អនុគមនេ៍គលេǮ(Objective Function) សំេǮេǵដល់កេន�ម ែដល�បបពី់ទំនកទ់ំនងរ�ងទិនននយ័ និង�បកច់ំេណញ។

ចំេ�ទកមមវធីិលីេនែអរ៊នីមយួៗមនអនុគមន៍េគលេǮែតមយួគត់ែដលេគ�ចសរេសរជ�ងលីេនែអរ៊ z = c1x1 +

c2x2 + c3x3 + · · · + cnxn ែដល c1, c2, c3, · · · , cn ជចំនួនពិតេថរ េហ́យ z �តȪវរកតៃម�អតិបរម ឬអបបបរម

របស់�។

គ . ក�មតិ�ពែំដល (Constraints) ជ�ល់លកខខណ� ែដលបនកំណត់ ឬក�មតិកនុងចំេ�ទ។ លកខណ� ទងំេនះ�ចសរេសរជ

ទ�មងស់មកីរ ឬវសិមកីរលីេនែអរ៊។

១.១.២. ករបេងកˊតរបូមន�ស�មប់បȦ� LP (The Formulation of the LP Problems)

កនុងករេ�ះ��យចំេ�ទៃនករបេងកˊតកមមវធីិលីេនែអរ៊មយួ ជដំបូងេយ́ង�តȪវបេងកˊតរូបមន�ជទ�មងៃ់នគណិតវទិយ។ េដ́មបី
េធ�ˊបនដូចេនះេយ́ង�តȪវកំណតឲ់យបនចបស់នូវ៖

១ . អេថរសេ�មចចិត� (Decision Variables)

២ . អនុគមនេ៍គលេǮ (Objective Function)

៣ . ក�មតិ�ពំែដន (Constriants)

៧១



១.២. ករបេងកˊតកមមវិធគី�មȪគណិតវិទយស�មបច់ំេ�ទៃនគេ�មងករងរចំេ�ទច�មȩះនិងចំេ�ទ
ៃនដំេណ́រករផលតិកមម

ឧទហរណ៍ ២.១. ៃ�បសនីយម៍យួកែន�ង�តȪវករចំនួនបុគគលិកេធ�ˊករេពញេម៉ងេផ�ងៗ េǷៃថងខុសៗគន ។ ចបបស់ហជីព

ែចងថ បគុកលិកេធ�ˊករេពញេម៉ង�តȪវ េធ�ˊករៃថងជប់ៗ គន េហ́យបនទ បម់ក�តȪវបនឈបស់�មកពីរៃថង។ ឧទហរណ៍ បុគគលិកែដល

េធ�ˊករពីៃថងចនទ ដល់ៃថងសុ�ក �តȪវឈបស់�មកេǷៃថងេȃរ ៍និងៃថង�ទីតយ។ ចំនួនបុគគលិកេធ�ˊករេពញេម៉ង�តȪវេធ�ˊករ�មៃថងែដល

បនកំណត់ដូចកនុង��ងខងេ�កម។ ចូរបេងកˊតរូបមន� LP មយួ េដ́មបឲីយៃ�បសនីយ៍េនះេ�ប́�បស់បុគគលិកេធ�ˊករេពញេម៉ង

ែដលេគ�តȪវជួលេនះតិចបំផុត។

��ងកមមករែដល�តȪវេធ�ˊករស�មបៃ់�បសនីយ៍

ចំនួនបុគគលិកេធ�ˊករេពញេម៉ង

ៃថងទី១ ចនទ 17

ៃថងទី២ អងគ រ 13

ៃថងទី៣ ពុធ 15

ៃថងទី៤ �ពហសបត�Ȩ 19

ៃថងទី៥ សុ�ក 14

ៃថងទី៦ េȃរ ៍ 16

ៃថងទី៧ �ទិតយ 11

ដំេ�ះ��យ

�ង xi ជចំនួនបុគគលិកែដលចបេ់ផ�ˊមេធ�ˊករេǷកនុងៃថង i ។

េគបន x1 ជចំនួនបុគគលិកែដលចបេ់ផ�ˊមេធ�ˊករេǷៃថងចនទ (បុគគលិកទងំេនះេធ�ˊករពីៃថងចនទដល់ៃថងសុ�ក)

x2 ជចំនួនបុគគលិកែដលចបេ់ផ�ˊមេធ�ˊករេǷៃថងអងគ រ (បុគគលិកទងំេនះេធ�ˊករពីៃថងអងគ រដល់ៃថងេȃរ)៍

x3 ជចំនួនបុគគលិកែដលចបេ់ផ�ˊមេធ�ˊករេǷៃថងពុធ (បុគគលិកទងំេនះេធ�ˊករពីៃថងពុធដល់ៃថង�ទិតយ)

x4 ជចំនួនបុគគលិកែដលចបេ់ផ�ˊមេធ�ˊករេǷៃថង�ពហសបត�Ȩ (បុគគលិកទងំេនះេធ�ˊករពីៃថង�ពហសបត�Ȩដល់ៃថងចនទ)

x5 ជចំនួនបុគគលិកែដលចបេ់ផ�ˊមេធ�ˊករេǷៃថងសុ�ក (បុគគលិកទងំេនះេធ�ˊករពីៃថងសុ�កដល់ៃថងអងគ រ)

x6 ជចំនួនបុគគលិកែដលចបេ់ផ�ˊមេធ�ˊករេǷៃថងេȃរ ៍(បុគគលិកទងំេនះេធ�ˊករពីៃថងេȃរដ៍ល់ៃថងពុធ)

x7 ជចំនួនបុគគលិកែដលចបេ់ផ�ˊមេធ�ˊករេǷៃថង�ទិតយ (បុគគលិកទងំេនះេធ�ˊករពីៃថង�ទិតយដល់ៃថង�ពហសបតȨ)

ចំនួនបុគគលិកេធ�ˊករេពញេម៉ង = ចំនួនបុគគលិកចបេ់ផ�ˊមេធ�ˊករៃថងចនទ + ចំនួនបុគគលិកចបេ់ផ�ˊមេធ�ˊករៃថងអងគ រ + · · ·+

ចំនួនបុគគលិកចបេ់ផ�ˊមេធ�ˊករៃថង�ទិតយ

េគបន អនុគមនេ៍គលេǮគឺ MinZ = x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7

ៃ�បសនីយ៍�តȪវ�បកដថយ៉ងេ�ច�ស់មនមនុស� 17 នក់េធ�ˊករេǷៃថងចនទ។ បុគគលិកទងំអស់�តȪវេធ�ˊករេǷៃថងចនទ

េល́កែលងែតបុគគលិកែដលចបេ់ផ�ˊមេធ�ˊករៃថងអងគ រនិងថងសពុធ (េ�ពះពួកេគ�តȪវឈបស់�មកេǷ ៃថង�ទិតយនិងៃថងចនទ ៃថងចនទ

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៧២ ជំននទ់២ី៤



និងៃថងអងគ រ េរȢងគន )។ េនះមននយ័ថចំនួនបុគគលិកែដលេធ�ˊករេǷៃថងចនទគឺ x1+x4+x5+x6+x7 ។ ដូចគន ែដរចំេពះ

ៃថងេផ�ងេទȢត។

រូបមន� LP ៃនចំេ�ទេនះគឺ៖ MinZ = x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7

ចនទ x1 + x4 + x5 + x6 + x7 ≥ 17

អងគ រ x1 + x2 + x5 + x6 + x7 ≥ 13

ធុធ x1 + x2 + x3 + x6 + x7 ≥ 15

�ពហសបត�Ȩ x1 + x2 + x3 + x4 + x7 ≥ 19

សុ�ក x1 + x2 + x3 + x4 + x5 ≥ 14

េȃរ ៍ x2 + x3 + x4 + x5 + x6 ≥ 16

�ទិតយ x3 + x4 + x5 + x6 + x7 ≥ 11

xi ≥ 0 (i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7)

១.៣. ដំេ�ះ��យចំេ�ទលេីនែអ៊រ (LP) �ម�កបហ�ចិ

១ . ជំ�នទី១៖ កនុងករេ�ះ��យចំេ�ទៃនករបេងកˊតកមមវធីិលីេនែអរ៊មយួ ជដំបូងេគ�តȪវបេងកˊតរូបមន�ជទ�មង់ៃន

គណិតវទិយ។ េដ́មបេីធ�ˊបនដូចេនះេយ́ង�តȪវកំណតឲ់យបនចបស់នូវ៖

ក . អេថរសេ�មចចិត� (Decision Variables)

ខ . អនុគមនេ៍គលេǮ (Objective Function)

គ . ក�មតិ�ពំែដន (Constriants)

២ . ជំ�នទី២៖ េពលេនះេយ́ង�តȪវគូសក�មតិ�ពំែដនៃនចំេ�ទកនុង�កហ�ិចមយួ។ េដ́មបឲីយបនជចេម�យ́ែដលេយˊង

ចងប់ន ចេម�យ́េនះ�តȪវែតេផទȣងផទ តច់ំេពះក�មតិ�ពំែដនទងំអស់។

៣ . ជំ�នទី៣៖ េយˊង�តȪវេǮចំណុចកច�់ជȩងទងំអស់ជំុវញិតំបនច់េម�យ́។

៤ . ជំ�នទី៤៖ យកចំណុចកច�់ជȩងៃនតំបន់ចេម�យ́ជំនួសកនុងអនុគមន៍េគលេǮ។ បនទ បម់កសេងកតេមល́តៃម�ែដល

�បេស́របំផុត (អតិបរម ឬអបបបរម)។

ឧទហរណ៍២.២. មងីសីនួនចង�់យេមȍសែណ� ក សករសនិងទឹកេដ́មបេីធ�េ́ភជជៈពីរ�បេភទគឺទឹកសែណ� កសនិងទឹកសែណ� ក

េខȢវ ។ ទឹកសែណ� កសេធ�ពី́សករស 20% េមȍសែណ� ក 20% និងទឹក 60% េហˊយទឹកសែណ� កេខȢវេធ�ពី́សករស 40% មេសȍ

សែណ� ក 20% និងទឹក 40% ។ មងីសីុនួនចំេណញបន 60 េសនកនុង 1kg ៃនទឹកសែណ� កស និងបនចំេណញ 80 េសន

កនុង 1kg ៃនទឹកសែណ� កេខȢវ។ �បសិនេប́គតម់នសករសរ 60kg និងេមȍសែណ� ក 40kg េនះគត�់ចផលិតទឹកសែណ� ក

�បេភទនីមយួៗបនប៉ុនម នគីឡូ�កម េដ́មបឲីយគតទ់ទួលបន�បកច់ំេណញខពស់បំផុត ?

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៧៣ ជំននទ់២ី៤



ដំេ�ះ��យ

រកចំនួនទឹកសែណ� កស និងេខȢវែដល�តȪវផលិតេដ́មបទីទួល�បកច់ំេណញអិបរម

• ��ងសេងខប
សករស េមȍសែណ� ក ទឹក �បកច់ំេណញ

ទឹកសែណ� កស 0.2 0.2 0.6 0.6$/1kg

ទឹកសែណ� កេខȢវ 0.4 0.2 0.4 0.8$/1kg

វតថុែដលមនសរុប 60kg 40kg

• បេងកˊតអនុគមនេ៍គលេǮ

�ង x ជទឹកសែណ� កស និង y ជទឹកសែណ� កេខȢវ

Max P: z = 0.6x+ 0.8y និង S.t

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0.2x+ 0.4y ≤ 60

0.2x+ 0.2y ≤ 40

x, y ≥ 0

0.2x+ 0.4y ≤ 60 ករេ�ប́សករសេដ́មបផីលិតទឹកសែណ� កស និងេខȢវយ៉ងេ�ច́ន 60kg

0.2x+ 0.2y ≤ 40 ករេ�ប́េមȍសែណ� កេដ́មបផីលិតទឹកសែណ� កស និងេខȢវយ៉ងេ�ច́ន 40kg ។

• សងប់នទ ត់

��ងតៃម�េលខ

0.2x+ 0.4y = 60

x 0 300

y 150 0

0.2x+ 0.2y = 40

x 0 200

y 200 0
50 100 150 200 250 300 350

50

100

150

200

250

B

C

A

0.2x+ 0.4y = 60

0.2x+ 0.2y = 40

y

x

• �ម�កបចេម�យ́ែដល�ចទទួលយកបនគឺេǷ�តងត់ំបនព់តេ៌ខȢវ និងចំណុចកច�់ជȩង

• រកកូអរេ�េនៃនចំណុច B ែដលជ�បសព�រ�ងបនទ តទ់ងំពីរ

េគបន

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

0.2x+ 0.4y = 60

0.2x+ 0.2y = 40

∼ L2 = R1 −R2 :

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

0.2x+ 0.4y = 60

0.2y = 20

⇒

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

y =
20

0.2
= 100

x =
60− 0.2(100)

0.4
= 100

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៧៤ ជំននទ់២ី៤



• តៃម�ៃនចំណុចកច�់ជȩង

– 0(0, 0) ⇒ z = 0

– A(0, 150) ⇒ z = 0.6(0) + 0.8(150) = 120

– B(100, 100) ⇒ z = 0.6(100) + 0.8(100) = 140

– C(200, 0) ⇒ z = 0.6(200) + 0.8(0) = 120

ដូចេនះ ចេម�យ́ែដល�បេស́របំផុតគឺ x = 0, y = 200 េដ́មបទីទួលបនចំេណញអតិបរម 160$

ឧទហរណ៍ ២.៣. �កȩមហុ៊ន TOYOTA តេម�ង́រថយន�ពីរ�បេភទគឺ�នតូច (Car) និង�នដឹកទំនិញ (Van) េǷទី�កȩង

Bang Kok ។ រថយន�នីមយួៗ�តȪវឆ�ងកត�់ងបញ់ថន ំ និង�ងតេម�ង́។ �បសិន េប́�ងបញ់ថន �ំតȪវបនេគេរȢបចំរចួ�ល់

ស�មប�់នតូច េនះេគ�ចបញ់ថន �ំនតូចបនចំនួន 800 កនុងមយួៃថង។ �បសិនេប́�ងបញ់ថន �ំតȪវបនេគេរȢបចរំចួ�ល់

ស�មប់�នដឹង ទំនិញេនះេគ�ចបញ់ថន ំ�នដឹកទំនិញបនចំនួន 700 កនុងមយួៃថង។ �បសិនេប́�ងតេម�ង́�តȪវបនេគ

េរȢបចំរចួ�ល់ស�មប់�នតូច េនះេគ�ចតេម�ង́�នតូចបនចំនួន 1700 កនុងមយួៃថង។ េ�ប́សិនេប́�ងតេម�ង́�តȪវបន

េគេរȢបចំរចួ�ល់ស�មប�់នដឹកទំនិញ េនះេគ�ចតេម�ង́�នដឹកទំនិញបនចំនួន 1200 កនុងមយួៃថង។ �នតូចនីមយួៗ

ផ�ល់�បកច់ំេណញបន 300$ និង�នដឹកទំនិញផ�ល់បន 500$ ចូរអនកបេងកˊតរូបមន��មែបបកមមវធីិលីេនែអរ៊ែដលនឹងេធ�ˊឲយ

�បកច់ំេណញរបស់�កȩមហុ៊ន TOYOTA េឡ́ងដល់ក�មតិអតិបរម។ បនទ បម់កេ�ះ��យ�ម�កបហ�ិច។

ដំេ�ះ��យ

រកចំនួន Car និង Van ែដល�តȪវផលិតេដ́មបឲីយបន�បកច់ំេណញជអតិបរម

• ��ងសេងខប

Car Van

ែផនកបញ់ថន ំ 1/180 1/700

ែផនកតេម�ង́ 1/1700 1/1200

�បកច់ំេណញ 300

1

800
មននយ័ថមយួៃថងបញ់ថន ំ Car បន 800 េ�គȠង

1

700
មននយ័ថមយួៃថងបញ់ថន ំ Van បន 700 េ�គȠង

1

1700
មននយ័ថមយួៃថងតេម�ង́ Car បន 1700 េ�គȠង

1

1200
មននយ័ថមយួៃថងតេម�ង́ Van បន 1200 េ�គȠង

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៧៥ ជំននទ់២ី៤



• បេងកˊងអនុគមនេ៍គលេǮ

�ង x ជចំនួន Car និង y ជចំនួន Van

MaxP: z = 300x+ 500y និង S.t

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

800
x+

1

700
y ≤ 1

1

1700
x+

1

1200
y ≤ 1

x, y ≥ 0

• ដំេ�ះ��យ�ម�កប

1

800
x+

1

700
y = 1

x 0 800

y 700 0

1

1700
x+

1

1200
y = 1

x 0 1700

y 1200 0

1/800.x+
1/700.y =

1

1/800.x+
1/700.y =

1

C(0, 700)

B(800, 0)A(0, 0) 1700

1200

x

y

• �ម�កបចេម�យ́ែដល�ចទទួលបនគឺេǷ�តងត់ំបនច់ំណុចកច�់ជȩងតៃម�ៃនចំណុចកច�ជȩង

– A(0, 0) = 0

– B(800, 0) ⇒ z = 300(800) + 500(0) = 240000

– C(0, 700) ⇒ z = 300(0) + 500(700) = 350000

ដូចេនះ �កȩមហុ៊ន TOYOTA �តȪវផលិត Car ចំនួន 0 និង Van ចំនួន 700 េដ́មបឲីយ�បកច់ំេណញអតិបរម 350 000$

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៧៦ ជំននទ់២ី៤



២. អនុវត�ម៉�ទីសកនងុវុិចទ័រ

២.១. ចមង យពីចំណុចេǵចំណុចេǷកនងុលហំ

េប́េគមនចំណុច A(xA, yA, zA) និង B(xB, yB, zB) េនះេគបន៖

• វុចិទរ័ −→AB = (xB − xA, yB − yA, zB − zA)

= (xB − xA)⃗i+ (yB − yA)⃗j + (zB − zA)k⃗

• �បែវងAB = |−→AB| =
√

(xB − xA)2 + (yB − yA)2 + (zB − zA)2

x

y

z

0
A

B

xA

yA

zA

xB

yB

zB

ឧទហរណ៍ ២.៤. េគមនចំណុច A(1, 2, 3) និង B(2, 1, 2) ។ គណន�បែវង AB ។

ដំេ�ះ��យ

�មរូបមន� AB =
√

(xB − xA)2 + (yB − yA)2 + (zB − ZA)2

=
√

(2− 1)2 + (1− 2)2 + (2− 3)2

=
√
12 + 12 + 12

∴ AB =
√
3 ឯក�� �បែវង

២.២. ផលគុណៃនពីរវុិចទ័រ

េប́ u⃗ និង v⃗ ជពីរវុចិទរ័មនិសូនយេǷកនុងលំហ និង

�ង α ជមុរំ�ងពីរវុចិទរ័ u⃗ និង v⃗ ។ ផលគុណៃន

ពីរវុចិទរ័ u⃗ និង v⃗ គឺជវុចិទរ័មយួ�ងេ�យ u⃗× v⃗

ឬ u⃗ ∧ v⃗ ។

មននយ័ថ (u⃗× v⃗)⊥u⃗ និង (u⃗× v⃗)⊥v⃗ ។

−→w = −→u ×−→v

0

−→v

−→u

α
h

របូ២.១
�ង u⃗× v⃗ = (x, y, z), u⃗ = (u1, u2, u3) និង v⃗ = (v1, v2, v3)

េ�យ (u⃗× v⃗)⊥u⃗ ⇔ (u⃗× v⃗).u⃗ = u1x+ u2y + u3z = 0 (1)

(u⃗× v⃗)⊥v⃗ ⇔ (u⃗× v⃗).v⃗ = v1x+ v2y + v3z = 0 (2)

�ម (1) និង (2) ចងជ�បពនធស័មកីរ

េគបន

⎧
⎨

⎩
u1x+ u2y + u3z = 0

v1x+ v2y + v3z = 0
⇒ L2 = v1.L1 − u1.L2 :

⎧
⎨

⎩
u1x+ u2y + u3z = 0

(u2v1 − u1v2)y + (u3v1 − u1v3)z = 0

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៧៧ ជំននទ់២ី៤



⇒ y

x
=

3v1 − u1v3
u1b2 − u2v1

⇒ y = (u3v1 − u1v3)t និង z = (u1v2 − u2v1)t ចំេពះ t ̸= 0

ជំនួសចូលសមកីរ (1) េគបន u1x = −u3 (u1v2 − u2v1) t− u2 (u3v1 − u1v3) t

= (−u1u3v2 + u2u3v1 − u2u3v1 + u1u2v3) t

u1x = u1 (u2v3 − u3v2) t

x = (u2v3 − u3v2) t

យក t = 1 េគបន u⃗× v⃗ = (x, y, z) = (u2v3 − u3b2, u3v1 − u1v3, u1v2 − u2v1)

= (u2v3 − u3b2)
−→
i − (u1v3 − u3v1)

−→
j + (u1v2 − u2v1)

−→
k

ដូចេនះ u⃗× v⃗ =

∣∣∣∣∣∣

u2 u3

v2 v3

∣∣∣∣∣∣
−→
i −

∣∣∣∣∣∣

u1 u3

v1 v3

∣∣∣∣∣∣
−→
j +

∣∣∣∣∣∣

u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣∣∣
−→
k

ចំ�ំ២.១. េប́ u⃗ = (u1, u2, u3), v⃗ = (v1, v2, v3) េនះេគបន u⃗× v⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

�ទឹស�បីទ ២.១. េប́ n⃗ ជវុចិទរ័ឯក�� (|n| = 1) េហˊយអរតូកូ�ល់េǵនឹង u⃗ ផងនិង v⃗ ផងេនះេគបន វុចិទរ័

u⃗× v⃗ = |u⃗|.|v⃗|. sinα.n⃗ ឬ |u⃗× v⃗| = |u⃗|.|v⃗|. sinα ។

ស�មយបȦជ ក់

េគមន |u⃗|2|v⃗|2 sin2 α = |u⃗|2|v⃗|2(1− sin2 α)

= |u⃗|2|v⃗|2 − |a|2|b|2 cos2 α

= |u⃗|2|v⃗|2 − (u⃗.v⃗)2

= (u2
1 + u2

2 + u2
3)(v

2
1 + v22 + v23)− (u1v1 + u2v2 + u3v3)

2

= (u2v3 − u3v2)
2 + (u3v1 − u1v3)

2 + (u1v2 − u2v1)
2

= |u⃗× v⃗|2

|u⃗× v⃗| = |u⃗||v⃗| sinα , sinα > 0

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ៧៨ ជំននទ់២ី៤



�ទឹស�បីទ ២.២. ចំេពះ u⃗ និង v⃗ ជពីរវុចិទរ័កនុងត�មȩយ (0,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) េនះេគបន៖

១ . េប́ u⃗× v⃗ = 0⃗ េនះ u⃗ និង v⃗ កូលីេនែអនឹ៊ងគន ។

២ . |u⃗× v⃗| ជៃផទ�ក�ៃន�បេលឡូ�កម ែដលលងេល́ u⃗ និង v⃗ ។

៣ . 1

2
|u⃗× v⃗| ជៃផទ�ក�ៃន�តីេកណ ែដលលងេល́ u⃗ និង v⃗ ។

៤ . A,B,C ជបីចំណុចរតមនិ�តងគ់ន លុះ��ែត −→
AB ×−→

AC = 0⃗ ។

ស�មយបȦជ ក់

១ . �ម�ទឹស�ីបទ ២.១ : u⃗× v⃗ = |u⃗|.|v⃗| sinα.n⃗ េ�យ u⃗ និង v⃗ កូលីេនែអនឹ៊ងគន េនះ α = 0 ⇒ sinα = 0

េនះេគបន u⃗× v⃗ = 0 ។

២ . កនុង រូប២.១: េគបន�ក�ៃផទ�បេលឡូ�កម S = |u⃗|.h

= |u⃗|.|v⃗|. sinα �ម�ទឹស�ីបទ ២.១

∴ S = |u⃗× v⃗|

៣ . ៃផទ�ក�ៃន�តីេកណ S△ =
1

2
S =

1

2
|u⃗× v⃗|

៤ . េគមន −→
AB ×−→

AC = 0⃗ លុះ��ែត −→
AB កូលីេនែអ៊ −→AC លូះ��ែត ចំណុច A,B,C រតម់និ�តងគ់ន ។

ឧទហរណ៍ ២.៥. េគឲយចំណុច A(1, 3, 2), B(2,−1, 1), C(−1, 2, 3) ។ គណន �ក�ៃផទ�កីេកណ ABC ។

ដំេ�ះ��យ

គណន S△ABC

េគមន A(1, 3, 2), B(2,−1, 1), C(−1, 2, 3)

េនះ −→
AB = (2− 1)

−→
i + (−1− 3)

−→
j + (1− 2)

−→
k =

−→
i − 4

−→
j −

−→
k

−→
AC = (−1− 1)

−→
i + (2− 3)

−→
j + (3− 2)

−→
k = −2

−→
i −−→

j +
−→
k

េគបន −→
AB×−→

AC =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

1 −4 −1

−2 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−4− 1)
−→
i − (1− 2)

−→
j + (−1− 8)

−→
k = −5

−→
i +

−→
j − 9

−→
k

នឲំយ S△ABC =
1

2
|−→AB ×−→

AC| = 1

2

√
52 + 12 + 92 =

1

2

√
107 ឯក�� �ក�ៃផទ ។

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ៧៩ ជំននទ់២ី៤



២.៣. កេន�មផលគុណៃនពីរវុិចទ័រកនងុេគលអរតូណរម៉លម់នទិសេǮវិជជមន

េប́ u⃗ = u1⃗i+u2j⃗+u3k⃗ = (u1, u2, u3) និង v⃗ = v1⃗i+v2j⃗+v3k⃗ = (v1, v2, v3)ជវុចិទរ័កនុងលំហ ។ ផលគុណៃន

ពីរវុចិទរ័ u⃗ និង v⃗ គឺជវុចិទរ័កំណតេ់�យ៖ u⃗× v⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i⃗ j⃗ k⃗

u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

u2 u3

v2 v3

∣∣∣∣∣∣
i⃗−

∣∣∣∣∣∣

u1 u3

v1 v3

∣∣∣∣∣∣
j⃗ +

∣∣∣∣∣∣

u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣∣∣
k⃗

u⃗× v⃗ = (u2v3 − u3v2)⃗i− (u1v3 − u3v1)⃗j + (u1v2 − u2v1)k⃗ (២.១)

ឧទហរណ៍ ២.៦. គណន |u⃗× v⃗| េប́ u⃗ = 2
−→
i +

−→
j + 3

−→
k និង v⃗ = 3

−→
i + 5

−→
j − 2

−→
k ។

ដំេ�ះ��យ

េគមន u⃗× v⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i⃗ j⃗ k⃗

2 1 3

3 5 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

1 3

5 −2

∣∣∣∣∣∣
i⃗−

∣∣∣∣∣∣

2 3

3 −2

∣∣∣∣∣∣
j⃗ +

∣∣∣∣∣∣

1 2

3 5

∣∣∣∣∣∣
k⃗

= (−2− 15)
−→
i − (−4− 9)

−→
j + (10− 3)

−→
k = −17

−→
i + 13

−→
j + 7

−→
k

∴ |u⃗× v⃗| =
√

(−7)2 + (13)2 + (7)2 =
√
507

២.៤. លកខណះៃនផលគុណពីរវុិចទ័រ

េប́ u⃗, v⃗ និង w⃗ ជវុចិទរ័កនុងលំហ និង c ជចំនួនពិត េគបន៖

១ . u⃗× v⃗ = −(v⃗ × u⃗)

២ . u⃗× (u⃗+ w⃗) = u⃗× v⃗ + u⃗× w⃗

៣ . c(u⃗× v⃗) = (cu⃗)× v⃗ = u⃗× (cv⃗)

៤ . u⃗× 0⃗ = 0⃗× u⃗ = 0⃗

៥ . u⃗× u⃗ = 0⃗

៦ . u⃗.(v⃗ × w⃗) = (u⃗× v⃗).w⃗ ។

ស�មយបȦជ ក់

េប́�ង u⃗ = (u1, u2, u3), v⃗ = (v1, v2, v3) និង w⃗ = (w1, w2, w3) និង c ∈ R

១ . �មសមកីរ (២.១) េគបន u⃗× v⃗ = (u2v3 − u3v2)⃗i− (u1v3 − u3v1)⃗j + (u1v2 − u2v1)k⃗

= −
[
(u3v2 − v2v3)

−→
i − (u3v1 − u1v3)

−→
j + (u2v1 − u1v2)

−→
k
]

∴ u⃗× v⃗ = −v⃗ × u⃗
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២ . �មសមកីរ (២.១) េគបន

u⃗× (v⃗ + w⃗) = [u2(v3 + w3)− u3(v2 + w2)] i⃗− [u1(v3 + w3)− u3(v1 + w1)] j⃗

+ [u1(v2 + w2)− u2(v1 + w1)] k⃗

=(u2v3 + u2w3 − u3v2 − u3w2)
−→
i − (u1v3 + u1w3 − u3v1 − u3w1)

−→
j

+ (u1v2 + u1w2 − u2v1 − u2w1)
−→
k

=(u2v3 − u3v2)
−→
i + (u2w3 − u3w2)

−→
i − (u1v3 − u3v1)

−→
j − (u1w3 − u3w1)

−→
j

+ (u1v2 − u2v1)
−→
k + (u1w2 − u2w1)

−→
k

=
[
(u2v3 − u3v2)

−→
i − (u1v3 − u3v1)

−→
j + (u1v2 − u2v1)

−→
k
]

+
[
(u2w3 − u3w2)

−→
i − (u1w3 − u3w1)

−→
j + (u1w2 − u2w1)

−→
k
]

∴ u⃗× (v⃗ + w⃗) =u⃗× v⃗ + u⃗× w⃗

៣ . ចំេពះ c ∈ R េគបន u⃗× v⃗ = (u2v3 − u3v2)⃗i− (u1v3 − u3v1)⃗j + (u1v2 − u2v1)k⃗

នឲំយ (cu⃗)× v⃗ = c
[
(u2v3 − u3v2)⃗i− (u1v3 − u3v1)⃗j + (u1v2 − u2v1)k⃗

]

= (cu2v3 − cu3v2)⃗i− (cu1v3 − cu3v1)⃗j + (cu1v2 − cu2v1)k⃗

= (u2cv3 − u3cv2)⃗i− (u1cv3 − u3cv1)⃗j + (u1cv2 − u2cv1)k⃗

= u⃗× (cv⃗)

∴ c(u⃗× v⃗) = (cu⃗)× v⃗ = u⃗× (cv⃗)

៤ . េគបន u⃗× 0⃗ = (u2 × 0− u3 × 0)⃗i− (u1 × 0− u3 × 0)⃗j + (u1 × 0− u2 × 0)k⃗

= 0
−→
i + 0

−→
j + 0

−→
k

= −(0
−→
i + 0

−→
j + 0

−→
k )

= −0⃗× u⃗

= 0⃗

∴ u⃗× 0⃗ = 0⃗× u⃗ = 0⃗

៥ . េគបន u⃗× u⃗ = (u2u3 − u3u2)⃗i− (u1u3 − u3u1)⃗j + (u1u2 − u2u1)k⃗

= 0
−→
i + 0

−→
j + 0

−→
k

∴ u⃗× u⃗ = 0⃗

៦ . �មសមកីរ (២.១)
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េគបន u⃗× v⃗ = (u2v3 − u3v2)⃗i− (u1v3 − u3v1)⃗j + (u1v2 − u2v1)k⃗

នឲំយ (u⃗× v⃗).w⃗ = (u2v3 − u3v2)w1 − (u1v3 − u3v1)w2 + (u1v2 − u2v1)w3

= u2v3w1 − u3v2w1 − u1v3w2 + u3v1w2 + u1v2w3 − u2v1w3 (I)

v⃗ × w⃗ = (v2w3 − v3w2)⃗i− (v1w3 − v3w1)⃗j + (v1w2 − v2w1)k⃗

នឲំយ u⃗.(v⃗ × w⃗) = (v2w3 − v3w2)u1 − (v1w3 − v3w1)u2 + (v1w2 − v2w1)u3

= u1v2w3 − u1v3w2 − u2v1w3 + u2v3w1 + u3v1w2 − u3v2w1 (II)

�ម (I) និង (II) េគបន u⃗.(v⃗ × w⃗) = (u⃗× v⃗).w⃗

ឧទហរណ៍ ២.៧. េគមនវុចិទរ័ u⃗ =

(
2

3
,
1

3
,
2

3

)
និង v⃗ =

(
−
√
2

2
, 0,

√
2

2

)
។

ក . េផទȣងផទ តថ់ u⃗, v⃗ ជវុចិទរ័ឯក�� និង អរតូកូ�ល់គន ។

ខ . កំណត�់គបវ់ុចិទរ័ w⃗ ែដលវុចិទរ័ (u⃗, v⃗, w⃗) ជេគលអរតូណរម៉ល់ ។

ដំេ�ះ��យ

ក . េផទȣងផទ តថ់ u⃗, v⃗ ជវុចិទរ័ឯក�� និង អរតូកូ�ល់គន ។

េគមន u⃗ =

(
2

3
,
1

3
,
2

3

)
=⇒ |u⃗| =

√(
2

3

)2

+

(
1

3

)2

+

(
2

3

)2

=

√
4

9
+

1

9
+

4

9
= 1

v⃗ =

(
−
√
2

2
, 0,

√
2

2

)
=⇒ |v⃗| =

√√√√
(
−
√
2

2

)2

+ 02 +

(
−
√
2

2

)2

=

√
2

4
+

2

4
= 1

េគបន u⃗.v⃗ =

(
2

3
,
1

3
,
2

3

)(
−
√
2

2
, 0,

√
2

2

)
=

(
1

3

)(
−
√
2

2

)
+

(
2

3

)
(0) +

(
2

3

)(√
2

2

)
= 0

េ�យ |u⃗| = |v⃗| = 1 េនះេគបន u⃗, v⃗ ជវុចិទរ័ឯក�� និង u⃗.v⃗ = 0 េនះេគបន u⃗ និង v⃗ អរតូណរម៉ល់នឹងគន

ខ . កំណត�់គបវ់ុចិទរ័ w⃗ ែដលវុចិទរ័ (u⃗, v⃗, w⃗) ជេគលអរតូណរម៉ល់

េគបន w⃗ = u⃗× v⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

2

3

1

3

2

3

−
√
2

2
0

√
2

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣

1

3

2

3

0

√
2

2

∣∣∣∣∣∣∣

−→
i −

∣∣∣∣∣∣∣

2

3

2

3

−
√
2

2

√
2

2

∣∣∣∣∣∣∣

−→
j +

∣∣∣∣∣∣∣

2

3

1

3

−
√
2

2
0

∣∣∣∣∣∣∣

−→
k

=

(
1

3
×

√
2

2
− 0× 2

3

)
−→
i −

(
2

3
×

√
2

2
+

√
2

2
× 2

3

)
−→
j +

(
2

3
× 0 +

√
2

2
× 1

3

)
−→
k

=

√
2

6

−→
i − 2

√
2

3

−→
j +

√
2

6

−→
k
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២.៥. ផលគុណច�មȩះៃនបីវុិចទ័រកនងុលហំ

និយមន័យ ២.១. េគមនវុចិទរ័ u⃗, v⃗ និង w⃗ េǷកនុងលំហ ។ ផលគុណច�មȩះៃន u⃗, v⃗ និង w⃗ �មលំ�ប់គឺជ

ចំនួនពិតកំណតេ់�យ u⃗.(v⃗ × w⃗) ។

�ទឹស�បីទ ២.៣. េប́េគមនវុចិទរ័

u⃗ = u1⃗i+u2j⃗+u3k⃗, v⃗ = v1⃗i+ v2j⃗+ v3k⃗ និង

w⃗ = w1⃗i + w2j⃗ + w3k⃗ េនះផលគុណច�មȩះៃនបី

វុចិទរ័ u⃗, v⃗ និង w⃗ �មលំ�បេ់Ƿកនុងលំហកំណតេ់�យ

៖

u⃗.(v⃗ × w⃗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→u ×−→v

B

C

D

0 −→u

−→w
−→v

១ . មឌរបស់�បេលពីែបត៉ែដលសងេ់ល́វុចិទរ័ u⃗, v⃗ សងេ់ល́វុចិទរ័ u⃗, v⃗ និង w⃗ គឺ V = |u⃗.(v⃗ × w⃗)| ។

២ . មឌេត��ែអ៊ត ABCD គឺ W =
1

6
|u⃗.(v⃗ × w⃗)| ឬ W =

1

6
|A⃗D.(

−→
AB × −→

AC)| បននយ័ថយក

មឌ�បេលពីែបត៉ែចកនឹង 6 ។

ស�មយបȦជ ក់
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១. �ង θ ជមុំផគុ ំ រ�ង v⃗ និង h ែដល h ជកមពស់

�បេលពីែបត៉

េ�យមឌ�បេលពីែបត៉ = �ក�ៃផទបត × កមពស់

V = |u⃗× v⃗|.h , h = |w⃗|. cos θ , 0◦ < θ <
π

2
េគបន

V = |u⃗× v⃗||w⃗| cos θ (២.២)

មយ៉ងេទȢត

(u⃗× v⃗).w⃗ = |u⃗× w⃗|.|w⃗| cos θ (២.៣)

�ម (២.២) និង (២.៣) េគបន V = (u⃗× v⃗).w⃗

ករណី π

2
< θ < π ⇒ cos θ < 0

េគបន V = −(u⃗× v⃗).w⃗ ⇒ V = |(u⃗× v⃗).w⃗|

ដូចេនះ មឌ�បេលពីែបត៉ V = |v⃗.(u⃗× w⃗)|

−→u ×−→v

B

C

D

0 −→u

−→w
−→v

h

θ

θ

២. �មរូបមន�

មឌេត��ែអត៊ =
1

3
�ក�ៃផទបទ × កមពស់

េ�យៃផទបតជ�តីេកណ 1

2
|u⃗× v⃗| និង

កមពស់ h = |v⃗|. cos θ , 0◦ < θ <
π

2

េគបន W =
1

3
× 1

2
|u⃗× v⃗|.|w⃗| cos θ

=
1

6
(u⃗× v⃗).w⃗ (�មនិយនយ័)

ករណី π

2
< θ < π ⇒ cos θ < 0

េគបន W = −1

6
(u⃗× v⃗).w⃗

⇒ W =
1

6
|(u⃗× v⃗).w⃗|

ដូចេនះ មឌ�បេលពីែបត៉ W =
1

6
|(u⃗× v⃗).w⃗|

−→u ×−→v

B

C

D

0 −→u

−→w

−→v

h

θ

θ

ឧទហរណ៍២.៨. កនុងត�មȩយ (o,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k )មនទិសេǮវជិជមន េគឲយចំណុចA(1, 0, 2), B(1, 1, 3) និងC(2, 1, 2)

។

១ . គណន −→
AB ×−→

AC រចួទញរកៃផទ�ក�ៃន�តីេកណ ABC ។

២ . គណន −→
AO · (−→AB×−→

AC) រចួទញរកមឌៃន�បេលពីែបត៉ែដលមនវុចិទរ័ −→AB,
−→
AC និងមឌៃនចតុមុខ OABC

។

ដំេ�ះ��យ
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១ . គណន −→
AB ×−→

AC

េ�យ −→
AB = (1− 1, 1− 0, 3− 2) = (0, 1, 1)

−→
AC = (2− 1, 1− 0, 2− 2) = (1, 1, 0)

េគបន −→
AB ×−→

AC =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

0 1 1

1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
−→
i

∣∣∣∣∣∣

1 1

1 0

∣∣∣∣∣∣
−−→

j

∣∣∣∣∣∣

0 1

1 0

∣∣∣∣∣∣
+
−→
k

∣∣∣∣∣∣

0 1

1 1

∣∣∣∣∣∣

= −−→
i +

−→
j −

−→
k

ៃផទ�ក�ៃន�តីេកណ ABC

េគបន S△ABC =
1

2
|−→AB ×−→

AC| =
√
12 + 12 + 12 =

√
3 ឯក��ក�ៃផទ

២ . គណន −→
AO · (−→AB ×−→

AC)

េ�យ −→
AO = (0− 1, 0− 0, 0− 2) = (−1, 0,−2)

េគបន −→
AO.(

−→
AB ×−→

AC) = (−1)(−1) + (0)(1) + (−2)(−1)

= 1 + 0 + 2 = 3

មឌៃន�បេលពីែបត៉ែដលមនវុចិទរ័ −→AB,
−→
AC

េគបន VOABC = |−→AO.(
−→
AB ×−→

AC) = |3| = 3 ឯក�មឌ

មឌៃនចតុមុខ OABC

េគបន WOABC =
1

6

∣∣∣
−→
AO.(

−→
AB ×−→

AC)
∣∣∣ =

1

6
× 3 =

1

2
ឯក�មឌ

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៨៥ ជំននទ់២ី៤



គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ៨៦ ជំននទ់២ី៤



ែផនកទី ១

ល�ំត់ និងដំេ�ះ��យ





ល�ំត់ ១. េគឲយម៉�ទីស A,B និង C កំណតេ់�យ A =

⎛

⎝2 −1

3 1

⎞

⎠ , B =

⎛

⎝1 0

0 −2

⎞

⎠

និង C =

⎛

⎝−2 1

−1 1

⎞

⎠ ។ គណនម៉�ទីស D = a+ 2B − C ។

ដំេ�ះ��យ

េគបន D =

⎛

⎝2 −1

3 1

⎞

⎠+ 2

⎛

⎝1 0

0 −2

⎞

⎠−

⎛

⎝−2 1

−1 1

⎞

⎠

=

⎛

⎝2 + 2× 1− (−2) −1 + 2× 0− 1

3 + 2× 0− (−1) 1 + 2× (−2)− 1

⎞

⎠

ដូចេនះ D =

⎛

⎝6 −2

4 −4

⎞

⎠

ល�ំត់ ២. េគឲយម៉�ទីស A =

⎡

⎣4 −3

0 1

⎤

⎦ B =

⎡

⎣1 2

0 −3

⎤

⎦ C =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

4 3 2 0

0 4 3 4

3 6 1 −7

4 6 2 −3

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

និង D =

⎡

⎣5 3

2 1

⎤

⎦ ។ គណន A+B,A+ C,A+B +D ។

ដំេ�ះ��យ

• A+B =

⎡

⎣4 −3

0 1

⎤

⎦+

⎡

⎣1 2

0 −3

⎤

⎦ =

⎡

⎣4 + 1 −3 + 2

0 + 0 1− 3

⎤

⎦ =

⎡

⎣5 −1

0 −2

⎤

⎦

ដូចេនះ A+B ==

⎡

⎣5 −1

0 −2

⎤

⎦

• A+ C មនិ�ចេធ�ˊករបូកបនេទ េ�ពះ�មនលំ�បខុ់សគន

• A+B +D =

⎡

⎣4 −3

0 1

⎤

⎦+

⎡

⎣1 2

0 −3

⎤

⎦+

⎡

⎣5 3

2 1

⎤

⎦ =

⎡

⎣4 + 1 + 5 −3 + 2 + 3

0 + 0 + 2 1− 3 + 1

⎤

⎦ =

⎡

⎣10 2

2 −1

⎤

⎦

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ៨៩ ជំននទ់២ី៤



ដូចេនះ A+B =

⎡

⎣5 −1

0 −2

⎤

⎦ ; A+B +D =

⎡

⎣10 2

2 −1

⎤

⎦

ល�ំត់ ៣. គណន A+B,A− B ែដល A =

⎡

⎢⎢⎢⎣

4 1 3

3 0 2

4 −3 5

⎤

⎥⎥⎥⎦
និង B =

⎡

⎢⎢⎢⎣

2 1 3

5 0 −2

6 3 0

⎤

⎥⎥⎥⎦

ដំេ�ះ��យ

• A+B =

⎡

⎢⎢⎢⎣

4 1 3

3 0 2

4 −3 5

⎤

⎥⎥⎥⎦
+

⎡

⎢⎢⎢⎣

2 1 3

5 0 −2

6 3 0

⎤

⎥⎥⎥⎦
=

⎡

⎢⎢⎢⎣

4 + 2 1 + 1 3 + 3

3 + 5 0 + 0 2− 2

4 + 6 −3 + 3 5 + 0

⎤

⎥⎥⎥⎦
=

⎡

⎢⎢⎢⎣

6 2 6

8 0 0

10 0 5

⎤

⎥⎥⎥⎦

• A− B =

⎡

⎢⎢⎢⎣

4 1 3

3 0 2

4 −3 5

⎤

⎥⎥⎥⎦
−

⎡

⎢⎢⎢⎣

2 1 3

5 0 −2

6 3 0

⎤

⎥⎥⎥⎦
=

⎡

⎢⎢⎢⎣

4− 2 1− 1 3− 3

3− 5 0− 0 2 + 2

4− 6 −3− 3 5− 0

⎤

⎥⎥⎥⎦
=

⎡

⎢⎢⎢⎣

2 0 0

−2 0 4

−2 −6 5

⎤

⎥⎥⎥⎦

ដូចេនះ A+B =

⎡

⎢⎢⎢⎣

6 2 6

8 0 0

10 0 5

⎤

⎥⎥⎥⎦
; A− B =

⎡

⎢⎢⎢⎣

2 0 0

−2 0 4

−2 −6 5

⎤

⎥⎥⎥⎦

ល�ំត់ ៤. គណន 4A,−2B និង 4A− 2B

េគឲយ A =

⎡

⎢⎢⎢⎣

3 2 0

−1 4 5

0 3 4

⎤

⎥⎥⎥⎦
និង B =

⎡

⎢⎢⎢⎣

2 5 6

0 −1 −1

2 3 4

⎤

⎥⎥⎥⎦

ដំេ�ះ��យ

• 4A = 4

⎡

⎢⎢⎢⎣

3 2 0

−1 4 5

0 3 4

⎤

⎥⎥⎥⎦
=

⎡

⎢⎢⎢⎣

12 8 0

−4 16 20

0 12 16

⎤

⎥⎥⎥⎦

−2B = 2

⎡

⎢⎢⎢⎣

2 5 6

0 −1 −1

2 3 4

⎤

⎥⎥⎥⎦
=

⎡

⎢⎢⎢⎣

−4 −10 −12

0 2 2

−4 −6 −8

⎤

⎥⎥⎥⎦

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ៩០ ជំននទ់២ី៤



• 4A− 2B =

⎡

⎢⎢⎢⎣

12 8 0

−4 16 20

0 12 16

⎤

⎥⎥⎥⎦
+

⎡

⎢⎢⎢⎣

−4 −10 −12

0 2 2

−4 −6 −8

⎤

⎥⎥⎥⎦
=

⎡

⎢⎢⎢⎣

8 −2 −12

−4 18 22

−4 6 8

⎤

⎥⎥⎥⎦

ដូចេនះ 4A =

⎡

⎢⎢⎢⎣

12 8 0

−4 16 20

0 12 16

⎤

⎥⎥⎥⎦
; −2B =

⎡

⎢⎢⎢⎣

−4 −10 −12

0 2 2

−4 −6 −8

⎤

⎥⎥⎥⎦
4A− 2B =

⎡

⎢⎢⎢⎣

8 −2 −12

−4 18 22

−4 6 8

⎤

⎥⎥⎥⎦

ល�ំត់ ៥. េគឲយ A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

2 1

−1 0

3 1

⎞

⎟⎟⎟⎠
និង B =

⎛

⎝3 1 −1

4 −2 1 0

⎞

⎠ ។ គណន AB និង BA ។

ដំេ�ះ��យ

េគបន AB =

⎛

⎜⎜⎜⎝

2 1

−1 0

3 1

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎝3 1 5 −1

4 −2 1 0

⎞

⎠

=

⎛

⎜⎜⎜⎝

2(3) + 1(4) 2(1) + 1(−2) 2(5) + 1(1) 2(−1) + 1(0)

−1(3) + 0(4) −1(1) + 0(−2) −1(5) + 0(1) −1(−1) + 0(0)

3(3) + 1(4) 3(1) + 1(2) 3(5) + 1(1) 3(−1) + 1(0)

⎞

⎟⎟⎟⎠

=

⎛

⎜⎜⎜⎝

10 0 11 −2

−3 −1 −5 1

13 1 16 −3

⎞

⎟⎟⎟⎠

ចំេពះ BA មនិ�ចេធ�ˊ�បមណវធីិបនេទ ។

ល�ំត់ ៦. គណនម៉�ទីស A× B និង C ×D ែដល A =

⎡

⎣−2 0 1

3 4 2

⎤

⎦ , B =

⎡

⎢⎢⎢⎣

6 0

1 −2

3 5

⎤

⎥⎥⎥⎦

, C =

⎡

⎢⎢⎢⎣

3 −2 0

1 5 4

3 0 3

⎤

⎥⎥⎥⎦
និង D =

[
4 −1 2

]

ដំេ�ះ��យ

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៩១ ជំននទ់២ី៤



េគបនA× B =

⎡

⎣−2 0 1

3 4 2

⎤

⎦

⎡

⎢⎢⎢⎣

6 0

1 −2

3 5

⎤

⎥⎥⎥⎦

=

⎡

⎣(−2)(6) + (0)(1) + (1)(3) (−2)(0) + (0)(−2) + (1)(5)

(3)(6) + (4)(1) + (2)(3) (3)(0) + (4)(−2) + (2)(5)

⎤

⎦

=

⎡

⎣−12 + 0 + 3 0 + 0 + 5

18 + 4 + 6 0 + (−8) + 10

⎤

⎦ =

⎡

⎣−9 5

28 2

⎤

⎦

េហˊយ C ×D =

⎡

⎢⎢⎢⎣

3 −2 0

1 5 4

3 0 3

⎤

⎥⎥⎥⎦

⎡

⎢⎢⎢⎣

4

−1

2

⎤

⎥⎥⎥⎦
=

⎡

⎢⎢⎢⎣

(3)(4) + (−2)(−1) + (0)(2)

(1)(4) + (5)(−1) + (4)(−1)

(3)(4) + (0)(−1) + (3)(2)

⎤

⎥⎥⎥⎦

=

⎡

⎢⎢⎢⎣

12 + 2 + 0

4 + (−5) + (−4)

12 + (−1) + 6

⎤

⎥⎥⎥⎦
=

⎡

⎢⎢⎢⎣

14

−5

17

⎤

⎥⎥⎥⎦

ដូចេនះ A× B =

⎡

⎣−9 5

28 2

⎤

⎦ ; C ×D =

⎡

⎢⎢⎢⎣

14

−5

17

⎤

⎥⎥⎥⎦

ល�ំត់ ៧. គណន AB និង BA ែដល A =

⎛

⎝1 2 3

4 4 6

⎞

⎠ និង B =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−7 −8

9 10

0 −11

⎞

⎟⎟⎟⎠

ដំេ�ះ��យ

េគមន A =

⎛

⎝1 2 3

4 4 6

⎞

⎠ និង B =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−7 −8

9 10

0 −11

⎞

⎟⎟⎟⎠

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៩២ ជំននទ់២ី៤



• AB =

⎛

⎝1 2 3

4 5 6

⎞

⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

−7 −8

9 10

0 −11

⎞

⎟⎟⎟⎠

=

⎛

⎝1(−7) + 2(9) + 3(0) 1(−8) + 2(10) + 3(−11)

4(−7) + 5(9) + 6(0) 4(−8) + 5(10) + 6(−11)

⎞

⎠

=

⎛

⎝11 −21

17 −48

⎞

⎠

• BA =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−7 −8

9 10

0 −11

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎝1 2 3

4 5 6

⎞

⎠

=

⎛

⎜⎜⎜⎝

(−7)1 + (−8)4 (−7)2 + (−8)2 + (−8)5 (−7)3 + (−8)6

9(1) + 10(4) 9(2) + 10(5) 9(3) + 10(6)

0(1) + (−11)4 0(2) + (−11)5 0(3) + (−11)6

⎞

⎟⎟⎟⎠

=

⎛

⎜⎜⎜⎝

−39 −54 −69

49 68 87

−44 −55 −66

⎞

⎟⎟⎟⎠

ល�ំត់ ៨. េគឲយម៉�ទីស A =

⎡

⎣sin2 x 1

cot2 x 0

⎤

⎦ ;B =

⎡

⎣ cos2 x 0

− cos ec2x 1

⎤

⎦ និង C =

⎡

⎣ 0 −1

−1 0

⎤

⎦

១ . គណន A+B + C

២ . គណន (A+ 2B)2

ដំេ�ះ��យ

១ . គណន A+B + C

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ៩៣ ជំននទ់២ី៤



េគបនA+B + C =

⎡

⎣sin2 x 1

cot2 x 0

⎤

⎦+

⎡

⎣ cos2 x 0

− cos ec2x 1

⎤

⎦+

⎡

⎣ 0 −1

−1 0

⎤

⎦

=

⎡

⎣ sin2 x+ cos2 x 1

cot2 x− cos ec2x 1

⎤

⎦+

⎡

⎣ 0 −1

−1 0

⎤

⎦

=

⎡

⎣ 1 1

−1 1

⎤

⎦+

⎡

⎣ 0 −1

−1 0

⎤

⎦

=

⎡

⎣ 1 0

−2 1

⎤

⎦

(េ�ពះ sin2 x+ cos2 x = 1; cos ec2x− cot2 x = 1)

ដូចេនះ A+B + C =

⎡

⎣ 1 0

−2 1

⎤

⎦

២ . គណន (A+ 2B)2

េគបន 2B = 2

⎡

⎢⎢⎢⎣

1 2 −1

−2 −1 2

1 −3 −1

⎤

⎥⎥⎥⎦
=

⎡

⎢⎢⎢⎣

2 4 −2

−4 −2 4

2 −6 −2

⎤

⎥⎥⎥⎦

េយˊងបន A+ 2B =

⎡

⎢⎢⎢⎣

1 −2 3

2 3 −1

−4 9 5

⎤

⎥⎥⎥⎦
+

⎡

⎢⎢⎢⎣

2 4 −2

−4 −2 4

2 −6 −2

⎤

⎥⎥⎥⎦
=

⎡

⎢⎢⎢⎣

3 2 1

−2 1 3

−2 3 3

⎤

⎥⎥⎥⎦

ដូចេនះ (A+ 2B)2 =

⎡

⎢⎢⎢⎣

3 2 1

−2 1 3

−2 3 3

⎤

⎥⎥⎥⎦

⎡

⎢⎢⎢⎣

3 2 1

−2 1 3

−2 3 3

⎤

⎥⎥⎥⎦
=

⎡

⎢⎢⎢⎣

3 11 12

−14 6 10

−18 8 16

⎤

⎥⎥⎥⎦

ល�ំត់ ៩. េគឲយម៉�ទីស A =

⎡

⎣ cosα x sinα
1

x
sinα − cosα

⎤

⎦ េហˊយ x ជចំនួនពិតខុសពីសូនយ ។

គណនម៉�ទីស A2 ។

ដំេ�ះ��យ

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ៩៤ ជំននទ់២ី៤



រកម៉�ទីស A2

េគមន A =

⎡

⎣ cosα x sinα
1

x
sinα − cosα

⎤

⎦ េហˊយ x ជចំនួនពិតខុសពីសូនយ

េគបនA2 = A.A =

⎡

⎣ cosα x sinα
1

x
sinα − cosα

⎤

⎦

⎡

⎣ cosα x sinα
1

x
sinα − cosα

⎤

⎦

=

⎡

⎣ cos2 α + sin2 α x cosα sinα− x cosα sinα
1

x
sinα cosα− 1

x
sinα cosα sin2 α + cos2 α

⎤

⎦ =

⎡

⎣1 0

0 1

⎤

⎦

ដូចេនះ A2 =

⎡

⎣1 0

0 1

⎤

⎦

ល�ំត់ ១០. រកពីរម៉�ទីស M ។ េគឲយ M =

⎡

⎣a 1

0 b

⎤

⎦ ែដល M2 = A េហˊយ A =

⎡

⎣1 0

0 1

⎤

⎦ ។

ដំេ�ះ��យ

រកពីរម៉�ទីស M

េគមន M =

⎡

⎣a 1

0 b

⎤

⎦ ែដល M2 = A េហˊយ A =

⎡

⎣1 0

0 1

⎤

⎦

េគបនM2 = M.M =

⎡

⎣a 1

0 b

⎤

⎦

⎡

⎣a 1

0 b

⎤

⎦ =

⎡

⎣a(a) + 1(0) a(1) + 1(b)

0(a) + b(0) 0(1) + b(b)

⎤

⎦ =

⎡

⎣a
2 a+ b

0 b2

⎤

⎦

ែត M2 = A េហˊយ A =

⎡

⎣1 0

0 1

⎤

⎦

េគបន

⎡

⎣a
2 a+ b

0 b2

⎤

⎦ =

⎡

⎣1 0

0 1

⎤

⎦ េនះ

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a2 = 1

a+ b = 0

b2 = 1

⇒

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a = ±1

a+ b = 0

b = ±1

េប́ a = 1 េនះ b = −1

េប́ a = −1 េនះ b = 1

ដូចេនះ M =

⎡

⎣1 1

0 −1

⎤

⎦ និង M =

⎡

⎣−1 1

0 1

⎤

⎦

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៩៥ ជំននទ់២ី៤



ល�ំត់ ១១. េគឲយម៉�ទីស M =

⎡

⎢⎢⎢⎣

0 1 0

1 0 1

0 1 0

⎤

⎥⎥⎥⎦
។

១ . គណន M2 និង M3 ២ . ��យថ 2M = M3 ។

ដំេ�ះ��យ

១ . គណន M2 និង M3

េគបន M2 = M.M =

⎡

⎢⎢⎢⎣

0 1 0

1 0 1

0 1 0

⎤

⎥⎥⎥⎦

⎡

⎢⎢⎢⎣

0 1 0

1 0 1

0 1 0

⎤

⎥⎥⎥⎦
=

⎡

⎢⎢⎢⎣

1 0 1

0 2 0

1 0 1

⎤

⎥⎥⎥⎦

េហˊយ M3 = M2.M =

⎡

⎢⎢⎢⎣

1 0 1

0 2 0

1 0 1

⎤

⎥⎥⎥⎦

⎡

⎢⎢⎢⎣

0 1 0

1 0 1

0 1 0

⎤

⎥⎥⎥⎦
=

⎡

⎢⎢⎢⎣

0 2 0

2 0 2

0 2 0

⎤

⎥⎥⎥⎦

ដូចេនះ M2 =

⎡

⎢⎢⎢⎣

1 0 1

0 2 0

1 0 1

⎤

⎥⎥⎥⎦
និង M3 =

⎡

⎢⎢⎢⎣

0 2 0

2 0 2

0 2 0

⎤

⎥⎥⎥⎦

២ . ��យថ 2M = M3

េ�យ M3 =

⎡

⎢⎢⎢⎣

0 2 0

2 0 2

0 2 0

⎤

⎥⎥⎥⎦
= 2

⎡

⎢⎢⎢⎣

0 1 0

1 0 1

0 1 0

⎤

⎥⎥⎥⎦
= 2M

ដូចេនះ 2M = M3 ពិត

ល�ំត់ ១២. េគឲយម៉�ទីស A =

⎡

⎣2 0

0 1

⎤

⎦ ។ គណន A2 និង A3 រចួទញរក A2019 ។

ដំេ�ះ��យ

គណន A2 និង A3 រចួទញរក A2019

េគមន A =

⎡

⎣2 0

0 1

⎤

⎦

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ៩៦ ជំននទ់២ី៤



េគបន A2 = A.A =

⎡

⎣2 0

0 1

⎤

⎦

⎡

⎣2 0

0 1

⎤

⎦ =

⎡

⎣4 0

0 1

⎤

⎦

េហˊយ A3 = A2.A =

⎡

⎣4 0

0 1

⎤

⎦

⎡

⎣2 0

0 1

⎤

⎦ =

⎡

⎣8 0

0 1

⎤

⎦

⊕ ទញរក A2019

េ�យA =

⎡

⎣2 0

0 1

⎤

⎦ =

⎡

⎣2
1 0

0 11

⎤

⎦

A2 =

⎡

⎣2
2 0

0 12

⎤

⎦

A3 =

⎡

⎣2
3 0

0 13

⎤

⎦

េគបន A2019 =

⎡

⎣2
2019 0

0 1

⎤

⎦

ដូចេនះ A2019 =

⎡

⎣2
2019 0

0 1

⎤

⎦

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ៩៧ ជំននទ់២ី៤



ល�ំត់ ១៣. េគឲយម៉�ទីស A =
1

2

⎡

⎣ −1
√
3

−
√
3 −1

⎤

⎦ ។ បង� ញថ A3 =

⎡

⎣1 0

0 1

⎤

⎦ រចួទញរក A6057 ។

ដំេ�ះ��យ

• បង� ញថ A3 =

⎡

⎣1 0

0 1

⎤

⎦ េគមន A =
1

2

⎡

⎣ −1
√
3

−
√
3 −1

⎤

⎦

េគបនA3 = A.A.A

=
1

2

⎡

⎣ −1
√
3

−
√
3 −1

⎤

⎦ 1

2

⎡

⎣ −1
√
3

−
√
3 −1

⎤

⎦ 1

2

⎡

⎣ −1
√
3

−
√
3 −1

⎤

⎦

=
1

8

⎡

⎣ 1− 3 −
√
3−

√
3

√
3 +

√
3 −3 + 1

⎤

⎦

⎡

⎣ −1
√
3

−
√
3 −1

⎤

⎦

=
1

8

⎡

⎣ −2 −2
√
3

2
√
3 −2

⎤

⎦

⎡

⎣ −1
√
3

−
√
3 −1

⎤

⎦

=
1

8

⎡

⎣ 2 + 6 −2
√
3 + 2

√
3

−2
√
3 + 2

√
3 6 + 2

⎤

⎦

=
1

8

⎡

⎣8 0

0 8

⎤

⎦ =
8

8

⎡

⎣1 0

0 1

⎤

⎦ =

⎡

⎣1 0

0 1

⎤

⎦

ដូចេនះ A3 =

⎡

⎣1 0

0 1

⎤

⎦

• ទញរក A6057

េ�យ A6057 = (A3)2019

េគបន A6057 =

⎡

⎣1
2019 0

0 12019

⎤

⎦ =

⎡

⎣1 0

0 1

⎤

⎦

ដូចេនះ A6057 =

⎡

⎣1 0

0 1

⎤

⎦

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ៩៨ ជំននទ់២ី៤



ល�ំត់ ១៤. េគឲយ A =

⎛

⎝ 4 2

0 3

⎞

⎠ និង I =

⎛

⎝ 1 0

0 1

⎞

⎠ ។ គណន (A+ I)3 + 3A2 + 3A+ I ។

ដំេ�ះ��យ

េ�យ A+ I =

⎛

⎝ 4 2

0 3

⎞

⎠+

⎛

⎝ 1 0

0 1

⎞

⎠ =

⎛

⎝ 5 2

0 4

⎞

⎠

(A+ I)2 =

⎛

⎝ 5 2

0 4

⎞

⎠ ·

⎛

⎝ 5 2

0 4

⎞

⎠ =

⎛

⎝ 25 18

0 16

⎞

⎠

(A+ I)3 = (A+ I)2(A+ I) =

⎛

⎝ 25 18

0 16

⎞

⎠

⎛

⎝ 5 2

0 4

⎞

⎠ =

⎛

⎝ 125 122

0 64

⎞

⎠

A2 =

⎛

⎝ 4 2

0 3

⎞

⎠

⎛

⎝ 4 2

0 3

⎞

⎠ =

⎛

⎝ 16 14

0 9

⎞

⎠

A3 =

⎛

⎝ 16 14

0 9

⎞

⎠

⎛

⎝ 4 2

0 3

⎞

⎠ =

⎛

⎝ 64 74

0 27

⎞

⎠

េគបន A3 + 3A2 + 3A+ I =

⎛

⎝ 64 74

0 27

⎞

⎠+ 3

⎛

⎝ 16 14

0 9

⎞

⎠+ 3

⎛

⎝ 4 2

0 3

⎞

⎠+

⎛

⎝ 1 0

0 1

⎞

⎠

=

⎛

⎝ 125 122

0 64

⎞

⎠

ល�ំត់ ១៥. េប́ A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

2 −2 −4

−1 3 4

1 −2 −3

⎞

⎟⎟⎟⎠
។ បង� ញថ A2 = A ។

ដំេ�ះ��យ

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ៩៩ ជំននទ់២ី៤



េគបន A2 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

2 −2 −4

−1 3 4

1 −2 −3

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

2 −2 −4

−1 3 4

1 −2 −3

⎞

⎟⎟⎟⎠

=

⎛

⎜⎜⎜⎝

2(2) + 1(2)− 4(1) −2(2)− 2(3) + 4(2) 2(−4)− 2(4)− 4(−3)

−1(2) + 3(−1) + 4(1) −1(−2) + 3(3) + 4(−2) −1(−4) + 3(4) + 4(−3)

1(2)− 2(−1)− 3(1) 1(−2)− 2(3)− 3(−2) 1(−4)− 2(4)− 3(−3)

⎞

⎟⎟⎟⎠

=

⎛

⎜⎜⎜⎝

2 −2 −4

−1 3 4

1 −2 −3

⎞

⎟⎟⎟⎠

= A

ល�ំត់ ១៦. េប́ A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 −3 −4

−1 3 4

1 −3 −4

⎞

⎟⎟⎟⎠
។ បង� ញថ A2 = 0 ។

ដំេ�ះ��យ

េគបនA2 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 −3 −4

−1 3 4

1 −3 −4

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 −3 −4

−1 3 4

1 −3 −4

⎞

⎟⎟⎟⎠

=

⎛

⎜⎜⎜⎝

1× 1− 3×−1− 4× 1 1×−3− 3× 3 + 4× 3 1×−4− 3× 4 + 4× 4

−1× 1 + 3×−1 + 4× 1 −1×−3 + 3× 3 + 4×−3 −1×−4− 3× 4 + 1×−4

1× 1 +−3×−1− 4× 1 1×−3− 3× 3 + 4× 3 1×−4− 3× 4 + 4× 4

⎞

⎟⎟⎟⎠

=

⎛

⎜⎜⎜⎝

0 0 0

0 0 0

0 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎠

= 0

ល�ំត់ ១៧. រកម៉�ទីស�តងស់ប៉ូៃនម៉�ទីស A =

⎛

⎝3 1 2

0 4 1

⎞

⎠ ។

ដំេ�ះ��យ

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ១០០ ជំននទ់២ី៤



េគបនម៉�ទីស�តងស់ប៉ូៃនម៉�ទីស A គឺ AT =

⎛

⎜⎜⎜⎝

3 0

1 4

2 1

⎞

⎟⎟⎟⎠

ល�ំត់ ១៨. រកេដែទមណីងៃ់នម៉�ទីសខងេ�កម៖

១ . A =

⎡

⎣3 12

2 8

⎤

⎦
២ . A =

⎡

⎢⎢⎢⎣

2 −3 1

2 0 −1

1 4 5

⎤

⎥⎥⎥⎦
៣ . A =

⎡

⎢⎢⎢⎣

1 3 2

−3 −1 −3

2 3 1

⎤

⎥⎥⎥⎦

ដំេ�ះ��យ

១ . េគមន A =

⎡

⎣3 12

2 8

⎤

⎦ េគបន det(A) = 3(8)− 2(12) = 24− 24 = 0

ដូចេនះ det(A) = 0

២ . េគមន A =

⎡

⎢⎢⎢⎣

2 −3 1

2 0 −1

1 4 5

⎤

⎥⎥⎥⎦

េគបន det(A) = det

⎡

⎢⎢⎢⎣

2 −3 1

2 0 −1

1 4 5

⎤

⎥⎥⎥⎦

= 2 · det

⎡

⎣ 0 −1

4 5

⎤

⎦− (−3) · det

⎡

⎣ 2 −1

1 5

⎤

⎦+ 1 · det

⎡

⎣ 2 0

1 4

⎤

⎦

= 2[0− (−4)] + 3[10− (−1)] + 1[8− 0]

= 2(0 + 4) + 3(10 + 1) + 1(8)

= 2(4) + 3(11) + 8

= 8 + 33 + 8

ដូចេនះ det(A) = 49

៣ . េគមន A =

⎡

⎢⎢⎢⎣

1 3 2

−3 −1 −3

2 3 1

⎤

⎥⎥⎥⎦

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ១០១ ជំននទ់២ី៤



េគបន det(A) = det

⎡

⎢⎢⎢⎣

1 3 2

−3 −1 −3

2 3 1

⎤

⎥⎥⎥⎦

= 1 · det

⎡

⎣ −1 −3

3 1

⎤

⎦− (3) · det

⎡

⎣ −3 −3

2 1

⎤

⎦+ 2 · det

⎡

⎣ −3 −1

2 3

⎤

⎦

= 1[−1− (−9)]− 3[−3− (−6)] + 2[−9− (−2)]

= 1(−1 + 9)− 3(−3 + 6) + 2(−9 + 2)

= 1(8)− 3(3) + 2(−7)

= 8− 9− 14

ដូចេនះ det(A) = −15

ល�ំត់ ១៩. េ�េ�ប́ Determinant ចូរកំណតច់�មសម៉�ទីសខងេ�កម៖

១ . A =

⎛

⎝ 1 3

−4 3

⎞

⎠
២ . B =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 −2 1

−2 0 3

2 1 1

⎞

⎟⎟⎟⎠
៣ . C =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1 0 −3

2 4 0

1 2 −2

⎞

⎟⎟⎟⎠

ដំេ�ះ��យ

១ . A =

⎛

⎝ 1 3

−4 3

⎞

⎠⇒ det(A) = det

⎛

⎝ 1 3

−4 3

⎞

⎠ = 3− (−4)× 3 = 3 + 12 = 15

M11 = 3 ⇒ c11 = (−1)1+1M11 = 3

M12 = −4 ⇒ c12 = (−1)1+2M12 = 4

M21 = 3 ⇒ c21 = (−1)2+1M21 = −3

M22 = −3 ⇒ c22 = (−1)2+2M22 = 1

⇒ Adj(A) = (cof(A))T =

⎛

⎝ 3 4

−3 1

⎞

⎠
T

=

⎛

⎝3 −3

4 1

⎞

⎠

⇒ A−1 =
1

det(A)
Adj(A) =

1

15

⎛

⎝3 −3

4 1

⎞

⎠ =

⎛

⎝3/15 −3/15

4/15 1/15

⎞

⎠ =

⎛

⎝ 1/5 −1/5

4/15 1/15

⎞

⎠

ដូចេនះ A−1 =

⎛

⎝ 1/5 −1/5

4/15 1/15

⎞

⎠

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ១០២ ជំននទ់២ី៤



២ . B =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 −2 1

−2 0 3

2 1 1

⎞

⎟⎟⎟⎠
⇒ det(B) = det

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 −2 1

−2 0 3

2 1 1

⎞

⎟⎟⎟⎠
= 0− 12− 2− 0− 3− 4 = −21

M11 =

∣∣∣∣∣∣

0 3

1 1

∣∣∣∣∣∣
= 1 ⇒ c11 = (−1)1+1M11 = 1

M12 =

∣∣∣∣∣∣

−2 3

2 1

∣∣∣∣∣∣
= −8 ⇒ c12 = (−1)1+2M12 = 8

M13 =

∣∣∣∣∣∣

−2 0

2 1

∣∣∣∣∣∣
= −2 ⇒ c13 = (−1)1+3M13 = −2

M21 =

∣∣∣∣∣∣

−2 1

1 1

∣∣∣∣∣∣
= −3 ⇒ c21 = (−1)2+1M21 = 3

M22 =

∣∣∣∣∣∣

1 1

2 1

∣∣∣∣∣∣
= −1 ⇒ c22 = (−1)2+2M22 = −1

M23 =

∣∣∣∣∣∣

1 −2

2 1

∣∣∣∣∣∣
= 5 ⇒ c23 = (−1)2+3M23 = −5

M31 =

∣∣∣∣∣∣

−2 1

0 3

∣∣∣∣∣∣
= −6 ⇒ c31 = (−1)3+1M31 = −6

M32 =

∣∣∣∣∣∣

1 1

−2 3

∣∣∣∣∣∣
= 5 ⇒ c32 = (−1)3+2M32 = −5

M33 =

∣∣∣∣∣∣

1 −2

−2 0

∣∣∣∣∣∣
= −4 ⇒ c33 = (−1)3+3M33 = −4

⇒ Adj(B) = (Cof(B))T =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 8 −2

3 −1 −5

−6 −5 −4

⎞

⎟⎟⎟⎠

T

=

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 3 −6

8 −1 −5

−2 −5 −4

⎞

⎟⎟⎟⎠

⇒ B−1 =
1

det(B)
Adj(B) = − 1

21

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 3 −6

8 −1 −5

−2 −5 −4

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1/21 −1/7 6/21

−8/21 1/21 5/21

2/21 5/21 4/21

⎞

⎟⎟⎟⎠

ដូចេនះ B−1 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1/21 −1/7 6/21

−8/21 1/21 5/21

2/21 5/21 4/21

⎞

⎟⎟⎟⎠

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ១០៣ ជំននទ់២ី៤



៣ . C =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1 0 −3

2 4 0

1 2 −2

⎞

⎟⎟⎟⎠
⇒ det(C) = det

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1 0 −3

2 4 0

1 2 −2

⎞

⎟⎟⎟⎠
= 8 + 0− 12 + 12− 0 = 8

M11 =

∣∣∣∣∣∣

4 0

2 −2

∣∣∣∣∣∣
= −8 ⇒ c11 = (−1)1+1M11 = −8

M12 =

∣∣∣∣∣∣

2 0

1 −2

∣∣∣∣∣∣
= −4 ⇒ c12 = (−1)1+2M12 = 4

M13 =

∣∣∣∣∣∣

2 4

1 2

∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇒ c13 = (−1)1+3M13 = 0

M21 =

∣∣∣∣∣∣

0 −3

2 −2

∣∣∣∣∣∣
= 6 ⇒ c21 = (−1)2+1M21 = −6

M22 =

∣∣∣∣∣∣

−1 −3

1 −2

∣∣∣∣∣∣
= 5 ⇒ c22 = (−1)2+2M22 = 5

M23 =

∣∣∣∣∣∣

−1 0

1 2

∣∣∣∣∣∣
= −2 ⇒ c23 = (−1)2+3M23 = 2

M31 =

∣∣∣∣∣∣

−0 −3

4 0

∣∣∣∣∣∣
= 12 ⇒ c31 = (−1)3+1M31 = 12

M32 =

∣∣∣∣∣∣

−1 −3

2 0

∣∣∣∣∣∣
= 6 ⇒ c32 = (−1)3+2M32 = 6

M33 =

∣∣∣∣∣∣

−1 0

2 4

∣∣∣∣∣∣
= −4 ⇒ c33 = (−1)3+3M33 = −4

⇒ Adj(C) = (Cof(C))T =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−8 2 0

−6 5 2

12 −5 −4

⎞

⎟⎟⎟⎠

T

=

⎛

⎜⎜⎜⎝

−8 −6 12

2 5 −5

0 2 −4

⎞

⎟⎟⎟⎠

⇒ C−1 =
1

det(C)
Adj(C) =

1

8

⎛

⎜⎜⎜⎝

−8 −6 12

2 5 −5

0 2 −4

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1 −3/4 3/2

−1/4 5/8 −5/8

0 1/4 −1/2

⎞

⎟⎟⎟⎠

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ១០៤ ជំននទ់២ី៤



ដូចេនះ

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1 −3/4 3/2

−1/4 5/8 −5/8

0 1/4 −1/2

⎞

⎟⎟⎟⎠

ល�ំត់ ២០. គណនច�មសៃនម៉�ទីសខងេ�កម៖

១ . A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 1 1

2 −3 4

3 −2 −2

⎞

⎟⎟⎟⎠

២ . A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

2 −3 1

5 4 1

2 −2 −1

⎞

⎟⎟⎟⎠

៣ . A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

3 1 0

2 −1 1

5 5 −7

⎞

⎟⎟⎟⎠

៤ . A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

4 1 1

2 −1 0

1 1 −1

⎞

⎟⎟⎟⎠

ដំេ�ះ��យ

១ . A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 1 1

2 −3 4

3 −2 −2

⎞

⎟⎟⎟⎠
⇒ det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1

2 −3 4

3 −2 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 35

េគបន M11 =

∣∣∣∣∣∣

−3 4

−2 −2

∣∣∣∣∣∣
= 14 ⇒ C11 = (−1)1+1M11 = 14

M12 =

∣∣∣∣∣∣

2 4

3 −2

∣∣∣∣∣∣
= −16 ⇒ C12 = (−1)1+2M12 = 16

M13 =

∣∣∣∣∣∣

2 −3

3 −2

∣∣∣∣∣∣
= 5 ⇒ C13 = (−1)1+3M13 = 5

M21 =

∣∣∣∣∣∣

1 1

−2 −2

∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇒ C21 = (−1)2+1M21 = 0

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ១០៥ ជំននទ់២ី៤



M22 =

∣∣∣∣∣∣

1 1

3 −2

∣∣∣∣∣∣
= −5 ⇒ C22 = (−1)2+2M22 = −5

M23 =

∣∣∣∣∣∣

1 1

3 −2

∣∣∣∣∣∣
= −5 ⇒ C23 = (−1)2+3M23 = 5

M31 =

∣∣∣∣∣∣

1 1

−3 4

∣∣∣∣∣∣
= 8 ⇒ C31 = (−1)3+1M31 = 8

M32 =

∣∣∣∣∣∣

1 1

2 4

∣∣∣∣∣∣
= 3 ⇒ C32 = (−1)3+2M32 = −3

M33 =

∣∣∣∣∣∣

1 1

2 −3

∣∣∣∣∣∣
= −5 ⇒ C33 = (−1)3+3M33 = −5

នឲំយ Cof(A) =

⎛

⎜⎜⎜⎝

14 16 5

0 −5 5

8 −3 −5

⎞

⎟⎟⎟⎠
⇒ Adj(A) = [Cof(A)]T =

⎛

⎜⎜⎜⎝

14 0 8

16 −5 −3

5 5 −5

⎞

⎟⎟⎟⎠

េគបន A−1 =
1

det(A)
.Adj(A) =

1

35

⎛

⎜⎜⎜⎝

14 0 8

16 −5 −3

5 5 −5

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

2/5 0 1/5

16/35 −1/7 −2/35

1/7 1/7 −1/7

⎞

⎟⎟⎟⎠

ដូចេនះ A−1 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

2/5 0 1/5

16/35 −1/7 −2/35

1/7 1/7 −1/7

⎞

⎟⎟⎟⎠

២ . A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

2 −3 1

5 4 1

2 −2 −1

⎞

⎟⎟⎟⎠
⇒ det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −3 1

5 4 1

2 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −43

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ១០៦ ជំននទ់២ី៤



េគបន M11 =

∣∣∣∣∣∣

4 1

−2 −1

∣∣∣∣∣∣
= −2 ⇒ C11 = (−1)1+1M11 = −2

M12 =

∣∣∣∣∣∣

5 1

2 −1

∣∣∣∣∣∣
= −7 ⇒ C12 = (−1)1+2M12 = 7

M13 =

∣∣∣∣∣∣

5 4

2 −2

∣∣∣∣∣∣
= −18 ⇒ C13 = (−1)1+3M13 = −18

M21 =

∣∣∣∣∣∣

−3 1

−2 −1

∣∣∣∣∣∣
= 5 ⇒ C21 = (−1)2+1M21 = −5

M22 =

∣∣∣∣∣∣

2 1

2 −1

∣∣∣∣∣∣
= −4 ⇒ C22 = (−1)2+2M22 = −4

M23 =

∣∣∣∣∣∣

2 −3

2 −2

∣∣∣∣∣∣
= 2 ⇒ C23 = (−1)2+3M23 = −2

M31 =

∣∣∣∣∣∣

−3 1

4 1

∣∣∣∣∣∣
= −7 ⇒ C31 = (−1)3+1M31 = −7

M32 =

∣∣∣∣∣∣

2 1

5 1

∣∣∣∣∣∣
= −3 ⇒ C32 = (−1)3+2M32 = 3

M33 =

∣∣∣∣∣∣

2 −3

5 4

∣∣∣∣∣∣
= 23 ⇒ C33 = (−1)3+3M33 = 23

នឲំយ Cof(A) =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−2 7 −18

−5 −4 −2

−7 3 23

⎞

⎟⎟⎟⎠
⇒ Adj(A) = [Cof(A)]T =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−2 −5 −7

7 −4 3

−18 3 23

⎞

⎟⎟⎟⎠

េគបន A−1 =
1

det(A)
.Adj(A) =

1

−43

⎛

⎜⎜⎜⎝

−2 −5 −7

7 −4 3

−18 3 23

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

2/43 5/43 7/43

−7/43 4/43 −3/43

18/43 2/43 −23/43

⎞

⎟⎟⎟⎠

ដូចេនះ A−1 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

2/43 5/43 7/43

−7/43 4/43 −3/43

18/43 2/43 −23/43

⎞

⎟⎟⎟⎠

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ១០៧ ជំននទ់២ី៤



៣ . A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

3 1 0

2 −1 1

5 5 −7

⎞

⎟⎟⎟⎠
⇒ det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 1 0

2 −1 1

5 5 −7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 25

េគបន M11 =

∣∣∣∣∣∣

−1 1

5 −7

∣∣∣∣∣∣
= 3 ⇒ C11 = (−1)1+1M11 = 3

M12 =

∣∣∣∣∣∣

2 1

5 −7

∣∣∣∣∣∣
= −1 ⇒ C12 = (−1)1+2M12 = 1

M13 =

∣∣∣∣∣∣

2 −1

5 5

∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇒ C13 = (−1)1+3M13 = 0

M21 =

∣∣∣∣∣∣

1 0

5 −7

∣∣∣∣∣∣
= −2 ⇒ C21 = (−1)2+1M21 = 2

M22 =

∣∣∣∣∣∣

3 0

5 −7

∣∣∣∣∣∣
= −1 ⇒ C22 = (−1)2+2M22 = −1

M23 =

∣∣∣∣∣∣

3 1

5 5

∣∣∣∣∣∣
= −1 ⇒ C23 = (−1)2+3M23 = 1

M31 =

∣∣∣∣∣∣

1 0

−1 1

∣∣∣∣∣∣
= 5 ⇒ C31 = (−1)3+1M31 = 5

M32 =

∣∣∣∣∣∣

3 0

2 1

∣∣∣∣∣∣
= −5 ⇒ C32 = (−1)3+2M32 = 5

M33 =

∣∣∣∣∣∣

3 1

2 −1

∣∣∣∣∣∣
= −7 ⇒ C33 = (−1)3+3M33 = −7

នឲំយ Cof(A) =

⎛

⎜⎜⎜⎝

3 1 0

2 −1 1

5 5 −7

⎞

⎟⎟⎟⎠
⇒ Adj(A) = [Cof(A)]T =

⎛

⎜⎜⎜⎝

3 2 5

1 −1 5

0 1 −7

⎞

⎟⎟⎟⎠

េគបន A−1 =
1

det(A)
.Adj(A) =

1

25

⎛

⎜⎜⎜⎝

3 2 5

1 −1 5

0 1 −7

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

2/25 7/25 1/25

19/25 −21/25 −3/25

3/5 −2/5 −1/5

⎞

⎟⎟⎟⎠

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ១០៨ ជំននទ់២ី៤



ដូចេនះ A−1 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

2/25 7/25 1/25

19/25 −21/25 −3/25

3/5 −2/5 −1/5

⎞

⎟⎟⎟⎠

៤ . A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

4 1 1

2 −1 0

1 1 −1

⎞

⎟⎟⎟⎠
⇒ det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4 1 1

2 −1 0

1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 9

េគបន M11 =

∣∣∣∣∣∣

−1 0

1 −1

∣∣∣∣∣∣
= 1 ⇒ C11 = (−1)1+1M11 = 1

M12 =

∣∣∣∣∣∣

2 0

1 −1

∣∣∣∣∣∣
= −2 ⇒ C12 = (−1)1+2M12 = 2

M13 =

∣∣∣∣∣∣

2 −1

1 1

∣∣∣∣∣∣
= 3 ⇒ C13 = (−1)1+3M13 = 3

M21 =

∣∣∣∣∣∣

1 1

1 −1

∣∣∣∣∣∣
= −2 ⇒ C21 = (−1)2+1M21 = 2

M22 =

∣∣∣∣∣∣

4 1

1 −1

∣∣∣∣∣∣
= −5 ⇒ C22 = (−1)2+2M22 = −5

M23 =

∣∣∣∣∣∣

4 1

1 1

∣∣∣∣∣∣
= 3 ⇒ C23 = (−1)2+3M23 = −3

M31 =

∣∣∣∣∣∣

1 1

−1 0

∣∣∣∣∣∣
= 1 ⇒ C31 = (−1)3+1M31 = 1

M32 =

∣∣∣∣∣∣

4 1

2 0

∣∣∣∣∣∣
= −2 ⇒ C32 = (−1)3+2M32 = 2

M33 =

∣∣∣∣∣∣

4 1

2 −1

∣∣∣∣∣∣
= −6 ⇒ C33 = (−1)3+3M33 = −6

នឲំយ Cof(A) =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 2 3

2 −5 −3

1 2 −6

⎞

⎟⎟⎟⎠
⇒ Adj(A) = [Cof(A)]T =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 2 1

2 −5 2

3 −3 −6

⎞

⎟⎟⎟⎠

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ១០៩ ជំននទ់២ី៤



េគបន A−1 =
1

det(A)
.Adj(A) =

1

9

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 2 1

2 −5 2

3 −3 −6

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

1/9 2/9 1/9

2/9 −5/9 2/9

1/3 −1/3 −2/3

⎞

⎟⎟⎟⎠

ដូចេនះ A−1 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1/9 2/9 1/9

2/9 −5/9 2/9

1/3 −1/3 −2/3

⎞

⎟⎟⎟⎠

ល�ំត់ ២១. េប́ A =

⎛

⎝ x+ y y

3x 2x− y

⎞

⎠ , B =

⎛

⎝ 2

1

⎞

⎠ , C =

⎛

⎝ 1

−1

⎞

⎠ និង AB = C ។

គណន A2 ។

ដំេ�ះ��យ

េគមន AB = C ⇒ A =

⎛

⎝ x+ y y

3x 2x− y

⎞

⎠

⎛

⎝ 2

1

⎞

⎠ =

⎛

⎝ 1

−1

⎞

⎠

⇒ 2(x+ y) + y = 1 និង 6x+ 2x− y = −1

⇒

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

2x+ 3y = 1

8x− y = −1

⇒ x = − 1

13
, y =

5

13

េគបន A =

⎛

⎝ 4/13 5/13

−3/13 −7/13

⎞

⎠ =
1

13

⎛

⎝ 4 5

−3 −7

⎞

⎠

A2 =
1

169

⎛

⎝ 4 5

−3 −7

⎞

⎠

⎛

⎝ 4 5

−3 −7

⎞

⎠ =
1

169

⎛

⎝ 1 −15

9 34

⎞

⎠

ដូចេនះ A2 =
1

169

⎛

⎝ 1 −15

9 34

⎞

⎠

ល�ំត់ ២២. េគឲយ A =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x ℓ m 1

α x n 1

α β x 1

α β γ 1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

។ បង� ញថ det(A) = (x− α)(x− β)(x− γ) ។

ដំេ�ះ��យ

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ១១០ ជំននទ់២ី៤



េគបន det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− α ℓ− β m− γ 0

0 x− β n− γ 0

0 0 x− γ 0

α β γ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, R1 −R4, R2 −R4, R3 −R4

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− α ℓ− β m− γ

0 x− β n− γ

0 0 x− γ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (x− α)(x− β)(x− γ)

ល�ំត់ ២៣. េគឲយម៉�ទីស A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1! 2! 3!

2! 3! 4!

3! 4! 5!

⎞

⎟⎟⎟⎠
។ គណន det(A) ។

ដំេ�ះ��យ

េគបន det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1! 2× 1 6× 1

2! 2× 3 6× 4

3! 2× 12 6× 20

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1

2 3 4

6 12 20

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0

2 1 1

6 6 8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0

2 1 0

6 6 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 24 = 4!

ដូចេនះ det(A) = 4!

ល�ំត់ ២៤. េ�ះ��យ�បពន័ធសមកីរលីេនែអ�៊ម Cramer’s rule ខងេ�កម៖

១ .

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

7x− 2y = 3

3x+ y = 5

២ .

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

14a+ 7b = 77

21a− 14

5
b = 49

៣ .

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

2x− 3y = 3

4x− 2y = 10

៤ .

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

2x+ y = 1

x− 4y = 14

ដំេ�ះ��យ

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ១១១ ជំននទ់២ី៤



១ .

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

7x− 2y = 3

3x+ y = 5

េគបន D =

∣∣∣∣∣∣

7 −2

3 1

∣∣∣∣∣∣
= 7− (−6) = 13

Dx =

∣∣∣∣∣∣

3 −2

5 1

∣∣∣∣∣∣
= 3− (−10) = 13

Dy =

⎡

⎣7 3

3 5

⎤

⎦ = 35− 9 = 26

េនះេគបន x =
Dx

D
=

13

13
= 1, y =

Dy

D
=

26

13
= 2

ដចេនះ x = 1, y = 2

២ .

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

14a+ 7b = 77

21a− 14

5
b = 49

េគបន D =

∣∣∣∣∣∣

14 7

21 −14

5

∣∣∣∣∣∣
= −196

5
− 147 = −931

5

Da =

∣∣∣∣∣∣

77 7

49 −14

5

∣∣∣∣∣∣
= −1078

5
− 343 = −2793

5

Db =

∣∣∣∣∣∣

14 77

21 49

∣∣∣∣∣∣
= 686− 1617 = −931

េនះេគបន a =
Da

D
=

(
−2793

5

)
×
(
− 5

931

)
= 3, b =

Db

D
= (−931)×

(
− 5

931

)
= 5

ដូចេនះ a = 3, b = 5

៣ .

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

2x− 3y = 3

4x− 2y = 10

េគបន D =

∣∣∣∣∣∣

3 −3

4 −2

∣∣∣∣∣∣
= −4 + 12 = 8

Dx =

∣∣∣∣∣∣

3 −3

10 −2

∣∣∣∣∣∣
= −6 + 30 = 24

Dy =

∣∣∣∣∣∣

2 3

4 10

∣∣∣∣∣∣
= 20− 12 = 8

េនះេគបន x =
Dx

D
=

24

8
= 3 និង y =

Dy

D
=

8

8
= 1

ដូចេនះ x = 3, y = 1

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ១១២ ជំននទ់២ី៤



៤ .

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

2x+ y = 1

x− 4y = 14

េគបន D =

∣∣∣∣∣∣

2 1

1 −4

∣∣∣∣∣∣
= −8− 1 = −9

Dx =

∣∣∣∣∣∣

1 1

14 −4

∣∣∣∣∣∣
= −4− 14 = −18

Dy =

∣∣∣∣∣∣

2 1

1 14

∣∣∣∣∣∣
= 28− 1 = 27

េគបន x =
Dx

D
=

−18

−9
= 2, y =

Dy

D
=

27

−9
= −3

ដូចេនះ x = 2, y = −3

ល�ំត់ ២៥. េ�ះ��យ�បពនធស័មកីរលីេនែអខ៊ងេ�កម�ម Cramer’s rule ៖

១ .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x+ y + z = 4

2x− 3y + 4z = 33

3x− 2y − 2z = 2

២ .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2x− 3y + z = 0

5x+ 4y + z = 10

2x− 2y − z = −1

៣ .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

3x+ y = −1

2x− y + z = −1

5x+ 5y − 7z = −16

៤ .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

4x+ y + z = 13

2x− y = 4

x+ y − z = −3

ដំេ�ះ��យ

១ .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x+ y + z = 4

2x− 3y + 4z = 33

3x− 2y − 2z = 2

េគបន D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1

2 −3 4

3 −2 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 1(6− (−8))− 1((−4)− 12) + 1(−4(−9))

= 14 + 16 + 5

= 35

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ១១៣ ជំននទ់២ី៤



Dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4 1 1

33 −3 4

2 −2 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 4(6− (−8))− 1(−66− 8) + 1(−66− (−6))

= 56 + 74− 60 = 70

Dy =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 4 1

2 33 4

3 2 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 1(−66− 8)− 4((−4)− 12) + 1(4− 99)

= −74 + 64− 95 = −105

Dz =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 4

2 −3 33

3 −2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 1(−6− (−66))− 1(4− 99) + 4(−4− (−9))

= 60 + 95 + 20 = 175

េនះេគបន x =
Dx

D
=

70

35
= 2, y =

Dy

D
=

−105

35
= −3 និង z =

Dz

D
=

175

35
= 5

ដូចេនះ x = 2, y = −3 និង z = 5

២ .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2x− 3y + z = 0

5x+ 4y + z = 10

2x− 2y − z = −1

េគបន D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −3 1

5 4 1

2 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 2[−4− (−2)]− (−3) (−5− 2) + 1(−10− 8)

= −43

Dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −3 1

10 4 1

−1 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0[−4− (−2)]− (−3)[−10− (−1)] + 1[−20− (−4)]

= 0− 27− 16

= −43

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ១១៤ ជំននទ់២ី៤



Dy =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 0 1

5 10 1

2 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 2(−10− (−1))− 0(−5− 2) + 1(−5− 20)

= −18− 0− 25

= −43

Dz =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −3 0

5 4 10

2 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 2(−4− (−20))− (−3)(−5− 20) + 0(−4− (−20))

= 32− 75 + 0

= −43

េនះេគបន x =
Dx

D
=

−43

−43
= 1, y =

Dy

D
=

−43

−43
= 1 និង z =

Dz

D
=

−43

−43
= 1

ដូចេនះ x = 1, y = 1 និង z = 1

៣ .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

3x+ y = −1

2x− y + z = −1

5x+ 5y − 7z = −16

េគបន D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 1 0

2 −1 1

5 5 −7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 3(7− 5)− 1(−14− 5) + 0(10− (−5))

= 6 + 19 + 0 = 25

Dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 1 0

−1 −1 1

−16 5 −7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −1(7− 5)− 1(7− (−16)) + 0(−5− 16)

= −2− 23 + 0 = −25

Dy =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 −1 0

2 −1 1

5 −16 −7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 3(7− (−16))− (−1)(−14− 5) + 0(−32− (−5))

= 69− 19 + 0 = 50

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ១១៥ ជំននទ់២ី៤



Dz =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 1 −1

2 −1 −1

5 5 −16

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 3[(−1)(−16)− (5)(−1)]− [2(−16)− (5)(−1)]− [(2)(5)(−1)(5)]

= 75

េនះេគបន x =
Dx

D
=

−25

25
= −1, y =

Dy

D
=

50

25
= 2 និង z =

Dz

D
=

75

25
= 3

ដូចេនះ x = −1, y = 2 និង z = 3

៤ .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

4x+ y + z = 13

2x− y = 4

x+ y − z = −3

េគបន D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4 1 1

2 −1 0

1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 4(1− 0)− 1((−1)− 0) + 1(2− (−1)) = 4 + 2 + 3 = 9

Dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

13 1 1

4 −1 1

−3 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 13(1− 1)− 1(−4 + 3) + (4− 3) = 2

Dy =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4 13 1

2 4 0

1 −3 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 4(−4− 0)− 13(−2− 0) + (−6− 4) = −16 + 26− 10 = 0

Dz =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4 1 13

2 −1 4

1 1 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 4(3− 4)− 1(−6− 4) + 13(2 + 1) = −4 + 10 + 39 = 45

េនះេគបន x =
Dx

D
=

2

9
, y =

Dy

D
=

0

9
= 0, z =

Dz

D
=

45

9
= 5

ដូេចនះ x =
2

9
, y = 0 និង z = 5

ល�ំត់ ២៦. េ�ះ��យ�បពន័ធសមកីរលីេនែអ�៊ម Gaussian Elimination Method ៖

១ .

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

2x+ 3y = 6

x− y =
1

2

២ .

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

4x+ 3y = 11

x− 3y = −1

៣ .

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

3x+ 4y = 12

6x+ 8y = 24

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ១១៦ ជំននទ់២ី៤



ដំេ�ះ��យ

១ .

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

2x+ 3y = 6

x− y =
1

2

េគបន

⎡

⎣2 3
... 6

1 −1
... 1/2

⎤

⎦

R1 ↔ R2 →

⎡

⎣1 −1
... 1/2

2 3
... 6

⎤

⎦

− 2R1 +R2 = R2 →

⎡

⎣1 −1
... 1/2

0 5
... 5

⎤

⎦

1

5
R2 = R2 →

⎡

⎣1 −1
... 1/2

0 1
... 1

⎤

⎦

េនះ

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x− y =
1

2

y = 1

⇒ x− 1 =
1

2
⇒ x =

3

2

ដូចេនះ x =
3

2
, y = 1

២ .

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

2x+ y = 1

4x+ 2y = 6

េគបន

⎡

⎣2 1
... 1

4 2
... 6

⎤

⎦

1

2
R1 = R1 →

⎡

⎣1 1/2
... 1/2

4 2
... 6

⎤

⎦

− 4R1 +R2 = R2 →

⎡

⎣1 1/2
... 1/2

0 0
... 4

⎤

⎦

េǷជួរេដកទី2 សមកីរ 0 = 4 មនិពិត

ដូចេនះ �បពន័ធសមកីរគម នចេម�យ́

៣ .

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

3x+ 4y = 12

6x+ 8y = 24

េគបន

⎡

⎣3 4
... 12

6 8
... 24

⎤

⎦

− 1

2
R2 +R1 = R1 →

⎡

⎣0 0
... 0

6 8
... 24

⎤

⎦

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ១១៧ ជំននទ់២ី៤



R1 ↔ R2 →

⎡

⎣6 8
... 24

0 0
... 0

⎤

⎦

េ�យ 0y = 0 េគបន 3x+ 4y = 12

4y = 12− 3x

y = 3− 3

4
x

ដូចេនះ �បពន័ធសមកីរមនចេម�យ́
(
x, 3− 3

4
x

)

ល�ំត់ ២៧. េ�ះ��យ�បពន័ធសមកីរខងេ�កម�ម Gauss-Jordan elimination Method ៖

១ .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x− y + z = 8

2x+ 3y − z = −2

3x− 2y − 9z = 9

២ .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−x− 2y + z = −1

2x+ 3y = 2

y − 2z = 0

៣ .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2x+ 3y + z = 9

x+ 2y + 3z = 6

3x+ y + 2z = 8

៤ .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2x1 + x2 + 3x3 = 1

4x1 + 4x2 + 7x3 = 1

2x1 + 5x2 + 9x3 = 3

៥ .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x− 2y − 3z = −1

2x+ y + z = 6

x+ 3y − 2z = 13

៦ .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2x1 + 5x2 + 2x3 − 3x4 = 3

3x1 + 6x2 + 5x3 + 2x4 = 2

4x1 + 5x2 + 14x3 + 14x4 = 11

5x1 + 10x2 + 8x3 + 4x4 = 4

ដំេ�ះ��យ

១ .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x− y + z = 8

2x+ 3y − z = −2

3x− 2y − 9z = 9

េគបន

⎡

⎢⎢⎢⎣

1 −1 1
... 8

2 3 −1
... −2

3 −2 −9
... 9

⎤

⎥⎥⎥⎦

− 2R1 +R2 = R2 →

⎡

⎢⎢⎢⎣

1 −1 1
... 8

0 5 −3
... −18

3 −2 −9
... 9

⎤

⎥⎥⎥⎦

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ១១៨ ជំននទ់២ី៤



− 3R1 +R3 = R3 →

⎡

⎢⎢⎢⎣

1 −1 1
... 8

0 5 −3
... −18

0 1 −12
... −15

⎤

⎥⎥⎥⎦

R2 ↔ R3 →

⎡

⎢⎢⎢⎣

1 −1 1
... 8

0 1 −12
... −15

0 5 −3
... −18

⎤

⎥⎥⎥⎦

− 2R2 +R3 = R3 →

⎡

⎢⎢⎢⎣

1 −1 1
... 8

0 1 −12
... −15

0 0 57
... 57

⎤

⎥⎥⎥⎦

− 1

57
R3 = R3 →

⎡

⎢⎢⎢⎣

1 −1 1
... 8

0 1 −12
... −15

0 0 1
... 1

⎤

⎥⎥⎥⎦

េនះ

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x− y + z = 8

y − 12z = −15

z = 1

⇒

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

z = 1

y = −3

x = 4

ដូចេនះ �បពន័ធសមកីរមនចេម�យ́ x = 4, y = −3, z = 1

២ .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−x− 2y + z = −1

2x+ 3y = 2

y − 2z = 0

េគបន

⎡

⎢⎢⎢⎣

−1 −2 1
... −1

2 3 0
... 2

0 1 −2
... 0

⎤

⎥⎥⎥⎦

−R1 →

⎡

⎢⎢⎢⎣

−1 −2 1
... −1

2 3 0
... 2

0 1 −2
... 0

⎤

⎥⎥⎥⎦

R2 ↔ R3 →

⎡

⎢⎢⎢⎣

1 2 −1
... 1

0 1 −2
... 0

2 3 0
... 2

⎤

⎥⎥⎥⎦

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ១១៩ ជំននទ់២ី៤



−2R1 +R3 = R3 →

⎡

⎢⎢⎢⎣

1 2 −1
... 1

0 1 −2
... 0

0 −1 2
... 0

⎤

⎥⎥⎥⎦

R2 +R3 = R3 →

⎡

⎢⎢⎢⎣

1 2 −1
... 2

0 1 −2
... 1

0 0 0
... 0

⎤

⎥⎥⎥⎦

េនះ

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x+ 2y − z = 1

y − 2z = 0

0 = 0

⇒

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x+ 2y − z = 1

y = 2z

⇒ x+ 2(2z)− z = 1

x+ 3z = 1

z =
1− x

3

⇒ y − 2

(
1− x

3

)
= 0

y =
2− 2x

3

ដូចេនះ �បពន័ធសមកីរមនចេម�យ́
(
x,

2− 2x

3
,
1− x

3

)

៣ .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2x+ 3y + z = 9

x+ 2y + 3z = 6

3x+ y + 2z = 8

េគបន
[
A : B

]
=

⎡

⎢⎢⎢⎣

2 3 1
... 9

1 2 3
... 6

3 1 2
... 8

⎤

⎥⎥⎥⎦

R1 ↔ R2 ∼

⎡

⎢⎢⎢⎣

1 2 3
... 6

2 3 1
...9

3 1 2
... 8

⎤

⎥⎥⎥⎦

R2 → R2 − 2R1, R3 → R3 − 3R1 ∼

⎡

⎢⎢⎢⎣

1 2 3
... 6

0 −1 −5
... −3

0 −5 −7
... −10

⎤

⎥⎥⎥⎦

R3 → R3 − 5R2 ∼

⎡

⎢⎢⎢⎣

1 2 3
... 6

0 −1 −5
... −3

0 0 18
... 5

⎤

⎥⎥⎥⎦

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ១២០ ជំននទ់២ី៤



⇒ 18z = 5 ⇒ z =
5

18

េនះ

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x+ 2y + 3z = 6

−y − 5z = −3

⇒

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x =
35

18

y =
29

18

ដូចេនះ x =
35

18
, y =

29

18
, z =

5

18

៤ .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2x1 + x2 + 3x3 = 1

4x1 + 4x2 + 7x3 = 1

2x1 + 5x2 + 9x3 = 3

េនះ A =

⎡

⎢⎢⎢⎣

2 1 3

4 4 7

2 5 9

⎤

⎥⎥⎥⎦
, B =

⎡

⎢⎢⎢⎣

1

1

3

⎤

⎥⎥⎥⎦

េគប   ន [A
...B] =

⎡

⎢⎢⎢⎣

2 1 3
... 1

4 4 7
... 1

2 5 9
... 3

⎤

⎥⎥⎥⎦

R2 → R2 − 2R1 , R3 → R3 −R1 ∼

⎡

⎢⎢⎢⎣

2 1 3
... 1

0 2 1
... −1

0 4 6
... 2

⎤

⎥⎥⎥⎦

R3 → R3 − 2R2 ∼

⎡

⎢⎢⎢⎣

2 1 3
... 1

0 2 1
... −1

0 0 4
... 4

⎤

⎥⎥⎥⎦

R1 →
1

2
R1, R2 →

1

2
R2, R3 →

1

4
R3 ∼

⎡

⎢⎢⎢⎢⎣

1
1

2

3

2

... 1

2

0 1
1

2

... −1

2

0 0 1
... 1

⎤

⎥⎥⎥⎥⎦

R1 → R1 −
1

2
R2 ∼

⎡

⎢⎢⎢⎣

1 0 5/2
... 3/4

0 1 1/2
... −1/2

0 0 1
... 1

⎤

⎥⎥⎥⎦

R1 → R1
5

4
R3 , R2 → R2 −

1

2
R3 ∼

⎡

⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0
... −1

2

0 1 0
... −1

0 0
... 1 1

⎤

⎥⎥⎥⎥⎦

ដូចេនះ x1 = −1

2
, x2 = −1, x3 = 1

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ១២១ ជំននទ់២ី៤



៥ .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x− 2y − 3z = −1

2x+ y + z = 6

x+ 3y − 2z = 13

េនះ A =

⎡

⎢⎢⎢⎣

1 −2 −3

2 1 1

1 3 −2

⎤

⎥⎥⎥⎦
B =

⎡

⎢⎢⎢⎣

−1

6

13

⎤

⎥⎥⎥⎦

េគបន [A
...B] =

⎡

⎢⎢⎢⎣

1 −2 −3
... −1

2 1 1
... 6

1 3 −2
... 13

⎤

⎥⎥⎥⎦

R2 → R2 − 2R1, R3 → R3 −R1 ∼

⎡

⎢⎢⎢⎣

1 −2 −3
... −1

0 5 7
... 8

0 5 1
... 14

⎤

⎥⎥⎥⎦

R3 → R2 −R3 ∼

⎡

⎢⎢⎢⎣

1 −2 −3
... −1

0 5 7
... 8

0 0 6
... −6

⎤

⎥⎥⎥⎦

R3 →
1

6
R3 ∼

⎡

⎢⎢⎢⎣

1 −2 −3
... −1

0 5 7
... 8

0 0 1
... −1

⎤

⎥⎥⎥⎦

R1 → R1 + 3R3, R2 → R2 − 7R3 ∼

⎡

⎢⎢⎢⎣

1 −2 0
... −4

0 5 0
... 15

0 0 1
... −1

⎤

⎥⎥⎥⎦

R2 →
1

5
R2 ∼

⎡

⎢⎢⎢⎣

1 −2 0
... −4

0 1 0
... 3

0 0 1
... −1

⎤

⎥⎥⎥⎦

R1 → R1 + 2R2 ∼

⎡

⎢⎢⎢⎣

1 0 0
... 2

0 1 0
... 3

0 0 1
... −1

⎤

⎥⎥⎥⎦

ដូចេនះ x = 2 , y = 3 , z = −1

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ១២២ ជំននទ់២ី៤



៦ .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2x1 + 5x2 + 2x3 − 3x4 = 3

3x1 + 6x2 + 5x3 + 2x4 = 2

4x1 + 5x2 + 14x3 + 14x4 = 11

5x1 + 10x2 + 8x3 + 4x4 = 4

េនះ A =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 5 2 −3

3 6 5 2

4 5 14 14

5 10 8 4

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, B =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3

2

11

4

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

េគបន [A
...B] =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 5 2 −3
... 3

3 6 5 2
... 2

4 5 14 14
... 11

5 10 8 4
... 4

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

R2 → R2 −R1, R3 → R3 −R2, R4 → R4 −R3 ∼

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

5 5 2 −3
... 3

1 1 3 5
... −1

1 −1 9 12
... 9

1 5 −6 −10
... −7

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

R1 ↔ R4, R2 ↔ R3 ∼

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 5 −6 −10
... −7

1 −1 9 12
... 9

1 1 3 5
... −1

2 5 2 −3
... 3

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

R2 → R2 −R1, R3 → R3 → R3 −R1, R4 → R4 − 2R1 ∼

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 5 −6 −10
... −7

0 −6 15 22
... 16

0 −4 9 15
... 6

0 −5 14 17
... 7

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

R2 → R2 − R4 េនះ R2 → −R2, R3 → R3 − 4R2 េនះ R3 → −R3, R4 → R4 − 5R2 េនះ

R4 → −R4

∼

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 5 −6 −10
... −7

0 1 −1 −5
... 1

0 0 −5 5
... −10

0 0 9 −8
... 22

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ១២៣ ជំននទ់២ី៤



R3 → −1

5
R3 េនះ R4 → R4 − 9R3 ∼

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 5 −6 −10
... −7

0 1 −1 −5
... 1

0 0 1 −1
... 2

0 0 0 1
... 4

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

R3 → R3 +R4, R2 → R2 + 5R4, R1 → R1 + 10R4 ∼

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 5 −1 0
... 33

0 1 −1 0
... 21

0 0 1 0
... 6

0 0 0 1
... 4

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

R3 → R3 +R4, R2 → R2 + 5R4, R1 → R1 + 10R4 ∼

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 5 −1 0
... 33

0 1 −1 0
... 21

0 0 1 0
... 6

0 0 0 1
... 4

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

R2 → R2 +R3, R1 → R1 + 6R3 ∼

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 5 0 0
... 69

0 1 0 0
... 27

0 0 1 0
... 26

0 0 0 1
... 4

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

R1 → R1 − 5R2 ∼

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0
... −66

0 1 0 0
... 27

0 0 1 0
... 6

0 0 0 1
... 4

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ដូចេនះ x1 = −66, x2 = 27, x3 = 6, x4 = 4

ល�ំត់ ២៨. េ�យ��យ�បពនធសមកីរ

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2 logx+ 4 log y + 7 log z = 21

3 logx− log y + 5 log z = 22

7 logx+ 3 log y − 3 log z = 2

ដំេ�ះ��យ

�ង u = logx, v = log y និង w = log z

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ១២៤ ជំននទ់២ី៤



េនះេគបន

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2u+ 4v + 7w = 21

3u− v + 5w = 22

7u+ 3y − 3w = 2

⇒ ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 4 7

3 −1 5

7 3 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 264 ̸= 0

∆u =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

21 4 7

22 −1 5

2 3 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 528

∆v =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 21 7

3 22 +5

7 2 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −264

∆w =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 4 21

3 −1 22

7 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 792

⇒ u =
528

264
= 2, v =

−264

264
= −1,w =

792

264
= 3

⇒ logx = 2, log y = −1, log z = 3

⇒ x = e2, y =
1

e
, z = e3

ដូចេនះ x = e2, y =
1

e
, z = e3

ល�ំត់ ២៩. េ�ះ��យ

ល�ំត់ ៣០. រកតៃម�ផទ ល់ និងវុចិទរ័ផទ ល់ៃនម៉�ទីសខងេ�កម៖

១ . A =

⎛

⎝4 −1

2 1

⎞

⎠

២ . A =

⎛

⎝ 0 3

4 0

⎞

⎠

៣ . A =

⎛

⎝ −2 −1

5 2

⎞

⎠

៤ . A =

⎛

⎝ −2 −7

1 2

⎞

⎠

៥ . A =

⎛

⎝ cosα − sinα

sinα cosα

⎞

⎠

៦ . A =

⎛

⎝ 2 1

−5 −2

⎞

⎠

៧ . A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1 −2 −2

1 2 1

−1 −1 0

⎞

⎟⎟⎟⎠

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ១២៥ ជំននទ់២ី៤



ដំេ�ះ��យ

រកតៃម�ផទ ល់និងវុចិទរ័ៃនម៉�ទីសខងេ�កម

១ . េគមន A =

⎛

⎝4 −1

2 1

⎞

⎠ េគបន det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣

4− λ −1

2 1− λ

∣∣∣∣∣∣
= λ2 − 5λ+ 6

ែត det(A− λI) = 0 ⇔ λ2 − 5λ + 6 = 0 េនះចេម�យ́ៃនសមកីរេនះគឺ λ1 = 2,λ2 = 3 េហˊយ�ជតៃម�

ផទ ល់ៃន A

ចំេពះ λ1 = 2 េគបន

⎛

⎝2 −1

2 −1

⎞

⎠ .

⎛

⎝x

y

⎞

⎠ =

⎛

⎝x

y

⎞

⎠⇔

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

2x− y = 0(1)

2x− y = 0(2)

�ម (2) េគបន y = 2x យក x = t, t ∈ R ⇒  y = 2t

វុចិទរ័ផទ ល់ែដល�តȪវនឹង�គឺ v1 =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝ t

2t

⎞

⎠ , t ∈ R

⎫
⎬

⎭ េនះ v2 =

⎛

⎝1

1

⎞

⎠

ចំេពះ λ2 = 3 េគបន

⎛

⎝1 −1

2 −2

⎞

⎠

⎛

⎝x

y

⎞

⎠ =

⎛

⎝x

y

⎞

⎠⇔

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x− y = 0(1)

2x− 2y = 0(2)

�ម (1) : y = x យក x = t, t ∈ R ⇒ y = t

វុចិទរ័ផទ ល់ែដល�តȪវនឹង�គឺ v2 =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝t

t

⎞

⎠ , t ∈ R

⎫
⎬

⎭ =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝1

1

⎞

⎠ t, t ∈ R

⎫
⎬

⎭ េនះ v2 =

⎛

⎝1

1

⎞

⎠

ដូចេនះ λ1 = 2,λ2 = 3 គឺជតៃម�ផទ ល់និង v1 =

⎛

⎝1

2

⎞

⎠ , v2 =

⎛

⎝1

1

⎞

⎠ជវុចិទរ័ផទ ល់ែដល�តȪវនិង�ៃន A

២ . េគមន A =

⎛

⎝0 3

4 0

⎞

⎠ េគបន det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣

−λ 3

4 −λ

∣∣∣∣∣∣
= λ2 − 12

ែត det(A− λI) = 0 ⇔ λ2 − 12 = 0 េនះចេម�យ́ៃនសមកីរេនះគឺ λ = ±2
√
3 េហˊយ�ជតៃម�ផទ ល់ៃន A

ចំេពះ λ1 = 2
√
3 េគបន

⎛

⎝−2
√
3 3

4 −2
√
3

⎞

⎠ .

⎛

⎝x

y

⎞

⎠ =

⎛

⎝0

0

⎞

⎠⇔

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

−2
√
3x+ 3y = 0 (1)

4x− 2
√
3y = 0 (2)

�ម (2) េគបន x =

√
3

2
y យក x = t, t ∈ R ⇒  x =

√
3

2
t

វុចិទរ័ផទ ល់ែដល�តȪវនឹង�គឺ v1 =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

⎛

⎜⎝

√
3

2
t

t

⎞

⎟⎠ , t ∈ R

⎫
⎪⎬

⎪⎭
=

⎧
⎪⎨

⎪⎩

⎛

⎜⎝

√
3

2

1

⎞

⎟⎠ t

⎫
⎪⎬

⎪⎭
េនះ v1 =

⎛

⎜⎝

√
3

2

1

⎞

⎟⎠

ចំេពះ λ2 = −2
√
3 េគបន

⎛

⎝2
√
3 3

4 2
√
3

⎞

⎠

⎛

⎝x

y

⎞

⎠ =

⎛

⎝0

0

⎞

⎠⇔

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

2
√
3x+ 3y = 0 (1)

4x+ 2
√
3y = 0 (2)

�ម(2)x = −
√
3

2
y យក y = t, t ∈ R ⇒ x = −

√
3

2
t

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ១២៦ ជំននទ់២ី៤



វុចិទរ័ផទ ល់ែដល�តȪវនឹង�គឺ v2 =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

⎛

⎜⎝
−
√
3

2
t

t

⎞

⎟⎠ , t ∈ R

⎫
⎪⎬

⎪⎭
=

⎧
⎪⎨

⎪⎩

⎛

⎜⎝

√
3

2

1

⎞

⎟⎠ t, t ∈ R

⎫
⎪⎬

⎪⎭
េនះ v2 =

⎛

⎜⎝

√
3

2

1

⎞

⎟⎠

ដូចេនះ λ1 = 2
√
3,λ2 = −2

√
3 គឺជតៃម�ផទ ល់និង v1 =

⎛

⎜⎝

√
3

2

1

⎞

⎟⎠ , v2 =

⎛

⎜⎝
−
√
3

2

1

⎞

⎟⎠ ជវុចិទរ័ផទ ល់ែដល

�តȪវនិង�ៃន A

៣ . េគមនA =

⎛

⎝−2 −1

5 2

⎞

⎠ េគបន det(A−λI) =

∣∣∣∣∣∣

−2− λ −1

4 2− λ

∣∣∣∣∣∣
= (−2−λ)(2−λ)+5 = λ2+1

ែត det(A− λI) = 0 ⇔ λ2 + 1 = 0 េនះចេម�យ́ៃនសមកីរេនះគឺ λ = ±iេហˊយ�ជតៃម�ផទ ល់ៃន A

ចំេពះ λ1 = i េគបន

⎛

⎝−2− i −1

5 2− i

⎞

⎠ .

⎛

⎝x

y

⎞

⎠ =

⎛

⎝0

0

⎞

⎠⇔

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

(2− i)x+ 2y = 0 (1)

−x+ (2− i)y = 0 (2)

⇔ x = (2 + i)y យក y = t, t ∈ R ⇒  x = (2− i)t

វុចិទរ័ផទ ល់ែដល�តȪវនឹង�គឺ v1 =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝(2− i)t

t

⎞

⎠ , t ∈ R

⎫
⎬

⎭ =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝2− i

1

⎞

⎠ t

⎫
⎬

⎭ េនះ v1 =

⎛

⎝2− i

1

⎞

⎠

ចំេពះ λ2 = −i េគបន

⎛

⎝−2 + i −1

5 2 + i

⎞

⎠

⎛

⎝x

y

⎞

⎠ =

⎛

⎝0

0

⎞

⎠⇔

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

(2 + i)x+ 2y = 0 (1)

−x+ (2 + i)y = 0 (2)

⇔ x = (2 + i)y យក y = t, t ∈ R ⇒ x = (2 + i)t

វុចិទរ័ផទ ល់ែដល�តȪវនឹង�គឺ v2 =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝(2 + i)t

t

⎞

⎠ , t ∈ R

⎫
⎬

⎭ =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝2 + i

1

⎞

⎠ t, t ∈ R

⎫
⎬

⎭

េនះ v2 =

⎛

⎝2 + i

1

⎞

⎠

ដូចេនះ λ1 = i,λ2 = −i គឺជតៃម�ផទ ល់និង v1 =

⎛

⎝2− i

1

⎞

⎠ , v2 =

⎛

⎝2 + i

1

⎞

⎠ ជវុចិទរ័ផទ ល់ែដល�តȪវនិង�

ៃន A

៤ . េគមន A =

⎛

⎝−2 −7

1 2

⎞

⎠ េគបន det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣

−2− λ −7

1 2− λ

∣∣∣∣∣∣
= λ2 + 3

ែត det(A− λI) = 0 ⇔ λ2 + 3 = 0 េនះចេម�យ́ៃនសមកីរេនះគឺ λ = ±
√
3i េហˊយ�ជតៃម�ផទ ល់ៃន A

ចំេពះλ1 =
√
3i េគបន

⎛

⎝−2−
√
3i −7

1 2−
√
3i

⎞

⎠ .

⎛

⎝x

y

⎞

⎠ =

⎛

⎝0

0

⎞

⎠⇔

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

(−2−
√
3i)x+ 3y = 0 (1)

x+ (2−
√
3i)y = 0 (2)

�ម (2) េគបន x = (−2−
√
3i)y យក x = t, t ∈ R ⇒  x = (−2−

√
3i)t

វុចិទរ័ផទ ល់ែដល�តȪវនឹង�គឺ v1 =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝(−2−
√
3i)t

t

⎞

⎠ , t ∈ R

⎫
⎬

⎭ =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝−2−
√
3i

1

⎞

⎠ t

⎫
⎬

⎭

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ១២៧ ជំននទ់២ី៤



េនះ v1 =

⎛

⎝−2−
√
3i

1

⎞

⎠

ចំេពះλ2 = −
√
3i េគបន

⎛

⎝−2 +
√
3 −7

2 +
√
3i

⎞

⎠

⎛

⎝x

y

⎞

⎠ =

⎛

⎝0

0

⎞

⎠⇔

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

(−2 +
√
3i)x− 7y = 0 (1)

x+ (2 +
√
3i)y = 0 (2)

�ម (2) : x = (−2−
√
3i)y យក y = t, t ∈ R ⇒ x = (−2 +

√
3i)t

វុចិទរ័ផទ ល់ែដល�តȪវនឹង�គឺ v2 =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝(−2−
√
3i)t

t

⎞

⎠ , t ∈ R

⎫
⎬

⎭ =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝−2−
√
3i

1

⎞

⎠ t, t ∈ R

⎫
⎬

⎭

េនះ v2 =

⎛

⎝−2−
√
3i

1

⎞

⎠

ដូចេនះ λ1 =
√
3i,λ2 = −

√
3i គឺជតៃម�ផទ ល់និង v1 =

⎛

⎝−2 +
√
3i

1

⎞

⎠ , v2 =

⎛

⎝−2−
√
3i

1

⎞

⎠

ជវុចិទរ័ផទ ល់ែដល�តȪវនិង�ៃន A

៥ . េគមន A =

⎛

⎝cosα − sinα

sinα cosα

⎞

⎠ េគបន det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣

−λ 3

4 −λ

∣∣∣∣∣∣
= λ2 − 12

ែត det(A− λI) = 0 ⇔ λ2 − 12 = 0 េនះចេម�យ́ៃនសមកីរេនះគឺ λ = ±2
√
3 េហˊយ�ជតៃម�ផទ ល់ៃន A

ចំេពះ λ1 = 2
√
3 េគបន

⎛

⎝−2
√
3 3

4 −2
√
3

⎞

⎠ .

⎛

⎝x

y

⎞

⎠ =

⎛

⎝0

0

⎞

⎠⇔

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

−2
√
3x+ 3y = 0 (1)

4x− 2
√
3y = 0 (2)

�ម (2) េគបន x =

√
3

2
y យក x = t, t ∈ R ⇒  x =

√
3

2
t

វុចិទរ័ផទ ល់ែដល�តȪវនឹង�គឺ v1 =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

⎛

⎜⎝

√
3

2
t

t

⎞

⎟⎠ , t ∈ R

⎫
⎪⎬

⎪⎭
=

⎧
⎪⎨

⎪⎩

⎛

⎜⎝

√
3

2

1

⎞

⎟⎠ t

⎫
⎪⎬

⎪⎭
េនះ v1 =

⎛

⎜⎝

√
3

2

1

⎞

⎟⎠

ចំេពះ λ2 = −2
√
3 េគបន

⎛

⎝2
√
3 3

4 2
√
3

⎞

⎠

⎛

⎝x

y

⎞

⎠ =

⎛

⎝0

0

⎞

⎠⇔

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

2
√
3x+ 3y = 0 (1)

4x+ 2
√
3y = 0 (2)

�ម (2) : x = −
√
3

2
y យក y = t, t ∈ R ⇒ x = −

√
3

2
t

វុចិទរ័ផទ ល់ែដល�តȪវនឹង�គឺ v2 =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

⎛

⎜⎝
−
√
3

2
t

t

⎞

⎟⎠ , t ∈ R

⎫
⎪⎬

⎪⎭
=

⎧
⎪⎨

⎪⎩

⎛

⎜⎝

√
3

2

1

⎞

⎟⎠ t, t ∈ R

⎫
⎪⎬

⎪⎭
េនះ v2 =

⎛

⎜⎝

√
3

2

1

⎞

⎟⎠

ដូចេនះ λ1 = 2
√
3,λ2 = −2

√
3 គឺជតៃម�ផទ ល់និង v1 =

⎛

⎜⎝

√
3

2

1

⎞

⎟⎠ , v2 =

⎛

⎜⎝
−
√
3

2

1

⎞

⎟⎠ ជវុចិទរ័ផទ ល់ែដល

�តȪវនិង�ៃន A ។
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៦ . េគមន A =

⎛

⎝ 2 1

−5 −2

⎞

⎠ េគបន det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣

2− λ 1

−5 −2− λ

∣∣∣∣∣∣
= λ2 + 1

ែត det(A− λI) = 0 ⇔ λ2 + 1 = 0 េនះចេម�យ́ៃនសមកីរេនះគឺ λ = ±i េហˊយ�ជតៃម�ផទ ល់ៃន A

ចំេពះ λ1 = i េគបន

⎛

⎝2 + i 1

−5 −2 + i

⎞

⎠ .

⎛

⎝x

y

⎞

⎠ =

⎛

⎝0

0

⎞

⎠⇔

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

(2 + i)x+ y = 0 (1)

5x− (2− i)y = 0 (2)

�ម (1) េគបន y = −(2 + i)y យក x = t, t ∈ R ⇒  y = −(2 + i)t

វុចិទរ័ផទ ល់ែដល�តȪវនឹង�គឺ v1 =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝ t

−(2 + i)t

⎞

⎠ , t ∈ R

⎫
⎬

⎭ =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝ 1

−(2 + i)

⎞

⎠ t

⎫
⎬

⎭ េនះ v1 =

⎛

⎝ 1

−(2 + i)

⎞

⎠

ចំេពះ λ2 = −i េគបន

⎛

⎝2− i 1

−5 −2− i

⎞

⎠

⎛

⎝x

y

⎞

⎠ =

⎛

⎝0

0

⎞

⎠⇔

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

(2− i)x+ y = 0 (1)

−5x− (2 + i)y = 0 (2)

�ម(1)y = −(2− i)y យក x = t, t ∈ R ⇒ y = (i− 2)t

វុចិទរ័ផទ ល់ែដល�តȪវនឹង�គឺ v2 =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝ t

(i− 2)t

⎞

⎠ , t ∈ R

⎫
⎬

⎭ =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝ 1

(i− 2)

⎞

⎠ t, t ∈ R

⎫
⎬

⎭

េនះ v2 =

⎛

⎝ 1

(i− 2)

⎞

⎠

ដូចេនះ λ1 = i,λ2 = −i គឺជតៃម�ផទ ល់និង v2 =

⎛

⎝ 1

−(2 + i)

⎞

⎠ , v2 =

⎛

⎝ 1

i− 2

⎞

⎠ជវុចិទរ័ផទ ល់ៃន A

៧ . េគមន A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1 −2 −2

1 2 1

−1 −1 0

⎞

⎟⎟⎟⎠

េគបន det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1− λ −2 −2

1 2− λ 1

−1 −1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= [−λ(−1− λ)(2− λ) + +2]− [2(2− λ)− (−1− λ) + 2λ]

= −(λ− 1)2(λ+ 1)

ែត det(A− λI) = 0 ⇔ −(λ− 1)2(λ+ 1) = 0

េនះចេម�យ́ៃនសមកីរេនះគឺ λ = ±1 េហˊយ�ជតៃម�ផទ ល់ៃន A

ចំេពះ λ1 = 1 េគបន

⎛

⎜⎜⎜⎝

−2 −2 −2

1 1 1

−1 −1 −1

⎞

⎟⎟⎟⎠
.

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎠
⇔

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−2x− 2y − 2z = 0 (1)

x+ y + z = 0 (2)

−x− y − z = 0 (3)
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�ម (1) េគបន x = −y − z យក y = t, z = r|t, r ∈ R ⇒  x = −t− r

វុចិទរ័ផទ ល់ែដល�តȪវនឹង�គឺ v1 =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

⎛

⎜⎜⎜⎝

−t− r

t

r

⎞

⎟⎟⎟⎠
, t, r ∈ R

⎫
⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎭
=

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

⎛

⎜⎜⎜⎝

−t

t

1

⎞

⎟⎟⎟⎠
+

⎛

⎝−r

0

⎞

⎠ |t, r

⎫
⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎭

=

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1

1

0

⎞

⎟⎟⎟⎠
t+

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1

0

1

⎞

⎟⎟⎟⎠
r|t, r ∈ R េនះ v1 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1

1

0

⎞

⎟⎟⎟⎠
, v2 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1

0

1

⎞

⎟⎟⎟⎠

ចំេពះ λ2 = −1 េគបន

⎛

⎜⎜⎜⎝

0 −2 −2

1 3 1

−1 −1 1

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞

⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎠
⇔

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−2x− 2z = 0 (1)

x+ 3y + z = 0 (2)

−x− y + z = 0 (3)

�ម (1) : y = −z យក z = t|t ∈ R ⇒ x = 2t, z = −t

វុចិទរ័ផទ ល់ែដល�តȪវនឹង�គឺ v2 =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

⎛

⎜⎜⎜⎝

2t

t

−t

⎞

⎟⎟⎟⎠
, t ∈ R

⎫
⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎭
=

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

⎛

⎜⎜⎜⎝

2

1

−1

⎞

⎟⎟⎟⎠
t, t ∈ R

⎫
⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎭
េនះ v3 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

2

1

−1

⎞

⎟⎟⎟⎠

ដូចេនះ λ1 = 1,λ2 = −1 គឺជតៃម�ផទ ល់និង v1 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1

1

0

⎞

⎟⎟⎟⎠
, v2 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1

0

1

⎞

⎟⎟⎟⎠
, v3 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

2

−1

1

⎞

⎟⎟⎟⎠

ជវុចិទរ័ផទ ល់ែដល�តȪវនិង�ៃន A ។

ល�ំត់ ៣១. កំណតត់ទូួេǵៃនស�ុីត Fibonacci ែដលកំណតេ់�យ f1 = 1, f2 = 1 និង fn+2 = fn+1+ fn

ចំេពះ n ≥ 1 ។

ដំេ�ះ��យ

េ�យ

⎛

⎝fn+2

fn+1

⎞

⎠ =

⎛

⎝fn+1 + fn

fn+1

⎞

⎠ =

⎛

⎝1 1

1 0

⎞

⎠

⎛

⎝fn+1

fn

⎞

⎠ =

⎛

⎝1 1

1 0

⎞

⎠
2⎛

⎝ fn

fn−1

⎞

⎠ = · · · =

⎛

⎝1 1

1 0

⎞

⎠
n⎛

⎝f2

f1

⎞

⎠

=

⎛

⎝1 1

1 0

⎞

⎠
n⎛

⎝1

1

⎞

⎠ , f1 = 1, f2 = 1 (1)

�ង A =

⎛

⎝1 1

1 0

⎞

⎠ េគបន det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣

1− λ 1

1 −λ

∣∣∣∣∣∣
= λ2 − λ− 1 (2)

េប́ det(A− λI) = 0 េនះ λ1 =
1 +

√
5

2
និង λ2 =

1−
√
5

2
ជ eigenvalues ៃន A

រក eigenvectors ៃន A េគបន

⎛

⎝1 1

1 0

⎞

⎠

⎛

⎝x

y

⎞

⎠ = λ1

⎛

⎝x

y

⎞

⎠ និង

⎛

⎝1 1

1 0

⎞

⎠

⎛

⎝x

y

⎞

⎠ = λ2

⎛

⎝x

y

⎞

⎠ (2)

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ១៣០ ជំននទ់២ី៤



េ�យ λ1 + λ2 = 1 េនះ x = λ1y, x = λ2y

េនះ

⎛

⎝ x1

y1

⎞

⎠ =

⎛

⎝ λ1

1

⎞

⎠ ,

⎛

⎝ x2

y2

⎞

⎠ =

⎛

⎝ λ2

1

⎞

⎠ជ eigenvectors ៃន A

យក P =

⎛

⎝ x1 x2

y1 y2

⎞

⎠ =

⎛

⎝ λ1 λ2

1 1

⎞

⎠

េគបន B = P−1AP =

⎛

⎝ λ1 λ2

1 1

⎞

⎠
−1⎛

⎝ 1 1

1 0

⎞

⎠

⎛

⎝ λ1 λ2

1 1

⎞

⎠

=
1

λ1 − λ2

⎛

⎝ 1 −λ2

−1 λ1

⎞

⎠

⎛

⎝ 1 1

1 0

⎞

⎠

⎛

⎝ λ1 λ2

1 1

⎞

⎠

=
1√
5

⎛

⎝ 1 −λ2

−1 λ1

⎞

⎠

⎛

⎝ λ1 + 1 λ2 + 1

λ1 λ2

⎞

⎠

=
1√
5

⎛

⎝ λ1 + 1− λ1λ2 λ2 + 1− λ2
2

−λ1 − 1 + λ2
1 −λ2 − 1 + λ1λ2

⎞

⎠

=
1√
5

⎛

⎝ λ1 + 2 0

0 −λ2 − 2

⎞

⎠

=
1√
5

⎛

⎜⎝
1 +

√
5

2
+ 2 0

0 −1−
√
5

2
− 2

⎞

⎟⎠

=
1√
5

⎛

⎜⎝
5 +

√
5

2
0

0 −5−
√
5

2

⎞

⎟⎠

=

⎛

⎜⎜⎝

5 +
√
5

2
√
5

0

0 −5−
√
5

2
√
5

⎞

⎟⎟⎠

=

⎛

⎜⎝
1 +

√
5

2
0

1−
√
5

2

⎞

⎟⎠

=

⎛

⎝ λ1 0

0 λ2

⎞

⎠

Bn =

⎛

⎝ λn
1 0

0 λn
2

⎞

⎠
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េគបន An =
(
PBP−1

)n
=
(
PBP−1

) (
PBP−1

)
. . .
(
PBP−1

)
= PBnP−1

An =

⎛

⎝ λ1 λ2

1 1

⎞

⎠

⎛

⎝ λn
1 0

0 λn
2

⎞

⎠

⎛

⎝ λ1 λ2

1 1

⎞

⎠
−1

=

⎛

⎝ λ1 λ2

1 1

⎞

⎠

⎛

⎝ λn
1 0

0 λn
2

⎞

⎠ 1√
5

⎛

⎝ 1 −λ2

−1 λ1

⎞

⎠

=
1√
5

⎛

⎝ λn+1
1 λn+1

2

λn
1 λn

2

⎞

⎠

⎛

⎝ 1 −λ2

−1 λ1

⎞

⎠

=
1√
5

⎛

⎝ λn+1
1 − λn+1

2 −λn+1
1 λ2 + λ1λ

n+1
2

λn
1 − λn

2 −λn
1λ2 + λ1λ

n
2

⎞

⎠

=
1√
5

⎛

⎝ λn+1
1 − λn+1

2 λn
1 − λn

2

λn
1 − λn

2 λn−1
1 − λn−1

2

⎞

⎠ េ�យ λ1λ = −1

�មសមកីរ (1) េគបន

⎛

⎝ fn+2

fn+1

⎞

⎠ =

⎛

⎝ 1 1

1 0

⎞

⎠
n⎛

⎝ 1

1

⎞

⎠

=
1√
5

⎛

⎝ λn+1
1 − λn+1

2 λn
1 − λn

2

λn
1 − λn

2 λn−1
1 − λn−1

2

⎞

⎠

⎛

⎝ 1

1

⎞

⎠

=
1√
5

⎛

⎝ λn+1
1 − λn+1

2 + λn
1 − λn

2

λn
1 − λn

2 + λn−1
1 − λn−1

2

⎞

⎠

=
1√
5

⎛

⎝ λn
1 (λ1 + 1)− λn

2 (λ2 + 1)

λn−1
1 (λ1 + 1)− λn−1

2 (λ2 + 1)

⎞

⎠

=
1√
5

⎛

⎝ λn+2
1 − λn+2

2

λn+1
1 − λn+1

2

⎞

⎠

េគបន fn =
1√
5
(λn

1 − λn
2) =

1√
5

[(
1 +

√
5

2

)n

−
(
1−

√
5

2

)n]

ដូចេនះ fn =
1√
5

[(
1 +

√
5

2

)n

−
(
1−

√
5

2

)n]
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ល�ំត់ ៣២. រករង៉ៃនម៉�ទីសខងេ�កម៖

១ . A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

2 2 2 0

−2 5 2 1

8 1 4 −1

⎞

⎟⎟⎟⎠

២ . B =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 −2 −3 −1

2 1 1 6

1 3 −2 13

⎞

⎟⎟⎟⎠

៣ . C =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 1 3 8

−1 −2 3 1

3 −7 4 10

⎞

⎟⎟⎟⎠

ដំេ�ះ��យ

១ . A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

2 2 2 0

−2 5 2 1

8 1 4 −1

⎞

⎟⎟⎟⎠

េគបន

⎛

⎜⎜⎜⎝

2 2 2 0

0 7 4 1

0 7 4 1

⎞

⎟⎟⎟⎠
R1 +R2 → R2

4R1 −R3 → R3

∼

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 1 1 0

0 7 4 1

0 0 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎠

1

2
R1 → R1

R2 −R3 → R3

∼

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 0

0 1
4

7

1

7

0 0 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
1

7
R2 → R2

ដូចេនះ Rank(A) = 2

២ . B =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 −2 −3 −1

2 1 1 6

1 3 −2 13

⎞

⎟⎟⎟⎠
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េគបន

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 −2 −3 −1

0 −5 −7 −8

0 −5 −1 −14

⎞

⎟⎟⎟⎠
2R1 −R2 → R2

R1 −R3 → R3

∼

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 −2 −3 −1

0 −5 −7 −8

0 0 −6 6

⎞

⎟⎟⎟⎠
R2 −R3 → R3

∼

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

1 −2 −3 −1

0 1
7

5

8

5

0 0 1 −1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

−1

5
R2 → R2

−1

6
R3 → R3

ដូចេនះ Rank(B) = 3

៣ . C =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 1 3 8

−1 −2 3 1

3 −7 4 10

⎞

⎟⎟⎟⎠

េគបន

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 1 3 8

0 −1 6 9

0 10 5 14

⎞

⎟⎟⎟⎠
R1 +R2 → R2

3R1 −R3 → R3

∼

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 1 3 8

0 −1 6 9

0 0 65 104

⎞

⎟⎟⎟⎠
10R2 +R3 → R3

∼

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 3 8

0 1 −6 −9

0 0 1
104

65

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

−R2 → R2

1

65
R3 → R3

ដូចេនះ Rank(C) = 3
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ល�ំត់ ៣៣. �សីលកខណមន�ងលក់ទឹកអប់តូចមយួជ�ងែដលនងលក់ទឹកអប់ម៉កេដល�យខ�ួនឯង

និងលក់ម៉កេផ�ងៗេទȢតរបស់េគ។ បចចុបបននេនះនងបន�ក់លក់ផលិតផលពីរ�បេភទរបស់នងផទ ល់គឺ Silent

Flower និង Moon Swing ។ Silent Flower ផ�ល់�បកច់ំេណញ 9$ កនុងមយួេ�ន ចំែណកឯ Moon Swing ផ�ល់

�បកច់ំេណញ 6$ ប៉ុេ�� ះកនុងមយួេ�ន។ �បេភទទឹកអបទ់ងំពីររបស់នងផ�េំឡ́ងេ�យធតុសំខន់ៗ បីគឺ E1, E2

និង E3។ ករផ�ចំបំច�់តȪវេធ�ˊដូចខងេ�កម៖

E1 E2 E3

Silent Flower 0.2oz 0.3oz 0.5oz

Moon Swing 0.1oz 0.1oz 0.8oz

�សីលកខណែតងែត�តȫតពិនិតយេ�គȠងផគតផ់គង់របស់នង�ល់ៃថង។ េǷ�ពឹកេនះនងមន E1 ចំនួន 48oz , E2 ចំនួន

30oz និង E3 ចំនួន 60oz។ េត́នងគួរ�យទឹកអប់ Silent Flower និង Moon Swing កនុងៃថងេនះ ចំនួនប៉ុនម ន

េដ́មបេីធ�ˊឲយ�បកច់ំេណញរបស់នងេក́នេឡ́ងអតិបរម ?

ដំេ�ះ��យ

��ងសេងខប

E1 E2 E3 �បកច់ំេណញ

Silent Flower 0.2oz 0.3oz 0.5oz 9$

Moon Swing 0.1oz 0.1oz 0.8oz 6$

េ�គȠងផ�សំរុប 48oz 30oz 60oz

• ករបេងកˊតអនុគមនេ៍គលេǮ

�ង x ជចំនួនទឹកអបម៉់ក Silent Flower

y ជចំនួនទឹកអបម៉់ក Moon Swing

MaxP: z = 9x+ 6y និង S.t

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0.2x+ 0.1y ≤ 48

0.3x+ 0.1y ≤ 30

0.5x+ 0.8y ≤ 60

x, y ≤ 0

• ដំេ�ះ��យ�ម�កប

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ១៣៥ ជំននទ់២ី៤



(d1) : 0.2x+ 0.1y = 48

x 0 240

y 480 0

(d2) : 0.3x+ 0.1y = 30

x 0 100

y 300 0

(d3) : 0.5x+ 0.8y = 60

x 0 120

y 75 0

d1d2
C

B
d3

A

x

y

• �ម�កបចេម�យ́ែដល�ចទទួលយកបនគឺេǷ�តងត់ំបនព់តេ៌ខȢវ និងចំណុចកច�ជȩង

• រកកូអរេ�េនៃនចំណុច B ែដលជចំណុច�បសព�រ�ងបនទ ត់ (d2) និង (d3) គឺ

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

0.3x+ 0.1y = 30

0.5x+ 0.8y = 60

⇒ D =

∣∣∣∣∣∣

0.3 0.1

0.5 0.8

∣∣∣∣∣∣
= 0.19, Dx =

∣∣∣∣∣∣

30 0.1

60 0.8

∣∣∣∣∣∣
= 18, Dy =

∣∣∣∣∣∣

0.3 30

0.5 60

∣∣∣∣∣∣
= 3

េគបន x =
Dx

D
=

18

0.19
= 94.74, y =

Dy

D
=

3

0.19
= 15.78

• តៃម�ៃនចំណុចកច�់ជȩង

– 0(0, 0) ⇒ z = 0

– A(0, 75) ⇒ z = 9(0) + 6(75) = 450

– B(94.74, 15.78) ⇒ z = 9(94.74) + 6(15.78) = 947.34

– C(100, 0) ⇒ z = 9(100) + 6(0) = 900

ដូចេនះ នងគួរ�យទឹកអប់ Silent Flower ចំនួន 94.74 េ�ន និង Moon Swing ចំនួន 15.78 េ�ន ។

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ១៣៦ ជំននទ់២ី៤



ល�ំត់ ៣៤. កសិករមន កម់នដីចមក រចំនួន 150 � គត�់ដំំ�ទំងំពីរមុខគឺេពត និងសែណ� ក។ ៃថ�ចំ�យកនុង

ករ�សំែណ� ក និងេពតេសមˊ 20 ដុ�� និង 10 ដុ�� េរȢងគន ។ គតម់នលុយ�តឹមែត 2000 ដុ�� ប៉ុេ�� ះស�មប់

�ដំំ�ំទងំពីរមុខេនះ។ គតប់ងគ បឲ់យេគ�ដំំ�ំសែណ� កតិច 10 � និងដំ�ំេពតយ៉ងតិច 20 � េហ́យគត់

បនេធ�ˊករប៉ន�់ម នថ គត់នឹងទទួលបន�បកច់ំេណញពីដំ�ំសែណ� ក 150 ដុ�� កនុងមយួ� និងដំ�ំេពត

120 ដុ�� ។ េត́គត�់តȪវ�ដំំ�មំយួមខុៗប៉ុនម ន� េទ́បបន�បកច់ំេណញេ�ច́នបំផុត ? សរេសរចំេ�ទជទ�មង់

ស�ង�់ និងដំេ�ះ��យ�ម�កហ�ិច ?

ដំេ�ះ��យ

សរេសរចំេ�ទជទ�មងស់�ង�់និងេ�ះ��យ�ម �កហ�ិច

• ករបេងកˊតអនុគមនេ៍គលេǮ

�ង x ជចំនួនដំ�ំសែណ� កកនុងមយួ� និង y ជចំនួនដំ�ំេពតកនុងមយួ�

MaxP: z = 150x+ 120y S.t

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x+ y ≤ 150

20x+ 10y ≤ 2000

x ≤ 10

y ≤ 20

x, y ≥ 0

• សងប់នទ ត់
d1 : x+ y = 150

x 0 150

y 150 0

d2 : 20x+ 10y = 2000

x 0 100

y 200 0

x = 10

y = 20
A

B

C

D x

y

• �ម�កបចេម�យ́ែដល�ចទទួលយកបនគឺេǷ�តងត់ំបនព់តេ៌ខȢវ និងចំណុចកច�់ជȩង

• A ជចំណុច�បសព�រ�ងបនទ ត់ x = 10 និង y = 20 ⇒ A(10, 20) ⇒ z = 150(10)+120(20) = 3900

• B ជចំណុច�បសព�រ�ងបនទ ត់ x = 10 និង x+ y = 150y = 150− 10 = 140 ⇒ B(10, 140)

⇒ z = 150(10) + 120(140) = 18300

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ១៣៧ ជំននទ់២ី៤



• C ជចំណុច�បសព�រ�ងបនទ ត់ 2x+ y = 200 និង x+ y = 150⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

2x+ y = 200

x+ y = 150

⇒ D =

∣∣∣∣∣∣

2 1

1 1

∣∣∣∣∣∣
= 1, Dx =

∣∣∣∣∣∣

200 1

150 1

∣∣∣∣∣∣
= 50, Dy =

∣∣∣∣∣∣

2 200

1 150

∣∣∣∣∣∣
= 100

េគបន x =
Dx

D
= 50, y =

Dy

D
= 100 ⇒ C(50, 100) ⇒ z = 150(50) + 120(100) = 19500

• D ជចំណុច�បសព�រ�ងបនទ ត់ 2x+ y = 200 និង y = 20 ⇒ x =
200− 20

2
= 90 ⇒ D(90, 20)

⇒ z = 150(90) + 120(20) = 15900

ដូចេនះ កសិករ�តȪវ�សំែណ� កចំនួន 50� និងេពតចំនួន 100� េដ́មបទីទួលបន�បកច់ំេណញអតិបរម 19500 ។

ល�ំត់ ៣៥. េǷកនុងត�មȩយអរតូណរម៉ល់ (O,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) ែដលមនទិសេǮវជិជមនមយួ េគមនចំណុច

A(0, 0, 1);B(−1,−2, 0) និង C(2, 1,−1) ។
១ . គណនកូអរេ�េនៃនវុចិទរ័ −→AB ×−→

AC រចួបង� ញថ A,B,C រតម់និ�តងជ់ួរ ។

២ . គណនៃផទ�ក�ៃន�តីេកណ ABC ។

៣ . គណន (
−→
OA×−−→

OB) ·−→OC រចួទញរកមឌចតុមុខ OABC ។

ដំេ�ះ��យ

េǷកនុងត�មȩយ (O,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) េគមនចំណុច A(0, 0, 1), B(−1,−2, 0) និង C(2, 1,−1) ។

១ . គណនកូអរេ�េនៃនវុចិទរ័ −→AB ×−→
AC

េ�យ −→
AB = (−1− 0,−2− 0, 0− 1) = (−1,−2,−1)

−→
AC = (2 + 1, 1 + 2,−1− 0) = (3, 3,−1)

េគបន −→
AB ×−→

AC =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

−1 −2 −1

3 3 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

−2 −1

3 −1

∣∣∣∣∣∣
−→
i −

∣∣∣∣∣∣

−1 −1

3 −1

∣∣∣∣∣∣
−→
j +

∣∣∣∣∣∣

−1 −2

3 3

∣∣∣∣∣∣
−→
k

= (2 + 3)
−→
i − (1 + 3)

−→
j + (−3 + 6)

−→
k

= 5
−→
i − 4

−→
j + 3

−→
k

េ�យ −→
AB ×−→

AC ̸= 0 េនះ A,B,C រតម់និ�តងជ់ួរ ។

២ . គណនៃផទ�ក�ៃន�តីេកណ ABC

េគបន S△ABC =
|−→AB ×−→

AC|
2

=

√
52 + (−4)2 + 32

2
=

5
√
2

2
ឯក�� ៃផទ�ក� ។

៣ . គណន (
−→
OA×−−→

OB) ·−→OC

េ�យ −→
OA = A(0, 0, 1),

−−→
OB = B(−1,−2, 0),

−→
OC = C(2, 1,−1)

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ១៣៨ ជំននទ់២ី៤



េគបន (
−→
OA×−−→

OB).
−→
OC =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 1

−1 −2 0

2 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 1

∣∣∣∣∣∣

−1 −2

2 1

∣∣∣∣∣∣
= −1 + 4 = 3

នឲំយមឌចតុមុខ OABC គឺ VOABC =
|
(−→
OA×−−→

OB
)
.
−→
OC|

6
=

|3|
6

=
1

2
ឯក�� មឌ ។

ល�ំត់ ៣៦. កនុងត�មȩយអរតូនរម៉ល់ (O,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) េគឲយបីចំណុច A(−2, 1,−3), B(1, 2, 3) និង

C(2,−2, 1) ។
១ . គណន −→

AB ×−→
AC ។ គណនៃផទ�ក�ៃន�តីេកណ ABC ។

២ . រកមឌៃនេត��ែអត OABC ។

ដំេ�ះ��យ

កនុងត�មȩយអរតូនរម៉ល់ (O,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) េគឲយបីចំណុច A(−2, 1,−3), B(1, 2, 3) និង C(2,−2, 1)

១ . គណន −→
AB ×−→

AC

េ�យ −→
AB = (1 + 2, 2− 1, 3 + 3) = (3, 1, 6)

−→
AC = (2 + 2,−2− 1, 1 + 3) = (4,−3, 4)

េគបន−→
AB ×−→

AC =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i⃗ j⃗ k⃗

3 1 6

4 −3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (4 + 18)⃗i− (12− 24)⃗j + (−9− 4)k⃗ = 22⃗i+ 12⃗j − 13k⃗

គណនៃផទ�ក�ៃន�តីេកណ ABC

េគបន �ក�ៃផទៃន�តីេកណ ABC គឺ S = |−→AB×−→
AC| = 1

2

√
222 + 122 + 132 =

√
797 ឯក�� ៃផទ�ក�

២ . រកមឌៃនេត��ែអត OABC

េ�យ −→
A0 = (0 + 2, 0− 1, 0 + 3) = (2,−1, 3) និង −→

AB ×−→
AC = (22, 12,−13)

នឲំយ −→AO.(
−→
AB ×−→

AC) = (2)(22) + (−1)(12) + (3)(−13) = −7

េគបន មឌេត��ែអត៊ OABC គឺ V =
1

6

∣∣∣
−→
A0.(

−→
AB ×−→

AC)
∣∣∣ =

|− 7|
6

=
7

6
ឯក�� មឌ

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ១៣៩ ជំននទ់២ី៤



គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទព័ំរ ១៤០ ជំននទ់២ី៤



ែផនកទី ២

ល�ំត់អនុវត�ន៍





ល�ំត់ ១. េគឲយម៉�ទីស A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 2 3

4 2 −1

−1 3 4

⎞

⎟⎟⎟⎠
, B =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1 0 2

3 1 −2

2 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎠
និង C =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1 4 1

2 1 −3

3 1 2

⎞

⎟⎟⎟⎠

១ . គណន A+B,B + A,B + C, 2A+ (B + C) និង A− (B + 2C)

២ . គណន AB,BA,A.(BC) និង 2A+ 2BC ។

ល�ំត់ ២. គណនេដែទមណីងខ់ងេ�កម៖

១ . ∆ =

∣∣∣∣∣∣

1 2

3 4

∣∣∣∣∣∣

២ . ∆ =

∣∣∣∣∣∣

1 −2

−3 4

∣∣∣∣∣∣

៣ .

∣∣∣∣∣∣

i+ 1 i+ 2

i+ 2 i+ 3

∣∣∣∣∣∣

៤ . ∆ =

∣∣∣∣∣∣

a+ bi c+ di

c− di a− bi

∣∣∣∣∣∣

៥ . ∆ =

∣∣∣∣∣∣

1 a

1 b

∣∣∣∣∣∣

៦ . ∆ =

∣∣∣∣∣∣

a+ b a− b

a− b a+ b

∣∣∣∣∣∣

៧ . ∆ =

∣∣∣∣∣∣

sinα + cos β cos β + cosα

cos β − cosα sinα− sin β

∣∣∣∣∣∣

៨ . ∆ =

∣∣∣∣∣∣

cosx − sinx

sinx cosx

∣∣∣∣∣∣

ល�ំត់ ៣. គណនេដែទមណីងខ់ងេ�កម៖

១ . ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3

2 3 1

3 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

២ . ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3

4 5 6

7 8 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

៣ . ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4 −1 −2

5 2 1

−3 7 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

៤ . ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 101

2 4 204

3 9 309

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

៥ . ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

12 22 32

22 32 42

32 42 52

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

៦ . ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 + i −i

2i 1 1− i

−i+ 1 i 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ១៤៣ ជំននទ់២ី៤



៧ . ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i i+ 1 i+ 2

i+ 1 i+ 2 i+ 3

i+ 2 i+ 3 i+ 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

៨ . ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 − sin θ

−1 0 cos θ

− sin θ cos θ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

៩ . ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cosα sinα 1

cos β sin β 1

cos γ sin γ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

១០ . ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 cos a tan
a

2

1 cos b tan
b

2

1 cos c tan
c

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ល�ំត់ ៤. គណនេដែទមណីងខ់ងេ�កម៖

១ . ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 1 0

4 0 0 0

5 0 0 6

0 0 7 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

២ . ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 2 3

1 2 3 0

2 3 0 1

3 0 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

៣ . ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 0

1 0 0 1

1 1 0 1

1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

៤ . ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5 4 2 1

2 3 1 −2

−5 −7 −3 9

1 −2 1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

៥ . ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

៦ . ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 5 9 159

2 6 0 260

3 7 1 371

4 8 2 482

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

៧ . ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 1 1 1

1 −1 1 1

1 1 −1 1

1 1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

៨ . ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4

2 3 4 5

3 4 5 6

4 5 7 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

៩ . ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

១០ . ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 i 1− i 1 + i

i 1 i+ 1 1− i

1− i 1 + i 1 i

1 + i i i− 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ១៤៤ ជំននទ់២ី៤



១១ . ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 + i 1 + 2i 1 + 3i

1 + i i+ 2 i+ 3 i+ 4

i+ 2 i+ 3 i+ 4 i+ 5

i+ 3 i+ 4 i+ 5 i+ 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

១២ . ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 1 0

0 −4 3 0 0

−3 0 0 −3 −2

0 1 7 0 0

4 0 0 7 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

១៣ . ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 6 2 7 1627

2 7 3 8 2738

3 8 4 9 3849

4 9 5 1 4951

5 1 6 2 5162

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ល�ំត់ ៥. គណនេដែទមណីងៃ់នម៉�ទីសខងេ�កម៖

១ . A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

a b c

d e f

1 2 1

⎞

⎟⎟⎟⎠

២ . B =

⎛

⎜⎜⎜⎝

a+ λ1 b+ λ2 c+ λ3

a b c

d e f

⎞

⎟⎟⎟⎠

៣ . C =

⎛

⎜⎜⎜⎝

a b c

a b c

x y z

⎞

⎟⎟⎟⎠

៤ . D =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ល�ំត់ ៦. កនុងចំេ�មម៉�ទីសខងេ�កម េតˊមយួ�ជម៉�ទីស�ចស់ៃនម៉�ទីស A =

⎛

⎝1 3

2 9

⎞

⎠ ៖

១ .

⎛

⎝ 1 1/3

1/2 1/9

⎞

⎠

២ .

⎛

⎝−1 −3

−2 −9

⎞

⎠

៣ .

⎛

⎝ 3 −1

−2/3 1/3

⎞

⎠

៤ .

⎛

⎝ 9 −3

−2 1

⎞

⎠

ល�ំត់ ៧. កនុងចំេ�មម៉�ទីសខងេ�កម េតˊមយួ�ជម៉�ទីស�ចស់ៃនម៉�ទីស A =

⎛

⎝1 1

1 1

⎞

⎠ ៖

១ .

⎛

⎝1 1

1 1

⎞

⎠ ២ .

⎛

⎝−1 1

1 −1

⎞

⎠

គរនុសិ�តិគណិតវទɣយ�˫ȩម១ ទពំ័រ ១៤៥ ជំននទ់២ី៤



៣ .

⎛

⎝ 1 1

−21 −1

⎞

⎠ ៤ .

⎛

⎝ 2 −1

−1 2

⎞

⎠

ល�ំត់ ៨. គណនចំ�សៃនម៉�ទីសខងេ�កម៖

១ . A =

⎛

⎝ 1 1

0 1

⎞

⎠

២ . A =

⎛

⎝ 1/2 3/4

1/3 1

⎞

⎠

៣ . A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 1 1

0 1 1

0 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎠

៤ . A =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 1

0 1 1 1

0 0 1 1

0 0 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

៥ . A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 1 1

0 1 1

0 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎠

៦ . A =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 2 2 −1

2 1 2 0

−1 −1 −1 1

3 −1 −2 1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ល�ំត់ ៩. េ�ះ��យកនុង R �បពន័ធសមកីរខងេ�កម៖

១ .

⎧
⎨

⎩
2x + 3y = 5

3x − 2y = 1

២ .

⎧
⎨

⎩
−x + 2y = 3

2x + 7y = 5

៣ .

⎧
⎨

⎩
x + 2y = 3

3x + 2y = 1

៤ .

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

3x + 7y = 5

8x − y = 3

4x + 2y = 11

៥ .

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

2x + 3y = 1

5x − 6y = 2

x + y = 3

៦ .

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

−x + 2y = 3

4x − 3y = 5

5x − 5y = 2

៧ .

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

2x + 3y = 12

−3x + 5y = 1

7x − 11y = −1

៨ .

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

x + y = 0

2x + y = 1

x + 2y = −1
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ល�ំត់ ១០. េ�ះ��យកនុង R �បពន័ធសមកីរខងេ�កម៖

១ .

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

x − y + z = −1

−x + y − z = 1

x − y − z = −1

២ .

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

2x − y + z = 5

x + y − z = −2

4x − 2y + 3z = 12

៣ .

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

x + z = 1

y + z = 1

x + z = 1

៤ .

⎧
⎨

⎩
2x − y + 3z = 3

x − 2y + 5z = 7

៥ .

⎧
⎨

⎩
x + y + z = 1

2x − 3y + 2z = 2

៦ .

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

2x + 7y − 3z = 8

−x + 3y + z = −4

3x − 2y + 4z = 5

៧ .

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

x + 2y + 3z = 1

2x + 3y + z = 2

3x − 2y + 4z = 5

៨ .

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

2x + y + z = 1

x + 2y + z = 1

x + y + 2z = 1

៩ .

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

2x + y + z = 1

3x + 3y + z = 2

2x + y + 2z = 2

១០ .

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

x + y − 8z = −1

x − 3y + 4z = −5

−3x + y + 12z = 8

១១ .

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

3x + 2y + 3z = 14

2x + 5y + 4z = 17

6x + 4y + 6z = 29

១២ .

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

x − y + 3z = 6

3x − 2y + 7z = 14

x + 3y − 3z = −4

១៣ .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2x − y + 3z = 1

−4x + 2y + z = 3

−2x + y + 4z = 4

10x − 5y − 6z = −10

១៤ .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x − y + z − t = −2

2x − 3y + z + t = 1

x + y + z + t = 0

−x − 8y + 3z + 2t = −5

១៥ .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x − y + z + t = 0

3x − 3y + 3z + 2t = 0

x − y + z = 0

5x − 5y + 5z + 7t = 0

១៦ .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

y + 3z + 2t = 6

3x + 2y + 4z + 5t = 14

2x + 3y + 3z + 2t = 10

4x + 5y + 7z + 6t = 22
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១៧ .

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x + y + z + t = 1

x + 2y + 3z + 4t = 2

x + 4y + 9z + 16t = 3

x + 8y + 27z + 64t = 4

ល�ំត់ ១១. គណនរង៉ៃ់នម៉�ទីសខងេ�កម៖

១ . A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 1 −1

0 1 1

1 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎠

២ . A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 2 3 −3

−1 2 1 4

1 1 2 −1

⎞

⎟⎟⎟⎠

៣ . A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 1 5 0

1 2 8 1

2 0 4 1

⎞

⎟⎟⎟⎠

៤ . A =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 2 1 1

2 1 1 1 1

1 1 1 2 1

1 1 1 1 2

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

៥ . A =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 1

1 1 0 0 0

1 0 1 0 0

1 0 0 1 0

1 0 0 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

៦ . A =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 1 3

0 2 1 1 2

1 1 1 2 2

2 1 1 1 3

1 −1 1 1 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

៧ . A =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 1 2

0 2 1 1 2

1 1 1 2 2

2 1 1 1 3

1 −1 1 1 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

៨ . A =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 1 2 1 −1

2 3 2 2 6 3 −3

3 1 2 2 3 2 −2

4 2 3 3 5 3 −3

5 4 3 3 11 7 −6

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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ែផនកទី ៣

ចេម�ˊយរបសល់�ំត់អនុវត�ន៍





ចេម�ˊយ ១

១ . A+B =

⎛

⎜⎜⎜⎝

0 2 5

7 3 −3

1 3 5

⎞

⎟⎟⎟⎠
, B + A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

0 2 5

7 3 −3

1 3 5

⎞

⎟⎟⎟⎠
, B + C =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−2 4 3

5 2 −5

5 1 3

⎞

⎟⎟⎟⎠
,

2A+ (B + C) =

⎛

⎜⎜⎜⎝

0 8 9

13 6 −7

3 7 11

⎞

⎟⎟⎟⎠
និង A− (B + 2C) =

⎛

⎜⎜⎜⎝

4 −6 −1

−3 −1 7

−9 1 −1

⎞

⎟⎟⎟⎠

២ . គណន AB =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1 0 6

12 2 2

−2 0 4

⎞

⎟⎟⎟⎠
, BA =

⎛

⎜⎜⎜⎝

−1 0 6

12 2 2

−2 0 4

⎞

⎟⎟⎟⎠
, A.(BC) =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 0 6

24 2 −6

−6 0 8

⎞

⎟⎟⎟⎠

និង 2A+ 2BC =

⎛

⎜⎜⎜⎝

4 4 10

20 6 10

10 6 12

⎞

⎟⎟⎟⎠
។

ចេម�ˊយ ២

១ . ∆ = −2

២ . ∆ = −2

៣ . ∆ = −1 +
1

1637672591771090
i

៤ . ∆ = a2 + b2 − c2 + d2

៥ . ∆ = b− a

៦ . ∆ = 2ab

៧ . ∆ = 1 − sinα sin β + sinα. cos β −

sin β cos β − cos2 β

៨ . ∆ = 1

ចេម�ˊយ ៣

១ . ∆ = −18

២ . ∆ = − 1

1050839913053116

៣ . ∆ = 10

៤ . ∆ = − 1

14434614190290

៥ . ∆ = −8

៦ . ∆ = 5− 2i

៧ . ∆ =
1

20282409603651670423947251286016
+

1

4503599627370496
i

៨ . ∆ = 2 sin θ cos θ

៩ . cosα sin β − cosα sin γ − sinα cos β + sinα cos γ + cos β sin γ − sin β cos γ
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១០ . ∆ = cos b. tan c/2− cos c tan b/2− cos a tan c/2+ cos c tan a/2+ cos a tan b/2− cos b tan a/2

ចេម�ˊយ ៤

១ . ∆ = 336

២ . ∆ = 96

៣ . ∆ = −1

៤ . ∆ = −30

៥ . ∆ = −8

៦ . ∆ =
1

1223804246568

៧ . ∆ = −16

៨ . ∆ = − 1

6004799503160661

៩ . ∆ = − 1

694809572233202574368037666816

១០ . ∆ = −6 + 8i

១១ . ∆ = − 1

2797573738434713686049577500672
+

1

849525009577033367765456519168
i

១២ . ∆ = 186

១៣ . ∆ =
1

62967152208
ចេម�ˊយ ៥
១ . det(A) = ae− bd− 2af + 2cd+ bf − ce

២ . det(B) = aeλ3 − bdλ3 − afλ2 + cdλ2 + bfλ1 − ceλ1

៣ . det(C) = 0

៤ . det(D) = a11a22a33a44−a11a22a34a43−a11a23a32a44+a11a23a34a42+a11a24a32a43−a11a24a33a42−

a12a21a33a44 + a12a21a34a43 + a12a23a31a44 − a12a23a34a41 − a12a24a31a43 + a12a24a33a41 +

a13a21a32a44 − a13a21a34a42 − a13a22a31a44 + a13a22a34a41 + a13a24a31a42 − a13a24a32a41 −

a14a21a32a43 + a14a21a33a42 + a14a22a31a43 − a14a22a33a41 − a14a23a31a42 + a14a23a32a41

ចេម�ˊយ ៦ ៣.

⎛

⎝ 3 −1

−2/3 1/3

⎞

⎠ជច�មស់ៃនម៉�ទីស A =

⎛

⎝1 3

2 9

⎞

⎠

ចេម�ˊយ ៧ ១.

⎛

⎝1 1

1 1

⎞

⎠ជច�មស់ៃនម៉�ទីស A =

⎛

⎝1 1

1 1

⎞

⎠

ចេម�ˊយ ៨
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១ . A−1 =

⎛

⎝ 1 −1

0 1

⎞

⎠

២ . A−1 =

⎛

⎝ 4 −3

−4/3 2

⎞

⎠

៣ . A−1 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 0 0

0 1 −1

0 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎠

៤ . A−1 =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −1 0 0

0 1 −1 0

0 0 1 −1

0 0 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

៥ . A−1 =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 0 0

0 1 −1

0 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎠

៦ . A−1 =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1/6 1/6 −1/3 1/6

5/3 −2/3 4/3 1/3

−2/3 2/3 −1/3 −1/3

5/6 1/6 5/3 1/6

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ចេម�ˊយ៩

១ . x = 1, y = 1

២ . x = −1, y = 1

៣ . x = −1, y = 2

៤ . �បពនធស័មកីរគម នចេម�យ́

៥ . �បពនធស័មកីរគម នចេម�យ́

៦ . x =
19

5
, y =

17

5

៧ . x = 3, y = 2

៨ . x = 1, y = −1

ចេម�ˊយ ១០

១ . x = −1, y = 0 និង z = 0

២ . x = 3, y = 3 និង z = 2

៣ . x = 1, y = 1 និង z = 0

៤ . x = −1

3
, y = −11

3
និង z = 0

៥ . x = 1, y = 0 និង z = 0

៦ . x =
20

7
, y = − 1

14
និង z = −13

14

៧ . x =
7

5
, y = −2

7
និង z =

2

35

៨ . x = y = z =
1

4

៩ . x = −1

3
, y =

2

3
និង z = 1

១០ . �បពនធស័មកីរគម នចេម�យ́

១១ . �បពនធស័មកីរគម នចេម�យ́

១២ . x = −1, y = 2 និង z = 3

១៣ . x = −4

7
, y = 0 និង z =

5

7

១៤ . x = 1, y = 0, z = −2 និង t = 1
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១៥ . x = 0, y = 0, z = 0 និង t = 0

១៦ . x = 2, y = 0, z = 2 និង t = 0

១៧ . x = −5

6
, y = 3, z = −3

2
និង t =

1

3

ចេម�ˊយ១១

១ . Rank(A) = 3

២ . Rank(A) = 3

៣ . Rank(A) = 4

៤ . Rank(A) = 4

៥ . Rank(A) = 5

៦ . Rank(A) = 4

៧ . Rank(A) = 4

៨ . Rank(A) = 4
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