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 ទំព័រទី i 

អរមកថ 

ជាបឋមេយងខ�ុំ    សូមេធ�េសចក�ីេគារពដ៏្រជាលេ្រជច:្រគប់្រគង ស�ស� 

ឧេទ�សទំងអស់ៃនសកល វិ ទ យ្ោល័យ ឯកេទសៃនកម� (cus) រមួទំងអ�ក្រគ�  េអ ម ណ ចី�

ែដលជាស�ស �ចរ្យបេ្រ ង�នគណិតវ កលវិទ្យោល(cus) េលមុខវិ ជា  ្រទឹស�ីចំនួ -

កុំផ�ិច ដល់ពកេយងខ�ុំផា�ល់ែដរជាទីេគ ារព។ សូមជ្រមាបសួរដល់មិត�អ�កអន ក៏ដ ូ 

និសិ្សតទំងអ ជាទីេស�ហ 

េសៀវេភេនះផងែដរក៏ជួយបេ្រមដល់និស្សិត ដូចជាអ�កែដលចូលចិត�សិក 

គណិតវិ  ទ្យោផងែដរ។ និស្សិត និងមិត�អ�កអនទំងអស់អច�សវ្រជាវ និងេរៀមួយៗ 

េដះ�យលំហតេផ្សង េដយខ�ួនឯងែដលមានេសៀវេភជាជំនួយក�ុងករេផ��ង

ប�� តិ រូបមន�នានា រួមទំងចេម�យៃនលំហត់ែដលពក់ព័ន�ផ 

េលសពីេនះ េយងខ�ុំសូមអភ័យេទសចំេពះកំហុសឆ�ងេដយអេេហយក៏រីក រ 

ក�ុងក ទទួលយកនូវករិះគន់េដម ្បីស �ប ែកលម�្រគប់េពលេវលពីសំណាក់មិត�អ�ក

រមួទំងសិស្ស និស្សិតទំងអស់្រគប់មជ 

ជាចុងេ្រកយេយងខ�ុំសូមែថ�ងអំណរគុណ និងេគារព រដល់មិត� អ�កអន  សិស្

និស្សិែដលចូលចិត��សវ្រជាវេលមុខវ  េនះឱ្យជួបែតេសចក�ីសុ សុខភាពល និងទទួល 

បានេជាគជ ក�ុងករសិក្ 

    និសិ្ សតជំនាន់១៥ ឆា �ំទ២ CUS SR 2018-2019 



 ទំព័រទី ii 

េសចក�ីេផ�ម 

     បចុប្បន ពិភពេលកទំងមូល ក៏ដូចជា្របេទសក ម�ុជាេយងគឺកំពុងស�ិតេ 

សម័យសកលភាវូបនីយកម� យា៉ងណាមិញក៏េដយ្របេទសកម�ុជាេយងជា្របេទ 

កំពុងអភិវឌ្ឍន តមរអប់រំ  និងបណ�ុះបណា�លធ  នធានមនុស ឱ្យសមជា្រគាប់ពូជ 

ចំេណះដឹង ជំនាញ   សមត�ភាពខ�ស់ែដលជាជាកត� យា៉ង ម្យោ៉ងេទៀតរជរដ�  

រមួទំងេលករដ�ម�ន�ី្រកសួងអប់រំន ាេពលបច�ុប្បន�បានយកចិត�ទុកដ ក់ និងផ� 

យុវជនែខ�រទំងអស់ខិតខំសិក្សោេរៀនេផា  �ត េទេល មុ STEM ែដលជាមុខ វិជា�មួយស្រ  

េឆ�យតបនិងត្រម�វករទីផ្សោរករងរនាេពល េហយក៏ជាកត�ែដលេធ�ឱ្យេសដ�កិច  

ដូចជា វិស័យេផ្សងៗេទៀតមានករអភិវឌ្ឍយា៉ងឆាប់រហ័សែរទន់្របេទសនា

ក�ុងតំបន់ក៏ដូចជាទូទំងពិភពេលកផងែដ 

ទន�ឹមនឹងេនះ េដម ្បីជាកេឆ�យតបេទនិងទិសស់រជរដ�ភិបាលក៏ដូ ចជា្រ

អប់រំ           េយងខ�ុំ  បានេរៀបចំេសៀវេភេនះយា៉ងយកចិត�ទុកដក់ក�ុងេគាលបំណងជ 

សិស្សនិស្តកម�ុជាឱ្យមានសមត និងឆាបវ័យឆា�តក  �ុងករេដះ�សយលឬ 

ចំេណាទេផ្សងៗែដលទកនឹង េមេរៀននានាែដលមានក�ុងមុខវិជា�គណិតវិភ     

ផងែដរ។  និយយរមួនិស្សិតអចស�័យសិក្សោេដយខ ចំេពះលំហត់ែដលលំប 

មិនែដលធា� ប់ជួប្របទះរួមទំងចំេណាទេផ្សងៗផ មួយវិញេ ទៀតគណិតវិ  ភាគអ 

ឱ្យេយងយកេទអនុវត�ក�ុងករវិភាគេសដ�កិច  � អនេវជ�ស�ស អនុវត�ក�ុងវិស�កម�ក៏ដូច ជ 

អនុវត�ន៍ក�ុងរូបវិ ទ្ជាេដម។ល 

សរុបមកករយល់ច ប្ោស ្រទឹស�ីចំនួនកុំផ�ិ ពិតជាសកសមណាស់ស្ 

េដះ�សប��  ្របឈ េផ្សងៗែដលេកតមានេឡងនាេពលបចុប្បន�ក៏ដូចជាេព 

េនក�ុងសង�មមនុស្ ដូចេនះក�ុងនាមេយងជាកូនែខ�រ្រត�វមានមនសិក និង 

្របឹងែ្ង�សវ្រជាវេលមុខវិ   ្រទឹស�ីចំនួនកុំផ�ិ េនះេដម្បឱ្គណិតវិ  ទ្យោេនកម�ុជ 

ែតមានកររីកចេ្រ  េនាះ្របេទសជនឹងសម ប្ូរធនធ មនុស្សក�ុងករេលកស�ួយន 

អភិវឌ្ន៍យា៉ងឆាប់រហ័សេល្រគប់វិស   

និសិ្ សតជំនាន់១៥ ឆា �ំទ២ CUS SR 2018-2019! 



CUS SR េមេរៀនទី១: ចំននួកំុផ�ិចទ្រមង ព់ីជគណ ិ ្រក�មទី១ 

១. េឈឿន ចំេរនី   ២. ្រប�ស សុខ  ៣. រ ីកំសត់   ៤. ជឹម វបុិល   ៥. េព េម  ទំព័រទី 1 

េមេរៀនទី ១ 

 

១. របូមន�សេង�ប 

 

z a bi= +  , z a bi= −  

4 1ni =  , 4 1ni i+ =  , 4 2 1ni + = −  , 4 3ni i+ = −  

 

 

 

២. ដំេណាះ្រលហំត 

 ១. បែម�ងចំនួនខងេ្រកមជាចនិម�ិត 

  9A = −   

   2 9i=   

   3i=  
  ដូចេនះ     3A i=   

  121B = −   

   2121i=   

   11i=   
  ដូចេនះ   11B i=   

  
9
25

C = −   

   29
25

i=   

   3
5

i=   

  ដូចេនះ   3
5

C i=   

  28D = − −   

   24 6i= − ×   

   2 6i= −   

  ដូចេនះ   2 6D i= −   

 ២. បែម�ងចំនួនខងេ្រកមជាច នំួនកុំផ�ិចែដលមានពីជគណិត 

ចំនួនកុំផ�ិចទ្រមង់ពីជគណិ  

 



CUS SR េមេរៀនទី១: ចំននួកំុផ�ិចទ្រមង ព់ីជគណ ិ ្រក�មទី១ 

១. េឈឿន ចំេរនី   ២. ្រប�ស សុខ  ៣. រ ីកំសត់   ៤. ជឹម វបុិល   ៥. េព េម  ទំព័រទី 2 

  4 100A = −   

   96= −   
  ដូចេនះ   96A = −   

  5 9B = − + −   

   25 9i= − +   

   5 3i= − +   
  ដូចេនះ    5 3B i= − +   

  5 18C = − + −   

   25 2 9i= − + ×   

   5 3 2i= − +   
  ដូចេនះ   5 3 2C i= − +   

  ( )9 2 4 4D i i= − − −   

   9 2 4 4i i= − − +   

   5 2i= +   
  ដូចេនះ    5 2D i= +   

  ( ) ( )21 2 4 2E i i i= + − +   

   ( ) ( ) ( )2 22 21 2 1 2 2 4 2i i i i= + + − −   

   21 4 4 4 2i i i= + + − +  

   1 0i= − +   
  ដូចេនះ    1 0E i= − +   

  ( )( ) ( )22 3 1 2F i i i= − − + + −   

   2 22 2 3 3 4 4i i i i i= − + + − + − +   

   4 i= +   
  ដូចេនះ    4F i= +   

  ( )( )2 5 3G i i= − +   

   26 2 15 5i i i= + − −   

   11 13i= −   
  ដូចេនះ    11 13G i= −   

  ( )24 2H i= +   

   ( )224 2 4 2 2i i= + × × +   



CUS SR េមេរៀនទី១: ចំននួកំុផ�ិចទ្រមង ព់ីជគណ ិ ្រក�មទី១ 

១. េឈឿន ចំេរនី   ២. ្រប�ស សុខ  ៣. រ ីកំសត់   ៤. ជឹម វបុិល   ៥. េព េម  ទំព័រទី 3 

   216 16 4i i= + +   

   12 16i= +   
  ដូចេនះ   12 16H i= +  

  ( )31 2I i= +   

   ( ) ( )2 33 21 3 1 2 3 1 2 2i i i= + × × + × × +   

   1 6 12 8i i= + − −   

   11 2i= − −   
  ដូចេនះ   11 2I i= − −   

  ( )43 2J i= +   

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )3 2 2 3 443 4 3 2 6 3 2 4 3 2 2i i i i= + + + +   

   81 216 216 96 16i i= + − − +   

   119 120i= − +   
  ដូចេនះ    119 120J i= − +   

  1
4 3

K
i

=
+

  

   
( )

( )( )
1 4 3

4 3 4 3
i

i i
−

=
+ −

  

   
( )22

4 3
4 3

i
i

−
=

−
  

   4 3
16 9

i−
=

+
  

   4 3
25 25

i= −   

  ដូចេនះ   4 3
25 25

K i= −   

  2 3 1 2
1 1

i iL
i i

− −
= +

+ −
 

   
( )( ) ( )( )

( )( )
2 3 1 1 2 1

1 1
i i i i

i i
− − + − +

=
+ −

  

   
( )

2 2

22

2 2 3 3 1 2 2
1

i i i i i i
i

− − + + + − −
=

−
  

   2 6
2 2

i= −   

   1 3i= −   
  ដូចេនះ   1 3L i= −   



CUS SR េមេរៀនទី១: ចំននួកំុផ�ិចទ្រមង ព់ីជគណ ិ ្រក�មទី១ 

១. េឈឿន ចំេរនី   ២. ្រប�ស សុខ  ៣. រ ីកំសត់   ៤. ជឹម វបុិល   ៥. េព េម  ទំព័រទី 4 

  
( )( )2 1

1 2
i i

M
i

+ −
=

+
  

   
( )( )( )
( )( )

2 1 1 2
1 2 1 2
i i i

i i
+ − −

=
+ −

  

   
( )( )

( )

2

22

2 2 1 2

1 2

i i i i

i

− + − −
=

−
  

   
( )( )3 1 2

1 4
i i− −

=
+

  

   
23 6 2

5
i i i− − +

=   

   1 7
5

i−
=   

   1 7
5 5

i= −   

  ដូចេនះ    1 7
5 5

M i= −   

 ៣. េប 1 2 5Z i= −  និង 2 1 4Z i= − សរេសរកេន្សោមខងេ្រង a bi+  ៖ 

  ក. 1 2Z Z+   

   េគមាន 1 12 5 2 5Z i Z i= − ⇒ = +   

    2 21 4 1 4Z i Z i= − ⇒ = +   

   នាំឱ្យ 1 2 2 5 1 4Z Z i i+ = − + +  

     3 i= −   
   ដូចេនះ    1 2 3Z Z i+ = −  

  ខ. ( )( )1 2 2 5 1 4Z Z i i= − +  

    22 8 5 20i i i= + − −   

    22 3i= +   
   ដូចេនះ   1 2 22 3Z Z i= +  

  គ.
1

1 1
2 5iZ

=
+

  

    
( )( )

2 5
2 5 2 5

i
i i
−

=
+ −

  

    
( )22

2 5
2 5

i
i

−
=

−
  

    2 5
4 25

i−
=

+
  

    2 5
29 29

i= −   



CUS SR េមេរៀនទី១: ចំននួកំុផ�ិចទ្រមង ព់ីជគណ ិ ្រក�មទី១ 

១. េឈឿន ចំេរនី   ២. ្រប�ស សុខ  ៣. រ ីកំសត់   ៤. ជឹម វបុិល   ៥. េព េម  ទំព័រទី 5 

   ដូចេនះ   
1

1 2 5
29 29

i
Z

= −   

  ឃ. ( )( )1 2 2 5 1 4iZ Z i i i= + −  

     ( )( )22 5 1 4i i i= + −   

     22 8 5 20i i i= − − +   

     3 22i= +   
   ដូចេនះ   1 2 3 22iZ Z i= +    
 

 ៤. េប 1 1 1Z x iy= +  និង 2 2 2Z x iy= + ។ បង �ញថ 1 2 1 2Z Z Z Z+  ជាចំនួនពិត  

  េយងមាន 1 1 1 1 1 1Z x iy Z x iy= + ⇒ = −  

   2 2 2 2 2 2Z x iy Z x iy= + ⇒ = −  

  នាំឱ្ ( )( )1 2 1 1 2 2Z Z x iy x iy= + −   

   2
1 2 1 2 2 1 1 2x x ix y ix y i y y= − + −   

   ( ) ( )1 2 1 2 1 2 2 1x x y y x y x y i= + − −   

   ( )( )1 2 1 1 2 2Z Z x iy x iy= − +   

    2
1 2 1 2 2 1 1 2x x ix y ix y i y y= + − −   

    ( ) ( )1 2 1 2 1 2 2 1x x y y x y x y i= + + −   

  េយងបាន 1 2 1 2Z Z Z Z+ ( ) ( )1 2 1 2 1 2 2 1x x y y x y x y i= + − − ( ) ( )1 2 1 2 1 2 2 1x x y y x y x y i+ + + −  

      ( )1 2 1 22 x x y y= +  ពិត 

  ដូចេនះ 1 2 1 2Z Z Z Z+ ( )1 2 1 22 x x y y= + ជាចំនួនពិ 

 ៥. េគយក 1 2 3z i= −  និង 2 4z i= − + ។ សរេសរេ្រកមទ្រមង់ពីជគណ  

  ក. 1 2 2 3 4z z i i+ = − − +   

    2 2i= − −   
  ដូចេនះ 1 2 2 2z z i+ = − −   

  ខ. ( ) ( )1 23 2 3 2 3 2 4z z i i− = − − − +  

    6 9 8 2i i= − + −   

    14 11i= −  
  ដូចេនះ     1 23 2 14 11z z i− = −  

  គ. ( )( ) ( ) ( )1 21 5 1 2 3 5 4z z i i− + = − − + − +         

    ( )( )1 2 3 5 4i i= − + − +   
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    ( )( )1 3 1i i= − + +   

    21 3 3i i i= − − + +   

    4 2i= − +   
  ដូចេនះ ( )( )1 21 5 4 2z z i− + = − +  

  ឃ. 
( )2 2

1

1 1
2 3z i

=
−

  

   
( )( ) ( )22

1
2 2 2 3 3i i

=
− +

  

   1
1 12i

=
−

  

   
( )

( )( )
1 1 12

1 12 1 12
i

i i
+

=
− +

  

   
( )22

1 12
1 12

i
i

+
=

−
  

   1 12
145 145

i= +   

  ដូចេនះ     2
1

1
z

1 12
145 145

i= +  

៣. លហំត់អនុវត�ន 

 ១. បែម�ងចំនួនខងេ្រកមជាចំនួនជាចំនួនន 

  144A = − −   
81

121
B = −   

676
1296

C = −   

 ២. បែម�ងចំនួនខងេ្រកមជាច នំួនកុំផ�ិចែដលមានទ្រមង់ព  

  
( )3

1 3

11 4 3

iA
i

− +
=

−
  

( ) ( )
( ) ( )

2 2

3 3

1 2 1

3 2 2

i i
B

i i

+ − −
=

+ − +
  3 3 1

3 3
i iC i
i i

+ −
= + + −

− +
  

  4 3D i= −   5 12 5 2
5 12 5 2

i iE
i i

+ − −
=

+ + −
  

 ៣. េគយក 1 2 3z i= −  និង 2 4z i= − + ។ សរេសរេ្រកមទ្រមង់ពីជគណ  

  1 2A z z=    1

2

1
5

z
B

z
−

=
+
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េសចក�ីសន�ិដ � 

 ឆ�ងតមកសិក្�សវ្រជរចួមក្រក�មទ១ េយងខ�ុំអចសេង�ប និងចង្រងលំហត់

បាេដែបងែចកជ បីចំណុចគឺៈ 

 ១. របូមន�សេង�ប 

 ២. ដំេណាះ�សយលំហ 

 ៣. លំហត់អនុវត�ន 

 េនក�ុងចំណុចទំងបខងេល 

េយងអចយកេទេ្្របាជជំនួយេនេពលេធ�ករេដះ�សយលចំនួនកុំផ�ិចទ្រមង់ព

ជគណិតបា ។ 
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              ៦.ចូរសរេសរចំនួនកំុផ�ិចខងេ្រកមជាទ្រមង់ព ិជគណ 

                      

1 3
2 2

j i= − +  

       1.
2

1 2

1
1

j jz
j j

− +
=

+ −
េយងបា

2

1 2

1 3 1 31
2 2 2 2

1 3 1 31
2 2 2 2

i i
z

i i

   
− − + + − +   
   =
   

+ − + − − +   
   

 

                                                

22

22

1 3 1 1 3 31 2
2 2 2 2 2 2

1 3 1 1 3 31 2
2 2 2 2 2 2

i i

i i

        − + − + − −      
        =
        − + − − − − −      
        

 

                                                 

1 3 1 3 31
2 2 4 2 4
1 3 1 3 31
2 2 4 2 2

i i

i i

− + + − −
= =

− + − − +

1 2 4 2 21
2 4 4 01 4 11 1
2 2

− −
− −

= =
−

− +
  ។ 

  
2.

3 2

2 2

1
1

j j jz
j j j

  − +
= +   + −   

េយងបា

2
3

2 2

1 3 1 31 31 2 2 2 22 2
1 3 1 3 1 31
2 2 2 2 2 2

i ii
z

i i i

     − + + − + + −     = +  
    − +  − + − − +      

  

                                   

223

2

1 3 1 1 3 33 3 2
2 2 2 2 2 22 2

1 3 1 3 1 1 3 322 2 2 2 2 2 2 2

i ii

i i i

 
         − + + − + − −      −            = +

        +    − + − − − − −              

 

                

2 33 2

2 33 2

3 3 3 3 3 3 1 3 1 3 33 3
2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 4

1 3 1 3 31 1 3 1 3 33 3 2 2 4 2 42 2 2 2 2 2

i i i i i

i ii i

            − + −           − + + − −             = +
            − + − − + + + +                      

 

                 

27 27 3 27 3 3
28 8 8 8

01 3 3 9 3 3
8 8 8 8

i i i

i i

− − + − = +  
 + − −

    24 3 24 3
1

i i−
= =

−
។ 

           ៧.គណន 
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               ក. 7
7

1 1 1 1
2 2

i i
i i i i
   − = − +   
   

 

                                   

2 21 1 1
2 2

i i
i i
 − + − +

= =  − 
 

                                    

21 1 1 1
2 2 2 2

i− −
= + = − = −  ។ 

               ខ. 9 10 11 12 13i i i i i+ + + + 4 1 4 2 4 3 4 0 4 1n n n n ni i i i i+ + + + += + + + +  

                                                 1 1i i i i= − − + + = ។ 

               ឃ.គណន 2 3 4 5, , ,i i i i និងទញរ 24i និង 25i  

                       
2 1i = −           3i i= −        4 1i =             5i i=  

               េគបាន៖  24 4 0 1ni i += =              25 4 1ni i i+= =   ។ 

         ង.គណនា 2 31 i i i+ + +   ទញរ 2013 2012 2011 2010i i i i+ + +  

                គណនា 2 31 i i i+ + +  

             េយងបាន៖ 1 1 0i i+ − − = ។ 

                 ទញរ 2013 2012 2011 2010i i i i+ + +  

                             
4 503 1 4 503 0 4 502 2 4 502 0i i i i× + × + × + × += + + +  

                              1 1 1 1i i= + − + = + ។ 

   ៨.កំណត់តៃម� x និង y េដម្បីឲ្យសមភាពនីមួយៗខងេ្រ 

                          ក. ( ) ( ) ( )2 3 3 7 4x yi xi y i i+ − = = +  

                              
22 3 3 7 4x yi xi y i i+ − − = +  

                             ( ) ( )2 3 3 4 7x y x y i i− − − = − +  

                              

2 3 4
3 7(2)

x y
x y
+ = −

− − =
 

                              

2 3 4
2 6 14
x y
x y
− = −

− + =  
                   េនាះេគបា3 10y = 10

3
y=> =  

                   យក 10
3

y = ជួសក�ុងសមីករ១) 

                       2 3 4x y− = −  
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102 3 4
3

x  − = − 
 

 

                       

302 4 2 10 4
3

x x− = − => − = − េនា 3x =  

                       ដូចេនះ 103;
3

x y= =  

                  ខ. ( )( )1 3x iy i i+ − = −  

                      
2 3x xi yi yi i− + − = −  

                       3x y xi yi i+ − + = −  

                       

3(1)
1(2)

x y
x y
+ =

− + = −
 

                េនាះេគបា2 2 1x x= => =  

               យក 1x = ជួសក�ុងសមីករ១) 

                   3x y+ = => េគបា1 3 2y y+ = => =  

                   ដូចេនះ 1; 2x y= =  

             គ. ( ) ( )1 2 1 2 1i x i y i− + + = +  

                  2 2 1x xi y yi i− + + = +  

                  2 2 1x y xi yi i+ − + = +  

                 

1(2)(1)
2 2 1(2)
x y

x y
+ =

− + =

2 2 2
2 2 1
x y
x y
+ =

=> − + =
េនាះេគបាន 34 3

4
y y= => =  

                            យក 3
4

y = ជួសក�ុងសមីករ១) 

                         េនាះេយងបា
3 11
4 4

x x+ = => =  

                              ដូចេនះ 1 3;
4 4

x y= =  

                 ឃ. 1 0
1 1
x iy i

i i
+ −

+ =
− +

 

                       

( )( ) ( )( )
( )( )
1 1 1
1 1

x yi i i i
i i

+ + + − −
− +

0=  

                        

2 2

2 2

1 0
1

x xi yi yi i i i
i

+ + + + − − +
=

−
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1 2 1 0
2

x xi yi y i+ + − + − −
=  

                           

2 0
2 2

x y x y i− + −
+ =  

                         

0
2

2 0
2

x y

x y

− =
 + − =


0
2

x y
x y
− =

=>  + =

(1)
2(2)

x y
x y

=
=>  + =

 

                      យក x y= ជួសក�ុងសមីករ១) 

                      េនាះេគបាន 2 2 1x y y y y+ = => + = => =  

                                  យក 1y = ជួសក�ុងសមីករ១) 

                                   នាំឲ្ 1x y= =  

                                           ដូចេនះ 1; 1x y= =  

                  ង. 3 2
5

i x yi
i

+
= +

+
 

                     ( )( )
( )( )
3 2 5i i

x yi
s i s i
+ −

= +
+ −

 

                       2 2

15 3 10 2
5 1
i i x yi− + −

= +
+

 

                        13 7
26

i x yi+
= +

13
26
7
26

x

y

 ==> 
 =


 

                   ដូចេនះ 13 7;
26 26

x y= =  

                                                     លំហត់អនុវត 

       ច. 2 14 8 2 1 0x xy i y+− − + + + =                                 ឆ. 13 2 2 0
9

x y iy x × − + − − = 
 

 

       ជ. 5 10
4 3 25 25
x iy i

i
+

= +
−

    ។ 

        ៩.កំណត់ចំនួនពត x េដម្បីឲ្យចំនួនកុំផ�ិចខងេ 

                  ក. ( )
2

3
1

2 3 2x xz x x i
x
− −

= + − +  

                  1.ជាចំនួនពិ 
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                         zជាចំនួនពិតកលណាែផ�កនិម�ិតេស�ស 

                         េយងបាន៖ 
2 2 0x x

x
− −

=  

                                            
2 2 0x x− − =  

                     េនាះេគបានត 0a b c− + =  

                                 
1 21, 2cx x

a
=> = − = − =   

                     ដូចេនះ 1 21, 2x x= − =   ។ 

                  2.ជាចំនួននិម�  

                          zជាចំនួននិម�ិតកលណាែផ�កពិតេស�ស 

                       េយងបាន៖ 3 3 2 0x x− + =  

                               ( )( )21 2 0x x x− + − =  

                                   

1
2

1 0 1(1)
2 0(2)

x x
x x
− = => =

 + − =
 

                                       
2 2 0x x+ − =  េនាះេគបានត 0a b c+ + =  

                                     2 31, 2x x=> = = −  

                      ដូចេនះ  1 2 31, 1, 2x x x= = = −  ។ 

                ខ. ( ) ( )2 3 2 2
2 22 4 log ( ) 1x xz x x i+ −= − + + −  

                    1.ជាចំនួនពិ 

                      េយងបាន៖ 
2 3 22 4 0x x+ − − =  

                                             
2 3 2 22 2x x+ − =  

                                         
2 3 2 2x x+ − =  

                                          
2 3 4 0x x+ − =  េនាះេគបានត 0a b c+ + =  

                                          1 21, 4x x=> = = −  

                            ដូចេនះ  1 21, 4x x= = −   ។ 

                      2.ជាចំនួននិម�ិ 

                          េគបាន៖ ( )2
2log 1 0x x+ − =  
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                                       ( )2
2 2log 1 log 1x x+ − =  

                                                  
2 1 1x x+ − =  

                                                 
2 2 0x x+ − =  េនាះេគបានត 0a b c+ + =  

                                              1 21, 2x x=> = = −   

                              ដូចេនះ  1 21, 2x x= = −  ។ 

               គ. ( )3 sin 1 sinz i x= − +  

                  1.ជាចំនួនពិ 

                     េយងបន៖  sin 1 0x − =  

                                           sin 1x =  

                         sin sin
2

x π
=

2
x π

=> =  

                    ដូចេនះ  
2

x π
=  ។ 

                 2.ជាចំនួននិម�ិ 

                     េយងបាន៖ sin 0x =  

                      sin sin 0 0x x= => =  

                ដូចេនះ  0x =   ។ 

             ឃ. ( )4 cos 1 cosz x i x= + +  

                       1.ជាចំនួនពិ 

                             េយងបាន៖ cos 1 0x + =  

                                                    cos 1x = −  

                                                   cos cosx π= x π=> =  

                                              ដូចេនះ  x π=   ។ 

                        2.ជាចំនួននិម�ិ 

                                 េយងបាន៖ cos 0x =  

                                                   cos cos
2

x π
=

2
x π

=> =    ដូចេនះ  
2

x π
=   ។ 
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           ១០.េគមាន 1 2z i= − និង 5 3w i= +  

                ក.បង �ញថw z w z+ = +  

                  េយងបាន៖ 5 3 1 2w z i i+ = + + −  

                                           6 (1)i= +  

                             េនា 6w z i+ = −  

                           េហយ 5 3 1 2w z i i+ = − + +  

                                             6 (2)i= −  

                                   តម១)និង(២)  

                    ដូចេនះ  េយងបាន៖w z w z+ = + ពិត។ 

                    ខ.បង �ញថ z w z w− = −  

                             េយងបាន៖ ( )1 2 5 3z w i i− = − − +  

                                                      1 2 5 3i i= − − −  

                                                       4 5i= − −  

                                          េនាះ z w− 4 5i= − +  

                                    េហយ ( )1 2 5 3z w i i− = + − −  

                                                      1 2 5 3i i= + − +  

                                                      4 5 (2)i= − +  

                                            តម១)និង(២) 

                          ដូចេនះ េយងបាន z w z w− = −  ពិត ។ 

                     គ.េគឲ្យ ( ) ( )1 1M i x i y= − + +  

                          កំណត់ x  និង y  េដម្បីឲ្ 2 3M z w i= − +  

                                   ( ) ( )1 1M i x i y= − + +  

                         ែត 1 2z i= −  និង 5 3w i= +  

                         េយងបាន ( ) ( ) ( )21 1 1 2 5 3 3i x i y i i i− + + = − − − +  

                                              1 4 4 5x xi y yi i− + + = − − −   
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                                             ( ) 8 4x y y x i i+ + − = − −  

                                               
8(1)
4(2)

x y
x y
+ = −

− + = −
 

                          េនាះេគបាន៖
122 12 6
2

y y= − => = − = −  

                             យក 6y = −  ជួសក�ុងសមីករ១) 

                                       េនាះេគន៖   6 8x − = −  

                                                                  2x = −            ដូចេនះ  2; 6x y= − = −  ។ 
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េមេរៀនទី១:       

ចំនួនកុំផ�ិចទ្រមង ព់ិជគណ ិ 

I. របូមន�សេង�ប 

 

 

 

16. េដះ្រសយសម 

1.      𝑖𝑥 − 3𝑦 = 2− 3𝑖(1)(× 2𝑖) 

        (1 + 𝑖)𝑥 + 2𝑖𝑦 = 5 − 𝑖(2)(× 3) 

     2𝑖2𝑥 − 6𝑖𝑦 = 4𝑖 − 6𝑖2 

(1 + 𝑖)3𝑥 + 6𝑖𝑦 = 15− 3𝑖 

      (1 + 3𝑖)𝑥 = 𝑖 + 21 

        𝑥 =
𝑖 + 21
1 + 3𝑖 

⇔ 𝑥 −
(𝑖 + 21)(1− 3𝑖)

12 − (3𝑖)2 =
𝑖 − 3𝑖2 + 21 − 63𝑖

1 + 9  

=
−62𝑖 + 24

10 = −
31
5 𝑖 +

12
5  

−𝑖 �−
31
5 𝑖 + 12�+ 3𝑦 = 2− 3𝑖 

−
31
5 +

12
5 𝑖 + 3𝑦 = 2 − 3𝑖 

+3𝑦 = 2 − 3𝑖 −
31
5 −

12
5 𝑖 

15𝑦 = 10 − 15𝑖 − 31− 12𝑖 

𝑦 = −
9
5 𝑖 −

7
5 

 

ដូចេនះ  𝑥 = − 3
5
𝑖 + 12

5
;𝑦 = − 9

5
𝑖 − 7

5
 

𝒛 = 𝒂+ 𝒃𝒃 

𝒊𝟒𝟒 = 𝟏, 𝒊𝟒𝟒+𝟏 = 𝒊, 𝒊𝟒𝟒+𝟐 = −𝟏, 𝒊𝟒𝟒+𝟑 = −𝒊 
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14. រកចំនួនែត a, b, c េដម្បឪ្2 − 𝑖 ជាឬសៃនសមីក𝑥2 − 𝑎𝑥 − 𝑏 = 0  

𝑥2 − 𝑎𝑥 − 𝑏 = 0 

េដម្បឪ្2 − 𝑖 ជាឬសៃនសមីក𝑥2 − 𝑎𝑥 − 𝑏 = 0 លុះ្រត 

(2 − 𝑖)− 𝑎(2− 𝑖)− 𝑏 = 0 

4 − 4𝑖 + 𝑖2 − 2𝑎 + 𝑎𝑖 − 𝑏 = 0 

−4𝑖 + 𝑎𝑖 − 2𝑎 − 𝑏 + 3 = 0 

−4 + 𝑎 = 0 ⇒ 𝑎 = 4 

−2𝑎 − 𝑏 + 3 = 0 ⇒ 𝑎 = 5 

ដូចេនះ 𝑎 = 4,𝑏 = 5 

15. រកអនុគមនដឺ៍េ្រកទ២ 𝑓(𝑧) = 𝑧2 + 𝑎𝑧 + 𝑏 ែដល𝑎,𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅េបេគដឹងថ𝑓(−1 − 2𝑖) = 0 

𝑓(𝑧) = 𝑧2 + 𝑎𝑧 + 𝑏 

𝑓(−1 − 2𝑖) = 0 

⇔ (−1 − 2𝑖)2 + 𝑎(−1 − 2𝑖) + 𝑏 = 0 

1 + 4𝑖 + 4𝑖2 − 𝑎 − 2𝑎𝑖 + 𝑏 = 0 

4𝑖 − 2𝑎𝑖 − 𝑎 + 𝑏 − 3 = 0 

 4 − 2𝑎 = 0 ⇒ 𝑎 = 2 

 −𝑎 + 𝑏 − 3 = 0 ⇒ 𝑏 = 5 

ដូនេនះ𝑓(𝑧) = 𝑧2 + 2𝑧 + 5   

 

13.  េដះ្រសយសមីករកុំ 

9,𝑥2 − (3− 𝑖)𝑥 + 4 = 0 

∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 

= (3 − 𝑖) − 4 × 4 

= 𝑎 − 6𝑖 + 𝑖2 − 16 = −6𝑖 − 8 

√∆= √−6𝑖 − 8 = �(−3 + 𝑖)2 = �(3 + 𝑖)2𝑖2 
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= (3 + 𝑖)𝑖 = 3𝑖 − 1 

𝑥1 =
−𝑏 − √∆

2𝑎 = −
(3 − 𝑖)− (3𝑖 − 1)

2  

=
−3 + 𝑖 − 3𝑖 + 1

2 =
−2𝑖 − 2

2 = −(𝑖 + 1) 

𝑥2 =
−𝑏 − √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎 =
−(3− 𝑖)2 + 3𝑖 − 1

2 =
−3 + 𝑖 + 3𝑖 − 1

2  

= 4𝑖−4
2
− 2𝑖 − 2 

ដូចេនះ 𝑥1 = −(𝑖 + 1),𝑥22𝑖 − 2 

14. 𝑧2 = 1 − 2𝑖√2 

(42 − 1)2 = �−2𝑖√2�
2
េលកអង�ទំងសងខ 

𝑧4 = 2𝑧2 + 1 

= 4𝑖2�22 

𝑧4 − 2𝑧2 + 1 + 8 = 0 

𝑧4 − 2𝑧2 + 9 = 0 

∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 

= 22 − 4 × 9 

= 4 − 36 = −32 

√∆= √32𝑖 

= �(4 + 4𝑖)2 

= 4 + 4𝑖 

𝑡1 =
−𝑏 − √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎 =
2 − 4− 4𝑖

2  

 

=
4𝑖 − 2

2 = −2𝑖 − 1 

𝑡2 =
−𝑏 + √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎 =
2 + 4 + 4𝑖

2  
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= 2𝑖 − 3 

ដូចេនះ  𝑧1 = 2𝑖 − 1, 𝑧2 = 2𝑖 + 3 

 

15. 𝑧2 + 2𝑧 + 1 + 2𝑖 = 0 

∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 

= 22 − 4 × (1 + 2𝑖) 

= 4 − 4− 8𝑖 

√∆= √−8𝑖 + 8 = �(2− 2𝑖)2 

𝑧1 =
−𝑏 − √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎 =
−2− (2− 2𝑖)

2  

=
2𝑖 − 4

2 = 𝑖 − 2 

𝑧2 =
−𝑏 + √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎 =
−2 + 2 − 2𝑖

2  

= −2𝑖
2

= −𝑖 

ដូចេនះ  𝑧1 = 𝑖 − 2, 𝑧1 = −𝑖 

 

17. 𝑧4 + 10𝑧2 + 169 = 0 

ត 𝑡 = 𝑧2 

⇒ 𝑡2 + 10𝑡 + 169 = 0 

∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 

= (10)2 − 4(169) = 100− 676 

√∆= √576𝑖 = �(288− 288𝑖)2 

= 288 + 288𝑖 

𝑡1 =
−𝑏 − √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎 =
−10− 288− 288𝑖

2  
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=
288𝑖 − 298

2  

= 144𝑖 − 149 

𝑡2 =
−𝑏 + √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎 =
−10 + 288 + 288𝑖

2  

𝑡2 = 288𝑖−278
2

= 144𝑖 + 139 

ដូចេនះ    𝑧1 = √−144𝑖 − 149,𝑧2 = √144𝑖 − 139 

 

12. (1 + 𝑖)𝑧2 + 𝑧 + 11𝑖 = 0 

∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 

= 12 − 11(1 + 𝑖) 

= 1 − 11− 𝑖 = −𝑖 − 10 

√∆= �−(𝑖 − 10) 

= ��
1
√2

+
1
√2

𝑖�
2

 

= �
1
√2

+
1
2 𝑖� 𝑖 

=
√2
2 𝑖 −

√2
2  

𝑧1 =
−1 − √2

2 𝑖 + √2
2

2  

=
−√2𝑖 − 2 + √2

4  

𝑧2 =
−1 + √2

2 𝑖 − √2
2

2  

=
√2𝑖 − 2 − √2

2  

ដូចេនះ𝑧1 = √2𝑖−2√2
4

, 𝑧2 = √2𝑖−2−√2
4
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16. េដះ្រសយសម 

  𝑖𝑥 − 3𝑦 = 2 − 3𝑖(1) × (2𝑖) 

 (1 + 𝑖)𝑥 + 2𝑖𝑦 = 5− 𝑖(2) × (3) 

 2𝑖2 − 6𝑖𝑦 = 4𝑖 − 6𝑖2 

 (1 + 𝑖)3𝑥 + 6𝑖𝑦 = 15 − 3𝑖 

 (1 + 3𝑖)𝑥 = 𝑖 + 21 

 𝑥 = 𝑖+21
1+3𝑖

 

 ⇔ 𝑥 = (𝑖+21)(1−3𝑖)
12−(3𝑖)2

= 𝑖−3𝑖2+21−63𝑖
1+9

 

 = −62𝑖+24
10

= −31
5
𝑖 + 12

5
 

ជួសក�ុង(1): េគបា 

 𝑖 �− 31
5
𝑖 + 12

5
� + 3𝑦 = 2 − 3𝑖 

 31
5

+ 12
5
𝑖 + 3𝑦 = 2− 3𝑖 

 3𝑦 = 2 − 3𝑖 − 31
5
− 12

5
𝑖 

 15𝑦 = 10 − 15𝑖 − 31− 12𝑖 

 𝑦 = − 9
5
𝑖 − 7

5
 

 ដូចេនះ  𝑥 = − 31
5
𝑖 + 12

5
,𝑦 = − 9

5
𝑖 − 7

5
 

 

 (3 − 𝑖)𝑥 + (4 + 2𝑖)𝑦 = 2 + 6𝑖 (1) 

 (4 + 2𝑖)𝑥 − (2 + 3𝑖)𝑦 = 5 + 4𝑖 (2) 

 (3 − 𝑖)𝑥 + (4 + 2𝑖)𝑦 = 2 + 6𝑖 

 (4 + 2𝑖)𝑥 − (2 + 3𝑖)𝑦 = 5 + 4𝑖 

 7𝑥 + 2𝑥 + 2𝑦 − 𝑦𝑖 = 7 + 10𝑖 



CUS-SR  ្រក�មទ៣ 

១.ខត់ េអឿត២.តន់ បូរនិ ៣.វង្ស រស�ី៤.សប វណ�េដៀង  ៥. ែរម៉  រដំួល  ទំព័រទី 22 

 7𝑥 + 2𝑦 + (𝑥 − 𝑦)𝑖 = 7 + 10𝑖 

 7𝑥 + 2𝑦 = 7 (1) 

 𝑥 − 𝑦 = 10   (2) ⇒ 𝑥 = 𝑦 + 10 

 7(𝑦 + 10) + 2𝑦 = 7 

 7𝑦 + 70 + 2𝑦 = 7 

 9𝑦 = −63 ⇒ 𝑦 = −7ជួស(2) 

 ⇒ 𝑥 = −7 + 10 = 3 

 ដូចេនះ 𝑥 = 3 ,𝑦 = −7 

 

 (2 + 𝑖)𝑥 + (4 + 2𝑖)𝑦 = 6 

 (3 + 2𝑖)𝑥 + (3− 2𝑖)𝑦 = 8 

 2𝑥 + 𝑖𝑥 + 4𝑦 + 2𝑦𝑖 = 6 

 3𝑥 + 2𝑖𝑥 + 3𝑦 − 2𝑦𝑖 = 8 

5𝑥 + 3𝑖𝑥 + 7𝑦 = 14 

 5𝑥 + 7𝑦 = 14 (1) 

 3𝑥 = 0 (2)  ⇒ 𝑥 = 0  ជួសក�ុង(1) 

េគបា 5 × 0 + 7𝑦 = 14 ⇒ 𝑦 = 2 

ដូចេនះ  𝑥 = 0,𝑦 = 2 

    លំហត់អនុវត 

១៦.េដះ្រសយរ្បព័ន�សមីករC ខងេ្រ 

 (𝟐 − 𝒃)𝒙 + 𝟕𝒚 = 𝟏 + 𝟐𝒃  𝒙𝟐𝒚 + 𝒙𝒚𝟐 = 𝟔 

 (𝟏 − 𝒃)𝒙� − 𝒃𝒚� = 𝟒 − 𝒃   𝒙𝟑 + 𝒚𝟑 = 𝟗 

  

13.េដះ្រសយសមីករខងេ្រកមក�ុងសំណុំចំនួន C៖ 

1. 𝑥2 + 2𝑥 + 2 = 0 
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∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 4 − 4 × 2 
   = 4 − 8 = −4 < 0 
 √∆𝑖 = √4𝑖 = 2𝑖 

 𝑥1 =
−𝑏 + √𝑏2 − 4𝑎𝑐𝑖

2𝑎 =
−2 + 2𝑖

2 = −1 + 𝑖 

𝑥2 =
−𝑏 − √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎 =
−2− 2𝑖

2 = −1− 𝑖 

 

ដូចេនះ𝑥1 = −1 + 𝑖,𝑥2 = −1 − 𝑖   
 

2. (𝑡 + 1)2 + 8 = 0 
 𝑡2 + 2𝑡 + 1 + 8 = 0 
𝑡2 + 2𝑡 + 9 = 0 
∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 4 − 36 
= −32 < 0 
√∆𝑖 = √32𝑖 = 4𝑖√2 

𝑡1 =
−𝑏 + √𝑏2 − 4𝑎𝑐𝑖

2𝑎 =
−2 + 4𝑖√2

2 = −1 + 2𝑖√2 

𝑡2 =
−𝑏 − √𝑏2 − 4𝑎𝑐𝑖

2𝑎 =
−2 − 4𝑖√2

2 = −1 − 2𝑖√2 

 

ដូចេនះ 𝑡1 = −1− 2𝑖√2, 𝑡2 = −1 − 2𝑖√2 
 

5.  𝑧𝑧̅ + (1 + 3𝑖) + 𝑧̅
2+𝑖

= 19 + 5𝑖 
ត  𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 ⇒ 𝑧̅ = 𝑎 − 𝑏𝑖 

េគបា  (𝑎 + 𝑏𝑖)(𝑎 − 𝑏𝑖)(1 + 3𝑖) +
(𝑎 − 𝑏𝑖)

2 + 𝑖 = 19 + 5𝑖 

 𝑎2 − (𝑏𝑖)2 + 3𝑖 + 1 + (𝑎−𝑏𝑖)(2−𝑖)
(2+𝑖)(2−𝑖)

= 19 + 5𝑖 

𝑎2 + 𝑏2 + 1 + 3𝑖 +
2𝑎 − 𝑎𝑖 − 2𝑏𝑖 + 𝑏𝑖2

22 − 𝑖2 = 19 + 5𝑖 

𝑎2 + 𝑏2 + 1 + 3𝑖 +
(2𝑎 − 𝑏) − 𝑖(𝑎 + 2𝑏)

5 = 19 + 5𝑖 
5𝑎2 + 5𝑏2 + 5 + 15𝑖 + (2𝑎 − 𝑏) − 𝑖(𝑎 + 2𝑏) = 95 + 25𝑖 
 5𝑎2 + 5𝑏2 + 2𝑎 − 𝑏 + 5 = 95 (1) 
 15 − 𝑎 − 2𝑏 = 25  (2) ⇒ −𝑎 = 10 + 2𝑏 ⇒ 𝑎 = 2𝑏 − 10ជួស(1) 
 5(2𝑏 − 10)2 + 5𝑏2 + 2(−2𝑏 − 10) + 5 = 95 
 5(4𝑏2 − 40𝑏 + 100) + 5𝑏2 − 4𝑏 − 20 + 5 = 95 
20𝑏2 − 200𝑏 + 500 + 𝑏 − 15 = 95 
20𝑏2 − 204𝑏 + 390 = 0 
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∆′= 𝑏′2 − 𝑎𝑐 = (−104)220 × 390 
= 10816− 9750 = 1066 
 √∆′= √1066 

 𝑏1 =
−𝑏 + √𝑏′2 − 𝑎𝑐

𝑎 =
−104 + √1066

25  

 𝑏2 =
−𝑏 − √𝑏′2 − 𝑎𝑐

𝑎 =
−104− √1066

25  

េប  𝑏1 =
−104 + √1066

25 េនា 𝑎1 = −2�
−104 + √1066

25 � − 10 

 

=
208− 2√1066− 250

250 =
−42− 2√1066

25  

េប  𝑏2 =
−104 − √1066

25 េនា 𝑎2 = −2�
−104− √1066

25 � − 10 

=
208 + 2√1066− 250

250 =
−42 + 2√1066

25  

 

𝑏1 =
−42 − 2√1066

25 +
𝑖(−104 + �1066)

25  , 𝑏2 =
−42 + 2√1066

25 +
𝑖(−104− �1066)

25  
  
 

 6. 𝑖𝑧 + 2𝑧̅ = 𝑖 − 1 

ត 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 ⇒ 𝑧̅ = 𝑎 − 𝑏𝑖 
េគបា  𝑖(𝑎 + 𝑏𝑖) + 2(𝑎 − 𝑏𝑖) = 𝑖 − 1 
𝑎𝑖 + 𝑏𝑖2 + 2𝑎 − 2𝑏𝑖 = 𝑖 − 1 
(2𝑎 − 𝑏) + (𝑎 − 2𝑏)𝑖 = 𝑖 − 1 
 2𝑎 − 𝑏 = −1 (1) 
 𝑎 − 2𝑏 = 1 (2) × (−2) 
 2𝑎 − 𝑏 = −1 
 −2𝑎 + 4𝑏 = −2 

 2𝑏 = −1 ⇒ 𝑏 = −
1
2 ជួសក�ុង(2) 

េគបា𝑎 − 2 �−
1
2� = 1 

𝑎 + 1 = 1 ⇒ 𝑎 = 0 
 ដូចេនះ𝑧 = − 1

2
𝑖 
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     លហំត់អនុវត 

13.េដះ្រសយសមីករខងេ្រកមក�ុងសំណុំចំនួន C៖ 

16. 𝒛𝟑 + 𝟏
𝟐
𝒛𝟐 + 𝟏

𝟐
𝒛 − 𝟏

𝟐
= 𝟎 

18. 𝒆𝒃𝒙 + 𝒆𝒃𝒚 + 𝒆𝒃𝒛 = 𝟎 

19. log5|𝑧| + 𝑧+𝑖𝑧
7

= 3 + 𝑖 

20. �𝑖𝑧+3
𝑧−2𝑖

�
2
− 3 �𝑖𝑧+3

𝑧−2𝑖
� − 4 = 0 
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ជំពូកទី២ ចំនួនកុំផ�ិច្រតីេកណម 
 
I. របូមន�សេង�ប   

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
II. ដំេណាះ្រសយលំហត់អនុវ 

 ១. េគមានច នំួនកុ ផំ�ិច𝑧1 = 2 − 3𝑖   ,   𝑧2 = −2 + 𝑖 

  ក. គណនា|𝑧1| , |𝑧1� | , |𝑧2|2 , 𝑧2. 𝑧2� , |𝑧1. 𝑧2| និង |𝑧1|. |𝑧2|  

 ចេម�ីយ ៖ 

  ក. គណនា|𝑧1| , |𝑧1� | , |𝑧2|2 , 𝑧2. 𝑧2� , |𝑧1. 𝑧2| និង |𝑧1|. |𝑧2|  

   េដ   𝑧1 = 2− 3𝑖  ,   𝑧2 = −2 + 𝑖  

   េនា    |𝑧1|           = �(2)2 + (−3)2 = √13 

    |𝑧1� |           = �(−2)2 + (3)2 = √13 

    |𝑧2|2         = ��(−2)2 + (1)2�
2

= �√5�
2

= 5 
  𝑧2. 𝑧2�        = (−2 + 𝑖)(2− 𝑖) 
    = −4 + 2𝑖 + 2𝑖 + 1 
    = −3 + 4𝑖 
    |𝑧1.𝑧2|     = (2 + 3𝑖)(−2 + 𝑖) 
      = −4 + 2𝑖 + 6𝑖 + 3 
      = −1 + 8𝑖 
      = �(−1)2 + 82 
      = √13 
    |𝑧1|. |𝑧2|  = √13 × √5 = √65 
 ២. គណនាម៉ ឌូុលច នំួនកុ ផំ�ិចខងេ្រក 
  ក. 𝑧 = −2015 
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  ខ. 𝑧 = 2𝑖(3 + 𝑖)(1 + 𝑖) 

  គ. 𝑧 = �1+𝑖
2+𝑖
�
4
 

 ចេម�ីយ ៖ 
  ក. 𝑧 = −2015 
   តមរូបមន�  𝑟 = √𝑎2 + 𝑏2 

        = �(−2015)2 
  ដូចេនះ 𝑟 = �(−2015)2 

  ខ. 𝑧 = 2𝑖(3 + 𝑖)(1 + 𝑖) 
        𝑧 = −8 + 4𝑖 
   តមរូបមន�  𝑟 = √𝑎2 + 𝑏2 

        = �(−8)2 + 42 
        = √80 
        = 4√5 
  ដូចេនះ 𝑟 = 4√5 

  គ. 𝑧 = �1+𝑖
2+𝑖
�
4
 

        𝑧 = (3 + 𝑖)4 
   តមរូបមន�  𝑟 = √𝑎2 + 𝑏2 

        = �(3)2 + 12 
        = �√10�

4
 

        = 102 
        = 100 
  ដូចេនះ 𝑟 = 100 
 ៣. រកម៉ូឌុល និងអគុយម៉ង់ៃនចំ នួនកុ ផំ�ិចខងេ្រក 

  ក.  𝑧 = −6𝑖  

  ខ.  𝑧 = (1+𝑖)13

(1−𝑖)7
 

  គ.  𝑧 = �√3− 𝑖�
100 

  ឃ. 𝑧 = �1
2
− √3

2
�
210

 

  ង.  𝑧 = −2 �cos 𝜋
3
− 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜋

3
� 

 ចេម�ីយ ៖ 
  ក.  𝑧 = −6𝑖 
     = 0 − 6𝑖 
     = 6(0− 𝑖) 
        𝑧 = 6 �cos 3𝜋

2
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 3𝜋

2
� 

  ដូចេនះ    ម៉ូឌុល       = 6 

             អគុយម៉ង = 3𝜋
2

 

  ខ.  𝑧 = (1+𝑖)13

(1−𝑖)7
 

     =
�√2�√22 +𝑖

√2
2 ��

13

�√2�√22 −𝑖
√2
2 ��

7  
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     =
�√2�

13�cos𝜋4+𝑖𝑠𝑖𝑛
𝜋
4�

13

�√2�
7�cos7𝜋4 −𝑖𝑠𝑖𝑛

7𝜋
4 �

7 

     = (2)6(cos 9𝜋 − 𝑖𝑠𝑖𝑛9𝜋) 
        𝑧 = 64(cos 9𝜋 − 𝑖𝑠𝑖𝑛9𝜋) 
  ដូចេនះ    ម៉ូឌុល       = 64 

              អគុយម៉ង = 9𝜋 

  គ.  𝑧 = �√3− 𝑖�
100

 

     = �2 �√3
2
− 𝑖 1

2
��
100

 
     = 2100 �cos 1100𝜋

6
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 1100𝜋

6
� 

  ដូចេនះ    ម៉ូឌុល       = 2100 

              អគុយម៉ង = 1100𝜋
6

 

  ឃ. 𝑧 = �1
2
− √3

2
�
210

 

      = �cos 𝜋
3
− 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜋

3
�
210

  
     = (cos 70𝜋 − 𝑖𝑠𝑖𝑛70𝜋)  
  ដូចេនះ    ម៉ូឌុល       = 1 

              អគុយម៉ង = 70𝜋 

  ង.  𝑧 = −2 �cos 𝜋
3
− 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜋

3
� 

  ដូចេនះ    ម៉ូឌុល       = −2 

              អគុយម៉ង = 𝜋
3
 

 ៤. សរេសរចំនួនកុំផ�ិចខងេ្រជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រត (ទ្រមង់៖ 

  ក.  𝑧 = 1 + 𝑖√3 

  ខ.  𝑧 = √3 + 3𝑖 

  គ.  𝑧 = 4
1+𝑖√3

 

  ឃ. 𝑧 = 1− 𝑖 

  ង.  𝑧 = −2 

  ច.  𝑧 = 2 − 2√3𝑖 

 ចេម�ីយ ៖ 

  ក. 𝑧 = 1 + 𝑖√3 

     = 2 �1
2

+ 𝑖 √3
2
� 

     = 2 �𝑐𝑜𝑠 𝜋
3

+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜋
3
� 

  ដូចេនះ 𝑧 = 2 �𝑐𝑜𝑠 𝜋
3

+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜋
3
�  

  ខ. 𝑧 = √3 + 3𝑖 

     = 2√3 �1
2

+ 𝑖 √3
2
� 

     = 2√3 �𝑐𝑜𝑠 𝜋
3

+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜋
3
� 

  ដូចេនះ 𝑧 = 2√3 �𝑐𝑜𝑠 𝜋
3

+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜋
3
�  

  គ. 𝑧 = 4
1+𝑖√3
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     = 4�1−𝑖√3�
4

 
     = 1 − 𝑖√3 
     = 2 �1

2
− 𝑖 √3

2
� 

     = 2 �𝑐𝑜𝑠 5𝜋
3

+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 5𝜋
3
� 

  ដូចេនះ 𝑧 = 2 �𝑐𝑜𝑠 5𝜋
3

+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 5𝜋
3
� 

  ឃ. 𝑧 = 1− 𝑖 

      = √2 � 1
√2
− 𝑖 1

√2
� 

      = √2 �√2
2
− 𝑖 √2

2
� 

      = √2 �𝑐𝑜𝑠 �− 𝜋
4
�+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 �− 𝜋

4
�� 

  ដូចេនះ 𝑧 = √2 �𝑐𝑜𝑠 �−𝜋
4
� + 𝑖𝑠𝑖𝑛 �−𝜋

4
�� 

  ង.  𝑧 = −2 
      = 2(−1 + 0𝑖) 
      = 2(𝑐𝑜𝑠𝜋 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜋) 
  ដូចេនះ 𝑧 = 2(𝑐𝑜𝑠𝜋 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜋) 

  ច.  𝑧 = 2 − 2√3𝑖 

     = 4 �1
2
− 𝑖 √3

2
� 

     = 4 �𝑐𝑜𝑠 �− 𝜋
3
�+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 �− 𝜋

3
�� 

  ដូចេនះ 𝑧 = 4 �𝑐𝑜𝑠 �−𝜋
3
� + 𝑖𝑠𝑖𝑛 �−𝜋

3
�� 

 
 ៥. បែម�ងចំនួនកុំផ�ិចខងេ្រ ជាទ្រមង់ប៉ូែលរ 

  ក. 𝑧 = 2 �𝑠𝑖𝑛 𝜋
7

+ 𝑖𝑐𝑜𝑠 𝜋
7
� 

  ខ. 𝑧 = √2 �𝑠𝑖𝑛 𝜋
4

+ 𝑖𝑐𝑜𝑠 𝜋
4
� 

  គ. 𝑧 = 𝑖𝑐𝑜𝑠 𝜋
3

+ 𝑠𝑖𝑛 𝜋
3

 

  ឃ. 𝑧 = 2𝑖 �𝑠𝑖𝑛 𝜋
3

+ 𝑖𝑐𝑜𝑠 𝜋
3
� 

  ង. 𝑧 = �1 + 𝑖√3�(1 + 𝑖)(cos 𝑥 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝑥) 

 ចេម�ីយ ៖ 
  ក. 𝑧 = 2 �𝑠𝑖𝑛 𝜋

7
+ 𝑖𝑐𝑜𝑠 𝜋

7
� 

    = 2 �𝑐𝑜𝑠 �𝜋
2
− 𝜋

7
�+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 �𝜋

2
− 𝜋

7
�� 

    = 2 �𝑐𝑜𝑠 �7𝜋−2𝜋
14

�+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 �7𝜋−2𝜋
14

�� 

    = 2 �𝑐𝑜𝑠 5𝜋
14

+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 5𝜋
14
� 

  ដូចេនះ 𝑧 = 2 �𝑐𝑜𝑠 5𝜋
14

+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 5𝜋
14
� 

  ខ. 𝑧 = −√2 �𝑠𝑖𝑛 𝜋
4

+ 𝑖𝑐𝑜𝑠 𝜋
4
�  

    = −√2 �𝑐𝑜𝑠 �𝜋
2
− 𝜋

4
� + 𝑖𝑠𝑖𝑛 �𝜋

2
− 𝜋

4
�� 

    = −√2 �𝑐𝑜𝑠 �4𝜋−2𝜋
8

�+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 �4𝜋−2𝜋
8

�� 
    = −√2 �𝑐𝑜𝑠 𝜋

4
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜋

4
� 

  ដូចេនះ 𝑧 = −√2 �𝑐𝑜𝑠 𝜋
4

+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜋
4
� 

  គ. 𝑧 = 𝑖𝑐𝑜𝑠 𝜋
3

+ 𝑠𝑖𝑛 𝜋
3
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    = �𝑐𝑜𝑠 �𝜋
2
− 𝜋

3
�+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 �𝜋

2
− 𝜋

3
�� 

    = �𝑐𝑜𝑠 �3𝜋−2𝜋
6

�+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 �3𝜋−2𝜋
6

�� 

    = �𝑐𝑜𝑠 𝜋
6

+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜋
6
� 

  ដូចេនះ 𝑧 = �𝑐𝑜𝑠 𝜋
6

+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜋
6
� 

  ឃ. 𝑧 = 2𝑖 �𝑠𝑖𝑛 𝜋
3

+ 𝑖𝑐𝑜𝑠 𝜋
3
� 

     = 2 �𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜋
3

+ (𝑖)2𝑐𝑜𝑠 𝜋
3
�      , 𝑖2 = 1 

     = 2 �−𝑐𝑜𝑠 𝜋
3

+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜋
3
� 

      = 2 �𝑐𝑜𝑠 �𝜋
2
− 𝜋

3
�+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 �𝜋

2
− 𝜋

3
�� 

      = 2 �𝑐𝑜𝑠 𝜋
6

+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜋
6
� 

  ដូចេនះ 𝑧 = 2 �𝑐𝑜𝑠 𝜋
6

+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜋
6
� 

  ង. 𝑧 = �1 + 𝑖√3�(1 + 𝑖)(cos 𝑥 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝑥) 

    = 2 �𝑐𝑜𝑠 𝜋
3

+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜋
3
� �√2 �𝑐𝑜𝑠 𝜋

4
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜋

4
� (𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝑥)� 

    = 2√2 �𝑐𝑜𝑠 𝜋
3

+ 𝜋
4
�+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 �𝜋

3
+ 𝜋

4
� (𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝑥) 

    = 2√2 �𝑐𝑜𝑠 7𝜋
12

+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 7𝜋
12
� (𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝑥) 

   = 2√2 �𝑐𝑜𝑠 �7𝜋
12

+ 𝑥� + 𝑖𝑠𝑖𝑛 �7𝜋
12

+ 𝑥�� 
  ដូចេនះ 𝑧 = 2√2 �𝑐𝑜𝑠 �7𝜋

12
+ 𝑥� + 𝑖𝑠𝑖𝑛 �7𝜋

12
+ 𝑥�� 
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              ៦.ចូរសរេសរចំនួនកំុផ�ិចខងេ្រកមជាទ្រមង់ព ិជគណ 

                      

1 3
2 2

j i= − +  

       1.
2

1 2

1
1

j jz
j j

− +
=

+ −
េយងបា

2

1 2

1 3 1 31
2 2 2 2

1 3 1 31
2 2 2 2

i i
z

i i

   
− − + + − +   
   =
   

+ − + − − +   
   

 

                                                

22

22

1 3 1 1 3 31 2
2 2 2 2 2 2

1 3 1 1 3 31 2
2 2 2 2 2 2

i i

i i

        − + − + − −      
        =
        − + − − − − −      
        

 

                                                 

1 3 1 3 31
2 2 4 2 4
1 3 1 3 31
2 2 4 2 2

i i

i i

− + + − −
= =

− + − − +

1 2 4 2 21
2 4 4 01 4 11 1
2 2

− −
− −

= =
−

− +
  ។ 

  
2.

3 2

2 2

1
1

j j jz
j j j

  − +
= +   + −   

េយងបា

2
3

2 2

1 3 1 31 31 2 2 2 22 2
1 3 1 3 1 31
2 2 2 2 2 2

i ii
z

i i i

     − + + − + + −     = +  
    − +  − + − − +      

  

                                   

223

2

1 3 1 1 3 33 3 2
2 2 2 2 2 22 2

1 3 1 3 1 1 3 322 2 2 2 2 2 2 2

i ii

i i i

 
         − + + − + − −      −            = +

        +    − + − − − − −              

 

                

2 33 2

2 33 2

3 3 3 3 3 3 1 3 1 3 33 3
2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 4

1 3 1 3 31 1 3 1 3 33 3 2 2 4 2 42 2 2 2 2 2

i i i i i

i ii i

            − + −           − + + − −             = +
            − + − − + + + +                      

 

                 

27 27 3 27 3 3
28 8 8 8

01 3 3 9 3 3
8 8 8 8

i i i

i i

− − + − = +  
 + − −

    24 3 24 3
1

i i−
= =

−
។ 

           ៧.គណន 
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               ក. 7
7

1 1 1 1
2 2

i i
i i i i
   − = − +   
   

 

                                   

2 21 1 1
2 2

i i
i i
 − + − +

= =  − 
 

                                    

21 1 1 1
2 2 2 2

i− −
= + = − = −  ។ 

               ខ. 9 10 11 12 13i i i i i+ + + + 4 1 4 2 4 3 4 0 4 1n n n n ni i i i i+ + + + += + + + +  

                                                 1 1i i i i= − − + + = ។ 

               ឃ.គណន 2 3 4 5, , ,i i i i និងទញរ 24i និង 25i  

                       
2 1i = −           3i i= −        4 1i =             5i i=  

               េគបាន៖  24 4 0 1ni i += =              25 4 1ni i i+= =   ។ 

         ង.គណនា 2 31 i i i+ + +   ទញរ 2013 2012 2011 2010i i i i+ + +  

                គណនា 2 31 i i i+ + +  

             េយងបាន៖ 1 1 0i i+ − − = ។ 

                 ទញរ 2013 2012 2011 2010i i i i+ + +  

                             
4 503 1 4 503 0 4 502 2 4 502 0i i i i× + × + × + × += + + +  

                              1 1 1 1i i= + − + = + ។ 

   ៨.កំណត់តៃម� x និង y េដម្បីឲ្យសមភាពនីមួយៗខងេ្រ 

                          ក. ( ) ( ) ( )2 3 3 7 4x yi xi y i i+ − = = +  

                              
22 3 3 7 4x yi xi y i i+ − − = +  

                             ( ) ( )2 3 3 4 7x y x y i i− − − = − +  

                              

2 3 4
3 7(2)

x y
x y
+ = −

− − =
 

                              

2 3 4
2 6 14
x y
x y
− = −

− + =  
                   េនាះេគបា3 10y = 10

3
y=> =  

                   យក 10
3

y = ជួសក�ុងសមីករ១) 

                       2 3 4x y− = −  
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102 3 4
3

x  − = − 
 

 

                       

302 4 2 10 4
3

x x− = − => − = − េនា 3x =  

                       ដូចេនះ 103;
3

x y= =  

                  ខ. ( )( )1 3x iy i i+ − = −  

                      
2 3x xi yi yi i− + − = −  

                       3x y xi yi i+ − + = −  

                       

3(1)
1(2)

x y
x y
+ =

− + = −
 

                េនាះេគបា2 2 1x x= => =  

               យក 1x = ជួសក�ុងសមីករ១) 

                   3x y+ = => េគបា1 3 2y y+ = => =  

                   ដូចេនះ 1; 2x y= =  

             គ. ( ) ( )1 2 1 2 1i x i y i− + + = +  

                  2 2 1x xi y yi i− + + = +  

                  2 2 1x y xi yi i+ − + = +  

                 

1(2)(1)
2 2 1(2)
x y

x y
+ =

− + =

2 2 2
2 2 1
x y
x y
+ =

=> − + =
េនាះេគបាន 34 3

4
y y= => =  

                            យក 3
4

y = ជួសក�ុងសមីករ១) 

                         េនាះេយងបា
3 11
4 4

x x+ = => =  

                              ដូចេនះ 1 3;
4 4

x y= =  

                 ឃ. 1 0
1 1
x iy i

i i
+ −

+ =
− +

 

                       

( )( ) ( )( )
( )( )
1 1 1
1 1

x yi i i i
i i

+ + + − −
− +

0=  

                        

2 2

2 2

1 0
1

x xi yi yi i i i
i

+ + + + − − +
=

−
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1 2 1 0
2

x xi yi y i+ + − + − −
=  

                           

2 0
2 2

x y x y i− + −
+ =  

                         

0
2

2 0
2

x y

x y

− =
 + − =


0
2

x y
x y
− =

=>  + =

(1)
2(2)

x y
x y

=
=>  + =

 

                      យក x y= ជួសក�ុងសមីករ១) 

                      េនាះេគបាន 2 2 1x y y y y+ = => + = => =  

                                  យក 1y = ជួសក�ុងសមីករ១) 

                                   នាំឲ្ 1x y= =  

                                           ដូចេនះ 1; 1x y= =  

                  ង. 3 2
5

i x yi
i

+
= +

+
 

                     ( )( )
( )( )
3 2 5i i

x yi
s i s i
+ −

= +
+ −

 

                       2 2

15 3 10 2
5 1
i i x yi− + −

= +
+

 

                        13 7
26

i x yi+
= +

13
26
7
26

x

y

 ==> 
 =


 

                   ដូចេនះ 13 7;
26 26

x y= =  

                                                     លំហត់អនុវត 

       ច. 2 14 8 2 1 0x xy i y+− − + + + =                                 ឆ. 13 2 2 0
9

x y iy x × − + − − = 
 

 

       ជ. 5 10
4 3 25 25
x iy i

i
+

= +
−

    ។ 

        ៩.កំណត់ចំនួនពត x េដម្បីឲ្យចំនួនកុំផ�ិចខងេ 

                  ក. ( )
2

3
1

2 3 2x xz x x i
x
− −

= + − +  

                  1.ជាចំនួនពិ 
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                         zជាចំនួនពិតកលណាែផ�កនិម�ិតេស�ស 

                         េយងបាន៖ 
2 2 0x x

x
− −

=  

                                            
2 2 0x x− − =  

                     េនាះេគបានត 0a b c− + =  

                                 
1 21, 2cx x

a
=> = − = − =   

                     ដូចេនះ 1 21, 2x x= − =   ។ 

                  2.ជាចំនួននិម�  

                          zជាចំនួននិម�ិតកលណាែផ�កពិតេស�ស 

                       េយងបាន៖ 3 3 2 0x x− + =  

                               ( )( )21 2 0x x x− + − =  

                                   

1
2

1 0 1(1)
2 0(2)

x x
x x
− = => =

 + − =
 

                                       
2 2 0x x+ − =  េនាះេគបានត 0a b c+ + =  

                                     2 31, 2x x=> = = −  

                      ដូចេនះ  1 2 31, 1, 2x x x= = = −  ។ 

                ខ. ( ) ( )2 3 2 2
2 22 4 log ( ) 1x xz x x i+ −= − + + −  

                    1.ជាចំនួនពិ 

                      េយងបាន៖ 
2 3 22 4 0x x+ − − =  

                                             
2 3 2 22 2x x+ − =  

                                         
2 3 2 2x x+ − =  

                                          
2 3 4 0x x+ − =  េនាះេគបានត 0a b c+ + =  

                                          1 21, 4x x=> = = −  

                            ដូចេនះ  1 21, 4x x= = −   ។ 

                      2.ជាចំនួននិម�ិ 

                          េគបាន៖ ( )2
2log 1 0x x+ − =  
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                                       ( )2
2 2log 1 log 1x x+ − =  

                                                  
2 1 1x x+ − =  

                                                 
2 2 0x x+ − =  េនាះេគបានត 0a b c+ + =  

                                              1 21, 2x x=> = = −   

                              ដូចេនះ  1 21, 2x x= = −  ។ 

               គ. ( )3 sin 1 sinz i x= − +  

                  1.ជាចំនួនពិ 

                     េយងបន៖  sin 1 0x − =  

                                           sin 1x =  

                         sin sin
2

x π
=

2
x π

=> =  

                    ដូចេនះ  
2

x π
=  ។ 

                 2.ជាចំនួននិម�ិ 

                     េយងបាន៖ sin 0x =  

                      sin sin 0 0x x= => =  

                ដូចេនះ  0x =   ។ 

             ឃ. ( )4 cos 1 cosz x i x= + +  

                       1.ជាចំនួនពិ 

                             េយងបាន៖ cos 1 0x + =  

                                                    cos 1x = −  

                                                   cos cosx π= x π=> =  

                                              ដូចេនះ  x π=   ។ 

                        2.ជាចំនួននិម�ិ 

                                 េយងបាន៖ cos 0x =  

                                                   cos cos
2

x π
=

2
x π

=> =    ដូចេនះ  
2

x π
=   ។ 
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           ១០.េគមាន 1 2z i= − និង 5 3w i= +  

                ក.បង �ញថw z w z+ = +  

                  េយងបាន៖ 5 3 1 2w z i i+ = + + −  

                                           6 (1)i= +  

                             េនា 6w z i+ = −  

                           េហយ 5 3 1 2w z i i+ = − + +  

                                             6 (2)i= −  

                                   តម១)និង(២)  

                    ដូចេនះ  េយងបាន៖w z w z+ = + ពិត។ 

                    ខ.បង �ញថ z w z w− = −  

                             េយងបាន៖ ( )1 2 5 3z w i i− = − − +  

                                                      1 2 5 3i i= − − −  

                                                       4 5i= − −  

                                          េនាះ z w− 4 5i= − +  

                                    េហយ ( )1 2 5 3z w i i− = + − −  

                                                      1 2 5 3i i= + − +  

                                                      4 5 (2)i= − +  

                                            តម១)និង(២) 

                          ដូចេនះ េយងបាន z w z w− = −  ពិត ។ 

                     គ.េគឲ្យ ( ) ( )1 1M i x i y= − + +  

                          កំណត់ x  និង y  េដម្បីឲ្ 2 3M z w i= − +  

                                   ( ) ( )1 1M i x i y= − + +  

                         ែត 1 2z i= −  និង 5 3w i= +  

                         េយងបាន ( ) ( ) ( )21 1 1 2 5 3 3i x i y i i i− + + = − − − +  

                                              1 4 4 5x xi y yi i− + + = − − −   
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                                             ( ) 8 4x y y x i i+ + − = − −  

                                               
8(1)
4(2)

x y
x y
+ = −

− + = −
 

                          េនាះេគបាន៖
122 12 6
2

y y= − => = − = −  

                             យក 6y = −  ជួសក�ុងសមីករ១) 

                                       េនាះេគន៖   6 8x − = −  

                                                                  2x = −            
 

 ដូចេនះ  2; 6x y= − = −  ។     



CUS SR េមេរៀនទី២ ចំនួនកំុផ�ិចក�ុងទ្រមង់ រ្តីេកណម ្រក�មទ៦ 

១. សី ្រសីែកវ២.ហីុងហីុម ៣.ហ ៊ត ចិន៤.េហឿយ ភរម្៥.សួរ សុធវី៦.អ៊ុក កុសល Page 39 

េមេរៀនទី ២    

ចំនួនកុំផ�ិចក�ងុទ្រមង្រតីេក្រ 

របូមន�សេង�ប 

 1. 2 2sin cos 1θ θ+ =   2. cos sinn nz r i
n n

θ + 2πκ θ + 2πκ = + 
 

 

 3. ( ) ( )cos sin cos sin
cos sin

i i
i

θ θ θ ϕ θ ϕ
ϕ ϕ
+

= − + −
+

   

 4. ( )( ) ( ) ( )cos sin cos sin cos sini i iθ θ ϕ ϕ θ + ϕ θ + ϕ+ + = +    

 5. cos sin
2
π θ θ − = 
 

 6.sin cos
2
π θ θ − = 
 

  

លហំត់និងដំេណាះ្ 

11. េដះ�សយសមីករក�ុងសំ ណុំចំនួនកុំផ 

ក.  2 25 0z + =       

 2 25z = −  ⇔  ( )2 25 1 0z i= + ( )2 25 cos sinz iπ π⇔ = +   

  2 225 cos sin
2 2

k kw iπ π π π+ + = + 
 

  

េបk=0 េនា 0 5 cos sin
2 2

w iπ π = + 
 

  

េបk=1េនា 1
3 35 cos sin
2 2

w iπ π = + 
 

  

ខ. 3 8 0z i+ =   

 3 0 8z i= −  ( )3 8 0z i⇔ = +  ( )3 8 cos 2 sin 2z iπ π⇔ = +   

 3 2 2 2 28 cos sin
3 3

k kw iπ π π π+ + = + 
 

  

េបK=0េនា 0
2 22 cos sin
3 3

w iπ π = + 
 

   

េបk=1េនា 1
4 42 cos sin
3 3

w iπ π = + 
 

  

េបk=2េនា ( )2 2 cos 2 sin 2w iπ π= +   
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គ. ( )4 8 1 3z i= − +   

 4 1 316
2 2

z i
 

= − +  
 

 ⇔  4 2 216 cos sin
3 3

z iπ π = + 
 

  

 4 2 6 2 216 cos sin
12 12

k kw iπ π π π+ + = + 
 

  

េបK=0េនា 0 2 cos sin
6 6

w iπ π = + 
 

  

េបK=1េនា 1
2 22 cos sin
3 3

w iπ π = + 
 

  

េបK=2េនា 2
7 72 cos sin
6 6

w iπ π = + 
 

  

េបK=3េនា 3
5 52 cos sin
3 3

w iπ π = + 
 

  

ឃ. 5 1 1 0
2 2

z i+ + =   

 5 2 2
2 2

z i= − −  5 5 5cos sin
4 4

z iπ π ⇔ = + 
 

  

 5 8 5 8cos sin
20 20

k kw iπ π π π+ + ⇔ = + 
 

  

េបk=0េនា 0 cos sin
4 4

w iπ π = + 
 

  

េបk=1េនា 1
13 13cos sin
20 20

w iπ π = + 
 

  

េបk=2េនា 2
21 21cos sin
20 20

w iπ π = + 
 

  

េបk=3េនា 3
29 29cos sin
20 20

w iπ π = + 
 

  

េបk=4េនា 4
37 37cos sin
20 20

w iπ π = + 
 

  

12.  ក. ចូរ�សយប� �ក់ថារូបមន�ដឺម ( )cos sin niθ θ+ cos sinn i nθ θ= +   

ពិតចំេពះ្រគប់ចំនួនគត់រ  ឺឡាទn 

ត cos sinz iθ θ= +    
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េយងមា ( )cos sin niθ θ+  cos sinn i nθ θ= +    

េគបា cos sinnz n i nθ θ= +   

េបn=1 េនា ( )cos sin cos sini iθ θ θ θ+ = +  ពិត 

េបn=2េនា ( ) ( )2 * cos sinz z z iθ θ θ + θ= = + +   

 ( )2cos sin cos 2 sin 2i iθ θ θ θ+ = +  ពិត 

េបn=3េនា ( ) ( )3 2 * cos sinz z z i2θ θ 2θ + θ= = + +   

 ( )3cos sin cos3 sin 3i iθ + θ θ θ= +  ពិត  

   …………………………….. 

េបn=nេនា ( )cos sin cos sinni n i nθ + θ θ θ= +  ពិត 

េបn=n+1េនា  ( )( )1 * cos sin cos sinn nz z z n i n iθ θ θ θ+ = = + +   

 ( ) ( )( )cos sinn i nθ + θ θ + θ= +   

 ( ) ( )( )cos 1 sin 1n i nθ θ= + + +  ពិត 

ដូចេនះ  ( )cos sin cos sinni n i nθ + θ θ θ= +   

 ខ. េដយេ្របរូបមន�ែដលមាន�សយរួចខងេ លបង�ញថាសមភាពខ 

1. 1 cos sin
cos sin

i
i

θ θ
θ θ

= −
+

  

 េគមា 2 2

1 cos sin
cos sin cos sin

i
i i

θ θ
θ θ θ θ

−
=

+ +
  

 cos siniθ θ= −   

ដូចេនះ 
1 cos sin

cos sin
i

i
θ θ

θ θ
= −

+
  

2.  ( )cos sin cos sin
2 2

ni n i nπ πθ θ − θ − θ   + = +   
   

  

 cos sin
2
πθ θ = − 
 

 , sin cos
2
πθ θ = − 
 

  

េគបា cos sin
2 2

n

iπ π− θ − θ    +        
 cos sin

2 2
n i nπ π− θ − θ   = +   
   
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ដូចេនះ ( )cos sin cos sin
2 2

ni n i nπ πθ θ − θ − θ   + = +   
   

  

13.�សយប� �ក់ 

ក. ( ) ( )
( ) ( )

5 3

9 9

cos3 sin 3 cos 2 sin 2
1

cos 4 sin 4 cos5 sin 5
i i
i i

θ θ θ θ

θ θ θ θ−

+ +
=

+ +

 

( )( )
( ) ( )( )( )9

cos15 sin15 cos 6 sin 6
1

cos 45 sin 45 cos 45 sin 45
i i

i i
θ θ θ θ

θ θ θ θ

+ +
=

− + − +

     

 

  ( )( )
( )( )
cos sin cos 0 sin 0

1
cos 0 sin 0 cos sin

i i
i i

θ θ
θ θ

+ +
=

+ +
  

 1 1=  ពិត 

ដូចេនះ ( ) ( )
( ) ( )

5 3

9 9

cos3 sin 3 cos 2 sin 2
1

cos 4 sin 4 cos5 sin 5
i i
i i

θ θ θ θ

θ θ θ θ−

+ +
=

+ +
  

ខ. ( ) ( )1 sin cos cos 90 sin 90
1 sin cos

n
i n i n
i

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ− ϕ

 + +    = − + −     + 
    

 
( )
( )

( ) ( )
2

2 2

1 sin cos
cos 90 sin 90

1 sin cos

n
i

n i n
i

ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ − ϕ

 + +    = − + −      + 

   

( ) ( ) ( )
2 21 sin cos sin 2 sin cos 2 cos cos 90 sin 90

2 1 sin

n
i i n i nϕ− ϕ+ 2 ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ

 + + +    = − + −      + 

   

( ) ( ) ( )
22sin 2sin 2 cos 2 sin cos cos 90 sin 90

2 1 sin

n
i i n i nϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ
 + + +    = − + −      + 

    

( ) ( )
( ) ( ) ( )2sin 1 sin 2 cos 1 sin

cos 90 sin 90
2 1 sin

n
i

n i n
ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ
ϕ

 + + +    = − + −      + 

    

( ) ( ) ( )sin cos cos 90 sin 90ni n i nϕ ϕ ϕ ϕ   + = − + −   
    

( ) ( )( ) ( ) ( )cos 90 sin 90 cos 90 sin 90
n

i n i nϕ ϕ ϕ ϕ       − + − = − + −       
      

េនា ( ) ( ) ( ) ( )cos 90 sin 90 cos 90 sin 90n i n n i nϕ ϕ ϕ ϕ       − + − = − + −       
     ពិត 

ដូចេនះ ( ) ( )1 sin cos cos 90 sin 90
1 sin cos

n
i n i n
i

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ− ϕ

 + +    = − + −     + 
    

គ. ( ) 21 2 cos sin
4 4

n
n n ni iπ π + = + 

 
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1
2 22 cos sin 2 cos sin

4 4 4 4

n n n ni iπ π π π    + = +    
    

  

េនា 2 22 cos sin 2 cos sin
4 4 4 4

n nn n n ni iπ π π π   + = +   
   

  

ដូចេនះ  ( ) 21 2 cos sin
4 4

n
n n ni iπ π + = + 

 
   

ឃ. ( )3 2 cos sin
6 6

n
n n ni iπ π + = + 
 

  

 2 cos sin 2 cos sin
6 6 6 6

n
n n ni iπ π π π    + = +        

  

េនា 2 cos sin 2 cos sin
6 6 6 6

n nn n n ni iπ π π π   + = +   
   

 ពិត 

ដូចេនះ ( )3 2 cos sin
6 6

n n n ni iπ π + = + 
 

  

ង. 1 tan 1 tan
1 tan 1 tan

ni x i nx
i x i nx

+ +  = − − 
  

 

cos sin
1 tancos cos

cos sin 1 tan
cos cos

nx i x
i nxx x

x x i nxi
x x

 +  +
=  − −

 

 =
( )

cos sin 1 tan
cos sin 1 tan

n
x i x i nx

x i x i nx
 + +

=  + − − 
  

 cos sin 1 tan
cos sin 1 tan

nx i nx i nx
nx i nx i nx

+ +
=

− −
 =

cos sin
1 tancos cos

cos sin 1 tan
cos cos

nx i nx
i nxnx nx

nx nx i nxi
nx nx

+ +
=

−−
  

េនា  1 tan 1 tan
1 tan 1 tan

i nx i nx
i nx i nx

+ +
=

− −
  

ដូចេនះ 1 tan 1 tan
1 tan 1 tan

ni x i nx
i x i nx

+ +  = − − 
  

ច. 1 sin cos cos sin
1 sin cos 2 2

x i x x i x
x i x

π π+ +    = − + −   + −    
  

 ( )
( )

2

2 2

1 sin cos
cos sin

2 21 sin cos
x i x

x i x
x x

π π+ +    = − + −   
   + +

  

 ( )( )
( )

2 1 sin sin cos
cos sin

2 1 sin 2 2
x x i x

x i x
x

π π+ +    = − + −   +    
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 cos sin cos sin
2 2

x i x x i xπ π   + = − + −   
   

   

    cos sin cos sin
2 2 2 2

x i x x i xπ π π π       − + − = − + −       
       

  ពិត    

ដូចេនះ  1 sin cos cos sin
1 sin cos 2 2

x i x x i x
x i x

π π+ +    = − + −   + −    
  

ឆ. េគឲ្ 4 4cos sin
5 5

z iπ π
= +  បង�ញ   ( )3 3 2 6 61 8cos cos sin

5 5 5
z iπ π π + = + 

 
  

េយងមា 4 4cos sin
5 5

z iπ π
= +   

េនា  ( )
3

3 4 41 1 cos sin
5 5

z iπ π + = + + 
 

  

 
3

2 2 2 22cos 2 sin cos
5 5 5

iπ π π = + 
 

  

 
3

2 2 22cos cos sin
5 5 5

iπ π π  = +    
  

 3 2 6 68cos cos sin
5 5 5

iπ π π = + 
 

 ពិត 

ដូចេនះ ( )3 3 2 6 61 8cos cos sin
5 5 5

z iπ π π + = + 
 

  

ជ. �សយប� �ក់ថាេប 1 2cosx
x

θ+ =  េនា
1 2cos

n

n

x n
x

θ+
=   

េយងមា  1 2cosx
x

θ+ =   

 2 2cos 0x θ +1− =   

 2' cos 1= −  2' cos θ −1⇔ =  2 sin sini iθ θ= =   

 េនា  1 cos sin1
cos sin

i
x

ix
θ − θ
θ + θ

− 
⇔ = = 


  

េហយ cos sinnx n i nθ θ= ±  
cos sin1
cos sin

n
n

n i n
x

n i nx
θ − θ
θ + θ

− 
⇔ = = 


  

េគបា
cos sin cos sin1
cos sin cos sin

i i
x

i ix
θ + θ + θ − θ
θ − θ + θ + θ


+ = 


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 1 2cosx
x

θ+ =  ពិត 

េនា
cos sin cos sin1
cos sin cos sin

n
n

n i n n i n
x

n i n n i nx
θ + θ + θ − θ
θ − θ + θ + θ


+ = 


  

 1 2cosn
nx n

x
θ+ =  ពិត 

ដូចេនះ 1 2cosx
x

θ+ =  េនា 1 2cosn
nx n

x
θ+ =   

14.គណនាតៃម�កេន្ 

 1. ( )
1
23 i−   

 

1
1 2
2 3 12

2 2
i

 
= −  

 
 

1
2

2 cos sin
6 6

iπ π    = − + −        
  

 2 cos sin
12 12

iπ π = − 
 

  

ដូចេនះ ( )
1
23 i−  2 cos sin

12 12
iπ π = − 

 
  

 2.
20161

1 i
 
 + 

  

 =
20161

2
i+ 

 
 

 
2016 2016

2 2 2
2 2 2

i
   

= +      
   

  

 
2016

10082 cos sin
4 4

iπ π−  = + 
 

  

 1008

12
2

=   

ដូចេនះ 
20161

1 i
 
 + 

 1008

12
2

=    

15.  ក.េដះ�សយសមីក ( )2 22 2 sin 0;z za i a a− − + = ∈   

េយងមា 2 22 2 sin 0z za i a− − + =   

  ( )2 2' sin 2 sina i a∆ = − + −   េនា ' 2i∆ =   

ដូចេនះ 1 sin 2z a i= −  ; 2 sin 2z a i= +    
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 ខ.ត '; "z z  ជាឬសសមីករេនះែ ' " 2
2

z zz −
= +  ។ គណន ( );argz z   

េប '; "z z   ត ' sin 2z a i= −  ; '' sin 2z a i= +   

 ' " 2
2

z zz −
= +  = sin 2 sin 2 2

2
a i a iz − − −

= +   

 2 2z i= − +   

 
2 22

2 2
iz

 
= −  

 
 េនា 7 72 cos sin

4 4
z π π = + 

 
  

ដូចេនះ ( ) 72;arg
4

z z π
= =    

 

លហំត់អនុវត�ន 

1.េដះ�សយសមីករក�ុងសំ ណុំចំនួនកុំផ 

 ក. 4 81 0z + =     ខ. 3 4 2 4z i= −   គ. 4 8 8 3 0z i+ + =   

 ឃ. 22 0z z+ =   

2.គណនាតៃម�កេន្សោមខង 

 ក.
( )619

1

1 3i+
  ខ.

20171
2
i+ 

 
 

  គ. ( )
5

22 2 3i
−

+   

 ឃ. ,ni n∈  
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េមេរៀនទី ២: 

1.េដះ�សយសមី 

ក. �𝑧 − 2 − √2𝑖�
log|𝑧|(𝑧𝑧̅)

= log𝑧 �
2 + √3𝑖
2 − √3𝑖

�      , 𝑧𝑧̅ = |𝑧|2ឬ|𝑧| = √𝑧𝑧̅ 

      �𝑧 − 2 − √2𝑖�
log|𝑧||𝑧|2

= log𝑧 ��
2 + √3𝑖
2− √3𝑖

��
2 + √3𝚤
2− √3𝚤

�
�������������

   ,   log𝑎 𝑎2 = 2 

      �𝑧 − 2 − √2𝑖�
2

= log𝑧 ��
2 + √3𝑖
2 − √3𝑖

��
2 − √3𝑖
2 + √3𝑖

�    

     �𝑧 − 2 − √2𝑖�
2

= log𝑧 1 

     �𝑧 − 2 − √2𝑖�
2

= 0 

     𝑧 − 2− √2𝑖 = 0 
     𝑧 = 2 + √2𝑖 

ក.
𝑧

3 + 4𝑖 +
𝑧 − 𝑖

5𝑖 =
5

3− 4𝑖 

5𝑖𝑧 + (𝑧 − 𝑖)(3 + 4𝑖)
(3 + 4𝑖)5𝑖 =

5
3− 4𝑖 

5𝑖𝑧 + 3𝑧 − 3 + 4𝑖𝑧 − 4𝑖
15𝑖 + 20𝑖2 =

5
3 − 4𝑖 

9𝑖𝑧 + 3𝑧 − 3 − 4𝑖
15𝑖 − 20 =

5
3 − 4𝑖 

(9𝑖 + 3)𝑧 − 3 − 4𝑖
5(3𝑖 − 4) =

5
3 − 4𝑖 

(9𝑖 + 3)𝑧 − 3 − 4𝑖 =
5

3 − 4𝑖 . 5(3𝑖 − 4) 

(9𝑖 + 3)𝑧 − 3 − 4𝑖 =
25(3𝑖 − 4)

3 − 4𝑖  

(9𝑖 + 3)𝑧 − 3 − 4𝑖 =
25(3𝑖 − 4)(3𝑖 − 4)
(3 − 4𝑖)(3𝑖 + 4𝑖)  

(9𝑖 + 3)𝑧 − 3 − 4𝑖 =
25(9𝑖 − 12− 12− 16𝑖)

9 + 16  

(9𝑖 + 3)𝑧 − 3 − 4𝑖 =
25(−24− 7𝑖)

25  

(9𝑖 + 3)𝑧 − 3 − 4𝑖 = −24 − 7𝑖 
(9𝑖 + 3)𝑧 = −21 − 3𝑖 

𝑧 =
−21− 3𝑖

9𝑖 + 3  

𝑧 =
−7− 𝑖
1 + 3𝑖  

ចំនួនកំុផ�ិចក�ុងទ្រមង់្រតីេកណ 
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𝑧 =
(−7 − 𝑖)(1− 3𝑖)
(1 + 3𝑖)(1− 3𝑖)  

𝑧 =
−7 + 21𝑖 − 𝑖 − 3

1 + 9  

𝑧 =
20𝑖 − 10

10  

ដូេច�ះ 𝑧 = 2𝑖 − 1 

2. បង �ញថាេបα ជាឬសៃនពហុធាមួយមានេមគុណជាចំនួនពិតα� 

ក៏ជាឬសែដរ។េតលទ�ផលេនះ្រតឹម្រត�វឬេទចំេពះពហុធាមានេមគុណជាចំនួនក 

ចេម�យ:  

ចំេពះពហុធាមួយមានេមគុណជាចំនួ 

តង𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0          , 𝑎,𝑏 ∈ ℝ   ,∆< 0 

 េប∆< 0 េនាះ√∆< 0 េគបាន√∆= 𝑖√∆ 

េគបា𝑥1 =
−𝑏 + 𝑖√∆

2𝑎  

              𝑥2 =
−𝑏 − 𝑖√∆

2𝑎  

ទ𝑥1 = α  ,𝑥2 = α� 

ចំេពះពហុធាមានេមគុណជាចំនួនកុំ 

ត (𝑎 + 𝑏𝑖)𝑥2 + (𝑎 + 𝑏𝑖)𝑥 + (𝑎 + 𝑏𝑖) = 0 

∆= (𝑎 + 𝑏𝑖)2 − 4(𝑎 + 𝑏𝑖)(𝑎 + 𝑏𝑖) 
  = (𝑎 + 𝑏𝑖)2 − 4(𝑎 + 𝑏𝑖)2 
   = −3(𝑎 + 𝑏𝑖)2 
√∆= �−3(𝑎 + 𝑏𝑖)2 
     = 𝑖√3(𝑎 + 𝑏𝑖) 

𝑥1 =
−(𝑎 + 𝑏𝑖) + 𝑖√3(𝑎 + 𝑏𝑖)

2(𝑎 + 𝑏𝑖)  

      = −
1
2 +

𝑖√3
2  

𝑥2 =
−(𝑎 + 𝑏𝑖)− 𝑖√3(𝑎 + 𝑏𝑖)

2(𝑎 + 𝑏𝑖)  

      = −
1
2 −

𝑖√3
2  

ទ𝑥1 = α  ,𝑥2 = α� 
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ដូេច�ះ: αនឹងα� ជឬសៃនពហធាមួយមានេមគុណជាចំនួនពិតផង និងកុំផ�ិច 

3.រកចំនួនកំុផ�ិច 𝑧 ែដលេផ��ងផា�ត់សមីក   50
𝑧̅
− 10

𝑧
= 2 + 9𝑖 ែដល|𝑧| = 2√10 ។ 

ចេម�យ: េគមា  50
𝑧̅
− 10

𝑧
= 2 + 9𝑖  (1) 

ត𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 , 𝑧̅ = 𝑎 − 𝑏𝑖 (2) 

យក(1)ជួសក�ុង(2)េគបា 

50
𝑎 − 𝑏𝑖 −

10
𝑎 + 𝑏𝑖 = 2 + 9𝑖 

50(𝑎 + 𝑏𝑖)
𝑎 − 𝑏𝑖 −

10(𝑎 − 𝑏𝑖)
𝑎 + 𝑏𝑖 = 2 + 9𝑖 

50𝑎 + 50𝑏𝑖
𝑎2 + 𝑏2 −

10𝑎 + 10𝑏𝑖
𝑎2 + 𝑏2 = 2 + 9𝑖 

40𝑎 + 60𝑏𝑖
𝑎2 + 𝑏2 = 2 + 9𝑖 

40𝑎 + 60𝑏𝑖 = (2 + 9𝑖)(𝑎2 + 𝑏2) 

េដ |𝑧| = √𝑎2 + 𝑏2 = 2√10 

 𝑎2 + 𝑏2 = (2√10)2=40 

េគបា 40𝑎 + 60𝑏𝑖 = (2 + 9𝑖)40 

 40𝑎 + 60𝑏𝑖 = 80𝑎 + 36 

 � 40𝑎 = 80⇒ 𝑎 = 2
60𝑏 = 360⇒ 𝑏 = 6 

⇒ 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 = 2 + 6𝑖 

ដូេច�ះ 𝑧 = 2 + 6𝑖    ។ 

4.ចូរ�សយប� �ក់្រទឹស�ីបទដឺម័រតមវ ិចរអនុមានរួមគណ  ិ𝑧𝑛 = cos(𝑛𝛼) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑛𝛼)  

ែដល 𝑧 = cos𝛼 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼  ចំេពះ𝑛 = 1,2,3, …      ។ 

ចេម�យ:េដយេយងមា𝑧 = cos𝛼 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼  , 𝑛 = 1,2,3, …      

        𝑧𝑛 = cos(𝑛𝛼) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑛𝛼)   

ចំេព 𝑛 = 1 េនា𝑧1 = (cos𝛼 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼)1 = cos𝛼 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼 

ចំេព 𝑛 = 2 េនា𝑧2 = (cos𝛼 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼)2 = cos 2𝛼 + 𝑖𝑠𝑖𝑛2𝛼 

ចំេព 𝑛 = 3 េនា𝑧3 = (cos𝛼 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼)3 = cos 3𝛼 + 𝑖𝑠𝑖𝑛3𝛼 

--------------------------------------------------------------------------- 

ចំេព 𝑛 = 𝑛 េនា𝑧𝑛 = (cos𝛼 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼)𝑛 = cos(𝑛𝛼) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑛𝛼) 

ចំេព 𝑛 = 𝑛 + 1 េនា𝑧𝑛+1 = (cos𝛼 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼)𝑛+1 = cos(𝑛 + 1)𝛼 + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑛 + 1)𝛼   ពិត 
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ដូេច�ះ 𝑧𝑛 = cos(𝑛𝛼) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑛𝛼)     ។ 

5.េគឱ្យពហុ𝑃(𝑧) = 𝑧3 − (2 + 𝑖)𝑧2 + 2(1 + 𝑖)𝑧 − 2𝑖  ចូរគណន 𝑃(𝑖) 

រចួេដះ�សយសមី 𝑃(𝑧) = ០ ក�ុង ∁  ។ 

ចេម�យ: េគមា 𝑃(𝑧) = 𝑧3 − (2 + 𝑖)𝑧2 + 2(1 + 𝑖)𝑧 − 2𝑖   

 𝑃(𝑖) = 𝑖3 − (2 + 𝑖)𝑖2 + 2(1 + 𝑖)𝑖 − 2𝑖   
           = 𝑖3 − 2𝑖2 − 𝑖3 + 2𝑖 + 2𝑖2 − 2𝑖   
 𝑃(𝑖) = 0 

ដូេច�ះ: 𝑃(𝑖) = 0  ។ 

𝑃(𝑧) = 𝑧3 − (2 + 𝑖)𝑧2 + 2(1 + 𝑖)𝑧 − 2𝑖 = 0 
                𝑧3 − 2𝑧2 − 𝑖𝑧2 + 2𝑧 + 2𝑖𝑧 − 2𝑖 = 0 
 (𝑧 − 𝑖)(𝑧2 − 2𝑧 + 2) = 0 
      ⇒ 𝑧 − 𝑖 = 0⇔  𝑧 = 𝑖  
 𝑧2 − 2𝑧 + 2 = 0 
 ∆= 22 − 4 × 1 × 2 
    = −4 
 √∆= 2𝑖 
  

𝑧1 =
2− 2𝑖

2 = 1 − 𝑖 

𝑧2 =
2 + 2𝑖

2 = 1 + 𝑖 

ដូេច�ះ : 𝑧1 = 1 − 𝑖  ,   𝑧1 = 1 − 𝑖    ។ 
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េមេរៀនទី៣  

 អនុវត�ន៍ចំនួនកុំផ�ិចក�ងុធរណីមា្ 

 (Complex Number Apply to Geometry) 
  

 លហំត 

6. របូខងស�  បំ ង�ញពីOABC  ។េប 𝑂𝐴�����⃗ = 5 + 2𝑖សរេសរវុចិទ័រខងេ្រកយជាទ𝑎 + 𝑏𝑖 

ក. 𝐶𝐴�����⃗  ខ. 𝐴𝐶�����⃗   គ. 𝑂𝐶�����⃗  

 ចេម�យ 

 សរេសរវុចិទ័រខងេ្មជាទ្រម𝑎 + 𝑏𝑖 

  ក. 𝐶𝐴�����⃗  

  េដ OABC  ជាកេរេ𝑂𝐴�����⃗ = 𝐶𝐴�����⃗ = 𝐴𝐶�����⃗ = 𝑂𝐶�����⃗  

  ែត𝑂𝐴�����⃗ = 5 + 2𝑖 េនា 𝑂𝐴�����⃗ = (5,2) 

  𝑂𝐴�����⃗⏊𝑂𝐶�����⃗ េនា𝑂𝐴�����⃗  .𝑂𝐶�����⃗ = 0 

  ត 𝐶(𝑥, 𝑦) ជាកូអរេដេនចំណ  𝐶 

  �𝑂𝐴�����⃗ � = √52 + 22 = √25 + 4 = √29 
  𝑂𝐴�����⃗  .𝑂𝐶�����⃗ = 0  
             5𝑥 + 2𝑦 = 0  (1) 
   �𝑂𝐶�����⃗ � = �𝑂𝐴�����⃗ � 
  �𝑥2 + 𝑦2 = √29 
  𝑥2 + 𝑦2 = 29  (2) 

(1) និង (2) 

�
5𝑥 + 2𝑦 = 0 (1)
𝑥2 + 𝑦2 = 29  (2) => � 𝑦 = −

5
2 𝑥  (1)

𝑥2 + 𝑦2 = 29  (2)
 

យក (1) ចជំនួស (២) 

𝑥2 + �−
5
2 𝑥�

2

= 29 

4𝑥2 + 25𝑥2 − 116 = 0 
29𝑥2 = 116 => 𝑥2 = 4 
=> 𝑥 = ±2 េនា 𝑦 = ∓5 
=> 𝐶(2,−5);𝐶(−2,5) 
=> 𝑂𝐶�����⃗ = 2 − 5𝑖 ឬ𝑂𝐶�����⃗ = −2 + 5𝑖 
𝑂𝐶�����⃗ = 𝐶𝐴�����⃗    
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ដូចេនះ 𝐶𝐴�����⃗ = 2 − 5𝑖 ឬ𝐶𝐴�����⃗ = −2 + 5𝑖 ។ 

 ខ. 𝐴𝐶�����⃗  

  េដ𝐶𝐴�����⃗ = 𝐴𝐶�����⃗ = 2 − 5𝑖  

  ឬ𝐶𝐴�����⃗ = 𝐴𝐶�����⃗ = −2 + 5𝑖 

ដូចេនះ BC�����⃗ = 2− 5i ឬBC�����⃗ = −2 + 5i ។ 

 គ. 𝑂𝐶�����⃗  

  េដ𝑂𝐶�����⃗ = 𝐶𝐴�����⃗ = 2 − 5𝑖  

  ឬ𝑂𝐶�����⃗ = 𝐶𝐴�����⃗ = −2 + 5𝑖 

ដូចេនះ OC�����⃗ = 2 − 5i ឬOC�����⃗ = −2 + 5i ។  

    លហំត 

7. េគឲ្យចំនួនពិ 𝛼 មួយែដល −𝜋 < 𝛼 < 𝜋។ 

ក. បង� ញ sin2 𝛼 − 2(1 + cos2 𝛼) = −4 cos4 𝛼
2
 ។ 

ខ. េដះ�សយក� ∁ សមីក𝑍2 − 2𝑍 sin𝛼 + 2(1 + cos𝛼) = 0 ។ 

គ. រកមូ៉ឌុល និងអគុយម៉ង ៃនឬសនីមួយៗជាអនុគមន 𝛼 

 ចេម�យ 

ក. បង� ញ sin2 𝛼 − 2(1 + cos2 𝛼) = −4 cos4 𝛼
2
 

 េយងមាsin2 𝛼 − 2(1 + cos2 𝛼) = −4 cos4 𝛼
2
 

  �2 sin 𝛼
2

cos 𝛼
2
�
2
− 2 �2 cos2 𝛼

2
� = −4 cos4 𝛼

2
 

4 sin2
𝛼
2 cos2

𝛼
2 − 4 cos2

𝛼
2 = −4 cos4

𝛼
2 

4 cos2
𝛼
2 �sin2

𝛼
2 − 1� = −4 cos4

𝛼
2 

−4 cos2
𝛼
2 �1 + sin2

𝛼
2� = −4 cos4

𝛼
2 

−4 cos2
𝛼
2 cos2

𝛼
2 = −4 cos4

𝛼
2 

−4 cos4 𝛼
2

= −4 cos4 𝛼
2
 ពិត 

ខ. េដះ�សយក� ∁ សមីក𝑍2 − 2𝑍 sin𝛼 + 2(1 + cos𝛼) = 0 

 ត ∆′= (− sin 𝛼)2 − 2(1 + cos𝛼) 

 = sin2 𝛼 − 2 − 2 cos𝛼  
= 1− cos2 𝛼 − 2− 2cos𝛼 = − (cos2 𝛼 + 2 cos𝛼 + 1) 



CUS SR េមេរៀនទី៣ : អនុវត�ន៍ចំនួនកំុផ�ិចក�ុងធរណីមា្ ្រក�មទី១២ 

១. យ៉ង ់េសងហួរ  ២. ជ គឹមហុក  ៣ .ម៉យ សម  ៤. ភុន សួន  ៥. ហួន ហួយ ទំព័រ 53 

= −(cos𝛼 + 1)2 
=> √∆= �−(cos𝛼 + 1)2 
=> √∆= (cos𝛼 + 1)𝑖 
=> 𝑍1 = sin𝛼 − (cos𝛼 + 1)𝑖 ,𝑍2 = sin 𝛼 + (cos𝛼 + 1)𝑖 

 ដូចេនះ Z1 = sin α − (cosα + 1)i , Z2 = sin α+ (cosα + 1)i  ។ 

គ. រកមូ៉ឌុល និងអគុយម៉ង ៃនឬសនីមួយៗជាអនុគមន 𝛼 

 េយងមា 𝑍1 = sin𝛼 − (cos𝛼 + 1)𝑖 

 = 2 sin 𝛼
2

cos 𝛼
2
− 2𝑖 cos2 𝛼

2
 

 = 2 cos 𝛼
2
�sin 𝛼

2
− 𝑖 cos 𝛼

2
� 

= 2 cos
𝛼
2
�− cos �

𝜋
2 +

𝛼
2� − 𝑖 sin �

𝜋
2 +

𝛼
2�
� 

= 2 cos
𝛼
2
�cos�𝜋 + �

𝜋
2 +

𝛼
2��+ 𝑖 sin �𝜋 + �

𝜋
2 +

𝛼
2��

� 

= 2 cos
𝛼
2 �cos �

3𝜋
2 +

𝛼
2�+ 𝑖 sin �

3𝜋
2 +

𝛼
2�� 

 ដូចេនះ r = 2 cos α
2

 , Arg = �3π
2

+ α
2
� + 2Kπ, KϵZ 

េយងមា 𝑍2 = sin 𝛼 + (cos𝛼 + 1)𝑖 

  

= 2 sin
𝛼
2 cos

𝛼
2 + 2𝑖 cos2

𝛼
2 

= 2 cos
𝛼
2 �sin

𝛼
2 − 𝑖 cos

𝛼
2� 

= 2 cos 𝛼
2
�cos �𝜋

2
− 𝛼

2
�+ 𝑖 sin �𝜋

2
− 𝛼

2
��   

  ដូចេនះ 𝑟 = 2 cos 𝛼
2

 ,𝐴𝑟𝑔 = �𝜋
2
− 𝛼

2
�+ 2𝐾𝜋,𝐾𝜖ℤ។  

    លហំត 

៨  .េនក�ុងប�ង់កុំផ�ិចមួ A និងB ជារូបតំណាងឲ្យចំនួនកុំផ 𝑧1 និង 𝑧2 េរៀងគា� ។

គណនា្របែវ𝐴𝐴 និងកូអរេដេនចំណុចក ណ ា�លៃ𝐴𝐴 េប 

 ក .𝑧1 = 4 + 5𝑖  និង  𝑧2 = 3 + 2𝑖     ខ .𝑧1 = 11− 6𝑖  និង  𝑧2 = −1 

Uចេម�យ 

ក .𝑧1 = 4 + 5𝑖  និង  𝑧2 = 3 + 2𝑖   

 +រក្របែវង𝐴𝐴 

 េដយ𝑧1 = 4 + 5𝑖   

      𝑧2 = 3 + 2𝑖   
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 នាំឲ្𝐴𝐴 = |𝑧2 − 𝑧1| = �(𝑧2 − 𝑧1)2 + (𝑧2 − 𝑧1)2 = �(3 − 4)2 + (2 − 5)2 

     ដូចេនះ                                           ឯកត្របែ ។ 

_រកកូអរេដេនៃនចំណុចក ណ ា�ល 𝐴𝐴 

 ត P ជាកូអរេដេនចំណុចកណា�ល  𝐴𝐴 

នាំឲ្𝑧𝑝 = 𝑧2+𝑍1
2

= 4+5𝑖+3+2𝑖
2

= 7
2

+ 7
2
𝑖 

     ដូចេនះ      ។ 

 

ខ. 𝑧1 = 11− 6𝑖  និង  𝑧2 = −1 

 +រក្របែវង𝐴𝐴 

  េដយ𝑧1 = 11− 6𝑖   

   𝑧2 = −1 

នាំឲ្𝐴𝐴 = |𝑧2 − 𝑧1| = �(𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑦1) = �(−1 − 11)2 + (0− 6)2 

    = √180 = √9 × 20 = √32 × 22 × 5 = 6√5   

     ដូចេនះ                                 ឯកត្របែ ។ 

_រកកូអរេដេនៃនចំណុចក ណ ា�ល 𝐴𝐴 

 ត P ជាកូអរេដេនចំណុចកណា�ល  𝐴𝐴 

នាំឲ្𝑧𝑝 = 𝑧2+𝑍1
2

= 11−6𝑖+(−1)
2

= 12−6𝑖
2

= 6 − 3𝑖 

     ដូចេនះ                                                  ។    ។ 

 

     លហំត  

៩ .គណនាចម ា�យរវងពីរចំ  A និងB ៃនចំនួនកំុផ�ិចខងេ្រ 

 ក .A និងB មានអហ�ិចេរៀងគ 𝑧1 = 1 + 𝑖  , 𝑧2 = 2 + 2𝑖  

 ខ .A និងB មានអហ�ិចេរៀងគ 𝑧1 = 2 + 2𝑖  , 𝑧2 = √2 + 𝑖√3 

 គ .A និងB មានអហ�ិចេរៀងគ 𝑧1 = 3− 2𝑖  , 𝑧2 = 1 + 𝑖 ។ 

𝐴𝐴 = √10 

𝐴𝐴 = 6√5 

𝑧𝑝 = �𝑥 =
7
2

  ;   𝑦 =
7
2
� 

𝑧𝑝 = (𝑥 = 6  , 𝑦 = 3) 
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ចេម�យ 

ក .A និងB មានអហ�ិចេរៀងគ 𝑧1 = 1 + 𝑖  , 𝑧2 = 2 + 2𝑖 

 តងA មានអហ�ិចេរៀងគ 𝑧1 = 1 + 𝑖   

   B មានអហ�ិចេរៀងគ 𝑧2 = 2 + 2𝑖 

           នាំឲ្𝑧2 − 𝑧1 = 2 − 2𝑖 − 1 − 𝑖 

  = (2 − 1) + (−2 + 1)𝑖 
  = 1 − 3𝑖 

 | 𝑧2 − 𝑧1| = �1 + (−3)2 

  = √4 = 2 

 ដូចេនះ           ។។ 

ខ. A និងB មានអហ�ិចេរៀងគ 𝑧1 = 2 + 2𝑖  , 𝑧2 = √2 + 𝑖√3 

 តងA មានអហ�ិចេរៀងគ 𝑧1 = 2 + 2𝑖    

   B មានអហ�ិចេរៀងគ 𝑧2 = √2 + 𝑖√3 

           នាំឲ្𝑧2 − 𝑧1 = �√2 + 𝑖√3� − (2 + 2𝑖) 

   = √2 + 𝑖√3 − 2 − 2𝑖 

   = �√2− 2� + �√3 − 2�𝑖  

   = ��√2 − 2�
2

+ �√3 − 2�
2
 

   = �(2− 4) + (3− 4) 

  = �(−2) + (−1) = √−3 = √3𝑖 

 ដូចេនះ          ។   ។ 

គ. A និងB មានអហ�ិចេរៀងគ 𝑧1 = 3− 2𝑖  , 𝑧2 = 1 + 𝑖 

 តងA មានអហ�ិចេរៀងគ 𝑧1 = 3 − 2𝑖     

   B មានអហ�ិចេរៀងគ 𝑧2 = 1 + 𝑖 

           នាំឲ្𝑧2 − 𝑧1 = (1 + 𝑖)− (3− 2𝑖) 

   = 1 + 𝑖 − 3 + 2𝑖 

   = �(−2)2 + (3𝑖)2 

   = √4 − 9 = √−5 = √5𝑖 

𝑧2 − 𝑧1 =  2 

𝑧2 − 𝑧1 =  �3𝑖 
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  ដូចេនះ     ។ 

 

    លហំត 

10. េគមានពីរចំណុ  𝐴 និង 𝐴 ជារូបភាពៃនចំនួនកុំផ� 𝑍𝐴 = 2 − 7𝑖និង  𝑍𝐵 = 1 − 𝑖។ 𝑧𝑝ជ 

 ចំណុចែចកក�ុងៃនអង�ត់ [𝐴𝐴]តមផលេធៀ 𝜆𝑝 = 1
4
 េហយ 𝑄ជារូបភាព  𝑧𝑄ជាចំណុ  

 ែចកេ្រកៃនអង�  [𝐴𝐴] តមផលេធៀ  𝜆𝑄 = 3
4
 ។ ចូររក  𝑧𝑝និង 𝑧𝑄 

 ចេម�យ 

 +រក  𝑧𝑝 

  េប 𝑧𝑝ែចកអង�ត់ [𝐴𝐴] ខងក�ុង 

  តមរូបមន  𝑧𝑝 = 𝜆𝑍𝐵+𝑍𝐴
1+𝜆

<=>  𝑧𝑝 = 𝜆𝑍𝐵+𝑍𝐴
1+𝜆𝑝

 

  េដ 𝑧𝐴 = 2 − 7𝑖 ,  𝑧𝐵 = 1 − 𝑖 ,  𝜆𝑝 = 1
4
 

 𝑧𝑝 =
1
4 (1 − 𝑖) + (2 − 𝑖)

1 + 1
4

=
1
4−

1
4 𝑖 + 2 − 7𝑖

5
4

 

=
1− 𝑖 + 8 − 28𝑖

5 =
9 − 29𝑖

5 =
9
5 −

29
5 𝑖 

 ដូចេនះ 𝑧𝑝 = 9
5
− 29

5
𝑖 ។ 

 +𝑧𝑄 

 េប  𝑧𝑄 ែចកអង�ត់[𝐴𝐴] ខងេ្ 

 ត𝑧𝑄 = 𝑧𝐴−𝜆𝑧𝐵
1−𝜆

 នាំឲ្𝑧𝑄 = 𝑧1−𝜆𝑧2
1−𝜆𝑄

  េដ 𝜆𝑄 = 3
4
 

 នាំឲ្𝑧𝑄 =
2−7𝑖−34(1−𝑖)

1−34
=

2−7𝑖−34+
3
4𝑖

1
4

 = 8 − 28𝑖 − 3 + 3𝑖 =  5− 25𝑖 

  ដូចេនះ     ។ 𝑧𝑄 = 5 − 25𝑖 

𝑧2 − 𝑧1 =  √5𝑖 
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េមេរៀនទី៣    

 

 
របូមន�សេង�ប 

 

១.ចំណុចែចកក�ុងអង�ត់តមផលេធៀបមួ  

េ ួងបន   1
1 2 1

2 1

( )z zm mz z z z
m n z z m n

−
= ⇒ − = −

+ − +
 

នំេអួ 2 1 1 2 1 2mz mz mz mz mz mzz
m n m n m n m n

− +
= − + =

+ + + +
 

េៀេគតង m
n

λ=     េគបន 1 2

1
z zz λ

λ
+

=
+

 

�ទូេ� េបេគមា𝑧1និង𝑧2ជចំនួនកំុផ�ិចែដផមនររៀបភេរៀងគា�  A(𝑧1)និង 𝐵(𝑧2) 

េហួចំណុច 

P(𝑧)ជារូ បភាពៃនចំនួនកុំផ�𝑧ែដផស�ិតេនេផ[𝐴𝐵]េហយែចក[𝐴𝐵]តមផលេធៀប 

1 2

1
z zz λ

λ
+

=
+

 ែដផ
m
n

λ=  

+ េប 1λ = េនា p ស�ិតេនេលចំណុចកណា� ផានអង�ត់[ ]AB  

+េៀ λ > 0 េនា p ស�ិតេនេលចេន� ាានអង�ត់[ ]AB  

+េប λ < 1េនា p ស�ិតេនេលៀន� ួានអង�ត់[ ]AB ឬស�ិតេនេាកអង�ត់[ ]AB  

២.ចំណុចែចកេ្�អង�ត់�មផលេធៀបមួយ 

�ទូេ� េបេគមា𝑧1និង𝑧2ជចំនួនកំុផ�ិចែដផមនររៀបភេរៀងគា�  A(𝑧1)និង 𝐵(𝑧2) 

េហួចំណុច 

P(𝑧)ជារូ បភាពៃនចំនួនកុំផ�Zែដផស�ិតេនេផ[𝐴𝐵]េហយែចក[𝐴𝐵]តមផលេធៀប m
n

λ=  

េនា  េគបា 1 2

1
z zz λ

λ
−

=
−

 

 

១១. េគមនភីរចំណុច A និង B ជររៀបភានចំនួនកំុផ�ិច 2 2Az i= +  និង 3 2Bz i= + P

ជររៀបភាន pz ជចំណុចែចកក�ុងានអង�ត់[ ]AB តមផផេធៀៀ 2
3pλ = េហួQ ជររៀបភាន Qz  

ជចំណុចែចកេាកានអង�ត់[ ]AB តមផផេធៀៀ Qλ
3
4

= ។ ចរររក Pz និង Qz  

 

ករអនុវត�ន៍ចំនួនកុំផ�ិចក�ុងធរណីមា 

លំ�ត់ 
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រក Pz  

េគមន 2 2Az i= +  និង 3 2Bz i= +  

P ជររៀបភាន pz ជចំណុចែចកក�ុងានអង�ត់[ ]AB តមផផេធៀៀ 2
3pλ =  

តមររៀមន�
1

A p B
p

p

z z
z

λ
λ

+
=

+
 

េគបន
( ) ( )22 2 3 2

3
21
3

p

i i
z

+ + +
=

+
  

 

2 22 2 3 2
3 3

21
3

i i+ + +
=

+
 

 =

2 22 3 2 2
3 3

21
3

i i+ + +

+
 

 

26 2 3 2 1
33

2 21 1
3 3

56 2 3 2
33

5 5
3 3
6 2 3 2

5p

i

i

z i

 + + 
 = +

+ +

 +
 
 = +

+
= +

 

 ដូចេនះ 6 2 3 2
5pz i+

= +  

 

រក Qz  

Q ជររៀបភាន Qz  ជចំណុចែចកេាកានអង�ត់[ ]AB តមផផេធៀៀ Qλ
3
4

=  

តមររៀមន�
1

A Q B
Q

Q

z z
z

λ
λ

−
=

+
   

េគបា 

 

 
( ) ( )32 2 3 2

4
31
4

Q

i i
z

+ − +
=

−

ដំេ�ះ្រ� 
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3 32 2 3 2
4 4

31
4

i i+ − −
=

−
 

=

3 32 3 2 2
4 4

31
4

i i− + −

−
 

38 3 3 2 1
44

3 31 1
4 4

18 3 3 2
44

1 1
4 4
8 3 3 2Q

i

i

z i

 − − 
 = +

− −

 −
 
 = +

= − +

 

ដូចេនះ 8 3 3 2Qz i= − +  

 

១២ េគេអួចំនួនកំុផ�ិច 2 3Az i= − និង 1 3Bz i= − −  Az និង Bz  

មនររៀបភេរៀងគា� ក�ុងៀ�ង់កំុផ�ិចតងេដួ A និង B  

ក.កំណត់អហ�ិ P ានចំនួនកំុផ�ិច z ែដផ P ែចក[ ]AB ខងក�ុងផផេធៀៀ 2
1

។  

ខ.កំណត់អហ�ិQ ានចំនួនកំុផ�ិច z ែដផQ ែចក[ ]AB ខងេាកតមផផេធៀៀ 2
1

។ 

 
 

 

ក. រក pz  

េគមន 2 3Az i= −  និង 1 3Bz i= − −  

េដួអហ�ិ P ានចំនួនកំុផ�ិច z ែដផ P ែចក [ ]AB ខងក�ុងផផេធៀៀ 2
1

 ែដល 2
1

λ =  

តមរូបមន
1
A P B

P
z zz

p
λ
λ

+
=

+
 

ដំេ�ះ្រ� 
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( ) ( )

( )

1
22 3 1 3
1
21
1

2 2 3 62 3 2 6
3 3

9 3
3

A B p
p

P

z z
z

i i

ii i

i i

λ
λ

+
=

+

− + − −
=

+

− − +− − −
= =

= − = −

 

ដូចេនះ 3pz i= −  

រក Qz  

េដួអហ�ិQ ានចំនួនកំុផ�ិច z ែដផQ ែចក [ ]AB ខងេាកតមផផេធៀៀ 2
1

 

តមររៀមន�
1

A B Q
Q

Q

z z
z

λ
λ

−
=

−
 

េគបន ( ) ( )2 3 2 1 3
21
1

Q

i i
z

− − − −
=

−
 

2 3 2 6
1

i i− + +
=

−
 

= ( )4 6 3 i− − −  

4 3i= − −  
ដរចេនា 4 3Qz i= − −  

 

១៣. េនក�ុងកំុផ�ិច ( )xoy េគេអួចំណុច P ជររៀបភាន Z

ែដលបេពញលក�ខណ� េដ 2 2 1
2

z i
z i
− +

=
−

។ ចូររកសំណំុចំណុច P  

 

 

រកសំណំុចំណុច P  

តង z a bi= +  

េគមន 2 2 1
2

z i
z i
− +

=
−

 

= 2 2 2z i z i− + = −  

( )2 2 22 2 2a bi i a bi i+ − + = + −  

( ) ( ) ( )2 2
2 2 2 1a i b a i b− + + = + −  

ដំេ�ះ្រ� 
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( ) ( ) ( )2 2 222 2 2 1a b a b − + + = + −   

2 2 2 22 4 4 4 4 2 1a a b b a b b − + + + + = + − +   

2 2 2 22 8 8 2 8 8 2 1a a b b a b b− + + + + = + − +  

2 2 2 22 8 16 2 8 2 1 0a a b b a b b− + + + − − + − =  

2 2 8 10 15 0a b a b+ − + + =  

2 22. .4 16 16 2. .5 25 25 15 0a a b b− + − + − + − + =  

( ) ( )2 24 5 26a b− + + =  

ដរចេនា សំណំុចំណុច P ជផ�ិតរងហង់ ( )4, 5I − និងក 26R =  

 

 ១៤.េគេអយចំនួនកុំផ�ិ z េហយ P ជចំណុចររៀបភាន z ក�ុងៀ�ង់ ( )xoy

ចររកំណត់សំណំុចំណុច P េៀេគដរងា ( )arg 2 2
4

Z i π
− + =  

 

 

តង z a bi= +  

េគបន 2 2 2 2z i a bi i− + = + − +  

( ) ( )2 2a i b= − + +  

េដួ ( )arg 2 2
4

z i π
− + = េនា ( ) ( )arg 2 2

4
a i b π
− + + =    

តម tan 1
4
π
=  

េគបន 2tan 1
4 2

b
a

π +
= =

−
 

នាំេអ 4b a= −  

ែដផ
2 0
2 0

a
b
− >

 + >
ឬ 2, 2a b> > −  

ដូចេនះសំណំុចំណុច P ជៀនច ត់ ( ) : 4d b a= −  

 

 

 

 

 

 

ដំេ�ះ្រ� 
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១.ឧបមាថាចំនួនកុំផ� Z ៀំេភញេដួផក�ខណ� 1z = ។ 

ក. ចូររករង់៉ៃនតៃម� 2Z −  

ខ. ចូររករង់៉ៃនតៃម� ( )arg 2z −  

២. តង , ,α β γ  ជាចំនួនកុំផ�ិចេនេលរង� z R= និង 0α β γ+ + ≠ ។ 

ចរររកតាម�
αβ βγ γα
α β γ
+ +
+ +

 

 

 

 

 

១.េសៀវេភ្រទឹស�ីចំនួនកុំផ�ិចេបាះពុ ម� ២០១៧- ២០១៨ ែដលេរៀបេរៀងេដយ អ�ក្រគ� េអ ម ណ ចី � 

២. េសៀវេភ្រទឹស�ីចំនួនកុំផ�ិចេបាះព មុ� ២០១១ ែដលេរៀបេរៀងេដ េលកាគរ ផរម ផផ�ុន 

លំ�ត់អនុវត�ន៍ 

 

ឯក�រេ�ង 
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េមេរៀនទី៤   ចនួំនកុផំ�ចិទ្រមង់អុិច ស ្ប៉ូណង់ែស 

លំហត 
1. េគឲ្យ 𝑧1 = 𝑒𝑖

𝜋
3  ;   𝑧2 = 2𝑒−𝑖

𝜋
3  ;   𝑧3 = √3𝑒−𝑖

5𝜋
6     

សរេសរជាទ្រមង់អ ចស្ប៉ូណ ង់ែស្យលនូវចំនួនកុំផ�  

ក. 𝑧1. 𝑧2. 𝑧3    ខ.  1
𝑧1
          គ.   𝑧32   ឃ.   𝑧2

𝑧3
 

2. សរេសរជាទ្រមង់្រតីេកណ

រួចជាទ្រមង់អិចស្ប៉ូណង់ែស្យលនូវចំនួនកុំ  ផ�ិចខង 

ក. 𝑧 = 4 − 4𝑖√3     ខ. z = 1
1+𝑖
 គ. z = −√3+𝑖

2+2𝑖√3  
  ឃ. 𝑧 = −4 �𝑐𝑐𝑐 𝜋

4
+

𝑖𝑐𝑖𝑖 𝜋
4
�   

3. សរេសរ ចនួំនកុផំ�ចិខងេ្រកមជាទ រ្មង់ពិ  

ក.  𝑧 = 𝑒𝑖𝜋  ខ.  𝑧 = 𝑒𝑖
𝜋
2 គ.  𝑧 = 2𝑒𝑖

𝜋
3  ឃ.  𝑧 = 𝑒−2𝑖𝜋  

4. សរេសរជាទ្រមង់អិចស្ប៉ូណង់ែស្យលនូវចំនួនកុំ  ផ�ិចខ 

ក. 𝑧 = (−3 + 3𝑖  )11  ខ. 𝑧 = (−1 − 𝑖  )70     គ. 𝑧 = �√8− 𝑖√8  �
200  ឃ. 

𝑧 = �√2 + 𝑖√6  �
2017   

5. េដយេ្រប𝑐𝑐𝑐𝜃 = 𝑒𝑖𝜃+𝑒−𝑖𝜃

2
  និង 𝑐𝑖𝑖𝜃 = 𝑒𝑖𝜃−𝑒−𝑖𝜃

2𝑖
   បង �ញ 

ក. 𝑐𝑖𝑖3𝜃 = 3
4
𝑐𝑖𝑖𝜃 − 1

4
𝑐𝑖𝑖3𝜃  ខ.  𝑐𝑐𝑐4𝜃 = 1

8
𝑐𝑐𝑐4𝜃 + 1

2
𝑐𝑐𝑐2𝜃 + 3

8
 

គ.  𝑐𝑐𝑐2𝜃 + 𝑐𝑖𝑖2𝜃 = 1  ឃ.  𝑐𝑐𝑐2𝜃 − 𝑐𝑖𝑖2𝜃 = 𝑐𝑐𝑐2𝜃 

 

ចេម�យ 

១.សរេសរជាទ្រមង់អុិចស្ប៉ូណង់  ល 

េគមា 𝑍1 = 𝑒𝑖
𝜋
3    

               𝑍2 = 2𝑒−𝑖
𝜋
3    

      𝑍3 = √3. 𝑒−𝑖
5𝜋
6    

     ក.គណន 𝑍1.𝑍2.𝑍3 
  𝑍1.𝑍2.𝑍3 = 𝑒𝑖

𝜋
3  . 2𝑒−𝑖

𝜋
3 .√3. 𝑒−𝑖

5𝜋
6    

                    = 2√3. 𝑒𝑖�
𝜋
3−

𝜋
3−

5𝜋
6 � 

                                = 2√3.𝑒−
5𝜋
6 𝑖  

 
 
ដូចេនះ 𝑍1.𝑍2.𝑍3 = 2√3. 𝑒−

5𝜋
6 𝑖 
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  ខ.គណន 
1
𝑍1

 

  1
𝑍1

= 1

𝑒𝑖
𝜋
3
 

       = 𝑒−𝑖
𝜋
3  

 
 
     គ.គណន  𝑍32 

 𝑍32 = �√3. 𝑒−𝑖
5𝜋
6 �

2
 

      = 3𝑒
10𝜋
6  

         = 3𝑒
5𝜋
3  

 
 
 

ឃ.  គណន  
𝑍2
𝑍3

 

         
𝑍2
𝑍3

=
2𝑒−𝑖

𝜋
3   

√3. 𝑒−𝑖
5𝜋
6

 

               =
2√3. 𝑒−𝑖

𝜋
3   

√3√3. 𝑒−𝑖
5𝜋
6

 

               =
2√3. 𝑒−𝑖

𝜋
3   

3. 𝑒−𝑖
5𝜋
6

 

                 =
2√3. 𝑒−𝑖

𝜋
3+−𝑖

5𝜋
6

3  

                 =
2√3. 𝑒𝑖

2𝜋
6

3  

                 =
2√3. 𝑒𝑖

𝜋
2

3  

ដូចេនះZ =
2√3. 𝑒𝑖

𝜋
2

3  

២.សេរសរជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រត រួចជាទ្រមង់អុិចស្ប៉   

     ក.𝑍 = 4− 4𝑖√3 
              = 4�1 − 𝑖√3� 

              = 8�
1
2 − 𝑖

√3
2 � 

               = 8�
1
2 − 𝑖

√3
2 � 

               = 8 �𝑐𝑐𝑐
5𝜋
3 + 𝑖𝑐𝑖𝑖

5𝜋
3 � 

         
ដូចេនះ   𝑍 = 8 �𝑐𝑐𝑐 5𝜋

3
+ 𝑖𝑐𝑖𝑖 5𝜋

3
�ជទ្រមង់្រតីេកណ 

ដូចេនះ 
1
𝑍1

= 𝑒−𝑖
𝜋
3  

ដូចេនះ 𝑍32 = 3𝑒
5𝜋
3  
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 េដ 𝑍 = 8 �𝑐𝑐𝑐
5𝜋
3 + 𝑖𝑐𝑖𝑖

5𝜋
3 � 

   តមរូបមន  𝑒𝑖𝑥 = 𝑐𝑐𝑐𝑥 + 𝑖𝑐𝑖𝑖𝑥 
          នាំ ឱ 𝑍 =  8𝑒𝑖

5𝜋
3  
ដូចេនះ 𝑍 =  8𝑒𝑖

5𝜋
3  ជាទ្រមង់អុិចស្ប៉ូណង់ែ   

              ខ.𝑍 =  
1

1 + 𝑖 

                       =  
1(1 − 𝑖)

(1 + 𝑖)(1− 𝑖) 

                       =  
1(1 − 𝑖)
12 − 𝑖2  

                       =  
1 − 𝑖

2  

                      =
1
2 −

𝑖
2 

                     =
√2
2 �

√2
2 −

√2𝑖
2 � 

                    =
√2
2 �𝑐𝑐𝑐

7𝜋
4 + 𝑖𝑐𝑖𝑖

7𝜋
4 � 

 

 

េដ  𝑍 =
√2
2 �𝑐𝑐𝑐

7𝜋
4 + 𝑖𝑐𝑖𝑖

7𝜋
4 � 

តមរូបមន  𝑒𝑖𝑥 = 𝑐𝑐𝑐𝑥 + 𝑖𝑐𝑖𝑖𝑥 

ន ាំ ឱ 𝑍 =
√2
2 . 𝑒𝑖

7𝜋
4  

 

 

       គ.  𝑍 =
−√3 + 𝑖
2 + 2𝑖√3

 

                  =
2�−√3

2 + 𝑖 1
2�

2�1 + 𝑖√3�
 

                  =
2�−√3

2 + 𝑖 1
2�

2 × 2�1
2 + 𝑖 √3

2 �
 

               =
2 �𝑐𝑐𝑐 5𝜋

3 + 𝑖𝑐𝑖𝑖 5𝜋
3 �

4 �𝑐𝑐𝑐 𝜋3 + 𝑖𝑐𝑖𝑖 𝜋3�
 

               =
1 �𝑐𝑐𝑐 5𝜋

3 + 𝑖𝑐𝑖𝑖 5𝜋
3 �

2 �𝑐𝑐𝑐 𝜋3 + 𝑖𝑐𝑖𝑖 𝜋3�
 

ដូចេនះ  𝑍 =
√2
2 �𝑐𝑐𝑐

7𝜋
4 + 𝑖𝑖𝑖𝑖

7𝜋
4 �  ជាទ្រមង់្រតីេក 

ដូចេនះ  𝑍 =
√2
2 . 𝑒𝑖

7𝜋
4   ជាទ្រមង់អុិចស្ប៉ូណង់ែ   
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               =
1
2 �𝑐𝑐𝑐 �

5𝜋
6 −

𝜋
3� + 𝑖𝑐𝑖𝑖 �

5𝜋
6 −

𝜋
3�� 

               =
1
2 �𝑐𝑐𝑐

3𝜋
6 + 𝑖𝑐𝑖𝑖

3𝜋
6 � 

              =
1
2 �𝑐𝑐𝑐

𝜋
2 + 𝑖𝑐𝑖𝑖

𝜋
2� 

 

 

េដ 𝑍 =
1
2 �𝑐𝑐𝑐

𝜋
2 + 𝑖𝑐𝑖𝑖

𝜋
2� 

តមរូបមន  𝑒𝑖𝑥 = 𝑐𝑐𝑐𝑥 + 𝑖𝑐𝑖𝑖𝑥 

ន ាំ ឱ 𝑍 =  
1
2 𝑒𝑖

𝜋
2 

 

 

        ឃ.𝑍 = −4 �𝑐𝑐𝑐
𝜋
4 + 𝑖𝑐𝑖𝑖

𝜋
4� 

                = 4 �−𝑐𝑐𝑐
𝜋
4 − 𝑖𝑐𝑖𝑖

𝜋
4� 

          តមរូបមន មុ ំមានផលសងេស�  π 
       𝑐𝑖𝑖∅ = 𝑐𝑖𝑖(𝜋 + ∅) 
       𝑐𝑐𝑐∅ = 𝑐𝑐𝑐(𝜋 + ∅) 
                 = 4 �𝑐𝑐𝑐 �𝜋 +

𝜋
4�+ 𝑖𝑐𝑖𝑖 �𝜋 +

𝜋
4�
� 

               = 4 �𝑐𝑐𝑐
5𝜋
4 + 𝑖𝑐𝑖𝑖

5𝜋
4 � 

 

 

េដ 𝑍 = 4 �𝑐𝑐𝑐
5𝜋
4 + 𝑖𝑐𝑖𝑖

5𝜋
4 � 

តមរូបមន  𝑒𝑖𝑥 = 𝑐𝑐𝑐𝑥 + 𝑖𝑐𝑖𝑖𝑥 
ន ាំ ឱ 𝑍 = 4𝑒𝑖

5𝜋
4   

 

 

៣.សរេសរចនួំនកុផំ�ចិខងេ្រកមជាទ រ្មង់ពី  
ក.𝑍 = 𝑒𝑖𝜋 
តមរូបមន   𝑒𝑖𝑥 = 𝑐𝑐𝑐𝑥 + 𝑖𝑐𝑖𝑖𝑥 
េគបា  𝑍 = 𝑐𝑐𝑐𝜋 + 𝑖𝑐𝑖𝑖𝜋 
ន ាំ ឱ 𝑍 = −1 + 0𝑖 

 

ខ.𝑍 = 𝑒𝑖
𝜋
2 

ដូចេនះ   𝑍 =
1
2 �𝑐𝑐𝑐

𝜋
2 + 𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜋
2�  ជាទ្រមង់្រតីេក 

ដូចេនះ 𝑍 =  
1
2 𝑒𝑖

𝜋
2   ជាទ្រមង់អុិចស្ប៉ូណង់ែ   

ដូចេនះ 𝑍 = 4 �𝑐𝑐𝑐
5𝜋
4 + 𝑖𝑖𝑖𝑖

5𝜋
4 �ជាទ្រមង់្រតីេក 

ដូចេនះ 𝑍 = 4𝑒𝑖
5𝜋
4  ជាទ្រមង់អុិចស្ប៉ូណង់ែ   

ដូចេនះ   𝑍 = −1 + 0𝑖 
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តមរូបមន   𝑒𝑖𝑥 = 𝑐𝑐𝑐𝑥 + 𝑖𝑐𝑖𝑖𝑥 
េគបា  𝑍 = 𝑐𝑐𝑐

𝜋
2 + 𝑖𝑐𝑖𝑖

𝜋
2 

ន ាំ ឱ   𝑍 = 0 + 𝑖 

 

គ.  𝑍 = 2𝑒𝑖
𝜋
3 

តមរូបមន   𝑒𝑖𝑥 = 𝑐𝑐𝑐𝑥 + 𝑖𝑐𝑖𝑖𝑥 
េគបា  𝑍 = 2 �𝑐𝑐𝑐

𝜋
3 + 𝑖𝑐𝑖𝑖

𝜋
3� 

ន ាំ ឱ   𝑍 = 2�
1
2 +

√3
2 𝑖� 

          𝑍 = 1 + 𝑖√3 
 

 
ឃ .  𝑍 = 𝑒−2𝑖𝜋  
តមរូបមន   𝑒𝑖𝑥 = 𝑐𝑐𝑐𝑥 + 𝑖𝑐𝑖𝑖𝑥 
េគបា  𝑍 = cos(−2𝜋) + 𝑖𝑐𝑖𝑖(−2𝜋) 
                𝑍 = cos 0 + 𝑖𝑐𝑖𝑖0 
               𝑍 = 1 + 0i 
 

 

                                              

៤.      សរេសរជាទ្រមង់អុិចស្ប៉ូណង់ែស្យលនូវចំនួនកុំ   ផ�ិចខ              
ក.   𝑍 = (−3 + 3𝑖)11 
           = 3(−1 + 𝑖) 
         = 3√2 (−√2

2
+ √2

2
𝑖) 

            = 3√2 (−
√2
2 +

√2
2 𝑖) 

            = 3√2 (𝑐𝑐𝑐
3𝜋
4 + 𝑖𝑐𝑖𝑖

3𝜋
4 )            

            = �3√2 �(𝑐𝑐𝑐
3𝜋
4 + 𝑖𝑐𝑖𝑖

3𝜋
4 ) �    �    11   

           = 3√2 
11

(𝑐𝑐𝑐11 ×
3𝜋
4 + 𝑖𝑐𝑖𝑖11 ×

3𝜋
4 ) 

           = �3√2 �
11

(
33𝜋

4 + 𝑖𝑐𝑖𝑖11 ×
33𝜋

4 ) 
តមរូបមន   𝑒𝑖𝑥 = 𝑐𝑐𝑐𝑥 + 𝑖𝑐𝑖𝑖𝑥 

ន ាំ ឱ 𝑍 = �3√2 �
11
𝑒𝑖
33𝜋
4  

 

 
ខ.𝑍 = (−1 − 𝑖)70 

ដូចេនះ  𝑍 = 1 + 𝑖√3 

 

ដូចេនះ 𝑍 = 1 + 0i 

ដូចេនះ  𝑍 = 0 + 𝑖 

ដូចេនះ 𝑍 = �3√2 �
11
𝑒𝑖
33𝜋
4  
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Z = −1 − i 

Z = √2�
√2
2 − i

√2
2 � 

Z = √2 �cos
5𝜋
4 − isin

5𝜋
4 � 

𝑍 = √2
70
�cos

70 × 5𝜋
4 − isin

70 × 5𝜋
4 � 

Z = 2
70
2 �cos

175𝜋
2 − isin

175𝜋
2 � 

Z = 235 �cos
175𝜋

2 − isin
175𝜋

2 � 
តមរូបមន   𝑒𝑖𝑥 = 𝑐𝑐𝑐𝑥 + 𝑖𝑐𝑖𝑖𝑥 

េគបា  𝑍 = 235𝑒𝑖
175𝜋
2  

 

គ.  𝑍 = �√8− 𝑖√8�
200 

           = √8 − 𝑖√8 

          = √8.√2�
√2
2 − 𝑖

√2
2 � 

          = √16 �𝑐𝑐𝑐
7𝜋
4 + 𝑖𝑐𝑖𝑖

7𝜋
4 � 

          = �√16 �𝑐𝑐𝑐
7𝜋
4 + 𝑖𝑐𝑖𝑖

7𝜋
4 ��

200

 

          = (4)200 �𝑐𝑐𝑐200 × 7𝜋
4

+ 𝑖𝑐𝑖𝑖200 × 7𝜋
4
�    

       =4100(𝑐𝑐𝑐350𝜋 + 𝑖𝑐𝑖𝑖350𝜋) 
          = 4100(𝑐𝑐𝑐350𝜋 + 𝑖𝑐𝑖𝑖350𝜋) 
          = 4100[cos(2 × 175𝜋+ 0) + 𝑖𝑐𝑖𝑖(2 × 175𝜋+ 0)] 
         = 4100(𝑐𝑐𝑐0 + 𝑖𝑐𝑖𝑖0) 
តមរូបមន   𝑒𝑖𝑥 = 𝑐𝑐𝑐𝑥 + 𝑖𝑐𝑖𝑖𝑥 
នាំ ឱ    𝑍 = 𝑒𝑖0 
Z = 1 
 
 
 
 
ឃ.  𝑍 = �√2 + 𝑖√6�

2017
 

      𝑍 = √2 + 𝑖√6 
      = √2(1 + 𝑖�3) 

       = 2√2(
1
2 + 𝑖

√3
2 ) 

        = 2√2(𝑐𝑐𝑐
𝜋
3 + 𝑖𝑐𝑖𝑖

𝜋
3) 

        = �2√2(𝑐𝑐𝑐
𝜋
3 + 𝑖𝑐𝑖𝑖

𝜋
3)�

2017
 

        = �2√2�
2017

�𝑐𝑐𝑐2017 ×
𝜋
3 + 𝑖𝑐𝑖𝑖2017 ×

𝜋
3)� 

ដូចេនះ   𝑍 = 235𝑒𝑖
175𝜋
2  

ដូចេនះ Z = 1 
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         = �2√2�
2017

�𝑐𝑐𝑐 2017𝜋
3

+ 𝑖𝑐𝑖𝑖 2017𝜋
3

� 
តមរូបមន   𝑒𝑖𝑥 = 𝑐𝑐𝑐𝑥 + 𝑖𝑐𝑖𝑖𝑥 

នាំ ឱ  𝑍 = �2√2�
2017

𝑒𝑖
2017𝜋
3  

 

៥.បង �ញ 

 ក. 𝑐𝑖𝑖3𝜃 = 3
4
𝑐𝑖𝑖𝜃 − 1

4
𝑐𝑖𝑖3𝜃 

េដ  𝑐𝑖𝑖 = 𝑒𝑖𝜃−𝑒−𝑖𝜃

2𝑖
   ⇒  𝑐𝑖𝑖3𝜃 = �𝑒

𝑖𝜃−𝑒−𝑖𝜃

2𝑖
�
3
 

       𝑐𝑖𝑖3𝜃 =� 1
2𝑖
�
3
�𝑒3𝑖𝜃 − 𝑒−3𝑖𝜃 − 3�𝑒𝑖𝜃 − 𝑒−𝑖𝜃�� 

       𝑐𝑖𝑖3𝜃 =� 1
−4
� ��𝑒

3𝑖𝜃−𝑒−3𝑖𝜃

2𝑖
� − 3 �𝑒

𝑖𝜃−𝑒−𝑖𝜃

2𝑖
�� 

       𝑐𝑖𝑖3𝜃 =� 1
−4
� [𝑐𝑖𝑖3𝜃 − 3𝑐𝑖𝑖𝜃] 

      𝑐𝑖𝑖3𝜃 = 3
4

 𝑐𝑖𝑖𝜃 − 1
4
𝑐𝑖𝑖3𝜃 ពិត 

 

 ដូេច�ះ 

ខ.  𝑐𝑐𝑐4𝜃 = 1
8
𝑐𝑐𝑐4𝜃 + 1

2
𝑐𝑐𝑐2𝜃 + 3

8
 

េដយ    𝑐𝑐𝑐𝜃 = 𝑒𝑖𝜃+𝑒−𝑖𝜃

2
⇒  𝑐𝑐𝑐4𝜃 = �𝑒

𝑖𝜃+𝑒−𝑖𝜃

2
�
4
 

   𝑐𝑐𝑐4𝜃 = �1
2
�
4
��𝑒4𝑖𝜃 + 𝑒−4𝑖𝜃� + 4�𝑒2𝑖𝜃 + 𝑒2𝑖𝜃� + 6� 

   𝑐𝑐𝑐4𝜃 = 1
8
��𝑒

4𝑖𝜃+𝑒−4𝑖𝜃

2
� + 4 �𝑒

2𝑖𝜃+𝑒2𝑖𝜃

2
�+ 3� 

   𝑐𝑐𝑐4𝜃 = 1
8

[(𝑐𝑐𝑐4𝜃) + 4(𝑐𝑐𝑐2𝜃) + 3] 

   𝑐𝑐𝑐4𝜃 = 1
8
𝑐𝑐𝑐4𝜃 + 1

2
𝑐𝑐𝑐2𝜃 + 3

8
  ពិត 

ដូេច�ះ 

 

គ.  𝑐𝑐𝑐2𝜃 + 𝑐𝑖𝑖2𝜃 = 1  

េដយ𝑐𝑐𝑐𝜃 = 𝑒𝑖𝜃+𝑒−𝑖𝜃

2
  និង 𝑐𝑖𝑖𝜃 = 𝑒𝑖𝜃−𝑒−𝑖𝜃

2𝑖
    

  �𝑒
𝑖𝜃+𝑒−𝑖𝜃

2
�
2

+ �𝑒
𝑖𝜃−𝑒−𝑖𝜃

2𝑖
�
2

= 1 

�
1
2�

2

�𝑒2𝑖𝜃 + 𝑒−2𝑖𝜃 + 2� + �
1
2𝑖�

2

�𝑒2𝑖𝜃 + 𝑒−2𝑖𝜃 − 2� = 1 
1
2
�𝑒

2𝑖𝜃+𝑒−2𝑖𝜃

2
+ 1�+ � 1

−2
� �𝑒

2𝑖𝜃+𝑒−2𝑖𝜃

2
− 1� = 1  

1
2

(𝑐𝑐𝑐2𝜃 + 1) −
1
2

(𝑐𝑐𝑐2𝜃 − 1) = 1 
1
2 𝑐𝑐𝑐2𝜃 +

1
2−

1
2  𝑐𝑐𝑐2𝜃 +

1
2 = 1 

𝑠𝑠𝑠3𝜃 =
3
4

 𝑠𝑠𝑠𝑠 −
1
4
𝑠𝑠𝑠3𝜃 

 

𝑐𝑐𝑐4𝜃 =
1
8
𝑐𝑐𝑐4𝜃 +

1
2
𝑐𝑐𝑐2𝜃 +

3
8

 

 ដូចេនះ 𝑍 = �2√2�
2017

𝑒𝑖
2017𝜋
3  
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      1   =   1 ពិត 

ដូេច�ះ 

ឃ.   𝑐𝑐𝑐2𝜃 − 𝑐𝑖𝑖2𝜃 = 𝑐𝑐𝑐2𝜃 

�
𝑒𝑖𝜃 + 𝑒−𝑖𝜃

2 �
2

− �
𝑒𝑖𝜃 − 𝑒−𝑖𝜃

2𝑖 �
2

= 𝑐𝑐𝑐2𝜃 

�
1
2�

2

�𝑒2𝑖𝜃 + 𝑒−2𝑖𝜃 + 2� − �
1
2𝑖�

2

�𝑒2𝑖𝜃 + 𝑒−2𝑖𝜃 − 2� = 𝑐𝑐𝑐2𝜃 

    
1
2�

𝑒2𝑖𝜃 + 𝑒−2𝑖𝜃

2 + 1� − �
1
−2��

𝑒2𝑖𝜃 + 𝑒−2𝑖𝜃

2 − 1� = 𝑐𝑐𝑐2𝜃 

                                      
1
2

(𝑐𝑐𝑐2𝜃 + 1) +
1
2

(𝑐𝑐𝑐2𝜃 − 1) = 𝑐𝑐𝑐2𝜃 

                                             
1
2 𝑐𝑐𝑐2𝜃 +

1
2 +

1
2  cos2θ −

1
2 = 𝑐𝑐𝑐2𝜃 

                         𝑐𝑐𝑐2𝜃 = 𝑐𝑐𝑐2𝜃  ពិត 

ដូេច�ះ 

𝑐𝑐𝑐2𝜃 + 𝑠𝑠𝑠2𝜃 = 1  

𝑐𝑐𝑐2𝜃 − 𝑠𝑠𝑠2𝜃 = 𝑐𝑐2𝜃 
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េមេរៀនទី ៤          
ចំនួនកុំផ�ិចទ្រមង់អុចស្ ប៉ូ ណង់ែស្ 

 

6.រក្រគប ច់ំនួនគត់n �−1+𝑖√3
2

�
𝑛
+ �−1−𝑖√3

2
�
𝑛
 = 2 

�−1
2

+ 𝑖√3
2
�
𝑛

+ �−1
2
− 𝑖√3

2
�
𝑛
= 2 

�−cos
𝑛
3 + 𝑠 sin

𝑛
3�

𝑛
+ �−cos

𝑛
3 − 𝑠 sin

𝑛
3�

𝑛
= 2 

�cos
2𝑛
3 + 𝑠 sin

2𝑛
3 �

𝑛

+ �cos
4𝑛
3 − 𝑠 sin

4𝑛
3 �

𝑛

= 2 

តម្រទឹស�ីដឺម័រ 

េគបា :cos 2𝜋𝑛
3

+ 𝑠 sin 2𝜋𝑛
3

+ cos 4𝜋𝑛
3

+ 𝑠 sin 4𝜋𝑛
3

= 2 

cos 2𝜋𝑛
3

+ cos 4𝜋𝑛
3

+  𝑠 sin 2𝜋𝑛
3

R+ sin 4𝜋𝑛
3

= 2 

�cos
2𝑛𝑛

3 + cos
4𝑛𝑛

3 �+ 𝑠 �sin
2𝑛𝑛

3 +  sin
4𝑛𝑛

3 � = 2 

ទញែផ�កពិ=ែផ�កពិត 

េគបានcos 2𝜋𝑛
3

+ cos 4𝜋𝑛
3

=2 

cos 2𝜋𝑛
3

+ cos 2𝜋𝑛
3

2
-1= 2  (cos 2𝑎 = 2 cos 𝑎2 − 1) 

cos 2𝜋𝑛
3

+ cos 2𝜋𝑛
3

2
-3= 0 

តងt=cos 2𝜋𝑛
3

  ;(−1 ≤ 𝑡 ≤ 1) 

េគបា 2𝑡2 + 𝑡 − 3 = 0 

𝑡1 = 1; 𝑡2 = −
3
2 

 

ចំេពះ𝑡1 = 1      ⇒      cos 2𝜋𝑛
3

=cos 0 

   ⟹         2𝜋𝑛
3

= 0 

    ⟹  n=0 

sin
2𝑛𝑛

3 +  sin
4𝑛𝑛

3 = 0 

sin
2𝑛𝑛

3 + 2 sin
4𝑛𝑛

3 cos
2𝑛𝑛

3 = 0 

sin
2𝑛𝑛

3 �1 + 2 cos
2𝑛𝑛

3 � = 0 

sin
2𝑛𝑛

3 = 0     ; (sin 0 = 0) 
2𝜋𝑛
3

=0 

n=o 
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1+2cos 2𝜋𝑛
3

=0 

2cos 2𝜋𝑛
3

=-1 

cos
2𝑛𝑛

3 = −
1
2 

cos
2𝑛𝑛

3 = cos �𝑛 −
𝑛
3� 

2𝑛𝑛
3 =  𝑛 −

𝑛
3 

2𝑛n=3𝑛- 𝑛 

n=2𝜋
2𝜋

= 1 

ដូចេនះ 

 

7  កំណត់ចំនួនគត់ n ៃនស�ីត 

ក� 𝑎0 = 0;𝑎1 = 1 
𝑎𝑛+2 = 𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛

 

                                                                       𝑎𝑛+2 = 𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 
តមសមីករស មា𝑟2 − 𝑟 + 1 = 0 

∆= (−1)2 − 4 = −3 
√∆= 𝑠√3 

𝑟1 =
1 + √3𝑠

2 ; 𝑟2 =
1 − √3𝑠

2  

សមីករជំនួយ 

𝑧𝑛 = 𝑎𝑛+1 − 𝑟1𝑎𝑛 

𝑧𝑛 = 𝑎𝑛+1 − �
1− √3𝑠

2 �𝑎𝑛 

𝑧𝑛+1 = 𝑎𝑛+2 − �
1− √3𝑠

2 �𝑎𝑛+1 

ែត 𝑎𝑛+2 = 𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛                                                                                                                         

𝑧𝑛+1 = 𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 − �1−√3𝑖
2
� 𝑎𝑛+1 

=𝑎𝑛+1 �1 − 𝑎𝑛 − �1−√3𝑖
2
�� 

=𝑎𝑛+1 �
1−2𝑎𝑛+√3𝑖

2
� 

=𝑎𝑛+1 �−𝑎𝑛 + 1+√3𝑖
2
� 

=�1+√3𝑖
2
� �𝑎𝑛+1 −

2
1+√3𝑖

𝑎𝑛� 

=�1+√3𝑖
2
� �𝑎𝑛+1 −

2�1−√3𝑖�
4

𝑎𝑛� 

=�1+√3𝑖
2
� �𝑎𝑛+1 −

�1−√3𝑖�
2

𝑎𝑛� 

ែត 𝑧𝑛 = �𝑎𝑛+1 −
�1−√3𝑖�

2
𝑎𝑛� 

n=0;1 
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𝑧𝑛+1 = �1+√3𝑖
2
� 𝑧𝑛  ; 𝑧𝑛ជាស�ុីតធរណីមា្រតៃ នចំនួនកុំផ�ិចែដលមានេរសុីq=1+√3𝑖

2
 

េដយq=1+√3𝑖
2

= cos 𝜋
3

+ 𝑠 sin 𝜋
3
 េនាះ𝑧0 = 𝑎1 − �1+√3𝑖

2
� 𝑎0 = 1; 𝑧0 = 1 

េគបាន𝑧𝑛 = 𝑧0𝑞𝑛 = �cos𝜋
3

+ 𝑠 sin 𝜋
3
�
𝑛
 

=cos 𝑛𝜋
3

+ 𝑠 sin 𝑛𝜋
3

    (1) 

និង 𝑧𝑛 = 𝑎𝑛+1 − 𝑟1𝑎𝑛                                                                                                                  

= 𝑎𝑛+1 − �1−√3𝑖
2
� 𝑎𝑛 

=𝑎𝑛+1 −
1
2
𝑎𝑛

√3𝑖
2
𝑎𝑛 

=�𝑎𝑛+1 −
1
2
𝑎𝑛�+ 𝑠 �√3𝑖

2
𝑎𝑛�   (2) 

តម(1)&(2) 

េគបាន√3𝑖
2
𝑎𝑛 = sin 𝑛𝜋

3
                                                                                                        

𝑎𝑛 = 2
√3

sin 𝑛𝜋
3

 

េផ��ងផា�ត់ 𝑎0 = 2
√3

sin 0𝜋
3

= 0 ពិត       ;        𝑎1 = 2
√3

sin 𝜋
3

= 1 ពិត 

ដូចេនះ 

 

ខ. � 𝑎1 = 0; 𝑎2 = 2
𝑎𝑛+2 = 2𝑎𝑛+1 − 2𝑎𝑛

 

សមីករសមា�ល 𝑟2 − 2𝑟 + 2 = 0 

∆= (−2)2 − 4(2) = −4 
√∆= �4𝑠2 = 2𝑠 

𝑟1 =
2 − 2𝑠

2 = 1 − 𝑠 

𝑟2 =
2 + 2𝑠

2 = 1 + 𝑠 

តងស�ីតជំនួ 

𝑍𝑛 = 𝑎𝑛+1 − 𝑟𝑎𝑛 = 𝑎𝑛+1 − (1 − 𝑠)𝑎𝑛 
𝑍𝑛+1 = 𝑎𝑛+2 − (1− 𝑠)𝑎𝑛+1 

=2𝑎𝑛+1 − 2𝑎𝑛 − (1 − 𝑠)𝑎𝑛+1 

(1 + 𝑠)�𝑢𝑛+1 − (1 − 𝑠)𝑢𝑛� = (1 + 𝑠)𝑍𝑛 

េនា 𝑍𝑛 ជាស�ីតធរណីមា្រតៃ នចំនួនកុំផមានេរសុ 

𝑞 = 1 + 𝑠 = √2(
√2
2 + 𝑠

√2
2  

=√2 �𝑐𝑜𝑠 𝜋
4

+ 𝑠𝑠𝑠𝑛 𝜋
4
� 

និង 𝑍1 = 𝑎1 − (1− 𝑠)𝑎1 = 1 

េគបា𝑍𝑛 = 𝑍1𝑞𝑛−1 �√2 �𝑐𝑜𝑠 𝜋
4

+ 𝑠𝑠𝑠𝑛 𝜋
4
��
𝑛−1

 

𝑎𝑛 =
2
√3

sin
𝑛𝑛
3

;∀ 𝑛 ∈= 0; 1; 2 … 
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= 2
𝑛−1
2 �√2 �𝑐𝑜𝑠 (𝑛−1)𝜋

4
+ 𝑠𝑠𝑠𝑛 (𝑛−1)𝜋

4
�� 

េនា 𝑍𝑛 = 2
𝑛−1
2 �√2 �𝑐𝑜𝑠 (𝑛−1)𝜋

4
+ 𝑠2

𝑛−1
2 𝑠𝑠𝑛 (𝑛−1)𝜋

4
��   (1) 

ែត  𝑍𝑛=𝑎𝑛+1 − 1 + 𝑠𝑎𝑛  (2) 

ត    (1)&(2) 

ទញប    𝑢𝑛 = 2
𝑛−1
2 𝑠𝑠𝑛 �(𝑛−1)𝜋

4
� 

ដូចេនះ                                                        ;∀ 𝑛 ∈= 𝑁 

េផ��ងផា�ត់ 𝑢1 = ០  ;  𝑢2 = 1 ពិត 

 

្ហំតង់នុវត� 

១់ូររំណគ់គនមទ n  ៃនស�ទគ់ំនននគគ់ខ៊េ្ី� 

ក� 𝑎0 = 0 ; 𝑎1 = 1
𝑎𝑛+2 = −𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛

∀𝑛 ∈ 𝑁 

២  េគឲ្យស�ទគ់ំនននរំុផ�ព់ (𝑧𝑛)កំណត់េដ𝑧1 = 2+√3+𝑖
2

 និង 𝑧1 = √3+𝑖
2
𝑧𝑛 + 2−√3+𝑖

2
 និង n= 

1,2,3....                                                                             

ក ត៊ 𝑤𝑛 = 𝑧𝑛 − 1។បង �ញ(𝑤𝑛)ជស�ទគតរណទ រ្គៃន់ំនននរំុផ�ព់រន់ គណន𝑤𝑛ជ 

អនុគ�ន៍ៃន nេដយេអយលទ�ផលជាទ្រមង់្រតីេក 

   ខ.ទញបង �𝑧𝑛 = 2 cos 𝑛𝜋
12
�cos 𝑛𝜋

12
+ 𝑠 sin 𝑛𝜋

12
� ។ 

សមូអរគុណ! 

    𝑢𝑛 = 2
𝑛−1
2 𝑠𝑠𝑠 �(𝑛−1)𝜋

4
� 
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