
 

 

  

រ ៀបរ ៀងរោយ នសិ្សតិ រ ឿ ស្វុណ្ណ រ៉ា  
 

ននេះជានសៀវនៅ គណិតវភិាគ ដែលប្រមលូផ្ត ុំនវូនមន ៀនសនខេប និខលុំ
ហាតអ់មនោយែុំន េះស្រាយមកជាមយួ។ នសៀវនៅននេះស នស 

ន ើខកនតខឆ្ន ុំ ២០១៧។ 

សម្រាប់ថ្នា ក់វិទ្យាល័យ  
និងមហាវិទ្យាល័យ 

 ក្សាស្ទិ្ធគ្របយ់៉ា ង   
២០១៧ 

 

 

 

 

 

∑  

 

 

រណិ្តវិ  



 



 

  

 

ផលតិឆ្ន ាំ ២០១៧ 



អ្នករ ៀបរ ៀង ៖ លលឿ សុវណ្ណរ៉ា  (និសសិតសាកលវទិ្យាល័យភូមិនទភនំលេញ) 

អ្នក ចនាក្កប និងកាំព្យទូ័  ៖ លលឿ សុវណ្ណរ៉ា   

អ្នកក្តួតព្ិនតិយ ៖ 

លលឿ សុវណ្ណរ៉ា    
 

 

 

 

ការក៏លកើតល ើងលនេះ  គឺលោយសារខិតខំប្រឹងប្ប្រងររស់ខ្ុំ ទ្យប្រំវាយអតថរទ្យ ការ
គណ្នា រេិះគិត  និងការស្រសាវប្ាវយ៉ាងយូរលនេះ  លប្រើលេលជិត ២ឆ្ន ំ លទ្យើរបានលសៀវលៅលនេះ
លលចររូរងល ើង។ដូលចនេះ សូមអនកសិកាទំងឡាយជួយគំប្ទ្យសាន ដដរលនេះ លទ្យើរលសៀវលៅ
លលើកលប្កាយនឹងលចញមករនតររនាទ រ់លទ្យៀត។ សូមអរគុណ្ !! 

 

 

 

ហាមថតចមលង ឬផលិតស ៀវសៅស េះ ស ើងវញិសោយ
គ្មា  ការអ ញុ្ញា តពីិអនកសរៀបសរៀងស ើយ 

 

 

 

 

ផលិតឆ្ន ំ ២០១៧ 

រជធានី ភនំលេញ , ប្រលទ្យសកមពុា 
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ដោយ៖ ដលឿ សុវណ្ណរ៉ា  

ជំពូកទ១ី 
ស្វតីចនំួនពិត 

1. និយមន័យ៖ 

ដែលដៅថា ស្ុ៊ីតចំនួនពិត គឺគ្គប់អនុគមន៍អនុវតតន៍សំណំុ្ចំនួនពិតធមម

ជាតិ (  ) ដៅសំណំុ្ចំនួនពិត (  ) ។ 

       គឺ             

2. ស្វ៊ីតរង 

ដគមាន *  + និង *  + ដគថា (  ) ជាស្ុ៊ីតរងនន (  ) កាលណា គ្គប់តួនន

ស្ុ៊ីត (  ) ជាតួខ្លះននស្ុ៊ីត (  ) ។ 

3. ស្វ៊ីតម ៉ូណូត៉ូន 

 ដគថា  (  ) ជាស្ុ៊ីតដ ើនកាលណា                 ។ 

 ដគថា  (  ) ជាស្ុ៊ីតដ ើនោច់ខាតកាលណា                 ។ 

 ដគថា (  ) ជាស្ុ៊ីតចុះកាលណា                ។ 

 ដគថា (  )  ជាស្ុ៊ីតចុះោច់ខាតកាលណា                 ។ 

 ស្ុ៊ីតដ ើនរហូត  ឬចុះរហូតជាស្ុ៊ីតម៉ាូណូ្តូន 

4. ស្វ៊ីតទាល់ 

 ដគថា  (  ) ជាស្ុ៊ីតទាល់ដលើកាលណា                    

  ។ 
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ដោយ៖ ដលឿ សុវណ្ណរ៉ា  

 ដគថា  (  )  ជាស្ុ៊ីតទាល់ដគ្កាមកាលណា                   

     (    ) 

 ដគថា  (  ) ជាស្ុ៊ីតទាល់កាលណា (  ) ទាល់ដលើផង  ទាល់ដគ្កាម

ផង  ឬអាចសរដសរ ៖ 

o (  )  ជាស្ុ៊ីតទាល់                            

o (  ) ជាស្ុ៊ីតទាល់                         

 |  |    

5. ស្វ៊ីតបង្ងួម 

5.1. និយមន័យ 

ដគថា  (  ) មានល៊ីម៊ីត    (                 )  លុះគ្ាដត     

    

                |    |    ។ 

ឬ     
    

                       

       |    |    

ចំនំ៖ ស្ុ៊ីតមានល៊ីម៊ីត ជាស្ុ៊ីតរមួ។ 

 និយមន័យដផែ គត់ 

                    ដែល  , -             
5.2. ង្រឹសតីបរ 

គ្គប់ស្ុ៊ីតរមួ ជាស្ុ៊ីតទាល់   ដតគ្គប់ស្ុ៊ីតទាល់ពំុដមនសុទ្ធដតជាស្ុ៊ីតរមួ

ដទ្។ 



ស្ុ៊ីតចំនួនពិត 

 

3 

ដោយ៖ ដលឿ សុវណ្ណរ៉ា  

5.3. ស្វ៊ីតរងននស្វ៊ីតរួម 

ង្រឹសតីបរ៖ គ្គប់ស្ុ៊ីតរងននស្ុ៊ីតរមួ ជាស្ុ៊ីតរមួ ដហើយមានល៊ីម៊ីតែូចស្ុ៊ីត 

                រមួ។ 

ដបើ  (  ) ជាស្ុ៊ីតទាល់  និងម៉ាូណូ្តូនដនះ (  ) ជាស្ុ៊ីតរមួ។ាមគ្ទឹ្សត៊ី

បទ្ខាងដលើ  ដយើងអាចទាញបាន៖ 

 ដបើ  (  ) ជាស្ុ៊ីតទាល់ដលើ និងដ ើនដនះ (  ) ជាស្ុ៊ីតរមួ។ 

 ដបើ  (  ) ជាស្ុ៊ីតទាល់ដគ្កាម និងចុះដនះ (  ) ជាស្ុ៊ីតរមួ។ 

6. ស្វ៊ីតក៉ូស ី  (Cauchy) 

6.1. និយមន័យ 

ដគថា  (  ) ជាស្ុ៊ីត ូសុ៊ីលុះគ្ាដត                          

      |     |    ។ 

6.2. ង្រឹសតីបរ 

ង្រឹសតីបររី១៖ គ្គប់ស្ុ៊ីតរមួ  ជាស្ុ៊ីត ូសុ៊ី ។ 

ង្រឹសតីបររី២៖ គ្គប់ស្ុ៊ីត ូសុ៊ី  ជាស្ុ៊ីតទាល់។ 

ង្រឹសតីបររី៣៖ គ្គប់ស្ុ៊ីត ូសុ៊ី ែុង    ជាស្ុ៊ីតរមួ។ 

 



គណិតវភិាគ (ផ្ផែកលំហាត់ស្វ៊ីតចំនួនពិត) 
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ដោយ៖ ដលឿ សវវណណរ៉ា  

ផ្ផែកលំហាត់ស្វ៊ីតចំនួនពិត 
សម្រាប់តម្រតៀមម្របឡងម្របផ្ែងនានា 

លំហាត់ទ០ី១៖ គេមានស្វ៊ីត  (  ) កំណត់គោយ 

   
√  √  √    √  

មានឫសកាគរចំនួន           ។ 

1. បង្ហា ញថា  (  ) ជាស្វ៊ីតគកើន។ 
2. បង្ហា ញថា (  ) ជាស្វ៊ីតទាល់។ 

លំហាត់ទ០ី២៖ គេមានស្វ៊ីត (  ) មួយកំណត់គោយ ៖ 

     
     

 
  (           ) 

បង្ហា ញថា (  ) ជាស្វ៊ីតគកើន។ 

លំហាត់ទ០ី៣៖ បង្ហា ញថាស្វ៊ីត (  )      ជាស្វ៊ីតទាល់។ 

                              គោយ     
          

  
         ។ 

លំហាត់ទ០ី៤៖  គេមានស្វ៊ីត (  ) កំណត់គោយ៖ 

{

                                                

     
 

 (   )
   

 (   )

 (   )

 

                        បង្ហា ញថា (  ) ជាស្វ៊ីតគកើន        ។ 
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ដោយ៖ ដលឿ សវវណណរ៉ា  

លំហាត់ទ០ី៥៖ បង្ហា ញថាស្វ៊ីត  *  +      ដែលមានតួទូគៅ 

                                 √    √   ជាស្វ៊ីតចវុះ។  
លំហាត់ទី០៦៖ បង្ហា ញថាស្វ៊ីត (  ) ជាស្វ៊ីតទាល់។ 

ដែល     
  

    
        

លំហាត់ទ០ី៧៖ េណនាតួទ៊ី   ននស្វ៊ីត (  ) កំណត់គោយ 

{

                   

     
 

 
    

 

លំហាត់ទ០ី៨៖ េណនាតួទ៊ី   ននស្វ៊ីត (  ) កំណត់គោយ៖ 

{
       

             
 

លំហាត់ទ០ី៩៖ គ្បើ្ទឹសត៊ីស្វ៊ីតម ូណូតូន  និងស្វ៊ីតទាល់បង្ហា ញថាស្វ៊ីត (  )  

                      ជាស្វ៊ីតរមួ។ 

គោយ     
 

   
(  

 

  
)               ។ 

លំហាត់ទ១ី០៖ គ្បើ្ទឹសត៊ីស្វ៊ីតម ូណូតូន  និងស្វ៊ីតទាល់បង្ហា ញថា (  )ជាស្វ៊ី 

                              តរមួ។  

ដែល     (  
 

 
) (  

 

 
)    (  

 

  
)       

លំហាត់ទ១ី១៖ គេមានស្វ៊ីត (  ) កំណត់គោយ 

{

                                                   

     √  
  

 

  
        

 

                              េណនា     
    

   ។ 



គណិតវភិាគ (ផ្ផែកលំហាត់ស្វ៊ីតចំនួនពិត) 
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ដោយ៖ ដលឿ សវវណណរ៉ា  

លំហាត់ទ១ី២៖  ចូរេណនាល៊ីម៊ីតស្វ៊ីត 

     ( )      
    

√  
 

     

   
 

     ( )        
    

.   
 

 
    

 

  
      

 

  
/     -   ,  

     ( )       
    

.
 

    
 

 

    
   

 

    
/ 

     ( )       
    

(√  √ 
 
 √ 

 
   √ 

 
) 

លំហាត់ទ១ី៣ ៖ បង្ហា ញថា ស្វ៊ីត (  ) កំណត់ដោយ ៖ 

   
     

 
 
     

  
   

     

  
 

                       ជាស្វ៊ីត  Cauchy ។ (     ) ។ 

លំហាត់ទ១ី៤៖  ដគមានស្វ៊ីត  (  ) កំណត់ដោយ ៖ 

   
 

   
 

 

   
 

 

   
   

 

 (   )
       

           បង្ហា ញថា  (  ) ជាស្វ៊ីតកូសវ៊ី ( Cauchy ) ។ 

លំហាត់ទ១ី៤៖  បង្ហា ញថា ចំគ ុះ       ៖ 
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ដោយ ៖ ដ ឿ សវវណ្ណរ៉ា  

លំហាត់ទ០ី១៖ គេមានស្ុ៊ីត  (  ) កំណត់គោយ 

   
√  √  √    √  

មានឫសកាគរចំនួន           ។ 
1. បង្ហា ញថា  (  ) ជាស្ុ៊ីតគកើន។ 
2. បង្ហា ញថា (  ) ជាស្ុ៊ីតទាល់។ 
ដំណ ោះស្រាយ៖  

1. បង្ហា ញថា (  ) ជាស្ុ៊ីតគកើន 

គេមាន     √  √  √    √  

                         
 
   

 
   

 
     

 
   

                         
 
 
 
 
 
 
 
 
   

 
   

តាង        
 

 
 
 

 
   

 

  
  ជាផលបូកតួស្ុ៊ីតធរណ៊ី មាត្ត 

                ដែល     
 
 

       (
 

 
)(

 
  
  

 
 
  
)    

 

  
 

គយើងបាន        
 
   

                          
  
 
     

យក     
  
 
 
  
 
    

   
 
  

  
 
 
    
 
 
   

                       
 
     √ 
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ដោយ ៖ ដ ឿ សវវណ្ណរ៉ា  

ចំគ ោះ         គ ោះ        
         គបើ           ឬ  √     

 √ 
    

   

គោយ     
  
    ឬ          

ែូចគនោះ   (  ) ជាស្ុ៊ីតគកើន។ 

2. បង្ហា ញថា (  ) ជាស្ុ៊ីតទាល់ 

គយើងមាន        
 
   

ចំគ ោះ                 , គ ោះ ស្ុ៊ីត (  ) ជាស្ុ៊ីតទាល់គត្កាម ( )  

ចំគ ោះ                    ឬ       
គ ោះ (  )  ជាស្ុ៊ីតទាល់គលើ ( ) ។ 

តាម ( )   ( ) គេអាចទាញបាន  ស្ុ៊ីត (  ) ជាស្ុ៊ីតទាល់។ 

ែូចគនោះ  ស្ុ៊ីត  (  ) ជាស្ុ៊ីតទាល់។ 

 

លំហាត់ទ០ី២៖ គេមានស្ុ៊ីត (  ) មួយកំណត់គោយ ៖ 

     
     

 
  (           ) 

បង្ហា ញថា (  ) ជាស្ុ៊ីតគកើន។ 

ដំណ ោះស្រាយ៖  បង្ហា ញថា (  ) ជាស្ុ៊ីតគកើន 

គេមាន              
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ដោយ ៖ ដ ឿ សវវណ្ណរ៉ា  

                
     (       )    
         

 

 
   

គោយ            ឬ         

ែូចគនោះ  (  ) ជាស្ុ៊ីតគកើន។ 

 

លំហាត់ទ០ី៣៖ បង្ហា ញថាស្ុ៊ីត (  )      ជាស្ុ៊ីតទាល់។ 

                              គោយ      
         

  
         ។ 

ដំណ ោះស្រាយ៖  បង្ហា ញថាស្ុ៊ីត (  ) ជាស្ុ៊ីតទាល់ 

គេមាន      
         

  
 

                       

 (   )(    )
 
  

 

                       
(   )(    )

   
 
 

 
 
   

 
 
    

 
 

                       (
 

 
) (  

 

 
) (  

 

 
) 

ចំគ ោះ         គយើងបាន ៖ 
 

 
    គ ោះ       ( )( )  

 

 
 

គ ោះ         គ ោះគយើងបាន  (  ) ជាស្ុ៊ីតទាល់គត្កាមត្តង់ 
 
។ ( ) 

តាមវសិមភាព        គយើងបាន 
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ដោយ ៖ ដ ឿ សវវណ្ណរ៉ា  

.  
 
 /
 .  

 
 /

 
 √(  

 

 
) (  

 

 
) 

(  
 

 
)  (  

 

 
)   √(  

 

 
) (  

 

 
) 

មយ៉ាងគ ៀត  
 
             

                   
 

 
     

គ ោះ    √(   
 
) (  

 

 
)    

               (  
 

 
) (  

 

 
)  
  

 
 

េុណអងគសងខាង នឹង 
 
  គយើងបាន ៖ 

       
 

 
(  
 

 
) (  

 

 
)  
  

  
 

    
  

  
  គ ោះ (  )  ជាស្ុ៊ីតទាល់គលើត្តង់  

  
 ។ ( ) 

តាម  ( ) និង ( ) គយើងបាន (  ) ជាស្ុ៊ីតទាល់ ។ 
ែូចគនោះ  (  )  ជាស្ុ៊ីតទាល់។ 

 

លំហាត់ទ០ី៤៖  គេមានស្ុ៊ីត (  ) កំណត់គោយ៖ 

{

                                                

     
 

 (   )
   
 (   )

 (   )

 

                        បង្ហា ញថា (  ) ជាស្ុ៊ីតគកើន        ។ 
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ដោយ ៖ ដ ឿ សវវណ្ណរ៉ា  

ដំណ ោះស្រាយ៖  បង្ហា ញថា  (  ) ជាស្ុ៊ីតគកើន        

គយើងមាន        

 (   )
   
 (   )

 (   )
 

យក           

 (   )
   
 (   )

 (   )
    

                                 
     (   )     (   )

 (   )
 

                                 
                 

 (   )
 

                                 
 (   )         

 (   )
 

                                 
 (   )    (   )

 (   )
 

                                 
(   )(    )

 (   )
 

ចំគ ោះ         គេមាន  { (   )   
 (   )   

 

គែើមប៊ីឲ្យ  (  )  ជាស្ុ៊ីតគកើនកាលណា         

គ ោះគយើងត្តូវស្រាយថា      

ចំគ ោះ       គ ោះត្បសិនគបើ  

             (  )             ពិត 
ឧបមារថាពិតែល់            ពិត 

គយើងនឹងស្រាយថាពិតរហូតែល់               

  គយើងមាន       
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ដោយ ៖ ដ ឿ សវវណ្ណរ៉ា  

                     
 

 (   )
   

  

 (   )
 

           
 

 (   )
   
 (   )

 (   )
 
  

 (   )
 
 (   )

 (   )
 

                        
       

 (   )
 

                        
 (   )

 (   )
     ពិត 

គ ោះ       
គយើងបាន         
គេទាញបាន            
ែូចគនោះ  (  )  ជាស្ុ៊ីតគកើន។ 

 

លំហាត់ទ០ី៥៖ បង្ហា ញថាស្ុ៊ីត  *  +      ដែលមានតួ ូគៅ 

                                 √    √   ជាស្ុ៊ីតចុោះ។  
ដណំ ោះស្រាយ៖ បង្ហា ញថាស្ុ៊ីត *  +      ជាស្ុ៊ីតចុោះ 

គយើងមាន     √    √  
                   √    √    

យក     
  
 
√    √   

√    √ 
 

                      
(√    √   )(√    √   )(√    √ )

(√    √ )(√    √ )(√    √   )
 

                      
(       )(√    √ )

(     )(√    √   )
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ដោយ ៖ ដ ឿ សវវណ្ណរ៉ា  

                      
(√    √ )

√    √   
 

ចំគ ោះ        គយើងមាន 

      
√    √  
√    √    √    √  
(√    √ )

√    √   
     

    
  
   

ែូចគនោះ  (  ) ជាស្ុ៊ីតចុោះ ។ 

 

លំហាត់ទ០ី៦៖ បង្ហា ញថាស្ុ៊ីត (  ) ជាស្ុ៊ីតទាល់។ 

ដែល       

    
        

ដំណ ោះស្រាយ៖ បង្ហា ញថាស្ុ៊ីត (  ) ជាស្ុ៊ីតទាល់ 

គយើងមាន       

    
           

                       
  

    
               ( ) 

តាមវសិមភាព        គយើងមាន៖ 

                
         
 
  

    
 
  

  
 
 

 
    ( ) 

តាម ( )    ( ) គេទាញបាន   
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ដោយ ៖ ដ ឿ សវវណ្ណរ៉ា  

     
 

 
 

ែូចគនោះ  (  ) ជាស្ុ៊ីតទាល់ 

 

លំហាត់ទ០ី៧៖ េណ តួ ៊ី   ននស្ុ៊ីត (  ) កំណត់គោយ 

{

                   

     
 

 
    

 

ដណំ ោះស្រាយ៖ េណ តួ ៊ី   ននស្ុ៊ីត 

គេមាន  {
                   

     
 

 
    

 

តាង         

               
                    

 

 
       

                    
 

 
   
 

 
  
 

 
      

                    
 

 
(    )  

 

 
   

គែើមប៊ីឲ្យស្ុ៊ីត (  ) ជាស្ុ៊ីតធរណ៊ី មាត្តកាលណា   
 
     

                                                                                              
គយើងបាន                           

គោយ                
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ដោយ ៖ ដ ឿ សវវណ្ណរ៉ា  

ដត            (  )
 

 

គេបាន  ( 
 
)
 

           (
 

 
)
 

   

ែូចគនោះ       (  )
 

   

 

លំហាត់ទ០ី៨៖ េណ តួ ៊ី   ននស្ុ៊ីត (  ) កំណត់គោយ៖ 

{
       

             
 

ដំណ ោះស្រាយ៖ េណ តួ ៊ី   ននស្ុ៊ីត (  )  

គយើងមាន {        
             

 

សម៊ីការសមាគ ល់ស្ុ៊ីត (  ) េឺ        
          
       (  )   ( )(  )        
      

   

 
         

   

 
   

តាងស្ុ៊ីតជំនួយែូចខាងគត្កាម៖ 

{
           
           

  {
                ( )

                ( )
 

 តាម  ( )                    
                                                  
                                             
                                    (        ) 
                                
 ំឲ្យ  (  )  ជាស្ុ៊ីតធរណ៊ី មាត្តមានគរសុង      
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ដោយ ៖ ដ ឿ សវវណ្ណរ៉ា  

តាមរបូមនត                              
                          ( )

    ( ) 
តាម ( ) :                 

                                              
                                         
                                 (        ) 
                                    
 ំឲ្យ  (  ) ជាស្ុ៊ីតធរណ៊ី មាត្ត ដែលមានគរសុង      

តាមរបូមនត                             

                             (  )
    (  ) 

តាម (1)  និង (2) គយើងបាន 

{
    ( )

 

     (  )
    {

          ( )
 

           (  )
  

គោយ បូកបំបាត់       គយើង  ួលបាន       ( )   (  )  

គ ោះ        (  ( )
   (  ) ) 

ែូចគនោះ        ,  ( )
  (  ) - 

 

លំហាត់ទ០ី៩៖ គត្បើត្ ឹសត៊ីស្ុ៊ីតម៉ាូណូតូន  និងស្ុ៊ីតទាល់បង្ហា ញថាស្ុ៊ីត (  )  

                      ជាស្ុ៊ីតរមួ។ 

គោយ      

   
(  

 

  
)               ។ 
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ដោយ ៖ ដ ឿ សវវណ្ណរ៉ា  

ដំណ ោះស្រាយ៖ បង្ហា ញថា (  ) ជាស្ុ៊ីតរមួ 

គយើងមាន      

(   )
(  

 

  
)         

                            
 (     )

  (   )
 
     

 (   )
 

                     
 (   )   

(   )(   )
 

                                 
        

(   )(   )
 

យក           
      

(   )(   )
 
     

 (   )
 

                                
 (        )

 (   )(   )
 
(     )(   )

 (   )(   )
 

                                
                     

 (   )(   )
 

                                
    

 (   )(   )
 

 

 (   )
           

 ំឲ្យ            គ ោះ (  ) ជាស្ុ៊ីតគកើន  ( ) ។ 

មយ៉ាងគ ៀត ៖      

   
(  

 

  
)   

 

    
            

                    ំឲ្យ          

                                     
 

  
   

គោយ      គ ោះគេបាន  (  ) ជាស្ុ៊ីតទាល់គលើ (2) 

តាម (1) និង (2) គយើងបាន៖  (  ) ជាស្ុ៊ីតរមួ។ 

ែូចគនោះ  (  ) ជាស្ុ៊ីតរមួ។ 
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ដោយ ៖ ដ ឿ សវវណ្ណរ៉ា  

 

លំហាត់ទ១ី០៖ គត្បើត្ ឹសត៊ីស្ុ៊ីតម៉ាូណូតូន  និងស្ុ៊ីតទាល់បង្ហា ញថា (  )ជាស្ុ៊ី 

                              តរមួ។  

ដែល     (    ) (  
 

 
)    (  

 

  
)       

ដំណ ោះស្រាយ៖ បង្ហា ញថា (  ) ជាស្ុ៊ីតរមួ 

គយើងមាន     (    ) (  
 

 
)    (  

 

  
) 

                            (
    

  
)(
    

  
)    (

    

  
) 

                            
(   )(   )(   )(   )  (   )(   )

(  ) 
 

                            
          (   ) (   )

(  ) 
 

                            
(   ) 

(  ) 
 
(  )(   )

(  )  
 
   

  
 

គ ោះ          (   ) 
 

យក     
  
 

   
(   )  
   
  

 
(   )  

(   )(   ) 
 
   

(   ) 
            

គេទាញបាន (  ) ជាស្ុ៊ីតចុោះ ត្េប់        (1) ។ 

គហើយ                  
  

គ ោះ (  ) ជាស្ុ៊ីតទាល់គត្កាម។ (2) 

តាម (1) និង (2) គ ោះ (  ) ជាស្ុ៊ីតរមួ។ 
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ដោយ ៖ ដ ឿ សវវណ្ណរ៉ា  

ែូចគនោះ  (  ) ជាស្ុ៊ីតរមួ ។ 

 

លំហាត់ទ១ី១៖ គេមានស្ុ៊ីត (  ) កំណត់គោយ 

{

                                                   

     √  
  
 

  
        

 

                              េណ      
    

   ។ 

ដំណ ោះស្រាយ៖ េណ ល៊ីម៊ីត 

គយើងមាន  {
                                                   

     √  
  
 

  
        

 

ពិនិតយ ៖       √        

                    
    

  
 

  
 

                   
    

  
 

  
 

ចំគ ោះត្េប់                      
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ដោយ ៖ ដ ឿ សវវណ្ណរ៉ា  

           
    

  
 

  
 

បូកព៊ីគលើរហូតែល់គត្កាម គយើងបាន 
    
    

 

 
 
 

  
 
 

  
   

 

  
 

    
  

.
 
 / .
 
  
  /

 
 
  

   

             (
 

  
  ) 

             
 

  
        √  

 

  
        √  

 

  
 

       √  
 

    
 

    
    

      
    

√  
 

    
     (    

    

 

    
  ) 

ែូចគនោះ      
    

     
 

លំហាត់ទ១ី២៖  ចូរេណ ល៊ីម៊ីតស្ុ៊ីត 

     ( )      
    

√  
 
     

   
 

     ( )        
    

.   
 

 
    

 

  
      

 

  
/     -   ,  

     ( )       
    

.
 

    
 
 

    
   

 

    
/ 

     ( )       
    
(√  √ 

 
 √ 
 
   √ 

 
) 
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ដោយ ៖ ដ ឿ សវវណ្ណរ៉ា  

ដំណ ោះស្រាយ៖ េណ ល៊ីម៊ីត 

( )      
    

√  
 
     

   
 

គយើងមាន            
                     √  

 
 √  
 
      √  

  

                       
√  
 

   
 
√  
 
     

   
 
√  
 

   
 

                    
    

√  
 

   
    
    

√  
 
     

   
    
    

√  
 

   
 

                              
    

√  
 
     

   
   

ែូចគនោះ      
    

√  
 
     

   
   

( )        
    

.   
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                       ជាស្វ៊ីត  Cauchy ។ (     )  
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 ំឲ្យ (  ) ជាស្វ៊ីតកូសវ៊ី ( Cauchy) 

ដូចដនេះ  (  ) ជាស្វ៊ីតកូសវ៊ី (Cauchy ) ។ 
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ដ េះ  ំឲ្យ (  ) ជាស្វ៊ីតកូសវ៊ី ( Cauchy ) 

ដូចដនេះ  (  ) ជាស្វ៊ីតកូសវ៊ី (Cauchy ) ។ 
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ជំពកូ ២ 
អនុគមនព៍ិតននមយួអថេរពិត 

1. និយមន័យ -ដែនកំនត់ 
1.1. និយមន័យ 

ដែលថៅថាអនុគមន៍មួយអថេរតាងថោយ  𝑦 = 𝑓(𝑥) គឺ 
𝑓  ∶       ℝ  →   ℝ 
               𝑥 ⟼   𝑦 = 𝑓(𝑥) 

▪ 𝑥  ជាអថេរមិនទាក់ទង (ឬអថេរឯករាជ្យ)  
▪ 𝑦  ជាអថេរទាក់ទង  (ឬអថេរមិនឯករាជ្យ)  

ឧទាហរណ៍៖ +𝑦 = 𝑐ℎ(𝑥)  ជាអនុគមន៍កូសុ៊ីនុស អុ៊ីដពបូលិក 
                         +𝑦 = coth 𝑥 ជាអនុគមន៍កូតង់សង់អុ៊ីដពបូលិក 
                         + 𝑦 = [𝑥]  ជាអនុគមន៍ដនែកគត់ 
                          +𝑦 = {

5        ,   0 < 𝑥 ≤ 3
5 + 0.5𝑥   , 𝑥 > 3

  ជាអនុគមន៍ពហុរបូមនត 
1.2. ដែនកំណត់ 

ដែលថៅថា  ដែនកំណត់ននអនុគមន៍ 𝑦 = 𝑓(𝑥) តាងថោយ  𝐷 គឺជា
សំណំុននតំនល  𝑥  ដែលថ្វើឲ្យ  𝑦 = 𝑓(𝑥) មានន័យ(ឬថ្វើឲ្យ 𝑦 = 𝑓(𝑥) 
អាចកំណត់តនមៃបាន) ។ 

ថគអាចសរថសរ ៖ 𝐷 = {∀𝑥 ∈ ℝ ∶  ∃𝑦, 𝑦 = 𝑓(𝑥)} 
1.3. របូភាព 

ដែលថៅថារបូភាពនន  𝑦 = 𝑓(𝑥)  មានដែនកំណត់ 𝐷 គឺ  
𝑓(𝐷) = {𝑦 ∈ ℝ ∶  ∃𝑥 ∈ 𝐷 , 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

ឧទាហរណ៍៖ 
 

A 

B 

C 

1 

2 

3 

4 

E 
F 

𝑓 
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1.4. ដសែថោង 

ដែលថៅថា  ដសែថោងនន 𝑦 = 𝑓(𝑥) តាងថោយ (𝐶) គឺជាសំណំុ
ចំនុច (𝑥 , 𝑦) ដែល 𝑥 ថចញព៊ីដែនកំណត់នន  𝑦 = 𝑓(𝑥) ថហើយ 
𝑦 = 𝑓(𝑥) ថគអាចសរថសរ 

(𝐶) ∶   {(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑥 ∈ 𝐷, 𝑦 = 𝑓(𝑥)} 
2. អនុគមន៍ទាល់ 

 ថគថា  𝑓(𝑥) ទ័លថលើ ថលើ 𝐷  លុុះត្រតាដត ∃𝑀 ∈ ℝ , ∀𝑥 ∈ 𝐷 ។ 
 ថគថា  𝑓(𝑥) ទ័លថត្រោមថលើ  𝐷 លុុះត្រតាដត ∃𝑚 ∈ ℝ , ∀𝑥 ∈ 𝐷 ។ 
 ថគថា 𝑓(𝑥) ជាអនុគមន៍ទ័ល ថលើ 𝐷 លុុះត្រតាដត 
∃𝑚, 𝑀 ∈ ℝ , ∀𝑥 ∈ 𝐷, 𝑚 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀 
ឬ  ∃𝜇 > 0 , ∀𝑥 ∈ 𝐷 , −𝜇 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝜇 

 ឧទាហរណ៍៖  + 𝑓(𝑥) = sin 𝑥   ជាអនុគមន៍ទាល់  ∀𝑥 ∈ [0,2𝜋] ។ 

 ដ្រោះ  ∀𝑥 ∈ [0,2𝜋]  , −1 ≤ sin 𝑥 ≤ 1 

 +𝑦 = 𝑥 − [𝑥]   ជាអនុគមន៍ទាល់  ∀𝑥 ∈ ℝ ។ 

 ថត្ររុះ  ∀𝑥 ∈ ℝ  , [𝑥] ≤ 𝑥 < [𝑥] + 1 
                             ⟺ 0 ≤ 𝑥 − [𝑥] ≤ 1 
3. អនុគមន៍ម ូណូតូន 

 ថគថា  𝑓(𝑥)  ថកើនថលើ  𝐷  លុុះត្រតាដត  ∀𝑥1 , 𝑥2 ∈ 𝐷  ,   𝑥1 < 𝑥2 
⟹ 𝑓(𝑥1) ≤ 𝑓(𝑥2) 

 ថគថា  𝑓(𝑥)  ថកើនោច់ខាតថលើ 𝐷 លុុះត្រតាដត  ∀𝑥1 , 𝑥2 ∈ 𝐷 , 𝑥1 < 𝑥2 
⟹ 𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2) 

 ថគថា  𝑓(𝑥) ចុុះថលើ  𝐷 លុុះត្រតាដត  ∀𝑥1 , 𝑥2 ∈ 𝐷 
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𝑥1 < 𝑥2 ⟹ 𝑓(𝑥1) ≥ 𝑓(𝑥2) 
 ថគថា  𝑓(𝑥)  ចុុះោច់ខាតថលើ  𝐷  លុុះត្រតាដត  ∀𝑥1 , 𝑥2 ∈ 𝐷 

𝑥1 < 𝑥2 ⟹ 𝑓(𝑥1) > 𝑓(𝑥2) 
4. ចំណុចបរមាថ្ៀប 

ថគមាន  𝑦 = 𝑓(𝑥)  មានន័យថលើ  𝐷  ត្រតង់  Voisinage នន 𝑥0 ។ 
 ថគថា  𝑓(𝑥)  មានតនមៃអតិបរមាត្រតង់  𝑥0 ោលណា ∃𝛼  ដែល        

𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛼  , 𝑥0 + 𝛼)  ,   𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥0) 
 ថគថា   𝑓(𝑥)  មានតនមៃអបបបរមាត្រតង់  𝑥0  ោលណា  ∃𝛼  ដែល   

𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛼  , 𝑥0 + 𝛼)  , 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥0) ។ 
 

              0          𝑥0 − 𝛼       𝑥                  𝑥0                                      𝑥0 + 𝛼  

𝑓(𝑥)    មានតម្លៃអតិបរមាត្តង់  𝑥0 

 

 

 

 

 

 

𝑓(𝑥0) 

𝑓(𝑥) 

𝑓(𝑥0) 

𝑓(𝑥) 

𝑥0 − 𝛼 𝑥 𝑥0 𝑥0 + 𝛼 
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𝑓(𝑥)   មានតនមៃអបបបរមាត្រតង់  𝑥0 
5. បណាត ក់អនុគមន៍ 

ថគមាន   𝑓(𝑥)  និង  𝑔(𝑥)  ជាអនុគមន៍អនុវតតន៍ព៊ី  ℝ → ℝ ។ 
ដែលថៅថា  អនុគមន៍បណាត ក់នន 𝑓(𝑥) ថោយ 𝑔(𝑥) គឺជាអនុគមន៍    
ℎ = 𝑔𝑜𝑓  ដែលអាចសរថសរ  ℎ(𝑥) = (𝑔𝑜𝑓)(𝑥) = 𝑔[𝑓(𝑥)] ។ 
 
 
 
ឧទាហរណ៍៖  ថគមាន  𝑓(𝑥) = log(3𝑥 + 5)   និង  𝑔(𝑥) = √5𝑥 + 1 ។ 
គណនា   𝑔[𝑓(𝑥)]   និង  𝑓[𝑔(𝑥)]  ។ 
ចថមៃើយ៖ 𝑔[𝑓(𝑥)] = √5 log(3𝑥 + 5) + 1 
                 𝑓[𝑔(𝑥)] = log(3√5𝑥 + 1 + 5) 
  

ជាទដូៅ ៖   𝑔 ∘ 𝑓 ≠ 𝑓 ∘ 𝑔 
  ក្ខណ្ៈ 

+ ℎ ∘ (𝑔 ∘ 𝑓) = (ℎ ∘ 𝑔) ∘ 𝑓   លកខណៈនតុំ 
+ ថបើ  𝑓  ជាអនុវតតន៍មួយទាល់មួយថនាុះ  𝑓 ∘ 𝑓−1 = 𝑓−1 ∘ 𝑓 

6. អនុគមន៍ថសសគូ 
ថគមាន   𝑦 = 𝑓(𝑥)  មានន័យថលើ 𝐷 ( ∀𝑥 ∈ 𝐷 , −𝑥 ∈ 𝐷) ។ 

 ថគថា  𝑓(𝑥)  ជាអនុគមន៍ថសសលុុះត្រតាដត  ∀𝑥 ∈ 𝐷 , 𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥) 
។ 

ℝ 

 

ℝ                                        ℝ 

𝑓 
𝑔 

ℎ = 𝑔𝑜𝑓 
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 ថគថា  𝑓(𝑥)  ជាអនុគមន៍គូ  លុុះត្រតាដត ∀𝑥 ∈ 𝐷 , 𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥) 
▪ សម្គា  ៖់ 

 ចំថរុះដសែថោងអនុគមន៍ថសស  ឆៃុុះគ្នែ ថ្ៀបនឹងគល់ 𝑜 (គល់តត្រមយុ) 
។ 

 ចំថរុះដសែថោងអនុគមន៍គូ  ឆៃុុះគ្នែ ថ្ៀបនឹងអ័កែ  (𝑜𝑦)  

ឧទាហរណ៍៖+  sin 𝑥   , tan 𝑥  , cot 𝑥  ,ជាអនុគមន៍ថសស។ 

ថត្ររុះ  sin(−𝑥) = − sin(𝑥) 
             tan(−𝑥) = − tan 𝑥 
             cot(−𝑥) = − cot 𝑥 
+ cos 𝑥   ជាអនុគមន៍គូថត្ររុះ  cos(−𝑥) = cos 𝑥 

+ 𝑓(𝑥) = lg𝑎 (𝑥 − √𝑥2 + 1)   ជាអនុគមន៍ថសសថត្ររុះ  

ថោយ 𝑓(𝑥) = lg𝑎 (
𝑥2 − 𝑥2 − 1

𝑥 + √𝑥2 + 1
) 

                       = lg𝑎 (−
1

𝑥 + √𝑥2 + 1
) 

⟹ 𝑓(−𝑥) = lg𝑎 (−
1

−𝑥 + √(−𝑥)2 + 1
) 

                    = lg𝑎 (
1

𝑥 − √𝑥2 + 1
) = lg𝑎 (𝑥 − √𝑥2 + 1)

−1 

                    = − lg𝑎 (𝑥 − √𝑥2 + 1) = −𝑓(𝑥) 
❖ ចំណំា៖ ថបើ  𝑓(𝑥)  ជាអនុគមន៍ថសសមានន័យត្រតង់ 𝑥 = 0 ថនាុះ 

𝑓(0) = 0 ។ 
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ឧទាហរណ៍៖  

+𝑓(𝑥) = sin(𝑥)   ,   𝑥 ∈ [−
𝜋

2
,
𝜋

2
] 

 

 

 

 

 

+𝑓(𝑥) = cos(𝑥)   ,   𝑥 ∈ [−
𝜋

2
 ,

𝜋

2
] 

 

 

 

 

អនុគមនខ៍ួប 

ឧទាហរណ៍៖  រកសួបតូចជាងថគននអនុគមន៍ 
(1).  𝑓(𝑥) = sin(𝑥) 
       ថោយ  𝑓(𝑥 + 𝑇) = 𝑓(𝑥) 
               ⟹   𝑓(𝑥 + 𝑇) − 𝑓(𝑥) = 0 
               ⟺ sin(𝑥 + 𝑇) − sin 𝑥 = 0 

 

= 

= 
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               ⟺ 2 sin (
𝑥 + 𝑇 − 𝑥

2
) cos (

𝑥 + 𝑇 + 𝑥

2
) = 0 

                   2 sin (
𝑇

2
) cos (𝑥 +

𝑇

2
) = 0 

              ⟹ sin (
𝑇

2
) = 0 = sin(𝜋) 

              ⟹
𝑇

2
= 𝜋 ⟹ 𝑇 = 2𝜋 

ែូថចែុះ   𝑇 = 2𝜋 
(2).  𝑓(𝑥) = sin(2𝑥) + cos (

𝑥

3
) 

        ថោយ   sin(2𝑥)   មានសួប  𝑇1 =
2𝑘𝜋

2
= 𝑘𝜋  , 𝑘 ∈ ℤ 

                      cos (
𝑥

3
)   មានសួប   𝑇2 =

2𝑘𝜋

1
3

= 6𝑘𝜋 ,      𝑘 ∈ ℤ 

𝑘 1 2 3 4 5 6 
𝑇1 𝜋 2𝜋 3𝜋 4𝜋 5𝜋 6𝜋 
𝑇2 6𝜋 12𝜋 18𝜋 24𝜋 30𝜋 36𝜋 

ែូថចែុះ  𝑇 = 6𝜋 ។ 

(3).   បង្ហា ញថា 𝑓(𝑥) = 𝑥 − 𝐸(𝑥)  មានសួប 𝑇 = 1 ។ 

ថោយ  𝑓(𝑥 + 𝑘) = 𝑥 + 𝑘 − 𝐸(𝑥 + 𝑘)   , (𝑖) 
∀𝑥 ∈ ℝ     ,   𝐸(𝑥) ≤ 𝑥 ≤ 𝐸(𝑥) + 1   , (∗) 
                 ⟺ 𝐸(𝑥) + 𝑘 ≤ 𝑥 + 𝑘 ≤ 𝐸(𝑥) + 𝑘 + 1   
តាម   (∗)  សមមូល  𝐸(𝑥 + 𝑘) ≤ 𝑥 + 𝑘 < 𝐸(𝑥 + 𝑘) + 1 
          ⟹ 𝐸(𝑥 + 𝑘) = 𝐸(𝑥) + 𝑘   , (𝑖𝑖) 
តាម  (𝑖)   និង  (𝑖𝑖)  នំាឲ្យ 
𝑓(𝑥 + 𝑘) = 𝑥 + 𝑘 − (𝐸(𝑥) + 𝑘) = 𝑥 + 𝑘 − 𝐸(𝑥) − 𝑘 = 𝑥 − 𝐸(𝑥) = 𝑓(𝑥) 
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ែូថចែុះ   𝑓(𝑥) = 𝑥 − 𝐸(𝑥)  មានសួប  𝑇 = 1  ។ 

7. ល៊ីម៊ីតននអនុគមន៍ 
7.1. និយមន័យ 

ថគថា  𝑓(𝑥)  មានល៊ីម៊ីត  𝐿  (𝐿 ∈ ℝ)  ថពល  𝑥 → 𝑥0 
 ( lim

𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝐿) លុុះត្រតាដត ∀𝜀 > 0  , ∃𝛼 > 0 , ∀𝑥 ≠ 𝑥0 , |𝑥 − 𝑥0| < 𝛼 ,  

|𝑓(𝑥) − 𝐿| < 𝜀 ។ 

ឬថគសរថសរ៖ 
lim

𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝐿 ⟺  ∀𝜀 > 0  , ∃𝛼 > 0 , ∀𝑥 ≠ 𝑥0 , |𝑥 − 𝑥0| < 𝛼 ,  
                                     |𝑓(𝑥) − 𝐿| < 𝜀  

7.2. ល៊ីម៊ីតថឆវង និងល៊ីម៊ីតស្ត  ំ
 ល៊ីម៊ីតថឆវងត្រតង់  𝑥0 

lim
𝑥→𝑥0

−
𝑓(𝑥) = 𝐿 ⟺ ∀𝜀 > 0 , ∃𝛼 > 0 , ∀𝑥 ≠ 𝑥0

− 
                                0 < 𝑥0 − 𝑥 < 𝛼 , |𝑓(𝑥) − 𝐿| < 𝜀 

 ល៊ីម៊ីតស្ត ំត្រតង់  𝑥0 
lim

𝑥→𝑥0
+

𝑓(𝑥) = 𝐿 ⟺ ∀𝜀 > 0 , ∃𝛼 > 0 , ∀𝑥 ≠ 𝑥0
+ 

                                0 < 𝑥 − 𝑥0 < 𝛼 , |𝑓(𝑥) − 𝐿| < 𝜀 
មូលថេតុដែល ៖  0 < 𝑥0 − 𝑥 < 𝛼  និង 0 < 𝑥 − 𝑥0 < 𝛼  
(i).  x → x0

− ⟹ x − x0 < 0 ⟹ |x − x0| = −(x − x0) = x0 − x 
(ii). x → x0

+ ⟹ x − x0 > 0 ⟹ |x − x0| = x − x0  
7.3. អនុគមន៍មានល៊ីម៊ីតអននតថពល  𝒙 → 𝒙𝟎 

 lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = +∞ ⟺  ∀𝐴 > 0  , ∃𝛼 > 0  , ∀𝑥 ≠ 𝑥0 , |𝑥 − 𝑥0| < 𝛼 
𝑓(𝑥) > 𝐴 

 lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = −∞ ⟺  ∀𝐴 > 0 , ∃𝛼 > 0 , ∀𝑥 ≠ 𝑥0 , |𝑥 − 𝑥0| < 𝛼 
𝑓(𝑥) < −𝐴 
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 lim
𝑥→𝑥0

+
𝑓(𝑥) = +∞ ⟺ ∀𝐴 > 0  , ∃𝛼 > 0 , ∀𝑥 ≠ 𝑥0

− 
0 < 𝑥 − 𝑥0 < 𝛼  , 𝑓(𝑥) > 𝐴 

 lim
𝑥→𝑥0

−
𝑓(𝑥) = −∞ ⟺ ∀𝐴 > 0 , ∃𝛼 > 0  , ∀𝑥 ≠ 𝑥0

− 
0 < 𝑥0 − 𝑥 < 𝛼  , 𝑓(𝑥) < −𝐴 

 lim
𝑥→𝑥0

−
𝑓(𝑥) = +∞ ⟺ ∀𝐴 > 0 , ∃𝛼 > 0  , ∀𝑥 ≠ 𝑥0

− 
0 < 𝑥0 − 𝑥 < 𝛼  , 𝑓(𝑥) > 𝐴 

7.4. អនុគមន៍មានល៊ីម៊ីតថពល 𝒙 → ±∞ 
 lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = 𝐿 ⟺  ∀𝜀 > 0 , ∃𝐵 > 0 , 𝑥 > 𝐵 , |𝑓(𝑥) − 𝐿| < 𝜀 

 lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 𝐿 ⟺ ∀𝜀 > 0 , ∃𝐵 > 0 , 𝑥 < −𝐵 , |𝑓(𝑥) − 𝐿| < 𝜀 
7.5. អនុគមន៍មានល៊ីម៊ីតអននតថពល  𝒙 → ±∞ 

 lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ ⟺  ∀𝐴 > 0  , ∃𝐵 > 0 , 𝑥 > 𝐵 , 𝑓(𝑥) > 𝐴 
 lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = −∞ ⟺  ∀𝐴 > 0 , ∃𝐵 > 0 , 𝑥 > 𝐵 , 𝑓(𝑥) < −𝐴 

 lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = +∞ ⟺  ∀𝐴 > 0 , ∃𝐵 > 0 , 𝑥 < −𝐵 , 𝑓(𝑥) > 𝐴 
 lim

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) = −∞ ⟺  ∀𝐴 > 0 , ∃𝐵 > 0 , 𝑥 < −𝐵 , 𝑓(𝑥) < −𝐴 

7.6. ត្របមាណវិ្ ៊ីល៊ីម៊ីតននអនុគមន៍ 
ថបើ  𝑓(𝑥)  និង  𝑔(𝑥)  មានល៊ីម៊ីតថពល  𝑥 → 𝑥0  ថនាុះ 
(𝑎). lim

𝑥→𝑥0

𝛼𝑓(𝑥) = 𝛼 lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)  ,   (𝛼 ថេរ ) 
(𝑏).  lim

𝑥→𝑥0

[𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)] = lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) ± lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) 
(𝑐). lim

𝑥→𝑥0

[𝑓(𝑥) × 𝑔(𝑥)] = lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) × lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) 

(𝑑). lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)

lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥)
   ( lim

𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) ≠ 0) 

(𝑒). lim
𝑥→𝑥0

[𝑓(𝑥)]𝑔(𝑥) = [ lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)]
lim

𝑥→𝑥0
𝑔(𝑥)

 
(𝑓).  ថបើ  𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥)  ថនាុះ  lim

𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) ≤ lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥)] 
8. អនុគមន៍មានល៊ីម៊ីតរាងមិនកំណត់ ( 𝟏∞) 

(ក). ទ្រសឹ្តបីរ៖ 
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lim
𝑥→±∞

(1 +
1

𝑥
)

𝑥

= 𝑒   (𝑒 = 2.718281 … ) 

សត្រមាយបញ្ជា ក់៖ 

+ lim
𝑥→+∞

(1 +
1

𝑥
)

𝑥

= 𝑒 

តាមនិយមន័យដនែកគត់ 
∀𝑥 ∈ ℝ+  , ∃𝑛 ∈ ℕ , [𝑥] = 𝑛 ⟺ 𝑛 ≤ 𝑥 < 𝑛 + 1 
      ⟺   

1

𝑛 + 1
<

1

𝑥
≤

1

𝑛
 

      ⟺ 1 +
1

𝑛 + 1
< 1 +

1

𝑥
≤ 1 +

1

𝑛
 

      ⟺ (1 +
1

𝑛 + 1
)

𝑛

< (1 +
1

𝑥
)

𝑛

≤ (1 +
1

𝑛
)

𝑛

 

      ⟺ (1 +
1

𝑛 + 1
)

𝑛

< (1 +
1

𝑥
)

𝑛

≤ (1 +
1

𝑛
)

𝑛

< (1 +
1

𝑛
)

𝑛+1

 

      ⟺ (1 +
1

𝑛 + 1
)

𝑛

< (1 +
1

𝑥
)

𝑥

< (1 +
1

𝑛
)

𝑛+1

 

     ⟺ lim
𝑛→+∞

(1 +
1

𝑛 + 1
)

𝑛

< lim
𝑥→+∞

(1 +
1

𝑥
)

𝑛

< lim
𝑛→+∞

(1 +
1

𝑛
)

𝑛+1

 

        (
𝑛 ≤ 𝑥

𝑛 → +∞
| ⟹ 𝑥 → +∞) 

     ⟺ lim
𝑥→+∞

(1 +
1

𝑛 + 1
)

𝑛+1

×
1

1 +
1

𝑛 + 1

< lim
𝑥→+∞

(1 +
1

𝑥
)

𝑥

< lim
𝑛→+∞

(1 +
1

𝑛
)

𝑛

(1 +
1

𝑛
) 

     ⟺ 𝑒 < lim
𝑥→+∞

(1 +
1

𝑥
)

𝑥

< 𝑒 

ែូថចែុះ   lim
𝑥→+∞

(1 +
1

𝑥
)

𝑥

= 𝑒  ។ 
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+ lim
𝑥→−∞

(1 +
1

𝑥
)

𝑥

= 𝑒 
តាង  𝑥 = −𝑡 − 1  ថពល  𝑥 → −∞ ⟹ 𝑡 → +∞ 
ថយើងបាន 

lim
𝑥→−∞

(1 +
1

𝑥
)

𝑥

= lim
𝑡→+∞

(1 +
1

−𝑡 − 1
)

−(𝑡+1)

 

                             = lim
𝑡→+∞

(
−𝑡 − 1 + 1

−𝑡 − 1
)

−(𝑡+1)

 

                             = lim
𝑡→+∞

(−
𝑡

−𝑡 − 1
)

−(𝑡+1)

= lim
𝑡→+∞

(
𝑡 + 1

𝑡
)

𝑡+1

 

                             = lim
𝑡→+∞

(1 +
1

𝑡
)

𝑡+1

= lim
𝑡→+∞

(1 +
1

𝑡
)

𝑡

(1 +
1

𝑡
) = 𝑒 

ែូថចែុះ    lim
𝑥→−∞

(1 +
1

𝑥
)

𝑥

= 𝑒  ។ 

(ខ). វិបាក 

+ lim
𝑥→∞

(1 +
1

𝑢(𝑥)
)

𝑢(𝑥)

= 𝑒  , (𝑥 → ∞ នំាឲ្យ  𝑢(𝑥) → ∞) 

+ lim
𝑥→0

(1 + 𝑥)
1
𝑥 = 𝑒 

9. អនុគមន៍ជាប់ 
9.1. និយមន័យ (ជាប់ត្រតង់មួយចំនុច)  

ថគមាន  𝑓(𝑥)  មានន័យត្រតង់ 𝑉𝑜𝑖𝑠𝑖𝑛𝑎𝑔𝑒  នន 𝑥0 ថគថា  𝑓(𝑥) ជាប់
ត្រតង់ 𝑥0 ោលណា៖ 
(𝑖).  𝑓(𝑥)  មានន័យត្រតង់  𝑥0 
(𝑖𝑖).មាន  lim

𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) 
ឬ   𝑓(𝑥)  ជាប់ត្រតង់ 𝑥0  លុុះត្រតាដត  ∀𝜀 > 0 , ∃𝛼 > 0 , ∀𝑥 ≠

𝑥0  , |𝑥 − 𝑥0| < 𝛼  , |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| < 𝜀  ។ 
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ឧទាេរណ៍១៖សិកាភាពជាប់ននអនុគមន៍  𝑓(𝑥) = √𝑥  ត្រតង់ 𝑥0 ∈ ℝ+
∗

។ 
ថោយ   |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| = |√𝑥 − √𝑥0| 

                                             = |
𝑥 − 𝑥0

√𝑥 + √𝑥0

| =
|𝑥 − 𝑥0|

√𝑥 + √𝑥0

<
|𝑥 − 𝑥0|

√𝑥0

 
∀𝜀 > 0  , ថែើមប៊ីបាន  |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| < 𝜀  ថយើងត្រគ្នន់ដតយក 
   

|𝑥 − 𝑥0|

√𝑥0

< 𝜀 ⟺ |𝑥 − 𝑥0| < 𝜀√𝑥0 
កំណត់យក  𝛼 = 𝜀√𝑥0 
∀𝜀 > 0  , ∃𝛼 = 𝜀√𝑥0 > 0  , ∀𝑥 ≠ 𝑥0  , |𝑥 − 𝑥0| < 𝛼 
|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| = |√𝑥 − √𝑥0| < 𝜀 ⟹ 𝑓(𝑥) = √𝑥  ជាប់ ∀𝑥0 ∈ ℝ+

∗  ។ 
ស្ម្គា ល ់

 ថបើ  𝑓(𝑥)  មិនបំថពញលកខសណឌ ណាមួយកែុងចំថណាមលកខស័
ណឌ ទំាង ៣ របស់អនុគមន៍ជាប់ថនាុះ 𝑓(𝑥)  ោច់ត្រតង់ 𝑥0 ។ 

 ឬ  𝑓(𝑥) ោច់ត្រតង់ 𝑥0 ⟺  ∃𝜀 > 0 , ∀𝛼 > 0 , |𝑥 − 𝑥0| > 𝛼 
 , |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| > 𝜀 

 ឧទាេរណ៍២៖  សិកាភាពជាប់ននអនុគមន៍ 

                𝑓(𝑥) = {
𝑥3 − 8

𝑥2 − 4
  , 𝑥 ≠ 2

3    ,              𝑥 = 2

  ត្រតង់  𝑥0 = 2   ។ 

ចថមៃើយ៖ 

+  𝑓(2) = 3  ⟹ 𝑓(𝑥) មានន័យត្រតង់ 𝑥0 = 2  (𝑖) 

+ lim
𝑥→2

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2

𝑥3 − 8

𝑥2 − 4
= lim

𝑥→2

(𝑥 − 2)(𝑥2 + 2𝑥 + 4)

(𝑥 − 2)(𝑥 + 2)
=

12

4
= 3  (𝑖𝑖) 

តាម  (𝑖) &  (𝑖𝑖) នំាឲ្យ  lim
𝑥→2

𝑓(𝑥) = 𝑓(2) = 3 
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ែូថចែុះ  𝑓(𝑥)  ជាប់ត្រតង់ 𝑥0 = 2 ។ 

ឧទាេរណ៍៣៖ សិកាភាពជាប់នន 

𝑓(𝑥) = {
sin 𝑥

𝑥
  ;   𝑥 ≠ 0

0   ; 𝑥 = 0
    ត្រតង់  𝑥0 = 0  ។ 

+ ថោយ  𝑓(0) = 0 ⟹ 𝑓(𝑥)  មានន័យត្រតង់  𝑥0 = 0   (𝑖)  ។ 

+ថោយ lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0

sin 𝑥

𝑥
= 1  (𝑖𝑖)  ។ 

តាម  (1)& (2) ថគទាញបាន  lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) ≠ 𝑓(0) 
⟹ 𝑓(𝑥)  ោច់ត្រតង់ 𝑥0 = 0  ។ 

9.2. បណាត ក់ននអនុគមន៍ជាប់ 
ថបើ  𝑓(𝑥)  ជាប់ត្រតង់  𝑥0  ថហើយ  𝑔(𝑥)  ជាប់ត្រតង់  𝑓(𝑥0) ថនាុះ 

(𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥) = 𝑔[𝑓(𝑥)] ជាប់ត្រតង់  𝑥0  ។ 
ឧទាេរណ៍៖ ថគមាន  𝑓(𝑥) = 5𝑥2 + 2  ជាប់ត្រតង់ 𝑥0 = 2 ថហើយ 
𝑔(𝑥) = 3𝑥 + 1 ជាប់ត្រតង់  𝑓(2) = 22  
⟹ 𝑔[𝑓(𝑥)] = 3(5𝑥2 + 2) + 1 = 15𝑥2 + 7  ជាប់ត្រតង់  𝑥0 = 2 ។ 
ថទ្រោះ៖ 
+𝑔[𝑓(2)] = 67  ⟹ 𝑔[𝑓(𝑥)]  មានន័យត្រតង់  𝑥0 = 2   , (𝑖) 
+ lim

𝑥→2
𝑔[𝑓(𝑥)] = lim

𝑥→2
(15𝑥2 + 7) = 67    ,   (𝑖𝑖) 

តាម  (𝑖) &  (𝑖𝑖)  ថនាុះ  lim
𝑥→2

𝑔[𝑓(𝑥)] = 𝑔[𝑓(2)] = 67    
9.3. បនាៃ យភាពជាប់នន  𝒇(𝒙)  ត្រតង់ 𝒙𝟎 

និយមនយ័៖ ថគឲ្យអនុគមន៍  𝑓(𝑥)  មានន័យថលើ 𝑉𝑜𝑖𝑠𝑖𝑛𝑎𝑔𝑒  នន  𝑥0 
ដត  lim

𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝐿 ។ ដែលថៅថា បនាៃ យភាពជាប់នន 𝒇(𝒙)  ត្រតង់𝒙𝟎 
គឺជាអនុគមន៍  𝑔(𝑥)  កំណត់ថោយ 

𝑔(𝑥) = {
𝑓(𝑥)   , 𝑥 ≠ 𝑥0

𝐿    ,             𝑥 = 𝑥0
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គឺ  𝑔(𝑥)  ជាប់ត្រតង់  𝑥0  ថោយ  lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝐿 = 𝑔(𝑥0) ។ 

ឧទាហរណ៖៍  រកបនាៃ យភាពជាប់នន  𝑓(𝑥)  ត្រតង់  𝑥0 = 0 

ដែល  𝑓(𝑥) =
sin 𝑥

𝑥
   ។ 

ចថមលើយ៖  រកបនាៃ យភាពជាប់នន  𝑓(𝑥) 

ថោយ  lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0

sin 𝑥

𝑥
= 1 

⟹ 𝑔(𝑥) = {
sin 𝑥

𝑥
  ,   𝑥 ≠ 0

1    ,   𝑥 = 0 
 ជាបនាៃ យតាមភាពជាប់នន 𝑓(𝑥) ត្រតង់  

𝑥0 = 0  ។ 
10. លកខណៈដសែថោងអនុគមន៍ព៊ីរត្រាសគ្នែ កែុងតត្រមុយដតមួយ 

ដសែរថោងរវាង  𝑦 = 𝑓(𝑥)  និង  𝑦 = 𝑓−1(𝑥)   ឆៃុុះគ្នែ ថ្ៀបនឹងបនាា ត់ពុុះមំុ
ទ៊ី១ (𝑦 = 𝑥) ។ 
 អនុគមន៍មួយមានអនុគមន៍ត្រាសលុុះត្រតាដតវាមានន័យជាប់នឹងម ូណូ
តូន ។ 
ឧទាេរណ៍៖  ដសែថោងរវាង  𝑦 = 𝑥2  និង  𝑦 = √𝑥  ឆៃុុះថ្ៀបនឹង 𝑦 = 𝑥 
(កនៃុះបនាា ត់ពុុះមំុទ៊ី១) ។ 
 
 
 
 
 
 

 

𝑦 = √𝑥 
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11. អនុគមន៍ត្រាសត្រត៊ីថោណមាត្រត 
 𝑦 = arcsin 𝑥 

ថោយ  𝑥 = sin 𝑦 មានន័យជាប់ថលើ  [−
𝜋

2
  ,

𝜋

2
]  នំាឲ្យអនុគមន៍

ត្រាសតាងថោយ  𝑦 = arcsin 𝑥  កំណត់ថោយ៖ 
𝑥 = sin 𝑦

−
𝜋

2
≤ 𝑦 ≤

𝜋

2
| ⟹ |

𝑦 = arcsin 𝑥
−1 ≤ 𝑥 ≤ 1

 

 ឧទាេរណ៍៖  arcsin(0) = 0 ; arcsin (
√2

2
) =

𝜋

4
 ; arcsin (

√3

2
) =

𝜋

3
 

arcsin (
1

2
) =

𝜋

6
 

 
 
 
 
 
 

 𝑦 = arccos(𝑥) 
ថោយ  𝑥 = cos 𝑦  មានន័យជាប់និងចុុះថលើ  [0 , 𝜋]  នំាឲ្យមាន

អនុគមន៍ត្រាសតាងថោយ  𝑦 = arccos(𝑥)  កំណត់ថោយ៖ 
𝑥 = cos(𝑦)
0 ≤ 𝑦 ≤ 𝜋

| ⟺ |
𝑦 = arccos(𝑥)

−1 ≤ 𝑥 ≤ 1
 

ឧទាេរណ៍៖ arccos (
1

2
) =

𝜋

3
 ; arccos (

√2

2
) =

𝜋

4
 ; arccos (

√3

2
) =

𝜋

6
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 លកខណៈ 
    arcsin 𝑥 + arccos 𝑥 =

𝜋

2
  , −1 ≤ 𝑥 ≤ 1 

ទ្ាយ 
តាង  𝑎 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑥 ⟹ 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛 𝑎 = cos (

𝜋

2
− 𝑎) 

⟹
𝜋

2
− 𝑎 = arccos 𝑥 ⟹ 𝑎 + arccos 𝑥 =

𝜋

2
 

ដត  𝑎 = arcsin 𝑥 
នំាឲ្យ   arcsin 𝑥 + arccos 𝑥 =

𝜋

2
  , 𝑥 ∈ [−1,1] 

 𝑦 = arctan 𝑥 
ថោយ  𝑥 = tan 𝑦  មានន័យជាប់និងថកើនថលើ ] −

𝜋

2
,

𝜋

2
[  នំាឲ្យមាន

អនុគមន៍ត្រាសតាងថោយ  𝑎 = arctan 𝑥  កំណត់ថោយ៖ 
𝑥 = tan 𝑦

−
𝜋

2
< 𝑦 <

𝜋

2
| ⟺ |

𝑦 = arctan 𝑥
−∞ < 𝑥 < +∞

 

ឧទាេរណ៍៖  arctan(0) = 0 

                          arctan(1) =
𝜋

4
  ;  arctan(√3) =

𝜋

3
  ;  arctan (

√3

3
) =

𝜋

6
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  𝑦 = arccot 𝑥 
ថោយ  𝑥 = cot 𝑦  មានន័យ ជាប់និងចុុះថលើ  ]0 , 𝜋[  នំាឲ្យមាន

អនុគមន៍ត្រាស តាងថោយ 𝑦 = arccot 𝑥  កំណត់ថោយ៖ 
𝑥 = cot 𝑦

0 < 𝑦 < 𝜋| ⟺ |
𝑦 = arccot 𝑥

−∞ < 𝑥 < +∞
 

ឧទាហរណ៍៖ arccot(√3) =
𝜋

6
 ; arccot (

√3

3
) =

𝜋

3
 ; arccot(1) =

𝜋

4
 

 
 
 

 

 លកខណៈ 
(𝑎).     arccos(cos 𝑥) = 𝑥  , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋 
(𝑏).     cos(arccos 𝑥) = 𝑥  ,    − 1 ≤ 𝑥 ≤ 1 
(𝑐).     arcsin(sin 𝑥) = 𝑥  ,   −    

𝜋

2
≤ 𝑥 ≤

𝜋

2
 

(𝑑).     sin(arcsin 𝑥) = 𝑥  ,      − 1 ≤ 𝑥 ≤ 1 
(𝑒).      tan(arctan 𝑥) = 𝑥 , −∞ < 𝑥 < +∞ 
(𝑓).     arctan(tan 𝑥) = 𝑥 , −

𝜋

2
< 𝑥 <

𝜋

2
 

(𝑔).     cot(arccot 𝑥) = 𝑥 ,        − ∞ < 𝑥 < +∞ 
(ℎ).     arccot(cot 𝑥) = 𝑥  ,             0 < 𝑥 < 𝜋 
(𝑖).      arctan 𝑥 + arctan 𝑦 = arctan (

𝑥 + 𝑦

1 − 𝑥𝑦
) 

(𝑗).      arctan 𝑥 − arctan 𝑦 = arctan (
𝑥 − 𝑦

1 + 𝑥𝑦
) 

(𝑘).     arcsin 𝑥 + arcsin 𝑦 = arcsin (𝑥√1 − 𝑦2 + 𝑦√1 − 𝑥2) 
(𝑙).      arcsin 𝑥 − arcsin 𝑦 = arcsin (𝑥√1 − 𝑦2 − 𝑦√1 − 𝑥2) 
(𝑚).    arccos 𝑥 + arccos 𝑦 = arccos (𝑥𝑦 − √(1 − 𝑥2)(1 − 𝑦2)) 
(𝑛).     arccos 𝑥 − arccos 𝑦 = arccos (𝑥𝑦 + √(1 − 𝑥2)(1 − 𝑦2)) 
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ស្ទ្ម្គយបញ្ជា ក ់
(𝑗).  arctan 𝑥 − arctan 𝑦 = arctan (

𝑥 − 𝑦

1 − 𝑥𝑦
) 

         ថោយ tan(𝑎 − 𝑏) =
tan 𝑎 − tan 𝑏

1 − tan 𝑎 tan 𝑏
 

         នំាឲ្យ 
        tan(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑦) =

tan(arctan 𝑥) − tan(arctan 𝑦)

1 + tan(arctan 𝑥) tan(arctan 𝑦)
 

                                                        =
𝑥 − 𝑦

1 + 𝑥𝑦
  

       ថនាុះថគទាញបាន arctan 𝑥 − arctan 𝑦 = arctan (
𝑥 − 𝑦

1 − 𝑥𝑦
) 

(𝑘).     arcsin 𝑥 + arcsin 𝑦 = arcsin (𝑥√1 − 𝑦2 + 𝑦√1 − 𝑥2) 
        ថោយ  sin(𝑎 + 𝑏) = sin 𝑎 cos 𝑏 + sin 𝑏 cos 𝑎 
         ⟹ sin(arcsin 𝑥 + arcsin 𝑦) 
                = sin(arcsin 𝑥) cos(arcsin 𝑦) + sin(arcsin 𝑦) cos(arcsin 𝑥) 
                = 𝑥√1 − sin2(arcsin 𝑦) + 𝑦√1 − sin2(arcsin 𝑥) 
                = 𝑥√1 − 𝑦2 + 𝑦√1 − 𝑥2 
⟹ arcsin 𝑥 + arcsin 𝑦 = arcsin (𝑥√1 − 𝑦2 + 𝑦√1 − 𝑥2) 
លហំាតអ់នវុតតន៍៖  ចូរស្រស្យលកខណៈខាងថលើ ដែលថៅសល់។ 

12. ទំហំ្ំអថនក- តូចអថនក 
12.1. ទំហំតូចអថនក 

និយមនយ័ ៖  ថគថា 𝛼(𝑥)  ជាទំហំតូចអថនកថពល  𝑥 → 𝑎   
      ោលណា lim

𝑥→𝑎
𝛼(𝑥) = 0 ។ 

ឧទាហរណ៍៖ sin 𝑥  , tan 𝑥   , (1 − cos 𝑥) , (𝑒𝑥 − 1) , ln(1 + 𝑥)  សុទធដត
ជាទំហំតូចអថនក ោលណា  𝑥 → 0 ។ 
+

1

𝑒𝑥
 ;  

1

ln 𝑥
  ;  

1

(1 + 𝑥)𝑛
  សុទធដតជាទំហំតូចអថនកថពល 𝑥 → +∞ ។ 

 ថបើ  𝛼(𝑥)

𝛽(𝑥)
→ 0  ថនាុះទំហំតូចអថនក 𝛼(𝑥)  មានលំោប់សពស់ជាង 

ទំហំតូចអថនក  𝛽(𝑥) ។ 



អនុគមន៍ពិតននមួយអថេរពិត 

46 

ដោយ ៖ ដ ឿ សវុណ្ណរ៉ា  
 

 ថបើ  𝛼(𝑥)

𝛽(𝑥)
→ 𝑙 (𝑙 ≠ 0)  ថពល  𝑥 → 𝑎  ថនាុះ ទំហំតូចអថនក 𝛼(𝑥) 

និង 𝛽(𝑥)  មានលំោប់ថសមើគ្នែ ។ 
 ថបើ 𝛼(𝑥)

𝛽(𝑥)
→ 1 ថពល 𝑥 → 𝑎  ថនាុះ 𝛼(𝑥) សមមូល 𝛽(𝑥) ឬ 

𝛼(𝑥)~𝛽(𝑥) ។ 
12.2. ទំហំ្ំអថនក 

និយមនយ័៖  ថគថា 𝛽(𝑥)  ជាទំហំ្ំអថនកថពល 𝑥 → 𝑎  ោលណា 
     Lim

𝑥→𝑎
𝛽(𝑥) = ±∞ 

ឧទាហរណ៍៖  𝑒𝑥   ;   ln 𝑥   ;   (1 + 𝑥)𝑛  សុទធដតជាទំហំ្ំអថនកថពល 
𝑥 → +∞ ។ 
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លហំាត ់

លហំាតទ់ី០១៖  ថគឲ្យ 1
( )

3 5

x
f x

x





 ។ចូរកំណត់  1

( )f
x
  ។   

លហំាតទ់ី០២៖ ប្រសិនថរើ  𝑓(𝑎) = tan(𝑎) ។ 

                           ចូរថ្ទៀងផ្ទទ ត់ថា 𝑓(2𝑎) =
2𝑓(𝑎)

1 − [𝑓(𝑎)]2
  ។ 

លហំាតទ់ី០៣៖ ថគឲ្យ  𝑓(𝑥) = ln 𝑥  និង  𝑔(𝑥) = 𝑥3 , ចូរកំណត់៖ 

                              (𝑓 ∘ 𝑔)(2) , (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑎)  និង  (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑎)  ។ 

លហំាតទ់ី០៤៖ រកដែនកំណត់ននអនុគមន៍ខាងថប្ោម 

          (𝑎).  𝑦 = √3 − 𝑥2          ,           (𝑏).  𝑓(𝑥) = √3 + 𝑥 + √7 − 𝑥
4  

          (𝑐).  𝑦 = √ln 𝑥 + 1        ,           (𝑑).  𝑦 = ln(ln 𝑥) 
          (𝑒).  𝑦 = arcsin(3𝑥 − 5) ;      

          (𝑓).  𝑦 = ln(𝑥2 − 3𝑥 + 2) + √−𝑥2 + 4𝑥 + 5 

          (𝑔).  𝑦 =
sin 𝑥

√𝑥2 − 4
         ,            (ℎ). 𝑦 = √1 − cos 𝑥 

លហំាតទ់ី០៥៖  

 ថរើ 1
( )f x

x
   , ថ ោះចូរង្ហា ញថា ( ) ( )

ab
f a f b f

b a

 
   

 
  ។  

លហំាតទ់ី០៦៖ ចូរគណ  

      (1). arctan 1 + arccos (−
1

2
) + arcsin (−

1

2
) 
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      (2). arcsin (−
√2

2
) + arccos (−

1

2
) − arctan(−√3) + arctan (−

1

√3
) 

      (3). sin(2 arctan 3)            ;       (4). cos(2 arctan 2) 

      (5). sin (
1

2
arccos

1

9
)          ;        (6). cos (

1

2
arccos

1

8
) 

      (7). sin (2 arctan
1

3
) + cos(arctan 2√2) 

      (8). sin [arcsin (
3

5
) − arccos (

3

2
)] 

លហំាតទ់ី០៨៖ សប្មួលកថនោម 

             (𝑎). sin (arccos
3

5
)         ;            (𝑏). cos (arcsin

4

5
) 

             (𝑐). sin(arctan 2)           ;            (𝑑). cos(arctan 2) 

             (𝑒). arctan √
1 − cos 𝑥

1 + cos 𝑥
  , 0 ≤ 𝑥 < 2𝜋 , 𝑥 ≠ 𝜋 

លហំាតទ់ី០៩៖  ចូរស្រាយរញ្ជា ក់ថា 

           (𝑎). 2 arctan
1

2
= arctan

4

3
 

           (𝑏). arctan
1

2
+ arctan

1

5
+ arctan

1

8
=

𝜋

4
 

លហំាតទ់ី១០៖ ចូររង្ហា ញថា 

             (𝑎). sin(arccos 𝑥) = √1 − 𝑥2    ;    (𝑏). cos(arcsin 𝑥) = √1 − 𝑥2 

             (𝑐). tan(arcsin 𝑥) =
𝑥

√1 − 𝑥2
    ;    (𝑑). sin(arctan 𝑥) =

𝑥

√1 + 𝑥2
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លហំាតទ់ី១១៖ រង្ហា ញថា 1 1 1tan tan tan
1

x y
x y

xy

    
   

 
  ថរើ 

           −
𝜋

2
< tan−1 𝑥 + tan−1 𝑦 <

𝜋

2
    ថ ើយមកស្រាយរនតថ ៀតថា៖ 

     (𝑎). tan−1 (
1

2
) + tan−1 (

1

3
) =

𝜋

4
  ;   (𝑏). 2 tan−1 (

1

3
) + tan−1 (

1

7
) =

𝜋

4
 

លហំាតទ់ី១២៖ ចូរគណ លីមីតខាងថប្ោម៖ 

            (ក).  lim
𝑥→0

sin 3𝑥

sin 5𝑥
                                     (ខ).  lim

𝑥→0

tan2 2𝑥

sin2 𝑥
2

 

           (គ).  lim
𝑥→0

𝑥 sin 2𝑥

(arctan 3𝑥)2
                         (ឃ). lim

𝑥→+∞

tan3 1
𝑥

× arctan
3

𝑥√𝑥

sin
2

𝑥3 × tan
1

√𝑥
× arcsin

5
𝑥

 

លំហាតទ់ី១៣៖ គណ លីមីតខាងថប្ោម 

(ក).  lim
𝑥→0

arcsin 3𝑥

arctan 6𝑥
                              ;             (ខ).  lim

𝑥→0

tan 2𝑥 arcsin 3𝑥

sin 3𝑥 arctan 2𝑥
 

(គ).  lim
𝑥→0

𝑒2𝑥 − 1 − 7𝑥2

arcsin 3𝑥 + arctan 𝑥2
       ;            (ឃ). lim

𝑥→0

ln(cos 𝑎𝑥)

ln(2 − cos 𝑏𝑥)
 

(ង).  lim
𝑥→0

√𝑥 + 8
3

− 2

√𝑥 + 9 − 3
                          ;              (ច). lim

𝑥→2

(𝑥 − 2) cos (
𝜋
4

𝑥)

sin 𝜋𝑥2
 

(ឆ).  lim
𝑥→±∞

2 − 3𝑥3 − 5𝑥5

8 − 7𝑥2 + 16𝑥4
             ;               (ជ). lim

𝑥→±∞

(𝑎 + 2𝑥2)(𝑏 − 𝑥)3

(𝑎 + 𝑥)5 + (𝑏 − 2𝑥)5
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លហំាតន់ិងដំណ ោះស្រាយ 
 

លហំាតទ់ី០១៖  ថគឲ្យ 1
( )

3 5

x
f x

x





 ។ចូរកំណ្ត់  1

( )f
x
  ។   

ដំណ ោះស្រាយ៖ 

កំណ្ត់  𝑓 (1
𝑥
) 

ថយើងមាន  𝑓(𝑥) = 𝑥 − 1

3𝑥 + 5
 

ថយើងជំនួស  𝑥  ថោយ 1
𝑥
  ; (𝑥 ≠ 0)  ថគបាន  𝑓 (1

𝑥
) =

(
1
𝑥)
− 1

3
𝑥
+ 5

=
1 − 𝑥

3 + 5𝑥
 

ដូចថនេះ  𝑓 (1
𝑥
) =

1 − 𝑥

3 + 5𝑥
 

 

លហំាតទ់ី០២៖ ប្រសិនថរើ  𝑓(𝑎) = tan(𝑎) ។ 
                           ចូរថ្ទៀងផ្ទទ ត់ថា 𝑓(2𝑎) = 2𝑓(𝑎)

1 − [𝑓(𝑎)]2
  ។ 

ដំណ ោះស្រាយ៖ 

ថ្ទៀងផ្ទទ ត់ថា 𝑓(2𝑎) = 2𝑓(𝑎)

1 − [𝑓(𝑎)]2
 

ថយើងមាន  𝑓(𝑎) = tan(𝑎) 

ថយើងបាន  𝑓(2𝑎) = tan(2𝑎) = tan𝑎 + tan𝑎

1 − tan𝑎 tan 𝑎
 

                                                       =
2 tan 𝑎

1 − tan2 𝑎
  , 𝑓(𝑎) = tan𝑎 

                                                       =
2𝑓(𝑎)

1 − [𝑓(𝑎)]2
 ថ្ទៀងផ្ទទ ត់ 

ដូចថនេះ  𝑓(2𝑎) = 2𝑓(𝑎)

1 − [𝑓(𝑎)]2
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លហំាតទ់ី០៣៖ ថគឲ្យ  𝑓(𝑥) = ln 𝑥  និង  𝑔(𝑥) = 𝑥3 , ចូរកំណ្ត់៖ 
                              (𝑓 ∘ 𝑔)(2) , (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑎)  និង  (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑎)  ។ 
ដំណ ោះស្រាយ៖ កំណ្ត់ (𝑓 ∘ 𝑔)(2) , (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑎) និង (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑎) 
ថយើងមាន  𝑓(𝑥) = ln 𝑥 និង  𝑔(𝑥) = 𝑥3 
ថយើងបាន  (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) = ln(𝑥3) = 3 ln 𝑥 
                     (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥) = (ln 𝑥)3 
ចំថ េះ 𝑥 = 2 ថយើងបាន (𝑓 ∘ 𝑔)(2) = 3 ln 2 
              𝑥 = 𝑎 ថយើងបាន (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑎) = 3 ln 𝑎 
                                              (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑎) = (ln𝑎)3 
ដូចថនេះ  (𝑓 ∘ 𝑔)(2) = 3 ln 2  , (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑎) = 3 ln 𝑎  និង(𝑔 ∘ 𝑓)(𝑎) = (ln 𝑎)3  
 
លហំាតទ់ី០៤៖ រកដដនកំណ្ត់ននអនុគមន៍ខាងថប្ោម 
          (𝑎).  𝑦 = √3 − 𝑥2          ,           (𝑏).  𝑓(𝑥) = √3 + 𝑥 + √7 − 𝑥

4  
          (𝑐).  𝑦 = √ln 𝑥 + 1        ,           (𝑑).  𝑦 = ln(ln 𝑥) 
          (𝑒).  𝑦 = arcsin(3𝑥 − 5) ;      
          (𝑓).  𝑦 = ln(𝑥2 − 3𝑥 + 2) + √−𝑥2 + 4𝑥 + 5 
          (𝑔).  𝑦 =

sin 𝑥

√𝑥2 − 4
         ,            (ℎ). 𝑦 = √1 − cos 𝑥 

ដំណ ោះស្រាយ៖ រកដដនកំណ្ត់ននអនុគមន៍ 
(𝑎). 𝑦 = √3 − 𝑥2 
     អនុគមន៍ថនេះមានន័យោ ណា 3 − 𝑥2 ≥ 0 

                        𝑥2 ≤ 3 ⟹ −√3 ≤ 𝑥 ≤ √3 
     ដូចថនេះ  ដដនកំណ្ត់ 𝐷𝑦 = [−√3,√3] ។ 
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(𝑏). 𝑓(𝑥) = √3 + 𝑥 + √7 − 𝑥
4  

  អនុគមន៍ថនេះមានន័យោ ណា {3 + 𝑥 ≥ 0
7 − 𝑥 ≥ 0

 

    សមមូ   {𝑥 ≥ −3
𝑥 ≤ 7

  ⟺ −3 ≤ 𝑥 ≤ 7 

ដូចថនេះ  ដដនកំណ្ត់  𝐷𝑓 = [−3,7] ។ 

(𝑐).  𝑦 = √ln 𝑥 + 1 
    អនុគមន៍ថនេះ មានន័យោ ណា { 𝑥 > 0

ln 𝑥 + 1 ≥ 0
 

                                                                         𝑥 ≥ 𝑒−1 
ដូចថនេះ  ដដនកំណ្ត់គឺ 𝐷𝑦 = [𝑒−1, +∞) ។ 
(𝑑).  𝑦 = ln(ln 𝑥) 
    អនុគមន៍ថនេះមាន ន័យោ ណា { 𝑥 > 0

ln 𝑥 > 0
  ⟺ 𝑥 > 1 

ដូចថនេះ  ដដនកំណ្ត់គឺ 𝐷𝑦 =]1 ,+∞[ ។ 

(𝑒). 𝑦 = arcsin(3𝑥 − 5) 
      អនុគមន៍ថនេះមានន័យោ ណា  

                −1 ≤ 3𝑥 − 5 ≤ 1 
                4 ≤ 3𝑥 ≤ 6 
                

4

3
≤ 𝑥 ≤ 2 

ដូចថនេះ  ដដនកំនត់ននអនុគមន៍ 𝑦 គឺ 4
,2

3
yD

 
  
 

   ។ 

(𝑓).  𝑦 = ln(𝑥2 − 3𝑥 + 2) + √−𝑥2 + 4𝑥 + 5 
    អនុគមន៍ថនេះ មានន័យោ ណា 



ដំណ ោះស្រាយលំហាត ់(អនុគមន៍ពិតននមួយអថេរ) 

53 

ថោយ ៖ ថ ឿ សុវណ្ណរ៉ា  

                 {
𝑥2 − 3𝑥 + 2 > 0    (1)

−𝑥2 + 4𝑥 + 5 ≥ 0  (2) 
 

ចំថ េះ (1) ∶  ថរើ 𝑥2 − 3𝑥 + 2 = 0 

  តាម 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0 ⟹ 𝑥1 = 𝑎  , 𝑥2 =
𝑐

𝑎
 

                        𝑥1 = 1  , 𝑥2 = 2 
តារងសញ្ញា   

𝑥 −∞                          1                                  2                        + ∞ 
𝑥2 − 3𝑥 + 2 > 0 + − + 
តាមតារងសញ្ញា ខាងថ ើ ថយើងទាញបាន 𝑥 < 1 ∨ 𝑥 > 2  (i) 

ចំថ េះ (2) ∶ −𝑥2 + 4𝑥 + 5 ≥ 0 ថរើ − 𝑥2 + 4𝑥 + 5 = 0 

                        ថោយ  𝑎 − 𝑏 + 𝑐 = 0 ⟹ 𝑥1 = 𝑎 = −1  , 𝑥2 = −
𝑐

𝑎
= 5 

តារងសញ្ញា  

𝑥 −∞                       − 1                              5                      + ∞ 
−𝑥2 + 4𝑥 + 5 ≥ 0 − + − 
តាមតារងសញ្ញា ខាងថ ើ ថយើងទាញបាន  𝑥 ∈ [−1,5] (ii) 

តាម (𝑖) និង (𝑖𝑖) ថយើងទាញបាន 𝑥 ∈ [−1,1] ∪ [2 , 5] ។ 

ដូចថនេះ ដដនកំណ្ត់ននអនុគមន៍ 𝑦 គឺ 𝐷𝑦 = [−1,1] ∪ [2,5] ។ 

(𝑔). 𝑦 =
sin 𝑥

√𝑥2 − 4
 

     ចំថ េះ sin 𝑥   មានដដនកំណ្ត់ 𝑥 ∈ 𝐼𝑅 
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     ចំថ េះ 1

√𝑥2 − 4
  មានន័យោ ណា 𝑥2 − 4 ≠ 0 ∧ 𝑥2 − 4 > 0 

                                      𝑥2 − 4 > 0 
                                      𝑥2 ≥ 4 ⟹  𝑥 ∈] − ∞, 2[∪]2,+∞[  
ដូចថនេះ  ដដនកំណ្ត់ននអនុគមន៍ 𝑦 គឺ 𝐷𝑦 =] −∞, 2[∪]2,+∞[  ។ 

(ℎ). 𝑦 = √1 − cos 𝑥 
      អនុគមន៍ថនេះ មានន័យោ ណា  

1 − cos𝑥 ≥ 0 
cos 𝑥 ≤ 1 

cos 𝑥 ≤ cos 2𝜋 
2𝜋 + 2𝑘𝜋 ≤ 𝑥 ≤ −2𝜋 + 2𝑘𝜋  , 𝑘 ∈ 𝑍 

ដូចថនេះ  ដដនកំណ្ត់ននអនុគមន៍ 𝑦 គឺ 𝐷𝑦 = ℝ ។ 

លហំាតទ់ី០៥៖  

 ថរើ 1
( )f x

x
   , ថ េះចូរង្ហា ញថា ( ) ( )

ab
f a f b f

b a

 
   

 
  ។  

ដំណ ោះស្រាយ៖ រង្ហា ញថា ( ) ( )
ab

f a f b f
b a

 
   

 
  

ថយើងមាន  𝑓(𝑥) = 1
𝑥
 

ថ េះ  𝑓(𝑎) = 1
𝑎
     ;     𝑓(𝑏) =

1

𝑏
 

ថយើងបាន  𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑏) = 1
𝑎
−
1

𝑏
=
𝑏 − 𝑎

𝑎𝑏
   (𝑖) 

ដត  𝑓 ( 𝑎𝑏
𝑏 − 𝑎

) =
1

𝑎𝑏
𝑏 − 𝑎

=
𝑏 − 𝑎

𝑎𝑏
   (𝑖𝑖) 
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តាម  (𝑖) និង (𝑖𝑖)  ថយើងបាន  

( ) ( )
ab

f a f b f
b a

 
   

 
 ពិត 

ដូចថនេះ    ( ) ( )
ab

f a f b f
b a

 
   

 
 

 

លហំាតទ់ី០៦៖ ចូរគណ្  

      (1). arctan 1 + arccos (−
1

2
) + arcsin (−

1

2
) 

      (2). arcsin (−
√2

2
) + arccos (−

1

2
) − arctan(−√3) + arctan (−

1

√3
) 

      (3). sin(2 arctan 3)            ;       (4). cos(2 arctan2) 
      (5). sin (

1

2
arccos

1

9
)          ;        (6). cos (

1

2
arccos

1

8
) 

      (7). sin (2 arctan
1

3
) + cos(arctan2√2) 

      (8). sin [arcsin (
3

5
) − arccos (

3

2
)] 

ដំណ ោះស្រាយ៖ គណ្  

(1). arctan1 + arccos (−
1

2
) + arcsin (−

1

2
) 

     តាមររូមនត arctan(tan𝑎) = 𝑎 

                            arccos(cos 𝑎) = 𝑎 
                             arcsin(sin 𝑎) = 𝑎 
     ថយើងតាង 𝑆1 = arctan1 + arccos (− 1

2
) + arcsin (−

1

2
) 
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      ថយើងបាន 𝑆1 = arctan (tan𝜋4) + arccos (cos
2𝜋

3
) + arcsin (sin−

𝜋

3
) 

                               =
𝜋

4
+
2𝜋

3
−
𝜋

3
=
7𝜋

12
 

ដូចថនេះ S1 = arctan1 + arccos (−12) + arcsin (−
1

2
) =

7𝜋

12
  

(2). arcsin (−
√2

2
) + arccos (−

1

2
) − arctan(−√3) + arctan (−

1

√3
) 

   = arcsin (sin
−𝜋

4
) + arccos (cos

2𝜋

3
) − arctan (tan

−𝜋

3
) + arctan (tan

−𝜋

6
) 

   = −
𝜋

4
+
2𝜋

3
+
𝜋

3
−
𝜋

6
= −

𝜋

4
−
𝜋

6
+ 𝜋 =

−6𝜋 − 4𝜋 + 24𝜋

24
=
14𝜋

24
=
7𝜋

12
 

ដូចថនេះ arcsin (−√2
2
) + arccos (−

1

2
) − arctan(−√3) + arctan (−

1

√3
) =

7𝜋

12
   

(3). sin(2 arctan 3) 
     តាង  𝐴 = sin(2 arctan 3)    និង  𝐵 = arctan 3  

                                                             ⟹ tan𝐵 = 3  ⟺
sin𝐵

cos𝐵
= 3 

                                                             ⟺ sin2 𝐵 = 9 cos2 𝐵 
                                                                   sin2 𝐵 = 9(1 − sin2 𝐵) 
                                                        10 sin2 𝐵 = 9 ⟹ sin𝐵 =

3

√10
⟹ cos𝐵 =

1

√10
 

   តាមររូមនត  sin 2𝐵 = 2 sin𝐵 cos𝐵 

                  ⟹  sin(2 arctan 3) = 2 sin𝐵 cos𝐵 = (2) (
3

√10
) (

1

√10
) =

3

5
 

ដូចថនេះ  sin(2 arctan3) = 3
5
  

(4). cos(2 arctan2) 
រថរៀរទី០១៖  
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      តាង  𝐴 = arctan 2  ⟺ tan𝐴 = 2 

                                                
sin𝐴

cos𝐴
= 2  ⟺

sin2 𝐴

cos2 𝐴
= 4 

                                                   sin2 𝐴 = 4(1 − sin2 𝐴) ⟹ 5sin2 𝐴 = 4 
                                                 sin 𝐴 =

2

√5
⟹ cos𝐴 =

2

√5
2

=
1

√5
 

    តាមររូមនត  cos 2𝐴 = 2 cos2 𝐴 − 1 

                           cos(2 arctan2) = 2 (
1

√5
)
2

− 1 =
2

5
− 1 = −

3

5
 

រថរៀរទី០២៖  

      តាង  𝐴 = arctan 2  ⟺ tan𝐴 = 2 
            cos 2𝐴 = 2 cos2 𝐴 − 1 = 2(

1

1 + tan2 𝐴
) − 1 

                                                       = 2 (
1

1 + 4
) − 1 = −

3

5
 

ដូចថនេះ  cos(2 arctan2) = −3
5
  

(5). sin (
1

2
arccos

1

9
) 

       តាងA = arccos 1
9
 ⟹ cos𝐴 =

1

9
 

                                                 1 − 2 sin2
𝐴

2
=
1

9
 

                                               2 sin2
𝐴

2
=
8

9
⟹ sin

𝐴

2
= √

4

9
=
2

3
 

      ថយើងបាន sin (1
2
𝐴) = sin (

1

2
arccos

1

9
) =

2

3
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ដូចថនេះ  sin (1
2
arccos

1

9
) =

2

3
  

(6). cos (
1

2
arccos

1

8
) 

     តាង A = arccos 1
8
  ⟹ cos𝐴 =

1

8
 

                                               2 cos2
𝐴

2
− 1 =

1

8
 

                                             2 cos2
𝐴

2
=
9

8
  ⟹ cos2

𝐴

2
=
9

16
⟹ cos

𝐴

2
=
3

4
 

ដូចថនេះ  cos (1
2
arccos

1

8
) =

3

4
 

(7). sin (2 arctan
1

3
) + cos(arctan2√2) 

     តាង 𝐴 = arctan (1
3
)   ⟹ tan𝐴 =

1

3
 

                                                     
sin 𝐴

cos𝐴
=
1

3
  ⟹

sin2 𝐴

cos2 𝐴
=
1

9
 

                                              ⟺ 9 sin2 𝐴 = 1 − sin2 𝐴 
                                              ⟹ sin𝐴 =

1

√10
  ⟹ cos𝐴 =

3

√10
 

      ថោយ sin 2𝐴 = 2 sin𝐴 cos𝐴 = 2(
1

√10
) (

3

√10
) =

3

5
 

      តាង  𝐵 = arctan 2√2   ⟹ tan𝐵 = 2√2 

                                                    
(1 − cos2 𝐵)

cos2 𝐵
= 8 

                                             ⟹ cos2 𝐵 =
1

9
  ⟹ cos𝐵 =

1

3
 

ថយើងបាន៖ 

sin (2 arctan
1

3
) + cos(arctan2√2) =

3

5
+
1

3
=
14

15
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ដូចថនេះ   sin (2 arctan 1
3
) + cos(arctan 2√2) =

14

15
 

(8). sin [arcsin (
3

5
) − arccos (

3

5
)] 

    = sin (arcsin (
3

5
)) cos (arccos

3

5
) − sin (arccos

3

5
) cos (arcsin

3

5
) 

    = (
3

5
) (
3

5
) − √1 − cos2 (arccos

3

5
) .√1 − sin2 (arcsin

3

5
) 

    =
9

25
− (√1 − (

3

5
)
2

)(√1 − (
3

5
)
2

) 

    =
9

25
− (1 −

9

25
) = −

7

25
 

ដូចថនេះ  sin [arcsin (3
5
) − arccos (

3

5
)] = −

7

25
  

 

លហំាតទ់ី០៨៖ សប្មួ កថនោម 

             (𝑎). sin (arccos
3

5
)         ;            (𝑏). cos (arcsin

4

5
) 

             (𝑐). sin(arctan2)           ;            (𝑑). cos(arctan2) 

             (𝑒). arctan√
1 − cos 𝑥

1 + cos 𝑥
  , 0 ≤ 𝑥 < 2𝜋 , 𝑥 ≠ 𝜋 

 ដំណ ោះស្រាយ៖ សប្ម ួកថនោម 

(𝑎). sin (arccos
3

5
) 

    = √1 − cos2 (arccos
3

5
) 
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    = √1 − (
3

5
)
2

= √1 −
9

25
= √

16

25
=
4

5
 

ដូចថនេះ    sin (arccos 3
5
) =

4

5
 

(𝑏). cos (arcsin
4

5
) 

    = √1 − sin2 (arcsin
4

5
) 

    = √1 − (
4

5
)
2

 

    = √1 −
16

25
= √

9

25
=
3

5
 

ដូចថនេះ  cos (arcsin 4
5
) =

3

5
 

(𝑐). sin(arctan2) 
     តាង 𝐴 = arctan 2  ⟹ tan𝐴 = 2 
                                               sin2 𝐴 = 4(1 − sin2 𝐴) 
                                              5 sin2 𝐴 = 4 

                                               sin2 𝐴 =
4

5
 ⟹ sin𝐴 = √

4

5
=
2√5

5
 

ដូចថនេះ sin(arctan 2) = 2√5
5

 
(𝑑). cos(arctan2) 
       តាង  𝐴 = arctan 2  ⟹ tan𝐴 = 2 
                                                   

sin𝐴

cos𝐴
= 2 

                                             (
sin𝐴

cos𝐴
)
2

= 4 ⟺ 1 − cos2 𝐴 = 4 cos2 𝐴 
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                                             ⟹ cos𝐴 = √
1

5
=
√5

5
 

ដូចថនេះ  cos(arctan2) = √5
5

 

(𝑒). arctan√
1 − cos 𝑥

1 + cos 𝑥
    ;   0 ≤ 𝑥 < 2𝜋  , 𝑥 ≠ 𝜋 

    = arctan√
(1 − cos 𝑥)2

1 − cos2 𝑥
 

    = arctan√
(1 − cos 𝑥)2

sin2 𝑥
 

    = arctan
1 − cos 𝑥

sin 𝑥
 

    = arctan(
2 sin2

𝑥
2

2 sin
𝑥
2
cos

𝑥
2

) 

    = arctan(
sin
𝑥
2

cos
𝑥
2

) = arctan (tan
𝑥

2
) =

𝑥

2
 

ដូចថនេះ  arctan√1 − cos 𝑥
1 + cos 𝑥

=
𝑥

2
 

 

លហំាតទ់ី០៩៖  ចូរស្រាយរញ្ញា ក់ថា 

           (𝑎). 2 arctan
1

2
= arctan

4

3
 

           (𝑏). arctan
1

2
+ arctan

1

5
+ arctan

1

8
=
𝜋

4
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ដំណ ោះស្រាយ៖ ថោេះស្រាយសមីោរ 

(𝑎). 2 arctan
1

2
= arctan

4

3
 

  arctan
1

2
+ arctan

1

2
= arctan

4

3
 

 arctan(

1
2
+
1
2

1 −
1
4

) = arctan
4

3
 

 arctan(

4
2
3
2

) = arctan
4

3
 

 arctan (
4

3
) = arctan (

4

3
)   ពិត 

ដូចថនេះ  2 arctan 1
2
= arctan

4

3
 

(𝑏). arctan
1

2
+ arctan

1

5
+ arctan

1

8
=
𝜋

4
 

      arctan(

1
2
+
1
5

1 −
1
10

) + arctan
1

8
=
𝜋

4
 

     arctan(

7
10
9
10

) + arctan
1

8
=
𝜋

4
 

    arctan
7

9
+ arctan

1

8
=
𝜋

4
 

    arctan(

7
9
+
1
8

1 −
7
72

) =
𝜋

4
 

   arctan (
65

65
) =

𝜋

4
 

              
𝜋

4
=
𝜋

4
   ពិត 
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ដូចថនេះ  arctan1
2
+ arctan

1

5
+ arctan

1

8
=
𝜋

4
  

 

លហំាតទ់ី១០៖ ចូររង្ហា ញថា 

             (𝑎). sin(arccos 𝑥) = √1 − 𝑥2    ;    (𝑏). cos(arcsin 𝑥) = √1 − 𝑥2 
             (𝑐). tan(arcsin 𝑥) =

𝑥

√1 − 𝑥2
    ;    (𝑑). sin(arctan 𝑥) =

𝑥

√1 + 𝑥2
 

ដំណ ោះស្រាយ៖ រង្ហា ញថា 

(𝑎). sin(arccos 𝑥) = √1 − 𝑥2 
     តាង 𝐴 = arccos 𝑥  ⟹ 𝑥 = cos𝐴 

                                         𝑥2 = cos2 𝐴 
                                         𝑥2 = 1 − sin2 𝐴 ⟹ sin𝐴 = √1 − 𝑥2 ពិត 
ដូចថនេះ  sin(arccos 𝑥) = √1 − 𝑥2 
(𝑏). cos(arcsin 𝑥) = √1 − 𝑥2 
      តាង 𝐵 = arcsin 𝑥  ⟹ sin𝐵 = 𝑥 

                                         sin2 𝐵 = 𝑥2 
                                    1 − cos2𝐵 = 𝑥2  ⟹ cos𝐵 = √1 − 𝑥2  ពិត 
ដូចថនេះ  cos(arcsin 𝑥) = √1 − 𝑥2 
(𝑐). tan(arcsin 𝑥) =

𝑥

√1 − 𝑥2
     

      តាង  𝐶 = arcsin 𝑥  ⟹ 𝑥 = sin𝐶 
      ថយើងមាន  sin2 𝐶 + cos2 𝐶 = 1 
                          cos 𝑥 = √1 − sin2 𝑥 = √1 − 𝑥2 
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      តាមររូមនត tan𝐶 = sin𝐶
cos 𝐶

=
𝑥

√1 − 𝑥2
 

ដូចថនេះ  tan(arcsin 𝑥) = 𝑥

√1 − 𝑥2
 

(𝑑). sin(arctan𝑥) =
𝑥

√1 + 𝑥2
 

      តាង 𝐷 = arctan 𝑥  ⟹ 𝑥 = tan𝐷 

                                               
sin𝐷

cos𝐷
= 𝑥 

                                             
sin2𝐷

cos2𝐷
= 𝑥2  ⟹ sin2𝐷 = 𝑥2(1 − sin2𝐷) 

                                       ⟹ sin2𝐷 =
𝑥2

1 + 𝑥2
 

                                       ⟹ sin𝐷 =
𝑥

√1 + 𝑥2
  ពិត 

ដូចថនេះ   sin(arctan 𝑥) = 𝑥

√1 + 𝑥2
 

 

លហំាតទ់ី១១៖ រង្ហា ញថា 1 1 1tan tan tan
1

x y
x y

xy

    
   

 
  ថរើ 

           −
𝜋

2
< tan−1 𝑥 + tan−1 𝑦 <

𝜋

2
    ថ ើយមកស្រាយរនតថទៀតថា៖ 

     (𝑎). tan−1 (
1

2
) + tan−1 (

1

3
) =

𝜋

4
  ;   (𝑏). 2 tan−1 (

1

3
) + tan−1 (

1

7
) =

𝜋

4
 

ដំណ ោះស្រាយ៖  

រង្ហា ញថា tan−1 𝑥 + tan−1 𝑦 = tan−1 ( 𝑥 + 𝑦
1 − 𝑥𝑦

) 

តាង 𝑋 = tan−1 𝑥   ⟹ 𝑥 = tan𝑋 

         𝑌 = tan−1 𝑦    ⟹ 𝑦 = tan𝑌 



ដំណ ោះស្រាយលំហាត ់(អនុគមន៍ពិតននមួយអថេរ) 

65 

ថោយ ៖ ថ ឿ សុវណ្ណរ៉ា  

តាមររូមនត tan(𝑋 + 𝑌) = tan𝑋 + tan𝑌

1 − tan𝑋 tan𝑌
=
𝑥 + 𝑦

1 − 𝑥𝑦
 

                ⟹ 𝑋 + 𝑌 = tan−1 (
𝑥 + 𝑦

1 − 𝑥𝑦
)   ពិត 

ដូចថនេះ   tan−1 𝑥 + tan−1 𝑦 = tan−1 ( 𝑥 + 𝑦
1 − 𝑥𝑦

) 

(𝑎). ស្រាយរញ្ញា ក់ថា tan−1 (1
2
) + tan−1 (

1

3
) =

𝜋

4
 

  តាមររូមនតខាងថ ើ  tan−1 𝑥 + tan−1 𝑦 = tan−1 ( 𝑥 + 𝑦
1 − 𝑥𝑦

) 

  ថយើងបាន tan−1 (1
2
) + tan−1 (

1

3
) = tan−1 (

1
2
+
1
3

1 −
1
6

) 

                                                                  = tan−1 (

5
6
5
6

) = tan−1 1 =
𝜋

4
 

ដូចថនេះ tan−1 (1
2
) + tan−1 (

1

3
) =

𝜋

4
  

(𝑏). ស្រាយរញ្ញា ក់ថា  2 tan−1 (1
3
) + tan−1 (

1

7
) =

𝜋

4
 

    ថយើងបាន 2 tan−1 (1
3
) + tan−1 (

1

7
) = tan−1 (

1

3
) + tan−1 (

1

3
) + tan−1 (

1

7
) 

                                                                       = tan−1 (

1
3
+
1
3

1 −
1
9

) + tan−1 (
1

7
) 

                                                                       = tan−1 (

6
9
8
9

) + tan−1 (
1

7
) 

                                                                       = tan−1 (
6

8
) + tan−1 (

1

7
) 
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                                                                       = tan−1 (

6
8
+
1
7

1 −
6
56

) = tan−1 (

50
56
50
56

) =
𝜋

4
 

ដូចថនេះ    2 tan−1 (1
3
) + tan−1 (

1

7
) =

𝜋

4
  

 

របូមនតអនគុមនស៍មមលូ 

                  (𝟏).  𝒔𝒊𝒏 𝒂(𝒙) ~ 𝒂(𝒙)      ;      (𝟐). 𝒂𝒓𝒄𝒔𝒊𝒏 𝒂(𝒙) ~ 𝒂(𝒙) 
                  (𝟑). 𝒕𝒂𝒏 𝒂(𝒙) ~𝒂(𝒙)       ;     (𝟒). 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒂(𝒙) ~𝒂(𝒙) 
                  (𝟓). 𝟏 − 𝒄𝒐𝒔 𝒂(𝒙)~

𝟏

𝟐
𝒂𝟐(𝒙)    ;     (𝟔). 𝒍𝒏(𝟏 + 𝒂(𝒙))~𝒂(𝒙) 

                  (𝟕). 𝒍𝒐𝒈𝒂(𝟏 + 𝒂(𝒙))~
𝒂(𝒙)

𝒍𝒏𝒂
    ;     (𝟖). 𝒃𝒂(𝒙) − 𝟏~𝒂(𝒙)𝒍𝒏𝒃 

                  (𝟗). 𝒆𝒂(𝒙) − 𝟏~𝒂(𝒙)                   ;     (𝟏𝟎). [𝟏 + 𝒂(𝒙)]𝒃 − 𝟏~𝒃𝒂(𝒙) 
                  (𝟏𝟏). √𝟏 + 𝒂(𝒙)

𝒏
− 𝟏~

𝒂(𝒙)

𝒏
   ; 

ដដ  𝒂(𝒙) ជាទំ ំតូចអថនកថព  𝒙 → 𝒙𝟎  ( 
0

lim ( ) 0
x x

a x


  )  

 

លហំាតទ់ី១២៖ ចូរគណ្  ីមីតខាងថប្ោម៖ 

            (ក).  lim
𝑥→0

sin 3𝑥

sin 5𝑥
                                     (ខ).  lim

𝑥→0

tan2 2𝑥

sin2
𝑥
2

 

           (គ).  lim
𝑥→0

𝑥 sin 2𝑥

(arctan 3𝑥)2
                         (ឃ). lim

𝑥→+∞

tan3
1
𝑥
× arctan

3

𝑥√𝑥

sin
2
𝑥3
× tan

1

√𝑥
× arcsin

5
𝑥

 

 

ដំណ ោះស្រាយ៖ គណ្  ីមីត 
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(ក). lim
𝑥→0

sin 3𝑥

sin 5𝑥
= lim
𝑥→0

3𝑥

5𝑥
=
3

5
 

(ខ). lim
𝑥→0

tan2(2𝑥)

sin2
𝑥
2

= lim
𝑥→0

(2𝑥)2

(
𝑥
2)
2 = 16 

(គ). lim
𝑥→0

𝑥 sin 2𝑥

(arctan 3𝑥)2
= lim
𝑥→0

𝑥. 2𝑥

(3𝑥)2
=
2

9
 

(ឃ). lim
𝑥→+∞

tan3
1
𝑥
arctan

3

𝑥√𝑥

sin
2
𝑥3
tan

1

√𝑥
arcsin

5
𝑥

= lim
𝑥→+∞

(
1
𝑥)
3

(
3

𝑥√𝑥
)

(
2
𝑥3
) (
1

√𝑥
) (
5
𝑥)
=
3

10
 

លំហាតទ់ី១៣៖ គណ្  ីមីតខាងថប្ោម 

(ក).  lim
𝑥→0

arcsin 3𝑥

arctan6𝑥
                              ;             (ខ).  lim

𝑥→0

tan 2𝑥 arcsin 3𝑥

sin 3𝑥 arctan2𝑥
 

(គ).  lim
𝑥→0

𝑒2𝑥 − 1 − 7𝑥2

arcsin 3𝑥 + arctan𝑥2
       ;            (ឃ). lim

𝑥→0

ln(cos 𝑎𝑥)

ln(2 − cos 𝑏𝑥)
 

(ង).  lim
𝑥→0

√𝑥 + 8
3

− 2

√𝑥 + 9 − 3
                          ;              (ច). lim

𝑥→2

(𝑥 − 2) cos (
𝜋
4
𝑥)

sin 𝜋𝑥2
 

(ឆ).  lim
𝑥→±∞

2 − 3𝑥3 − 5𝑥5

8 − 7𝑥2 + 16𝑥4
             ;               (ជ). lim

𝑥→±∞

(𝑎 + 2𝑥2)(𝑏 − 𝑥)3

(𝑎 + 𝑥)5 + (𝑏 − 2𝑥)5
 

ដំណ ោះស្រាយ៖  គណ្  ីមីត 

(ក). lim
𝑥→0

arcsin 3𝑥

arctan 6𝑥
= lim
𝑥→0

3𝑥

6𝑥
=
1

2
 

(ខ). lim
𝑥→0

tan 2𝑥 arcsin 3𝑥

sin 3𝑥 arctan 2𝑥
= lim
𝑥→0

2𝑥. 3𝑥

3𝑥. 2𝑥
= 1 

(គ). lim
𝑥→0

𝑒2𝑥 − 1 − 7𝑥2

arcsin 3𝑥 + arctan 𝑥2
= lim
𝑥→0

2𝑥 − 7𝑥2

3𝑥 + 𝑥2
= lim
𝑥→0

2𝑥

3𝑥
=
2

3
 

(ឃ). lim
𝑥→0

ln(cos 𝑎𝑥)

ln(2 − cos 𝑏𝑥)
= lim
𝑥→0

ln(1 + 𝑐𝑜𝑠 𝑎𝑥 − 1)

ln(1 + 1 − cos 𝑏𝑥)
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                                               = lim
𝑥→0

cos 𝑎𝑥 − 1

1 − cos 𝑏𝑥
= lim
𝑥→0

−
1
2
(𝑎𝑥)2

1
2
(𝑏𝑥)2

= −
𝑎2

𝑏2
 

(ង).  lim
𝑥→0

√𝑥 + 8
3

− 2

√𝑥 + 9 − 3
   = lim

𝑥→0

2√1 +
𝑥
8

3
− 2

3√1 +
𝑥
9
− 3

=
2

3
lim
𝑥→0

√1 +
𝑥
8

3
− 1

√1 +
𝑥
9
− 1

 

                                            =
2

3
lim
𝑥→0

(

 
 
(
𝑥
8)

3
𝑥
9
2 )

 
 
=
2

3
lim
𝑥→0

(
𝑥

24
×
18

𝑥
) =

1

2
 

(ច).  lim
𝑥→2

(𝑥 − 2) cos (
𝜋
4
𝑥)

sin 𝜋𝑥2
= lim
𝑥→2

(𝑥 − 2) sin (
𝜋
2
−
𝜋
4
𝑥)

sin(4𝜋 − 𝜋𝑥2)
 

                                                    = lim
𝑥→2

(𝑥 − 2) (
𝜋
2
−
𝜋
4
𝑥)

4𝜋 − 𝜋𝑥2
 

                                                    = lim
𝑥→2

(

𝜋
4
(2 − 𝑥)

𝜋(2 + 𝑥)
) = 0 

(ឆ).  lim
𝑥→±∞

2 − 3𝑥3 − 5𝑥5

8 − 7𝑥2 + 16𝑥4
= lim
𝑥→±∞

−5𝑥5

16𝑥4
= − lim

𝑥→±∞

5

16
𝑥 = ±∞ 

(ជ).  lim
𝑥→±∞

(𝑎 + 2𝑥)2(𝑏 − 𝑥)3

(𝑎 + 𝑥)5 + (𝑏 − 2𝑥)5
= lim
𝑥→±∞

(2𝑥)2(−𝑥)3

𝑥5 + (−2𝑥)5
= lim
𝑥→±∞

−
4𝑥5

−31𝑥5

=
4

31
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ជំពកូទី៣ 
ដេរីដេនៃអៃគុមៃ ៍

1. ដេរដីេត្រង់ចំណុចមួយ 
ដេរដីេត្រង់  𝑥0 នៃអៃុគមៃ៍ 𝑦 = 𝑓(𝑥)  ជាលីមីរ  (ដបើមាៃ) នៃផលដ ៀប 

∆𝑦

∆𝑥
  កាលណា  ∆𝑥  ខិរដៅជិរ 0 ។ 

ដគសរដសរ ៖  𝑦0
′ = 𝑓′(𝑥0) = lim

∆𝑥→0

∆y

∆x
= lim

𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
 

                               = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥0 + ℎ) − 𝑓(𝑥0)

ℎ
  ។ 

2. របូមៃតដេរដីេខលះៗ 

អនុគមន ៍ ដេរដីេ 
𝑓(𝑥) = 𝑎 𝑓′(𝑥) = 0 

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 𝑓′(𝑥) = 𝑎 

𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛  , (𝑛 ∈ ℤ) 𝑓′(𝑥) = 𝑛𝑥𝑛−1 

𝑓(𝑥) = √𝑥 
𝑓′(𝑥) = −

1

2√𝑥
 

𝑓(𝑥) =
1

𝑥𝑛
   , (𝑛 ∈ ℤ) 𝑓′(𝑥) =

𝑛

𝑥𝑛+1
 

𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥) {𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)}′ = 𝑓′(𝑥) ± 𝑔′(𝑥) 

𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥) {𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥)}′ = 𝑓′(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑔′(𝑥)𝑓(𝑥) 

{𝑓(𝑥)}𝑛  (𝑛 ∈ ℤ) ({𝑓(𝑥)}𝑛)′ = 𝑛{𝑓(𝑥)}𝑛−1𝑓′(𝑥) 

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 {

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
}

′

=
𝑓′(𝑥)𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥)

{𝑔(𝑥)}2
 

1

𝑓(𝑥)
 {

1

𝑓(𝑥)
}

′

= −
𝑓′(𝑥)

{𝑓(𝑥)}2
 

𝑓(𝑔(𝑥)) {𝑓(𝑔(𝑥))}
′

= 𝑓′(𝑔(𝑥)). 𝑔′(𝑥) 

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 𝑓′(𝑥) = 𝑎𝑥 ln 𝑎 
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𝑓(𝑢) = 𝑎𝑢 

ដេល  𝑢 ជាអនុគមនន៍ន 𝑥 
𝑓′(𝑢) = 𝑢′𝑎𝑢 ln 𝑎 

𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥 

𝑓(𝑢) = 𝑒𝑢 

ដេល 𝑢 ជាអនុគមនន៍ន 𝑥 
𝑓′(𝑢) = 𝑢′𝑒𝑢 

𝑓(𝑥) = ln 𝑥 
𝑓′(𝑥) =

1

𝑥
 

𝑓(𝑢) = ln(𝑢) 
𝑓′(𝑢) =

𝑢′

𝑢
 

𝑓(𝑥) = log𝑎 𝑥 
𝑓′(𝑥) =

1

𝑥 ln 𝑎
 

𝑓(𝑢) = log𝑎 𝑢 
𝑓′(𝑥) =

𝑢′

𝑢 ln 𝑎
 

3. ដេរដីេនៃអៃុគមៃ៍ត្ាស 
ដបើ 𝑓  ជាអៃុគមៃ៍មួយទល់មួយដ ើយ  𝑔 ជាអៃុគមៃ៍ត្ាសនៃ 𝑓 គឺ 
𝑔 = 𝑓−1  ដនាះដគបាៃទំនាក់ទំៃង 𝑦 = 𝑓(𝑥) ⟺ 𝑥 = 𝑓−1(𝑦) = 𝑔(𝑦) ។ 

ទ្រឹស្តបីរ៖  ដបើ 𝑓  មាៃដេរដីេត្រង់  𝑥0  ដេល  𝑓′(𝑥0) ≠ 0 ដនាះ
ដគបាៃ 𝑔 មាៃដេរដីេត្រង់ 𝑦0 = 𝑓(𝑥0) ដេល 

𝑔′(𝑦0) =
1

𝑓′(𝑥0)
 

ដយើងមាៃ  𝑦 = 𝑓(𝑥)   ⟹ 𝑥 = 𝑓−1(𝑦) = 𝑔(𝑦) 
                                                 𝑥 = 𝑔[𝑓(𝑥)] 
                                          ⟹ 1 = 𝑥′ = 𝑔′[𝑓(𝑥)]𝑓′(𝑥) 
𝑓′(𝑥) =

1

𝑔′[𝑓(𝑥)]
⟹ 𝑦′(𝑥) =

1

𝑔′(𝑦)
=

1

𝑥′(𝑦)
 

ដគសរដសរ៖   𝑦′(𝑥) =
1

𝑥′(𝑦)
  ឬ  𝑥′(𝑦) =

1

𝑦′(𝑥)
 

4. ដេរដីេទី n 
េ ីិសាស្តសតដ ះស្រសាយដេរដីេទី 𝑛  ៖ 
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ដយើងមាៃ  𝑓(𝑥)  មាៃៃ័យកាលណា ∀𝑥 ∈ 𝔻 ⊂ ℝ 
ដយើងកំណរ់ 
𝑦′ = 𝑓′(𝑥)          “ ដេរដីេទី១     នៃ 𝑦 = 𝑓(𝑥) “  
𝑦′′ = 𝑓′′(𝑥)         " ដេរដីេទី២    នៃ  y=f(x) " 
𝑦(3) = 𝑓(3)(𝑥)    “ ដេរដីេទី៣  នៃ 𝑦 = 𝑓(𝑥) “ 
⋮ 
ដយើងឧបមាថា  វាពិរេល់ដេរដីេទី 𝑛  ដេល  𝑦(𝑛) = 𝑓(𝑛)(𝑥)   (𝑖) 
ដយើងៃឹងត្រូេបង្ហា ញថា វាពិររ ូរេល់ ដេរដីេទី (𝑛 + 1) 
គឺ 𝑦(𝑛+1) = [𝑓(𝑛)(𝑥)]

′
= 𝑓(𝑛+1)(𝑥)    (𝑖𝑖) 

ដបើ  (𝑖𝑖)  ពិរ ដនាះ  (𝑖)  ក៏ពិរដេរ។ 
ឧទា រណ៍៖ រក  𝑦(𝑛)  នៃ   𝑦 = sin 𝑥 ។ 
ដយើងមាៃ   
𝑦′  = cos 𝑥 = sin (𝑥 +

𝜋

2
) 

𝑦′′ = − sin 𝑥 = sin (𝑥 +
2𝜋

2
) 

⋮ 
ឧបមាថា ពិរេល់ដេរដីេទី 𝑛 ដេល  
          𝑦(𝑛) = sin (𝑥 +

𝑛𝜋

2
) 

ដយើងៃឹងបង្ហា ញថាវាពិររ ូរេល់ ដេរដីេទី (𝑛 + 1) ដេល 

𝑦(𝑛+1) = [sin (𝑥 +
𝑛𝜋

2
)]

′

= cos (𝑥 +
𝑛𝜋

2
) = sin (𝑥 +

𝑛𝜋

2
+

𝜋

2
) 

             = sin (𝑥 +
(𝑛 + 1)𝜋

2
)   ពិរ 

េូដចនះ   𝑦(𝑛) = sin (𝑥 +
𝑛𝜋

2
)   ។ 
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5. ត្ទឹសតីបទ Roll 

ដបើ  𝑓  ជាប់ដលើចដនាល ះ  [𝑎, 𝑏]  ៃិងមាៃដេរដីេដលើចដនាល ះដបើក ]𝑎, 𝑏[  ដេល 
𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏)  ដនាះមាៃរនមល 𝑥 = 𝑐 កនុងចដនាល ះដបើក ]𝑎, 𝑏[ (មាៃៃ័យថា 𝑎 <

𝑐 < 𝑏 ) ដេលដេរដីេទីមួយនៃអៃុគមៃ៍ 𝑓(𝑐) = 0 ។ 
សត្មាយបញ្ជា ក់ ៖ ដគឲ្យ  𝑓(𝑎) = 𝑑 = 𝑓(𝑏) 
ករណីទី១    ដបើ 𝑓(𝑥) = 𝑑  ត្គប់  𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]  ដនាះ 𝑓  ដេរដលើចដនាល ះ [𝑎 , 𝑏] 
   ៃិង 𝑓′(𝑥) = 0  ត្គប់  𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) ។ 
ករណីទី២ ដបើ 𝑓(𝑥) > 𝑑  ត្គប់ 𝑥 ∈ (𝑎 , 𝑏) ដនាះ 𝑓(𝑥)  មាៃរនមលអរិបរមា 
  យ៉ាងរិច 1 ត្រង់  𝑥 = 𝑐  ដ យ  𝑓(𝑥)  មាៃដេរដីេត្រង់ 𝑥 = 𝑐 ដគ 
  បាៃ 𝑓′(𝑐) = 0 ។ 
ករណីទី៣ ដបើ 𝑓(𝑥) < 𝑑  ត្គប់  𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏)  ដនាះ 𝑓(𝑥)  មាៃរនមលអបបបរមា 
  យ៉ាងរិច 1  ត្រង់ 𝑥 = 𝑐  ដ យ  𝑓(𝑥)  មាៃដេរដីេត្រង់ 𝑥 = 𝑐 
  ដគបាៃ 𝑓′(𝑐) = 0 ។ 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  

𝑓′(𝑐) = 0 

𝑦 

𝑑 

𝑜 𝑎 𝑐 𝑏 𝑥 

𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) 
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6. េសិមភាពកំដណើ ៃមាៃកំណរ់ 
 
ទ្រឹស្តបីរ៖  ដគឲ្យ  𝑓  ជាអៃុគមៃ៍កំណរ់ៃិងជាប់ដ ើយមាៃដេរដីេដលើ
ចដនាល ះ 𝐼 ។ដបើមាៃពីរចំៃួៃពិរ  𝑚  ៃិង  𝑀  ដេលចំដ ះត្គប់  𝑥 ∈ 𝐼 
𝑚 ≤ 𝑓′(𝑥) ≤ 𝑀  ដនាះត្គប់ចំៃួៃពិរ  𝑎 , 𝑏 ∈ 𝐼  ដេល  𝑎 < 𝑏  ដគបាៃ 

𝑚(𝑏 − 𝑎) ≤ 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎) ≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎) 
សត្មាយបញ្ជា ក់៖  
ដគឲ្យអៃុគមៃ៍ 𝑔 ∶ 𝑥  ⟼    𝑓(𝑥) − 𝑚𝑥  មាៃដេរដីេដលើ 𝐼 

ៃិង 𝑔′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) − 𝑚  ដគបាៃ  𝑔′(𝑥) ≥ 0  ត្គប់  𝑥 ∈ 𝐼 ។ 
មាៃៃ័យថា 𝑔(𝑥) ជាអៃុគមៃ៍ដកើៃដលើ 𝐼 ៃិងដកើៃដលើ  [𝑎 , 𝑏]  
ដគបាៃ 𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎) ≥ 0 
         ឬ  [𝑓(𝑏) − 𝑚𝑏] − [𝑓(𝑎) − 𝑚𝑎] ≥ 0  ឬ  𝑚(𝑏 − 𝑎) ≤ 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎) , (1) 
េូចគ្នន ដៃះដេរ  ដគឲ្យអៃុគមៃ៍  ℎ ∶   𝑥 ⟼ 𝑓(𝑥) − 𝑀𝑥 មាៃដេរដីេដលើ 𝐼 ៃិង 
ដលើ  [𝑎 , 𝑏]   
ដគបាៃ  ℎ′(𝑥) ≤ 0  ត្គប់  𝑥 ∈ 𝐼  មាៃៃ័យថា  ℎ(𝑥) ជាអៃុគមៃ៍ចុះដលើ 𝐼 

ៃិងដលើ  [𝑎 , 𝑏] ដគបាៃ  ℎ(𝑏) − ℎ(𝑎) ≤ 0 
 ឬ   [𝑓(𝑏) − 𝑀𝑏] − [𝑓(𝑎) − 𝑀𝑎] ≤ 0 ឬ 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎) ≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎) , (2) 
តាម  (1)   ៃិង   (2)  ដគទាញបាៃ  ដបើ  𝑓  ជាអៃុគមៃ៍មាៃដេរដីេដលើ 𝐼 

ដេលត្គប់  𝑥 ∈ 𝐼  , 𝑚 ≤ 𝑓′(𝑥) ≤ 𝑀  ដនាះដគបាៃ 

𝑚(𝑏 − 𝑎) ≤ 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎) ≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎) 
ទ្រឹស្តបីរ៖  ដគឲ្យអៃុគមៃ៍  𝑓  មាៃដេរដីេដលើចដនាល ះ [𝑎 , 𝑏] ។ ដបើមាៃចំៃួៃ
ពិរ 𝑀  ដេល  |𝑓′(𝑥)| ≤ 𝑀    ចំដ ះ  𝑥 ∈ [𝑎 , 𝑏] ដនាះដគបាៃេសិមភាព 

|𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)| ≤ 𝑀|𝑏 − 𝑎| 
សត្មាយបញ្ជា ក់៖   
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ដគមាៃអៃុគមៃ៍  𝑓  មាៃដេរដីេដលើ  𝐼  ដ ើយចំដ ះត្គប់  𝑥 ∈ 𝐼 ដគបាៃ 
−𝑀 ≤ 𝑓′(𝑥) ≤ 𝑀 
តាមេសិមភាពកំដណើ ៃមាៃកំណរ់ 
ចំដ ះ  𝑎 < 𝑏  ដគបាៃ  −𝑀(𝑏 − 𝑎) ≤ 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎) ≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎)    (1) 
ចំដ ះ  𝑎 > 𝑏  ដគបាៃ  −𝑀(𝑎 − 𝑏) ≤ 𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑏) ≤ 𝑀(𝑎 − 𝑏)    (2) 
តាម  (1)   ៃិង   (2)  ដគបាៃ   |𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)| ≤ 𝑀|𝑏 − 𝑎|   ។ 

7. ត្ទឹសតីបទរនមលកណាត ល 
ដបើ  𝑓  ជាអៃុគមៃ៍ជាប់ដលើចដនាល ះ  [𝑎 , 𝑏]  មាៃដេរដីេដលើ  [𝑎 , 𝑏]  ដនាះមាៃ 
c ∈ (a, b) មួយយ៉ាងរិច  ដេល  𝑓′(𝑐) =

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
 ។ 

សត្មាយបញ្ជា ក់ ៖ 
ខ្នន រដេលការ់តាមពីរចំៃុច   (𝑎 , 𝑓(𝑎))   ៃិង  (𝑏 , 𝑓(𝑏))  មាៃសមីការ 

𝑦 = [
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
] (𝑥 − 𝑎) + 𝑓(𝑎) 

តាង  𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑦 
ដគបាៃ ៖ 
𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − [

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
] (𝑥 − 𝑎) 

                   −𝑓(𝑎) 
𝑔′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) −

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
 

ចំដ ះ 𝑥 = 𝑎  ដគបាៃ 𝑔(𝑎) = 0 
ចំដ ះ  𝑥 = 𝑏  ដគបាៃ  𝑔(𝑏) = 0 
𝑔   ជាអៃុគមៃ៍ព ុធាជាប់ដលើ  [𝑎 , 𝑏] 
ដ យ 𝑔(𝑎) = 𝑔(𝑏) = 0  តាមត្ទឹសតីបទរ ៉ាលូ  មាៃចំៃួៃ 𝑐 ∈ (𝑎 , 𝑏)  មួយ
យ៉ាងរិចដេល   𝑔′(𝑐) = 0 
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ដ ើយ  𝑔′(𝑐) = 𝑓′(𝑐) − [
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
] = 0 នំាឲ្យ  𝑓′(𝑐) =

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
 

េូដចនះ  ∃𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏)  មួយយ៉ាងរិច ដេល  𝑓′(𝑐) =
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
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លហំាត់ 

លហំាត់ទី០១. បង្ហា ញថា ៖ 

(
𝑎𝑥 + 𝑏

𝑐𝑥 + 𝑑
)

′

=
|
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

|

(𝑐𝑥 + 𝑑)2
 

លហំាត់ទី០២. គណ្នាដេរដីេអៃគុមៃ៖៍ 

(1).  𝑦 =
2𝑥

1 − 𝑥2
                       ;               (2).  𝑦 =

1 + 𝑥 − 𝑥2

1 − 𝑥 + 𝑥2
 

(3).  𝑦 =
𝑥𝑝(1 − 𝑥)𝑞

1 + 𝑥
             ;               (4).  𝑦 =

(1 − 𝑥)𝑝

(1 + 𝑥)𝑞
 

(5).  𝑦 =
1

𝑥
+

1

√𝑥
+

1

√𝑥
3          ;               (6).  𝑦 = 𝑥√1 + 𝑥4 

(7).  𝑦 = √𝑥 + √𝑥 + √𝑥      ;               (8).  𝑦 = √
1 + 𝑥3

1 − 𝑥3

3  
(9).  𝑦 = (2 − 𝑥2) cos 𝑥 + 2𝑥 sin 𝑥 
(10).  𝑦 = sin(cos2 𝑥) cos(sin2 𝑥) 
លហំាត់ទី០៣. គណ្នាដេរដីេនៃអៃគុមៃដ៍េលបាៃបង្ហា ញេចូខាងដរោម៖ 

(ក).  𝑦 =
𝑥2

1 − 𝑥
     គណ្នា  𝑦(8)  ។ 

(ខ).  𝑦 = 𝑥2𝑒2𝑥     គណ្នា  𝑦(20)  ។ 
(គ). 𝑦 = 𝑥 ln 𝑥      គណ្នា  𝑦(5) ។ 
លហំាត់ទី០៤. គណ្នាដេរដីេ  𝑦𝑥

′   , 𝑦𝑥2
′′   នៃអៃគុមៃម៍ាៃរងជាបា៉ា រ៉ា មម៉ាត 

(1).   𝑥 = 2𝑡 − 𝑡2     , 𝑦 = 3𝑡 − 𝑡3 
(2).   𝑥 = 𝑎(𝑡 − sin 𝑡)  ,   𝑦 = 𝑎(1 − cos 𝑡) 
(3).   𝑥 = 𝑓′(𝑡)     ,    𝑦 = 𝑡𝑓′(𝑡) − 𝑓(𝑡) 
លហំាត់ទី០៥.  គណ្នា  𝑦(𝑛)  នៃអៃគុមៃខ៍ាងដរោម៖ 



លំហាតដ់េរដីេនៃអៃគុមៃ ៍

77 

ដោយ ៖ ដលឿ សេុណ្ណរ៉ា  

(1).   𝑦 = sin(3𝑥 + 2)              ;        (2).   𝑦 = cos(2𝑥 + 3) 
លហំាត់ទី០៦៖  សិកាភាពជាប ់ ៃិងភាពមាៃដេរដីេរតង ់0 ៃិង 1នៃអៃគុម
ៃ ៍ៃីមួយៗ មេលកណំ្តដ់លើ ℝ េចូខាងដរោម៖ 

i. 𝑓 ∶ 𝑥 ⟼ (𝑥 − 1)|𝑥2 − 𝑥| 
ii. 𝑓 ∶ 𝑥 ⟼ 𝑥|𝑥 − 𝑥2| 

លហំាត់ទី០៧៖ គណ្នាដេរដីេនៃអៃគុមៃខ៍ាងដរោម៖ 

i. 𝑓(𝑥) = 3𝑥3 − 4𝑥 + 2 
ii. 𝑓(𝑥) = (2𝑥 − 1)5 
iii. 𝑓(𝑥) = √1 + 𝑥2 
iv. 𝑓(𝑥) = 𝑥(𝑥 + √1 + 𝑥2 

លហំាត់ទី០៨៖ គណ្នាដេរដីេនៃអៃគុមៃ ៍

ក. 𝑦 =
1

√4𝑥2 + 1
              ខ. 𝑦 =

1

√5𝑥3 + 2
               គ. 𝑦 = (

𝑥 + 2

2 − 𝑥
)

2

 

លហំាត់ទី០៩៖ រក 𝑦′ នៃអៃគុមៃ ៍នៃ 𝑥 ៃិង 𝑦 

i. 𝑥 = tan 𝑦 
ii. 𝑥 = sin 𝑦 
iii. 𝑥𝑦 + sin 𝑦 = 0 
iv. 𝑥 + sin 𝑦 = 𝑥𝑦 

លហំាត់ទី១០៖  

ក. ដគឲ្យអៃគុមៃ ៍

        𝑦 = 𝑓(𝑥) =
𝑥5

5
+

2𝑥3

3
+ 𝑥 ។ចរូបង្ហា ញថា 𝑓 ជាអៃគុមៃដ៍កើៃដលើ ℝ ។ 
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ខ. ដគឲ្យអៃគុមៃ ៍ 𝑓(𝑥) = −
𝑥3

3
− 2𝑥2 − 5𝑥 + 3 ។ 

     ចរូបង្ហា ញថា 𝑓 ជាអៃគុមៃច៍ុុះដលើ ℝ ។ 
លហំាត់ទី១១៖ តាមរបូមៃត ដេរដីេនៃអៃគុមៃ ៍𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛 ដនាុះ  

𝑓′(𝑥) = 𝑛𝑥𝑛−1 ។ ចរូស្រាយបញ្ជា ករ់បូមៃតដោយដររើ 

i. អៃមុាៃរមួគណិ្តេទិ្យា 

ii. រទ្យឹសតីបទ្យដទ្យ េធា 

លហំាត់ទី១២ ៖ 𝑓 ជាអៃគុមៃក៍ណំ្តដ់ោយ 𝑓(𝑥) = ln 𝑥 មេល 𝑥 ∈ (0, +∞)។ 

1) បង្ហា ញថា ចដំ ុះរគប ់𝑥 ∈ [9,10] ដគបាៃ
1 1

'( )
10 9

f x    ។ 

2)  ដោយអៃគុមៃេ៍សិមភាពកដំណ្ើ ៃមាៃកណំ្ត ់ចដំ ុះរគប ់𝑥 ∈ [9,10]

។ 

ចរូបង្ហា ញថា 
1

10
≤ ln (1 +

1

9
) ≤

1

9
 ។ 

លហំាត់ទី១៣៖ ដគឲ្យអៃគុមៃ ៍𝑓 មួយកណំ្តដ់លើ ]0, +∞[  ដោយ 

 𝑓(𝑥) = ln 𝑥 ។ 

1) បង្ហា ញថាចដំ ុះរគប ់𝑥 ∈ [𝑛 − 1, 𝑛] ដគបាៃ៖ 
1

𝑛
≤ 𝑓′(𝑥) ≤

1

𝑛 − 1
  , (𝑛 ∈ ℕ , 𝑛 ≥ 2)  

2) អៃេុតតៃេ៍សិមភាពកដំណ្ើ ៃមាៃកណំ្តដ់ៅ ៃិងអៃគុមៃ𝑓៍  
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ដលើចដនាល ុះ [𝑛 − 1, 𝑛] ដគបាៃ 1

𝑛
≤ ln

𝑛

𝑛 − 1
≤

1

𝑛 − 1
 ។ 

ទាញបញ្ជា កថ់ា 
1

2
+

1

3
+ ⋯ +

1

𝑛
≤ ln 𝑥 ≤ 1 +

1

2
+ ⋯ +

1

𝑛 − 1
 ។ 

លហំាត់ទី១៤៖ គណ្នាដេរដីេនៃអៃគុមៃ ៍𝑓(𝑥) ។ 

ដយើងមាៃ  𝑓(𝑥) = √1

2
+

1

2
√

1

2
+

1

2
√

1

2
+

1

2
cos 𝑥    ចដំ ុះ 𝑥 ∈]0,

𝜋

2
[  ។ 

លហំាត់ទី១៥៖  

1) គណ្នាដេរដីេទ្យ ី៥ នៃអៃគុមៃព៍ហុធា 𝑥 ⟼ 𝑥5 − 2𝑥4 + 3𝑥3 − 2 ។ 

2) កណំ្តដ់េរដីេទ្យ ី𝑛 នៃអៃគុមៃ ៍𝑥 ⟼ 𝑥𝑛  ;   (𝑛 ∈ ℕ∗) 
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លហំាត់ទី០១. បង្ហា ញថា ៖ 

(
𝑎𝑥 + 𝑏

𝑐𝑥 + 𝑑
)
′

=
|
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

|

(𝑐𝑥 + 𝑑)2
 

ដណំ ោះស្រាយ៖ បង្ហា ញ 

ណយើងមាន  (𝑎𝑥 + 𝑏𝑐𝑥 + 𝑑
)
′

=
(𝑎𝑥 + 𝑏)′(𝑐𝑥 + 𝑑) − (𝑐𝑥 + 𝑑)′(𝑎𝑥 + 𝑏)

(𝑐𝑥 + 𝑑)2
 

                                            =
𝑎(𝑐𝑥 + 𝑑) − 𝑐(𝑎𝑥 + 𝑏)

(𝑐𝑥 + 𝑑)2
 

                                            =
𝑎𝑑 − 𝑐𝑑

(𝑐𝑥 + 𝑑)2
 

                                            =
|
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

|

(𝑐𝑥 + 𝑑)2
  ពិត 

ដណូ្នោះ   (𝑎𝑥 + 𝑏
𝑐𝑥 + 𝑑

)
′

=
|
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

|

(𝑐𝑥 + 𝑑)2
  

លហំាត់ទី០២. គណ្នាណដរណីេអនគុមន៖៍ 

(1).  𝑦 =
2𝑥

1 − 𝑥2
                       ;               (2).  𝑦 =

1 + 𝑥 − 𝑥2

1 − 𝑥 + 𝑥2
 

(3).  𝑦 =
𝑥𝑝(1 − 𝑥)𝑞

1 + 𝑥
             ;               (4).  𝑦 =

(1 − 𝑥)𝑝

(1 + 𝑥)𝑞
 

(5).  𝑦 =
1

𝑥
+
1

√𝑥
+
1

√𝑥
3          ;               (6).  𝑦 = 𝑥√1 + 𝑥4 

(7).  𝑦 = √𝑥 + √𝑥 + √𝑥      ;               (8).  𝑦 = √
1 + 𝑥3

1 − 𝑥3

3  
(9).  𝑦 = (2 − 𝑥2) cos 𝑥 + 2𝑥 sin 𝑥 
(10).  𝑦 = sin(cos2 𝑥) cos(sin2 𝑥) 
ដណំ ោះស្រាយ៖  គណ្នាណដរណីេ   
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(1).  𝑦 =
2𝑥

1 − 𝑥2
 

    ណយើងបាន  𝑦′ = (2𝑥)′(1 − 𝑥2) − (2𝑥)(1 − 𝑥2)′

(1 − 𝑥2)2
 

                                =
2(1 − 𝑥2) + 4𝑥2

(1 − 𝑥2)2
 

                                =
2 − 2𝑥2 + 4𝑥2

(1 − 𝑥2)2
=

2 + 2𝑥2

(1 − 𝑥2)2
=
2(𝑥2 + 1)

(1 − 𝑥2)2
 

(2).  𝑦 =
1 + 𝑥 − 𝑥2

1 − 𝑥 + 𝑥2
 

⟹  𝑦′ =
(1 + 𝑥 − 𝑥2)′(1 − 𝑥 + 𝑥2) − (1 + 𝑥 − 𝑥2)(1 − 𝑥 + 𝑥2)′

(1 − 𝑥 + 𝑥2)2
 

              =
(1 − 2𝑥)(1 − 𝑥 + 𝑥2) − (1 + 𝑥 − 𝑥2)(2𝑥 − 1)

(1 − 𝑥 + 𝑥2)2
 

              =
1 − 𝑥 + 𝑥2 − 2𝑥 + 2𝑥2 − 2𝑥3 − (2𝑥 + 2𝑥2 − 2𝑥3 − 1 − 𝑥 + 𝑥2)

(1 − 𝑥 + 𝑥2)2
 

              =
1 − 3𝑥 + 3𝑥2 − 2𝑥3 − (𝑥 + 3𝑥2 − 2𝑥3 − 1)

(1 − 𝑥 + 𝑥2)2
 

              =
2 − 4𝑥

(1 − 𝑥 + 𝑥2)2
 

(3). 𝑦 =
𝑥𝑝(1 − 𝑥)𝑞

1 + 𝑥
 ⟹ ln 𝑦 = 𝑝 ln 𝑥 + 𝑞 ln(1 − 𝑥) − ln(1 + 𝑥) 

  ⟹ (
𝑦′

𝑦
) =

𝑝

𝑥
+

−𝑞

1 − 𝑥
−

1

1 + 𝑥
 

  ⟹ 𝑦′ =
𝑥𝑝(1 − 𝑥)𝑞

1 + 𝑥
(
𝑝

𝑥
+

−𝑞

1 − 𝑥
−

1

1 + 𝑥
) 

(4). 𝑦 =
(1 − 𝑥)𝑝

(1 + 𝑥)𝑞
  ⟹ ln 𝑦 = 𝑝 ln(1 − 𝑥) − 𝑞 ln(1 + 𝑥) 

       ⟹
𝑦′

𝑦
=

−𝑝

1 − 𝑥
−

𝑞

1 + 𝑥
 

       ⟹ 𝑦′ =
(1 − 𝑥)𝑝

(1 + 𝑥)𝑞
(
−𝑝

1 − 𝑥
−

𝑞

1 + 𝑥
) 
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(5). 𝑦 =
1

𝑥
+
1

√𝑥
+
1

√𝑥
3 ⟹ 𝑦′ = −

1

𝑥2
−

1

2𝑥√𝑥
−

1

3𝑥√𝑥
3  

(6). 𝑦 = 𝑥√1 + 𝑥4 ⟹ ln𝑦 = ln 𝑥 +
1

2
ln(1 + 𝑥4) 

      ⟹
𝑦′

𝑦
=
1

𝑥
+
1

2

4𝑥3

1 + 𝑥4
=
1

𝑥
+

2𝑥3

1 + 𝑥4
 

      ⟹ 𝑦′ = 𝑥√1 + 𝑥4 (
1

𝑥
+

2𝑥3

1 + 𝑥4
) 

(7). 𝑦 = √𝑥 + √𝑥 + √𝑥 

     តាង  𝑈 = 𝑥 + √𝑥 + √𝑥 ⟹ 𝑈′ = 1 +
(𝑥 + √𝑥)

′

2√𝑥 + √𝑥
 

                                                                = 1 +

(1 +
1

2√𝑥
)

2√𝑥 + √𝑥
 

                                                                =

2√𝑥 + √𝑥 + 1 +
1

2√𝑥

2√𝑥 + √𝑥
 

                                                                =
4√𝑥√𝑥 + √𝑥 + 2√𝑥 + 1

4√𝑥√𝑥 + √𝑥
 

⟹ 𝑦′ = (√𝑈)
′
=

𝑈′

2√𝑈
=

4√𝑥√𝑥 + √𝑥 + 2√𝑥 + 1

4√𝑥√𝑥 + √𝑥

2√𝑥 + √𝑥 + √𝑥

=
4√𝑥√𝑥 + √𝑥 + 2√𝑥 + 1

8√𝑥√𝑥 + √𝑥√𝑥 + √𝑥 + √𝑥

 

(8).  𝑦 = √
1 + 𝑥3

1 − 𝑥3

3

  ⟹ ln 𝑦 =
1

3
ln(1 + 𝑥3) −

1

3
ln(1 − 𝑥3) 

        ⟹
𝑦′

𝑦
=
1

3

3𝑥2

1 + 𝑥3
+
1

3

3𝑥2

1 − 𝑥3
=

2𝑥2

1 − 𝑥6
 

        ⟹ 𝑦′ = √
1 + 𝑥3

1 − 𝑥3

3

(
2𝑥2

1 − 𝑥6
) 
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(9). 𝑦 = (2 − 𝑥2) cos 𝑥 + 2𝑥 sin 𝑥 
តាង  𝑉 = (2 − 𝑥2) cos 𝑥  ⟹ 𝑉′ = −2𝑥 cos 𝑥 − (2 − 𝑥2) sin 𝑥 
           𝑈 = 2𝑥 sin 𝑥  ⟹ 𝑈′ = 2 sin 𝑥 + 2𝑥 cos 𝑥 
ណោយ  𝑦′ = (𝑉 + 𝑈)′ = 𝑉′ + 𝑈′ 

ណយើងបាន  𝑦′ = −2𝑥 cos 𝑥 − (2 − 𝑥2) sin 𝑥 + 2 sin 𝑥 + 2𝑥 cos 𝑥 = 𝑥2 sin 𝑥 
  (10). 𝑦′ = −sin 2𝑥 cos(cos 2𝑥) 
លហំាត់ទី០៣. គណ្នាណដរណីេននអនគុមនដ៍ដលបានបង្ហា ញដូ្ ខាងណរោម៖ 

(ក).  𝑦 = 𝑥2

1 − 𝑥
     គណ្នា  𝑦(8)  ។ 

(ខ).  𝑦 = 𝑥2𝑒2𝑥     គណ្នា  𝑦(20)  ។ 
(គ). 𝑦 = 𝑥 ln 𝑥      គណ្នា  𝑦(5) ។ 
ដណំ ោះស្រាយ៖  គណ្នាណដរណីេ 

(ក).  𝑦 = 𝑥2

1 − 𝑥
 

ណគអា្សរណសរ  𝑦 = 𝑥2
1

1 − 𝑥
   រង 𝑦 = 𝑢𝑣 

តាង   𝑣 = 𝑥2    ⟹  𝑣′ = 2𝑥 
            𝑢 =

1

1 − 𝑥
  ⟹ 𝑢′ = −

(1 − 𝑥)′

(1 − 𝑥)2
=

1!

(1 − 𝑥)2
 

ណយើងបាន 

𝑣 = 𝑥2                             𝑢 =
1

1 − 𝑥
 

𝑣′ = 2𝑥                           𝑢′ =
1!

(1 − 𝑥)2
 

𝑣′′ = 2                           𝑢′ = −
2(1 − 𝑥)′(1 − 𝑥)

(1 − 𝑥)4
=

2!

(1 − 𝑥)3
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𝑣′′′ = 0                           𝑢′ =
3!

(1 − 𝑥)4
 

……………………………………… 
𝑣(𝑛) = 0                        𝑢(𝑛) =

𝑛!

(1 − 𝑥)𝑛+1
 

តាមរបូមនត  (𝑢𝑣)(𝑛) = 𝑢(𝑛)𝑣 + 𝑛𝑢(𝑛−1)𝑣′ +
𝑛(𝑛 − 1)

2!
𝑢𝑛−2𝑣′′ +⋯+ 𝑢𝑣𝑛 

យក  𝑛 = 8  ណគបាន៖ 

𝑦(8) =
8!

(1 − 𝑥)9
𝑥2 + 16𝑥

7!

(1 − 𝑥)8
+ 56

6!

(1 − 𝑥)7
 

ដណូ្នោះ  𝑦(8) = 8!

(1 − 𝑥)9
𝑥2 + 16𝑥

7!

(1 − 𝑥)8
+ 56

6!

(1 − 𝑥)7
 

 
(ខ). 𝑦 = 𝑥2𝑒2𝑥     គណ្នា  𝑦(20) 

តាង     𝑣 = 𝑥2               𝑢 = 𝑒2𝑥 

              𝑣′ = 2𝑥              𝑢′ = 2𝑒2𝑥  

              𝑣′′ = 2               𝑢′′ = 22𝑒2𝑥  

              𝑣′′′ = 0              𝑢′′′ = 23𝑒2𝑥 

               ⋮                           ⋮ 

            𝑣(𝑛) = 0              𝑢(𝑛) = 2𝑛𝑒2𝑥 

តាមរបូមនត  (𝑢𝑣)(𝑛) = 𝑢(𝑛)𝑣 + 𝑛𝑢(𝑛−1)𝑣′ +
𝑛(𝑛 − 1)

2!
𝑢𝑛−2𝑣′′ +⋯+ 𝑢𝑣𝑛 

⟹ 𝑦(20) = 220𝑒2𝑥𝑥2 + 𝑛220𝑒2𝑥𝑥 + 𝑛(𝑛 − 1)218𝑒2𝑥 
លហំាត់ទី០៤. គណ្នាណដរណីេ  𝑦𝑥′   , 𝑦𝑥2′′   ននអនគុមនម៍ានរងជាបា៉ា រ៉ា មម៉ាត 
(1).   𝑥 = 2𝑡 − 𝑡2     , 𝑦 = 3𝑡 − 𝑡3 
(2).   𝑥 = 𝑎(𝑡 − sin 𝑡)  ,   𝑦 = 𝑎(1 − cos 𝑡) 
(3).   𝑥 = 𝑓′(𝑡)     ,    𝑦 = 𝑡𝑓′(𝑡) − 𝑓(𝑡) 
ដណំ ោះស្រាយ៖ 
(1). 𝑥 = 2𝑡 − 𝑡2     ,     𝑦 = 3𝑡 − 𝑡3 
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      𝑥𝑡
′ = 2 − 2𝑡      ,     𝑦𝑡

′ = 3 − 3𝑡2 
      𝑥𝑡2

′′ = −2          ,     𝑦𝑡2
′′ = −6𝑡 

ណយើងបាន   𝑦𝑥′ = 𝑦𝑡
′

𝑥𝑡
′ =

3 − 3𝑡2

2 − 2𝑡
=
3

2
(1 + 𝑡) 

                       𝑦𝑥2
′′ =

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=
𝑑

𝑑𝑥
(

𝑑𝑦
𝑑𝑡
𝑑𝑥
𝑑𝑡

) =
𝑑

𝑑𝑡
(

𝑑𝑦
𝑑𝑡
𝑑𝑥
𝑑𝑡

)
𝑑𝑡

𝑑𝑥
 

                               =
𝑦𝑡2
′′ 𝑥𝑡

′ − 𝑥𝑡2
′′ 𝑦𝑡

′

(𝑥𝑡
′)3

=
−12𝑡(1 − 𝑡) + 6(1 − 𝑡2)

[2(1 − 𝑡)]3
 

                              =
3

4(1 − 𝑡)
 

ដណូ្នោះ    𝑦𝑥′ = 3

2
(1 + 𝑡)    និង   𝑦𝑥2′′ = 3

4(1 − 𝑡)
 

(2).   𝑥 = 𝑎(𝑡 − sin 𝑡)        ,   𝑦 = 𝑎(1 − cos 𝑡) 
          𝑥𝑡

′ = 𝑎(1 − cos 𝑡)     ,   𝑦𝑡
′ = 𝑎 sin 𝑡 

          𝑥𝑡2
′′ = 𝑎 sin 𝑡                ,   𝑦𝑡2

′′ = 𝑎 cos 𝑡 
𝑦𝑥
′ =

𝑦𝑡
′

𝑥𝑡
′ =

𝑎 sin 𝑡

𝑎(1 − cos 𝑡)
=

sin 𝑡

1 − cos 𝑡
 

𝑦𝑥2
′′ =

𝑦𝑡2
′′ 𝑥𝑡

′ − 𝑥𝑡2
′′ 𝑦𝑡

′

(𝑥𝑡
′)3

=
𝑎2 cos 𝑡 (1 − cos 𝑡) − 𝑎2 sin2 𝑡

𝑎3(1 − cos 𝑡)3
 

        =
cos 𝑡 − cos2 𝑡 − sin2 𝑡

𝑎(1 − cos 𝑡)3
=

cos 𝑡 − 1

𝑎(1 − cos 𝑡)3
= −

1

𝑎(1 − cos 𝑡)2
 

ដណូ្នោះ    𝑦𝑥′ = sin 𝑡

1 − cos 𝑡
   និង   𝑦𝑥2′′ = −

1

𝑎(1 − cos 𝑡)2
 

(3).   𝑥 = 𝑓′(𝑡)    ,   𝑦 = 𝑡𝑓′(𝑡) − 𝑓(𝑡) 
          𝑥𝑡

′ = 𝑓′′(𝑡)  , 𝑦𝑡
′′ = 𝑓′(𝑡) + 𝑡𝑓′′(𝑡) − 𝑓′(𝑡) = 𝑡𝑓′′(𝑡) 

         𝑥𝑡2
′′ = 𝑓′′′(𝑡)  ,      𝑦𝑡2

′′ = 𝑓′′(𝑡) + 𝑡𝑓′′′(𝑡) 
𝑦𝑥
′ =

𝑦𝑡
′

𝑥𝑡
′ =

𝑡𝑓′′(𝑡)

𝑓′′(𝑡)
= 𝑡 

𝑦𝑥2
′ =

𝑦𝑡2
′′ 𝑥𝑡

′ − 𝑥𝑡2
′′ 𝑦𝑡

′

(𝑥𝑡
′)3

=
(𝑓′′(𝑡) + 𝑡𝑓′′′(𝑡))𝑓′′(𝑡) − 𝑓′′′(𝑡)𝑡𝑓′′′(𝑡)

[𝑓′′(𝑡)]3
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    =
𝑓′′(𝑡) + 𝑡𝑓′′′(𝑡) − 𝑡𝑓′′′(𝑡)

[𝑓′′(𝑡)]2
=

1

𝑓′′(𝑡)
 

ដណូ្នោះ    𝑦𝑥′ = 𝑡    និង   𝑦𝑥2′′ = 1

𝑓′′(𝑡)
  

លហំាត់ទី០៥.  គណ្នា  𝑦(𝑛)  ននអនគុមនខ៍ាងណរោម៖ 
(1).   𝑦 = sin(3𝑥 + 2)              ;        (2).   𝑦 = cos(2𝑥 + 3) 
ដំណ ោះស្រាយ៖ 
(1).   𝑦 = sin(3𝑥 + 2) 
          𝑦′ = (3𝑥 + 2)′ cos(3𝑥 + 2) = 3 cos(3𝑥 + 2) = 3 sin (

𝜋

2
+ (3𝑥 + 2)) 

         𝑦′′ = 3 [
𝜋

2
+ (3𝑥 + 2)]

′

cos [
𝜋

2
+ (3𝑥 + 2)] = 32 sin [

2𝜋

2
+ (3𝑥 + 2)] 

        𝑦′′′ = 33 sin [
3𝜋

2
+ (3𝑥 + 2)] 

        ⋮ 
       𝑦(𝑛) = 3𝑛 sin [

𝑛𝜋

2
+ (3𝑥 + 2)] 

ណយើងនឹងស្រាយឲ្យពិតដល ់𝑛 + 1  គ ឺ

      𝑦(𝑛+1) = 3𝑛+1 sin [
(𝑛 + 1)𝜋

2
+ (3𝑥 + 2)] 

ណយើងមាន  𝑦(𝑛) = 3𝑛 sin [
𝑛𝜋

2
+ (3𝑥 + 2)] 

                  ⟹ [𝑦(𝑛)]
′
= 3𝑛 [

𝑛𝜋

2
+ (3𝑥 + 2)]

′

cos [
𝑛𝜋

2
+ (3𝑥 + 2)] 

                          𝑦(𝑛+1) = 3𝑛+1 sin [
𝜋

2
+
𝑛𝜋

2
+ (3𝑥 + 2)] 

                                       = 3𝑛+1 sin (
(1 + 𝑛)𝜋

2
+ (3𝑥 + 2))    ពិត 

ដណូ្នោះ           𝑦(𝑛) = 3𝑛 sin [
𝑛𝜋

2
+ (3𝑥 + 2)] 

(ខ). 𝑦 = cos(2𝑥 + 3) 
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     𝑦′ = −(2𝑥 + 3) sin(2𝑥 + 3) = 2 cos [
𝜋

2
+ (2𝑥 + 3)] 

    𝑦′′ = −2 [
𝜋

2
+ (2𝑥 + 3)]

′

sin [
𝜋

2
+ (2𝑥 + 3)] = 22 cos [

2𝜋

2
+ (2𝑥 + 3)] 

    𝑦′′′ = 23𝑐𝑜𝑠 [
3𝜋

2
+ (2𝑥 + 3)] 

   ⋮ 

   𝑦(𝑛) = 2𝑛 cos [
𝑛𝜋

2
+ (2𝑥 + 3)] 

ណយើងនឹងស្រាយថាវាពិតរហូតដល ់𝑛 + 1 គ ឺ

𝑦(𝑛+1) = 2𝑛+1 cos [
𝑛𝜋

2
+ (2𝑥 + 3)] 

ណយើងមាន  𝑦(𝑛) = 2𝑛 cos [
𝑛𝜋

2
+ (2𝑥 + 3)] 

                     [𝑦(𝑛)]
′
= −2𝑛 sin [

𝑛𝜋

2
+ (2𝑥 + 3)] = 2𝑛 cos [

(𝑛 + 1)𝜋

2
+ (2𝑥 + 3)]  ពិត 

ដណូ្នោះ   𝑦(𝑛) = 2𝑛 cos [
𝑛𝜋

2
+ (2𝑥 + 3)] 

លហំាត់ទី០៦៖  សិកាភាពជាប ់ និងភាពមានណដរណីេរតង ់0 និង 1ននអនគុម
ន ៍នីមួយៗ មដលកណំ្តណ់លើ ℝ ដូ្ ខាងណរោម៖ 

i. 𝑓 ∶ 𝑥 ⟼ (𝑥 − 1)|𝑥2 − 𝑥| 
ii. 𝑓 ∶ 𝑥 ⟼ 𝑥|𝑥 − 𝑥2| 
ដណំ ោះស្រាយ៖ សិកាភាពជាប ់និងភាពមានណដរណីេរតង ់0 និង 1 

i. 𝑓 ∶  𝑥 ⟼ (𝑥 − 1)|𝑥2 − 𝑥| 
ណោយ  𝑥2 − 𝑥 = 0   មានឫស 𝑥 = 0  និង 𝑥 = 1 

𝑥 −∞            0                      1           + ∞ 
𝑥2 − 𝑥 + − + 
|𝑥2 − 𝑥| (𝑥2 − 𝑥) −(𝑥2 − 𝑥) (𝑥2 − 𝑥) 
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ណនាោះ  𝑓(𝑥) = {
(𝑥 − 1)(𝑥2 − 𝑥)      ណបើ  0 ≥ 𝑥 ≥ 1

−(𝑥 − 1)(𝑥2 − 𝑥)   ណបើ  0 < 𝑥 < 1

 

𝑓(0) = 0  , 𝑓(1) = 0 
▪ រតង ់𝑥0 = 0 

• ភាពជាប ់

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

[−(𝑥 − 1)(𝑥2 − 𝑥)] 
                   = lim

𝑥→0+
[−𝑥(𝑥 − 1)2] = 0 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0−

[(𝑥 − 1)(𝑥2 − 𝑥)] 
                    = lim

𝑥→0−
[𝑥(𝑥 − 1)2] = 0 

ណោយ  lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) = 0 
ណនាោះណគទាញបាន អនគុមន ៍𝑓 ជាបរ់តង ់0 ។ 

• ភាពមានណដរណីេ 

𝑓′(0+) = lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
 

              = lim
𝑥→0+

−(𝑥 − 1)(𝑥2 − 𝑥) − 0

𝑥 − 0
 

              = lim
𝑥→0+

−𝑥(𝑥 − 1)2

𝑥
 

              = lim
𝑥→0+

[−(𝑥 − 1)2] = −1 

𝑓′(0−) = lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
 

              = lim
𝑥→0+

(𝑥 − 1)(𝑥2 − 𝑥) − 0

𝑥 − 𝑥0
 

              = lim
𝑥→0+

𝑥(𝑥 − 1)2

𝑥
 

              = lim
𝑥→0+

(𝑥 − 1)2 = 1 
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ណោយ   𝑓′(0+) ≠ 𝑓′(0−) 
ណនាោះ ណគទាញបាន អនគុមន ៍𝑓 គ្មា នណដរណីេរតង ់𝑥0 = 0 ណេ ។ 

▪ រតង ់𝑥0 = 1 

• ភាពជាប ់

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1+

[(𝑥 − 1)(𝑥2 − 𝑥)] = 0 
lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1−

[−(𝑥 − 1)(𝑥2 − 𝑥)] = 0 
ណោយ lim

𝑥→1+
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→1−
𝑓(𝑥) = 𝑓(1) = 0 

ណនាោះណគទាញបាន អនគុមន ៍𝑓 ជាបរ់តង ់𝑥0 = 1 ។ 

• ភាពមានណដរណីេ 

𝑓′(1+) = lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
 

              = lim
𝑥→1+

(𝑥 − 1)(𝑥2 − 𝑥) − 0

𝑥 − 1
 

              = lim
𝑥→1+

(𝑥2 − 𝑥) = 0 

𝑓′(1−) = lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
 

              = lim
𝑥→1−

−(𝑥 − 1)(𝑥2 − 𝑥) − 0

𝑥 − 1
 

              = lim
𝑥→1−

[−(𝑥2 − 𝑥)] = 0      
ណោយ 𝑓′(1+) = 𝑓′(1−) នាឲំ្យអនគុមន ៍𝑓 មានណដរណីេរតង ់1 ។ 

ii. 𝑓 ∶ 𝑥 ⟼ 𝑥|𝑥 − 𝑥2| 
ណោយ  𝑥 − 𝑥2 = 0 មានឫស  𝑥 = 0  ឬ  𝑥 = 1 
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𝑥 −∞              0                     1            + ∞ 
𝑥 − 𝑥2 − + − 
|𝑥 − 𝑥2| −(𝑥 − 𝑥2) 𝑥 − 𝑥2 −(𝑥 − 𝑥2) 

ណនាោះ 𝑓(𝑥) = {
−𝑥(𝑥 − 𝑥2)      ណបើ 𝑥 ∈ (−∞, 0) ∪ (1, +∞) 
𝑥(𝑥 − 𝑥2)                                 ណបើ  𝑥 ∈ [0,1]

 

𝑓(0) = 0  , 𝑓(1) = 0 
▪ រតង ់𝑥0 = 0 

• ភាពជាប ់

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

[𝑥(𝑥 − 𝑥2)] = 0 
lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0−

[−𝑥(𝑥 − 𝑥2)] = 0 
ណោយ  lim

𝑥→0+
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→0−
𝑓(𝑥) = 𝑓(0) = 0 

ណនាោះណគទាញបាន 𝑓 ជាបរ់តង ់𝑥0 = 0 ។ 

• ភាពមានណដរណីេ 

𝑓′(0+) = lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
 

              = lim
𝑥→0+

−𝑥(𝑥 − 𝑥2) − 0

𝑥
= 0 

𝑓′(0−) = lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
 

              = lim
𝑥→0−

−𝑥(𝑥 − 𝑥2)

𝑥 − 0
 

              = lim
𝑥→0−

[−(𝑥 − 𝑥2)] = 0 
ណោយ 𝑓′(𝑜−) = 𝑓′(0+) 

ណគទាញបាន  អនគុមន ៍𝑓 មានណដរណីេរតង ់𝑥0 = 0 ។ 
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▪ រតង ់𝑥0 = 1 

• ភាពជាប ់

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1+

[−𝑥(𝑥 − 𝑥2)] = 0 
lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1−

[−𝑥(𝑥 − 𝑥2)] = 0 
ណោយ lim

𝑥→1+
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→1−
𝑓(𝑥) = 𝑓(1) = 0 

ណគទាញបាន  អនគុមន ៍𝑓 ជាបរ់តង ់𝑥0 = 1 

• ភាពមានណដរណីេ 

𝑓′(1+) = lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
 

              = lim
𝑥→1+

−𝑥(𝑥 − 𝑥2)

𝑥 − 1
 

              = lim
𝑥→1+

𝑥2(𝑥 − 1)

𝑥 − 1
= 1 

𝑓′(1−) = lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
 

              = lim
𝑥→1−

𝑥(𝑥 − 𝑥2)

𝑥 − 1
 

              = lim
𝑥→1−

−𝑥2(𝑥 − 1)

𝑥 − 1
 

              = −1 

ណោយ 𝑓′(1+) ≠  𝑓′(1−) 

ណគទាញបាន  អនគុមន ៍𝑓 គ្មា នណដរណីេរតង ់𝑥0 = 1 ណេ។ 
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លហំាត់ទី០៧៖ គណ្នាណដរណីេននអនគុមនខ៍ាងណរោម៖ 

i. 𝑓(𝑥) = 3𝑥3 − 4𝑥 + 2 
ii. 𝑓(𝑥) = (2𝑥 − 1)5 
iii. 𝑓(𝑥) = √1 + 𝑥2 
iv. 𝑓(𝑥) = 𝑥(𝑥 + √1 + 𝑥2 
ដណំ ោះស្រាយ៖ គណ្នាណដរណីេននអនគុមន ៍

i. 𝑓(𝑥) = 3𝑥3 − 4𝑥 + 2 
𝑓′(𝑥) = 9𝑥2 − 4 

ii. 𝑓(𝑥) = (2𝑥 − 1)5 
𝑓′(𝑥) = 5(2𝑥 − 1)′(2𝑥 − 1)4 
            = 10(2𝑥 − 1)4 

iii. 𝑓(𝑥) = √1 + 𝑥2 

𝑓′(𝑥) =
(1 + 𝑥2)′

2√1 + 𝑥2
 

            =
2𝑥

2√1 + 𝑥2
 

𝑓′(𝑥) =
𝑥

√1 + 𝑥2
 

iv. 𝑓(𝑥) = 𝑥(𝑥 + √1 + 𝑥2) = 𝑥2 + 𝑥√1 + 𝑥2 

𝑓′(𝑥) = 2𝑥 + (√1 + 𝑥2 + 𝑥 (
2𝑥

2√1 + 𝑥2
)) 

            = 2𝑥 + (√1 + 𝑥2 +
𝑥2

√1 + 𝑥2
) 

            =
2𝑥√1 + 𝑥2 + (1 + 𝑥2) + 𝑥2

√1 + 𝑥2
 

            =
2𝑥√1 + 𝑥2 + 2𝑥2 + 1

√1 + 𝑥2
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𝑓′(𝑥) =
2𝑥√1 + 𝑥2 + 2𝑥2 + 1

√1 + 𝑥2
 

លហំាត់ទី០៨៖ គណ្នាណដរណីេននអនគុមន ៍

ក. 𝑦 = 1

√4𝑥2 + 1
              ខ. 𝑦 = 1

√5𝑥3 + 2
               គ. 𝑦 = (

𝑥 + 2

2 − 𝑥
)
2

 

ដណំ ោះស្រាយ៖ គណ្នាណដរណីេ 

ក. 𝑦 = 1

√4𝑥2 + 1
= (4𝑥2 + 1)−

1
2 

តាមរបូមនត (𝑢𝑚)′ = 𝑚𝑢′𝑢𝑚−1 

ណយើងបាន  𝑦′ = −
1

2
(4𝑥2 + 1)′(4𝑥2 + 1)−

3
2 

                       = −4𝑥(4𝑥2 + 1)−
3
2 = −

4𝑥

√(4𝑥2 + 1)3
 

ដូ្ ណនោះ  𝑦′ = −
4𝑥

√(4𝑥2 + 1)3
 

ខ. 𝑦 = 1

√5𝑥3 + 2
 

ណយើងអា្សរណសរ 𝑦 = (5𝑥3 + 2)−
1

2 

ណយើងបាន  𝑦′ = −
1

2
(5𝑥3 + 2)′(5𝑥3 + 2)−

3
2 

                          = −
15𝑥2

2√(5𝑥3 + 2)3
 

ដូ្ ណនោះ   𝑦′ = −
15𝑥2

2√(5𝑥3 + 2)3
 

គ. 𝑦 = (𝑥 + 2
𝑥 − 2

)
3

 

ណយើងបាន  𝑦′ = 3 (
𝑥 + 2

𝑥 − 2
)
′

(
𝑥 + 2

𝑥 − 2
)
2
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                          = 3 (
(2 − 𝑥)′(𝑥 + 2) − (𝑥 + 2)′(2 − 𝑥)

(2 − 𝑥)2
) (
𝑥 + 2

2 − 𝑥
)
2

 

                          = 3 (−
4

(2 − 𝑥)2
) (
𝑥 + 2

2 − 𝑥
)
2

 

                          = −
12(𝑥 + 2)2

(2 − 𝑥)4
 

ដូ្ ណនោះ   𝑦′ = −
12(𝑥 + 2)2

(2 − 𝑥)4
 

លហំាត់ទី០៩៖ រក 𝑦′ ននអនគុមន ៍នន 𝑥 និង 𝑦 

i. 𝑥 = tan 𝑦 
ii. 𝑥 = sin 𝑦 
iii. 𝑥𝑦 + sin 𝑦 = 0 
iv. 𝑥 + sin 𝑦 = 𝑥𝑦 

ដំណ ោះស្រាយ៖ 

i. 𝑥 = tan𝑦 
𝑥′ = (tan𝑦)′ 
1 = 𝑦′(1 + tan2 𝑦) 
𝑦′ =

1

1 + tan2 𝑦
 

𝑦′ =
1

1 + tan2 𝑦
 

ii. 𝑥 = sin 𝑦 
𝑥′ = (sin 𝑦)′ 
1 = 𝑦′ cos𝑦 
𝑦′ =

1

cos 𝑦
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𝑦′ =
1

cos 𝑦
 

iii. 𝑥𝑦 + sin 𝑦 = 0 
(𝑥𝑦)′ + (sin𝑦)′ = 0 
𝑥′𝑦 + 𝑦′𝑥 + 𝑦′ cos 𝑦 = 0 
𝑦 + 𝑦′𝑥 + 𝑦′ cos 𝑦 = 0 
𝑦′(𝑥 + cos 𝑦) = −𝑦 
𝑦′ = −

𝑦

𝑥 + cos 𝑦
 

𝑦′ = −
𝑦

𝑥 + cos 𝑦
 

iv. 𝑥 + sin 𝑦 = 𝑥𝑦 
𝑥′ + (sin 𝑦)′ = (𝑥𝑦)′ 
1 + 𝑦′ cos 𝑦 = 𝑥′𝑦 + 𝑦′𝑥 
𝑦′ cos 𝑦 − 𝑦′𝑥 = 𝑥′𝑦 − 1 
𝑦′(cos 𝑦 − 𝑥) = 𝑦 − 1 
𝑦′ =

𝑦 − 1

cos 𝑦 − 𝑥
 

𝑦′ =
𝑦 − 1

cos 𝑦 − 𝑥
 

លហំាត់ទី១០៖  

ក. ណគឲ្យអនគុមន ៍

        𝑦 = 𝑓(𝑥) =
𝑥5

5
+
2𝑥3

3
+ 𝑥 ។្រូបង្ហា ញថា 𝑓 ជាអនគុមនណ៍កើនណលើ ℝ ។ 

ខ. ណគឲ្យអនគុមន ៍ 𝑓(𝑥) = −
𝑥3

3
− 2𝑥2 − 5𝑥 + 3 ។ 

     ្រូបង្ហា ញថា 𝑓 ជាអនគុមន៍្ ោុះណលើ ℝ ។ 
ដណំ ោះស្រាយ៖ 
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ក. បង្ហា ញថា 𝑓 ជាអនគុមនណ៍កើនណលើ ℝ 

    ណយើងមាន 𝑦 = 𝑓(𝑥) =
𝑥5

5
+
2𝑥3

3
+ 𝑥 

                       𝑦′ = 𝑓′(𝑥) =
1

5
(𝑥5)′ +

2

3
(𝑥3)′ + 𝑥′ 

                            = 𝑥4 + 2𝑥2 + 1 = (𝑥2 + 1)2 > 0    , ∀𝑥 ∈ ℝ 
ដូ្ ណនោះ  អនគុមន ៍𝑓 ជាអនគុមនណ៍កើនណលើ ℝ ។ 

ខ.បង្ហា ញថា 𝑓 ជាអនគុមន៍្ ោុះណលើ ℝ 

   ណយើងមាន 𝑓(𝑥) = −
𝑥3

3
− 2𝑥2 − 5𝑥 + 3 

                       𝑓′(𝑥) = −𝑥2 − 4𝑥 − 5 
                                   = −(𝑥2 + 4𝑥 + 5) = −(𝑥2 + 4𝑥 + 4 + 1) 
                                   = −[(𝑥 + 2)2 + 1] < 0   , ∀𝑥 ∈ ℝ 
ដូ្ ណនោះ   អនគុមន ៍𝑓 ជាអនគុមន៍្ ោុះណលើ ℝ ។ 

លហំាត់ទី១១៖ តាមរបូមនត ណដរណីេននអនគុមន ៍𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛 ណនាោះ  

𝑓′(𝑥) = 𝑛𝑥𝑛−1 ។ ្រូស្រាយបញ្ជា ករ់បូមនតណោយណររើ 

i. អនមុានរមួគណិ្តេេិា 

ii. រេឹសតីបេណេ េធា 

ដំណ ោះស្រាយ៖ ស្រាយបញ្ជា ក់របូមន្តណោយណ្បើ 

i. អនុ្មាន្រមួគណិតវទិ្យា 

ចំណ ោះ 𝑛 = 1 , 𝑓(𝑥) = 𝑥  ណ ោះ  𝑓′(𝑥) = 1 . 𝑥1−1 = 1  ពិត 
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ឧបមាថា 𝑛 = 𝑘 ពិត 

𝑓(𝑥) = 𝑥𝑘 ណ ោះ  𝑓′(𝑥) = 𝑘𝑥𝑘−1  
តាមនិ្យមន័្យណយើងបាន្៖ 

𝑓′(𝑥) = lim
ℎ→0

(𝑥 + ℎ)𝑘 − 𝑥𝑘

ℎ
= 𝑘𝑥𝑘−1 

ណយើងនឹ្ងស្រាយថាពិតរហូតដល់ 𝑛 = 𝑘 + 1 ណយើងបាន្ 

𝑓′(𝑥) = 𝑥𝑘+1   ណ ោះ lim
ℎ→0

(𝑥 + ℎ)𝑘+1 − 𝑥𝑘+1

ℎ
 

                                   = lim
ℎ→0

(𝑥 + ℎ)(𝑥 + ℎ)𝑘 − 𝑥𝑘𝑥

ℎ
 

                                   = lim
ℎ→0

(𝑥 + ℎ)(𝑥 + ℎ)𝑘 − 𝑥𝑘ℎ − 𝑥𝑘𝑘 + 𝑥𝑘ℎ

ℎ
 

                                   = lim
ℎ→0

(𝑥 + ℎ)(𝑥 + ℎ)𝑘 − (𝑥 + ℎ)𝑥𝑘 + 𝑥𝑘ℎ

ℎ
 

                                   = lim
ℎ→0

(
(𝑥 + ℎ)((𝑥 + ℎ)𝑘 − 𝑥𝑘)

ℎ
) + lim

ℎ→0
𝑥𝑘 

                               = 𝑥𝑘𝑥𝑘−1 + 𝑥𝑘 = 𝑘𝑥𝑘 + 𝑥𝑘 = (𝑘 + 1)𝑥𝑘  ពិត 
ដូចណន្ោះ  𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛 ណ ោះ 𝑓′(𝑥) = 𝑛𝑥𝑛−1 ។ 

ii. ស្រាយតាម្ទឹ្យស្តីបទ្យណទ្យេធា 

ណគមាន្  𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛 
តាមនិ្យមន័្យ៖ 𝑓′(𝑥) = lim

ℎ→0

(𝑥 + ℎ)𝑛 − 𝑥𝑛

ℎ
 

តាម្ទឹ្យស្តីបទ្យណទ្យេធា៖ 

(𝑥 + ℎ)𝑛 = 𝐶𝑛
0𝑥𝑛 + 𝐶𝑛

1𝑥𝑛−1ℎ + 𝐶𝑛
2𝑥𝑛−2ℎ2 +⋯+ 𝐶𝑛

𝑛ℎ𝑛 

ណយើងបាន្ 𝑓′(𝑥) = lim
ℎ→0

𝐶𝑛
1𝑥𝑛−1ℎ + 𝐶𝑛

2𝑥𝑛−2ℎ2 +⋯+ 𝐶𝑛
𝑛ℎ𝑛

ℎ
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                               = lim
ℎ→0

(𝐶𝑛
1𝑥𝑛−1 + 𝐶𝑛

2𝑥𝑛−2ℎ +⋯+ 𝐶𝑛
𝑛ℎ𝑛−1) 

                               = 𝑛𝑥𝑛−1  ពិត 
ដូចណន្ោះ   𝑓′(𝑥) = 𝑛𝑥𝑛−1 ។ 

លហំាត់ទី១២ ៖ 𝑓 ជាអនគុមនក៍ណំ្តណ់ោយ 𝑓(𝑥) = ln 𝑥 មដល 𝑥 ∈ (0,+∞)។ 

1) បង្ហា ញថា ្ណំ ោះរគប ់𝑥 ∈ [9,10] ណគបាន
1 1

'( )
10 9

f x    ។ 

2)  ណោយអនគុមនេ៍សិមភាពកណំណ្ើ នមានកណំ្ត ់្ណំ ោះរគប ់𝑥 ∈ [9,10]
។ 

្រូបង្ហា ញថា 
1

10
≤ ln (1 +

1

9
) ≤

1

9
 ។ 

ដណំ ោះស្រាយ៖  

1) បង្ហា ញថា 
1 1

'( )
10 9

f x      

ណគមាន  𝑓(𝑥) = ln 𝑥   ណនាោះ 𝑓′(𝑥) = 1

𝑥
 

្ណំ ោះរគប ់𝑥 ∈ [9,10]   ណយើងបាន   9 ≤ 𝑥 ≤ 10 
                                                                  

1

9
≥
1

𝑥
≥
1

10
 

ដូ្ ណនោះ   ∀𝑥 ∈ [9,10]   ,   
1 1

'( )
10 9

f x    ។ 

2) បង្ហា ញថា 
1 1 1

ln 1
10 9 9

 
   

   

តាមរបូមនតេសិមភាពកណំណ្ើ នមានកណំ្ត ់
𝑚(𝑏 − 𝑎) ≤ 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎) ≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎)  , 𝑏 > 𝑎 
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តាមសមាតកិមាខាងណលើ 110 ≤ 𝑓′(𝑥) ≤
1

9
 

នាឲំ្យ    𝑚 =
1

10
     ,   𝑀 =

1

9
 

ណោយ  𝑥 ∈ [9,10]    យក 𝑎 = 9  , 𝑏 = 10 
ណយើងបាន 110 ≤ ln 10 − ln 9 ≤

1

9
 

      
1

10
≤ ln

10

9
≤
1

9
 

       
1

10
≤ ln

9 + 1

9
≤
1

9
 

       
1

10
≤ ln (1 +

1

9
) ≤

1

9
   ពិត 

ដណូ្នោះ  1
10

< ln (1 +
1

9
) ≤

1

9
 

លហំាត់ទី១៣៖ ណគឲ្យអនគុមន ៍𝑓 មួយកណំ្តណ់លើ ]0, +∞[  ណោយ 

 𝑓(𝑥) = ln 𝑥 ។ 

1) បង្ហា ញថា្ណំ ោះរគប ់𝑥 ∈ [𝑛 − 1, 𝑛] ណគបាន៖ 
1

𝑛
≤ 𝑓′(𝑥) ≤

1

𝑛 − 1
  , (𝑛 ∈ ℕ , 𝑛 ≥ 2)  

2) អនេុតតនេ៍សិមភាពកណំណ្ើ នមានកណំ្តណ់ៅ និងអនគុមន𝑓៍  

ណលើ្ណនាល ោះ [𝑛 − 1, 𝑛] ណគបាន 1𝑛 ≤ ln
𝑛

𝑛 − 1
≤

1

𝑛 − 1
 ។ 

ទាញបញ្ជា កថ់ា 
1

2
+
1

3
+⋯+

1

𝑛
≤ ln 𝑥 ≤ 1 +

1

2
+⋯+

1

𝑛 − 1
 ។ 

ដណំ ោះស្រាយ៖ 
1) បង្ហា ញថា 𝑥 ∈ [𝑛 − 1, 𝑛]  1

𝑛
≤ 𝑓′(𝑥) ≤

1

𝑛−1
 

ណគមាន  𝑓(𝑥) = ln 𝑥 
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                𝑓′(𝑥) =
1

𝑥
 

ណោយ  𝑥 ∈ [𝑛 − 1, 𝑛]   ,   𝑛 − 1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑛 
                                                  

1

𝑛 − 1
≥
1

𝑥
≥
1

𝑛
 

                                                 
1

𝑛
≤ 𝑓′(𝑥) ≤

1

𝑛 − 1
 

ដូ្ ណនោះ    1
𝑛
≤ 𝑓′(𝑥) ≤

1

𝑛 − 1
 

2) អនេុតតេសិមភាពកណំណ្ើ នមានកណំ្តណ់ៅណលើអនគុមន ៍

របូមនត ៖ 𝑚(𝑏 − 𝑎) ≤ 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎) ≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎)   , 𝑎 > 𝑏 

ណនាោះ  𝑚(𝑏 − 𝑎) = 1

𝑛
    , 𝑀(𝑏 − 𝑎) =

1

𝑛 − 1
 

ណយើងបាន 1𝑛 ≤ ln 𝑛 − ln(𝑛 − 1) ≤
1

𝑛 − 1
 

                   
1

𝑛
≤ ln

𝑛

𝑛 − 1
≤

1

𝑛 − 1
 

ដូ្ ណនោះ   𝑥 ∈ [𝑛 − 1 , 𝑛]   , 1
𝑛
≤ ln

𝑛

𝑛 − 1
≤

1

𝑛 − 1
 

ទាញបញ្ជា កថ់ា៖ 
1

2
+
1

3
+⋯+

1

𝑛
≤ ln 𝑥 ≤ 1 +

1

2
+⋯+

1

𝑛 − 1
 

ណយើងមាន 1𝑘 ≤ ln 𝑘 − ln(𝑘 − 1) ≤
1

𝑘 − 1
 

(+)

{
  
 

  
 𝑘 = 2 ∶  

1

2
≤ ln 2 − ln 1 ≤ 1                 

𝑘 = 3 ∶  
1

3
≤ ln 3 − ln 2 ≤

1

2
                   

…………………… . .

𝑘 = 𝑛  ∶
1

𝑛
≤ ln 𝑛 − ln(𝑛 − 1) ≤

1

𝑛 − 1

 

1

2
+
1

3
+⋯+

1

𝑛
≤ ln 𝑛 ≤ 1 +

1

2
+⋯+

1

𝑛 − 1
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ដូ្ ណនោះ  1
2
+
1

3
+⋯+

1

𝑛
≤ ln 𝑛 ≤ 1 +

1

2
+⋯+

1

𝑛 − 1
 

លហំាត់ទី១៤៖ គណ្នាណដរណីេននអនគុមន ៍𝑓(𝑥) ។ 

ណយើងមាន  𝑓(𝑥) = √1

2
+
1

2
√
1

2
+
1

2
√
1

2
+
1

2
cos 𝑥    ្ណំ ោះ 𝑥 ∈]0, 𝜋

2
[  ។ 

ដណំ ោះស្រាយ៖ គណ្នាណដរេីននអនគុមន ៍

ណយើងមាន  𝑓(𝑥) = √1

2
+
1

2
√
1

2
+
1

2
√
1

2
+
1

2
cos 𝑥 

                               = √
1

2
+
1

2
√
1

2
+
1

2
√
1 + cos 𝑥

2
 

                               = √
1

2
+
1

2
√
1

2
+
1

2
√cos2

𝑥

2
 

                           = √
1

2
+
1

2
√
1

2
+
1

2
cos

𝑥

2
 

                           = √
1

2
+
1

2
√cos2

𝑥

4
 

                          = √
1

2
+
1

2
cos

𝑥

4
= √

1 + cos
𝑥
4

2
 

                         = √cos2
𝑥

8
= cos

𝑥

8
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នាឲំ្យ  𝑓′(𝑥) = −(
𝑥

8
)
′

sin
𝑥

8
= −

1

8
sin

𝑥

8
 

ដូ្ ណនោះ    𝑓′(𝑥) = −
1

8
sin

𝑥

8
 

លហំាត់ទី១៥៖  

1) គណ្នាណដរណីេេ ី៥ ននអនគុមនព៍ហុធា 𝑥 ⟼ 𝑥5 − 2𝑥4 + 3𝑥3 − 2 ។ 

2) កណំ្តណ់ដរណីេេ ី𝑛 ននអនគុមន ៍𝑥 ⟼ 𝑥𝑛  ;   (𝑛 ∈ ℕ∗) 

ដណំ ោះស្រាយ៖ 

1) គណ្នាណដរណីេេ ី5 

តាង 𝑓(𝑥) = 𝑥5 − 2𝑥4 + 3𝑥2 − 2 
         𝑓′(𝑥) = 5𝑥4 − 8𝑥3 + 6𝑥 
         𝑓′′(𝑥) = 20𝑥3 − 24𝑥2 + 6 
        𝑓′′′(𝑥) = 60𝑥2 − 48𝑥 
       𝑓(4)(𝑥) = 120𝑥 − 48 
      𝑓(5)(𝑥) = 120 
ដូ្ ណនោះ 𝑓(5)(𝑥) = 120 ។ 

2) កណំ្តណ់ដរណីេេ ី𝑛 

តាង  𝑔(𝑥) = 𝑥𝑛 
          𝑔′(𝑥) = 𝑛𝑥𝑛−1 
      𝑔′′(𝑥) = 𝑛(𝑛 − 1)𝑥𝑛−2 
     𝑔′′′(𝑥) = 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)𝑥𝑛−3 
    ……… 
     𝑔(𝑛)(𝑥) = 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)… (2)(1) = 𝑛!  
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ដណូ្នោះ   𝑔(𝑛)(𝑥) = 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)… (2)(1) = 𝑛! 
 

 

“អតីតកាល ណស្ររៀរបាននឹងទឹកហូរមិនស្រតឡរ់” 

 

 

 



អនុគមន៍លោការតី និងអនុគមន៍អិុចស ប្៉ូណង់ស្សែល 

104 

លោយ ៖ លលឿ សុវណណរប  
 

ជំពូក ៤ 
អនុគន៍លោការតី និងអុចិស្ បណូង់ស្សែល 

1. អនុគមន៍លោការតីលនស្ព 
1.1. និយមនយ័ 

𝐺(𝑥)  ជាព្រីមីទីវនៃ 𝑓(𝑥) ដែលយកតនមៃ 0 ព្តង់ 𝑥 = 𝑥0 ។ 
ដែលហៅថា  អៃុគមៃ៍ហោការតីហៃដរ (ឬអៃុគមៃ៍ហោការតីហោល 𝑒)  

តាងហោយ 
ln គឺជាព្រីមីទីវនៃអៃុគមៃ៍ 

1

𝑥
  ដែល 𝑥 > 0ហោយយកតនមៃ 0 ហរល 𝑥

= 1។ 
ហយើងបាៃ  ∫

𝑑𝑡

𝑡

𝑥

1

= ln 𝑥  , ∀𝑥 > 0 
1.2. លកខណៈ 

(ក). ហ ើ ∀𝑎, 𝑏 > 0  ហ ោះ ln(𝑎𝑏) = ln 𝑎 + ln 𝑏 ។ 

(ខ). ln
1

𝑎
= − ln 𝑎  , 𝑎 > 0 

(គ). ln
𝑎

𝑏
= ln 𝑎 − ln 𝑏  , 𝑎 , 𝑏 > 0 

(ឃ). ហ ើ 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 > 0 ហ ោះ ln(𝑎1 × 𝑎2 × … × 𝑎𝑛)

= ln 𝑎1 + ln 𝑎2 + ⋯ + ln 𝑎𝑛   (1) 
(ង).ទាញហេញរី (1) ព្ សិៃហ ើ 𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛 
         ហ ោះ ln 𝑎𝑛 = 𝑛 ln 𝑎  , 𝑛 ∈ 𝐼𝑁 
(េ). ln 𝑎−𝑛 = − ln 𝑎𝑛 = −𝑛 ln 𝑎 
(ឆ). ∀𝛼 ∈ ℤ  , ln 𝑎𝛼 = 𝛼 ln 𝑎 
(ជ). ∀𝑛 ∈ ℚ  , ln 𝑎𝑛 = 𝑛 ln 𝑎 

     + ហ ើ  𝑛 ∈ ℕ∗  , ln 𝑎 = ln (𝑎
1
𝑛)

𝑛

= 𝑛 ln 𝑎
1
𝑛 
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      +ហ ើ  ∀𝑏 ∈ ℚ  ហ ោះ 𝑏 =
𝑚

𝑛
  , ( 𝑚 ∈ ℤ ; 𝑛 ∈ ℕ∗) 

        ln 𝑎𝑏 = ln 𝑎
𝑚
𝑛 =

𝑚

𝑛
ln 𝑎 = 𝑏 ln 𝑎 

សម្រាយបញ្ជា ក់៖ 

(ក). ហ ើ ∀𝑎, 𝑏 > 0  ហ ោះ ln(𝑎𝑏) = ln 𝑎 + ln 𝑏 

អៃុគមៃ៍ 𝑓(𝑥) = ln(𝑎𝑥) , 𝑎 > 0 , 𝑥 > 0 

ហយើងបាៃ  𝑓′(𝑥) =
(𝑎𝑥)′

𝑎𝑥
=

1

𝑥
 

∃𝐶 ∈ 𝐼𝑅  , 𝑓(𝑥) = ln 𝑥 + 𝐶 
         ហោយ 𝑓(𝑥) = ln(𝑎𝑥) 
 ាំឲ្យ ln(𝑎𝑥) = ln(𝑥) + 𝐶 
េាំហ ោះតនមៃ 𝑥 = 1 ⟹ ln 𝑎 = ln 1 + 𝐶 ⟹ ln 𝑎 = 𝐶 
ហយើងបាៃ ln(𝑎𝑥) = ln 𝑥 + ln 𝑎 
ែូេហៃោះ  ហ ើ ∀𝑎, 𝑏 > 0  ហ ោះ ln(𝑎𝑏) = ln 𝑎 + ln 𝑏 ។ 

1.3. សកិាអនុគមន៍លោការតីលនស្ព 

រ ូមៃតទូហៅទាក់ទងៃឹងលីមីត៖ 

(ក). lim
𝑥→+∞

ln 𝑥 = +∞ 
(ខ).  lim

𝑥→0+
ln 𝑥 = −∞ 

(គ).  lim
𝑥→+∞

𝑥

ln 𝑥
= +∞  ឬ  lim

𝑥→+∞

ln 𝑥

𝑥
= 0 

(ឃ).  𝑎 ∈ ℚ+
∗   , lim

𝑥→+∞

ln 𝑥

𝑥𝑎
= 0 ឬ  lim

𝑥→+∞

𝑥𝑎

ln 𝑥
= +∞ 
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(ង). lim
𝑥→0

ln(𝑥 + 1)

𝑥
= 1  (ស្រាយតាមៃិយមៃ័យហែរហីវ) 

សម្រាយបញ្ជា ក់៖ 

ស្រាយថា lim
𝑥→+∞

ln 𝑥

𝑥
= 0 

 ∀𝑥 ≥ 1  , ∀𝑡 ∈ [1, 𝑥]  , 0 ≤
1

𝑡
≤

1

√𝑡
 

⟺   0 ≤ ∫
𝑑𝑡

𝑡

𝑥

1

≤ ∫
𝑑𝑡

√𝑡

𝑥

1

 

        0 ≤ ln 𝑥 ≤ 2(√𝑥 − 1) 

        0 ≤
ln 𝑥

𝑥
≤

2(√𝑥 − 1)

𝑥
 

       0 ≤ lim
𝑥→+∞

ln 𝑥

𝑥
≤ lim

𝑥→+∞
2 (

√𝑥

𝑥
−

1

𝑥
) 

       0 ≤ lim
𝑥→+∞

ln 𝑥

𝑥
≤ 0 

ែូេហៃោះ  lim
𝑥→+∞

ln 𝑥

𝑥
= 0 ។ 

ហែរហីវនៃអៃុគមៃ៍ ណ្តត ក់ហោយឡូការតីហៃដរ 

(ln|𝑥|)′ =
1

𝑥
    ⟺   ∫

𝑑𝑥

𝑥
= ln|𝑥| + 𝐶 

សម្រាយបញ្ជា ក់៖ 

𝑦 = ln|𝑥| = {
ln 𝑥    ហ ើ  𝑥 > 0

ln(−𝑥)   ហ ើ 𝑥 < 0
 ⟹ 𝑦′ = {

1

𝑥
  ហ ើ 𝑥 > 0              

−
1

−𝑥
=

1

𝑥
 ហ ើ 𝑥 < 0

 

ជាទូហៅ៖  (ln|𝑢(𝑥)|)′ =
𝑢′(𝑥)

𝑢(𝑥)
  ⟺   ∫

𝑢′(𝑥)

𝑢(𝑥)
𝑑𝑥 = ln|𝑢(𝑥)| + 𝐶 

សិកាអៃុគមៃ៍៖ 𝒚 = 𝐥𝐧 𝒙 
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ក.អៃុគមៃ៍ 𝑦 = ln 𝑥 កាំណត់ហលើេហ ៃ ោះ ]0, +∞[ , ហ ើយជា ់ហលើ 

]0, +∞[  ,ៃិងមាៃហែរហីវ 𝑦′ =
1

𝑥
> 0 ។ 

ហយើងទាញបាៃ 𝑦 = ln 𝑥 ជាអៃុគមៃ៍ហកើៃហលើ ]0, +∞[ ។ 

ខ.គណ លីមីត 

     lim
𝑥→+∞

ln 𝑥 = +∞ 
      lim

𝑥→0+
ln 𝑥 = −∞ 

គ.អហេរភារ ៃិងដខែហកាង 

តាមការសិកាខាងហលើ  ហយើងបាៃតារាងអហេរភារនៃ 𝑦 = ln 𝑥 ែូេ

ខាងហព្កាម៖ 

𝑥 0                                       1                               + ∞ 
𝑦′ + + 

𝑦 = ln 𝑥 +∞ 
0 

−∞ 

តាមតារាងអហេរភារ ហគទាញបាៃសញ្ញា ែូេខាងហព្កាម៖ 

+ ហ ើ 0 < x < 1 ⟹ ln 𝑥 < 0 
+ ហ ើ x > 1 ⟹ ln 𝑥 > 0 
+ ហ ើ x = e ⋍ 2.7132 ⟹ ln 𝑥 = ln 𝑒 = 1 
ហោយ  f ′(x) =

1

𝑥
 ⟹ 𝑓′(1) = 1 ⟹ 𝑦 = ln 𝑥 
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ហោយ  𝑓′(𝑥) =
1

𝑥
 ⟹ 𝑓′(1) = 1 ⟹ 𝑦 = ln 𝑥 

  ោះៃឹង  ា ត់  ោះ 𝑦 = 𝑥 − 1 

ហ ើយ  𝑓′′(𝑥) = −
1

𝑥2
< 0 ⟹ 𝑦 = ln 𝑥  ជាអៃុគមៃ៍ហបា ង។ 

មយ ងហទៀត  lim
𝑥→+∞

ln 𝑥

𝑥
= 0   ាំឲ្យដខែហកាងមាៃដមកបា រា  ូល ដ ទិស 

ហៅខាង (𝑜𝑥) ។ 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

1.4. អនុគមន៍លោការតីលោលទូលៅ 
1.4.1. និយមនយ័ 

▪ ល ើ 𝑎 > 0 , 𝑎 ≠ 1  ល ោះលគបាន 

𝑦 = log𝑎 𝑥 =
ln 𝑥

ln 𝑎
  , 𝑥 > 0 

តាមនិយមន័យខាងលលើលយើងបាន៖ 
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𝑦′ = (log𝑎 𝑥)′ = (
ln 𝑥

ln 𝑎
)

′

=
1

𝑥
×

1

ln 𝑎
=

1

𝑥 ln 𝑎
  {

> 0 , 𝑎 > 1          
< 0 ,   0 < 𝑎 < 1

 

ដ៉ូលចនោះ  លយើងទាញបាន៖ 

• logay x     ជាអនុគមន៍ល ើនោច់ខាតលលើ ]0, +∞[  

កាលណា 𝑎 > 1 ។ 

• 𝑦 = log𝑎 𝑥  ជាអនុគមន៍ចុោះោច់ខាតលលើ ]0 , +∞[ កាល
ណា  0 < 𝑎 < 1 ។ 

1.4.2. លកខណៈ 
( ).  ∀𝑥 , 𝑦 > 0 , log𝑎 𝑥𝑦 = log𝑎 𝑥 + log𝑎 𝑦 
(ខ). ∀𝑥 > 0 , ∀𝛼 ∈ ℚ  , log𝑎 𝑥𝛼 = 𝛼 log𝑎 𝑥 
(គ). lim

𝑥→+∞
log𝑎 𝑥 = {

+∞  , 𝑎 > 1       
−∞  , 0 < 𝑎 < 1

 

(ឃ). lim
𝑥→0+

log𝑎 𝑥 = {
−∞  , 𝑎 > 1       
+∞ , 0 < 𝑎 < 1

 
(ង). log𝑎 𝑥 = log𝑎 𝑏 × log𝑏 𝑥 
ឧទាហរណ៍៖ រក 𝑥 ហេញរី  

log5 𝑥 + log5 𝑥2 + log5 𝑥3 + ⋯ + log5 𝑥𝑛 = 2017 
ចលមលើយ៖  

log5 𝑥 + log5 𝑥2 + log5 𝑥3 + ⋯ + log5 𝑥𝑛 = 2017 
log5 𝑥 + 2 log5 𝑥 + 3 log5 𝑥 + ⋯ + 𝑛 log5 𝑥 = 2017 
log5 𝑥 (1 + 2 + 3 + ⋯ + 𝑛) = 2017 

(
(1 + 𝑛)𝑛

2
) log5 𝑥 = 2017 

log5 𝑥 =
4034

𝑛(1 + 𝑛)
⟺ log5 𝑥 = log5 5

4034
𝑛(𝑛+1) 

                                    ⟹ 𝑥 = 5
4034

𝑛(𝑛+1) 
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ែូេហៃោះ   𝑥 = 5
4034

𝑛(𝑛+1)  ។ 
2. អនុគមនអ៍ុិចស្ បណូង់ស្សែល 

2.1.1. និយមនយ័ 

ហោយអៃុគមៃ៍  𝑦 = ln 𝑥  មាៃៃ័យ  ជា ់ ៃិងហកើៃោេ់ខាតហលើេហ ៃ ោះ 

]0 , +∞[   ាំឲ្យវាមាៃអៃុគមៃ៍ព្ាស  ហៅថា អិុេស  ្ូណង់ដសយ

លហោល 𝑒 តាងហោយ  exp(𝑥) = 𝑒𝑥 កាំណត់ហោយ៖ 

𝑥 = ln 𝑦
𝑦 > 0

| ⟺ |
𝑦 = exp(𝑥) = 𝑒𝑥

𝑥 ∈ ℝ
 

     តាមៃិយមៃ័យខាងហលើហៃោះ  ហគបាៃលកខណៈវបិាកែូេខាងហព្កាម៖ 

▪ exp(𝑙𝑛 𝑦) = 𝑦  , ∀𝑦 > 0 
▪ ln(exp(𝑥)) = 𝑥 
▪ exp(0) = 1 
▪ exp(1) = 𝑒 

2.1.2. លកខណៈម្រគរឹះ 

▪ ∀𝑥1 , 𝑥2 ∈ ℝ , exp(𝑥1 + 𝑥2) = exp(𝑥1) × exp(𝑥2)  
ឬ exp(𝑥1 − 𝑥2) =

exp(𝑥1)

exp(𝑥2) 
 

▪ [exp(𝑥)]𝑛 = (𝑒𝑥)𝑛 = 𝑒𝑛𝑥 = exp(𝑛𝑥)  
▪ [exp( )] exp( )nx nx   , 𝑛 ∈ ℕ 
▪ [exp(𝑥)]𝛼 = exp(𝛼𝑥)  , 𝑛 ∈ ℚ 

2.1.3. លេរលីេ 
រ ូមៃត៖  𝑦 = 𝑎𝑥 ⟹ 𝑦′ = 𝑎𝑥 ln 𝑎 
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▪ សព្មាយ ញ្ញា ក់ ហោយហព្ ើៃិយមៃ័យ៖ 

𝑦′ = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
= lim

ℎ→0

𝑎𝑥+ℎ − 𝑎𝑥

ℎ
 

      = lim
ℎ→0

𝑎𝑥(𝑎ℎ − 1)

ℎ
= 𝑎𝑥. ln 𝑎   រិត 

េាំណ្តាំ៖  lim
𝑥→0

𝑒𝑥 − 1

𝑥
= 1      ;       lim

𝑥→0

𝑎𝑥 − 1

𝑥
= ln 𝑎 

2.1.4. អនុគមនអ៍ុិចស្ បណូង់ស្សែលលោលទូលៅ 
2.1.4.1. និយមនយ័ 

𝑎 > 0 , 𝑎 ≠ 1 , 𝑦 = 𝑎𝑥

𝑥 ∈ ℝ
| ⟺  |

𝑥 = log𝑎 𝑦
𝑦 > 0

 
ែូហេនោះ  ហគបាៃ 𝑎log𝑎 𝑦 = 𝑦  ឬ log𝑎 𝑎𝑥 = 𝑥  , ∀𝑥 ∈ ℝ ។ 

2.1.4.2. ទំនាក់ទនំងម្រគរឹះ 
+ 𝑎𝑥 = 𝑒𝑥 ln 𝑎 
ហព្ ោះ  ហ ើតាង  𝑦 = 𝑎𝑥 ⟹ 𝑥 = log𝑎 𝑦 =

ln 𝑦

ln 𝑎
 

                                           ⟹ ln 𝑦 = 𝑥 ln 𝑎 = ln 𝑒𝑥 ln 𝑎 
⟺ 𝑦 = 𝑒𝑥 ln 𝑎   ⟹   𝑎𝑥 = 𝑒𝑥 ln 𝑎  ; (𝑦 = 𝑎𝑥) 

2.1.4.3. លកខណៈេិបាក 
(1).  𝑎𝑥1+𝑥2 = 𝑎𝑥1𝑎𝑥2 
(2).  𝑎𝑥1−𝑥2 =

𝑎𝑥1

𝑎𝑥2
  ; (𝑎−𝑥 =

1

𝑎𝑥
) 

(3). 𝑎𝛼𝑥 = (𝑎𝑥)𝛼 , ∀𝑥 ∈ ℝ , 𝛼 ∈ ℝ 
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លហំាត់ និងដំណ ោះស្រាយ 
******** 

លហំាតទ់ី០១៖ ដយើងមាន 𝑎 > 0 , 𝑎 ≠ 1 ដ ើយ 𝑥 > 0 , 𝑥 ≠ 1។ចូរបង្ហា ញថា៖ 
1

log𝑎 𝑥
+

1

log𝑎2 𝑥
+ ⋯ +

1

log𝑎𝑛 𝑥
=

𝑛(𝑛 + 1)

2 log𝑎 𝑥
 

ដំណ ោះស្រាយ៖ 

ដយើងមាន 
1

log𝑎 𝑥
+

1

log𝑎2 𝑥
+ ⋯ +

1

log𝑎𝑛 𝑥
= log𝑥 𝑎 + log𝑥 𝑎2 + ⋯ + log𝑥 𝑎𝑛 

                                                                                 = (1 + 2 + ⋯ + 𝑛) log𝑥 𝑎 

                                                                                 =
𝑛(𝑛 + 1)

2
log𝑥 𝑎 

                                                                                 =
𝑛(𝑛 + 1)

2 log𝑎 𝑥
 

ដូចដនេះ   1

log𝑎 𝑥
+

1

log𝑎2 𝑥
+ ⋯ +

1

log𝑎𝑛 𝑥
=

𝑛(𝑛 + 1)

2 log𝑎 𝑥
 

 

លហំាតទ់ី០២៖  ចូរគណ្នា 𝑦′  នន  𝑦 = log3 √arctan 𝑥 ។ 
ដំណ ោះស្រាយ៖ គណ្នា 𝑦′ 

ដយើងមាន  y = log3 √arctan 𝑥 =
1

2
log3(arctan 𝑥) 

តាង   𝑢 = arctan 𝑥     ⇒    𝑢′ =
1

1 + 𝑥2
 

   ⟹   𝑦′ =
𝑢′

2𝑢 ln 3
=

1
1 + 𝑥2

2 arctan 𝑥 ln 3
=

1

2(arctan 𝑥)(ln 3)(1 + 𝑥2)
 

ដូចដនេះ  𝑦′ =
1

2(arctan 𝑥)(ln 3)(1 + 𝑥2)
 

 

លហំាតទ់ី០៣៖ ចូរគណ្នា 𝑦′ នន  𝑦 = ln[sin(arcsin 𝑥)] ។ 
ដំណ ោះស្រាយ៖ គណ្នា 𝑦′ 

តាង    𝑣 = arcsin 𝑥 

 𝑢 = sin(arcsin 𝑥) = sin 𝑣 

ដយើងមាន  𝑦 = ln[sin(arcsin 𝑥)] = ln 𝑢 
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តែ 

𝑣′ =
1

√1 − 𝑥2
  ⟹   𝑢′ = 𝑣′ cos 𝑣 =

cos(arcsin 𝑥)

√1 − 𝑥2
 

ដយើងបាន  𝑦′ =
𝑢′

𝑢
=

cos(arcsin 𝑥)

√1 − 𝑥2

sin(arcsin 𝑥)
=

cos(arcsin 𝑥)

√1 − 𝑥2 sin(arcsin 𝑥)
=

cot(arcsin 𝑥)

√1 − 𝑥2
 

ដូចដនេះ   𝑦′ =
cot(arcsin 𝑥)

√1 − 𝑥2
 ។ 

 

លហំាតទ់ី០៤៖ ចូរសម្រ ួកដនោរ៖ 

log3 2 . log4 3 … log𝑛−1(𝑛 − 2) . log𝑛(𝑛 − 1) 

ដំណ ោះស្រាយ៖ សម្រ ួកដនោរ 

ដយើងមាន  log3 2 . log4 3 … log𝑛−1(𝑛 − 2) . log𝑛(𝑛 − 1) 

                  =
log 2

log 3
×

log 3

log 4
× … ×

log(𝑛 − 2)

log(𝑛 − 1)
×

log(𝑛 − 1)

log 𝑛
 

                  =
log 2

log 𝑛
= log𝑛 2 

ដូចដនេះ  log3 2 . log4 3 … log𝑛−1(𝑛 − 2) . log𝑛(𝑛 − 1) = log𝑛 2 

 

លហំាតទ់ី០៥៖ ចូរសម្រ ួកដនោរ 

(log𝑎 𝑏 + log𝑏 𝑎 + 2)(log𝑎 𝑏 − log𝑎𝑏 𝑏) log𝑏 𝑎 − 1 

ដំណ ោះស្រាយ៖ សម្រ ួកដនោរ 

ដយើងមាន  (log𝑎 𝑏 + log𝑏 𝑎 + 2)(log𝑎 𝑏 − log𝑎𝑏 𝑏) log𝑏 𝑎 − 1 

                 = (
log 𝑏

log 𝑎
+

log 𝑎

log 𝑏
+ 2) (

log 𝑏

log 𝑎
−

log 𝑏

log 𝑎𝑏
) (

log 𝑎

log 𝑏
) − 1 

                 =
log2 𝑏 + log2 𝑎 + 2 log 𝑎 log 𝑏

log 𝑎 log 𝑏
×

log 𝑏 log 𝑎𝑏 − log 𝑎 log 𝑏

log 𝑎 log 𝑎𝑏
(

log 𝑎

log 𝑏
)

− 1 
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     =
(log 𝑎 + log 𝑏)2

log 𝑎 log 𝑏
×

log 𝑏 (log 𝑎 + log 𝑏) − log 𝑎 log 𝑏

log 𝑎 (log 𝑎 + log 𝑏)
×

log 𝑎

log 𝑏
− 1 

     =
(log 𝑎 + log 𝑏)2

log 𝑎 log 𝑏
×

log2 𝑏 + log 𝑎 log 𝑏 − log 𝑎 log 𝑏

log 𝑎 (log 𝑎 + log 𝑏)
×

log 𝑎

log 𝑏
− 1 

     =
(log 𝑎 + log 𝑏)2

log 𝑎 log 𝑏
×

log2 𝑏

log 𝑎 (log 𝑎 + log 𝑏)
×

log 𝑎

log 𝑏
− 1 

     =
log 𝑎 + log 𝑏

log 𝑎
− 1 =

log 𝑏

log 𝑎
= log𝑎 𝑏 

ដូចដនេះ  (log𝑎 𝑏 + log𝑏 𝑎 + 2)(log𝑎 𝑏 − log𝑎𝑏 𝑏) log𝑏 𝑎 − 1 = log𝑎 𝑏 

 

លហំាតទ់ី០៦៖ ដគឲ្យបីចំនួនវជិ្ជមាន 𝑎 , 𝑏 , 𝑐 តដ  𝑐 ≠ 1 ។ចូរស្រាយថា 

𝑎log𝑐 𝑏 = 𝑏log𝑐 𝑎 

ដំណ ោះស្រាយ៖ សម្មាយបញ្ជជ ក់ 

ដយើងមាន  𝑎log𝑐 𝑏 = 𝑎
log𝑎 𝑏×

1
log𝑎 𝑐 

                                  = (𝑎log𝑎 𝑏)
1

log𝑎 𝑐  

                                  = (𝑏)
log𝑎 𝑎
log𝑎 𝑐 = 𝑏log𝑐 𝑎 ពិែ 

ដូចដនេះ  𝑎log𝑐 𝑏 = 𝑏log𝑐 𝑎  

 

លហំាតទ់ី០៧៖ ចូរស្រាយបញ្ជជ ក់ថា 

(ក).
log𝑎 𝑁

log𝑎𝑏 𝑁
= 1 + log𝑎 𝑏 

(ខ). log𝑎𝑏 𝑁 =
log𝑎 𝑁 log𝑏 𝑁

log𝑎 𝑁 + log𝑏 𝑁
 

(គ). log𝑎 𝑁 log𝑏 𝑁 + log𝑏 𝑁 log𝑐 𝑁 + log𝑐 𝑁 log𝑎 𝑁 =
log𝑎 𝑁 log𝑏 𝑁

log𝑎𝑏𝑐 𝑁
 

ដំណ ោះស្រាយ៖ សម្មាយបញ្ជជ ក់ 
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(ក). ស្រាយថា  
log𝑎 𝑁

log𝑎𝑏 𝑁
= 1 + log𝑎 𝑏 

        ដយើងមាន log𝑎 𝑁

log𝑎𝑏 𝑁
=

1
log𝑁 𝑎

1
log𝑁 𝑎𝑏

 

                                           =
logN 𝑎𝑏

log𝑁 𝑎
= log𝑎 𝑎𝑏 

                                           = log𝑎 𝑎 + log𝑎 𝑏 = 1 + log𝑎 𝑏   ពិែ 

ដូចដនេះ  log𝑎 𝑁

log𝑎𝑏 𝑁
= 1 + log𝑎 𝑏 

(ខ). ស្រាយថា  log𝑎𝑏 𝑁 =
log𝑎 𝑁 log𝑏 𝑁

log𝑎 𝑁 + log𝑏 𝑁
 

        ដយើងមាន log𝑎𝑏 𝑁 =
1

log𝑁 𝑎𝑏
 

                                             =
1

log𝑁 𝑎 + log𝑁 𝑏
 

                                             =
1

1
log𝑎 𝑁

+
1

log𝑏 𝑁

 

                                             =
1

log𝑎 𝑁 + log𝑏 𝑁
log𝑎 𝑁 log𝑏 𝑁

 

                                             =
log𝑎 𝑁 log𝑏 𝑁

log𝑎 𝑁 + log𝑏 𝑁
  ពិែ 

ដូចដនេះ  log𝑎𝑏 𝑁 =
log𝑎 𝑁 log𝑏 𝑁

log𝑎 𝑁 + log𝑏 𝑁
  

(គ). ស្រាយថា log𝑎 𝑁 log𝑏 𝑁 + log𝑏 𝑁 log𝑐 𝑁 + log𝑐 𝑁 log𝑎 𝑁

=
log𝑎 𝑁 log𝑏 𝑁 log𝑐 𝑁

log𝑎𝑏𝑐 𝑁
 

ដយើងមាន log𝑎 𝑁 log𝑏 𝑁 + log𝑏 𝑁 log𝑐 𝑁 + log𝑐 𝑁 log𝑎 𝑁 

               =
log 𝑁

log 𝑎
×

log 𝑁

log 𝑏
+

log 𝑁

log 𝑏
×

log 𝑁

log 𝑐
+

log 𝑁

log 𝑐
×

log 𝑁

log 𝑎
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     =
log2 𝑁

log 𝑎 log 𝑏
+

log2 𝑁

log 𝑏 log 𝑐
+

log2 𝑁

log 𝑐 log 𝑎
 

     = log2 𝑁 (
1

log 𝑎 log 𝑏
+

1

log 𝑏 log 𝑐
+

1

log 𝑐 log 𝑎
) 

     = log2 𝑁 (
log 𝑐 + log 𝑎 + log 𝑏

log 𝑎 log 𝑏 log 𝑐
) 

     = log2 𝑁 (
log 𝑎𝑏𝑐

log 𝑎 log 𝑏 log 𝑐
) 

     =
log 𝑁

log 𝑎
×

log 𝑁

log 𝑏
×

log 𝑎𝑏𝑐

log 𝑐
×

log 𝑁

log 𝑁
 

     = log𝑎 𝑁 × log𝑏 𝑁 × log𝑐 𝑁 ×
1

log𝑎𝑏𝑐 𝑁
 

     =
log𝑎 𝑁 × log𝑏 𝑁 × log𝑐 𝑁

log𝑎𝑏𝑐 𝑁
 ពិែ 

ដូចដនេះ log𝑎 𝑁 log𝑏 𝑁 + log𝑏 𝑁 log𝑐 𝑁 + log𝑐 𝑁 log𝑎 𝑁

=
log𝑎 𝑁 log𝑏 𝑁 log𝑐 𝑁

log𝑎𝑏𝑐 𝑁
 

 

លហំាតទ់ី០៨៖  ដបើ 𝑎2 + 𝑏2 = 𝑐2 ;  ចូរស្រាយថា៖ 

log𝑐+𝑏 𝑎 + log𝑐−𝑏 𝑎 = 2 log𝑐+𝑏 𝑎 log𝑐−𝑏 𝑎 

ដំណ ោះស្រាយ៖  សម្មាយបញ្ជជ ក់ 

ដយើងមាន log𝑐+𝑏 𝑎 + log𝑐−𝑏 𝑎 =
1

log𝑎(𝑐 + 𝑏)
+

1

log𝑎(𝑐 − 𝑏)
 

                                                           =
loga(𝑐 − 𝑏) + log𝑎(𝑐 + 𝑏)

log𝑎(𝑐 + 𝑏) log𝑎(𝑐 − 𝑏)
 

                                                           =
log𝑎(𝑐2 − 𝑏2)

log𝑎(𝑐 + 𝑏) log𝑎(𝑐 − 𝑏)
 

                                                           =
log𝑎 𝑎2

log𝑎(𝑐 + 𝑏) log𝑎(𝑐 − 𝑏)
  ; 𝑐2 − 𝑏2 = 𝑎2 
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                                             =
2

log𝑎(𝑐 + 𝑏) log𝑎(𝑐 − 𝑏)
= 2 log𝑐+𝑏 𝑎 log𝑐−𝑏 𝑎  ពិែ 

ដូចដនេះ   log𝑐+𝑏 𝑎 + log𝑐−𝑏 𝑎 = 2 log𝑐+𝑏 𝑎 log𝑐−𝑏 𝑎 

 

លហំាតទ់ី០៩៖ ដបើ 𝑎𝑖 > 0  ;  𝑎𝑖 ≠ 1  ;   𝑥 > 0  ;   𝑥 ≠ 1 ចូរស្រាយបញ្ជជ ក់ថា 

log𝑎1𝑎2….𝑎𝑛
𝑥 =

1

1
log𝑎1

𝑥
+

1
log𝑎2

𝑥
+ ⋯ +

1
log𝑎𝑛

𝑥

 

ដំណ ោះស្រាយ៖ សម្មាយបញ្ជជ ក់ 

ដយើងមាន log𝑎1𝑎2…𝑎𝑛
𝑥 =

1

log𝑥(𝑎1𝑎2 … 𝑎𝑛)
 

                                            =
1

log𝑥 𝑎1 + log𝑥 𝑎2 + ⋯ + log𝑥 𝑎𝑛
 

                                            =
1

1
log𝑎1

𝑥
+

1
log𝑎2

𝑥
+ ⋯ +

1
log𝑎𝑛

𝑥

  ពិែ 

ដូចដនេះ    log𝑎1𝑎2….𝑎𝑛
𝑥 =

1

1
log𝑎1

𝑥
+

1
log𝑎2

𝑥
+ ⋯ +

1
log𝑎𝑛

𝑥

 

 

លហំាតទ់ី១០៖  

ដគឲ្យ  𝑓(𝑥) = log
1 + 𝑥

1 − 𝑥
 ។ បង្ហា ញថា  𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) = 𝑓 (

𝑥 + 𝑦

1 + 𝑥𝑦
)  ។ 

ដំណ ោះស្រាយ៖ សម្មាយបញ្ជជ ក់ 

ដយើងមាន  𝑓(𝑥) = log
1 + 𝑥

1 − 𝑥
   ដនាេះ  𝑓(𝑦) = log

1 + 𝑦

1 − 𝑦
 

យក  𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) = log
1 + 𝑥

1 − 𝑥
+ log

1 + 𝑦

1 − 𝑦
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                                   = log [(
1 + 𝑥

1 − 𝑥
) (

1 + 𝑦

1 − 𝑦
)] 

                                   = log (
1 + 𝑦 + 𝑥 + 𝑥𝑦

1 − 𝑦 − 𝑥 + 𝑥𝑦
)    (1) 

រយ៉ាងដ ៀែ  𝑓 (
𝑥 + 𝑦

1 + 𝑥𝑦
) = log (

1 +
𝑥 + 𝑦

1 + 𝑥𝑦

1 −
𝑥 + 𝑦

1 + 𝑥𝑦

) 

                                            = log (
1 + 𝑥 + 𝑦 + 𝑥𝑦

1 − 𝑥 − 𝑦 + 𝑥𝑦
)  (2) 

តារ (1) និង  (2) ដយើងទាញបាន៖ 

𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) = 𝑓 (
𝑥 + 𝑦

1 + 𝑥𝑦
)   ពិែ 

ដូចដនេះ   𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) = 𝑓 (
𝑥 + 𝑦

1 + 𝑥𝑦
) 

 

លហំាតទ់ី១១៖ ចូរដោេះស្រាយសរីការខាងដម្ការ 

(1). ln(𝑥 − 1) + ln(𝑥 − 3) = 3 ln 2 

(2). log√2 𝑥 log2 𝑥 log2√2 𝑥 log4 𝑥 = 54 

(3). log4 log2 𝑥 + log2 log4 𝑥 = 2 

ដំណ ោះស្រាយ៖ ដោេះស្រាយសរីការ 

(1). ln(𝑥 − 1) + ln(𝑥 − 3) = 3 ln 2 

      កខខ័ណ្ឌ   {
𝑥 − 1 > 0
𝑥 − 3 > 0

⇔ 𝑥 > 3 

      សរីការអាចសរដសរជា ln(𝑥 − 1) + ln(𝑥 − 3) = ln 23 

              ln[(𝑥 − 1)(𝑥 − 3)] = ln 8 

       ដនាេះ  (𝑥 − 1)(𝑥 − 3) = 8 

                  𝑥2 − 4𝑥 + 3 = 8 ឬ  𝑥2 − 4𝑥 − 5 = 0 

⟹   𝑥1 = −1  រិនយក  ;   𝑥2 = 5 យក 
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ដូចដនេះ  សរីការមានឬសតែរួយគែ់គឺ  𝑥 = 5 
(2). log√2 𝑥 log2 𝑥 log2√2 𝑥 log4 𝑥 = 54    (𝑖) 

ដបើ 𝑥 > 0 សរីការ (𝑖)  អាចសរដសរជា៖ 

log
2

1
2

𝑥 . log2 𝑥 . log
2

3
2

𝑥 . log22 𝑥 = 54 

(
1

1
2

log2 𝑥) (log2 𝑥) (
1

3
2

log2 𝑥) (
1

2
log2 𝑥) = 54 

2

3
log2

4 𝑥 = 54 

log2
4 𝑥 = 81 ⟹ log2 𝑥 = ±√81

4
= ±3 

ដបើlog2 𝑥 = 3 ⟺ log2 𝑥 = log2 8 ⟹ 𝑥 = 8 

ដបើ log2 𝑥 = −3 ⟺ log2 𝑥 = log2

1

8
 ⟹ 𝑥 =

1

8
 

ដូចដនេះ  សរីការមានឫសពីរគឺ 𝑥1 = 8 ;  𝑥2 =
1

8
 

 

លហំាតទ់ី១២៖  ចូរដោេះស្រាយសរីការ 

(ក).  (
3

7
)

2𝑥−7

= (
7

3
)

7𝑥−3

                ;          (ខ). 0.125 × 42𝑥−8 = (
0.25

√2
)

−𝑥

 

(គ).   9𝑥 + 6𝑥 = 2.4𝑥                        ;           (ឃ). log3(5 + 4 log3(𝑥 − 1)) = 2 

(ច). log2(9 − 2𝑥) = 10log(3−𝑥)     ;            (ឆ). 1 + log2(𝑥 − 1) = log𝑥−1 4 

(ជ្).  (𝑥 + 1)log(𝑥+1) = 100(𝑥 + 1) 
ដំណ ោះស្រាយ៖   ដោេះស្រាយសរីការ 

(ក).  (
3

7
)

2𝑥−7

= (
7

3
)

7𝑥−3

 

  ⟺   (
3

7
)

2𝑥−7

= (
3

7
)

−(7𝑥−3)
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⟺   2𝑥 − 7 = −7𝑥 + 3 

⟹ 9𝑥 = 10 ⟹ 𝑥 =
10

9
 

ដូចដនេះ   𝑥 =
10

9
 

(ខ). 0.125 × 42𝑥−8 = (
0.25

√2
)

−𝑥

 

⟺   2−3 × 24𝑥−16 = (
2−2

2
1
2

)

−𝑥

 

⟺ 2−3+4𝑥−16 = (22𝑥 × 2
𝑥
2) 

⟹ 24𝑥−19 = 22𝑥+
𝑥
2    ⟹   24𝑥−19 = 2

5𝑥
2  

ដគបាន   4𝑥 − 19 =
5𝑥

2
   ឬ   8𝑥 − 38 = 5𝑥 

          ⟹ 3𝑥 = 38  ⟹   𝑥 =
38

3
 

ដូចដនេះ  𝑥 =
38

3
 

(គ).   9𝑥 + 6𝑥 = 2.4𝑥                         

⟺    (
9

4
)

𝑥

+ (
6

4
)

𝑥

= 2 

⟺   (
9

4
)

𝑥

+ (
3

2
)

𝑥

= 2 

⟺    (
3

2
)

2𝑥

+ (
3

2
)

𝑥

= 2 

តាង  𝐴 = (
3

2
)

𝑥

 , 𝐴 > 0   ដយើងបាន៖ 

𝐴2 + 𝐴 − 2 = 0   តារ  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0 

ដគទាញបាន   [
𝐴 =     1                

𝐴 = −2 រិនយក 

+ចំដ េះ  𝐴 = 1  
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ដយើងបាន   (
3

2
)

𝑥

= 1 ⟺   (
3

2
)

𝑥

= (
3

2
)

0

 

      ⟹   𝑥 = 0 

ដូចដនេះ   𝑥 = 0  ។ 
(ឃ). log3(5 + 4 log3(𝑥 − 1)) = 2 

          log3(5 + 4 log3(𝑥 − 1)) = log3 32 

          5 + 4 log3(𝑥 − 1) = 32 

         4 log3(𝑥 − 1) = 4 

         log3(𝑥 − 1) = 1 

        log3(𝑥 − 1) = log3 3 

   ⟺ 𝑥 − 1 = 3 ⟹ 𝑥 = 4 

ដូចដនេះ   𝑥 = 4 

(ង). log2(9 − 2𝑥) = 10log(3−𝑥) 

    កខខណ្ឌ័  ៖  {
9 − 2𝑥 > 0
3 − 𝑥 > 0

⟹ {32 > 2𝑥

𝑥 < 3
⟹ 𝑥 < 2 

⟺ log2(9 − 2𝑥) = log2 23−𝑥 

      9 − 2𝑥 =
23

2𝑥
 

⟹ 22𝑥 − 9(2𝑥) + 8 = 0 

តារ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0  ⟹ 2𝑥 = 1 , 2𝑥 = 8 

ចំដ េះ  2𝑥 = 1 ⟹ 𝑥 = 0 

ចំដ េះ  2𝑥 = 22 ⟹ 𝑥 = 2  រិនយក ដម្ េះ 𝑥 < 2 

ដូចដនេះ   𝑥 = 0 

(ច).  (𝑥 + 1)log(𝑥+1) = 100(𝑥 + 1) 

 កខខណ្ឌ ៖ 𝑥 + 1 > 0 ឬ  𝑥 > −1 

⟺ log(𝑥 + 1)log(𝑥+1) = log 100(𝑥 + 1) 
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⟺ log(𝑥 + 1) log(𝑥 + 1) = log(𝑥 + 1) + log 102 

⟺ log2(𝑥 + 1) − log(𝑥 + 1) − 2 = 0 

តារ ∆= (−1)2 − 4(1)(−2) = 1 + 8 = 9 ⟹ √∆= √9 = 3 

⟹ log(𝑥 + 1) =
1 + 3

2
= 2  𝑜𝑟 log(𝑥 + 1) =

1 − 3

2
= −1 

ចំដ េះ  log(𝑥 + 1) = 2 ⟺ log(𝑥 + 1) = log 102 ⟹ 𝑥 = 99 

ចំដ េះ  log(𝑥 + 1) = −1  រិនយក 

(ជ្). 1 + log2(𝑥 − 1) = log𝑥−1 4 

 កខខណ្ឌ ៖  𝑥 − 1 > 0 ⟹ 𝑥 > 1 

⟺ 1 + log2(𝑥 − 1) = 2 log𝑥−1 2 

⟺ 1 + log2(𝑥 − 1) =
2

log2(𝑥 − 1)
 

⟹ log2(𝑥 − 1) + log2
2(𝑥 − 1) = 2 

ឬ(log2(𝑥 − 1))2 + log2(𝑥 − 1) − 2 = 0 

តារ ∆= (1)2 − 4(1(−2 ) = 1 + 8 = 9 

     ⟹ √∆= √9 = 3 

ដគបាន log2(𝑥 − 1) =
−1 − 3

2
= −2 រិនយក 

              log2(𝑥 − 1) =
−1 + 3

2
= 1 

ចំដ េះ log2(𝑥 − 1) = 1 ⟹ 𝑥 = 3 

ដូចដនេះ  𝑥 = 3 

 

លហំាតទ់ី១៣៖  ចូរដោេះស្រាយវសិរីការខាងដម្ការ 

(𝑎). 2𝑥+2 > (
1

4
)

1
𝑥

        ;          (𝑏). (1.25)1−𝑥 < (0.64)2(1+√𝑥) 
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ដំណ ោះស្រាយ៖  ដោេះស្រាយវសិរីការខាងដម្ការ 

(𝑎).  2𝑥+2 > (
1

4
)

1
𝑥

 

  ⟺ 2𝑥+2 > 2
−2
𝑥  

 ⟺ 𝑥 + 2 > −
2

𝑥
⟺ 𝑥2 + 2𝑥 > −2  ឬ  𝑥2 + 2𝑥 + 2 > 0 

តារ  ∆= (2)2 − 4(1)(2) = 4 − 8 < 0 

ដូចដនេះ  វសិរីការមានឫស 𝑥 កំណ្ែ់ម្គប់ ℝ 
(𝑏). (1.25)1−𝑥 < (0.64)2(1+√𝑥) 

  ⟺   (
53

102
)

1−𝑥

< (
8

10
)

4(1+√𝑥)

 

 ⟺ (
5

4
)

1−𝑥

< (
4

5
)

4(1+√𝑥)

 

 ⟺ 1 − 𝑥 < −4 − 4√𝑥 

 ⟺ 4√𝑥 − 𝑥 < −5 

⟺ 4𝑥
1
2 − 𝑥 + 5 < 0  ឬ  𝑥 − 4𝑥

1
2 − 5 > 0 

តារ  ∆= (−4)2 − 4(1)(−5) = 16 + 20 = 36 ⟹ √∆= √36 = 6 

ដយើងបាន   √𝑥 =
4 − 6

2
= −1 រិនយក  

                       √𝑥 =
4 + 6

2
=

10

2
= 5 

                   ⟹ 𝑥 = 25 

ដូចដនេះ  𝑥 = 25 
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លហំាតទ់ី១៤៖ ចូរដោេះស្រាយម្បពនធ័សរីការខាងដម្ការ៖ 

(ក).  {
2𝑦−𝑥(𝑥 + 𝑦) = 1
(𝑥 + 𝑦)𝑥−𝑦 = 2

               ;      (ខ).  {

log3 𝑥 + log3 𝑦 = log3 9 + log3 2

log27(𝑥 + 𝑦) =
2

3

  

ដំណ ោះស្រាយ៖  ដោេះស្រាយម្បព័នធសរីការខាងដម្ការ 

(ក). {
2𝑦−𝑥(𝑥 + 𝑦) = 1   (𝑖)

(𝑥 + 𝑦)𝑥−𝑦 = 2    (𝑖𝑖)
 

ចំដ េះ  (𝑖)  ដគមាន  2𝑦−𝑥(𝑥 + 𝑦) = 1 ⟹ 𝑥 + 𝑦 = 2(𝑥−𝑦) 

យក  (𝑖)  ជំ្នួសកនុង  (𝑖𝑖)  ដគបាន  2(𝑥−𝑦)(𝑥−𝑦) = 2 ⟺ 2(𝑥−𝑦)2
= 2 

⟹ (𝑥 − 𝑦)2 = 1 ⟹ 𝑥 − 𝑦 = ±1 

ចំដ េះ  𝑥 − 𝑦 = 1   ដយើងបាន   2−1(𝑥 + 𝑦) = 1 ⟹ 𝑥 + 𝑦 = 2 

⟹ {
𝑥 − 𝑦 = 1
𝑥 + 𝑦 = 2

 ⟹ 2𝑥 = 3 ⟹ 𝑥 =
3

2
⟹ 𝑦 = 2 −

3

2
=

1

2
 

ចំដ េះ  𝑥 − 𝑦 = −1  ដយើងបាន 2(𝑥 + 𝑦) = 1 ⟹ 𝑥 + 𝑦 =
1

2
 

⟹ {

𝑥 − 𝑦 = −1

𝑥 + 𝑦 =
1

2

⟺ {
𝑥 − 𝑦 = −1
2𝑥 + 2𝑦 = 1

⟹ 4𝑥 = −1 ⟹ 𝑥 = −
1

4
⟹ 𝑦 =

3

4
 

ដូចដនេះ   [
𝑥 =

3

2
  និង   𝑦 =

1

2

𝑥 = −
1

4
   និង   𝑦 =

3

4
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ជំពូកទី ៥ 

អនុគមនអ៍ុីពពបលូកិ និងច្រាស 
(Hyperbolic Functions and Inverse Function of Hyperbolic)  

1. អនុគមនអ៍ុីពពបលូកិ  (Hyperbolic Functions)  
1.1. និយមន័យ 
អនុគមន៍អុ៊ីពែបូលិក ជាអនុគមន៍អនុវត្តន៍ែ៊ី  ℝ →  ℝ  ពែលកំណត់្
ដោយ 
𝑓 ∶    ℝ →  ℝ 
           𝑥 ⟼ 𝑦 = 𝑠ℎ𝑥 
ពែល   𝑦 = 𝑠ℎ𝑥 =

𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2
        ( 𝑆𝑖𝑛𝑒𝑠𝑠 ℎ𝑦𝑝𝑒𝑟𝑏𝑜𝑙𝑖𝑐) 

            𝑦 = 𝑐ℎ𝑥 =
𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

2
     (𝑐𝑜𝑠𝑖𝑛𝑒𝑠𝑠 ℎ𝑦𝑝𝑒𝑟𝑏𝑜𝑙𝑖𝑐) 

            𝑦 = 𝑡ℎ𝑥 =
𝑒2𝑥 − 1

𝑒2𝑥 + 1
        (𝑇𝑎𝑛𝑔𝑎𝑛𝑡   ℎ𝑦𝑝𝑒𝑟𝑏𝑜𝑙𝑖𝑐) 

            𝑦 = coth 𝑥 =
𝑒2𝑥 + 1

𝑒2𝑥 − 1
   (𝐶𝑜𝑡𝑎𝑛𝑔𝑎𝑛𝑡  𝐻𝑦𝑝𝑒𝑟𝑏𝑜𝑙𝑖𝑐 ) 

1.2. របូមនត 
(𝑖).  𝑐ℎ2(𝑥) − 𝑠ℎ2(𝑥) = 1 
     ដច្ររោះ  ៖  (𝑒

𝑥 + 𝑒−𝑥

2
)

2

− (
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2
)

2

 
                   = (

𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

2
−

𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2
) (

𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

2
+

𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2
) 

                   = 𝑒−𝑥(𝑒𝑥) = 1   
(𝑖𝑖).

1

𝑐ℎ2(𝑥)
= 1 − 𝑡ℎ2(𝑥) 

       ដច្ររោះ ៖ 1

𝑐ℎ2(𝑥)
=

𝑐ℎ2(𝑥) − 𝑠ℎ2(𝑥)

𝑐ℎ2(𝑥)
= 1 − 𝑡ℎ2𝑥(𝑥) 

      
1

𝑠ℎ2(𝑥)
= coth2(𝑥) − 1 

      ដច្ររោះ 1

𝑠ℎ2(𝑥)
=

𝑐ℎ2(𝑥) − 𝑠ℎ2(𝑥)

𝑠ℎ2(𝑥)
= coth2 𝑥 − 1 

(𝑖𝑖𝑖). (1).  𝑠ℎ(𝑎 + 𝑏) = 𝑠ℎ(𝑎)𝑐ℎ(𝑏) + 𝑠ℎ(𝑏). 𝑐ℎ(𝑎) 
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   (2).  𝑠ℎ(𝑎 − 𝑏) = 𝑠ℎ(𝑎). 𝑐ℎ(𝑏) − 𝑠ℎ(𝑏). 𝑐ℎ(𝑎) 
   (3).  𝑐ℎ(𝑎 + 𝑏) = 𝑐ℎ(𝑎). 𝑐ℎ(𝑏) + 𝑠ℎ(𝑎). 𝑠ℎ(𝑏) 
   (4).  𝑐ℎ(𝑎 − 𝑏) = 𝑐ℎ(𝑎). 𝑐ℎ(𝑏) − 𝑠ℎ(𝑎). 𝑠ℎ(𝑏) 
   (5).  𝑡ℎ(𝑎 + 𝑏) =

𝑡ℎ(𝑎) + 𝑡ℎ(𝑏)

1 + 𝑡ℎ(𝑎). 𝑡ℎ(𝑏)
 

   (6).  𝑡ℎ(𝑎 − 𝑏) =
𝑡ℎ(𝑎) − 𝑡ℎ(𝑏)

1 − 𝑡ℎ(𝑎). 𝑡ℎ(𝑏)
 

   (7). coth(𝑎 + 𝑏) =
1 + coth(𝑎) . coth(𝑏)

coth(𝑎) + coth(𝑏)
 

   (8). coth(𝑎 − 𝑏) =
1 − coth(𝑎) . coth(𝑏)

coth(𝑎) − coth(𝑏)
 

(𝑖𝑣). 𝑠ℎ(2𝑎) = 2𝑠ℎ(𝑎). 𝑐ℎ(𝑎) 
         𝑐ℎ(2𝑎) = 𝑐ℎ2𝑎 + 𝑠ℎ2𝑎 = 2𝑐ℎ2𝑎 − 1 = 1 + 2𝑠ℎ2𝑎 

1.3. របូមនតល៊ីម៊ីត្រាងមិនកំណត់្ ដែរ ៊ីដវ និងអំងដត្ច្រាល 
(𝑎).  របូមនតល៊ីម៊ីត្ 
   (𝑖). lim

𝑥→0

𝑠ℎ(𝑥)

𝑥
= 1     ;      (𝑖𝑖).  lim

𝑥→0

𝑡ℎ(𝑥)

𝑥
= 1 

សច្រាយបញ្ជា ក់៖ 

    (𝑖). lim
𝑥→0

𝑠ℎ(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→0

𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2𝑥
=

1

2
lim
𝑥→0

[
𝑒𝑥 − 1

𝑥
+

𝑒−𝑥 − 1

−𝑥
] = 1 ែិត្ 

    (𝑖𝑖). lim
𝑥→0

𝑡ℎ(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→0

𝑠ℎ(𝑥)

𝑥
(

1

𝑐ℎ(𝑥)
) = 1  ែិត្ 

(𝑏). របូមនតដែរ ៊ីដវ 
     (𝑖).   𝑦 = 𝑠ℎ(𝑥)  ⟹ 𝑦′ = 𝑐ℎ(𝑥)  ;   (𝑖𝑖).  𝑦 = 𝑐ℎ(𝑥)  ⟹ 𝑦′ = 𝑠ℎ(𝑥) 
     (𝑖𝑖𝑖).  𝑦 = 𝑡ℎ(𝑥)  ⟹ 𝑦′ =

1

𝑐ℎ2(𝑥)
= 1 − 𝑡ℎ2(𝑥) 

     (𝑖𝑣). 𝑦 = coth𝑥 ⟹ 𝑦′ = −
1

𝑠ℎ2(𝑥)
= 1 − coth2 𝑥 

សច្រាយបញ្ជា ក់៖ 
     (𝑖).  𝑦 = 𝑠ℎ(𝑥)   ⟹ 𝑦′ = 𝑐ℎ(𝑥) 
             ដយើងមាន   𝑦′ = lim

∆𝑥→0

𝑓(𝑥 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥)

∆𝑥
 

                                        = lim
∆𝑥→0

𝑠ℎ(𝑥 + ∆𝑥) − 𝑠ℎ(𝑥)

∆𝑥
 

                                        = lim
∆𝑥→0

𝑠ℎ(𝑥)𝑐ℎ(∆𝑥) + 𝑠ℎ(∆𝑥)𝑐ℎ(𝑥) − 𝑠ℎ(𝑥)

∆𝑥
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                                = lim
∆𝑥→0

𝑠ℎ(𝑥)(𝑐ℎ(∆𝑥) − 1) + 𝑠ℎ(∆𝑥)𝑐ℎ(𝑥)

∆𝑥
 

                                = lim
∆𝑥→0

[𝑠ℎ(𝑥).
𝑠ℎ2 (

∆𝑥
2 )

∆𝑥
+

𝑠ℎ(∆𝑥)

∆𝑥
 . 𝑐ℎ(𝑥)] = 𝑐ℎ(𝑥) 

(𝑐). របូមនតអំងដត្ច្រាលមិនកំនត់្ 
      (𝑖).  ដោយ  (𝑠ℎ𝑥)′ = 𝑐ℎ𝑥  ⟹ ∫𝑐ℎ(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑠ℎ(𝑥) + 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 
      (𝑖𝑖). ដោយ (𝑐ℎ𝑥)′ = 𝑠ℎ(𝑥) ⟹ ∫𝑠ℎ𝑥𝑑𝑥 = 𝑐ℎ𝑥 + 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 
      (𝑖𝑖𝑖). ដោយ (𝑡ℎ𝑥)′ =

1

𝑐ℎ2𝑥
⇒ ∫

𝑑𝑥

𝑐ℎ2𝑥
= 𝑡ℎ𝑥 + 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 

      (𝑖𝑣). ដោយ (coth 𝑥)′ = −
1

𝑠ℎ2𝑥
 ⇒ ∫

𝑑𝑥

𝑠ℎ2𝑥
= −coth 𝑥 + 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 

      (𝑣).  ដោយ  ∫ 𝑡ℎ(𝑥)𝑑𝑥 = ∫
𝑠ℎ(𝑥)

𝑐ℎ(𝑥)
𝑑𝑥 = ∫

𝑑(𝑐ℎ(𝑥))

𝑐ℎ(𝑥)
= ln|𝑐ℎ𝑥| + 𝑐 

     (𝑣𝑖).∫ coth 𝑥 𝑑𝑥 = ∫
𝑐ℎ(𝑥)

𝑠ℎ(𝑥)
𝑑𝑥 = ∫

𝑑(𝑠ℎ(𝑥))

𝑠ℎ(𝑥)
= ln|𝑠ℎ(𝑥)| + 𝑐  

2. អនុគមនអ៍ុីពពបលូកិច្រាស 
2.1. អនុគមន៍ច្រាសននសុ៊ីនុសអុ៊ីពែបូលិក (Inverse function of siness 

hyperbolic)  
2.1.1. និយមន័យ 
អនុគមន៍ច្រាសនន  𝑦 = 𝑠ℎ(𝑥)  គឺជាអនុគមន៍មួយកំណត់្ដោយ៖ 
𝑓−1   ∶    ℝ →   ℝ 
                 𝑥 ⟼ 𝑦 = 𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(𝑥)   ""Argument siness hyperbolic ""  
ដយើងអចសរដសរ ៖   𝑦 = 𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(𝑥)  ⟹ 𝑥 = 𝑠ℎ(𝑥) ។ 

2.1.2. របូមនត 
𝑦 = 𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(𝑥) = ln (𝑥 + √𝑥2 + 1) 

ស្រាយ៖ 
ដយើងមាន  𝑦 = 𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(𝑥) ⟹ 𝑥 = 𝑠ℎ(𝑦) 

⟺   𝑥 =
𝑒𝑦 − 𝑒−𝑦

2
 ⟺   2𝑥 = 𝑒𝑦 − 𝑒−𝑦   ⟺  𝑒2𝑦 − 2𝑥𝑒𝑦 − 1 = 0 
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⟹ ∆′= (𝑥)2 + 1 > 0  , ∀𝑥 ∈ ℝ 
⟹ 𝑒𝑦 = 𝑥 ± √𝑥2 + 1 = [

𝑥 + √𝑥2 + 1                  

𝑥 − √𝑥2 + 1  មិនយក 

ដយើងយក   𝑒𝑦 = 𝑥 + √𝑥2 + 1 ⟹ 𝑦 = ln (𝑥 + √𝑥2 + 1) 
                                                         ⟺ 𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(𝑥)

= ln (𝑥 + √𝑥2 + 1)  ែិត្ 
2.1.3.   ដែរ ៊ីដវ 

𝑦 = 𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(𝑥)    ⟹ 𝑦′ = 
1

√𝑥2 + 1
 

ស្រាយ៖   
ដយើងមាន  𝑦 = 𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(𝑥)   ⟹ 𝑥 = 𝑠ℎ(𝑦) ⟹ 𝑥′ = 𝑦′𝑐ℎ(𝑦) 
⟹ 𝑦′ =

1

𝑐ℎ(𝑦)
=

1

√1 + 𝑠ℎ2(𝑥)
=

1

√1 + 𝑥2
   ែិត្ 

កំណត់សាា ល៖់ 
(ក). ដែរ ៊ីដវននអនុគមន៍ 𝑦 = 𝑓(𝑥)  កំណត់្ដោយ៖ 

𝑦′ = lim
∆𝑥→0

𝑓(𝑥 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥)

∆𝑥
 

(ខ). ដែរ ៊ីដវននអនុគមន៍ច្រាស  𝑥 = 𝑓−1(𝑥)  កំណត់្ដោយ 
𝑦′ =

1

𝑥′(𝑦)
 

 
ជាទូទៅ៖   

𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑠ℎ(𝑢)       ⟹  𝑦′ =
𝑢′

√1 + 𝑢2
 

2.1.4.  សិកាអនុគមន៍(ពខែដាង) 
ដគមាន  𝑦 = 𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(𝑥) 
ដែរ ៊ីដវ      𝑦′ =

1

√1 + 𝑥2
> 0  , ∀𝑥 ∈ ℝ   

ដគទាញបានអនុគមន៍ដនោះ  ជាអនុគមន៍ដកើន ។ 
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ល៊ីម៊ីត្ចុងពែនកំណត់្  {
lim

𝑥→−∞
𝑦 = lim

𝑥→−∞
𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(𝑥) = −∞

lim
𝑥→+∞

𝑦 = lim
𝑥→+∞

𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(𝑥) = +∞
 

តារាងអដេរភាែ 
𝑥 −∞                                                                + ∞ 
𝑦′ + 
𝑦 +∞ 

 
−∞ 

ពខែដាង ៖ 
ដបើ  𝑥 = 0  ,   𝑦 = ln 1 = 0 
        𝑥 = 1    , 𝑦 = 0.87 
        𝑥 = −1, 𝑦 = −0.87 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.2. អនុគមន៍ច្រាសកូសុ៊ីនុសអុ៊ីពែបូលិក 
2.2.1. និយមន័យ 
ភាែច្រាសននអនុគមន៍  𝑦 = 𝑐ℎ𝑥  គឺ : 
      𝑓−1 ∶   [1 , +∞[ → ℝ+ 
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                                𝑥 ↦ 𝑦 = 𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ𝑥  
                                              ( អគុយម៉ង់កូសុ៊ីនុសអុ៊ីដែបូលិក) 
ដគបាន ៖ 

𝑦 = 𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ𝑥  ⟺ 𝑥 = 𝑐ℎ 
2.2.2. សរដសរជាកដនាមដោារ៊ីត្ 

𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ𝑥 = ln (𝑥 + √𝑥2 − 1) 

សច្រមាយបញ្ជា ក់៖ 
ដយើងមាន    𝑦 = 𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ𝑥 > 0  
                 ⟹ 𝑥 = 𝑐ℎ𝑦 
                        𝑥 =

𝑒𝑦 + 𝑒−𝑦

2
  ⟹ 2𝑥 = 𝑒𝑦 + 𝑒−𝑦 = 𝑒𝑦 +

1

𝑒𝑦
 

⟺  𝑒2𝑦 − 2𝑥𝑒𝑦 + 1 = 0 
⟹ ∆′= (−𝑥)2 − 1 ≥ 0  , ∀𝑥 ∈ 𝔻 
ដបើ  ∆′> 0   ⟹ 𝑒𝑦 = 𝑥 ± √𝑥2 − 1 = [

𝑥 + √𝑥2 − 1                

𝑥 − √𝑥2 − 1 មិនយក 

ដបើ  ∆′= 0  ⟹ 𝑒𝑦 = 𝑥 ⟹ 𝑦 = ln 𝑥 ។ 
2.2.3.  ដែរ ៊ីដវ 
ដយើងមាន  𝑦 = 𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ𝑥 = ln(𝑥 + √𝑥2 − 1) 
ដែរ ៊ីដវ :  

𝑦′ =
𝑑(ln(𝑥 + √𝑥2 − 1))

𝑑𝑥
 

      =

1 +
2𝑥

2√𝑥2 − 1

𝑥 + √𝑥2 − 1
=

√𝑥2 − 1 + 𝑥

√𝑥2 − 1(𝑥 + √𝑥2 − 1)
 

      =
1

√𝑥2 − 1
 

ដគបាន ៖ 
𝑦′ =

1

√𝑥2 − 1
 

ជាទូដៅ៖ 
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(𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ(𝑢))
′
=

𝑢′

√𝑢2 − 1
 

2.2.4. សិកាអនុគមន៍(ពខែដាង) 
 
ដយើងមាន  𝑦 = 𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ(𝑥)  , 𝑥 ∈ [1 ,+∞) 
ដែរ ៊ីដវ :  𝑦′ = (𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ(𝑥))

′ 
         ⟹ 𝑦′ =

1

√𝑥2 − 1
> 0  , 𝑥 > 1 

   ដគទាញបាន អនុគមន៍ដនោះ   ជាអនុគមន៍ដកើន ។ 
ល៊ីម៊ីត្ចុងពែន : 
 
   lim

𝑥→+∞
𝑦 = lim

𝑥→+∞
ln (𝑥 + √𝑥2 − 1) = +∞ 

 
តារាងអដេរភាែ 
 

𝑥 1                                                                          + ∞ 
𝑦′ + 
𝑦 +∞ 

0 
ពខែដាង៖ 
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2.2.5.  
 

 
 

 

2.3. អនុគមន៍ច្រាសត្ង់សង់អុ៊ីពែបូលិក 
2.3.1. និយមន័យ 

                𝑥 = 𝑡ℎ(𝑦)  ជាអនុគមន៍ជាប់  និងមូ៉ណូតូ្នដកើន  
𝑦 ∈ (−∞,+∞) កំណត់្ដោយ ៖ 

𝑥 = 𝑡ℎ𝑦
−∞ < 𝑦 < +∞

| ⟺ |
𝑦 = 𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ(𝑥)

−1 < 𝑥 < 1
 

2.3.2. សរដសរជាដោារ៊ីត្ដនពែ 
ដោយ  𝑦 = 𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ(𝑥)   ⟹ 𝑥 = 𝑡ℎ(𝑦) =

𝑒2𝑦 − 1

𝑒2𝑦 + 1
 

⟺ 𝑥𝑒2𝑦 + 𝑥 = 𝑒2𝑦 − 1 
⟺ 𝑒2𝑦(1 − 𝑥) = 1 + 𝑥 
⟹ 𝑒2𝑦 =

1 + 𝑥

1 − 𝑥
 

⟹ 2𝑦 = ln (
1 + 𝑥

1 − 𝑥
)  ⟹ 𝑦 =

1

2
ln (

1 + 𝑥

1 − 𝑥
) , −1 < 𝑥 < 1 
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ដគបាន  𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ(𝑥) =
1

2
ln(

1 + 𝑥

1 − 𝑥
)   ។ 

2.3.3. ដែរ ៊ីដវ 
ដយើងមាន  𝑦 = 𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ(𝑥) =

1

2
ln(

1 + 𝑥

1 − 𝑥
) 

ដែរ ៊ីដវ ៖      𝑦′ =
1

2

[
 
 
 
 (

1 + 𝑥
1 − 𝑥

)
′

1 + 𝑥
1 − 𝑥 ]

 
 
 
 

 

                      =
1

2
[

(1 − 𝑥) + 1 + 𝑥
(1 − 𝑥)2

1 + 𝑥
1 − 𝑥

] 

                      =
1

2
[

2
(1 − 𝑥)2

1 + 𝑥
1 − 𝑥

] =
1

2
[

2

(1 − 𝑥)(1 + 𝑥)
] 

                      =
1

1 − 𝑥2
 

ដគបាន   𝑦′ =
1

1 − 𝑥2
  ។ 

ជាទូទៅ៖ 

(𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ(𝑢))
′
=

𝑢′

1 − 𝑢2
 

2.3.4. សិកាអនុគមន៍(ពខែដាង) 
ដយើងមាន  𝑦 = 𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ(𝑥) 
ពែនកំណត់្ ៖ 𝔻 = (−1,1) 
ដែរ ៊ីដវ ៖   𝑦′ =

1

1 − 𝑥2
> 0 , 𝑥 ∈ 𝔻  ⟹ 𝑦 ជាអនុគមន៍ដកើន 

ល៊ីម៊ីត្ ៖ lim
𝑥→±1

𝑦 = {
−∞ ,𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑥 → −1
+∞  ,𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑥 → +1

 
តារាងអដេរភាែ 
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𝑥 -1                                                        +1 
𝑦′ + 
𝑦 +∞ 

−∞ 
ពខែដាង៖ 
ចំដរោះ  𝑥 = 0  , 𝑦 = 0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.4. អនុគមន៍ច្រាសកូត្ង់សង់អុ៊ីពែបូលិក 
2.4.1. និយមន័យ 

     𝑥 = coth 𝑥  ជាអនុគមន៍ជាប់ដ ើយ ចុោះច្រគប់  𝑦 ∈ ℝ∗  នំឲ្យ
មានអនុគមន៍ច្រាសតាងដោយ  𝑎𝑟𝑔𝑐𝑜𝑡ℎ(𝑥)  (អគុយម៉ង់កូត្ង់
សង់អុ៊ីពែបូលិក)  ពែលកំណត់្ដោយ៖ 

𝑥 = coth 𝑥
𝑦 ∈ ℝ∗ | ⟺ |

𝑦 = 𝑎𝑟𝑔𝑐𝑜𝑡ℎ(𝑥)           
|𝑥| > 1

 

 

𝑦 = 𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ(𝑥) 
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2.4.2. សរដសរជាដោារ៊ីត្ដនពែ 
ដោយ   𝑎𝑟𝑔𝑐𝑜𝑡ℎ(𝑥)   ⟹   𝑥 = coth𝑥 =

𝑒2𝑦 + 1

𝑒2𝑦 − 1
 

       ⟺ 𝑥𝑒2𝑦 − 𝑥 = 𝑒2𝑦 + 1 
       ⟺ 𝑒2𝑦(1 − 𝑥) = −𝑥 − 1 
       ⟹ 𝑒2𝑦 =

𝑥 + 1

𝑥 − 1
 

       ⟹ 𝑦 =
1

2
ln (

𝑥 + 1

𝑥 − 1
)  , |𝑥| > 1 

𝑎𝑟𝑔𝑐𝑜𝑡ℎ(𝑥) =
1

2
ln (

𝑥 + 1

𝑥 − 1
) 

2.4.3. ដែរ ៊ីដវ 
ដយើងមាន  𝑦 = 𝑎𝑟𝑔𝑐𝑜𝑡ℎ(𝑥) =

1

2
ln(

𝑥 + 1

𝑥 − 1
) 

ដែរ ៊ីដវ ៖      𝑦′ =
1

2

[
 
 
 
 (

𝑥 + 1
𝑥 − 1

)
′

(
𝑥 + 1
𝑥 − 1

)
]
 
 
 
 

 

                      =
1

2
[−

2(𝑥 − 1)

(𝑥 − 1)2(𝑥 + 1)
] = −

1

𝑥2 − 1
 

ដគបាន៖ 
𝑦′ = −

1

𝑥2 − 1
 

ជាទូដៅ៖ 
[𝑎𝑟𝑔𝑐𝑜𝑡ℎ(𝑢)]′ = −

𝑢′

𝑢2 − 1
 

ពែនកំណត់្នន 𝑦 = 𝑎𝑟𝑔𝑐𝑜𝑡ℎ(𝑥) ∶ 𝐷𝑓 = ℝ − {−1,1} 
ដោយ  𝑦′ = −

1

𝑥2−1
< 0  , |𝑥| > 1 

ដបើ   𝑥 ∈ (−1 , 1) , 𝑦′ = −
1

𝑥2 − 1
> 0 

ដនោះ  អនុគមន៍ដនោះជាអនុគមន៍ចុោះ ។ 
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ល៊ីម៊ីត្៖ 
lim

𝑥→±∞

1

2
ln (

𝑥 + 1

𝑥 − 1
) = 0  ;  

lim
𝑥→±1

1

2
ln (

𝑥 + 1

𝑥 − 1
) = {

+∞ , 𝑖𝑓 𝑥 → +1
−∞ , 𝑖𝑓 𝑥 → −1

 
តារាងអដេរភាែ 

𝑥 -∞               -1                   1             +∞ 
𝑦′ − + − 

 
𝑦 

0 
 

−∞ 

+∞ 
 
−∞ 

+∞ 
 

0 
ពខែដាង៖ 
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2.5. របូមនតល៊ីម៊ីត្រាងមិនកំណត់្ និងរបូមនតអំងដត្ច្រាលមិនកំនត់្ 
(ក).  របូមនតលមីតីរាងមិនកណំត ់

         (𝑎) .  lim
𝑥→0

𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(𝑥)

𝑥
= 1 

                ទច្ររោះ ៖  តាង  𝑦 = 𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(𝑥)  ⟹ 𝑥 = 𝑠ℎ(𝑦) 
                                  ដែល  𝑥 → 0  ដនោះ  𝑦 → 0 
                                  ដយើងបាន lim

𝑥→0

𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(𝑥)

𝑥
= lim

𝑦→0

𝑦

𝑠ℎ(𝑦)
= 1 

       (𝑏).  lim
𝑥→0

𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ(𝑥)

𝑥
= 1 

              ទច្ររោះ៖ 

                 lim
𝑥→0

𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→0

1
2

ln (
1 + 𝑥
1 − 𝑥

)

𝑥
 

                                            =
1

2
lim
𝑥→0

[
ln(1 + 𝑥)

𝑥
−

ln(1 − 𝑥)

𝑥
] = 1 

(ខ). របូមនតអងំទតច្រាល 

      +ដោយ  (𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ𝑥)′ = [ln (𝑥 + √𝑥2 + 1)]
′
=

1

√𝑥2 + 1
 

          ⟹ ∫
𝑑𝑥

√𝑥2 + 1
= 𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ𝑥 + 𝑐 = ln (𝑥 + √𝑥2 + 1) + 𝑐 

         ែូចគ្នា ដនោះពែរ ៖ ∫ 𝑑𝑥

√𝑥2 + 𝑎2
= 𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ (

𝑥

𝑎
) + 𝑐 

                                                            = ln (𝑥 + √𝑥2 + 𝑎2) + 𝑐 
   +ដោយ   (𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ𝑥)′ = [ln (𝑥 + √𝑥2 − 1)] =

1

√𝑥2 − 1
 

        ⟹ ∫
𝑑𝑥

√𝑥2 − 1
= 𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ𝑥 + 𝑐 = ln (𝑥 + √𝑥2 − 1) + 𝑐 

        ែូចគ្នា ដនោះពែរ ៖ ∫ 𝑑𝑥

√𝑥2 − 𝑎2
= 𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ (

𝑥

𝑎
) + 𝑐 

                                                           = ln (𝑥 + √𝑥2 − 𝑎2) + 𝑐 
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លហំាត់ និងដំណ ោះស្រាយ 
****** 

លហំាតទ់ី០១៖ 

 គណ្នាផ បូក : 

     𝑆𝑛 = 𝐶ℎ𝑥 + 𝐶ℎ2𝑥 +⋯+ 𝐶ℎ𝑛𝑥  និង  𝑇𝑛 = 𝑆ℎ𝑥 + 𝑆ℎ2𝑥 +⋯+ 𝑆ℎ𝑛𝑥 
ដំណ ោះស្រាយ៖  គណ្នាផ បូក  𝑆𝑛 + 𝑇𝑛 

ដយើងមាន  𝑆𝑛 = 𝐶ℎ𝑥 + 𝐶ℎ2𝑥 + ⋯+ 𝐶ℎ𝑛𝑥 

                     𝑇𝑛 = 𝑆ℎ𝑥 + 𝑆ℎ2𝑥 +⋯+ 𝑆ℎ𝑛𝑥 

យក  𝑆𝑛 + 𝑇𝑛 = 𝐶ℎ𝑥 + 𝑆ℎ𝑥 + 𝐶ℎ2𝑥 + 𝑆ℎ2𝑥 +⋯+ 𝐶ℎ𝑛𝑥 + 𝑆ℎ𝑥 

ដោយ  𝐶ℎ𝑥 = 𝑒
𝑥 + 𝑒−𝑥

2
  និង  𝑆ℎ𝑥 = 𝑒

𝑥 − 𝑒−𝑥

2
 

ដយើងបាន   

𝑆𝑛 + 𝑇𝑛 =
𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥 + 𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥 + 𝑒2𝑥 + 𝑒−2𝑥 + 𝑒2𝑥 − 𝑒−2𝑥 +⋯+ 𝑒𝑛𝑥 + 𝑒𝑛𝑥 + 𝑒𝑛𝑥 − 𝑒−𝑛𝑥

2
 

             =
2𝑒𝑥 + 2𝑒2𝑥 +⋯+ 2𝑒𝑛𝑥

2
 

             = 𝑒𝑥 + 𝑒2𝑥 +⋯+ 𝑒𝑛𝑥 

             =
𝑒𝑥(𝑒𝑥𝑛 − 1)

𝑒𝑥 − 1
 

ដូច្ដនេះ   𝑆𝑛 + 𝑇𝑛 =
𝑒𝑥(𝑒𝑛𝑥 − 1)

𝑒𝑥 − 1
 

 

លហំាតទ់ី០២៖  

បង្ហា ញថា៖  

(ក). 2𝐴𝑟𝑔𝑠ℎ𝑥 = 𝐴𝑟𝑔𝑠ℎ2𝑥√𝑥2 + 1 

(ខ). 𝐴𝑟𝑔𝑐ℎ𝑥 = 𝐴𝑟𝑔𝑠ℎ𝑥√𝑥2 + 1 
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ដំណ ោះស្រាយ៖ បង្ហា ញថា 

(ក). 2𝐴𝑟𝑔𝑠ℎ𝑥 = 𝐴𝑟𝑔𝑠ℎ2𝑥√𝑥2 + 1 

         តាង  𝐴 = 𝐴𝑟𝑔𝑠ℎ𝑥 ⟹   𝑥 = 𝑆ℎ𝐴 

         តាមរបូមនត 𝑆ℎ2𝑥 = 2𝑆ℎ𝑥𝐶ℎ𝑥  

         ដយើងបាន  𝑆ℎ2𝐴 = 2𝑆ℎ𝐴𝐶ℎ𝐴  ;  𝑆ℎ𝐴 = 𝑥 , 𝐶ℎ𝐴 = √1 + 𝑆ℎ2𝐴 

                                          = 2𝑥√1 + 𝑥2 

                         ⟹ 2𝐴 = 𝐴𝑟𝑔𝑠ℎ2𝑥√𝑥2 + 1 ពិត 

ដូច្ដនេះ  2𝐴𝑟𝑔𝑠ℎ𝑥 = 𝐴𝑟𝑔𝑠ℎ2𝑥√𝑥2 + 1 

(ខ).  𝐴𝑟𝑔𝑐ℎ𝑥 = 𝐴𝑟𝑔𝑠ℎ√𝑥2 + 1 

       តាង  𝐴 = 𝐴𝑟𝑔𝑐ℎ𝑥 ⟹ 𝑥 = 𝐶ℎ𝐴   

       តាមរបូមនត  𝐶ℎ2𝑥 − 𝑆ℎ2𝑥 = 1 ⟹ 𝑆ℎ2𝑥 = 1 + 𝐶ℎ2𝑥 

       ដយើងបាន  𝑆ℎ2𝐴 =  1 + 𝐶ℎ2𝐴 ⟹ 𝑆ℎ𝐴 = √1 + 𝐶ℎ2𝐴 ; 𝐶ℎ𝐴 = 𝑥 

                     ⟹ 𝑆ℎ𝐴 = √1 + 𝑥2  ⟹ 𝐴 = 𝐴𝑟𝑔𝑠ℎ√𝑥2 + 1 ពិត 

ដូច្ដនេះ  𝐴𝑟𝑔𝑐ℎ𝑥 = 𝐴𝑟𝑔𝑠ℎ√𝑥2 + 1 

 

លហំាតទ់ី០៣៖ 

 រក 𝐶ℎ3𝑎  និង  𝑆ℎ3𝑎 ដច្ញពី (𝐶ℎ𝑎 + 𝑆ℎ𝑎)3 ។ 

ដំណ ោះស្រាយ៖ រក 𝐶ℎ 3𝑎  និង  𝑆ℎ3𝑎 

ដយើងមាន  (𝐶ℎ𝑎 + 𝑆ℎ𝑎)3 = 𝐶ℎ3𝑎 + 3𝐶ℎ2𝑎𝑆ℎ𝑎 + 3𝐶ℎ𝑎𝑆ℎ2𝑎 + 𝑆ℎ3𝑎 

តាមផ្ផែកគូ  និងផ្ផែកដសស ដយើងបាន៖ 

𝐶ℎ3𝑎 = 𝐶ℎ3𝑎 + 3𝐶ℎ𝑎𝑆ℎ2𝑎 

            = 𝐶ℎ3𝑎 + 3𝐶ℎ𝑎(𝐶ℎ2𝑎 − 1) 
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            = 4𝐶ℎ3𝑎 + 3𝐶ℎ𝑎 

𝑆ℎ3𝑎 = 𝑆ℎ3𝑎 + 3𝐶ℎ2𝑎𝑆ℎ𝑎 

           = 𝑆ℎ3𝑎 + 3(1 + 𝑆ℎ2𝑎)𝑆ℎ𝑎 

           = 4𝑆ℎ3𝑎 + 3𝑆ℎ𝑎 

ដូច្ដនេះ   {𝐶ℎ3𝑎 = 4𝐶ℎ
3𝑎 + 3𝐶ℎ𝑎

𝑆ℎ3𝑎 = 4𝑆ℎ3𝑎 + 3𝑆ℎ𝑎
 

 

លហំាតទ់ី០៤៖  

ដគមាន 𝐶ℎ𝑥 = 5
4
  ។ចូ្រគណ្នា 𝑠ℎ𝑥 ; 𝑡ℎ𝑥  ;   𝑐𝑜𝑡ℎ𝑥 ។ 

ដំណ ោះស្រាយ៖ 

 គណ្នា 𝑠ℎ𝑥 

តាមរបូមនត ៖ 𝐶ℎ2𝑥 − 𝑆ℎ2𝑥 = 1 

                  ⟹ 𝑆ℎ𝑥 = √1 + 𝐶ℎ2𝑥 = √1 +
25

16
= √

41

16
=
√41

4
 

 គណ្នា 𝑡ℎ𝑥 

តាមរបូមនត ៖ 1

𝐶ℎ2𝑥
= 1 − 𝑡ℎ2𝑥 ⟹ 𝑡ℎ2𝑥 = 1 −

1

𝑐ℎ2𝑥
 

ដយើងបាន ៖ thx = √1 −
1

25
16

= √1 −
16

25
= √

9

25
=
3

5
 

 គណ្នា  𝑐𝑜𝑡ℎ𝑥 

តាមរបូមនត 1
𝑠ℎ2𝑥

= coth2 𝑥 − 1 

           ⟹ coth 𝑥 = √1 −
1

𝑠ℎ2𝑥
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លហំាតទ់ី០៥៖  

គណ្នាដដរដីវនននអនុគមន៍ 

(𝑎).  𝑓(𝑥) = 𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ(sin 𝑥)               ;               (b).  f(x) = argcoth3 (
1

𝑎𝑟𝑐𝑠ℎ√ln 𝑥
) 

 

ដំណ ោះស្រាយ៖  

(a).  𝑓(𝑥) = 𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ(sin 𝑥) 

          𝑓′(𝑥) =
𝑑(𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ(sin 𝑥))

𝑥
 

                      =
1

1 − sin2 𝑥

𝑑(sin 𝑥)

𝑥
 

                      =
cos 𝑥

1 − sin2 𝑥
=
cos𝑥

cos2 𝑥
= sec 𝑥 

ដូដច្ែេះ  𝑓′(𝑥) = sec 𝑥 

(𝑏). 𝑓(𝑥) = argcoth3 (
1

𝑎𝑟𝑐𝑠ℎ√ln𝑥
) 

       ដយើងមាន  𝑓(𝑥) = 𝑢3 

       ផ្ដ    𝑢 = 𝑎𝑟𝑔𝑐𝑜𝑡ℎ𝑥 ( 1

𝑎𝑟𝑐𝑠ℎ(√ln𝑥)
) = 𝑎𝑟𝑔𝑐𝑜𝑡ℎ𝑣 

                    𝑣 =
1

𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(√ln𝑥)
=
1

𝑤
 

                    𝑤 = 𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(√ln𝑥) = 𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ𝑡   , 𝑡 = √ln 𝑥 = √𝑠 

                    𝑠 = ln 𝑥    ⟹ 𝑠′ =
1

𝑥
⟹ 𝑡′ =

𝑠′

2√𝑠
=

1
𝑥

2√ln 𝑥
=

1

2𝑥√ln𝑥
 

      ⟹ 𝑤′ =
𝑡′

√1 + 𝑡2
=

1

2𝑥√ln 𝑥 √1 + ln 𝑥
=

1

2𝑥√ln 𝑥 + ln2 𝑥
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      ⟹ 𝑣′ = −
𝑤′

𝑤2
= −

1

2𝑥√ln 𝑥 + ln2 𝑥 (𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ2(√ln 𝑥))
 

                  = −
1

2𝑥𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ2(√ln𝑥)√ln𝑥 + ln2 𝑥
 

     ⟹ 𝑢′ = (𝑎𝑟𝑔𝑐𝑜𝑡ℎ𝑣)′ =
𝑣′

𝑣2 − 1
 

                 = (−
1

2𝑥𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ2(√ln 𝑥)√ln 𝑥 + ln2 𝑥
)

(

  
 1

(
1

𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(√ln 𝑥)
)

2

− 1
)

  
 

 

                = −
1

2𝑥𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ2(√ln𝑥)√ln 𝑥 + ln2 𝑥 (
1 − 𝑎𝑟𝑐𝑠ℎ2(√ln 𝑥)

𝑎𝑟𝑐𝑠ℎ2(√ln 𝑥)
)

 

               = −
1

2𝑥√ln 𝑥 + ln2 𝑥 (1 − 𝑎𝑟𝑐𝑠ℎ2(√ln 𝑥))
 

      ⟹ 𝑓′(𝑥) = (𝑢3)′ = 3𝑢′𝑢2 

                        

= 3(−
1

2𝑥√ln 𝑥 + ln2 𝑥 (1 − 𝑎𝑟𝑐𝑠ℎ2(√ln𝑥))
 𝑎𝑟𝑔𝑐𝑜𝑡ℎ2 (

1

𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(√ln 𝑥)
)) 

=
3

2𝑥

(

 
 

𝑎𝑟𝑔𝑐𝑜𝑡ℎ2 (
1

𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(√ln𝑥)
)

√ln 𝑥 + ln2 𝑥 (1 − 𝑎𝑟𝑐𝑠ℎ2(√ln 𝑥))

)

 
 

 

ដូច្ដនេះ        𝑓′(𝑥) = 3

2𝑥

(

 
 

𝑎𝑟𝑔𝑐𝑜𝑡ℎ2 (
1

𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(√ln𝑥)
)

√ln 𝑥 + ln2 𝑥 (1 − 𝑎𝑟𝑐𝑠ℎ2(√ln 𝑥))

)

 
  

 



អនុគមន៍អុ៊ីពែបូលិកផ្ទា ល់  និងច្រាស 

143 

ដោយ ៖ ដ ឿ សុវណ្ណរ៉ា                                                     កិច្ចការស្រាវជ្រាវ 

(𝑐). ដយើងមាន  𝑓(𝑥) = 𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ(√ ln 𝑥

𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ√𝑥
) = 𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ(𝑢) 

       ផ្ដ   𝑢 = √ ln 𝑥

𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ√𝑥
= √𝑣 

                   𝑣 =
ln 𝑥

𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ√𝑥
=
𝑡

𝑤
 

                   𝑡 = ln 𝑥   ⟹ 𝑡′ =
1

𝑥
   , 𝑤 = 𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ√𝑥 = 𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ(𝑧) 

       ⟹ 𝑧′ = (√𝑥)
′
= −

1

2√𝑥
  ⟹ 𝑤′ =

𝑧′

1 − 𝑧2
=

𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ (−
1

2√𝑥
)

1 − 𝑥
 

       ⟹ 𝑣′ = (
𝑡

𝑤
)
′

=
𝑡′𝑤 −𝑤′𝑡

𝑤2
 

                   =

(
1
𝑥)
𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ√𝑥 − ln 𝑥 (𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ (

−1

2√𝑥
))

𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ2√𝑥
 

                   =

𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ√𝑥 − ln 𝑥 (𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ (
−1

2√𝑥
))

𝑥 𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ2√𝑥
 

      ⟹ 𝑢′ = −
𝑣′

2√𝑣
= −

𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ√𝑥 − ln 𝑥 (𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ (
−1

2√𝑥
))

2𝑥 𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ2√𝑥√
ln 𝑥

𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ√𝑥

 

       ⟹ 𝑓′(𝑥) = 𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ(𝑢) =
𝑢′

√𝑢2 − 1
 

                         = −

𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ√𝑥 − ln 𝑥 (𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ (
−1

2√𝑥
))

2𝑥 𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ2√𝑥√
ln 𝑥

𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ√𝑥
√(

ln 𝑥

𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ√𝑥
)

2

− 1
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លហំាតទ់ី០៦. ចូ្រសជ្រម ួកដនោមខាងដជ្រកាម៖ 

(𝑎).  𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(4𝑥3 + 3𝑥)            និង         (𝑏).  𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ(4𝑥3 − 3𝑥) 
ដំណ ោះស្រាយ. សជ្រមួ កដនោម 

(𝑎). 𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(4𝑥3 + 3𝑥) 

      តាង  𝑥 = 𝑠ℎ𝑦 

      ដគបាន  4𝑥3 + 3𝑥 = 4𝑠ℎ3𝑦 + 3𝑠ℎ𝑦 = 𝑠ℎ3𝑦 

      ដនាេះនាាំឲ្យ  𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(4𝑥3 + 3𝑥) = 𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(𝑠ℎ3𝑦) = 3𝑦 

      ផ្ត 𝑥 = 𝑠ℎ𝑦  ⟺ 𝑦 = 𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ𝑥 

      ដយើងបាន  𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(4𝑥3 + 3𝑥) = 3𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ𝑥 

ដូដច្ែេះ   𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(4𝑥3 + 3𝑥) = 3𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ𝑥 

(𝑏).  𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ(4𝑥3 + 3𝑥) 

       តាង  𝑥 = 𝑐ℎ𝑦 

      ដគបាន  4𝑥3 + 3𝑥 = 4𝑐ℎ3𝑦 + 3𝑐ℎ𝑦 = 𝑐ℎ3𝑦 

      ដនាេះនាាំឲ្យ  𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ(4𝑥3 + 3𝑥) = 𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ(𝑐ℎ3𝑦) = 3𝑦 

      ផ្ត 𝑥 = 𝑐ℎ𝑦  ⟺ 𝑦 = 𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ𝑥 

      ដយើងបាន  𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ(4𝑥3 + 3𝑥) = 3𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ𝑥 

ដូដច្ែេះ  𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ(4𝑥3 + 3𝑥) = 3𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ𝑥  
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ជំពូក ៧ 
អងំតេក្រាល 

1. អងំតេក្រាល(ចំតនេះដឹងមូលដ្ឋា ន) 
1.1. និយមន័យក្ររីមីទីវ 
តេថា 𝐹(𝑥)  ជាក្ររីមីទីវមួយនន  𝑓(𝑥) , ចាំត ោះក្រេប់ 𝑥 ∈ 𝐼 ⊂ ℝ  ដែលបញ្ជា ក់
បានថា  ៖   𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) ។ 

 តេតាងអាំងតេក្រាល 

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝐶 , 𝐶 មានេនមៃតេរ 

ឧទាហរណ៍្៖  𝐹(𝑥) = 𝑥3  ជាក្ររីមីទីវមួយនន  𝑓(𝑥) = 3𝑥2 ។ 

តក្រ ោះ ៖  𝐹′(𝑥) = (𝑥3)′ = 3𝑥2 = 𝑓(𝑥)  ( រិេ ) 

1.2. របូមនតអាំងតេក្រាលងាយ 

(1).  ∫ 𝑥𝑎𝑑𝑥 =
𝑥𝑎+1

𝑎 + 1
+ 𝐶 ; 𝑎 ≠ −1 𝑎𝑛𝑑  𝑎 ∈ ℝ 

(2).  ∫
𝑑𝑥

𝑥
= ln|𝑥| + 𝐶  

(3).  ∫ 𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝐶  

(4).  ∫ 𝑎𝑥𝑑𝑥 =
𝑎𝑥

ln 𝑎
+ 𝐶  

(5).  ∫ sin 𝑥 𝑑𝑥 = −cos 𝑥 + 𝐶  

(6).  ∫ cos 𝑥 𝑑𝑥 = sin 𝑥 + 𝐶 

(7).  ∫
𝑑𝑥

cos2 𝑥
= ∫(1 + tan2 𝑥)𝑑𝑥 = tan 𝑥 + 𝐶  

(8).  ∫
𝑑𝑥

sin2 𝑥
= ∫(1 + cot2 𝑥)𝑑𝑥 = −cot 𝑥 + 𝐶  

(9).  ∫ tan 𝑥 𝑑𝑥 = − ln|cos 𝑥| + 𝐶  

(10).∫ cot 𝑥 𝑑𝑥 = ln|sin 𝑥| + 𝐶  



អាំងតេក្រាល 

146 

តោយ ៖ តលឿ សុវណ្ណរ៉ា  

(11).∫
𝑑𝑥

√1 − 𝑥2
= arcsin 𝑥 + 𝐶  

(12).∫
𝑑𝑥

√𝑎2 − 𝑥2
= arcsin

𝑥

𝑎
+ 𝐶 

(13).∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2
= arctan 𝑥 + 𝐶  

(14).∫
𝑑𝑥

𝑎2 + 𝑥2
=
1

𝑎
arctan

𝑥

𝑎
+ 𝐶  

(15).∫
𝑑𝑥

√𝑥2 + 1
= ln |𝑥 + √𝑥2 + 1| + 𝐶 = 𝑎𝑟𝑐𝑠ℎ𝑥 + 𝐶  

(16).∫
𝑑𝑥

√𝑥2 − 1
= ln |𝑥 + √𝑥2 − 1| + 𝐶 = 𝑎𝑟𝑐𝑐ℎ𝑥 + 𝐶  

(17).∫
𝑑𝑥

√𝑥2 ± 𝑎2
= ln |𝑥 + √𝑥2 ± 𝑎2| + 𝐶  

(18).∫
𝑑𝑥

𝑥2 − 1
=
1

2
ln |
𝑥 − 1

𝑥 + 1
| + 𝐶 = 𝑎𝑟𝑐𝑡ℎ𝑥 + 𝐶  

(19).∫
𝑑𝑥

𝑥2 − 𝑎2
=
1

2𝑎
ln |
𝑥 − 𝑎

𝑥 + 𝑎
| + 𝐶  

(20).∫ 𝑐ℎ𝑥𝑑𝑥 = 𝑠ℎ𝑥 + 𝐶  

(21).∫ 𝑠ℎ𝑥 𝑑𝑥 = 𝑐ℎ𝑥 + 𝐶  

(22).∫
𝑑𝑥

𝑐ℎ2𝑥
= ∫(1 − 𝑡ℎ2𝑥)𝑑𝑥 = 𝑡ℎ𝑥 + 𝐶  

(23).∫
𝑑𝑥

𝑠ℎ2𝑥
= ∫(coth2 𝑥 − 1)𝑑𝑥 = −coth 𝑥 + 𝐶 

(24).∫ 𝑡ℎ𝑥 𝑑𝑥 = ln|𝑐ℎ𝑥| + 𝐶  

(25).∫ coth 𝑥 𝑑𝑥 = ln|𝑠ℎ𝑥| + 𝐶 

ដែល  𝐶 ∈ ℝ ។ 

ឧទាហរណ៍្៖ ចូរេណ្នាអាំងតេក្រាលខាងតក្រាម៖ 

(1).∫(4𝑥 + 3)2017𝑑𝑥 

    តាង  𝑇 = 4𝑥 + 3  តនាោះ  𝑑𝑇 = 4𝑑𝑥 ⟹ 𝑑𝑥 =
𝑑𝑇

4
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    តយើងបាន ∫(4𝑥 + 3)2017𝑑𝑥 = 1
4
∫𝑇2017𝑑𝑇 =

1

4
(
T2018

2018
) + 𝐶  

                    =
1

4
(
(4x + 3)2018

2018
) + C  

(2).∫
𝑥

√3 − 𝑥2
𝑑𝑥 = −

1

2
∫
𝑑(3 − 𝑥2)

√3 − 𝑥2
= −

1

2
(2√3 − 𝑥2) + 𝐶 

     = −√3 − 𝑥2 + 𝐶 , 𝐶 មានេនមៃតេរ 
(3).∫ tan4 𝑥 𝑑𝑥 = ∫[(1 + tan2 𝑥) tan2 𝑥 − tan2 𝑥]𝑑𝑥 

                               = ∫(1 + tan2 𝑥) tan2 𝑥 𝑑𝑥 − ∫(tan2 𝑥 + 1 − 1)𝑑𝑥 

                               = ∫ tan2 𝑥 𝑑(tan𝑥) − ∫(tan2 𝑥 + 1)𝑑𝑥 + ∫𝑑𝑥 

                               =
tan3 𝑥

3
− ∫𝑑(tan 𝑥) + 𝑥 + 𝐶 

                               =
1

3
tan3 𝑥 − tan 𝑥 + 𝑥 + 𝐶 , 𝐶 ជាេនមៃតេរ ។ 

(4).∫
𝑑𝑥

√3 − 2𝑥2
   របូមនត  ∫ 𝑑𝑥

√𝑎2 − 𝑥2
= arcsin

𝑥

𝑎
+ 𝐶  

  =  
1

√2
∫

𝑑𝑥

√3
2
− 𝑥2

=
1

√2
arcsin

𝑥

√3
2

+ 𝐶  

  =
1

√2
arcsin√

2

3
𝑥 + 𝐶  , 𝐶 មានេនមៃតេរ។ 

(5).  ∫
𝑑𝑥

3𝑥 + 2
 

     =
1

2
∫

2𝑑𝑥

3𝑥 + 2
=
1

2
∫
3𝑥 + 2 − 3𝑥

3𝑥 + 2
𝑑𝑥 

     =
1

2
∫(1 −

3𝑥

3𝑥 + 2
)𝑑𝑥 

     =
1

2
∫𝑑𝑥 −

1

2 ln 3
∫
𝑑(3𝑥 + 2)

3𝑥 + 2
  , របូមនត (𝑎𝑥)′ = 𝑎𝑥 ln 𝑎 

     =
1

2
𝑥 −

1

2 ln 3
ln|3𝑥 + 2| + 𝐶 ,មានេនមៃតេរ ។ 

(6).  ∫ sin2(2 − 3𝑥) 𝑑𝑥 
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តក្របើរបូមនត ៖ sin2 𝑥 = 1 − cos 2𝑥
2

 

⟹∫sin2(2 − 3𝑥)𝑑𝑥 = ∫
1 − cos(4 − 6𝑥)

2
𝑑𝑥 

                                           =
1

2
∫𝑑𝑥 −

1

2
∫cos(4 − 6𝑥)𝑑𝑥 

                                           =
1

2
𝑥 +

1

12
∫(−6) cos(4 − 6𝑥)𝑑𝑥 

                                           =
1

2
𝑥 +

1

12
∫cos(4 − 6𝑥)𝑑(4 − 6𝑥) 

                                           =
1

2
𝑥 +

1

12
sin(4 − 6𝑥) + 𝐶 , 𝐶 ∈ ℝ 

(7).  ∫
𝑑𝑥

𝑠ℎ4𝑥
= ∫(

1

𝑠ℎ2𝑥
)
2

 

តយើងមាន 1

𝑠ℎ2𝑥
= coth2 𝑥 − 1 ⟹ (

1

𝑠ℎ2𝑥
)
2

= (coth2 𝑥 − 1)2 

                                                                = coth4 𝑥 − 2 coth2 𝑥 + 1 

⟹∫
𝑑𝑥

𝑠ℎ4𝑥
= ∫(coth4 𝑥 − 2 coth2 𝑥 + 1)𝑑𝑥  

                      = ∫[(1 − coth2 𝑥)(− coth2 𝑥) + coth2 𝑥]𝑑𝑥   

                             −∫(2 coth2 𝑥 − 1)𝑑𝑥 

                     = −∫coth2 𝑥 𝑑(coth 𝑥) − ∫coth2 𝑥 𝑑𝑥 + ∫𝑑𝑥 

                     

= −
coth3 𝑥

3
+ ∫(1 − coth2 𝑥) coth0 𝑥 𝑑𝑥 − ∫𝑑𝑥 +∫𝑑𝑥

+ 𝐶  

                     = −
coth3 𝑥

3
+ ∫coth0 𝑥 𝑑(coth 𝑥) + 𝐶  

                     = −
coth3 𝑥

3
+ coth 𝑥 + 𝐶  , 𝐶 ∈ ℝ 

1.3. ក្ររីមីទីវឲ្យជារងអាំងតេក្រាល 

ក្ររឹស្តបីរ ៖ តបើ  𝑓 ជាអនុេមន៍ជាប់តលើចតនាៃ ោះ [𝑎, 𝑏) ទូតៅ 
(𝑏 អចតសមើ +∞) តនាោះ  ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏) , 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎
 ជាក្ររីមីទីវមួយ



អាំងតេក្រាល 

149 

តោយ ៖ តលឿ សុវណ្ណរ៉ា  

នន 𝑓 តលើ [𝑎, 𝑏)  ដែល 𝑓(𝑎) = 0 េឺ 

𝐹′(𝑥) = (∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

)

′

= 𝑓(𝑥) និង 𝑓(𝑎) = 0 

វិបាក៖  

𝐺(𝑥) = ∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

  ជាព្រីមីទីវមួយនៃ  𝑓  ដែល 𝐺(𝑎) = 0 ។ 

ែូច្នេះច ើ  𝐹  ជាព្រីមីទីវស្គា ល់មួយនៃ 𝑓 ចេបាៃ 
𝐺(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

= 𝐹(𝑥) + 𝐶  ។ 
យក  𝑥 = 𝑎  ចេបាៃ  0 = 𝐹(𝑎) + 𝐶 ⟺ 𝐶 = 𝐹(𝑎) 
ែូច្នេះ  ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

= 𝐹(𝑥) − 𝐹(𝑎) 
ជារិចេេច ើ  𝑓  ជា ់ចលើ  [𝑎, 𝑏]  ចេបាៃ៖ 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

= 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑡)|𝑎
𝑏 

1.4. រ ូមៃត តូរអចេរ(អាំងចេព្ាលកាំៃេ់) 
ក្ររឹស្តបីរ៖ ចេឲ្យអៃុេមៃ៍  𝑓(𝑥) ជា ់ចលើ [𝑎 , 𝑏] ច ើយ 𝜑(𝑥) ជាអៃុ
េមៃ៍ជា ់ចលើ [𝑎, 𝑏]  ៃិងមាៃចែរចីវចលើ  ]𝑎, 𝑏[ ដែល  ∀𝑡 ∈ [𝐴, 𝐵] 
, 𝑎 ≤ 𝜑(𝑡) ≤ 𝑏  កនុងករណីចៃេះចេអ្ តូរអចេរ 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ 𝑓[𝜑(𝑡)]𝜑′(𝑡)𝑑𝑡
𝜑−1(𝑏)

𝜑−1(𝑎)

 
តាង  𝑥 = 𝜑(𝑡)  ⟹ 𝑡 = 𝜑−1(𝑥) 
           𝑥 = 𝑎        ⟹ 𝑎 = 𝜑(𝑡) ⟹ 𝑡 = 𝜑−1(𝑎) 
           𝑥 = 𝑏        ⟹ 𝑏 = 𝜑(𝑡) ⟹ 𝑡 = 𝜑−1(𝑏) 
ឧទាហរណ៍៖ េណនា 

(1).  ∫
𝑑𝑥

𝑥√2 − log 𝑥
  ; (តាង 𝑢 = 1 − log 𝑥 ⟹ 𝑑𝑢 = −

𝑑𝑥

𝑥 ln 10
) 

      = ∫
− ln 10𝑑𝑢

√𝑢
= −2 ln 10√𝑢 + 𝐶 
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(2).  ∫
√3 + 4√𝑥
3

√𝑥
𝑑𝑥  

តាង 𝑢 = 3 + 4√𝑥  ⟹ 𝑑𝑢 =
2𝑑𝑥

√𝑥
⟺
1

2
𝑑𝑢 =

𝑑𝑥

√𝑥
 

ចយើងបាៃ៖ ∫ √3 + 4√𝑥
3

√𝑥
𝑑𝑥 =

1

2
∫ √𝑢

3
𝑑𝑢 

                                                       =
1

2
(
𝑢
1
3
+1

1
3
+ 1

) + 𝐶 =
3

8
√𝑢4
3

+ 𝐶 

                                                       =
3

8
√(3 + 4√𝑥)

43

+ 𝐶 , 𝐶 ∈ ℝ 

(3).  ∫√
ln(𝑥 + √𝑥2 + 1)

1 + 𝑥2
𝑑𝑥 = ∫

√ln(𝑥 + √𝑥2 + 1)

√1 + 𝑥2
𝑑𝑥

= ∫
√𝑎𝑟𝑐𝑠ℎ𝑥

√1 + 𝑥2
𝑑𝑥 

តាង  𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑠ℎ𝑥 ⟹ 𝑑𝑢 =
𝑑𝑥

√1 + 𝑥2
 

ចយើងបាៃ  ∫√ln(𝑥 + √𝑥
2 + 1)

1 + 𝑥2
𝑑𝑥 = ∫√𝑢𝑑𝑢 =

2

3
√𝑢3 + 𝐶 

                    =
2

3
√[ln (𝑥 + √𝑥2 + 1)]

3

+ 𝐶 
1.5. អាំងចេព្ាលចោយដននក(អាំងចេព្ាលកាំៃេ់) 

ក្ររឹស្តបីរ៖ ច ើ 𝑓(𝑥)  , 𝑔(𝑥)  មាៃចែរចីវចលើ  ]𝑎, 𝑏[ ច ើយជា ់ចលើ [𝑎, 𝑏] 
ចនាេះមាៃអាំងចេព្ាលចលើ [𝑎, 𝑏] ។ 
ដែល   ៖   ∫ 𝑓(𝑡)𝑔′(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

= 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)|𝑎
𝑏 −∫ 𝑔(𝑡)𝑓′(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 
ចៅថា “អាំងចេព្ាលកមមចោយដននក” ។ 
ស្រាយបញ្ជា ក់៖ 

ចោយ  [𝑓(𝑡)𝑔(𝑥)]′ = 𝑓′(𝑡)𝑔(𝑡) + 𝑔′(𝑡)𝑓(𝑡) 
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⟺ ∫ (𝑓(𝑡) × 𝑔(𝑡))
′
𝑑𝑡

𝑏

𝑎

= ∫ 𝑓′(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

+∫ 𝑔′(𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

⟺ 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)|
𝑏
𝑎
= ∫ 𝑓′(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

+∫ 𝑔′(𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

⟹ ∫ 𝑔′(𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

= [𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)]𝑎
𝑏 −∫ 𝑓′(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 
ជាទូចៅចេអ្េរចេរជារាង៖ 

∫𝑢𝑑𝑣

𝑏

𝑎

= [𝑢𝑣]𝑎
𝑏 − ∫𝑣𝑑𝑢

𝑏

𝑎

 

ឧទា រណ៍៖ េណនាអាំងចេព្ាលខាងចព្ាម៖ 

𝐼 = ∫𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥 
តាង  { 𝑢 = 𝑥 ⟹ 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥                  

𝑑𝑣 = sin 𝑥 𝑑𝑥 ⟹ 𝑣 = −cos 𝑥
 

⟹ 𝐼 = −𝑥 cos 𝑥 + ∫cos 𝑥 𝑑𝑥 
          = −𝑥 cos 𝑥 + sin 𝑥 + 𝐶 
𝐽 = ∫𝑒𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥   ;   (តាង  𝑢 = sin 𝑥 ⟹ 𝑑𝑢 = cos 𝑥 𝑑𝑥

𝑑𝑣 = 𝑒𝑥𝑑𝑥 ⟹ 𝑣 = 𝑒𝑥
) 

   = 𝑒𝑥 sin 𝑥 − ∫𝑒𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥 ; (
តាង  𝑢1 = cos 𝑥 ⟹ 𝑑𝑢1 = −sin 𝑥 𝑑𝑥

𝑑𝑣1 = 𝑒
𝑥𝑑𝑥 ⟹ 𝑣1 = 𝑒

𝑥 ) 

   = 𝑒𝑥 sin 𝑥 − (𝑒𝑥 cos 𝑥 + ∫𝑒𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥) 
⟹ 2𝐽 = 𝑒𝑥 sin 𝑥 − 𝑒𝑥 cos 𝑥 
⟹ 𝐽 =

𝑒𝑥

2
(sin 𝑥 − cos 𝑥) + 𝐶 , 𝐶មាៃេនមៃចេរ 

1.6. អាំងចេព្ាលរាង 2

dx

ax bx c   ឬ 
2

dx

ax bx c 
    

+ ា្ំច េះ  𝐼1 = ∫ 𝑑𝑥

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐
 

    ចយើងមាៃ  𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑎 [(𝑥 + 𝑏

2𝑎
)
2

+
4𝑎𝑐 − 𝑏2

4𝑎2
] 

    តាង  𝑡 = 𝑥 + 𝑏

2𝑎
 ⟹ 𝑑𝑡 = 𝑑𝑥 
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            𝑘2 =
4𝑎𝑐 − 𝑏2

4𝑎2
  ច ើ  ∆< 0   ;  −𝑘2 = 4𝑎𝑐 − 𝑏

2

4𝑎2
 ច ើ ∆> 0 

    ចយើងបាៃ  𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑎(𝑡2 ± 𝑘2) 
    ចនាេះ  𝐼2 = 1𝑎∫

𝑑𝑡

𝑡2 ± 𝑘2
 

ែូ្ចៃេះ     𝐼1 = 1

𝑎𝑘
arctan

𝑡

𝑘
+ 𝐶   (ច ើ  𝑡2 + 𝑘2) 

               ឬ 𝐼1 = 1

2𝑎𝑘
ln |
𝑡 − 𝑘

𝑡 + 𝑘
| + 𝐶  (ច ើ 𝑡2 − 𝑘2) 

+ ា្ំច េះ 𝐼2 = ∫ 𝑑𝑥

√𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐
=
1

√𝑎
∫

𝑑𝑡

√𝑡2 ± 𝑘2
 

ែូ្ចៃេះ     + ច ើ  𝑡2 + 𝑘2 ; 𝐼2 = 1

√𝑎
ln |𝑡 + √𝑡2 ± 𝑘2| + 𝐶 

                     + ច ើ 𝑡2 − 𝑘2  ;   𝐼2 = 1

√𝑎
arcsin

𝑡

𝑘
+ 𝐶 

ឧទាហរណ៍្៖  េណនាអាំងចេព្ាលខាងចព្ាម 

𝐼 = ∫
𝑑𝑥

𝑥2 + 𝑥 + 1
 

   = ∫
𝑑𝑥

(𝑥 +
1
2)

2

+
3
4

 

តាង  𝑡 = 𝑥 + 1
2
⟹ 𝑑𝑡 = 𝑑𝑥 

⟹ 𝐼 = ∫
𝑑𝑡

𝑡2 + (√
3
4)

2       , រ ូមៃត  ∫
𝑑𝑥

𝑎2 + 𝑥2
=
1

𝑎
arctan

𝑥

𝑎
+ 𝐶 

          =
1

√3
4

arctan
𝑡

√3
4

+ 𝐶 

          =
2√3

3
arctan(

2𝑡√3

3
) + 𝐶 

          =
2√3

3
arctan(

2√3𝑥 + √3

3
) + 𝐶 

ែូ្ចៃេះ  𝐼 = 2√3
3
arctan (

2√3𝑥 + √3

3
) + 𝐶 , 𝐶 ∈ ℝ 
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𝐽 = ∫
𝑑𝑥

√3𝑥2 − 𝑥 + 2
= ∫

𝑑𝑥

√3 [(𝑥 −
1
6)

2

+
23
36]

 

តាង  𝑢 = 𝑥 − 1
6
  ចនាេះ  𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 

⟹ 𝐽 =
1

√3
∫

𝑑𝑥

√𝑢2 + (√
23
36
 )

2
    

   , រ ូមៃត  ∫ 𝑑𝑥

√𝑥2 ± 𝑎2
= ln |𝑥 + √𝑥2 ± 𝑎2| + 𝐶 

          =
1

√3
ln |𝑢 + √𝑢2 +

23

36
| + 𝐶 

          =
1

√3
ln |𝑥 −

1

6
+ √(𝑥 −

1

6
)
2

+
23

36
+ 𝐶 

ែូ្ចៃេះ  𝐽 = 1

√3
ln |𝑥 −

1

6
+ √(𝑥 −

1

6
)
2

+
23

36
+ 𝐶 , 𝐶មាៃេនមៃចេរ ។ 

1.6.1. អាំងចេព្ាលរាង  2 2( )( )

xdx

ax b cx d 
    

         ចែើមបីចោេះស្រស្គយអាំងចេព្ាលរាង  2 2( )( )

xdx

ax b cx d 
  បាន៖ 

 តយើងតាង  

𝑡 = √𝑐𝑥2 + 𝑑   ⟹ 𝑡2 = 𝑐𝑥2 + 𝑑 ⟹ 𝑥2 =
𝑡2 − 𝑑

𝑐
 ; 𝑥𝑑𝑥 =

𝑡𝑑𝑡

𝑐
 

  

តយើងមាន  ∫ 𝑥𝑑𝑥

(𝑎𝑥2 + 𝑏)√𝑐𝑥2 + 𝑑
=
1

𝑐
∫

𝑡𝑑𝑡

[𝑎 (
𝑡2 − 𝑑
𝑐 ) + 𝑏] 𝑡 

 

                 =
1

𝑐2
∫

𝑑𝑡

𝑎𝑡2 + (𝑎𝑏 − 𝑎𝑑)
   , តោយតក្របើរបូមនតបនត។ 
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ឧទាហរណ៍្៖ េណ្នាអាំងតេក្រាលខាងតក្រាម : 

𝐼 = ∫
𝑥𝑑𝑥

(2𝑥2 + 1)√𝑥2 + 4
 

      តាង  𝑡 = √𝑥2 + 4 ⟹ 𝑡2 = 𝑥2 + 4 ⟹ 𝑥2 = 𝑡2 − 4 ⟹ 𝑥𝑑𝑥 = 𝑡𝑑𝑡 

តយើងបាន  𝐼 = ∫ 𝑡𝑑𝑡

[2(𝑡2 − 4) + 1]𝑡
= ∫

𝑑𝑡

2𝑡2 − 7
 

តោយតក្របើរបូមនត  ∫ 𝑑𝑥

𝑥2 − 𝑎2
=
1

2𝑎
ln |
𝑥 − 𝑎

𝑥 + 𝑎
| + 𝐶  

តនាោះ  𝐼 = 1

√2
∫

𝑑(√2𝑡)

(𝑡√2)
2
− (√7)

2 =
1

2√14
ln |
𝑡√2 − √7

𝑡√2 + √7
| + 𝐶  

            𝐼 =
1

2√14
ln |
√2𝑥2 + 8 − √7

√2𝑥2 + 8 + √7
| + 𝐶  , 𝐶 ∈ ℝ  ។ 

𝐽 = ∫
8𝑥𝑑𝑥

(3𝑥2 − 2)√2𝑥2 − 1
 

(តាង 𝑡 = √2𝑥2 − 1 ⟹ 𝑡2 = 2𝑥2 − 1 ⟹ 2𝑥2 = 𝑡2 + 1
⟹ 2𝑥𝑑𝑥 = 𝑡𝑑𝑡

) 

តយើងបាន  𝐽 = 4∫ 𝑡𝑑𝑡

[3 (
𝑡2 + 1
2 ) − 2] 𝑡

 

                        = 4∫
𝑑𝑡

(
3𝑡2 − 1
2 )

= 8∫
𝑑𝑡

3𝑡2 − 1
=
8

√3
∫

𝑑(𝑡√3)

(𝑡√3)
2
− 12

 

តក្របើរបូមនត ៖  ∫ 𝑑𝑥

𝑥2 − 𝑎2
=
1

2𝑎
ln |
𝑥 − 𝑎

𝑥 + 𝑎
| + 𝐶  

តនាោះ  𝐽 = 8

2√3
ln |
𝑡√3 − 1

𝑡√3 + 1
| + 𝐶   

               =
4

√3
ln |
√6𝑥2 − 3 − 1

√6𝑥2 − 3 + 1
| + 𝐶  , 𝐶   មានេនមៃតេរ ។ 
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𝐾 = ∫
𝑥𝑑𝑥

(4𝑥2 + 3)√3𝑥2 + 2
 

( តាង  𝑡 = √3𝑥2 + 2 ⟹ 𝑡2 = 3𝑥2 + 2 ⟹ 𝑥2 =
𝑡2 − 2

3
⟹ 3𝑥𝑑𝑥 = 𝑑𝑡

) 

⟹𝐾 =
1

3
∫

𝑡𝑑𝑡

[4 (
𝑡2 − 2
3 ) + 3] 𝑡

=
1

3
∫

𝑑𝑡

4𝑡2 + 1
3

= ∫
𝑑𝑡

4𝑡2 + 1
 

          =
1

2
∫

𝑑(2𝑡)

(2𝑡)2 + (1)2
 

តក្របើក្របាស់របូមនត ៖  ∫ 𝑑𝑥

𝑥2 + 𝑎
=
1

𝑎
arctan

𝑥

𝑎
+ 𝐶 

⟹𝐾 =
1

2
arctan(2𝑡) + 𝐶 

      𝐾 =
1

2
arctan (2√3𝑥2 + 2) + 𝐶 , 𝐶 មានេាំនលតេរ ។ 

1.6.2. អាំងតេក្រាលរង  2 2( )

dx

ax b cx d 
    

តយើងមាន   𝐹(𝑥) = ∫ 𝑑𝑥

(𝑎𝑥2 + 𝑏)√𝑐𝑥2 + 𝑑
 

តយើងនឹងតាង  𝑥𝑡 = √𝑐𝑥2 + 𝑑  ⟹ 𝑥2𝑡2 = 𝑐𝑥2 + 𝑑 

                     ⟹ 𝑥2 =
𝑑

𝑡2 − 𝑐
  ⟹ 𝑥𝑑𝑥 = −

𝑡𝑑

(𝑡2 − 𝑐)2
𝑑𝑡 

⟹ 
𝑑𝑥

√𝑐𝑥2 + 𝑑
=
𝑥𝑑𝑥

𝑥(𝑥𝑡)
= −

𝑡𝑑. 𝑑𝑡
(𝑡2 − 𝑐)2

𝑡𝑑
𝑡2 − 𝑐

= −
𝑑𝑡

𝑡2 − 𝑐
 

ែូតចនោះ   𝐹(𝑥) = ∫ 𝑑𝑥

(𝑎𝑥2 + 𝑏)√𝑐𝑥2 + 𝑑
 

                        = −∫
𝑑𝑡

[𝑎 (
𝑑

𝑡2 − 𝑐
) + 𝑏] (𝑡2 − 𝑐)
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         𝐹(𝑥) = −∫
𝑑𝑡

𝑎𝑑 + 𝑏𝑡2 − 𝑏𝑐
= −∫

𝑑𝑡

𝑏𝑡2 + (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)
 

រចួតក្របើក្របាស់ារេណ្នាមួយនឹងរបូមនតបនតតទៀេតែើមបីទទួលបានលទធ

ផល។ 

ឧទាហរណ៍្៖ េណ្នាអាំងតេក្រាល 

1.   𝐹(𝑥) = ∫
𝑑𝑥

(𝑥2 − 2)√𝑥2 + 3
  

(

 
 
 
 
 
តាង  𝑥𝑡 = √𝑥2 + 3 ⟹ 𝑥2𝑡2 = 𝑥2 + 3 ⟹ 𝑥2 =

3

𝑡2 − 1

⟹ 𝑥𝑑𝑥 = −
3𝑡. 𝑑𝑡

(𝑡2 − 1)2

⟹
𝑑𝑥

√𝑥2 + 3
=
𝑥𝑑𝑥

𝑥2𝑡
=

−3𝑡. 𝑑𝑡
(𝑡2 − 1)2

3𝑡
(𝑡2 − 1)

= −
𝑑𝑡

𝑡2 − 1
)

 
 
 
 
 

 

⟹ 𝐹(𝑥) = −∫
𝑑𝑡

(
3

𝑡2 − 1
− 2) (𝑡2 − 1)

 

                 = −∫
𝑑𝑡

(3 − 2𝑡2 + 2)
= ∫

𝑑𝑡

2𝑡2 − 5
 

                 =
1

√2
∫

𝑑(𝑡√2)

(𝑡√2)
2
− (√5)

2 =
1

2√10
ln |
2𝑡 − √5

2𝑡 + √5
| + 𝐶  

ែូតចនោះ   𝐹(𝑥) = 1

2√10
ln |
√2(𝑥2 + 3) − √5

√2(𝑥2 + 3) + √5
| + 𝐶  ។ 

2. 𝐹(𝑥) = ∫
√𝑥2 + 2

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 = ∫

𝑥2 + 2

(𝑥2 + 1)√𝑥2 + 2
𝑑𝑥 

               = ∫
𝑑𝑥

√𝑥2 + 2
+∫

𝑑𝑥

(𝑥2 + 1)√𝑥2 + 2
 

តយើងតាង  𝐼1 = ∫
𝑑𝑥

√𝑥2 + 2
= ln |𝑥 + √𝑥2 + 2| + 𝐶 
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                   𝐼2 = ∫
𝑑𝑥

(𝑥2 + 1)√𝑥2 + 2
 

(

 
 
 
 
 
តាង  𝑥𝑡 = √𝑥2 + 2  ⟹ 𝑥2𝑡2 = 𝑥2 + 2 ⟹ 𝑥2 =

2

𝑡2 − 1

⟹ 𝑥𝑑𝑥 = −
2𝑡

(𝑡2 − 1)2
𝑑𝑡

⟹
𝑑𝑥

√𝑥2 + 2
=
𝑥𝑑𝑥

𝑥2𝑡
=
−

2𝑡
(𝑡2 − 1)2

𝑑𝑡

2𝑡
𝑡2 − 1

= −
𝑑𝑡

𝑡2 − 1
)

 
 
 
 
 

 

តយើងបាន  𝐼2 = −∫
𝑑𝑡

(
2

𝑡2 − 1
+ 1) (𝑡2 − 1)

 

                          = −∫
𝑑𝑡

𝑡2 + 1
= −arctan 𝑡 + 𝐶 = arctan(

√𝑥2 + 2

𝑥
) + 𝐶  

ែូតចនោះ  𝐹(𝑥) = ln |𝑥 + √𝑥2 + 2| − arctan(√𝑥
2 + 2

𝑥
) + 𝐶  ។ 

1.6.3. អាំងតេក្រាលរង   
2 2

( )

( )

mx n dx

ax b cx d



 
     

តយើងមាន  𝐹(𝑥) = ∫ (𝑚𝑥 + 𝑛)𝑑𝑥

(𝑎𝑥2 + 𝑏)√𝑐𝑥2 + 𝑑
 

                               = 𝑚∫
𝑥𝑑𝑥

(𝑎𝑥2 + 𝑏)√𝑐𝑥2 + 𝑑

⏞                

តក្របើវធីិ #1.6.1

+ 𝑛∫
𝑑𝑥

(𝑎𝑥2 + 𝑏)√𝑐𝑥2 + 𝑑

⏞              

តក្របើវធីិ #1.6.2

 

ឧទាហរណ៍្៖   េណ្នា 𝐹(𝑥) 

𝐹(𝑥) = ∫
(4𝑥 + 3)𝑑𝑥

(𝑥2 − 2𝑥 − 4)√3𝑥2 − 6𝑥 + 5
 

          = ∫
[4(𝑥 − 1) + 7]𝑑𝑥

[(𝑥 − 1)2 − 5]√[3(𝑥 − 1)2 + 2]
 

          = ∫
(4𝑢 + 7)𝑑𝑢

(𝑢2 − 5)√3𝑢2 + 2
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= 4∫
𝑢𝑑𝑢

(𝑢2 − 5)√3𝑢2 + 2⏟            
𝐿

+ 7∫
𝑑𝑢

(𝑢2 − 5)√3𝑢2 + 2⏟            
𝑀

 

= 4𝐿 + 7𝑀 
+ ចាំត ោះ៖ 

𝐿 = ∫
𝑢𝑑𝑢

(𝑢2 − 5)√3𝑢2 + 2
 

(
តាង  𝑡 = √3𝑢2 + 2 ⟹ 𝑡2 = 3𝑢2 + 2 ⟹ 𝑢2 =

𝑡2 − 2

3

⟹ 𝑢. 𝑑𝑢 =
𝑡. 𝑑𝑡

3

) 

⟹ 𝐿 =
1

3
∫

𝑡𝑑𝑡

(
𝑡2 − 2
3

− 5) 𝑡
=
1

3
∫

𝑑𝑡

𝑡2 − 17
3

= ∫
𝑑𝑡

𝑡2 − 17
 

          =
1

2√17
ln |
𝑡 − √17

𝑡 + √17
| + 𝐶1 =

1

2√17
ln |
√3(𝑥 − 1)2 + 2 − 17

√3(𝑥 − 1)2 + 2 + 17
| 

+  ចាំត ោះ ៖ 

𝑀 = ∫
𝑑𝑢

(𝑢2 − 5)√3𝑢2 + 2
 

(

 
 
 
 
 
តាង  𝑢𝑡 = √3𝑢2 + 2 ⟹ 𝑢2𝑡2 = 3𝑢2 + 2 ⟹ 𝑢2 =

2

𝑡2 − 3

⟹ 𝑢𝑑𝑢 = −
2𝑡

(𝑡2 − 3)2
𝑑𝑡

⟹
𝑑𝑢

√3𝑢2 + 2
=
𝑢𝑑𝑢

𝑢2𝑡
=
−

2𝑡
(𝑡2 − 3)2

𝑑𝑡

2𝑡
𝑡2 − 3

= −
𝑑𝑡

𝑡2 − 3
)

 
 
 
 
 

 

⟹𝑀 = −∫
𝑑𝑡

(
2

𝑡2 − 3
− 5) (𝑡2 − 3)

 

            = −∫
𝑑𝑡

2 − 5𝑡2 + 15
= −∫

𝑑𝑡

−5𝑡2 + 17
= ∫

𝑑𝑡

5𝑡2 − 17
 

            =
1

√5
∫

𝑑(𝑡√5)

(𝑡√5)
2
− (√17)

2 =
1

2√85
ln |
𝑡√5 − √17

𝑡√5 + √17
| + 𝐶2 
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            =
1

2√85
ln |
|
(
√3𝑢2 + 2

𝑢 )√5 − √17

(√3𝑢2 + 2)√5
𝑢

+ √17
|
| + 𝐶2  

            =
1

2√85
ln |
√5(3𝑢2 + 2) − 𝑢√17

√5(3𝑢2 + 2 + 𝑢√17
| + 𝐶2  

            =
1

2√85
ln |
√15(𝑥 − 1)2 + 2 − (𝑥 − 1)√17

√15(𝑥 − 1)2 + 2 + (𝑥 − 1)√17
| + 𝐶2  

តយើងបាន 

 𝐹(𝑥) =
4

2√17
ln |
√3(𝑥 − 1)2 + 2 − 17

√3(𝑥 − 1)2 + 2 + 17
| +

1

2√85
ln |
√15(𝑥 − 1)2 + 2 − (𝑥 − 1)√17

√15(𝑥 − 1)2 + 2 + (𝑥 − 1)√17
| + 𝐶 

រូបមន្តអាំ ងតេស្រាលបន្ន្ែមត ៀេ៖ 

(𝑖).  ∫(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛𝑑𝑥 =
1

(𝑛 + 1)𝑎
(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛−1 + 𝐶 

(𝑖𝑖)   ∫ sec2 𝑥 𝑑𝑥 = tan 𝑥 + 𝐶  

(𝑖𝑖𝑖).∫ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2𝑥𝑑𝑥 = −𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛𝑥 + 𝐶  

(𝑖𝑣).∫ sec 𝑥 tan 𝑥 𝑑𝑥 = sec 𝑥 + 𝐶  

(𝑣).  ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑥. cot 𝑥 𝑑𝑥 = −𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑥 + 𝐶  

(𝑣𝑖).∫ cos(𝑎𝑥 + 𝑏) 𝑑𝑥 =
1

𝑎
sin(𝑎𝑥 + 𝑏) + 𝐶  

(𝑣𝑖𝑖).∫
𝑑𝑥

√1 − (𝑎𝑥)2
=
1

𝑎
arctan(𝑎𝑥) + 𝐶 

(𝑣𝑖𝑖𝑖).∫
𝑑𝑥

1 + (𝑎𝑥)2
=
1

𝑎
arctan(𝑎𝑥) + 𝐶  

(𝑖𝑥).   ∫ cos 𝑥 . sin𝑛 𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝑛 + 1
sinn+1 𝑥 + 𝐶  

(𝑥).    ∫
𝑑𝑥

𝑎𝑥 + 𝑏
=
1

𝑎
ln|𝑎𝑥 + 𝑏| + 𝐶  

(𝑥𝑖).  ∫ sin 𝑥 . cosn 𝑥 𝑑𝑥 = −
1

𝑛 + 1
cos𝑛+1 𝑥 + 𝐶 

 

1.7. អាំងតេក្រាលរង 
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𝐹(𝑥) = ∫
(𝐴𝑥 + 𝐵)𝑑𝑥

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐
     ឬ      𝐹(𝑥) = ∫ 𝐴𝑥 + 𝐵

√𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐
𝑑𝑥 

តយើងអចសរតសរបាន៖ 

𝐹(𝑥) = ∫

(2𝑎𝑥 + 𝑏)𝐴
2𝑎

− 𝑏.
𝐴
2𝑎
+ 𝐵

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐
𝑑𝑥 

           =
𝐴

2𝑎
∫
𝑑(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐
𝑑𝑥 + (𝐵 −

𝑏𝐴

2𝑎
)∫

𝑑𝑥

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐

⏞          

តក្របើ # 1.6

 

𝐹(𝑥) =
𝐴

2𝑎
ln|𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐| + (𝐵 −

𝑏𝐴

2𝑎
)∫

𝑑𝑥

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐

⏞                
𝑢𝑠𝑒 # 1.6

 

ឬ  𝐹(𝑥) = ∫ 𝐴𝑥 + 𝐵

√𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐
𝑑𝑥 

                =
𝐴

2𝑎
∫
𝑑(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)

√𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐
+ (𝐵 −

𝑏𝐴

2𝑎
)∫

𝑑𝑥

√𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐

⏞                  

តក្របើវធីិតៅ #1.6

 

𝐹(𝑥) =
𝐴

𝑎
√𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 + (𝐵 −

𝑏𝐴

2𝑎
)∫

𝑑𝑥

√𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐

⏞                  

តក្របើវធីិតៅ #1.6

 

ឧទាហរណ៍្១៖  េណ្នាអាំងតេក្រាល៖ 

𝐹(𝑥) = ∫
(𝑥 − 3)𝑑𝑥

𝑥2 + 𝑥 − 2
 

          = ∫

(2𝑥 + 1)1
2

−
1
2
− 3

𝑥2 + 𝑥 − 2
𝑑𝑥 

          =
1

2
∫

2𝑥 + 1

𝑥2 + 𝑥 − 2
𝑑𝑥 − (3 +

1

2
)∫

𝑑𝑥

𝑥2 + 𝑥 − 2
 

          =
1

2
∫
𝑑(𝑥2 + 𝑥 + 1)

𝑥2 + 𝑥 − 2
−
7

2
∫

𝑑𝑥

(𝑥 +
1
2)

2

−
9
4

  

          =
1

2
ln|𝑥2 + 𝑥 − 2| −

7

2
∫

𝑑 (𝑥 +
1
2)

(𝑥 +
1
2)

2

− (
3
2)

2  
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             =
1

2
ln|𝑥2 + 𝑥 − 2| −

7

6
ln |
𝑥 +

1
2
−
3
2

𝑥 +
1
2
+
3
2

| + 𝐶 

 𝐹(𝑥) =
1

2
ln|𝑥2 + 𝑥 − 2| −

7

6
ln |
𝑥 − 1

𝑥 + 2
| + 𝐶  

ឧទាហរណ៍្ទី២៖ េណ្នាអាំងតេក្រាល៖ 

𝐼 = ∫
(1 − 3𝑥)𝑑𝑥

√2𝑥2 − 𝑥 − 3
 

   = −
3

4
∫
𝑑(2𝑥2 − 𝑥 − 3)

√2𝑥2 − 𝑥 − 3
+ (1 −

3

4
)∫

𝑑𝑥

√2𝑥2 − 𝑥 − 3
 

  = −
3

2
√2𝑥2 − 𝑥 − 3 +

1

4
∫

𝑑𝑥

√2𝑥2 − 𝑥 − 3
 

  = −
3

2
√2𝑥2 − 𝑥 − 3 +

1

4
∫

𝑑𝑥

√2((𝑥 −
1
4)

2

+
−24 − 1
16 )

 

  = −
3

2
√2𝑥2 − 𝑥 − 3 +

1

4√2
∫

𝑑𝑥

√(𝑥 −
1
4)

2

−
25
16
 

 

  = −
3

2
√2𝑥2 − 𝑥 − 3 +

1

4√2
∫

𝑑 (𝑥 −
1
4)

√(𝑥 −
1
4)

2

−
25
16

 

តោយតក្របើរបូមនត  ∫ 𝑑𝑥

√𝑥2 ± 𝑎2
= ln |𝑥 + √𝑥2 ± 𝑎2| + 𝐶  

𝐼 = −
3

2
√2𝑥2 − 𝑥 − 3 +

1

4√2
ln |(𝑥 −

1

4
) + √(𝑥 −

1

4
)
2

−
25

16
| + 𝐶  

1.8. អាំងតេក្រាលមានរង  

𝐹(𝑥) = ∫
𝑑𝑥

(𝐴𝑥 + 𝐵). √𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐
 

តយើងតាង  𝐴𝑥 + 𝐵 = 1
𝑡
⟹ 𝐴𝑑𝑥 = −

𝑑𝑡

𝑡2
  ឬ  𝑑𝑥 = − 𝑑𝑡

𝐴𝑡2
 

ដែល  𝑥 =
1
𝑡
− 𝐵

𝐴
    ឬ  𝑡 = 1

𝐴𝑥 + 𝐵
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តនាោះ  𝐹(𝑥) = ∫
−
𝑑𝑡
𝐴𝑡2

1
𝑡
√𝑎(

1
𝑡
− 𝐵

𝐴 )

2

+ 𝑏(

1
𝑡
− 𝐵

𝐴 ) + 𝑐

= ∫𝑔(𝑡). 𝑑𝑡 

ឧទាហរណ៍្ទី១៖   𝐹(𝑥) = ∫ 𝑑𝑥

(𝑥 + 3)√𝑥2 + 3𝑥 − 1
 

តាង  𝑥 + 3 = 1
𝑡
⟹ 𝑡 =

1

𝑥 + 3
⟹ 𝑑𝑥 = −

𝑑𝑡

𝑡2
 , ដែល 𝑥 = 1

𝑡
− 3 

⟹ 𝐹(𝑥) = ∫
−
𝑑𝑡
𝑡2

1
𝑡
√(
1
𝑡
− 3)

2

+ 3(
1
𝑡
− 3) − 1

 

                 = −∫
𝑑𝑡

𝑡√(
1
𝑡2
−
6
𝑡
+ 9) +

3
𝑡
− 9 − 1

 

                = −∫
𝑑𝑡

𝑡√
1
𝑡2
−
3
𝑡
− 1

= −∫
𝑑𝑡

√1 − 3𝑡 − 𝑡2
 

                = −∫
𝑑𝑡

√− [(𝑡 +
1
2)

2

+
−4 − 9
4 ]

 

                = −∫
𝑑𝑡

√−(𝑡 +
1
2)

2

+
13
4

= −∫
𝑑 (𝑡 +

1
2)

√−(𝑡 +
1
2)

2

+
13
4

 

               តក្របើរបូមនត  ∫ 𝑑𝑥

√𝑎2 − 𝑥2
= arcsin

𝑥

𝑎
+ 𝐶  

                = −arcsin(
𝑡 +

1
2

√13
2

) + 𝐶  , 𝑡 =
1

𝑥 + 3
 

1.8. អាំងតេក្រាលមានរង 

𝐹(𝑥) = ∫
(𝐴𝑥 + 𝐵)𝑑𝑥

(𝐶𝑥 + 𝐷)√𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐
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តយើងអចសរតសរ  𝐹(𝑥) = ∫
(𝐶𝑥 + 𝐷)

𝐴
𝐶
−
𝐴𝐷
𝐶
+ 𝐵

(𝐶𝑥 + 𝐷)√𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐
𝑑𝑥 

=
𝐴

𝐶
∫

𝑑𝑥

√𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐
+ (𝐵 −

𝐴𝐷

𝐶
)∫

𝑑𝑥

(𝐶𝑥 + 𝐷)√𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐
 

1.9. អាំងតេក្រាលសនិទាន 

តេថា  𝑓(𝑥) = 𝑃(𝑥)
𝑄(𝑥)

    ជាអនុេមន៍សនិទានតទៀងទាេ់ លុោះក្រតាណា 

𝑑𝑒𝑔𝑃(𝑥) < 𝑑𝑒𝑔𝑄(𝑥)  ។ 

 តៅកនុងលកខខណ្ឌ តនោះ  តេតក្របើារបាំដបកជាផលបូកងាយ។ 

ឧទាហរណ៍្៖   េណ្នា  𝐹(𝑥) = ∫𝑥
3 − 3

𝑥2 + 2
𝑑𝑥 

តយើងមាន 𝑥
3 − 3

𝑥2 + 2
=
(𝑥2 + 2)𝑥 − 2𝑥 − 3

𝑥2 + 2
 

                                   = 𝑥 −
2𝑥

𝑥2 + 2
−

3

𝑥2 + 2
 

តយើងបាន  ∫ 𝑥
3 − 3

𝑥2 + 2
𝑑𝑥 = ∫𝑥𝑑𝑥 −∫

2𝑥

𝑥2 + 2
𝑑𝑥 − 3∫

𝑑𝑥

𝑥2 + 2
 

                                              =
𝑥2

2
− ln|𝑥2 + 2| −

3

√2
arctan (

𝑥

√2
) + 𝐶  

1.10. ារបាំដបករងាណូ្និចកនុងអនុេមន៍សនិទានតទៀងទាេ់ 

តបើ  𝑓(𝑥) = 𝑃(𝑥)
𝑄(𝑥)

   ជាអនុេមន៍ក្របភាេសនិទានតទៀងទាេ់ តនាោះ 
𝑄(𝑥) = (𝑥 − 𝑎1)

𝑚1(𝑥 − 𝑎2)
𝑚2…(𝑥 − 𝑎𝑛)

𝑚𝑛[(𝑥 − 𝑏1)
2 + 𝑐1

2]𝑝1… .. 

                [(𝑥 − 𝑏𝑛)
2 + 𝑐𝑛

2]𝑝𝑛 

តនាោះ   𝑓(𝑥)  អចសរតសរបាំដបកជារងាណូ្និចែូចខាងតក្រាម៖ 

𝑓(𝑥) =∑
𝐴1𝑗

(𝑥 − 𝑎1)
𝑗

𝑚1

𝑗=1

+⋯+∑
𝐴𝑛𝑗

(𝑥 − 𝑎𝑛)
𝑗

𝑚𝑛

𝑗=1

+∑
𝐵1𝑘𝑥 + 𝐶1𝑘

[(𝑥 − 𝑏1)
2 + 𝑐1

2]

𝑝1

𝑘=1

+⋯

+∑
𝐵𝑛𝑘𝑥 + 𝐶𝑛𝑘

[(𝑥 − 𝑏𝑛)
2 + 𝑐𝑛

2]𝑚

𝑝𝑛

𝑘=1

 

1.11. អាំងតេក្រាលននអនុេមន៍ក្រេីតាណ្មាក្រេ 
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ចាំត ោះទក្រមង់៖   𝑭(𝒙) = ∫𝐬𝐢𝐧𝒎 𝒙 . 𝐜𝐨𝐬𝐧 𝒙𝒅𝒙  ,𝒎 , 𝒏 ∈ ℤ 

តែើមបីតោោះស្រាយអាំងតេក្រាលក្របតេទតនោះ តេដចកវាជា៤ករណី្តផេង
គ្នន  ៖ 

 ករណី្ទី១៖  ក្របសិនតបើ 𝑚 ជាចាំនួនេេ់តសស តេបាន 

តាង  𝑈 = cos 𝑥 

 ករណី្ទី២៖  ក្របសិនតបើ 𝑛  ជាចាំនួនេេ់តសស តេបាន 

តាង  𝑈 = sin 𝑥 

 ករណី្ទី៣៖ ក្របសិនតបើ 𝑚 និង  𝑛  ជាចាំនួនេេ់េូវជិ្ាមាន  តយើង
អចនឹងក្រេូវតក្របើរបូមនតក្រេីតាណ្មាក្រេមួយចាំនួន៖ 

cos2 𝑥 =
1 + cos 2𝑥

2
    និង sin2 𝑥 = 1 − cos 2𝑥

2
 

cos 𝑝 cos 𝑞 =
1

2
[cos(𝑝 + 𝑞) + cos(𝑝 − 𝑞)] 

sin 𝑝 sin 𝑞 =
1

2
[cos(𝑝 − 𝑞) − cos(𝑝 + 𝑞)] 

sin 𝑝 cos 𝑞 =
1

2
[sin(𝑝 + 𝑞) + sin(𝑝 − 𝑞)] 

 ករណី្ទី៤៖  ក្របសិនតបើ 𝑚 និង 𝑛 ជាចាំនួនេេ់េូអវជិ្ាមាន តេបាន 

តាង  𝑈 = tan 𝑥   ឬ  𝑈 = cot 𝑥 

1.12. អាំងតេក្រាលរង 

𝐹(𝑥) = ∫𝑅(𝑥, sin 𝑥 , cos 𝑥 ,… )𝑑𝑥    

តយើងក្រេវូតាង  𝑡 = tan 𝑥
2
⟹ 𝑑𝑥 =

2𝑑𝑡

1 + 𝑡2
 

ដែល  ៖  sin 𝑥 = 2𝑡

1 + 𝑡2
  ;  cos 𝑥 =

1 − 𝑡2

1 + 𝑡2
 

                tan 𝑥 =
2𝑡

1 − 𝑡2
   ;  cot 𝑥 =

1 − 𝑡2

2𝑡
 

តក្រ ោះ ៖ 
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𝑡 = tan
𝑥

2
=
sin
𝑥
2

cos
𝑥
2

=
sin
𝑥
2
cos

𝑥
2

cos2
𝑥
2

=
1

2
sin 𝑥 (1 + tan2

𝑥

2
)

=
1

2
sin 𝑥 (1 + 𝑡2) 

⟹ sin𝑥 =
2𝑡

1 + 𝑡2
  រិេ 

⟹ cos𝑥 = √1 −
4𝑡2

(1 + 𝑡2)2
= √

(1 + 𝑡2)2 − 4𝑡2

(1 + 𝑡2)2
= √(

1 − 𝑡2

1 + 𝑡2
)

2

 

                 =
1 − 𝑡2

1 + 𝑡2
   (រិេ) 

⟹ tan𝑥 =
sin 𝑥

cos 𝑥
=

2𝑡
1 + 𝑡2

1 − 𝑡2

1 + 𝑡2

=
2𝑡

1 − 𝑡2
   (រិេ) 

និង  cot 𝑥 = 1

tan 𝑥
=
1 − 𝑡2

2𝑡
 

1.13. អាំងតេក្រាលរង 

𝐹(𝑥) = ∫
𝑎1 sin 𝑥 + 𝑏1 cos 𝑥

𝑎2 sin 𝑥 + 𝑏2 cos 𝑥
𝑑𝑥 

តយើងនឹងសរតសរ៖ 

𝑎1 sin 𝑥 + 𝑏1 cos 𝑥 = 𝐴(𝑎2 sin 𝑥 + 𝑏2 cos 𝑥) + 𝐵(𝑎2 cos 𝑥 − 𝑏2 sin 𝑥) 

តហើយ  រកេនមៃអកេរ 𝐴  និង 𝐵 ។ 

1.14. អាំងតេក្រាលរង 

𝐹(𝑥) = ∫
𝑎1 sin 𝑥 + 𝑏1 cos 𝑥 + 𝑐1
𝑎2 sin

2 𝑥 + 𝑏2 cos
2 𝑥 + 𝑐2

𝑑𝑥 

 

តយើងអចសរតសរ៖ 
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𝐹(𝑥) = 𝑎1∫
sin 𝑥

(𝑏2 − 𝑎2) cos
2 𝑥 + (𝑎2 + 𝑐2)

𝑑𝑥

+ 𝑏1∫
cos 𝑥 𝑑𝑥

(𝑎2 − 𝑏2) sin
2 𝑥 + (𝑏2 + 𝑐2)

+ 𝑐1∫
𝑑𝑥

𝑎2 sin
2 𝑥 + 𝑏2 cos

2 𝑥 + 𝑐2
 

       = −𝑎1∫
𝑑(cos 𝑥)

(𝑏2 − 𝑎2) cos
2 𝑥 + (𝑎2 + 𝑐2)

+ 𝑏1∫
𝑑(sin 𝑥)

(𝑎2 − 𝑏2) sin
2 𝑥 + (𝑏2 + 𝑐2)

+ 𝑐1∫
𝑑𝑥

𝑎2 sin
2 𝑥 + 𝑏2 cos

2 𝑥 + 𝑐2
 

2. របូមនតអាំងតេក្រាល (Summary Formula Definite Integral)  

(1).  ∫ 𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 −∫𝑣𝑑𝑢 

(2).  ∫ 𝑎𝑢𝑑𝑢 =
𝑎𝑢

ln 𝑎
+ 𝐶 , 𝑎 ≠ 1 , 𝑎 > 0 

(3).  ∫ cos 𝑢 𝑑𝑢 = sin 𝑢 + 𝐶 

(4).  ∫ sin 𝑢 𝑑𝑢 = −cos 𝑢 + 𝐶 

(5).  ∫(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛𝑑𝑥 =
(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛+1

𝑛 + 1
+ 𝐶 , (𝑛 ≠ −1) 

(6).  ∫
1

𝑎𝑥 + 𝑏
𝑑𝑥 =

1

𝑎
ln|𝑎𝑥 + 𝑏| + 𝐶 

(7).  ∫ 𝑥(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛𝑑𝑥 =
(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛+1

𝑎2
[
𝑎𝑥 + 𝑏

𝑚 + 2
−

𝑏

𝑛 + 1
] + 𝐶 , 𝑛 ≠ −1,−2 

(8).  ∫
𝑥

𝑎𝑥 + 𝑏
𝑑𝑥 =

𝑥

𝑎
−
𝑏

𝑎2
ln|𝑎𝑥 + 𝑏| + 𝐶 

(9).  ∫
𝑥

(𝑎𝑥 + 𝑏)2
𝑑𝑥 =

1

𝑎2
[ln|𝑎𝑥 + 𝑏| +

𝑏

𝑎𝑥 + 𝑏
] + 𝐶 

(10).∫
𝑑𝑥

𝑥(𝑎𝑥 + 𝑏)
=
1

𝑏
ln |

𝑥

𝑎𝑥 + 𝑏
| + 𝐶 

(11).∫(√𝑎𝑥 + 𝑏)
𝑛
𝑑𝑥 =

2

𝑛

(√𝑎𝑥 + 𝑏)
𝑛+2

𝑛 + 2
+ 𝐶 , 𝑛 ≠ 2 
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(12).∫
√𝑎𝑥 + 𝑏

𝑥
𝑑𝑥 = 2√𝑎𝑥 + 𝑏 + 𝑏∫

𝑑𝑥

𝑥√𝑎𝑥 + 𝑏
 

(13). (𝑎). តបើ 𝑏 < 0 ∶ ∫ 𝑑𝑥

𝑥√𝑎𝑥 + 𝑏
=

2

√−𝑏
tan−1√

𝑎𝑥 + 𝑏

−𝑏
+ 𝐶   

          (𝑏). តបើ 𝑏 > 0 ∶  ∫ 𝑑𝑥

𝑥√𝑎𝑥 + 𝑏
=
1

√𝑏
ln |
√𝑎𝑥 + 𝑏 − √𝑏

√𝑎𝑥 + 𝑏 + √𝑏
| + 𝐶 

(14).∫
√𝑎𝑥 + 𝑏

𝑥2
𝑑𝑥 = −

√𝑎𝑥 + 𝑏

𝑥
+
𝑎

2
∫

𝑑𝑥

𝑥√𝑎𝑥 + 𝑏
+ 𝐶 

(15).∫
𝑑𝑥

𝑥2√𝑎𝑥 + 𝑏
= −

√𝑎𝑥 + 𝑏

𝑥
+
𝑎

2𝑎
∫

𝑑𝑥

𝑥√𝑎𝑥 + 𝑏
+ 𝐶 

(16).∫
𝑑𝑥

𝑎2 + 𝑥2
=
1

𝑎
tan−1

𝑥

𝑎
+ 𝐶 

(17).∫
𝑑𝑥

(𝑎2 + 𝑥2)2
=

𝑥

2𝑎2(𝑎2 + 𝑥2)
+

1

2𝑎3
tan−1

𝑥

𝑎
+ 𝐶 

(18).∫
𝑑𝑥

𝑎2 − 𝑥2
=
1

2𝑎
ln |
𝑥 + 𝑎

𝑥 − 𝑎
| + 𝐶 

(19).∫
𝑑𝑥

(𝑎2 − 𝑥2)2
=

𝑥

2𝑎2(𝑎2 − 𝑥2)
+

1

2𝑎3
∫

𝑑𝑥

𝑎2 − 𝑥2
 

(20).∫
𝑑𝑥

√𝑎2 + 𝑥2
= sinh−1

𝑥

2
+ 𝐶 = ln |𝑥 + √𝑎2 + 𝑥2| + 𝐶 

(21).∫√𝑎2 + 𝑥2𝑑𝑥 =
𝑥

2
√𝑎2 + 𝑥2 +

𝑎2

2
sinh−1

𝑥

𝑎
+ 𝐶 

(22).∫ 𝑥2√𝑎2 + 𝑥2𝑑𝑥 =
𝑥(𝑎2 + 2𝑥2)√𝑎2 + 𝑥2

8
−
𝑎4

8
sinh−1

𝑥

𝑎
+ 𝐶 

(23).∫
√𝑎2 + 𝑥2

𝑥
𝑑𝑥 = √𝑎2 + 𝑥2 − 𝑎 sinh−1 |

𝑎

𝑥
| + 𝐶 

(24).∫
√𝑎2 + 𝑥2

𝑥2
𝑑𝑥 = sinh−1

𝑥

𝑎
−
√𝑎2 + 𝑥2

𝑥
+ 𝐶 

(25).∫
𝑥2

√𝑎2 + 𝑥2
𝑑𝑥 = −

𝑎2

2
sinh−1

𝑥

𝑎
+
𝑥√𝑎2 + 𝑥2

2
+ 𝐶 

(26).∫
𝑑𝑥

𝑥√𝑎2 + 𝑥2
= −

1

𝑎
ln |
𝑎 + √𝑎2 + 𝑥2

𝑥
| + 𝐶 

(27).∫
𝑑𝑥

𝑥2√𝑎2 + 𝑥2
= −

√𝑎2 + 𝑥2

𝑎2𝑥
+ 𝐶 
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(28).∫
𝑑𝑥

√𝑎2 − 𝑥2
= sin−1

𝑥

𝑎
+ 𝐶 

(29).∫√𝑎2 − 𝑥2𝑑𝑥 =
𝑥

2
√𝑎2 − 𝑥2 +

𝑎2

2
sin−1

𝑥

𝑎
+ 𝐶 

(30).∫ 𝑥2√𝑎2 − 𝑥2𝑑𝑥 =
𝑎4

8
sin−1

𝑥

𝑎
−
1

8
𝑥√𝑎2 − 𝑥2(𝑎2 − 2𝑥2) + 𝐶 

(31).∫
√𝑎2 − 𝑥2

𝑥
𝑑𝑥 = √𝑎2 − 𝑥2 − 𝑎 ln |

𝑎 + √𝑎2 − 𝑥2

𝑥
| + 𝐶 

(32).∫
√𝑎2 − 𝑥2

𝑥2
𝑑𝑥 = −sin−1

𝑥

𝑎
−
√𝑎2 − 𝑥2

𝑥
+ 𝐶 

(33).∫
𝑥2

√𝑎2 − 𝑥2
𝑑𝑥 =

𝑎2

2
sin−1

𝑥

𝑎
−
1

2
𝑥√𝑎2 − 𝑥2 + 𝐶 

(34).∫
𝑑𝑥

𝑥√𝑎2 − 𝑥2
= −

1

𝑎
ln |
𝑎 + √𝑎2 − 𝑥2

𝑥
| + 𝐶 

(35).∫
𝑑𝑥

𝑥2√𝑎2 − 𝑥2
= −

√𝑎2 − 𝑥2

𝑎2𝑥
+ 𝐶 

(36).∫
𝑑𝑥

√𝑥2 − 𝑎2
= cosh−1

𝑥

𝑎
+ 𝐶 = ln |𝑥 + √𝑥2 − 𝑎2| + 𝐶 

(37).∫√𝑥2 − 𝑎2𝑑𝑥 =
𝑥

2
√𝑥2 − 𝑎2 −

𝑎2

2
cosh−1

𝑥

𝑎
+ 𝐶 

(38).∫ (√𝑥2 − 𝑎2)
𝑛

𝑑𝑥

=
𝑥(√𝑥2 − 𝑎2)

𝑛

𝑛 + 1
−
𝑛𝑎2

𝑛 + 1
∫(√𝑥2 − 𝑎2)

𝑛−2

𝑑𝑥  , 𝑛 ≠ 1 

(39).∫
𝑑𝑥

(√𝑥2 − 𝑎2)
𝑛 =

𝑥(√𝑥2 − 𝑎2)
2−𝑛

(2 − 𝑛)𝑎2
−

𝑛 − 3

(𝑛 − 2)𝑎2
∫

𝑑𝑥

(√𝑥2 − 𝑎2)
𝑛−2   ,

𝑛 ≠ 2 

(40).∫ 𝑥 (√𝑥2 − 𝑎2)
𝑛

𝑑𝑥 =
(√𝑥2 − 𝑎2)

𝑛+2

𝑛 + 2
+ 𝐶 

(41).∫ 𝑥2√𝑥2 − 𝑎2𝑑𝑥 =
𝑥

8
(2𝑥2 − 𝑎2)√𝑥2 − 𝑎2 −

𝑎4

8
cosh−1

𝑥

𝑎
+ 𝐶 

(42).∫
√𝑥2 − 𝑎2

𝑥
𝑑𝑥 = √𝑥2 − 𝑎2 − 𝑎 sec−1 |

𝑥

𝑎
| + 𝐶 



អាំងតេក្រាល 

169 

តោយ ៖ តលឿ សុវណ្ណរ៉ា  

(43).∫
√𝑥2 − 𝑎2

𝑥2
𝑑𝑥 = cosh−1

𝑥

𝑎
−
√𝑥2 − 𝑎2

𝑥
+ 𝐶 

(44).∫
𝑥2

√𝑥2 − 𝑎2
𝑑𝑥 =

𝑎2

2
cosh−1

𝑥

𝑎
+
𝑥

2
√𝑥2 − 𝑎2 + 𝐶 

(45).∫
𝑑𝑥

𝑥√𝑥2 − 𝑎2
=
1

𝑎
sec−1 |

𝑥

𝑎
| + 𝐶 =

1

𝑎
cos−1 |

𝑎

𝑥
| + 𝐶 

(46).∫
𝑑𝑥

𝑥2√𝑥2 − 𝑎2
=
√𝑥2 − 𝑎2

𝑎2𝑥
+ 𝐶 

(47).∫
𝑑𝑥

√2𝑎𝑥 − 𝑥2
= sin−1 (

𝑥 − 𝑎

𝑎
) + 𝐶 

(48).∫√2𝑎𝑥 − 𝑥2𝑑𝑥 =
𝑥 − 𝑎

2
√2𝑎𝑥 − 𝑥2 +

𝑎2

2
sin−1 (

𝑥 − 𝑎

𝑎
) + 𝐶 

(49).∫ (√2𝑎𝑥 − 𝑥2)
𝑛

𝑑𝑥 =
(𝑥 − 𝑎)(√2𝑎𝑥 − 𝑥2)

𝑛

𝑛 + 1
+
𝑛𝑎2

𝑛 + 1
∫(√2𝑎𝑥 − 𝑥2)

𝑛−2

𝑑𝑥 

(50).∫
𝑑𝑥

(√2𝑎𝑥 − 𝑥2)
𝑛

=
(𝑥 − 𝑎)(√2𝑎𝑥 − 𝑥2)

2−𝑛

(𝑛 − 2)𝑎2
+

𝑛 − 3

(𝑛 − 2)𝑎2
∫

𝑑𝑥

(√2𝑎𝑥 − 𝑥2)
𝑛−2 

(51).∫ 𝑥 (√2𝑎𝑥 − 𝑥2) 𝑑𝑥 =
(𝑥 + 𝑎)(2𝑥 − 3𝑎)(√2𝑎𝑥 − 𝑥2)

6
+
𝑎3

2
sin−1 (

𝑥 − 𝑎

𝑎
) 

(52).∫
√2𝑎𝑥 − 𝑥2

𝑥
𝑑𝑥 = √2𝑎𝑥 − 𝑥2 + 𝑎 sin−1 (

𝑥 − 𝑎

𝑎
) + 𝐶 

(53).∫
√2𝑎𝑥 − 𝑥2

𝑥2
𝑑𝑥 = −2√

2𝑎 − 𝑥

𝑥
− sin−1 (

𝑥 − 𝑎

𝑎
) + 𝐶 

(54).∫
𝑥

√2𝑎𝑥 − 𝑥2
𝑑𝑥 = 𝑎 sin−1 (

𝑥 − 𝑎

𝑎
) + √2𝑎𝑥 − 𝑥2 + 𝐶 

(55).∫
𝑑𝑥

𝑥√2𝑎𝑥 − 𝑥2
= −

1

𝑎
√
2𝑎 − 𝑥

𝑥
+ 𝐶 

(56).∫ sin 𝑎𝑥 𝑑𝑥 = −
1

𝑎
cos 𝑎𝑥 + 𝐶 

(57).∫ cos 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝑎
sin 𝑎𝑥 + 𝐶 

(58).∫ sin2 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
𝑥

𝑎
−
sin 2𝑎𝑥

4𝑎
+ 𝐶 
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(59).∫ cos2 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
𝑥

𝑎
+
sin 2𝑎𝑥

4𝑎
+ 𝐶 

(60).∫ sin𝑛 𝑎𝑥 𝑑𝑥 = −
sin𝑛−1 𝑎𝑥 . cos 𝑎𝑥

𝑛𝑎
+
𝑛 − 1

𝑛
∫sin𝑛−2 𝑎𝑥 𝑑𝑥 

(61).∫ cos𝑛 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
cos𝑛−1 𝑎𝑥 . sin 𝑎𝑥

𝑛𝑎
+
𝑛 − 1

𝑛
∫cos𝑛−2 𝑎𝑥 𝑑𝑥 

(62). (𝑎).∫ sin 𝑎𝑥 . cos 𝑏𝑥 𝑑𝑥 = −
cos(𝑎 + 𝑏) 𝑥

2(𝑎 + 𝑏)
−
cos(𝑎 − 𝑏)𝑥

2(𝑎 − 𝑏)
+ 𝐶 

          , 𝑎2 ≠ 𝑏2 

          (𝑏).∫ sin 𝑎𝑥 sin 𝑏𝑥 𝑑𝑥 =
sin(𝑎 − 𝑏)𝑥

2(𝑎 − 𝑏)
−
sin(𝑎 + 𝑏)𝑥

2(𝑎 + 𝑏)
+ 𝐶 , 𝑎2 ≠ 𝑏2 

         (𝑐).∫ cos 𝑎𝑥 cos 𝑏𝑥 𝑑𝑥 =
sin(𝑎 − 𝑏)𝑥

2(𝑎 − 𝑏)
+
sin(𝑎 + 𝑏)𝑥

2(𝑎 + 𝑏)
+ 𝐶 , 𝑎2 ≠ 𝑏2 

(63).∫ sin 𝑎𝑥 cos 𝑎𝑥 𝑑𝑥 = −
cos 2𝑎𝑥

4𝑎
+ 𝐶 

(64).∫ sin𝑛 𝑎𝑥 cos𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
sin𝑛+1 𝑎𝑥

(𝑛 + 1)𝑎
+ 𝐶  , 𝑛 ≠ −1 

(65).∫
cos 𝑎𝑥

sin 𝑎𝑥
𝑑𝑥 =

1

𝑎
ln|sin 𝑎𝑥| + 𝐶 

(66).∫ cos𝑛 𝑎𝑥 sin 𝑎𝑥 𝑑𝑥 = −
cos𝑛+1 𝑎𝑥

(𝑛 + 1)𝑎
+ 𝐶 , 𝑛 ≠ −1 

(67).∫
sin 𝑎𝑥

cos 𝑎𝑥
𝑑𝑥 = ∫ tan𝑎𝑥 𝑑𝑥 = −

1

𝑎
ln|cos 𝑎𝑥| + 𝐶 

(68).∫ sin𝑛 𝑎𝑥 cos𝑚 𝑎𝑥 𝑑𝑥 = −
sin𝑛−1 𝑎𝑥 cos𝑚+1 𝑎𝑥

𝑎(𝑚 + 𝑛)
  

          +
𝑛 − 1

𝑚 + 𝑛
∫sin𝑛−2 𝑎𝑥 cos𝑚 𝑎𝑥 𝑑𝑥 , 𝑛 ≠ −𝑚 (𝑖𝑓 𝑛 = −𝑚, 𝑢𝑠𝑒 𝑁086) 

(69).∫ sin𝑛 𝑎𝑥 cos𝑚 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
sin𝑛+1 𝑎𝑥 cos𝑚−1 𝑎𝑥

𝑎(𝑚 + 𝑛)
 

      +
𝑚 − 1

𝑚 + 1
∫sin𝑛 𝑎𝑥 cos𝑚−2 𝑎𝑥 𝑑𝑥  ,𝑚 ≠ −𝑛 (𝑖𝑓 𝑚 = −𝑛 , 𝑢𝑠𝑒 𝑁087) 

(70).∫
𝑑𝑥

𝑏 + 𝑐 sin 𝑎𝑥
= −

2

𝑎√𝑏2 − 𝑐2
tan−1 [√

𝑏 − 𝑐

𝑏 + 𝑐
tan (

𝜋

4
−
𝑎𝑥

2
)] + 𝐶  , 

           𝑏2 > 𝑐2 

(71).∫
𝑑𝑥

𝑏 + 𝑐 sin 𝑎𝑥
= −

1

𝑎√𝑐2 − 𝑏2
ln |
𝑐 + 𝑏 sin 𝑎𝑥 + √𝑐2 − 𝑏2 cos 𝑎𝑥

𝑏 + 𝑐 sin 𝑎𝑥
| 
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          +𝐶  ,   𝑏2 < 𝑐2 

(72).∫
𝑑𝑥

1 + sin 𝑎𝑥
= −

1

𝑎
tan (

𝜋

4
−
𝑎𝑥

2
) + 𝐶 

(73).∫
𝑑𝑥

1 − sin 𝑎𝑥
=
1

𝑎
tan (

𝜋

4
+
𝑎𝑥

2
) + 𝐶 

(74).∫
𝑑𝑥

𝑏 + 𝑐 cos 𝑎𝑥
=

2

𝑎√𝑏2 − 𝑐2
tan−1 [√

𝑏 − 𝑐

𝑏 + 𝑐
tan (

𝑎𝑥

2
)] + 𝐶 , 𝑏2 > 𝑐2 

(75).∫
𝑑𝑥

𝑏 + 𝑐 cos 𝑎𝑥
=

1

𝑎√𝑐2 − 𝑏2
ln |
𝑐 + 𝑏 cos 𝑎𝑥 + √𝑐2 − 𝑏2 sin 𝑎𝑥

𝑏 + 𝑐 cos 𝑎𝑥
| + 𝐶 

           𝑏2 < 𝑐2 

(76).∫
𝑑𝑥

1 + cos 𝑎𝑥
=
1

𝑎
tan

𝑎𝑥

2
+ 𝐶 

(77).∫
𝑑𝑥

(1 − cos 𝑎𝑥)
= −

1

𝑎
cot

𝑎𝑥

2
+ 𝐶 

(78).∫ 𝑥 sin 𝑎𝑥  𝑑𝑥 =
1

𝑎2
sin 𝑎𝑥 −

𝑥

𝑎
cos 𝑎𝑥 + 𝐶 

(79).∫ 𝑥 cos 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝑎2
cos 𝑎𝑥 +

𝑥

𝑎
sin 𝑎𝑥 + 𝐶 

(80).∫ 𝑥𝑛 sin 𝑎𝑥 𝑑𝑥 = −
𝑥𝑛

𝑎
cos𝑎𝑥 +

𝑛

𝑎
∫𝑥𝑛−1 cos 𝑎𝑥 𝑑𝑥 

(81).∫ 𝑥𝑛 cos 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
𝑥𝑛

𝑎
sin 𝑎𝑥 −

𝑛

𝑎
∫𝑥𝑛−1 sin 𝑎𝑥 𝑑𝑥 

(82).∫ tan𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝑎
ln|sec 𝑎𝑥| + 𝐶 

(83).∫ cot 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝑎
ln|sin 𝑎𝑥| + 𝐶 

(84).∫ tan2 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝑎
tan𝑎𝑥 − 𝑥 + 𝑐 

(85).∫ cot2 𝑎𝑥 𝑑𝑥 = −
1

𝑎
cot 𝑎𝑥 − 𝑥 + 𝐶 

(86).∫ tan𝑛 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
tan𝑛−1 𝑎𝑥

𝑎(𝑛 − 1)
− ∫ tan𝑛−2 𝑎𝑥 𝑑𝑥  , 𝑛 ≠ 1 

(87).∫ cot2 𝑎𝑥 𝑑𝑥 = −
cot𝑛−1 𝑎𝑥

𝑎(𝑛 − 1)
− ∫cot𝑛−2 𝑎𝑥 𝑑𝑥 , 𝑛 ≠ 1 

(88).∫ sec 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝑎
ln|sec 𝑎𝑥 + tan𝑎𝑥| + 𝐶 
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(89).∫ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑎𝑥 𝑑𝑥 = −
1

𝑎
ln|𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑎𝑥 + 𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 𝑎𝑥| + 𝐶 

(90).∫ sec2 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝑎
tan𝑎𝑥 + 𝐶 

(91).∫ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2𝑎𝑥𝑑𝑥 = −
1

𝑎
𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 𝑎𝑥 + 𝐶 

(92).∫ sec𝑛 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
sec𝑛−2 𝑎𝑥 tan 𝑎𝑥

𝑎(𝑛 − 1)
+
𝑛 − 2

𝑛 − 1
∫sec𝑛−2 𝑎𝑥 𝑑𝑥 , 𝑛 ≠ 1 

(93).∫ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛𝑎𝑥𝑑𝑥

= −
𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑎𝑥𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛𝑎𝑥

𝑎(𝑛 − 1)
+
𝑛 − 2

𝑛 − 1
∫𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑎𝑥𝑑𝑥 , 𝑛 ≠ 1 

(94).∫ sec𝑛 𝑎𝑥 tan𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
sec𝑛 𝑎𝑥

𝑛𝑎
+ 𝐶 , 𝑛 ≠ 0 

(95).∫ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛𝑎𝑥. 𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛𝑎𝑥 𝑑𝑥 = −
𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑛𝑎𝑥

𝑛𝑎
+ 𝐶  , 𝑛 ≠ 0 

(96).∫ sin−1 𝑎𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥 sin−1 𝑎𝑥 +
1

𝑎
√1 − 𝑎2𝑥2 + 𝐶 

(97).∫ cos−1 𝑎𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥 cos−1 𝑎𝑥 −
1

𝑎
√1 − 𝑎2𝑥2 + 𝐶 

(98).∫ tan−1 𝑎𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥 tan−1 𝑎𝑥 −
1

2𝑎
ln(1 + 𝑎2𝑥2) + 𝐶 

(99).∫ 𝑥𝑛 sin−1 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
sin−1 𝑎𝑥 −

𝑎

𝑛 + 1
∫

𝑥𝑛+1

√1 − 𝑎2𝑥2
𝑑𝑥 ,

𝑛 ≠ −1 

(100).∫ 𝑥𝑛 cos−1 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
cos−1 𝑎𝑥 +

𝑎

𝑛 + 1
∫

𝑥𝑛+1

√1 − 𝑎2𝑥2
𝑑𝑥 ,

𝑛 ≠ −1 

(101).∫ 𝑥𝑛 tan−1 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
tan−1 𝑎𝑥 −

𝑎

𝑛 + 1
∫

𝑥𝑛+1

√1 + 𝑎2𝑥2
𝑑𝑥 ,

𝑛 ≠ −1 

(102).∫ 𝑒𝑎𝑥𝑑𝑥 =
1

𝑎
𝑒𝑎𝑥 + 𝐶 

(103).∫ 𝑏𝑎𝑥𝑑𝑥 =
1

𝑎
.
𝑏𝑎𝑥

ln 𝑏
+ 𝐶 , 𝑏 > 0 , 𝑏 ≠ 1 

(104).∫ 𝑥𝑒𝑎𝑥𝑑𝑥 =
𝑒𝑎𝑥

𝑎2
(𝑎𝑥 − 1) + 𝐶 
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(105).∫ 𝑥𝑛𝑒𝑎𝑥𝑑𝑥 =
1

𝑎
𝑥𝑛𝑒𝑎𝑥 −

𝑛

𝑎
∫𝑥𝑛−1𝑒𝑎𝑥𝑑𝑥 

(106).∫ 𝑥𝑛𝑏𝑎𝑥𝑑𝑥 =
𝑥𝑛𝑏𝑎𝑥

𝑎 ln 𝑏
−

𝑛

𝑎 ln 𝑏
∫𝑥𝑛−1𝑏𝑎𝑥𝑑𝑥 , 𝑏 > 0 , 𝑏 ≠ 1 

(107).∫ 𝑒𝑎𝑥 sin 𝑏𝑥  𝑑𝑥 =
𝑒𝑎𝑥

𝑎2 + 𝑏2
(𝑎 sin 𝑏𝑥 − 𝑏 cos 𝑏𝑥) + 𝐶 

(108).∫ 𝑒𝑎𝑥 cos 𝑏𝑥 𝑑𝑥 =
𝑒𝑎𝑥

𝑎2 + 𝑏2
(𝑎 cos 𝑏𝑥 + 𝑏 sin 𝑏𝑥) + 𝐶 

(109).∫ ln 𝑎𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥 ln 𝑎𝑥 − 𝑥 + 𝐶 

(110).∫ 𝑥𝑛(ln 𝑎𝑥)𝑚𝑑𝑥 =
𝑥𝑛+1(ln 𝑎𝑥)𝑚

𝑛 + 1
−

𝑚

𝑛 + 1
∫𝑥𝑛(ln 𝑎𝑥)𝑚−1𝑑𝑥 ,

𝑛 ≠ −1 

(111).∫
(ln𝑎𝑥)𝑚

𝑥
𝑑𝑥 =

(ln 𝑎𝑥)𝑚+1

𝑚+ 1
+ 𝐶 ,𝑚 ≠ −1 

(112).∫
𝑑𝑥

𝑥 ln 𝑎𝑥
= ln|ln 𝑎𝑥| + 𝐶 

(113).∫ sinh𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝑎
cosh𝑎𝑥 + 𝐶 

(114).∫ cosh𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝑎
sinh 𝑎𝑥 + 𝐶 

(115).∫ sinh2 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
sinh 2𝑎𝑥

4𝑎
−
𝑥

2
+ 𝐶 

(116).∫ cosh2 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
sinh 2𝑎𝑥

4𝑎
+
𝑥

2
+ 𝐶 

(117).∫ sinh𝑛 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
sinh−1 𝑎𝑥 cosh 𝑎𝑥

𝑛𝑎
−
𝑛 − 1

𝑛
∫sinh𝑛−2 𝑎𝑥 𝑑𝑥  ,     𝑛

≠ 0  

(118).∫ cosh𝑛 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
cosh𝑛−1 𝑎𝑥 sinh 𝑎𝑥

𝑛𝑎
+
𝑛 − 1

𝑛
∫cosh𝑛−2 𝑎𝑥 𝑑𝑥  

                 , 𝑛 ≠ 0 

(119).∫ 𝑥. sinh𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
𝑥

𝑎
cosh𝑎𝑥 −

1

𝑎2
sinh𝑎𝑥 + 𝐶 

(120).∫ 𝑥. cosh 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
𝑥

𝑎
sinh 𝑎𝑥 −

1

𝑎2
cosh𝑎𝑥 + 𝐶 

(121).∫ 𝑥𝑛 sinh𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
𝑥𝑛

𝑎
cosh𝑎𝑥 −

𝑛

𝑎
∫𝑥𝑛−1 cosh𝑎𝑥 𝑑𝑥 
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(122).∫ 𝑥𝑛 cosh 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
𝑥𝑛

𝑎
sinh𝑎𝑥 −

𝑛

𝑎
∫𝑥𝑛−1 sinh𝑎𝑥 𝑑𝑥 

(123).∫ tan𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝑎
ln(cosh𝑎𝑥) + 𝐶 

(124).∫ coth 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝑎
ln|sinh𝑎𝑥| + 𝐶 

(125).∫ tanh2 𝑎𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥 −
1

𝑎
tanh 𝑎𝑥 + 𝐶 

(126).∫ cot2 𝑎𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥 −
1

𝑎
cot 𝑎𝑥 + 𝐶 

(127).∫ tanh𝑛 𝑎𝑥 𝑑𝑥 = −
tanh𝑛−1 𝑎𝑥

𝑎(𝑛 − 1)
+ ∫ tanh𝑛−2 𝑎𝑥 𝑑𝑥 , 𝑛 ≠ 1 

(128).∫ cothn 𝑎𝑥 𝑑𝑥 = −
coth𝑛−1 𝑎𝑥

𝑎(𝑛 − 1)
+ ∫coth𝑛−2 𝑎𝑥 𝑑𝑥 , 𝑛 ≠ 1 

(129).∫ sech𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝑎
sin−1(tanh𝑎𝑥) + 𝐶 

(130).∫ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐ℎ 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝑎
ln |tanh

𝑎𝑥

2
| + 𝐶 

(131).∫ sech2 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝑎
tanh 𝑎𝑥 + 𝐶 

(132).∫ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐ℎ2𝑎𝑥 𝑑𝑥 = −
1

𝑎
coth𝑎𝑥 + 𝐶 

(133).∫ sech𝑛 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
sech𝑛−2 𝑎𝑥 tanh𝑎𝑥

𝑎(𝑛 − 1)
+
𝑛 − 2

𝑛 − 1
∫sech𝑛−2 𝑎𝑥 𝑑𝑥 ,  

          𝑛 ≠ 1 

(134).∫ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐ℎ𝑛𝑎𝑥 𝑑𝑥 = −
𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐ℎ𝑛−2𝑎𝑥 coth𝑎𝑥

𝑎(𝑛 − 1)
 

              −
𝑛 − 2

𝑛 − 1
∫𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐ℎ𝑛−2𝑎𝑥𝑑𝑥  , 𝑛 ≠ 1 

(135).∫ sech𝑛 𝑎𝑥 tanh 𝑎𝑥 𝑑𝑥 = −
sech𝑛 𝑎𝑥

𝑛𝑎
+ 𝐶  , 𝑛 ≠ 0 

(136).∫ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐ℎ𝑛𝑎𝑥 coth𝑎𝑥 𝑑𝑥 = −
𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐ℎ𝑛𝑎𝑥

𝑛𝑎
+ 𝐶 , 𝑛 ≠ 0 

(137).∫ 𝑒𝑎𝑥 sinh 𝑏𝑥 𝑑𝑥 =
𝑒𝑎𝑥

2
[
𝑒𝑏𝑥

𝑎 + 𝑏
−
𝑒−𝑏𝑥

𝑎 − 𝑏
] + 𝐶 , 𝑎2 ≠ 𝑏2 

(138).∫ 𝑒𝑎𝑥 cosh 𝑏𝑥 𝑑𝑥 =
𝑒𝑎𝑥

2
[
𝑒𝑏𝑥

𝑎 + 𝑏
+
𝑒−𝑏𝑥

𝑎 − 𝑏
] + 𝐶, 𝑎2 ≠ 𝑏2 
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(139).∫ 𝑥𝑛−1𝑒−𝑥𝑑𝑥
∞

0

= 𝑇(𝑛) = (𝑛 − 1)! , 𝑛 > 0 

(140).∫ 𝑒−𝑎𝑥
2
𝑑𝑥

∞

0

=
1

2
√
𝜋

𝑎
  , 𝑥 > 0 

(141).∫ sin𝑛 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

= ∫ cos𝑛 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

= {

1.3.5… (𝑛 − 1)

2.4.6…𝑛
 តបើ 𝑛 ជាចាំនួនេេ់េូ ≥ 2

2.4.6… (𝑛 − 1)

3.5.7…𝑛
  តបើ 𝑛 ជាចាំនួនេេ់តសស ≥ 3
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លហំាតទ់ី០១៖គណនាអាំងតេក្រាលខាងតក្រាម 

(1).∫𝑥(𝑥 + 1)2017𝑑𝑥    ;          (2).∫
𝑑𝑥

√𝑥√1 − 𝑥
   ;    (3).∫

𝑑𝑥

𝑎2 − 𝑥2
 

(4).∫
𝑑𝑥

√𝑥2 − 𝑎2
               ;           (5).∫√𝑎2 − 𝑥2𝑑𝑥 

(6).∫
𝑑𝑥

√1 − 𝑥2
                  ;           (7).∫

𝑑𝑥

1 + 𝑥2
 

ដំណ ោះស្រាយ៖ គណ្នាអាំងដេក្រា ខាងដក្រាម 

(1).∫𝑥(𝑥 + 1)2017𝑑𝑥 

    = ∫(𝑥 + 1 − 1)(𝑥 + 1)2017𝑑𝑥 

    = ∫(𝑥 + 1)2018𝑑𝑥 − ∫(𝑥 + 1)2017𝑑𝑥 
 ( តាង  𝑡 = 𝑥 + 1 ⟹ 𝑑𝑡 = 𝑑𝑥) 
⟹∫𝑥(𝑥 + 1)2017𝑑𝑥 = ∫𝑡2018𝑑𝑡 − ∫𝑡2017𝑑𝑡 

                                          =
1

2019
𝑡2019 −

1

2018
𝑡2018 + 𝐶 

                                         =
1

2019
(𝑥 + 1)2019 −

1

2018
(𝑥 + 1)2018 + 𝐶 

ដូដ្នេះ  ∫ 𝑥(𝑥 + 1)2017𝑑𝑥 = 1

2019
(𝑥 + 1)2019 −

1

2018
(𝑥 + 1)2019 + 𝐶 

                                                        , 𝐶 ∈ ℝ 
(2).∫

𝑑𝑥

√𝑥√1 − 𝑥
 

តាង  𝑡 = √𝑥 ⟹ 𝑑𝑡 =
1

2√𝑥
𝑑𝑥 

∫
𝑑𝑥

√𝑥√1 − 𝑥
= ∫

𝑑𝑥

√𝑥(1 − 𝑥)
 

                         = ∫
2𝑑𝑥

2√𝑥√1 − (√𝑥)
2
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                    = 2∫
𝑑𝑡

√1 − 𝑡2
= 2arcsin 𝑡 + 𝐶 

                    = 2 arcsin(√𝑥) + 𝐶 , (𝐶 ជា ា្ំនួនដេរ ) 

ដូដ្នេះ   ∫ 𝑑𝑥

√𝑥√1 − 𝑥
= 2arcsin(√𝑥) + 𝐶  , (𝐶 ជាចំនួនលេរ) 

(3).∫
𝑑𝑥

𝑎2 − 𝑥2
 

   = ∫
𝑑𝑥

(𝑎 − 𝑥)(𝑎 + 𝑥)
 

   =
1

2𝑎
∫
(𝑥 + 𝑎 − 𝑥 + 𝑎)

(𝑎 − 𝑥)(𝑎 + 𝑥)
𝑑𝑥 

   =
1

2𝑎
∫

𝑥 + 𝑎

(𝑎 − 𝑥)(𝑎 + 𝑥)
𝑑𝑥 −

1

2𝑎
∫

𝑥 − 𝑎

(𝑎 − 𝑥)(𝑎 + 𝑥)
𝑑𝑥 

   =
1

2𝑎
∫

𝑑𝑥

𝑎 − 𝑥
+
1

2𝑎
∫

𝑑𝑥

𝑎 + 𝑥
 

(
តាង t = a − x ⟹ dt = dx
𝑢 = 𝑎 + 𝑥 ⟹ 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥

) 

⟹∫
𝑑𝑥

𝑎2 − 𝑥2
=
1

2𝑎
∫
𝑑𝑡

𝑡
+
1

2𝑎
∫
𝑑𝑢

𝑢
 

                           =
1

2𝑎
(ln|𝑡| + ln|𝑢|) + 𝐶 

                           =
1

2𝑎
(ln|𝑎 − 𝑥| + ln|𝑎 − 𝑥|) 

                           =
1

2𝑎
ln |
𝑎 + 𝑥

𝑎 − 𝑥
| + 𝐶    , (𝐶 ជា ា្ំនួនដេរ) 

ដូដ្នេះ    ∫ 𝑑𝑥

𝑎2 − 𝑥2
=
1

2𝑎
ln |
𝑎 + 𝑥

𝑎 − 𝑥
| + 𝐶    , (𝐶 ជា ា្ំនួនដេរ) 

(4).∫
𝑑𝑥

√𝑥2 − 𝑎2
 

តាង  𝑥 = 𝑎

sin 𝑡
⟹ 𝑑𝑥 = −

𝑎 cos 𝑡

sin2 𝑡
𝑑𝑡 
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⟹∫
𝑑𝑥

√𝑥2 − 𝑎2
= ∫

−𝑎 cos 𝑡

sin2 𝑡 √(
𝑎
sin 𝑡)

2
− 𝑎2

𝑑𝑡 

                             = −𝑎∫
cos 𝑡 sin 𝑡

𝑎 sin2 𝑡 √1 − sin2 𝑡
𝑑𝑡 

                             = −∫
1

sin 𝑡
𝑑𝑡 = −

1

2
ln |
1 − cos 𝑡

1 + cos 𝑡
| + 𝐶 

                             = −
1

2
ln |
1 + cos (arcsin

𝑎
𝑥)

1 − cos (arcsin
𝑎
𝑥)
| + 𝐶  , (𝐶 ជា ា្ំនួនដេរ) 

ដូដ្នេះ  ln |1 − cos 𝑡
1 + cos 𝑡

| = −
1

2
ln |
1 + cos (arcsin

𝑎
𝑥)

1 − cos (arcsin
𝑎
𝑥)
| + 𝐶   

 , (𝐶 ជា ា្ំនួនដេរ) 
(5).∫√𝑎2 − 𝑥2𝑑𝑥 

តាង  𝑥 = 𝑎 sin 𝑡 ⟹ 𝑑𝑥 = 𝑎 cos 𝑡 𝑑𝑡 

∫√𝑎2 − 𝑥2𝑑𝑥 = ∫√𝑎2 − (𝑎 sin 𝑡)2 × 𝑎 cos 𝑡 𝑑𝑡 

                             = ∫𝑎√1 − sin2 𝑡 × 𝑎 cos 𝑡 𝑑𝑡 

                             = 𝑎2∫cos2 𝑡 𝑑𝑡 

                             = 𝑎2∫
1 + cos 2𝑡

2
𝑑𝑡 

                             =
𝑎2

2
(𝑡 +

1

4
sin 2𝑡) + 𝐶 

( លោយ sin 𝑡 = 𝑥

𝑎
⟹ 𝑡 = arcsin (

𝑥

𝑎
)) 

លយើងបាន  ∫√𝑎2 − 𝑥2𝑑𝑥 = 𝑎
2

2
arcsin (

𝑥

𝑎
) +

𝑎2

4
sin 2 (arcsin (

𝑥

𝑎
)) + 𝐶 

                                                   =
𝑎2

4
(arcsin (

𝑥

𝑎
) +

1

2
sin 2 (arcsin (

𝑥

𝑎
))) + 𝐶 
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ដូលចនេះ   ∫√𝑎2 − 𝑥2𝑑𝑥 = 𝑎
2

4
[arcsin (

𝑥

𝑎
) +

1

2
sin 2 (arcsin (

𝑥

𝑎
))] + 𝐶 

(6).∫
𝑑𝑥

√1 − 𝑥2
 

( តាង  𝑥 = sin 𝑡   ដដល (−𝜋
2
< 𝑡 <

𝜋

2
)  ល េះ 𝑑𝑥 = cos 𝑡 𝑑𝑡, 𝑡 = arcsin 𝑥) 

∫
𝑑𝑥

√1 − 𝑥2
= ∫

cos 𝑡 𝑑𝑡

√1 − sin2 𝑡
 

                     = ∫
cos 𝑡 𝑑𝑡

cos 𝑡
= ∫𝑑𝑡 = 𝑡 + 𝐶 = arcsin 𝑐 + 𝐶 , 𝐶 ∈ ℝ 

ដូលចនេះ  ∫ 𝑑𝑥

√1 − 𝑥2
= arcsin 𝑥 + 𝐶 , 𝐶 ∈ ℝ 

(7).∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2
 

តាង  𝑥 = tan 𝑡   ដដល (−𝜋
2
< 1 <

𝜋

2
)  ល េះ  𝑑𝑥 = (1 + tan2 𝑡)𝑑𝑡 

( 𝑡 = arctan 𝑥) 

លយើងបាន ∫ 𝑑𝑥

1 + 𝑥2
= ∫

(1 + tan2 𝑡)𝑑𝑡

1 + (tan2 𝑡)
 

                                       = ∫𝑑𝑡 = 𝑡 + 𝐶 = arctan 𝑥 + 𝐶 , 𝐶 ∈ ℝ 

ដូលចនេះ  ∫ 𝑑𝑥

1 + 𝑥2
= arctan 𝑥 + C , C ∈ ℝ  

 

លហំាតទ់ី០២៖ គណ្នាអាំងដេក្រា ខាងដក្រាម 
(1).  𝐼 = ∫

𝑑𝑥

sin 𝑥
    ;    (2). 𝐽 = ∫

𝑑𝑥

cos 𝑥
   ;     (3). 𝐾 = ∫

𝑑𝑥

cos6 𝑥
 

ដំណ ោះស្រាយ៖ គណ្នាអាំងដេក្រា  

(1).  𝐼 = ∫
𝑑𝑥

sin 𝑥
 

            = ∫
sin 𝑥 𝑑𝑥

sin2 𝑥
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           = −∫
−sin 𝑥 𝑑𝑥

1 − cos2 𝑥
 

           =
1

2
ln |
1 − cos 𝑥

1 + cos 𝑥
| 

ដូដ្នេះ    𝐼 = −1
2
ln |
1 − cos 𝑥

1 + cos 𝑥
| + 𝐶 , 𝐶 ជា ា្ំនួនដេរ 

(2). 𝐽 = ∫
𝑑𝑥

cos 𝑥
 

           = ∫
𝑑𝑥

cos 𝑥
×
cos 𝑥

cos 𝑥
 

           = ∫
cos 𝑥 𝑑𝑥

1 − sin2 𝑥
 

           =
1

2
ln |
1 + sin 𝑥

1 − sin 𝑥
| + 𝐶 

ដូដ្នេះ   𝐽 = 1
2
ln |
1 + sin 𝑥

1 − sin 𝑥
| + 𝐶 , 𝐶 ជា ា្ំនួនដេរ 

(3).  𝐾 = ∫
𝑑𝑥

cos6 𝑥
 

              = ∫
1

cos2 𝑥
(

1

cos4 𝑥
) 𝑑𝑥 

              = ∫(1 + tan2 𝑥)2 ×
1

cos2 𝑥
𝑑𝑥 

              = ∫(1 + 2 tan2 𝑥 + tan4 𝑥) ×
1

cos2 𝑥
𝑑𝑥 

              = tan 𝑥 +
2

3
tan3 𝑥 +

1

5
tan5 𝑥 + 𝐶  , 𝐶 ជា ា្ំនួនដេរ 

ដូដ្នេះ   𝐾 = tan 𝑥 + 2
3
tan3 𝑥 +

1

5
tan5 𝑥 + 𝐶 , 𝐶 ជា ា្ំនួនដេរ 

 

លំហាតទ់ី០៣៖  គណ្នាអាំងដេក្រា ខាងដក្រាម 
𝐼 = ∫

sin 𝑥 𝑑𝑥

sin 𝑥 + cos 𝑥
     ;       𝐽 = ∫

cos 𝑥

sin 𝑥 + cos 𝑥
𝑑𝑥 
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ដំណ ោះស្រាយ៖  គណ្នាអាំងដេក្រា ខាងដក្រាម 

𝐼 = ∫
sin 𝑥

sin 𝑥 + cos 𝑥
𝑑𝑥           ;        𝐽 = ∫

cos 𝑥

sin 𝑥 + cos 𝑥
𝑑𝑥 

ដយើងយក 

{
 

 𝐼 + 𝐽 = ∫
sin 𝑥 + cos 𝑥

sin 𝑥 + cos 𝑥
𝑑𝑥 = ∫𝑑𝑥       (1)

𝐽 − 𝐼 = ∫
cos 𝑥 − sin 𝑥

sin 𝑥 + cos 𝑥
𝑑𝑥                       (2)

 

ដយើងយក  (1) + (2)  ដយើងបាន 

2𝐽 = ∫𝑑𝑥 +∫
cos 𝑥 − sin 𝑥

cos 𝑥 + sin 𝑥
𝑑𝑥 = 𝑥 +∫

cos 𝑥 − sin 𝑥

cos 𝑥 + sin 𝑥
𝑑𝑥 

តាង  𝑡 = cos 𝑥 + sin 𝑥 ⟹ 𝑑𝑡 = (cos 𝑥 − sin 𝑥)𝑑𝑥 

      2𝐽 = 𝑥 + ∫
𝑑𝑡

𝑡
 

            = 𝑥 + ln|𝑡| + 𝐶 
            = 𝑥 + ln|cos 𝑥 + sin 𝑥| + 𝐶 
      𝐽 =

𝑥

2
+
1

2
ln|cos 𝑥 + sin 𝑥| + 𝐶 

ដោយ  𝐼 + 𝐽 = ∫𝑑𝑥   ដនាេះ 

    𝐼 +
𝑥

2
+
1

2
ln|cos 𝑥 + sin 𝑥| = ∫𝑑𝑥 

    𝐼 =
𝑥

2
−
1

2
ln|cos 𝑥 + sin 𝑥| + 𝐶    ( 𝐶 ជា ា្ំនួនដេរ) 

ដូដ្នេះ   𝐼 = 𝑥
2
−
1

2
ln|cos 𝑥 + sin 𝑥| + 𝐶    ( 𝐶 ជា ា្ំនួនដេរ) 
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លហំាតទ់ី០៤. គណ្នាអាំងដេក្រា ខាងដក្រាម៖ 

∫
𝑥2|sin 𝑥|

2006𝑥 + 1
𝑑𝑥

𝜋
2

−
𝜋
2

 

ដំណ ោះស្រាយ៖  

ដយើងតាង  𝑓(𝑥) = 𝑥2|sin 𝑥|  ជាអនុគមន៍គូ ដ ើយជាប់ដ ើ្ដនាល េះ 

[−
𝜋

2
,
𝜋

2
]    ដនាេះដយើងបាន  

 ∫
𝑥2|sin 𝑥|

2006𝑥 + 1
𝑑𝑥

𝜋
2

−
𝜋
2

= ∫ 𝑥2|sin 𝑥|𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

                                    = ∫ 𝑥2 sin 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

 តាមរបូមនត   ∫ 𝑥𝑛 sin 𝑎𝑥 𝑑𝑥 = −𝑥
𝑛

𝑎
cos 𝑎𝑥 +

𝑛

𝑎
∫𝑥𝑛−1 cos 𝑎𝑥 𝑑𝑥 

ដយើងបាន ∫ 𝑥2|sin 𝑥|

2006𝑥 + 1
𝑑𝑥

𝜋
2

−
𝜋
2

= [−𝑥2 cos 𝑥]0

π
2 + 2∫ 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

                          

                 = 2[𝑥 sin 𝑥 − cos 𝑥]0

𝜋
2 = 2(

𝜋

2
) − 2 = 𝜋 − 2 

ឬ  ∫ 𝑥2 sin 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

    តាង { 𝑢 = 𝑥2 ⟹ 𝑑𝑢 = 2𝑥
𝑑𝑣 = sin 𝑥 ⟹ 𝑣 = −cos 𝑥

 

ដយើងបាន  ∫ 𝑥2 sin 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

= [x2 cos 𝑥]0

π
2 + 2∫ 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

(តាង  𝑡 = 𝑥 ⟹ 𝑑𝑡 = 𝑑𝑥
𝑑𝑠 = cos 𝑥 ⟹ 𝑠 = sin 𝑥

) 

ដយើងបាន  ∫ 𝑥2 sin 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

= 2[𝑥 sin 𝑥]0

𝜋
2 − 2∫ sin 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

                                                  = 𝜋 + (cos (
𝜋

2
) − cos 0) 2 = 𝜋 − 2 
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ដោយ៖ ដ ឿ សុវណ្ណរ៉ា  

ដូដ្នេះ    ∫ 𝑥2|sin 𝑥|

2006𝑥 + 1
𝑑𝑥

𝜋
2

−
𝜋
2

= 𝜋 − 2 

 

លហំាតទ់ី០៤៖  គណ្នាអាំងដេក្រា ខាងដក្រាម 

𝐴 = ∫(
1

𝑥2
−
2

𝑥3
+
3

𝑥4
) 𝑑𝑥  , 𝐵 = ∫

(1 − 𝑥)3

√𝑥
3 𝑑𝑥  , 𝐶 = ∫√𝑥√𝑥√𝑥𝑑𝑥 

ដណំ ោះស្រាយ៖ គណ្នាអាំងដេក្រា  

𝐴 = ∫(
1

𝑥2
−
2

𝑥3
+
3

𝑥4
) 𝑑𝑥 

    = ∫
𝑑𝑥

𝑥2
− 2∫

𝑑𝑥

𝑥3
+ 3∫

𝑑𝑥

𝑥4
 

    = −
1

𝑥
+
1

𝑥2
−
1

𝑥3
+ 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 

ដូ្ដនេះ   𝐴 = −1
𝑥
+
1

𝑥2
−
1

𝑥3
+ 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 

𝐵 = ∫
(1 − 𝑥)3

√𝑥
3 𝑑𝑥 

    = ∫
(1 − 𝑥)(1 − 2𝑥 + 𝑥2)

𝑥
1
3

𝑑𝑥 

    = ∫
1 − 2𝑥 + 𝑥2 − 𝑥 + 2𝑥2 − 𝑥3

𝑥
1
3

𝑑𝑥 

    = ∫
−𝑥3 + 3𝑥2 − 3𝑥 + 1

𝑥
1
3

𝑑𝑥 

    = ∫(−𝑥3−
1
3 + 3𝑥2−

1
3 − 3𝑥1−

1
3 + 𝑥−

1
3) 𝑑𝑥 

    = ∫(−𝑥
8
3 + 3𝑥

5
3 − 3𝑥

2
3 + 𝑥−

1
3) 𝑑𝑥 
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ដោយ៖ ដ ឿ សុវណ្ណរ៉ា  

    = −
𝑥
8
3
+1

8
3
+ 1

+
3𝑥

5
3
+1

5
3
+ 1

−
3𝑥

2
3
+1

2
3
+ 1

+
𝑥−

1
3
+1

−
1
3
+ 1

+ 𝑐 

   = −
3

11
𝑥
11
3 +

9

8
𝑥
8
3 −

9

5
𝑥
5
3 +

3

2
𝑥
2
3 + 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 

ដូ្ដនេះ   𝐵 = − 3

11
𝑥
11
3 +

9

8
𝑥
8
3 −

9

5
𝑥
5
3 +

3

2
𝑥
2
3 + 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 

𝐶 = ∫√𝑥√𝑥√𝑥𝑑𝑥 

    = ∫𝑥
1
2𝑥

1
4𝑥

1
8𝑑𝑥 

    = ∫𝑥
1
2
+
1
4
+
1
8𝑑𝑥 

    = ∫𝑥
7
8𝑑𝑥 

    =
𝑥
7
8
+1

7
8
+ 1

+ 𝑐 =
𝑥
15
8

15
8

+ 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 

ដូ្ដនេះ  𝐶 = 𝑥
15
8

15
8

+ 𝑐 =
8

15
𝑥
15
8 + 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 

 

លហំាតទ់ី០៥៖ គណ្នាអាំងដេក្រា ខាងដក្រាម 
𝐼 = ∫

𝑑𝑥

𝑥(𝑥 + 1)
      ;      𝐽 = ∫

𝑑𝑥

(𝑥 − 1)(𝑥 + 3)
         ;    𝐾 = ∫

𝑑𝑥

𝑥2 − 3𝑥 + 2
 

ដណំ ោះស្រាយ៖ គណ្នាអាំងដេក្រា  

𝐼 = ∫
𝑑𝑥

𝑥(𝑥 + 1)
 

   = ∫(
1

𝑥
−

1

𝑥 + 1
)𝑑𝑥 
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ដោយ៖ ដ ឿ សុវណ្ណរ៉ា  

   = ∫
𝑑𝑥

𝑥
− ∫

(𝑥 + 1)′𝑑𝑥

𝑥 + 1
 

   = ln|𝑥| − ln|𝑥 + 1| + 𝑐  , 𝑐 ∈ ℝ 
ដូ្ដនេះ  𝐼 = ln|𝑥| − ln|𝑥 + 1| + 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 
𝐽 = ∫

𝑑𝑥

(𝑥 − 1)(𝑥 + 3)
 

   =
1

4
∫(

1

𝑥 − 1
−

1

𝑥 + 3
)𝑑𝑥 

   =
1

4
∫
(𝑥 − 1)′

(𝑥 − 1)
𝑑𝑥 −

1

4
∫
(𝑥 + 3)′

𝑥 + 3
𝑑𝑥 

 
   =

1

4
ln|𝑥 − 1| −

1

4
ln|𝑥 + 3| + 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 

ដូ្ដនេះ  𝐽 = 1
4
ln|𝑥 − 1| −

1

4
ln|𝑥 + 3| + 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 

𝐾 = ∫
𝑑𝑥

𝑥2 − 3𝑥 + 2
 

    = ∫
𝑑𝑥

𝑥2 − 𝑥 − 2𝑥 + 2
 

    = ∫
𝑑𝑥

(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)
 

    = −∫(
1

𝑥 − 1
−

1

(𝑥 − 2)
) 𝑑𝑥 

    = −∫[
(𝑥 − 1)′

(𝑥 − 1)
−
(𝑥 − 2)′

(𝑥 − 2)
] 𝑑𝑥 

    = −(ln|𝑥 − 1| − ln|𝑥 − 2|) + 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 
    = − ln |

𝑥 − 1

𝑥 − 2
| + 𝑐  

ដូ្ដនេះ  𝐾 = − ln |𝑥 − 1
𝑥 − 2

| + 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 
 

របូមន្ត   ៖ ∫
1

𝑥
𝑑𝑥 = ln|𝑥| + 𝑐      

                          ∫
𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
𝑑𝑥 = ln|𝑓(𝑥)| + 𝑐 
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ដោយ៖ ដ ឿ សុវណ្ណរ៉ា  

លហំាតទ់ី០៦៖ គណ្នាអាំងដេក្រា ខាងដក្រាម 
𝐼 = ∫

𝑑𝑥

sin2 𝑥 cos2 𝑥
                ;               𝐽 = ∫

cos 2𝑥

sin2 𝑥 cos2 𝑥
𝑑𝑥 

ដណំ ោះស្រាយ៖ គណ្នាអាំងដេក្រា  

𝐼 = ∫
𝑑𝑥

sin2 𝑥 cos2 𝑥
 

   = ∫
sin2 𝑥 + cos2 𝑥

sin2 𝑥 cos2 𝑥
𝑑𝑥 

   = ∫
𝑑𝑥

cos2 𝑥
+ ∫

𝑑𝑥

sin2 𝑥
 

   = tan 𝑥 − cot 𝑥 + 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 
ដូ្ដនេះ    𝐼 = tan 𝑥 − cot 𝑥 + 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 
𝐽 = ∫

cos 2𝑥

sin2 𝑥 cos2 𝑥
𝑑𝑥 

   = ∫(
1 − 2 sin2 𝑥

sin2 𝑥 cos2 𝑥
)𝑑𝑥 

   = ∫
𝑑𝑥

sin2 𝑥 cos2 𝑥
− 2∫

𝑑𝑥

cos2 𝑥
 

   = tan 𝑥 − cot 𝑥 − 2 tan 𝑥 + 𝑐 
   = − tan 𝑥 − cot 𝑥 + 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 
ដូ្ដនេះ  𝐽 = − tan 𝑥 − cot 𝑥 + 𝑐  , 𝑐 ∈ ℝ 
 

លហំាតទ់ី០៧៖ គណ្នាអាំងដេក្រា មិនកាំណ្េ់ខាងដក្រាម 
𝐼 = ∫2 sin2 𝑥 𝑑𝑥    ;     𝐽 = ∫4 cos3 𝑥 𝑑𝑥   ;   𝐾 = ∫4 tan2 𝑥 𝑑𝑥 

ដណំ ោះស្រាយ៖ គណ្នាអាំងដេក្រា  

𝐼 = ∫2 sin2 𝑥 𝑑𝑥    ដោយ sin2 𝑥 = 1 − cos 2𝑥
2
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ដោយ៖ ដ ឿ សុវណ្ណរ៉ា  

   = 2∫
1 − cos 2𝑥

2
𝑑𝑥 

   = ∫(1 − cos 2𝑥)𝑑𝑥  

   = (𝑥 −
1

2
sin 2𝑥) + 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 

ដូ្ដនេះ   𝐼 = (𝑥 − 1
2
sin 2𝑥) + 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 

 𝐽 = ∫4 cos3 𝑥 𝑑𝑥 

ដោយ cos3 𝑥 = 1
4
(3 cos 𝑥 + cos3𝑥) 

= ∫(3 cos 𝑥 + cos 3𝑥)𝑑𝑥 

= 3 sin 𝑥 +
1

3
sin 3𝑥 + 𝑐   , 𝑐 ∈ ℝ 

ដូ្ដនេះ   𝐽 = 3 sin 𝑥 + 1
3
sin 3𝑥 + 𝑐   , 𝑐 ∈ ℝ 

𝐾 = ∫4 tan2 𝑥 𝑑𝑥 

    = ∫4(tan2 𝑥 + 1)𝑑𝑥 − 4∫𝑑𝑥 
    = 4 tan 𝑥 − 4𝑥 + 𝑐  , 𝑐 ∈ ℝ 
ដូ្ដនេះ   𝐾 = 4 tan 𝑥 − 4𝑥 + 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 
លហំាតទ់ី០៨៖ គណ្នាអាំងដេក្រា ខាងដក្រាម 

𝐼 = ∫(tan𝑥 − cot 𝑥)2𝑑𝑥      ;       𝐽 = ∫√tan4 𝑥 + cot4 𝑥 + 2𝑑𝑥 
ដណំ ោះស្រាយ៖ គណ្នាអាំងដេក្រា ខាងដក្រាម 

𝐼 = ∫(tan𝑥 − cot 𝑥)2𝑑𝑥 

   = ∫(tan2 𝑥 − 2 tan 𝑥 cot 𝑥 + cot2 𝑥)𝑑𝑥 
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ដោយ៖ ដ ឿ សុវណ្ណរ៉ា  

   = ∫(tan2 𝑥 − 2 + cot2 𝑥)𝑑𝑥 

  = ∫(tan2 𝑥 + 1)𝑑𝑥 + ∫(cot2 𝑥 + 1)𝑑𝑥 − 4∫𝑑𝑥 
  = tan 𝑥 − cot 𝑥 − 4𝑥 + 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 
ដូ្ដនេះ  𝐼 = tan 𝑥 − cot 𝑥 − 4𝑥 + 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 
𝐽 = ∫√tan4 𝑥 + cot4 𝑥 + 2𝑑𝑥 

   = ∫(√(tan2 𝑥 + cot2 𝑥)2)𝑑𝑥 

   = ∫(tan2 𝑥 + cot2 𝑥)𝑑𝑥 

   = ∫(tan2 𝑥 + 1)𝑑𝑥 + ∫(cot2 𝑥 + 1)𝑑𝑥 − 2∫𝑑𝑥 
   = tan 𝑥 − cot 𝑥 − 2𝑥 + 𝑐  , 𝑐 ∈ ℝ 
ដូ្ដនេះ   𝐽 = tan 𝑥 − cot 𝑥 − 2𝑥 + 𝑐  , 𝑐 ∈ ℝ 
 

លហំាតទ់ី០៩ ៖ គណ្នាអាំងដេក្រា មិនកាំណ្េ់ខាងដក្រាម 
ក)  ∫ 3 cos 2𝑥 − 2 cos

2 𝑥

cos2 𝑥
𝑑𝑥       ;         ខ)  ∫ (4 sin

2 𝑥 + 3 cos 2𝑥

sin2 𝑥
)𝑑𝑥 

ដណំ ោះស្រាយ៖ គណ្នាអាំងដេក្រា មិនកាំណ្េ់ខាងដក្រាម 

ក)  ∫3 cos 2𝑥 − 2 cos
2 𝑥

cos2 𝑥
𝑑𝑥 

    = ∫
3(2 cos2 𝑥 − 1) − 2 cos2 𝑥

cos2 𝑥
𝑑𝑥 

    = ∫
6 cos2 𝑥 − 3 − 2 cos2 𝑥

cos2 𝑥
𝑑𝑥 

    = ∫
4 cos2 𝑥 − 3

cos2 𝑥
𝑑𝑥 
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ដោយ៖ ដ ឿ សុវណ្ណរ៉ា  

    = 4∫𝑑𝑥 − 3∫
𝑑𝑥

cos2 𝑥
 

    = 4𝑥 − 3 tan 𝑥 + 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 

ដូ្ដនេះ  ∫3 cos 2𝑥 − 2 cos
2 𝑥

cos2 𝑥
𝑑𝑥 = 4𝑥 − 3 tan 𝑥 + 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ  

ខ)  ∫(4 sin
2 𝑥 + 3 cos 2𝑥

sin2 𝑥
)𝑑𝑥 

    = ∫(
4 sin2 𝑥 + 3(1 − 2 sin2 𝑥)

sin2 𝑥
)𝑑𝑥 

    = ∫(
4 sin2 𝑥 + 3 − 6 sin2 𝑥

sin 𝑥
)𝑑𝑥 

    = ∫
3 − 2 sin2 𝑥

sin2 𝑥
𝑑𝑥 

    = 3∫
𝑑𝑥

sin2 𝑥
− 2∫𝑑𝑥 

    = −3 cot 𝑥 − 2𝑥 + 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 

ដូ្ដនេះ   ∫ (4 sin
2 𝑥 + 3 cos 2𝑥

sin2 𝑥
)𝑑𝑥 = −3 cot 𝑥 − 2𝑥 + 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ  

 

លហំាតទ់ី១០៖ គណ្នាអាំងដេក្រា មិនកាំណ្េ់ 
ក.  𝑓(𝑥) = ∫

4𝑑𝑥

sin2 2𝑥
           ;               ខ. 𝑔(𝑥) = ∫sin4 𝑥 𝑑𝑥 

ដណំ ោះស្រាយ៖ គណ្នាអាំងដេក្រា មិនកាំណ្េ់ 

ក. 𝑓(𝑥) = ∫ 4𝑑𝑥

sin2 2𝑥
 

               = ∫(
sin2 𝑥 + cos2 𝑥

sin2 𝑥 cos2 𝑥
)𝑑𝑥 

               = ∫
𝑑𝑥

cos2 𝑥
+ ∫

𝑑𝑥

sin2 𝑥
 

               = tan 𝑥 − cot 𝑥 + 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 
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ដោយ៖ ដ ឿ សុវណ្ណរ៉ា  

ដូ្ដនេះ   𝑓(𝑥)  = tan 𝑥 − cot 𝑥 + 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 
ខ. 𝑔(𝑥) = ∫sin4 𝑥 𝑑𝑥 

                = ∫(
1 − cos 2𝑥

2
)
2

𝑑𝑥 

                = ∫(
1 − 2 cos 2𝑥 + cos2 2𝑥

4
)𝑑𝑥 

                =
1

4
∫𝑑𝑥 −

1

2
∫cos 2𝑥 𝑑𝑥 +

1

4
∫cos2 2𝑥 𝑑𝑥 

                =
1

4
𝑥 −

1

4
sin 2𝑥 +

1

4
∫(

1 + cos4𝑥

2
)𝑑𝑥 

                =
1

4
𝑥 −

1

4
sin 2𝑥 +

1

8
𝑥 +

1

32
sin 4𝑥 + 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 

                =
3𝑥

8
−
1

4
sin 2𝑥 +

1

32
sin 4𝑥 + 𝑐 

ដូ្ដនេះ   𝑔(𝑥) = 3𝑥
8
−
1

4
sin 2𝑥 +

1

32
sin 4𝑥 + 𝑐 

 

លហំាតទ់ី១១៖ 

1. គណ្នាអាំងដេក្រា   
2

2

0

cos2x xdx



   ។ 

2. ដគយក 
2

2 2

0

cosI x xdx



    និង 
2

2 2

0

sinJ x xdx



     ។ 
គណ្នា 𝐼 + 𝐽  , 𝐼 − 𝐽  ។រួ្ ទាញរក 𝐼 និង 𝐽 ។    

ដណំ ោះស្រាយ៖ 

1. គណ្នាអាំងដេក្រា  
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ដោយ៖ ដ ឿ សុវណ្ណរ៉ា  

ដគមាន  ∫ 𝑥2 cos 2𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

តាង  {
𝑢 = 𝑥2  , 𝑑𝑢 = 2𝑥𝑑𝑥

𝑑𝑣 = cos 2𝑥 , 𝑣 =
1

2
sin 2𝑥

 

ដយើងបាន៖ 

∫ 𝑥2 cos 2𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

=
x2

2
sin 2𝑎|

0

𝜋
2

−∫ 𝑥 sin 2𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

   , (1) 

គណ្នា ∫ 𝑥 sin 2𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

    ,តាង {
𝑢 = 𝑥, 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥

𝑑𝑣 = sin 2𝑥 , 𝑣 = −
1

2
cos 2𝑥

 

ដយើងបាន  ∫ 𝑥 sin 2𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

= −
𝑥

2
cos 2𝑥|

0

𝜋
2
+
1

2
∫ cos 2𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

                                                  =
𝜋

4
  , (2) 

យក (2) ជាំនួសដៅកនុង (1) ដយើងបាន 

∫ 𝑥2 cos 2𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

=
x2

2
sin 2𝑎|

0

𝜋
2

−∫ 𝑥 sin 2𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

                                = −
𝜋

4
 

ដូ្ដនេះ   ∫ 𝑥2 cos 2𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

= −
𝜋

4
 

2. គណ្នា 𝐼 + 𝐽   , 𝐼 − 𝐽 

ដោយ  𝐼 = ∫ 𝑥2 cos2 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

   និង  𝐽 = ∫ 𝑥2 sin2 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

ដយើងបាន 𝐼 + 𝐽 = ∫ (𝑥2 cos2 𝑥 + 𝑥2 sin2 𝑥)𝑑𝑥

𝜋
2

0
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                              = ∫ 𝑥2(cos2 𝑥 + sin2 𝑥)𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

                              = ∫ 𝑥2𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

                              =
𝑥3

3
|
0

𝜋
2

=

𝜋3

8
3
=
𝜋3

24
 

                 𝐼 − 𝐽 = ∫ (𝑥2 cos2 𝑥 − 𝑥2 sin2 𝑥)𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

                            = ∫ 𝑥2(cos2 𝑥 − sin2 𝑥)𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

                            = ∫ 𝑥2 cos 2𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

                            = −
𝜋

4
 

ដូ្ដនេះ    𝐼 + 𝐽 = 𝜋
3

24
    និង 𝐼 − 𝐽 = −𝜋

4
 

+ទាញរក 𝐼  និង 𝐽 

ដយើងបាន { 𝐼 + 𝐽 =
𝜋3

24

𝐼 − 𝐽 = −
𝜋

4

 

ដនាេះ  2𝐼 = 𝜋
3

24
−
𝜋

4
 

                 =
𝜋3 − 6𝜋

24
 

           𝐼 =
𝜋3 − 6𝜋

48
 

នាាំឲ្យ 𝐽 = 𝜋
3 + 6𝜋

48
 



លំហាត់និងចំលលើយអំងលតក្រាល 

193 

ដោយ៖ ដ ឿ សុវណ្ណរ៉ា  

ដូដ្នេះ   𝐼 = 𝜋
3 − 6𝜋

48
  និង 𝐽 = 𝜋

3 + 6𝜋

48
  

 

លហំាតទ់ី១២. ស្រាយបញ្ជា ក់វសិមភាពខាងដក្រាម៖ 

𝜋

16
< ∫

𝑑𝑥

5 + 3 cos3 𝑥

𝜋
2

0

<
𝜋

10
 

ដំណ ោះស្រាយ៖ ស្រាយបញ្ជា ក់វសិមភាព 

ដយើងតាង   𝑓(𝑥) = 1

5 + 3 cos3 𝑥
   ជាប់ដ ើ្ដនាល េះ [0 , 𝜋

2
] 

ា្ំដ េះ ∀𝑥 ∈ [0 , 𝜋
2
]  ,    0 ≤ cos 𝑥 ≤ 1 

                                          0 ≤ cos3 𝑥 ≤ 1 
                                          0 ≤ 3 cos3 𝑥 ≤ 3 
                                        5 ≤ 5 + 3 cos3 𝑥 ≤ 8 
                                       

1

8
≤

1

5 + 3 cos3 𝑥
≤
1

5
 

ដយើងបាន  ∫ 𝑑𝑥

8

𝜋

0

< ∫
𝑑𝑥

5 + 3 cos3 𝑥

𝜋
2

0

< ∫
𝑑𝑥

5

𝜋
2

0

 

                     
1

8
𝑥|
0

𝜋
2
≤ ∫

𝑑𝑥

5 + 3 cos3 𝑥

𝜋
2

0

≤
1

5
𝑥|
0

𝜋
2 

                         
𝜋

16
≤ ∫

𝑑𝑥

5 + 3 cos3 𝑥

𝜋
2

0

≤
𝜋

10
   ពិេ 

ដូដ្នេះ  វសិមភាពក្រេូវបានស្រាយបញ្ជា ក់ ។ 
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លហំាតទ់ី១៣.  ្ូរស្រាយបញ្ជា ក់វសិមភាពខាងដក្រាម៖ 
ln 2 < ∫

𝑑𝑥

1 + 𝑥√𝑥

1

0

<
𝜋

4
 

ដំណ ោះស្រាយ៖ ស្រាយបញ្ជា ក់វសិមភាព 

ា្ំដ េះ   ∀𝑥 ∈ [0,1]    ∶    0 ≤ 𝑥 ≤ √𝑥 ≤ 1 

                                              𝑥2 ≤ 𝑥√𝑥 ≤ 𝑥 
                                       1 + 𝑥2 ≤ 1 + 𝑥√𝑥 ≤ 1 + 𝑥 
                                        

1

1 + 𝑥
≤

1

1 + 𝑥√𝑥
≤

1

1 + 𝑥2
 

ដយើងបាន  ∫ 𝑑𝑥

1 + 𝑥

1

0

< ∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥√𝑥

1

0

< ∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2

1

0

 

                     ∫
𝑑(1 + 𝑥)

1 + 𝑥

1

0

< ∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥√𝑥

1

0

< ∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2

1

0

 

                   [ln|𝑥 + 1|]0
1 < ∫

𝑑𝑥

1 + 𝑥√𝑥

1

0

< [arctan 𝑥]0
1 

                    ln 2 < ∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥√𝑥

1

0

<
𝜋

4
   ពិេ 

ដូដ្នេះ  វសិមភាពក្រេូវបានស្រាយបញ្ជា ក់។ 
 

លហំាតទ់ី១៤.  ្ូរស្រាយបញ្ជា ក់វសិមភាពខាងដក្រាម៖ 

0 < ∫ 𝑥√tan 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
4

0

<
𝜋2

32
 

ដំណ ោះស្រាយ៖  ស្រាយបញ្ជា ក់វសិមភាព. 

ដយើងតាង   𝑓(𝑥) = 𝑥√tan 𝑥    ជាប់ដ ើ្ដនាល េះ  [0  , 𝜋
4
] 
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ា្ំដ េះ  x ∈  [0 , 𝜋
4
]   ∶   0 ≤ tan 𝑥 ≤ 1 

                                          0 ≤ √tan𝑥 ≤ 1 
                                          0 ≤ 𝑥√tan 𝑥 ≤ 𝑥 

ដយើងបាន   0 < ∫ 𝑥√tan 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
4

0

< ∫ 𝑥𝑑𝑥

𝜋
4

0

 

                      0 < ∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥√𝑥

𝜋
4

0

< [
1

2
𝑥2]

0

𝜋
4
=
1

2
(
𝜋

4
)
2

=
𝜋2

32
 

                      0 < ∫ 𝑥√tan 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
4

0

<
𝜋2

32
   ពិេ 

ដូដ្នេះ    វសិមភាពក្រេូវបានស្រាយបញ្ជា ក់។ 
 

លហំាតទ់ី១៥. ្ូរស្រាយបញ្ជា ក់វសិមភាពខាងដក្រាម៖ 
𝐼 = ∫ (√1 + 𝑥4

4
+ √1 + 𝑥3

3
+ √1 + 𝑥2 + √1 − 𝑥4

4
+ √1 − 𝑥3

3
+ √1 − 𝑥2) 𝑑𝑥

1

−1

≤ 12 
ដំណ ោះស្រាយ៖  ស្រាយបញ្ជា ក់វសិមភាព. 

ដយើងមាន៖ 

√1 + 𝑥4
4

= √(1 + 𝑥4) × 1 × 1 × 1
4

≤
(1 + 𝑥4) + 1 + 1 + 1

4
=
𝑥4 + 4

4
 

√1 + 𝑥3
3

= √(1 + 𝑥3) × 1 × 1
3

≤
(1 + 𝑥3) + 1 + 1

3
=
𝑥3 + 3

3
 

√1 + 𝑥2 = √(1 + 𝑥2) × 1 ≤
(1 + 𝑥2) + 1

2
=
𝑥2 + 2

2
 

√1 − 𝑥4
4

= √(1 − 𝑥4) × 1 × 1 × 1 ≤
(1 − 𝑥4) + 1 + 1 + 1

4
=
4 − 𝑥4

4
 

√1 − 𝑥3
3

= √(1 − 𝑥3) × 1 × 1 ≤
(1 − 𝑥3) + 1 + 1

3
=
3 − 𝑥3

3
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√1 − 𝑥2 = √(1 − 𝑥2) × 1 ≤
(1 − 𝑥2) + 1

2
=
2 − 𝑥2

2
 

ដយើងបាន៖ 

√1 + 𝑥4
4

+ √1 + 𝑥3
3

+ √1 + 𝑥2 + √1 − 𝑥4
4

+ √1 − 𝑥3
3

+ √1 − 𝑥2 

    ≤
𝑥4 + 4

4
+
4 − 𝑥4

4
+
𝑥3 + 3

3
+
3 − 𝑥3

3
+
𝑥2 + 2

2
+
2 − 𝑥2

2
 

    ≤ 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 6 

𝐼 ≤ ∫ 6𝑑𝑥
1

−1

= [6𝑥]−1
1 = 6 + 6 = 12 

ដនាេះ   𝐼 ≤ 12  ពិេ 
ដូដ្នេះ   វសិមភាពក្រេវូបានស្រាយបញ្ជា ក់។ 
 

លហំាតទ់ី១៦. ្ូរគណ្នាអាំងដេក្រា ខាងដក្រាម៖ 
(1). 𝐹(𝑥) = ∫

𝑑𝑥

𝑥2 + 𝑥 + 1
               ;    (2). 𝐹(𝑥) = ∫

𝑑𝑥

√1 − 𝑥 − 𝑥2
 

 
ដំណ ោះស្រាយ៖  គណ្នាអាំងដេក្រា . 

(1). 𝐹(𝑥) = ∫
𝑑𝑥

𝑥2 + 𝑥 + 1
 

                   = ∫
𝑑𝑥

(𝑥 +
1
2)

2

+
4 − 1
4

= ∫
𝑑𝑥

(𝑥 +
1
2)

2

+
3
4

 

                   = ∫
𝑑 (𝑥 +

1
2)

(𝑥 +
1
2)

2

+√
3
4

=
1

√3
4

arctan
𝑥

√3
4

+ 𝐶 

                   =
2

√3
arctan (

2𝑥

√3
) + 𝐶  , 𝐶 ∈ ℝ 
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ដូដ្នេះ    F(x) = 2

√3
arctan (

2𝑥

√3
) + 𝐶  , 𝐶 ∈ ℝ 

(2). 𝐹(𝑥) = ∫
𝑑𝑥

√1 − 𝑥 − 𝑥2
 

                 = ∫
𝑑𝑥

√(−𝑥 −
1

2(−1)
)
2

+
−4 − (−1)2

4(−1)2

 

                  = ∫
𝑑𝑥

√(−𝑥 +
1
2)

2

−
5
4

 

                  = −∫
𝑑 (−𝑥 +

1
2)

√(−𝑥 +
1
2)

2

−√(
5
4)

2

 

                  = arcsin
(−𝑥 +

1
2)

√5
2

+ 𝐶 = arcsin
−2𝑥 + 1

√5
+ 𝐶 , 𝐶 ∈ ℝ 

ដូលចនេះ   𝐹(𝑥) = arcsin (−2𝑥 + 1
√5

) + 𝐶  , 𝐶 ∈ ℝ 
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