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ែផ្នកទី 1
ប្លង់សកិ�អនុគមន៍

1.1 ប្លង់សកិ�អនុគមន៍

1 ែដនកំណត់

2 ទិសេដអេថរភាព

ក. េដរវីទី១

ខ. ចំណុចបរមិា ចំណុចរបត់

គ. លីមតីចុងែដនកំណត់ អាសីុមតូត

ឃ. តារាងអេថរភាព

3 ែខ្សេកាង៖មុននិងសងែ់ខ្សេកាងេគ្រត�វរកចំណុច្របសព្វរវាងែខ្សេកាងនិងអក័្ស

សមា្គ ល៖់ េគអាចសិក�អនុគមនត៍ាមប្លងេ់ផ្សងពីេនះ(តាម្របេភទៃនអនុគមន៍

ឬតាមបេច្ចកេទសៃនអ្នកសិក�)

រេបៀបសកិ�អនុគមន៍ជាទូេទេគេធ្វើតាមរេបៀបខាងេ្រកាម៖
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1.2 ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍
ជាទូេទ

ែដនកំណតៃ់នអនុគមនគឺ៍ជាសំណំុតៃម្លអេថរ x ែដលេធ្វើឱ្យ f (x) មាននយ័ ឬ កំណតប់ាន។ D មក

ពីពាក្យ Domaine (បារាងំ) មាននយ័ថា ែដនកំណត់ ។

រកែដនកំណតៃ់នអនុគមនខ៍ាងេ្រកាម៖

1 f (x) = x2 + 3x − 2

2 f (x) =
x2 − 1
x + 2

3 f (x) = ex − 3x + 2

4 f (x) = ln (x − 1)

ឧទាហរណ៍

ដំេណាះ្រសាយ

1 f (x) = x2 + 3x − 2

េដាយ x2 + 3x − 2 កំណតប់ាន ∀x ∈ R

ដូចេនះ D f = R

2 f (x) =
x2 − 1
x + 2

f (x) កំណតប់ានកាលណា x + 2 6= 0 ឬ x 6= −2

ដូចេនះ D f = R − {−2}

3 f (x) = ex − 3x + 2

េដាយ ex − 3x + 2 កំណតប់ាន ∀x ∈ R

ដូចេនះ D f = R

- េរៀនេដើម្បជីាទីពឹង ទំពរ័ទី 2 - © ឆា្ន 2ំ020



សិក�អនុគមនេ៍លាការតី និងអនុគមនអ៍ុិចស្ប ៉ណូងែ់ស្យល ក្រមតិមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ

4 f (x) = ln (x − 1)

f (x) កំណតប់ានកាលណា x − 1 > 0 ឬ x > 1

ដូចេនះ D f = (1,+∞)

• អនុគមនព៍ហុធា f (x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x + a0 េនាះ D = R ។

• អនុគមនស៍និទាន P(x)
Q (x)

កំណតប់ានកាលណា D = {x/Q (x) 6= 0} ។

• អនុគមនអ៍សនិទាន f (x) =
√

Q (x) កំណតប់ានកាលណា D = {x/Q (x) ≥ 0} ។

• អនុគមនអ៍ុិចស្ប ៉ណូងែ់ស្យលមានទ្រមង់ f (x) = ex េនាះ D = R ។

• អនុគមនេ៍លាការតីេនែព f (x) = lnu(x) កំណតប់ានកាលណា D = {x/u (x) > 0}

េបើ f (x) និង g(x) មានែដនកំណតេ់រៀងគា្ន D1 និង D2

• f (x)× g(x) ឬ f (x)± g (x) មានែដនកំណត់ D = D1 ∩ D2

• f (x)
g(x)

មានែដនកំណត់ D = D1 ∩ D2 − D3 ែដល D3 = {x/g (x) = 0}

េដើម្បរីកែដនកំណតៃ់នអនុគមនម៍យួេគ្រត�វ៖

• សរេសរលក្ខខណ័្ឌ ែដលេធ្វើឱ្យកេន�មនីមយួៗក្នុងអនុគមនម៍ាននយ័ រចួេដាះ្រសាយរកតៃម្ល ែដលេធ្វើ

ឱ្យលក្ខខណ័្ឌ េនះ េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ ។

• សំណំុតៃម្ល ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត្់រពមគា្ន នូវលក្ខខណ័្ឌ ទាងំអស់ខាងេលើ គឺជាែដនកំណតៃ់នអនុគមន៍ ។

គួរចងចាំ

រកែដនកំណតៃ់នអនុគមនខ៍ាងេ្រកាម៖

1 f (x) = x2 − 3x + 2

2 f (x) =
x2 − 1
x − 6

3 f (x) =
ex

x − 6

4 f (x) = ln (x + 5)

លហំាត់្របតិបត្តិ
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1.3 េដរេីវៃនអនុគមន៍

េយើងបានសិក�រចួមកេហើយេនេមេរៀនេដរេីវ ក្នុងេសៀវេភេនះេយើងមនិលម្អតិអំពីេមេរៀនេនះេទ ្រគានែ់ត

រឭំកខ្លះៗទាកទ់ងនិងអនុគមនអ៍ុិចស្ប ៉ណូងែ់ស្យល និងអនុគមនេ៍លាការតីែតប៉ុេណា្ណ ះ។

គណនាេដរេីវៃនអនុគមនខ៍ាងេ្រកាម៖

1 f (x) = (x + 1)(e−2x + 1)

2 f (x) =
e2x − 1
e2x + 1

3 f (x) = x(ln x)2

4 f (x) = x ln x − x

ឧទាហរណ៍

ដំេណាះ្រសាយ

គណនាេដរេីវៃនអនុគមនខ៍ាងេ្រកាម៖

1 f (x) = (x + 1)(e−2x + 1)

f ′ (x) = (x + 1)
′ (

e−2x + 1
)
+
(

e−2x + 1
)′

(x + 1)

= e−2x + 1 +
(
−2e−2x

)
(x + 1) = e−2x + 1 − 2xe−2x − 2e−2x

= −e−2x − 2xe−2x + 1 = −2xe−2x − e−2x + 1

2 f (x) =
e2x − 1
e2x + 1

f ′ (x) =

(
e2x − 1

)′ (
e2x + 1

)
−
(
e2x + 1

)′ (
e2x − 1

)
(e2x + 1)2

=

(
2e2x)(e2x + 1

)
−
(
2e2x)(e2x − 1

)
(e2x + 1)2 =

2e4x + 2e2x − 2e4x + 2e2x

(e2x + 1)2

=
4e2x

(e2x + 1)2
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3 f (x) = x(ln x)2

f ′ (x) = (x)
′
(ln x)2 + x

[
(ln x)2

]′
= (ln x)2 + x

[
2(ln x)

′
(ln x)

]
= (ln x)2 + 2x · 1

x
· (ln x) = (ln x)2 + 2ln x

4 f (x) = x ln x − x

f (x) = x (ln x − 1)

f ′ (x) = x′ (ln x − 1) + x(ln x − 1)
′

= ln x − 1 + x(
1
x
) = ln x − 1 + 1 = ln x

1 y = ex ⇒ y′ = ex

2 y = eu(x) ⇒ y′ = u′ (x) eu(x)

3 y = ln x ⇒ y′ =
1
x

4 y = lnu (x)⇒ y′ =
u′ (x)
u (x)

5 y = u + v ⇒ y′ = u′ + v′

6 y =
√

u (x)⇒ y′ =
u′ (x)

2
√

u (x)

7 y = uv ⇒ y′ = u′v + v′u

8 y =
1
u
⇒ y′ = − u′

u2

9 y =
1

un ⇒ y′ = − nu′

un+1

10 y =
u
v
⇒ y′ =

u′v − v′u
v2

របូមន្តមួយចំនួនគួរចងចាេំដើម្បងីាយ្រស�លសកិ�អនុគមន៍

គណនាេដរេីវៃនអនុគមនខ៍ាងេ្រកាម៖

1 f (x) = ex ln x

2 f (x) = (x2 − 2x) ln x

3 f (x) = ln(x2 − 1)

4 f (x) = ln
√

x2 + 4x

លហំាត់្របតិបត្តិ
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1.4 តៃម្លបរមាៃនអនុគមន៍

វិធាន

ឧបមាថា អនុគមន៍ f មានេដរវីេនេលើវរ័សីុណាៃនចំណុច xo ∈ (a,b) ។

េបើ f ′ (x) = 0 ចំេពាះ x = x0 េហើយប្តូរសញញ ពី (+) េទ (−) េនាះេគថាអនុគមន៍ f មានតៃម្ល

អតិបរមា្រតង់ x = x0 គឺ f (x0) ។

x

f ′(x)

f (x)

x0

+ 0 −

f (x0)Maxf (x0)Max

េបើ f ′ (x) = 0 ចំេពាះ x = x0 េហើយប្តូរសញញ ពី (−) េទ (+) េនាះេគថាអនុគមន៍ f មានតៃម្ល

អប្បបរមា្រតង់ x = x0 គឺ f (x0) ។

x

f ′(x)

f (x)

x0

− 0 +

f (x0)Minf (x0)Min

េបើ f មានតៃម្លេស្មើ m ្រតង់ x = x0 េនាះេគបាន


f ′ (x0) = 0

f (x0) = m

េបើអនុគមន៍ f មានបរមា្រតង់ x0 េនាះ f ′ (x0) = 0 ែតេបើ f ′ (x0) = 0 េនាះអនុគមន៍ f

អាចមានឬគា្ម នបរមា្រតង់ x0 (ក្នុងករណីេនះេយើង្រត�វសិក�សញញ ៃន f ′ (x0))។

សមា្គ ល់
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ឧបមាថាអនុគមន៍ f (x) មានេដរេីវទី២ f ′′ (x0) និងជាប្់រតង់ x0

អនុគមន៍ f មានអតិបរមា្រតង់ x0 កាលណា


f ′ (x0) = 0

f ′′ (x0) < 0

អនុគមន៍ f មានអប្បបរមា្រតង់ x0 កាលណា


f ′ (x0) = 0

f ′′ (x0) > 0

្របសិនេបើ f ′ (x0) = 0 និង f ′′ (x0) = 0 េយើងមនិអាចេ្របើលក្ខណៈខាងេលើេដើម្ប ី

សន្និដា្ឋ នថាអនុគមន៍ f អាចមាន ឬគា្ម នបរមាបានេទ។

អតិបរមា ឬអប្បបរមាអាចេហរមួគា្ន ថា បរមា។

សមា្គ ល់

រកតៃម្លបរមាៃនអនុគមនខ៍ាងេ្រកាម៖

1 f (x) = ex2 ; ∀x ∈ R 2 f (x) =
1 + 2ln x

x2

ឧទាហរណ៍

ដំេណាះ្រសាយ

រកតៃម្លបរមាៃនអនុគមនខ៍ាងេ្រកាម៖

1 f (x) = ex2

គណនាេដរេីវទី១

េយើងមាន f (x) = ex2 ; ∀x ∈ R

នាឱំ្យ f ′ (x) =
(

x2
)′

ex2
= 2xex2

េដាយ ex2
> 0 ; ∀x ∈ R

េបើ x < 0 ⇒ f ′ (x) < 0
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x = 0 ⇒ f ′ (x) = 0

x > 0 ⇒ f ′ (x) > 0

មាននយ័ថា f ′ (x) = 0 ្រតង់ x = 0 េហើយប្តូរសញញ ពី (−) េទ (+) េគថា f (x) មានអប្បបរមា

្រតងច់ំណុចែដលមានកូអរេដាេន (0, f (0)) = (0,1) ។

2 f (x) =
1 + 2ln x

x2 ; ∀x ∈ (0,+∞)

េយើងមាន f (x) =
1 + 2ln x

x2 ; ∀x ∈ (0,+∞)

នាឱំ្យ f ′ (x) =
(1 + 2ln x)

′ (
x2)− (x2)′ (1 + 2ln x)

x4

=

x2 ·
(

2
x

)
− 2x · (1 + 2ln x)

x4

=
2x − 2x − 4x ln x

x4

=
−4x ln x

x4

=
−4ln x

x3

េដាយ x3 > 0 ; ∀x ∈ (0,+∞)

េបើ 0 < x < 1 ⇒− ln x > 0 ⇒ f ′ (x) > 0

x = 1 ⇒− ln x = 0 ⇒ f ′ (x) = 0

x > 1 ⇒− ln x < 0 ⇒ f ′ (x) < 0

មាននយ័ថា f ′ (x) = 0 ្រតង់ x = 1 េហើយប្តូរសញញ ពី (+) េទ (−) េគថា f (x) មានអតិបរមា

្រតងច់ំណុចែដលមានកូអរេដាេន (1, f (1)) = (1,1) ។

រកបរមិាៃនអនុគមនខ៍ាងេ្រកាម៖

1 f (x) = x2e−x 2 f (x) = lnx

លហំាត់្របតិបត្តិ
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1.5 លមីីតៃនអនុគមន៍

្រតងច់ំណុចេនះេយើងមនិបានសិក�លម្អតិពីេមេរៀនលីមតីេទ ្រគានែតរឭំកលំហាត់ និងរបូមន្តខ្លះៗែតប៉ុេណា្ណ ះ។

គណនាលីមតីៃនអនុគមនខ៍ាងេ្រកាម៖

1 lim
x→0

x2

ex2 − 4x2

2 lim
x→0

2 − (ex + e−x)

x2

3 lim
x→+∞

1 + ex − xe2x

x2ex + e2x

4 lim
x→+∞

(x + 1)e−x

5 lim
x→+∞

x2 + ln x
3x2 − 1

6 lim
x→+∞

(x ln x − x2 + 5)

7 lim
x→+∞

x[ln(x + 1)− ln x]

8 lim
x→+∞

ln x + 1
ln x − 1

9 lim
x→−∞

ln (ex + 1)

10 lim
x→+∞

ln
(

x
x + 1

)

ឧទាហរណ៍

ដំេណាះ្រសាយ

គណនាលីមតីៃនអនុគមនខ៍ាងេ្រកាម៖

1 lim
x→0

x2

ex2 − 4x2 រាងមនិកំណត់ 0
0

= lim
x→0

x2

ex2 − 1 − 4x2 + 1

= lim
x→0

x2

(ex2 − 1)− (4x2 − 1)

= lim
x→0

x2

x2(
ex2 − 1

x2

)
−
(

4x2 − 1
x2

)
= lim

x→0

1(
ex2 − 1

x2

)
−
(

4x2 − 1
x2

)

=
1

1 − ln4

2 lim
x→0

2 − (ex + e−x)

x2 រាងមនិកំណត់ 0
0

= lim
x→0

2 − ex − e−x

x2

= lim
x→0

2ex − e2x − 1
x2ex

= lim
x→0

−(e2x − 2ex + 1)
x2ex

= −lim
x→0

e2x − 2ex + 1
x2ex

= −lim
x→0

(ex − 1)2

x2ex
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= −lim
x→0

(
ex − 1

x
)

2
· 1

ex = −1

3 lim
x→+∞

1 + ex − xe2x

x2ex + e2x រាងមនិកំណត់ ∞
∞

= lim
x→+∞

xe2x
(

1
xe2x +

1
xex − 1

)
xe2x

(
x
ex +

1
x

)

= lim
x→+∞

(
1

xe2x +
1

xex − 1
)

(
x
ex +

1
x

)
=

0 + 0 − 1
0+

= −∞

4 lim
x→+∞

(x + 1)e−x រាងមនិកំណត់ (∞ × 0)

= lim
x→+∞

x + 1
ex

= lim
x→+∞

(
x
ex +

1
ex

)
= 0 + 0 = 0

5 lim
x→+∞

x2 + ln x
3x2 − 1

= lim
x→+∞

x2
(

1 +
ln x
x2

)
x2
(

3 − 1
x2

)
= lim

x→+∞

(
1 + ln x

x2

)
(

3 − 1
x2

)
=

1 + 0
3 − 0

=
1
3

6 lim
x→+∞

(x ln x − x2 + 5)

= lim
x→+∞

x2
(

ln x
x

− 1 +
5
x2

)
= lim

x→+∞
x2
(

ln x
x

− 1 +
5
x2

)

= (+∞)(0 − 1 + 0) = −∞

7 lim
x→+∞

x[ln(x + 1)− ln x]

= lim
x→+∞

x ln
(

x + 1
x

)
= lim

x→+∞
x ln

(
1 +

1
x

)
= lim

x→+∞
ln
(

1 +
1
x

)x

= ln e = 1

8 lim
x→+∞

ln x + 1
ln x − 1

= lim
x→+∞

ln x
(

1 +
1

ln x

)
ln x

(
1 − 1

ln x

)

= lim
x→+∞

(
1 +

1
ln x

)
(

1 − 1
ln x

) = 1

9 lim
x→−∞

ln (ex + 1)

= ln (0 + 1)

= ln1 = 0

10 lim
x→+∞

ln
(

x
x + 1

)

= lim
x→+∞

ln

 x

x
(

1 +
1
x

)


= lim
x→+∞

ln

 1

1 +
1
x


= ln1 = 0
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1 lim
x→−∞

ex = 0

2 lim
x→+∞

ex = +∞

3 lim
x→−∞

xnex = 0

4 lim
x→+∞

ex

xn = +∞

5 lim
x→+∞

xn

ex = 0

លមីីតៃនអនុគមន៍អុិចស្៉បណូង់ែស្យល៖

1 lim
x→0+

ln x = −∞

2 lim
x→+∞

ln x = +∞

3 lim
x→0+

xn ln x = 0

4 lim
x→+∞

ln x
xn = 0

5 lim
x→+∞

xn

ln x
= +∞,n > 0

លមីីតៃនអនុគមន៍េលាការតី

របូមន្តមួយចំនួនគួរចងចាេំដើម្បងីាយ្រស�លសកិ�អនុគមន៍

គណនាលីមតីៃនអនុគមនខ៍ាងេ្រកាម៖

1 lim
x→+∞

e−x

2 lim
x→+∞

2ex + 3
x2 + x + 1

3 lim
x→+∞

(ex − 7x + 6)

4 lim
x→+∞

3ex − 2
5ex + 3

5 lim
x→−∞

xex

6 lim
x→+∞

3x ln x
x + 2

7 lim
x→0+

(
1
x
− ln x

x

)

8 lim
x→0+

x2 ln x + 2
ln x + 1

9 lim
x→−∞

ln(ex + 1)

10 lim
x→+∞

ln(ln x)

លហំាត់្របតិបត្តិ
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1.6 ែមកអនន្ត

1.6.1 អាសីុមតូត

ជាទូេទ

បនា្ទ ត់ (D) ជាអាសីុមតូតៃនែខ្សេកាង (C) លុះ្រតាែតចមា្ង យពី M េទ (D) ខិតេទជិតសូន្យ

កាលណា M រតេ់នេលើ (C) េហើយខិតឆា្ង យអនន្ត។

វិធាន
េដើម្បសិីក�អាសីុមតូតៃនែខ្សេកាងតាងអនុគមន៍ េយើង្រត�វពឹងែផ្អកេលើវធិានខាងេ្រកាម៖

េបើ limx→a
f (x) = ±∞ ( y = f (x) គា្ម ននយ័្រតង់ x = a ) េនាះបនា្ទ ត់ x = a ជាអាសីុម

តូតឈរ ។

អាសុមីតូតឈរ

េបើ lim
x→±∞

f (x) = b (b េថរ) េនាះបនា្ទ ត់ y = b ជាអាសីុមតូតេដក។

អាសុមីតូតេដក
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វធិានទី១ ៖ េបើ y = f (x) អាចសរេសរជារាង y = ax + b + g (x) ែដល lim
x→∞

g (x) = 0

េនាះបនា្ទ ត់ y = ax + b ជាអាសីុមតូតេ្រទត ។

វធិានទី២ ៖ បនា្ទ ត់ y = ax + b ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) : y = f (x)

លុះ្រតាែត៖


a = lim

x→±∞

f (x)
x

b = lim
x→±∞

[ f (x)− ax]

អាសុមីតូតេ្រទត

1.6.2 ែមកប៉ារ៉ាបូល

វិធាន
េដើម្បសិីក�ែមកអនន្តៃន C ជាែមកប៉ារ៉ាបូលេគ្រត�វ:

េបើ lim
x→∞

f (x)
x

= a និង lim
x→∞

[ f (x)− ax] = ∞ េនាះេគថាែមកអនន្តជាែមកប៉ារ៉ាបូល ឬ

ែខ្សេកាងមានែមកប៉ារ៉ាបូលែដលមានទិសអាសីុមតូត y = ax ។

េបើ lim
x→∞

f (x)
x

= ∞ េនាះេគថាែមកអនន្តៃនែខ្សេកាងជាែមកប៉ារ៉ាបូលឬែខ្សេកាងមានែមកប៉ារ៉ា

បូលែដលមានទិសអាសីុមតូតអក័្ស (Oy) ។

រកអាសីុមតូតៃនអនុគមនខ៍ាងេ្រកាម៖

1 f (x) =
x − 1
x − 3 2 f (x) =

x2 − 2x − 8
x − 1

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = ln (e2x − 2x)មាន្រកាបតំណាង (C f ) គណនា lim
x→−∞

f (x)
x

រចួបងា្ហ ញថា

(C f ) មានែមកអនន្តជាែមកប៉ារ៉ាបូល្រតងវ់រ័សីុណា −∞ ។

ឧទាហរណ៍
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ដំេណាះ្រសាយ

រកអាសីុមតូតៃនអនុគមនខ៍ាងេ្រកាម៖

1 f (x) =
x − 1
x − 3

ែដនកំណត់ D = R − {3}

•lim
x→3

f (x) = lim
x→3

x − 1
x − 3

=
2
0
= ∞ េនាះេគថាបនា្ទ ត់ x = 3 ្រសបអក័្ស

(−→
Oy
)
ជាអាសីុម

តូតឈរ ។

• lim
x→∞

f (x) = lim
x→∞

x − 1
x − 3

= 1 េនាះេគថាបនា្ទ ត់ y = 1 ្រសបអក័្ស
(−→

Ox
)
ជាអាសីុមតូតេដក ។

2 f (x) =
x2 − 2x − 8

x − 1
ែដនកំណត់ D = R − {1}

•lim
x→1

f (x) = lim
x→1

x2 − 2x − 8
x − 1

= −9
0
= −∞ េនាះេគថាបនា្ទ ត់ x = 1 ្រសបអក័្ស

(−→
Oy
)
ជាអា

សីុមតូតឈរ ។

• lim
x→∞

f (x) = lim
x→∞

x2 − 2x − 8
x − 1

រាងមនិកំណត់ ∞
∞

= lim
x→∞

x2
(

1 − 2
x
− 8

x2

)
x
(

1 − 1
x

) = lim
x→∞

x
(

1 − 2
x
− 8

x2

)
(

1 − 1
x

) = ∞

េនាះេគថាែខ្សេកាងតាង f (x) គា្ម នអាសីុមតូតេដកេទ។

អាសីុមតូតេ្រទត៖

េដាយ f (x) =
x2 − 2x − 8

x − 1
អាចសរេសរជា f (x) = x − 1 − 9

x − 1

ែដល lim
x→∞

9
x − 1

= 0 េនាះបនា្ទ ត់ y= x− 1ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃនែខ្សេកាងតាង f (x)។

េយើងអាចរកអាសីុមតូតេ្រទតតាមវធីិមយួេទៀតគឺ ៖ តាងសមកីារអាសីុមតូតរាង y = ax + b

•a = lim
x→∞

f (x)
x

= lim
x→∞

x2 − 2x − 8
x (x − 1)

= lim
x→∞

x2

x2 = 1

•b = lim
x→∞

[ f (x)− ax] = lim
x→∞

x2 − 2x − 8
x − 1

− x = lim
x→∞

−x − 8
x − 1

= −1

ដូចេនះបនា្ទ ត់ y= x− 1ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃនែខ្សេកាងតាងអនុគមន៍ f (x) =
x2 − 2x − 8

x − 1

បញ្ជ ក់
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េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = ln (e2x − 2x) មាន្រកាបតំណាង (C f ) គណនា lim
x→−∞

f (x)
x

រចួបងា្ហ ញថា

(C f ) មានែមកអនន្តជាែមកប៉ារ៉ាបូល្រតងវ់រ័សីុណា −∞ ។

េយើងមាន f (x) = ln
(

e2x − 2x
)

នាឱំ្យ lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

ln
(

e2x − 2x
)
= +∞

មយង៉េទៀត f (x)
x

=
ln
(
e2x − 2x

)
x

=

(
ex

x
− 2
)
·

ln
(
e2x − 2x

)
e2x − 2x

lim
x→−∞

f (x)
x

= lim
x→−∞

(
ex

x
− 2
)
·

ln
(
e2x − 2x

)
e2x − 2x

តាង t = −x ⇒ x = −t

េបើ x →−∞ ⇒ t → +∞

= lim
t→+∞

(
e−2t

−t
− 2
)
·

ln
(
e−2t + 2t

)
(e−2t + 2t)

= lim
t→+∞

(
− t

e2t − 2
)
·

ln
(
e−2t + 2t

)
(e−2t + 2t)

= −2 × 0 = 0

េ្រពាះ lim
t→+∞

t
e2t = 0, lim

t→+∞

ln
(
e−2t + 2t

)
e−2t + 2t

= 0

េដាយ lim
x→−∞

f (x) = +∞ និង lim
x→−∞

f (x)
x

= 0 េនាះេគថាែខ្សេកាងតាងអនុគមន៍ f (x) មានែមកអនន្ត

ជាែមកប៉ារ៉ាបូលែដលមានទិសអាសីុមតូត y = 0 ។

រកអាសីុមតូតៃនអនុគមនខ៍ាងេ្រកាម៖

1 f (x) =
2x2 + 3x + 2

x2 − x + 1
2 f (x) = xe

1
x2

លហំាត់្របតិបត្តិ
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1.7 តារាងអេថរភាព
វិធាន

េដើម្បគូីសតារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ េយើង្រត�វមាន៖

តារាងសញញ េដរេីវទី១

តៃម្លបរមា(ចំេពាះអនុគមនណ៍ាែដលមានតៃម្លបរមា)

លីមតីចុងែដនកំណត់

x

f (x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ 0 −

−∞−∞

f (0)f (0)

−∞−∞

របូតំណាងៃនតារាងអេថរភាព

តារាងអេថរភាពអាចជួយអ្នក

�េ្រប�បេធៀបរវាងលីមតីចុងែដនកំណតនិ់ងតារាងសញញ េដរេីវ

សង្់រកាបបាន្រតឹម្រត�វ

ចំណាំ
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1.8 ភាពេប៉ាង-ផត និង ចំណុចរបត់ៃនែខ្សេកាង

ឧបមាថាអនុគមន៍ y = f (x) មានេដរេីវេន្រគបច់ំណុចៃនចេនា្ល ះ (a,b) ។ x0 ជាចំណុចមយួៃន

(a,b) x0 ∈ (a,b) េហើយ (D) : y = φ (x) ជាបនា្ទ តប់ះ៉នឹងែខ្សេកាង (C) : y = f (x) ្រតងច់ំណុច

M0 (x0, f (x0)) ។
ជាទូេទ

ែខ្សេកាង (C) េប៉ាងក្នុងចេនា្ល ះ (a,b) េបើ ∀x ∈ (a,b) និង x 6= x0 េគបាន φ (x) > f (x) (ឬ

បនា្ទ តប់ះ៉នឹងែខ្សេកាង (C) ្រតង់ x0 ∈ (a,b) ស្ថិតេនេលើែខ្សេកាង (C) ) ។ (របូ ក)

ែខ្សេកាង (C) ផតេប៉ាងក្នុងចេនា្ល ះ (a,b) េបើ ∀x ∈ (a,b) និង x 6= x0 េគបាន φ (x) < f (x)

(ឬបនា្ទ តប់ះ៉នឹងែខ្សេកាង (C) ្រតង់ x0 ∈ (a,b) ស្ថិតេនេ្រកាមេលើែខ្សេកាង (C) ) ។ (របូ ខ)

េបើចំណុច M0 (x0, f (x0)) ខណ័្ឌ ែផ្នកេប៉ាង និងផតៃនែខ្សេកាង (C) េនាះ M0 (x0, f (x0))

េហថាចំណុចរបតៃ់នែខ្សេកាង (C) ។ បនា្ទ តប់ះ៉នឹងែខ្សេកាង (C) ្រតងច់ំណុច M0 េហថា

បនា្ទ តប់ះ៉ៃនចំណុចរបត។់ ្រតងច់ំណុចរបតេ់នះបនា្ទ តប់ះ៉ឆ្លងកាតែ់ខ្សេកាង (C) ។ (របូ គ)
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វិធាន
ឧបមាថា y = f (x) មានេដរេីវទី២ ក្នុងចេនា្ល ះ (a,b)

េបើ f ′′ (x) < 0;∀x ∈ (a,b) េនាះែខ្សេកាង (C) : y = f (x) េប៉ាងក្នុងចេនា្ល ះ (a,b) ។

េបើ f ′′ (x) > 0;∀x ∈ (a,b) េនាះែខ្សេកាង (C) : y = f (x) ផតក្នុងចេនា្ល ះ (a,b) ។

េបើ f ′′ (x) = 0 ចំេពាះ x = x0 េហើយប្តូរសញញ កាលណា x ឆ្លងកាត់ ( ប្តូរសញញ ្រតងច់ំណុច

x0) េនាះចំណុច M0 (x0, f (x0)) ជាចំណុចរបតៃ់នែខ្សេកាង (C) ។

េគឱ្យអនុគមន៍ f ែដល f (x) =
1
4
(x2 − 7x + 14)ex−1 កំណតកូ់អរេដាេនៃនចំណុចរបតរ់បស់

ែខ្សេកាង (C f ) ។

ឧទាហរណ៍

ដំេណាះ្រសាយ

េយើងមាន f (x) =
1
4
(x2 − 7x + 14)ex−1

នាឱំ្យ f ′(x) =
1
4
(2x − 7)ex−1 +

1
4
(x2 − 7x + 14)ex−1

=
1
4
(x2 − 5x + 7)ex−1

នាឱំ្យ f ”(x) =
1
4
(2x − 5)ex−1 +

1
4
(x2 − 5x + 7)ex−1

=
1
4
(x2 − 3x + 2)ex−1

េបើ f ”(x) = 0 ⇔ x2 − 3x + 2 = 0 ឬ x1 = 1, x2 = 2

តារាងសញញ ៃន f ”(x)

x

f ”(x)

−∞ 1 2 +∞

+ 0 − 0 +

េដាយចំណុច x = 1 និង x = 2 អនុគមន៍ f ”(x) ប្តូរសញញ េនាះែខ្សេកាងមានចំណុចពីរ្រតងច់ំណុច I1(1,2)

, I2(2, e) េ្រពាះ f (1) = 2 និង f (2) = e ។
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�េបើ f ”(x) មនិប្តូរសញញ េនាះ f (x) មនិមានចំណុចរបតេ់ទ។

ចំណាំ

អនុគមន៍ f កំណតេ់ដាយ f (x) = x3 − 6x2 + 9x កំណតកូ់អរេដាេនៃនចំណុចរបត់ I របស់

ែខ្សេកាង (C f ) ។

លហំាត់្របតិបត្តិ

1.9 បនា្ទ ត់ប៉ះនឹងែខ្សេកាង
ជាទូេទ

េយើងមាន M0 (x0,y0) ∈ (C) េបើអនុគមន៍ f (x) មានេដរេីវ្រតង់ x = x0 េនាះសមកីារៃនបនា្ទ តប់ះ៉

នឹងែខ្សេកាង (C) ្រតងច់ំណុច M0 (x0,y0) គឺ y − y0 = f ′ (x0) (x − x0)

វិធាន
េដើម្បសីរេសរសមកីារៃនបនា្ទ តប់ះ៉នឹងែខ្សេកាង (C) ្រតងច់ំណុច M0 (x0,y0) េគ្រត�វ៖

គណនា f ′ (x) រចួគណនាតៃម្លៃន f ′ (x0) ( f ′ (x0) ជាេមគុណ្របាបទិ់សៃនបនា្ទ ត)់

េ្របើរបូមន្ត y − y0 = f ′ (x0) (x − x0)

រកសមកីារបនា្ទ តប់ះ៉នឹង្រកាបតាងអនុគមន៍ f (x) = −x2 + x + 3 ្រតង់ x = 2 ។

ឧទាហរណ៍

ដំេណាះ្រសាយ

តាមរបូមន្ត y − y0 = f ′ (x0) (x − x0)

េយើងមាន f (x) = −x2 + x + 3
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នាឱំ្យ f ′ (x) = −2x + 1

f ′ (2) = −2 (2) + 1 = −3

f (2) = −22 + 2 + 3 = −4 + 2 + 3 = −1

⇒ y + 1 = −3 (x − 2)⇒ y = −3x + 6 − 1 = −3x + 5

ដូចេនះ (T) : y = −3x + 5 ។

សមកីារបនា្ទ តប់ះ៉នឹងែខ្សេកាង (C) ្រតងច់ំណុច M0 (x0,y0) ែដលមានេមគុណ្របាបទិ់ស k គឺ

y − y0 = k (x − x0) ។

មានវធីិពីរយ៉ាងស្រមាបក់ំណតស់មកីារបនា្ទ តប់ះ៉ ៖

1 េ្របើអត្ថនយ័ធរណីមា្រតៃនេដរេីវ

� ឧបមាថា M0 (x0,y0) ជាចំណុចបះ៉ េមគុណ្របាបទិ់សៃនបនា្ទ ត្់រតង់ M គឺ k = f ′ (x0)

� េដាះ្រសាយសមកីារ k = f ′ (x0) រក x0 យក x0 ជំនួសក្នុងសមកីារៃនែខ្សេកាង (C) : y =

f (x) េគនឹងបាន y0 ។

គួរយលដឹ់ង
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� េ្របើរបូមន្ត y − y0 = k (x − x0) េគនឹងបានសមកីារៃនបនា្ទ តប់ះ៉ ។

2 េ្របើលក្ខណៈឫសឌុបៃនសមកីារអាបសីុ់សចំណុច្របសព្វ

� សមកីារបនា្ទ តប់ះ៉នឹងែខ្សេកាង (C) មានរាង y = ax + b

� សមកីារអាបសីុ់សចំណុច្របសព្វរវាង (C) : y = f (x) និង y = kx + b

គឺ f (x) = kx + b (1)

� បនា្ទ តប់ះ៉នឹងែខ្សេកាង (C) ដូចេនះ (1)មានឫសឌុប។ទាញេចញពីលក្ខណៈឫសឌុបេនះ

េគបានតៃម្លៃន b (េបើសមកីារអាបសីុ់សជាសមកីារដឺេ្រកទី២)។

សមកីារៃនបនា្ទ តប់ះ៉នឹងែខ្សេកាង (C) : y = f (x) ែដលគូសេចញពី M0 (x0,y0) /∈ (C)

មានវធីិពីរយ៉ាងេដើម្បរីកសមកីារបនា្ទ តប់ះ៉នឹងែខ្សេកាង (C) : y = f (x) ែដលគូសេចញពី

M0 (x0,y0) /∈ (C)

1 េ្របើអត្ថនយ័ធរណីមា្រតៃនេដរេីវ

េគកំណតស់មកីារបនា្ទ តប់ះ៉តាមវធីិខាងេ្រកាម

� ឧបមាថា N1 (x1,y1)ជាចំណុចបះ៉ េនាះបនា្ទ តប់ះ៉ៃនែខ្សេកាង (C) ្រតងច់ំណុច N1 មាន
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សមកីារ y − y1 = f ′ (x1) (x − x1) (1) ែដល y1 = f (x1)

� េដាយបនា្ទ តប់ះ៉កាតត់ាម M0 (x0,y0) ដូចេនះេគបាន y0 − y1 = f ′ (x1) (x0 − x1) (2)

� េដាះ្រសាយសមកីារ (2) រក x1, f ′ (x1) ,y1 រចួយកេទជំនួសក្នុង (1) េគនឹងបានសមកីារ

ៃនបនា្ទ តប់ះ៉ ។

2 េ្របើលក្ខណៈ្របសព្វៃនែខ្សេកាង

េគកំណតស់មកីារបនា្ទ តប់ះ៉តាមវធីិដូចតេទ៖

� ឧបមាថា k ជាេមគុណ្របាបទិ់សៃនបនា្ទ តប់ះ៉ែដលគូសេចញពី M0 (x0,y0) សមកីារ

បនា្ទ តប់ះ៉នឹងែខ្សេកាង (C) គឺ y − y0 = k (x − x0) + y0 (1) ។

� សមកីារអាបសីុ់សចំណុច្របសព្វរវាងបនា្ទ តនិ់ងែខ្សេកាង (C) : y = f (x)

គឺ f (x) = k (x − x0) + y0 (2)

� បនា្ទ តប់ះ៉និងែខ្សេកាង (C) បះ៉គា្ន េនាះ (2) មានឫសឌុប ។ ទាញេចញពីលក្ខខណ្ឌ ៃន

ឫសឌុបេនះេគនឹងគណនាបាន k ជំនួសតៃម្ល k ក្នុង (1) េគនឹងបានសមកីារបនា្ទ តប់ះ៉

(េបើសមកីារអាបសីុ់សជាសមកីារដឺេ្រកទី២)

�ែខ្សេកាងពីរ (C f
)

: y = f (x) ;
(
Cg
)

: y = g (x) មានបនា្ទ តប់ះ៉រមួ្រតង់ M0 (x0,y0) កាលណា

f ′ (x0) = g′ (x0) ។

�ែខ្សេកាង (C f
)

&
(
Cg
) អរតូកូណាល់គា្ន ្រតងច់ំណុច M0 (x0,y0)កាលណា f ′ (x0) · g′ (x0) =

−1 ។

ចំណាំ

អនុគមន៍ f (x) = 2x3 − 16x + 11 មាន្រកាបតំណាង (C f
) ។

1 រកសមកីារបនា្ទ ត់ (L) ែដលបះ៉្រកាប្រតងច់ំណុច A (2,−5) ។

2 រកសមកីារបនា្ទ តែ់ដលមានេមគុណ្របាបទិ់សេស្មើ −10 េហើយបះ៉នឹង្រកាប (C f
) ។

លហំាត់្របតិបត្តិ
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1.10 សកិ�ទីតាងំរវាង្រកាបេធៀប និង បនា្ទ ត់

វិធាន
ឧបមាថាេគមាន្រកាប (C) : f (x) = ..................... និងបនា្ទ ត់ (D) : y = ..................

េគបាន f (x)− y = .................

សិក�សញញ ៃន f (x)− y = .................

េបើ f (x)− y = 0 េនាះ្រកាប (C) ្របសព្វនិងបនា្ទ ត់ (D)

េបើ f (x)− y < 0 េនាះ្រកាប (C) េនខាងេ្រកាមបនា្ទ ត់ (D)

េបើ f (x)− y > 0 េនាះ្រកាប (C) េនខាងេលើបនា្ទ ត់ (D)

សិក�ទីតាងំេធៀបរវាង្រកាប (C f
)

: f (x) = x +
1
2
− ln x +

1
2
(ln x)2 ; ∀x ∈ (0,+∞) និង

បនា្ទ ត់ (∆) : y = x ។

ឧទាហរណ៍

ដំេណាះ្រសាយ

សិក�ទីតាងំេធៀបរវាង្រកាប (C f
) និងបនា្ទ ត់ (∆)

េយើងមាន (
C f
)

: f (x) = x +
1
2
− ln x +

1
2
(ln x)2

(∆) : y = x

េយើងបាន (
C f
)
− (∆) = x +

1
2
− ln x +

1
2
(ln x)2 − x =

1
2
− ln x +

1
2
(ln x)2

=
1
2

[
1 − 2ln x + (ln x)2

]
=

1
2
(ln x − 1)2

េនាះ (
C f
)
− (∆) = f (x)− x =

1
2
(ln x − 1)2

េដាយ (ln x − 1)2 ≥ 0 ; ∀x ∈ (0,+∞)

េនាះ (
C f
) េនេលើ (∆) ∀x ∈ (0,+∞)

- េរៀនេដើម្បជីាទីពឹង ទំពរ័ទី 23 - © ឆា្ន 2ំ020



សិក�អនុគមនេ៍លាការតី និងអនុគមនអ៍ុិចស្ប ៉ណូងែ់ស្យល ក្រមតិមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ

សិក�ទីតាងំេធៀបរវាង្រកាប (C f
)

: f (x) = xe−x + x ; ∀x ∈ R និងបនា្ទ ត់ (∆) : y = x ។

លហំាត់្របតិបត្តិ

1.11 អនុគមន៍គូ-េសស
ជាទូេទ

� y = f (x) ជាអនុគមនគូ៍កាលណា ∀ − x ∈ D f ែដល f (−x) = f (x) ។

� y = f (x) ជាអនុគមនេ៍សសកាលណា ∀ − x ∈ D f ែដល f (−x) = − f (x) ។

បងា្ហ ញថា f (x) = x2 ជាអនុគមនគូ៍។

បងា្ហ ញថា f (x) = x3 + ln
(

x + 1
1 − x

)
ជាអនុគមនេ៍សស។

ឧទាហរណ៍

ដំេណាះ្រសាយ

បងា្ហ ញថា f (x) = x2 ជាអនុគមនគូ៍។

េយើងមាន f (x) = x2 ; ∀x ∈ R

េនាះ ∀x ∈ D f ⇒−x ∈ D f

េយើងបាន f (−x) = (−x)2 = x2 = f (x)

ដូចេនះ f (x) ជាអនុគមនគូ៍។

បងា្ហ ញថា f (x) = x3 + ln
(

x + 1
1 − x

)
ជាអនុគមនេ៍សស។

អនុគមនម៍ាននយ័កាលណា x + 1
x − 1

> 0 ⇔ x ∈ (−1,1)

⇒ D f (−1,1) េនាះ ∀x ∈ D f ⇒−x ∈ D f (1)
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េយើងបាន f (−x) = (−x)3 + ln
(
(−x) + 1
1 − (−x)

)
= −x3 + ln

(
−x + 1
1 + x

)
= −x3 + ln

(
1 − x
x + 1

)
= −x3 + ln

(
x + 1
1 − x

)−1

= −x3 − ln
(

x + 1
1 − x

)
= −

(
x3 + ln

(
x + 1
1 − x

))
f (−x) = − f (x) (2)

តាម (1) និង (2) f ជាអនុគមនេ៍សស។

េដើម្បឱី្យ ∀ − x និង x ∈ D f លុះ្រតាែត ៖

D f = R

D f = R − {0}

D f = (−a, a) ឬ D f = [−a, a]

D f = R − {−a, a}

ចំណាំ

បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ f កំណតេ់លើ R េដាយ f (x) = −x +
2 (ex − 1)

ex + 1
ជាអនុគមនេ៍សស ។

បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ f កំណតេ់លើ R េដាយ f (x) = x4 ជាអនុគមនគូ៍ ។

លហំាត់្របតិបត្តិ
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1.12 អ័ក្សឆ្លុះ ឬផ្ចិតឆ្លុះ

ជាទូេទ

� េបើបនា្ទ ត់ x = x0 ជាអក័្សឆ្លុះៃន្រកាប (C) លុះ្រតាែត f (2x0 − x) = f (x)

� េបើចំណុច M0 (a,b) ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប (C) លុះ្រតាែត f (2a − x) + f (x) = 2b

� េបើ f ជាអនុគមនគូ៍ េនាះ្រកាប (C) មានបនា្ទ ត់ x = 0 ជាអក័្សឆ្លុះ

� េបើ f ជាអនុគមនេ៍សស េនាះ្រកាប (C) មានគល់ត្រម�យ O (0,0) ជាផ្ចិតឆ្លុះ

េយើងបានដឹងេហើយថា េបើ y = f (x) ជាអនុគមនគូ៍ េនាះែខ្សេកាង (C) មានបនា្ទ ត់ x = 0 ជាអក័្ស

ឆ្លុះ េហើយេបើ y = f (x)ជាអនុគមនេ៍សសមានចំណុច O (0,0)ជាផ្ចិតឆ្លុះ (ឬផ្ចិតបែម្លងឆ្លុះ) ។ េបើេយើងចង់

បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ x = x0 ជាអក័្សឆ្លុះ ឬចំណុច M0 (x0,y0) េយើងអាចេ្របើរបូមន្តរកិំលអក័្ស

−−→
OM :


x = X + x0

y = Y + y0

។

វិធាន
េដើម្បបីងា្ហ ញថា (C) : y = f (x) មានចំណុច x = x0 ជាអក័្សឆ្លុះេគ្រត�វ៖

� តាង


x = X + x0

y = Y + y0

�យកតៃម្លខាងេលើេនះ ជំនួសក្នុង y = f (x) េគនឹងបាន Y = f (X + x0)− y0 = F (X)

� បងា្ហ ញថា F (X) ជាអនុគមនគូ៍ ។

េដើម្បបីងា្ហ ញថា (C) : y = f (x) មានចំណុច M0 (x0,y0) ជាផ្ចិតឆ្លុះេគ្រត�វ៖

� តាង


x = X + x0

y = Y + y0

�យកតៃម្លខាងេលើេនះ ជំនួសក្នុង y = f (x) េគនឹងបាន Y = f (X + x0)− y0 = F (X)

�បងា្ហ ញថា F (X) ជាអនុគមនេ៍សស ។
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បងា្ហ ញថាចំណុច I (0;0) ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប (C f
)តាង y = f (x) = −x − 2 +

4ex

ex + 1
។

ឧទាហរណ៍

ដំេណាះ្រសាយ

បងា្ហ ញថាចំណុច I (0;0) ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប (C f
)

រេបៀបទី១ ៖

តាមរបូមន្ត f (2a − x) + f (x) = 2b

េដាយ I (0,0) េនាះ a = 0 និង b = 0

េយើង្រត�វបងា្ហ ញថា f (−x) + f (x) = 0

f (x) = −x − 2 +
4ex

ex + 1

f (−x)= − (−x)− 2 +
4e−x

e−x + 1

= x − 2 +
4e−x

e−x
(

1 + 1
e−x

)
= x − 2 +

4
1 + ex

នាឱំ្យ f (−x) + f (x) = x − 2 +
4

ex + 1
− x − 2 +

4ex

ex + 1

= −4 +
4

ex + 1
+

4ex

ex + 1

=
−4 (ex + 1) + 4 + 4ex

ex + 1

=
−4ex − 4 + 4 + 4ex

ex + 1

េនាះ f (−x) + f (x) = 0 ពិត ។

ដូចេនះចំណុច I (0,0) ជាផ្ចិតឆ្លុះៃនែខ្សេកាង (C f
) ។

រេបៀបទី២ ៖

តាមរបូមន្តរកិំលអក័្សតាង


x = x0 + X

y = y0 + Y

េដាយ I (0,0)⇒ x0 = 0,y0 = 0
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នាឱំ្យ


x = X

y = Y
ជំនួសចូលអនុគមន៍ f (x) = −x − 2 +

4ex

ex + 1

⇒ Y = −X − 2 +
4ex

ex + 1
⇒ F(X) = −X − 2 +

4eX

eX + 1

F(−X) = −(−X)− 2 +
4e−X

e−X + 1
= X − 2 +

4e−X

e−X
(

1 +
1

e−X

) = X − 2 +
4

1 + eX

⇒ F(X) + F(−X) = −X − 2 +
4ex

ex + 1
+ X − 2 +

4
ex + 1

= 0

⇒ F (−x) = −F (x)

ដូចេនះចំណុច I (0,0) ជាផ្ចិតឆ្លុះៃនែខ្សេកាង (C f
) ។

1.13 េដាះ្រសាយនិងពិភាក�សមីការេដាយេ្របើែខ្សេកាង

វិធាន
េដើម្បេីដាះ្រសាយនិងពិភាក�សមកីារពីជគណិត f (x,m) = 0 េគ្រត�វ៖

�សរេសរសមកីារេនះជារាង f (x) = m ។ សមកីារ f (x) = m ជាសមកីារអាបសីុ់ស

ចំណុច្របសព្វៃនែខ្សេកាង (C) : y = f (x) និងបនា្ទ ត់ y = m។

�សងែ់ខ្សេកាង (C) : y = f (x) (ជាទូេទេនក្នុងលំហាតែ់ខ្សេកាង (C) ្រត�វបានសងរ់ចួេន

សំណួរខាងេលើ) រចួេធ្វើបមា្ល ស់ទីៃនបនា្ទ ត់ y = m េគនឹងបានលទ្ធផល។

�ចួនកាលេ្រកាយពីបែម្លងរចួសមកីារ f (x,m) = 0 មានរាង f (x) = g (m) ក្នុងករណីេនះេគតាង

k = g (m) រចួេគពិភាក�សមកីារ f (x) = k( ែដល k = g (m) ) បនា្ទ បម់កេគទាញលទ្ធផលេទតាម

តៃម្ល m ។

�ចំេពាះសមកីារែដលមានជាបអ់នុគមន៍ Sin x,Cos x, ex, ln x... េគ្រត�វបែម្លងឱ្យេទជាសមកីារ

ពីជគណិតេដាយតាង u = Sin x ឬ u = Cos x ែដល −1 ≤ u ≤ 1 ឬ u = ex...។ េដាះ្រសាយនិង

ពិភាក�េទតាមអញញ ត u រចួទាញបេញ្ចញលទ្ធផលេទតាមអញញ ត x ។

ចំណាំ
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1.14 ្រពីមីទីវ និង ៃផ្ទ្រកឡា

1.14.1 ្រពីមទីីវ

និយមន័យ
F(x) ជា្រពីមទីីវៃន f (x) កាលណា F′(x) = f (x) ចំេពាះ្រគបត់ៃម្ល x ក្នុងែដនកំណតៃ់ន f ។

្រទឹស្ដបីទ

េបើ F(x) ជា្រពីមទីីវមយួៃន f (x) េនាះ្រពីមទីីវទាងំអស់ៃន f មាន្រមងទូ់េទ F(x) + C ែដល C ជា

ចំនួនពិតេថរ។

1.14.2 អាងំេត្រកាលមនិកំណត់

និយមន័យ

េបើ F(x) ជា្រពីមទីីវៃន f (x) េនាះអាងំេត្រកាលមនិកំណតៃ់ន f (x) កំណតេ់ដាយ
∫

f (x)dx =

F(x) + C,C ∈ R

1 f (x) = a(a ∈ R)⇒ F(x) = ax + C

2 f (x) = xn ⇒ F(x) =
xn+1

n + 1
+ C

3 f (x) =
1
xn

⇒ F(x) = − 1
(n − 1)xn−1 + C

4 f (x) =
√

x ⇒ F(x) =
2
3

√
x3 + C

5 f (x) =
1

2
√

x
⇒ F(x) =

√
x + C

6 f (x) = ex ⇒ F(x) = ex + C

7 f (x) = u′(x)eu(x) ⇒ F(x) = eu(x) + C

8 f (x) =
1
x
⇒ F(x) = ln x + C

9 f (x) =
u′(x)
u(x)

⇒ F(x) = ln |u(x)|+ C

10 f (x) =
u′(x)
u2(x)

⇒ F(x) = − 1
u(x)

+ C

11 f (x) = u′(x)⇒ F(x) = u(x) + C

របូមន្តមួយចំនួនគួរចងចាេំដើម្បងីាយ្រស�លសកិ�អនុគមន៍
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1.14.3 ៃផ្ទ្រកឡា

របូមន្ត Newton − Leibnitz :
∫ b

a
f (x)dx = [F (x)]ba = F (b)− F (a)

ក. ្រកឡាៃផ្ទខណ័្ឌ េដាយែខ្សេកាងតាងអនុគមន៍ និង អក័្សអាបសីុ់ស៖

្រកឡាៃផ្ទខណ័្ឌ េដាយែខ្សេកាង (C f ) : y = f (x) ែដល f (x)≥ 0 ជាមយួអក័្សអាបសីុ់ស (x
′
Ox)

បនា្ទ ត់ x = a និង x = b កំណតេ់ដាយ៖ S =
∫ b

a
f (x)dx =[F (x)]ba = F (b)− F (a) ។

្រកឡាៃផ្ទខណ័្ឌ េដាយែខ្សេកាង (C f ) : y = f (x) ែដល f (x)≤ 0 ជាមយួអក័្សអាបសីុ់ស (x
′
Ox)

បនា្ទ ត់ x = a និង x = b កំណតេ់ដាយ៖ S =−
∫ b

a
f (x)dx = − [F (x)]ba =−F (b) + F (a) ។
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ខ. ្រកឡាៃផ្ទខណ័្ឌ េដាយែខ្សេកាងតាងអនុគមន៍

្រកឡាៃផ្ទខណ័្ឌ េដាយែខ្សេកាង (C1) : y = f (x) និង (C2) : y = g(x) េលើចេនា្ល ះ (a,b) ែដល

្រគប់ x ∈ (a,b) : f (x) ≤ g(x) កំណតេ់ដាយៈ S = −
∫ b

a
f (x)− g(x)dx

គ. ្រកឡាៃផ្ទខណ័្ឌ េដាយែខ្សេកាងតាងអនុគមន៍ និង អក័្សអាបសីុ់ស៖
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ឃ. ្រកឡាៃផ្ទខណ័្ឌ េដាយែខ្សេកាងតាងអនុគមន៍ និង បនា្ទ ត់ y = ax + b : f (x)− y ≥ 0
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ែផ្នកទី 2
លហំាត់ និងដំេណាះ្រសាយ

 ្របធានទី ១

ែផ្នកទី ១ េគឱ្យអនុគមន៍ g (x) កំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល g (x) = x2 − 1 + ln x

1 គណនា g′ (x) ;∀x ∈ (0,+∞) រចួសិក�អេថរភាពៃន g (x) េលើ (0,+∞) ។

2 គណនា g (1) និងទាញរកសញញ ៃន g (x) េលើ (0,+∞) ។

ែផ្នកទី ២ អនុគមន៍ f (x) កំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល f (x) = x− ln x
x

មាន្រកាបតំណាង (C f
)

េលើត្រម�យអរតូណរេម
(

O,⃗ i, j⃗
)
ឯកតា

∥∥∥−→i ∥∥∥ = ∥∥∥−→j ∥∥∥ = 2cm ។

1 គណនា lim
x→0+

f (x) រចួទាញរកសមកីារអាសីុមតូតឈរ។

2 គណនា lim
x→+∞

f (x) ។

3 ក. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា f ′ (x) =
g (x)

x2 ,∀x ∈ (0,+∞)

ខ. គូសតារាងអេថរភាពៃន f (x) ។

4 ក. បនា្ទ ត់ (∆) : y = x ។ គណនា lim
x→+∞

[ f (x)− x] រចួទាញបញ្ជ កថ់ា (∆) ជា

អាសីុមតូតេ្រទតៃន (C f ) ។

ខ. សិក�ទីតាងំេធៀបរវាង (
C f
) និង (∆) រចួកំណតកូ់អរេដាេនចំណុច្របសព្វៃនបនា្ទ ត់

ទាងំពីរ។



សិក�អនុគមនេ៍លាការតី និងអនុគមនអ៍ុិចស្ប ៉ណូងែ់ស្យល ក្រមតិមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ

5 បងា្ហ ញថា (
C f
)មានចំណុចរបត់ I រចួកំណតកូ់អរេដាេនរបស់វា។

6 សងប់នា្ទ ត់ (∆) និង (C f
) ។ (េគឱ្យ e

3
2 ' 4.4, f

(
e

3
2

)
' 4.1) ។

7 េដាយេ្របើ្រកាប ពិភាក�តាមតៃម្លប៉ារ៉ាែម្៉រត m េនឫសៃនសមកីារ x2 − mx − ln x = 0 ។

ដំេណាះ្រសាយ

ែផ្នកទី ១ អនុគមន៍ g (x) កំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល g (x) = x2 − 1 + ln x

1 គណនា g′ (x) ;∀x ∈ (0,+∞)

េយើងបាន g′ (x) =
(

x2 − 1 + ln x
)′

= 2x +
1
x
=

2x2 + 1
x

នាឱំ្យ   g′ (x) =
2x2 + 1

x

ដូចេនះ g′ (x) =
2x2 + 1

x

សិក�អេថរភាពៃន g (x) េលើ (0,+∞)

េយើងមាន g′ (x) =
2x2 + 1

x
> 0 ជានិច្ចចំេពាះ ∀x ∈ (0,+∞)

នាឱំ្យ g(x) ជាអនុគមនេ៍កើនដាចខ់ាត។

• lim
x→0+

g (x) = lim
x→0+

(
x2 − 1 + ln x

)
= −∞ (េ្រពាះ lim

x→0+
ln x = −∞)

• lim
x→+∞

g (x) = lim
x→+∞

(
x2 − 1 + ln x

)
= +∞

តារាងអេថរភាពៃន g(x)

x

g′(x)

g(x)

0 +∞

+

−∞

+∞+∞
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2 គណនា g (1) និងទាញរកសញញ ៃន g (x) េលើ (0,+∞)

េយើងមាន g (x) = x2 − 1 + ln x

នាឱំ្យ g (1) = 12 − 1 + ln1 = 1 − 1 + 0 = 0

x

g′(x)

g(x)

0 +∞

+ +

−∞

+∞+∞

1

0

តាមតារាងខាងេលើេយើងបាន៖

∀x ∈ (0,1) េនាះ g (x) < 0

x = 1 េនាះ g (x) = 0

∀x ∈ (1,+∞) េនាះ g (x) > 0

ែផ្នកទី ២ អនុគមន៍ f (x) កំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល f (x) = x − ln x
x

មាន្រកាបតំណាង (C f
)

1 គណនា lim
x→0+

f (x) រចួទាញរកសមកីារអាសីុមតូតឈរ

េយើងបាន lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(x − ln x
x

) = +∞ (េ្រពាះ lim
x→0+

ln x
x

= −∞)

ដូចេនះ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ។

2 គណនា lim
x→+∞

f (x)

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
x − ln x

x

)
= +∞ (េ្រពាះ lim

x→+∞

ln x
x

= 0)

3 ក. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា f ′ (x) =
g (x)

x2 ,∀x ∈ (0,+∞)

េយើងមាន f (x) = x − ln x
x

នាឱំ្យ f ′ (x) =
(

x − ln x
x

)′

= 1 − (ln x)
′
· x − x

′ · ln x
x2
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(តាមរបូមន្ត
(u

v

)′

=
u′v − v′u

v2 )

f ′ (x) = 1 −
1
x · x − ln x

x2 = 1 − 1 − ln x
x2 =

x2 − 1 + ln x
x2

f ′(x) =
g (x)

x2 ពិត

ដូចេនះ f ′ (x) =
g (x)

x2 , ∀x ∈ (0,+∞) ។

ខ. គូសតារាងអេថរភាពៃន f (x)

េយើងមាន f ′ (x) =
g (x)

x2 , ∀x ∈ (0,+∞)

េដាយ x2 > 0 , ∀x ∈ (0,+∞) េនាះ f ′ (x) យកសញញ ដូច g (x) ។

ដូចេនះេយើងបាន៖

∀x ∈ (0,1) េនាះ f ′ (x) < 0

x = 1 េនាះ f ′ (x) = 0

∀x ∈ (1,+∞) េនាះ f ′ (x) > 0

េដាយ f ′(x) ប្តូរសញញ ពី (−) េទ (+) ្រតង់ x = 1

េនាះេគថា f (x) មានអប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = 1 គឺ f (1) = 1 − ln(1)
1

= 1 − 0
1
= 1 ។

ដូចេនះចំណុចអប្បបរមាេធៀបគឺ (1,1) ។

x

f ′(x)

f (x)

0 1 +∞

− 0 +

+∞

11

+∞+∞

4 ក. គណនា lim
x→+∞

[ f (x)− x] រចួទាញបញ្ជ កថ់ា (∆) ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C f )

េយើងបាន lim
x→+∞

[ f (x)− x] = lim
x→+∞

(
x − ln x

x
− x
)
= lim

x→+∞

(
− ln x

x

)
= 0

តាមនិយមនយ័ៃនសមកីារអាសីុមតូតេ្រទត េគទាញបាន (∆) : y = x ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន(
C f
) ពិត ។
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ខ. សិក�ទីតាងំេធៀបរវាង (C f
) និង (∆)

េយើងមាន C f : y = f (x) = x − lnx
x

(∆) : y = x

តាង yc = x − ln x
x

;y∆ = x

សិក�សញញ ផលដកៃន yc − y∆ = x − ln x
x

− x = − ln x
x

េដាយ ∀x ∈ (0,+∞) េគបាន x > 0 េនាះ yC − y∆ យកសញញ ដូច − ln x ។

េបើ −lnx > 0 ឬ lnx < 0 ឬ lnx < ln1 ឬ x < 1 េនាះ (C f ) េនេលើ (∆)

េបើ −lnx < 0 ឬ lnx > 0 ឬ lnx > ln1 ឬ x > 1 េនាះ (C f ) េនេ្រកាម (∆)

េបើ −lnx = 0 ឬ lnx = 0 ឬ lnx = ln1 ឬ x = 1 េនាះ (C f ) កាត់ (∆)

កំណតកូ់អរេដាេនចំណុច្របសព្វៃនបនា្ទ តទ់ាងំពីរ

តាមខាងេលើ េគបាន (C f
) និងបនា្ទ ត់ (∆) ្របសព្វគា្ន ្រតង់ x = 1 េនាះ y = x = 1

ដូចេនះកូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វគឺ (1,1)។

5 បងា្ហ ញថា (
C f
)មានចំណុចរបត់ I និងកំណតកូ់អរេដាេនរបស់វា

េយើងមាន f (x) = x − ln x
x

និង f ′ (x) =
g (x)

x2 ∀x ∈ (0,+∞)

នាឱំ្យ f ′′ (x) =
g′ (x) · x2 − 2x · g (x)

x4 =

(
2x2 + 1

x

)
x2 − 2x

(
x2 − 1 + ln x

)
x4

=
2x3 + x − 2x3 + 2x − 2x ln x

x4 =
3x − 2x ln x

x4 =
x (3 − 2ln x)

x4

=
3 − 2ln x

x3

េដាយ x3 > 0 ចំេពាះ ∀x ∈ (0,+∞) េនាះ f ′′ (x) យកសញញ ដូច 3 − 2ln x

េបើ 3 − 2ln x > 0 ឬ −2ln x > −3 ឬ ln x <
−3
−2

ឬ ln x <
3
2
ឬ ln x < ln e

3
2 ឬ x < e

3
2 ' 4.4

េបើ 3 − 2ln x = 0 ឬ −2ln x = −3 ឬ ln x =
−3
−2

ឬ ln x =
3
2
ឬ ln x = ln e

3
2 ឬ x = e

3
2 ' 4.4

េបើ 3 − 2ln x < 0 ឬ −2ln x < −3 ឬ ln x >
−3
−2

ឬ ln x >
3
2
ឬ ln x > ln e

3
2 ឬ x > e

3
2 ' 4.4
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តារាងសញញ ៃន f ′′(x)

x

f ′′(x)

0 4.4 +∞

+ 0 −

េដាយ f ′′ (x) ប្តូរសញញ ្រតង់ x = e
3
2 ' 4.4 េនាះេគថា f (x) មានចំណុចរបត្់រតង់ (4.4,4.1) ។

6 សងប់នា្ទ ត់ (∆) និង (C f
)

7 េដាយេ្របើ្រកាប ពិភាក�តាមតៃម្លប៉ារ៉ាែម្៉រត m េនឫសៃនសមកីារ x2 − mx − ln x = 0

េយើងមាន x2 − mx − ln x = 0

េយើងបាន −mx = −x2 + ln x

m =
−x2 + ln x

−x
= x − ln x

x
ជាសមកីារអាបសីុ់សរវាង


y = m

y = x − ln x
x

ែដល y = m ជាបនា្ទ តែ់ដល្រសបនិងអក័្ស (Ox)
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តាម្រកាបេយើងបាន៖

េបើ m < 1 សមកីារគា្ម នឫស

េបើ m = 1 សមកីារមានឫសឌុបគឺ x = 1

េបើ m > 1 បនា្ទ តក់ាតែ់ខ្សេកាង្រតងពី់រចំណុចេនាះវាមានឫសពីរេផ្សងគា្ន ។
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 ្របធានទី២

េនេលើប្លង្់របដាបេ់ដាយត្រម�យអរតូណេម
(

O,⃗ i, j⃗
)
ឯកតា 4cm ។ អនុគមន៍ f កំណតេ់លើ R ែដល

f (x) = −x + (2x + 1) e−x និងមាន្រកាបតំណាង (C f ) ។

ែផ្នកទី១ ៖ សកិ�អនុគមន៍

1 េបើ f ′ (x) ជាេដរេីវៃន f (x) ។ បងា្ហ ញថា ∀x ∈ R : f ′ (x) = (1 − 2x) e−x − 1 ។

2 ខាងេ្រកាមជាតារាងអេថរភាពៃន f ′ (x)

x

f ′(x)

−∞ 1.5 +∞

+∞+∞

−2e−1.5 − 1−2e−1.5 − 1

+∞+∞

ក. គណនា f ′ (0) រចួសិក�សញញ f ′ (x) េលើ R េដាយេ្របើតារាងអេថរភាពខាងេលើ ។

ខ. សិក�អេថរភាពៃន f (x) េលើ R ។

3 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ R∗; f (x) = x
[
−1 +

(
2 +

1
x

)
e−x
]
។

ខ. គណនាលីមតីៃន f ្រតង់ −∞ ។

4 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ R; f (x) = 2xe−x + e−x − x ។

ខ. គណនាលីមតីៃន f ្រតង់ +∞ ។

ែផ្នកទី២ ៖ សណំង់ែខ្សេកាង

1 សិក�ែមកអនន្តៃន (C f ) ្រតង់ −∞

2 ក. បងា្ហ ញថា (D) : y = −x ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C f ) ខាងែផ្នក +∞ .

ខ. សិក�ទីតាងំេធៀបរវាង (C f ) និងបនា្ទ ត់ (D) ្រពមទាងំរកកូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វ

P រវាង (C f ) និងបនា្ទ ត់ (D) ។

3 សងប់នា្ទ ត(់D) ចំណុច P និង្រកាប (C f
) េលើត្រម�យែតមយួ។
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ែផ្នកទី៣ ៖ ការគណនាៃផ្ទ្រកឡា

អនុគមន៍ h និង H កំណតេ់លើ R េដាយ h(x) = (2x + 1)e−x និង H(x) = (ax + b)e−x ែដល

a និង b ជាចំនួនពិត ។

1 ក. កំណតត់ៃម្ល a និង b េដើម្បឱី្យ H ជា្រពីមទីីវៃន h ។

ខ. ទាញរក្រពីមទីីវៃន f េលើ R ។

2 គណនាៃផ្ទ្រកឡា A កំណតេ់ដាយ (C f ) អក័្សអាបសីុ់ស និងបនា្ទ ត់ x = −1
2

, x = 0។

3 គណនាៃផ្ទ្រកឡា S កំណតេ់ដាយសំណំុចំណុច M(x,y) េផ្ទ�ងផា្ទ ត់


−1

2
≤ x ≤ 0

−x ≤ y ≤ f (x)
។

ដំេណាះ្រសាយ

មានអនុគមន៍ f (x) = −x + (2x + 1)e−x ក្នុងត្រម�យអរតូណេម  (O,⃗ i, j⃗) ឯកតា 4cm ។

ែផ្នកទី១ ៖ សកិ�អនុគមន៍

1 បងា្ហ ញថា ∀x ∈ R : f ′ (x) = (1 − 2x) e−x − 1

េយើងបាន f ′(x) = [−x + (2x + 1)e−x]′

= −1 + (2x + 1)′e−x + (e−x)′(2x + 1)

= −1 + 2e−x − e−x(2x + 1)

= −1 + (2 − 2x − 1)e−x

= −1 + (1 − 2x)e−x

= (1 − 2x)e−x − 1

ដូចេនះ f ′(x) = (1 − 2x)e−x − 1 ពិត។

- េរៀនេដើម្បជីាទីពឹង ទំពរ័ទី 41 - © ឆា្ន 2ំ020



សិក�អនុគមនេ៍លាការតី និងអនុគមនអ៍ុិចស្ប ៉ណូងែ់ស្យល ក្រមតិមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ

2 ក. គណនា f ′ (0) រចួសិក�សញញ f ′ (x) េលើ R

េដាយ f ′(x) = (1 − 2x)e−x − 1

នាឱំ្យ f ′(0) = (1 − 0)e0 − 1 = 1 − 1 = 0

េយើងបាន

x

f ′(x)

−∞ 1.5 +∞

+∞+∞

−2e−1.5 − 1−2e−1.5 − 1

−1−1

0

0

តាមតារាងអេថរភាពេគបាន៖

∀x ∈ (−∞,0) េនាះ f ′(x) > 0

x = 0 េនាះ f ′(x) = 0

∀x ∈ (0,+∞) េនាះ f ′(x) < 0

ខ. សិក�អេថរភាពៃន f (x) េលើ R

េយើងបាន lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

[−x + (2x + 1)e−x]

= lim
x→−∞

[
−x +

2x + 1
ex

]
= lim

x→−∞

[
−xex + 2x + 1

ex

]
= −∞

េយើងបាន lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

[−x + (2x + 1)e−x]

= lim
x→+∞

[
−x +

2x + 1
ex

]
= −∞
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តារាងអេថរភាពៃន f (x)

x

f (x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ 0 −

−∞−∞

f (0)f (0)

−∞−∞

តាមតារាងអេថរភាពេគេឃើញថា f ′(x) ប្តូរសញញ ពី (+) េទ (−) ្រតង់ x = 0

េនាះេគថា f មានតៃម្លអតិបរមាេធៀប f (0) = −0 + (0 + 1)e0 = 1 ចំណុចអតិបរមាេធៀបគឺ

(0,1) ។

3 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ R∗; f (x) = x
[
−1 +

(
2 +

1
x

)
e−x
]

េយើងបាន f (x) = −x + (2x + 1) e−x

= x
[
−1 +

(2x + 1) e−x

x

]
= x

[
−1 +

(
2x + 1

x

)
e−x
]

= x
[
−1 +

(
2 +

1
x

)
e−x
]
ពិត ∀x ∈ R∗។

ខ. គណនាលីមតីៃន f ្រតង់ −∞

េយើងបាន lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

x
[
−1 +

(
2 +

1
x

)
e−x
]
= −∞

(េ្រពាះ lim
x→−∞

1
x
= 0, lim

x→−∞
e−x = +∞)

4 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ R; f (x) = 2xe−x + e−x − x

េយើងបាន f (x) = −x + (2x + 1) e−x = −x + 2xe−x + e−x

= 2xe−x + e−x − x ពិត ∀x ∈ R ។

ខ. គណនាលីមតីៃន f ្រតង់ +∞

េយើងបាន lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
2xe−x + e−x − x

)
= −∞

(េ្រពាះ lim
x→+∞

xe−x = 0, lim
x→+∞

e−x = 0)
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ែផ្នកទី២ ៖ សណំង់ែខ្សេកាង

1 សិក�ែមកអនន្តៃន (C f ) ្រតង់ −∞

េដើម្បសិីក�ែមកអនន្តៃន (C f ) េគ្រត�វ:

⋆ េបើ lim
x→∞

f (x)
x

= a និង lim
x→∞

[ f (x)− ax] = b ែដល a,b ជាចំនួនពិតេនាះ y = ax + b

ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C f ) ។

⋆ េបើ lim
x→∞

f (x)
x

= a និង lim
x→∞

[ f (x)− ax] = ∞ េនាះេគថាែមកអនន្តជាែមកប៉ារ៉ាបូល ឬ

ែខ្សេកាងមានែមកប៉ារ៉ាបូលែដលមានទិសអាសីុមតូត y = ax ។

⋆ េបើ lim
x→∞

f (x)
x

= ∞ េនាះេគថាែមកអនន្តៃនែខ្សេកាងជាែមកប៉ារ៉ាបូលឬែខ្សេកាងមានែមក

ប៉ារ៉ាបូលែដលមានទិសអាសីុមតូតអក័្ស (Oy) ។

រេបៀបសកិ�ែមកអនន្ត

េយើងបាន lim
x→−∞

f (x)
x

= lim
x→−∞

x
[
−1 +

(
2 +

1
x

)
e−x
]

x

= lim
x→−∞

[
−1 +

(
2 +

1
x

)
e−x
]
= +∞

(េ្រពាះ f (x) = x
[
−1 +

(
2 +

1
x

)
e−x
]
; ∀x ∈ R∗)។

េនាះេគបានែមកអនន្តៃនែខ្សេកាងជាប៉ារ៉ាបូលមានទិសអាសីុមតូតបនា្ទ តអ់ក័្ស (Oy) ខាង −∞ ។

2 ក. បងា្ហ ញថា (D) : y = −x ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C f ) ខាងែផ្នក +∞

េដាយ lim
x→+∞

[ f (x)− yD]

= lim
x→+∞

(
2xe−x + e−x − x + x

)
= 0

(េ្រពាះ f (x) =
(
2xe−x + e−x − x

) ; ∀x ∈ R)។

តាមនិយមនយ័េគបាន (D) : y = −x ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ ។
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ខ. សិក�ទីតាងំេធៀបរវាង (C f ) និងបនា្ទ ត់ (D)

េយើងមាន C f : y = f (x) = −x + (2x + 1) e−x

(D) : y = yD = −x

សិក�សញញ រវាង f (x)− yD = −x + (2x + 1) e−x + x = (2x + 1) e−x

េដាយ e−x > 0 ; ∀x ∈ R េនាះ f (x)− yD យកសញញ តាម 2x + 1

េបើ 2x + 1 = 0 ⇒ x = −1
2

x

f (x)− yD

−∞ −1
2

+∞

− 0 +

េគបានចំេពាះ៖

x ∈
(
−∞,−1

2

)
េនាះ (C f ) េនេ្រកាម (D)

x = −1
2

េនាះ (C f ) កាត់ (D)

x ∈
(
−1

2
,+∞

)
េនាះ (C f ) េនេលើ (D)

រកកូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វ P រវាង (C f ) និងបនា្ទ ត់ (D)

តាមតារាងខាងេលើ
(
C f
)កាត់ (D) ្រតង់ x = −1

2

េនាះ y = −x =
1
2

េយើងបាន P
(
−1

2
,
1
2

)
ដូចេនះ P

(
−1

2
,
1
2

)
។
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3 សងប់នា្ទ ត់ (D) ចំណុច P និង្រកាប (C f
) េលើត្រម�យែតមយួ

ែផ្នកទី៣ ៖ ការគណនាៃផ្ទ្រកឡា

េយើងមាន h និង H កំណតេ់លើ R េដាយ h(x) = (2x + 1)e−x និង H(x) = (ax + b)e−x ែដល a

និង b ជាចំនួនពិត

1 ក. កំណតត់ៃម្ល a និង b

េដាយ H(x) ជា្រពីមទីីវៃន h(x)

ចំេពាះ ∀x ∈ R េគបាន៖

H′ (x) = h (x)

េដាយ H′ (x) = (ax + b)
′
e−x +

(
e−x)′ (ax + b)

= ae−x − e−x (ax + b)

= (a − ax − b) e−x

= [−ax + (a − b)] e−x
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េគបាន [−ax + (a − b)] e−x = (2x + 1) e−x

េគទាញបាន


−a = 2

a − b = 1
⇒


a = −2

b = a − 1 = −2 − 1 = −3

ដូចេនះ a = −2,b = −3 ។

ខ. ទាញរក្រពីមទីីវៃន f េលើ R

េយើងមាន f (x)= −x + (2x + 1) e−x

= −x + h (x)

តាង F (x) ជា្រពីមទីីវទាងំអស់ៃន f (x) េគបាន៖

F (x)=
∫

f (x)dx =
∫
[−x + h (x)]dx

= −
∫

xdx +
∫

h (x)dx

= −x2

2
+ H (x) = −x2

2
+ (ax + b) e−x

= −x2

2
+ (−2x − 3) e−x + C,C ∈ R

េដាយសារ H (x) ជា្រពីមទីីវៃន h (x) េគបាន H′ (x) = h (x) ឬ H (x) =
∫

h (x)dx

ដូចេនះ ្រពីមទីីវៃន f (x) គឺ F (x) = −x2

2
+ (−2x − 3) e−x + C,C ∈ R ។

2 គណនាៃផ្ទ្រកឡា A កំណតេ់ដាយ (C f ) អក័្សអាបសីុ់ស និងបនា្ទ ត់ x = −1
2

, x = 0

េគបាន៖

A =

0∫
− 1

2

f (x)dx = [F (x)]0− 1
2
= F (0)− F

(
1
2

)
(េ្រពាះ F ជា្រពីមទីីវៃន f )

A =
[
0 + (0 − 3) e0

]
−
[
−1

2

(
1
2

)2

+

(
−2 ×

(
−1

2

)
− 3
)

e
1
2

]

A = −3 −
(
−1

8
− 2

√
e
)

A = −3 +
1
8
+ 2

√
e = 2

√
e − 23

8

ែតត្រម�យមានឯកតា 4cm េនាះ 1 ឯកតាៃផ្ទ្រកឡាេស្មើ 16cm2

A = 16cm2
(

2
√

e − 23
8

)
= 32

√
e − 46cm2

ដូចេនះ A = 32
√

e − 46cm2 ។
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3 គណនាៃផ្ទ្រកឡា S កំណតេ់ដាយសំណំុចំណុច M(x,y) េផ្ទ�ងផា្ទ ត់


−1

2
≤ x ≤ 0

−x ≤ y ≤ f (x)
តាម្រកាបេគបាន៖

S =

0∫
− 1

2

[ f (x)− y]dx =

0∫
− 1

2

[
−x + (2x + 1) e−x + x

]
dx

=

0∫
− 1

2

(2x + 1) e−xdx =

0∫
− 1

2

h (x)dx

= [H (x)]0− 1
2
= H (0)− H

(
−1

2

)
ែត H (x) = (−2x − 3) e−x

េនាះ S= (0 − 3) e0 − (1 − 3) e
1
2

= −3 + 2
√

e = 2
√

e − 3

= 16
(
2
√

e − 3
)

cm2

ដូចេនះ S = 16
(
2
√

e − 3
)

cm2។
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 ្របធានទី ៣

ែផ្នកទី ១ េគឱ្យអនុគមន៍ g កំណតេ់លើ R ែដល g (x) = 1 + 4xe2x

1 បងា្ហ ញថា g′ (x) = 4 (2x + 1) e2x ្រគប់ x ∈ R ។

2 បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ g េកើនេលើចេនា្ល ះ
[
−1

2
,+∞

)
និងជាអនុគមនចុ៍ះេលើចេនា្ល ះ(

−∞,−1
2

]

3 ក. បងា្ហ ញថា g
(
−1

2

)
= 1 − 2

e
រចួបញ្ជ កថ់ា g

(
−1

2

)
> 0 ។

ខ. ខ.ទាញបញ្ជ កថ់ា g (x) > 0,∀x ∈ R ។

ែផ្នកទី ២ អនុគមន៍ f កំណតេ់លើ R ែដល f (x) = (2x − 1) e2x + x + 1 មាន (C f ) ជា្រកាប

តំណាងេលើត្រម�យអរតូណរេម
(

O,⃗ i, j⃗
)
ឯកតា 2cm។

1 គណនា lim
x→+∞

f (x) រចួទាញរក lim
x→−∞

f (x) (េដាយដឹងថា lim
u→−∞

ueu = 0) ។

2 បងា្ហ ញថា f ′ (x) = g (x) ,∀x ∈ R និងបញ្ជ កថ់ា f េកើនដាចខ់ាតេលើ R ។

3 ក. គណនា lim
x→+∞

f (x)
x

រចួទាញបញ្ជ កថ់ាែខ្សេកាង (C f ) មានែមកអនន្តមយួជាែមក

ប៉ារ៉ាបូលទិសអាសីុមតូតអក័្សអរេដាេន (Oy)។

ខ. គណនា lim
x→+∞

[ f (x)− (x + 1)] រចួទាញបញ្ជ កថ់ាបនា្ទ ត់ (∆) ែដលមានសមកីារ

y = x + 1 គឺជាអាសីុមតូតៃនែខ្សេកាង (C f
)ខាងែផ្នក −∞ ។

គ. គណនាកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វរវាងបនា្ទ ត់ (∆) និងែខ្សេកាង (
C f
) រចួបងា្ហ ញថា

បនា្ទ ត់ (∆) េនេលើែខ្សេកាង (C f
) េនចេនា្ល ះ

(
−∞,

1
2

)
និងេ្រកាមែខ្សេកាង (C f

)
េនចេនា្ល ះ

(
1
2

,+∞
)
។

4 ក. បងា្ហ ញសមកីារបនា្ទ ត់ (T) បះ៉ែខ្សេកាង (C f ) ្រតងច់ំណុច O គឺ y = x ។

ខ. បងា្ហ ញថាែខ្សេកាង (C f )មានចំណុចរបតម់យួែដលមានអាបសីុ់ស x =−1
2
្រពមទាងំ

កំណតកូ់អរេដាេនៃនចំណុចរបតេ់នះផង ។
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5 សងអ់ាសីុមតូត (∆) បនា្ទ ត់ (T) និងែខ្សេកាង (C f ) េលើត្រម�យ
(

O,⃗ i, j⃗
)
។

6 ក. េដាយេ្របើអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក បងា្ហ ញថា
∫ 1

2

0
(2x − 1) e2xdx = 1 − e

2
។

ខ. បងា្ហ ញថាៃផ្ទ្រកឡាែដលកំណតេ់ដាយែខ្សេកាង (C f ) បនា្ទ តប់ះ៉ (T) និងបនា្ទ តទ់ាងំពីរ

ែដលមានសមកីារ x = 0 និង x =
1
2
គឺេស្មើនឹង (6 − 2e) cm2 ។

ដំេណាះ្រសាយ

ែផ្នកទី ១ អនុគមន៍ g កំណតេ់លើ R ែដល g (x) = 1 + 4xe2x

1 បងា្ហ ញថា g′ (x) = 4 (2x + 1) e2x ្រគប់ x ∈ R

េយើងបាន g′(x) = (1 + 4xe2x)′ = 4[x′e2x + (e2x)′x]

= 4(e2x + 2e2x)

= 4(2x + 1)e2x ពិត ។

2 បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ g េកើនេលើចេនា្ល ះ
[
−1

2
,+∞

)
និងជាអនុគមនចុ៍ះេលើចេនា្ល ះ

(
−∞,−1

2

]

េយើងមាន g′(x) = 4(2x + 1)ex;∀x ∈ R

= (2x + 1)4e2x

េដាយ 4e2x;∀x ∈ R េនាះសញញ របស់ g′(x) មានសញញ ដូច 2x + 1 ។

េបើ 2x + 1 = 0 ⇒ x = −1
2

x

g′(x)

g(x)

−∞ −1
2

+∞

− 0 +
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តាមតារាងសញញ ខាងេលើេយើងបាន៖

g ជាអនុគមនេ៍កើន ∀x ∈
[
−1

2
,+∞

)
g ជាអនុគមនចុ៍ះ ∀x ∈

(
−∞,−1

2

]

3 ក. បងា្ហ ញថា g
(
−1

2

)
= 1 − 2

e
រចួបញ្ជ កថ់ា g

(
−1

2

)
> 0

េដាយ g (x) = 1 + 4xe2x

នាឱំ្យ g
(
−1

2

)
= 1 + 4

(
−1

2

)
e2(− 1

2)

g
(
−1

2

)
= 1 − 2

e
=

e − 2
e

> 0 ពិត (េ្រពាះ e > 2 ⇒ e − 2 > 0)

ខ. ខ.ទាញបញ្ជ កថ់ា g (x) > 0,∀x ∈ R

តាមតារាងខាងេលើ g′ (x) ដូរសញញ ពី (−) េទ (+) ្រតង់ x =−1
2
េនាះ g (x)មានតៃម្លអប្ប

បរមាេធៀប g
(
−1

2

)
= 1 − 2

e
> 0 េហើយេគអាចទាញបាន g (x) > 0 ; ∀x ∈ R ពិត។

ែផ្នកទី ២ អនុគមន៍ f កំណតេ់លើ R ែដល f (x) = (2x − 1) e2x + x + 1 មាន (C f )

1 គណនា lim
x→+∞

f (x)

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

[
(2x − 1) e2x + x + 1

]
= +∞ (េ្រពាះ lim

x→+∞
(2x − 1) e2x = +∞)

គណនា lim
x→−∞

f (x)

• lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

[
(2x − 1) e2x + x + 1

]
= −∞ (េ្រពាះ lim

x→−∞
(2x − 1) e2x = 0)

2 បងា្ហ ញថា f ′ (x) = g (x) ,∀x ∈ R

េយើងបាន f ′ (x) =
[
(2x − 1) e2x + x + 1

]′
=
[
(2x − 1) e2x

]′
+ 1

= (2x − 1)
′
e2x +

(
e2x
)′

(2x − 1) + 1

= 2e2x + 2e2x (2x − 1) + 1

= (2 + 4x − 2) e2x + 1

= 1 + 4xe2x = g (x) ពិត
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បញ្ជ កថ់ា f េកើនដាចខ់ាតេលើ R

េដាយ g(x) > 0 ; ∀x ∈ R

េនាះ f ′(x) = g(x) > 0 ; ∀x ∈ R

នាឱំ្យ f (x) ជាអនុគមនេ៍កើនដាចខ់ាតេលើ R ។

3 ក. គណនា lim
x→+∞

f (x)
x

រចួទាញបញ្ជ កថ់ាែខ្សេកាង (C f ) មានែមកអនន្តមយួជាែមកប៉ារ៉ាបូល

ទិសអាសីុមតូតអក័្សអរេដាេន (Oy)។

េយើងបាន lim
x→+∞

f (x)
x

= lim
x→+∞

(2x − 1) e2x + x + 1
x

= lim
x→+∞

[
(2x − 1) e2x

x
+ 1 +

1
x

]
= lim

x→+∞

[(
2 − 1

x

)
e2x + 1 +

1
x

]
= +∞

(េ្រពាះ lim
x→+∞

1
x
= 0; lim

x→+∞
e2x = +∞)

េដាយ lim
x→+∞

f (x)
x

= +∞ េនាះតាមនិយមនយ័េគថា ែខ្សេកាង (C f
)មានែមកអនន្ត

ជាែមកប៉ារ៉ាបូលែដលមានទិសអាសីុមតូតអក័្ស (Oy) ។

ខ. គណនា lim
x→+∞

[ f (x)− (x + 1)]

េយើងបាន lim
x→−∞

[ f (x)− (x + 1)] = lim
x→−∞

[
(2x − 1) e2x + x + 1 − x − 1

]
= lim

x→−∞

[
(2x − 1) e2x

]
= 0

តាមនិយមនយ័េគទាញបាន (∆) : y = x + 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C f
)ខាង −∞ ។

គ. គណនាកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វរវាងបនា្ទ ត់ (∆) និងែខ្សេកាង (C f )

េយើងមាន (C) : f (x) = (2x − 1) e2x + x + 1

(∆) : y∆ = x + 1

េដាះ្រសាយសមកីារអាបសីុ់ស f (x) = y∆ ឬ f (x)− y∆ = 0

េយើងបាន (2x − 1) e2x + x + 1 − (x + 1) = 0

(2x − 1) e2x + x + 1 − x − 1 = 0

(2x − 1) e2x = 0
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េដាយ e2x > 0 ជានិច្ច េនាះ៖

2x − 1 = 0 ⇒ x =
1
2

y = x + 1 =
1
2
+ 1 =

3
2

ចំណុច្របសព្វរវាង (C f
) និង (∆) គឺ

(
1
2

,
3
2

)
។

ទាញរកទីតាងំេធៀបៃន (C f
) និង (∆)

x

f (x)− yD

−∞ 1
2

+∞

− 0 +

តាមតារាងេគបាន៖

∀x ∈
(
−∞,

1
2

)
េនាះ (C f

) េនេ្រកាម (∆)

∀x ∈ (
1
2

,+∞) េនាះ (C f
) េនេលើ (∆)

4 ក. បងា្ហ ញសមកីារបនា្ទ ត់ (T) បះ៉ែខ្សេកាង (C f ) ្រតងច់ំណុច O គឺ y = x

តាមរបូមន្ត (T) : y = f ′ (x) (x − xo) + yo

េដាយ O (0,0)⇒ xo = 0,yo = 0

f ′ (xo) = f ′ (0) = 1 + 0 · e0 = 1

នាឱំ្យ (T) : y = 1 (x − 0) + 0 = x ពិត ។

ខ. បងា្ហ ញថាែខ្សេកាង (C f )មានចំណុចរបតម់យួែដលមានអាបសីុ់ស x =−1
2
្រពមទាងំកំណត់

កូអរេដាេនៃនចំណុចរបតេ់នះផង

េយើងមាន f (x) = (2x − 1) e2x + x + 1

f ′ (x) = g (x)

នាឱំ្យ f ′′ (x) = g′ (x) = 4 (2x + 1) e2x = (2x + 1)4e2x

េដាយ 4e2x > 0 ជានិច្ចចំេពាះ ∀x ∈ R

េនាះ f ′′ (x) មានសញញ ដូច 2x + 1
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េបើ 2x + 1 = 0 ⇒ x = −1
2

តារាងសញញ ៃន f ′′(x)

x

f ′′(x)

−∞ −1
2

+∞

− 0 +

េដាយ f ′′ (x) ប្តូរសញញ ពី (−) េទ (+) ្រតង់ x = −1
2
េនាះេគថា f មានចំណុចរបតែ់ដល

មានអាបសីុ់ស x = −1
2
និងអរេដាេន f

(
−1

2

)
=
[
(−1 − 1) e−1

]
− 1

2
+ 1 =

1
2
− 2

e

ដូចេនះចំណុចរបត់ I
(
−1

2
,
1
2
− 2

e

)
។

5 សងអ់ាសីុមតូត (∆) បនា្ទ ត់ (T) និងែខ្សេកាង (C f ) េលើត្រម�យ
(

O,⃗ i, j⃗
)

6 ក. បងា្ហ ញថា
∫ 1

2

0
(2x − 1) e2xdx = 1 − e

2

េបើ H =
∫ 1

2

0
(2x − 1) e2xdx

តាង u = 2x − 1 ⇒ du = 2dx

dv = e2xdx ⇒ v =
1
2

e2x
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េយើងបាន H = [uv]
1
2
0 −

∫ 1
2

0
vdu =

[
1
2

e2x (2x − 1)
] 1

2

0
−
∫ 1

2

0
e2xdx

=

[
1
2

e (1 − 1)− 1
2

e0 (0 − 1)
]
−
[

1
2

e2x
] 1

2

0

=
1
2
−
(

1
2

e − 1
2

e0
)

=
1
2
− 1

2
e +

1
2
= 1 − e

2
ពិត ។

ខ. បងា្ហ ញថាៃផ្ទ្រកឡាែដលកំណតេ់ដាយែខ្សេកាង (C f ) បនា្ទ តប់ះ៉ (T) និងបនា្ទ តទ់ាងំពីរ

ែដលមានសមកីារ x = 0 និង x =
1
2
គឺេស្មើនឹង (6 − 2e) cm2

េគបាន S =
∫ 1

2

0
[ f (x)− yT]dx

=
∫ 1

2

0

[
(2x − 1) e2x + x + 1 − x

]
dx

=
∫ 1

2

0

[
(2x − 1) e2x + 1

]
dx

=
∫ 1

2

0
(2x − 1) e2xdx +

∫ 1
2

0
dx

= 1 − e
2
+ [x]

1
2
0

= 1 − e
2
+

1
2

=
3
2
− e

2

=
3 − e

2
ឯកតាៃផ្ទ្រកឡា ។

េដាយត្រម�យមានឯកតា 2cm េនាះ 1 ឯកតាៃផ្ទ្រកឡាេស្មើ 4cm2

េយើងបាន S = 4cm2
(

3 − e
2

)
S = (6 − 2e) cm2 ពិត ។
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 ្របធានទី ៤

ែផ្នកទី ១ េគឱ្យអនុគមន៍ g មយួកំណតេ់លើ R ែដល g (x) = (1 − x) ex − 1 ។

1 ក. បងា្ហ ញថា g′ (x) = −xex , ∀x ∈ R ។

ខ. បងា្ហ ញថា g (x) ជាអនុគមនចុ៍ះេលើ (0,+∞) និងជាអនុគមនេ៍កើនេលើ (−∞,0)

្រពមទាងំបងា្ហ ញថា g (0) = 0 ។

2 ្រសាយបញ្ជ កថ់ា g (x) ≤ 0 , ∀x ∈ R ។

ែផ្នកទី ២ េគឱ្យអនុគមន៍ f មយួកំណតេ់លើ R ែដល f (x) = (2 − x) ex − x និង (C f
)ជា្រកាប

តំណាងេលើត្រម�យអរតូណេម
(

O,⃗ i, j⃗
)
ឯកតា 1cm ។

1 ក. បងា្ហ ញថា lim
x→+∞

f (x) = −∞ ។

ខ. បងា្ហ ញថា lim
x→+∞

f (x)
x

= −∞ េនាះ (C f ) មានែមកអនន្តជាែមកប៉ារ៉ាបូលេនខាង

ែផ្នក +∞ ្រពមទាងំបញ្ជ កទិ់សេដផង។

2 ក. បងា្ហ ញថា lim
x→−∞

f (x) = +∞ រចួទាញរក lim
x→−∞

[ f (x) + x]

(េដាយដឹងថា lim
x→−∞

xe−x = 0) ។

ខ. បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (D) : y = −x គឺជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C f
)ខាងែផ្នក −∞ ។

3 ក. បងា្ហ ញថា f ′ (x) = g (x) ; ∀x ∈ R ។

ខ. បក្រសាយតាមនយ័ធរណីមា្រតចំេពាះ f ′ (0) = 0 ។

គ. បងា្ហ ញថា f (x) ជាអនុគមនចុ៍ះដាចខ់ាតេលើ R រចួគូសតារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f

4 បងា្ហ ញថា f (x) = 0 មានឫសែតមយួគតេ់លើ R េនេលើចេនា្ល ះ 3
2
< α < 2 ។

(េដាយដឹងថា e
3
2 > 3)

5 ក. េដាះ្រសាយេលើ R ចំេពាះសមកីារ f (x)+ x = 0 និង្រសាយបញ្ជ កថ់ា (
C f
) និង (D)

កាតគ់ា្ន ្រតងច់ំណុច A (2,−2) ។
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ខ. សិក�សញញ ៃន f (x) + x េលើ R ។

គ. ្រសាយថា (
C f
)ស្ថិតេនេលើ (D) េលើចេនា្ល ះ (−∞,2) និង (C f

)ស្ថិតេនេ្រកាម (D)

េលើចេនា្ល ះ (2,+∞) ។

6 ក. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា (
C f
)មានចំណុចរបតម់យួ្រតងច់ំណុចែដលមានកូអរេដាេន (0,2)

ខ. សងប់នា្ទ ត់ (D) និងែខ្សេកាង (C f
) េលើត្រម�យ

(
O,⃗ i, j⃗

)
។

7 ក. េដាយេ្របើអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក បងា្ហ ញថា
∫ 0

−1
(2 − x) exdx = 3 − 4

e
។

ខ. គណនាៃផ្ទ្រកឡាៃផ្ទកំណតេ់ដាយ (
C f
)

; (D) និងបនា្ទ ត់ x = −1, x = 0 គិតជា cm2

។

ដំេណាះ្រសាយ

ែផ្នកទី ១ អនុគមន៍ g មយួកំណតេ់លើ R ែដល g (x) = (1 − x) ex − 1

1 ក. បងា្ហ ញថា g′ (x) = −xex , ∀x ∈ R

េយើងបាន ∀x ∈ R : g′ (x) = [(1 − x) ex − 1]
′

= (1 − x)
′
ex + (ex)

′
(1 − x)

= −ex + ex − xex = −xex ពិត

ខ. បងា្ហ ញថា g (x) ជាអនុគមនចុ៍ះេលើ (0,+∞) និងជាអនុគមនេ៍កើនេលើ (−∞,0) ្រពមទាងំ

បងា្ហ ញថា g (0) = 0

េយើងមាន g′ (x) = −xex េដាយ ex > 0 ; ∀x ∈ R

េបើ −x = 0 ⇒ x = 0

- េរៀនេដើម្បជីាទីពឹង ទំពរ័ទី 57 - © ឆា្ន 2ំ020



សិក�អនុគមនេ៍លាការតី និងអនុគមនអ៍ុិចស្ប ៉ណូងែ់ស្យល ក្រមតិមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ

តារាងសញញ ៃន g(x)

x

g′(x)

g(x)

−∞ 0 +∞

+ 0 −

g(0)g(0)

តាមតារាងេគបាន៖

g′ (x) > 0 ; ∀x ∈ (−∞,0) េនាះអនុគមន៍ g េកើនេលើ (−∞,0)

g′ (x) < 0 ; ∀x ∈ (0,+∞) េនាះអនុគមន៍ g ចុះេលើ (0,+∞)

g (0) = (1 − 0) e0 − 1 = 1 − 1 = 0 ពិត

2 ្រសាយបញ្ជ កថ់ា g (x) ≤ 0 , ∀x ∈ R

តាមតារាង សញញ g′ (x) ប្តូរសញញ ពី (+) េទ(−) ្រតង់ x = 0

េនាះ g (x) អតិបរមាេធៀបគឺ g (0) = 0

េគបាន ∀x ∈ R : g (x) ≤ g (0) ឬ g (x) ≤ 0 ។

ែផ្នកទី ២ អនុគមន៍ f មយួកំណតេ់លើ R ែដល f (x) = (2 − x) ex − x

1 ក. បងា្ហ ញថា lim
x→+∞

f (x) = −∞

េយើងបាន lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

[(2 − x) ex − x] = lim
x→+∞

ex[(2 − x)− x
ex ] = −∞ ពិត

(េ្រពាះ lim
x→+∞

x
ex = 0)

ខ. បងា្ហ ញថា lim
x→+∞

f (x)
x

= −∞

េយើងបាន lim
x→+∞

f (x)
x

= lim
x→+∞

(2 − x) ex − x
x

រាងមនិកំណត់ ∞
∞

= lim
x→+∞

[(
2
x
− 1
)

ex − 1
]
= −∞ ពិត

េនាះតាមនិយមនយ័ (
C f
)មានែមកអនន្តជាែមកប៉ារ៉ាបូលមានទិសេដអក័្ស (Oy)
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2 ក. បងា្ហ ញថា lim
x→−∞

f (x) = +∞

េយើងបាន lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

[(2 − x) ex − x] = +∞ ពិត

(េ្រពាះ lim
x→−∞

xex = 0, lim
x→−∞

ex = 0)

ទាញរក lim
x→−∞

[ f (x) + x]

េយើងបាន lim
x→−∞

[(2 − x) ex − x + x] = lim
x→−∞

(2 − x) ex = 0

ខ. បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (D) : y = −x គឺជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C f
)ខាងែផ្នក −∞

តាមខាងេលើ lim
x→−∞

[ f (x) + x] = lim
x→−∞

[ f (x)− (−x)] = 0

តាមនិយមនយ័ (D) : y = −x ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃនែខ្សេកាង (C) ។

3 ក. បងា្ហ ញថា f ′ (x) = g (x) ; ∀x ∈ R

េយើងបាន f ′ (x) = [(2 − x) ex − x]
′

= (2 − x)
′
ex + (ex)

′
(2 − x)− 1

= −ex + ex (2 − x)− 1

= ex (2 − x − 1)− 1

= ex (1 − x)− 1 = g (x) ពិត

ខ. បក្រសាយតាមនយ័ធរណីមា្រតចំេពាះ f ′ (0) = 0

តាមនយ័ធរណីមា្រត f ′ (0) = 0 គឺជាេមគុណ្របាបទិ់សៃនបនា្ទ តប់ះ៉្រកាប (C f ) ្រតងច់ំណុច

ែដលមានអាបសីុ់ស x = 0 ។

គ. បងា្ហ ញថា f (x) ជាអនុគមនចុ៍ះដាចខ់ាតេលើ R

េដាយ
f ′ (x) = g (x)

g (x) ≤ 0
⇒ f ′ (x) ≤ 0 ; ∀x ∈ R

នាឱំ្យអនុគមន៍ f ចុះដាចខ់ាតេលើ R ។
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តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f
x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

− 0 −

+∞+∞

−∞−∞
f (0) = 2

4 បងា្ហ ញថា f (x) = 0 មានឫសែតមយួគតេ់លើ R េនេលើចេនា្ល ះ 3
2
< α < 2

្រត�វបងា្ហ ញថា៖

1. f ចុះដាចខ់ាត ឬេកើនដាចខ់ាតេលើ
(

3
2

,2
)

2. f
(

3
2

)
× f (2) < 0

េដាយ f ចុះដាចខ់ាតេលើ R េនាះ f ចុះដាចខ់ាតេលើ
(

3
2

,2
)

(1)

មយង៉េទៀត f
(

3
2

)
=

(
2 − 3

2

)
e

3
2 − 3

2
=

e
3
2 − 3

2
> 0 (េ្រពាះe 3

2 > 3)

f (2) = (2 − 2) e2 − 2 = −2 < 0

េយើងបាន f
(

3
2

)
× f (2) < 0 (2)

តាម (1) & (2) េយើងបាន f (x) = 0 មានឫសមយួគតេ់លើ
(

3
2

,2
)
។

5 ក. េដាះ្រសាយេលើ R ចំេពាះសមកីារ f (x) + x = 0

េយើងបាន f (x) + x = 0

(2 − x) ex − x + x = 0

(2 − x) ex = 0 ⇒ 2 − x = 0 ⇒ x = 2

ដូចេនះ x = 2 ជាឫសៃនសមកីារ ។

្រសាយបញ្ជ កថ់ា (
C f
) និង (D) កាតគ់ា្ន ្រតងច់ំណុច A (2,−2) ។

េបើ
(
C f
) និង (D) កាតគ់ា្ន េនាះ f (x) + x = 0 េគបានអាបសីុ់ស x = 2

និងអរេដាេន y = f (2) = (2 − 2)e2 − 2 = −2

ដូចេនះ (C f
) និង (D) កាតគ់ា្ន ្រតងច់ំណុច A (2,−2) ។
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ខ. សិក�សញញ ៃន f (x) + x េលើ R

តាមខាងេលើមាន f (x) + x = (2 − x)ex

េដាយ ex > 0 ; ∀x ∈ R េនាះ f (x) + x មានសញញ ដូច 2 − x

េបើ 2 − x = 0 ⇒ x = 2

តារាងសញញ ៃន f (x) + x

x

f (x) + x

−∞ 2 +∞

+ 0 −

តាមតារាងខាងេលើេគបាន៖

∀x ∈ (−∞,2) េនាះ f (x) + x > 0

∀x ∈ (2,+∞) េនាះ f (x) + x < 0

x = 2 េនាះ f (x) + x = 0

គ. សិក�ទីតាងំេធៀបរវាង (C f
) និងបនា្ទ ត់ (D)

តាមតារាងខាងេលើេគបាន៖

∀x ∈ (−∞,2) េនាះ (C f
) េនេលើ (∆)

∀x ∈ (2,+∞) េនាះ (C f
) េនេ្រកាម (∆)

x = 2 េនាះ (C f
)កាត់ (∆)

6 ក. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា (C) មានចំណុចរបតម់យួ្រតងច់ំណុចែដលមានកូអរេដាេន (0,2)

េយើងមាន f ′ (x) = g (x)⇒ f ′′ (x) = g′ (x) = −xex

េដាយ ex > 0 ; ∀x ∈ R េនាះ f ′′ (x) មានសញញ ដូច −x

េបើ −x = 0 ⇒ x = 0

x

f ′′(x)

−∞ 0 +∞

+ 0 −
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េដាយ f ′′ (x) ប្តូរសញញ ពី (+) េទ(−) ្រតង់ x = 0

េគថា f មានចំណុចរបត្់រតង់ (0, f (0)) = (0,2) ពិត (េ្រពាះ f (0) = 2) ។

ខ. សងប់នា្ទ ត់ (D) និងែខ្សេកាង (C f
)

7 ក. េដាយេ្របើអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នកបងា្ហ ញថា
∫ 0

−1
(2 − x) exdx = 3 − 4

e

េបើ I =
∫ 0

−1
(2 − x) exdx

តាង u = 2 − x ⇒ du = −dx

dv = exdx ⇒ v = ex

I = [(2 − x) ex]0−1 +
∫ 0

−1
exdx

=

(
2 − 3

e

)
+ [ex]0−1 = 2 − 3

e
+

(
1 − 1

e

)
= 2 − 3

e
+ 1 − 1

e
= 3 − 4

e
ពិត ។
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ខ. គណនាៃផ្ទ្រកឡាៃផ្ទខណ្ឌ េដាយ (
C f
)

; (D) និងបនា្ទ ត់ x = −1, x = 0 គិតជា cm2

េគបាន S =
∫ 0

−1
[ f (x)− (−x)]dx =

∫ 0

−1
[(2 − x) ex − x + x]dx∫ 0

−1
(2 − x) exdx = I = 3 − 4

e
cm2

ដូចេនះ S = 3 − 4
e

cm2 ។
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 ្របធានទី ៥

ែផ្នកទី ១ េគឱ្យអនុគមន៍ g (x) កំណតេ់លើ R ែដល g (x) = ex − 2x ។

1 គណនា g′ (x) ; ∀x ∈ R ។ ទាញបញ្ជ កថ់ា g (x) ជាអនុគមនចុ៍ះេលើ (−∞, ln2) និងជា

អនុគមនេ៍កើនេលើ (ln2,+∞) ។

2 ្រសាយបញ្ជ កថ់ា g (ln2) = 2 (1 − ln2) និងកំណតស់ញញ ៃន g (ln2) ។

3 ្រសាយបញ្ជ កថ់ា g (x) > 0 ; ∀x ∈ R ។

ែផ្នកទី ២ អនុគមន៍ f (x) កំណតេ់លើ R ែដល f (x) =
x

ex − 2x
មាន្រកាបតំណាង (C f

) េលើ

ត្រម�យអរតូណេម
(

O,⃗ i, j⃗
)
ឯកតា 1cm ។

1 ក. បងា្ហ ញថា lim
x→+∞

f (x) = 0 និង lim
x→−∞

f (x) = −1
2

(េដាយដឹងថា ex − 2x =

x
(

ex

x
− 2
)

; ∀x ∈ R) ។

ខ. បក្រសាយតាមនយ័ធរណីមា្រតចំេពាះលទ្ធផលទាងំពីរខាងេលើ។ ្រពមទាងំបញ្ជ ក់

ទិសេដផង។

2 ក. បងា្ហ ញថា f ′ (x) =
(1 − x) ex

(ex − 2x)2 ; ∀x ∈ R ។

ខ. សិក�សញញ f ′ (x) រចួគូសតារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។

គ. បងា្ហ ញថា y = x ជាសមកីារបនា្ទ ត់ (T) បះ៉ែខ្សេកាង (C f
) ្រតងគ់ល់ត្រម�យ O ។

3 សងប់នា្ទ ត់ (T) និងែខ្សេកាង (C f
) េលើ

(
O,⃗ i, j⃗

)
។ (េដាយដឹងថា 1

e − 2
≈ 1.4 និង្រកាប(

C f
) មានចំណុចរបតពី់រគឺ ចំណុចទីមយួមានអាបសីុ់សេនចេនា្ល ះ (0,1) និងចំណុចទីពីរ

មានអាបសីុ់សធំជាង 3
2
) ។
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ដំេណាះ្រសាយ

ែផ្នកទី ១ អនុគមន៍ g (x) កំណតេ់លើ R ែដល g (x) = ex − 2x ។

1 គណនា g′ (x) ; ∀x ∈ R

េយើងបាន g′ (x) = (ex − 2x)
′
= ex − 2

េបើ g′ (x) = 0 ⇒ ex − 2 = 0 ⇒ ex = 2 ⇒ x = ln2

g′ (x) > 0 ⇒ ex − 2 > 0 ⇒ ex > 2 ⇒ x > ln2

g′ (x) < 0 ⇒ ex − 2 < 0 ⇒ ex < 2 ⇒ x < ln2

តារាងសញញ ៃន g(x)

x

g′(x)

g(x)

−∞ ln2 +∞

− 0 +

g(ln2)g(ln2)

ទាញបញ្ជ កថ់ា g (x) ជាអនុគមនចុ៍ះេលើ (−∞, ln2) និងជាអនុគមនេ៍កើនេលើ (ln2,+∞)

តាមតារាងេគបាន៖ g ជាអនុគមនចុ៍ះេលើ (−∞, ln2)

g ជាអនុគមនេ៍កើនេលើ (ln2,+∞)

2 ្រសាយបញ្ជ កថ់ា g(ln2) = 2 (1 − ln2) និងកំណតស់ញញ ៃន g (ln2)

េយើងមាន g (x) = ex − 2x

នាឱំ្យ g (ln2) = eln2 − 2ln2 = 2 − 2ln2 = 2 (1 − ln2)

មយង៉េទៀត e > 2 ⇒ ln e > ln2 ⇒ 1 − ln2 > 0

េនាះ g (ln2) > 0 ។

3 ្រសាយបញ្ជ កថ់ា g (x) > 0 ; ∀x ∈ R

តាមតារាងេគទាញបាន ∀x ∈ R : g (x) > g (ln2) > 0 ⇒ g (x) > 0 ពិត
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ែផ្នកទី ២ អនុគមន៍ f (x) =
x

ex − 2x
មាន្រកាបតំណាង (C f

)
1 ក. បងា្ហ ញថា lim

x→+∞
f (x) = 0 និង lim

x→−∞
f (x) = −1

2

េយើងបាន lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
x

ex − 2x

)
រាងមនិកំណត់ ∞

∞

= lim
x→+∞

x

x
(

ex

x
− 2
) = lim

x→+∞

1(
ex

x
− 2
) = 0

(េ្រពាះ lim
x→+∞

ex

x
= +∞)

lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
x

ex − 2x

)
= lim

x→−∞

x

x
(

ex

x
− 2
) = lim

x→−∞

1(
ex

x
− 2
) = −1

2

(េ្រពាះ lim
x→−∞

ex

x
= 0)

ខ. បក្រសាយតាមនយ័ធរណីមា្រតចំេពាះលទ្ធផលទាងំពីរខាងេលើ

• lim
x→+∞

f (x) = 0 បញ្ជ ក្់របាបថ់ា្រកាប (C f
)មានអាសីុមតូតេដក y = 0 ។

• lim
x→−∞

f (x) = −1
2

បញ្ជ ក្់របាបថ់ា្រកាប (C f
)មានអាសីុមតូតេដក y = −1

2
។

2 ក. បងា្ហ ញថា f ′ (x) =
(1 − x) ex

(ex − 2x)2 ; ∀x ∈ R

េយើងមាន f (x) =
x

(ex − 2x)
; ∀x ∈ R

f ′ (x) =

(
x

ex − 2x

)′

=
(ex − 2x)− x(ex − 2x)

′

(ex − 2x)2 =
ex − 2x − x (ex − 2)

(ex − 2x)2

=
ex − xex

(ex − 2x)2

=
(1 − x) ex

(ex − 2x)2 ពិត។

ខ. សិក�សញញ f ′ (x) រចួគូសតារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f

េយើងមាន f ′ (x) =
(1 − x) ex

(ex − 2x)2 ; ∀x ∈ R

េ្រពាះ ex > 0 ; (ex − 2x)2 > 0 ; ∀x ∈ R េនាះ f ′(x) យកសញញ ដូច 1 − x

េបើ 1 − x = 0 ⇒ x = 1
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តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f
x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 +∞

+ 0 −

−1
2

−1
2

f (1)f (1)

00

តាមតារាងខាងេលើ f ′(x) ប្តូរសញញ ពី (+) េទ (−) ្រតង់ x = 1 េគថា f (x) មានអតិបរមា

្រតង់ x = 1 គឺ f (1) =
1

e − 2

គ. បងា្ហ ញថា y = x ជាសមកីារបនា្ទ ត់ (T) បះ៉ែខ្សេកាង (C f
) ្រតងគ់ល់ត្រម�យ O

តាមរបូមន្ត (T) : y = f ′ (xo) (x − xo) + yo

េដាយ xo = 0,yo = 0, f ′ (xo) =
1
12 = 1

នាឱំ្យ (T) : y = 1 (x − 0) + 0 = x ពិត

3 សងប់នា្ទ ត់ (T) និងែខ្សេកាង (C f
) េលើ

(
O,⃗ i, j⃗

)
។
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 ្របធានទី ៦

ែផ្នកទី ១ េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណតេ់ដាយ f (x) =
√

1 + e−x − x មាន្រកាប (
C f
) ជា្រកាប

តំណាងេលើត្រម�យអរតូណេម
(

O,⃗ i, j⃗
)
ឯកតា 1cm ។

1 បងា្ហ ញថា f កំណត់ ∀x ∈ R ។

2 ក. គណនា lim
x→−∞

f (x) និង lim
x→−∞

f (x)
x

។

ខ. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា (
C f
)មានែមកអនន្តជាែមកប៉ារ៉ាបូលខាងែផ្នក −∞ និងបញ្ជ កទិ់ស

ផង។

3 ក. គណនា lim
x→+∞

f (x) និងទាញបញ្ជ កថ់ាបនា្ទ ត់ (D) : y = −x + 1 គឺជាអាសីុមតូត

ៃន (C f
)ខាងែផ្នក +∞ ។

ខ. ខ.សិក�ទីតាងំេធៀបរវាងែខ្សេកាង (C f
) និងបនា្ទ ត់ (D) ។

4 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ R : f ′ (x) = −
(

1 +
e−x

2
√

1 + e−x

)
។

ខ. បងា្ហ ញថា f ជាអនុគមនចុ៍ះដាចខ់ាតេលើ R ។

គ. សងត់ារាងអេថរភាពៃន f េលើ R ។

5 បងា្ហ ញថាសមកីារ f (x) = 0 មានឫសែតមយួគត់ α ែដល 1 < α < ln4 ។

6 សងែ់ខ្សេកាង (C f
) និងបនា្ទ ត់ (D) េលើ

(
O,⃗ i, j⃗

)
។

ែផ្នកទី ២ េគឱ្យអនុគមន៍ g កំណតេ់លើ R ែដល g (x) = e−x × f (x) មាន្រកាប (Cg
) េលើ

ត្រម�យ
(

O,⃗ i, j⃗
)
។

1 បងា្ហ ញថា ∀x ∈ [0,1] ; g (x) > 0 ។

2 េដាយេ្របើអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក បងា្ហ ញថា
∫ 1

0
xe−xdx = 1 − 2

e
។

3 គណនាៃផ្ទ្រកឡាែដលកំណតេ់ដាយែខ្សេកាង (Cg
) អក័្សត្រម�យទាងំពីរ និងបនា្ទ ត់ x = 1 ។
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ដំេណាះ្រសាយ

ែផ្នកទី ១ អនុគមន៍ f កំណតេ់ដាយ f (x) =
√

1 + e−x − x មាន្រកាប (C f
)

1 បងា្ហ ញថា f កំណត់ ∀x ∈ R

េដាយ f មាននយ័កាលណា 1 + e−x > 0 េហើយ ∀x ∈ R ; 1 + e−x > 0

េនាះ D f = R

2 ក. គណនា lim
x→−∞

f (x) និង lim
x→−∞

f (x)
x

• lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
√

1 + e−x − x) = +∞ ( េ្រពាះ lim
x→−∞

e−x = +∞)

• lim
x→−∞

f (x)
x

= lim
x→−∞

√
1 + e−x − x

x

= lim
x→−∞

(√
1 + e−x

x
− 1

)

= lim
x→−∞


√

e−x
(√

1
e−x + 1

)
x

− 1


= lim

x→−∞

(
e−

1
2 x

x
×
(√

1
e−x + 1 − 1

))
= −∞

(េ្រពាះ lim
x→−∞

e−
1
2 x

x
= −∞; lim

x→−∞

√
1

e−x + 1 = 1 )

ខ. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា (
C f
) មានែមកអនន្តជាែមកប៉ារ៉ាបូលខាងែផ្នក −∞ ្រពមទាងំបញ្ជ កទិ់ស

ផង

េដាយ lim
x→−∞

f (x)
x

= −∞ តាមនិយមនយ័េគថា (C f ) មានែមកអនន្តជាែមកប៉ារ៉ាបូលខាង

−∞ ទិសអាសីុមតូតអក័្ស (Oy) ។

3 ក. គណនា lim
x→+∞

f (x)

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
√

1 + e−x − x) = −∞

ទាញបញ្ជ កថ់ាបនា្ទ ត់ (D) : y = −x + 1 គឺជាអាសីុមតូតៃន (C f
)ខាងែផ្នក +∞

េដាយ lim
x→+∞

[ f (x)− (−x + 1)] = lim
x→+∞

(
√

1 + e−x − x + x − 1)

lim
x→+∞

(
√

1 + e−x − 1) = 0

តាមនិយមនយ័ (D) : y = −x + 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C f ) ខាង +∞ ។
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ខ. ខ.សិក�ទីតាងំេធៀបរវាងែខ្សេកាង (C f
) និងបនា្ទ ត់ (D)

េដាយ (C f ) : f (x) =
√

1 + e−x − x

(D) : yD = −x + 1

សិក�សញញ f (x)− yD =
√

1 + e−x − x + x − 1 =
√

1 + e−x − 1

េដាយ ∀x ∈ R; e−x > 0 ⇒ 1 + e−x > 1 ឬ √
1 + e−x > 1

នាឱំ្យ f (x)− yD =
√

1 + e−x − 1 > 0 ជានិច្ច េគថា (C f ) េនេលើ (D) ជានិច្ច ។

4 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ R : f ′ (x) = −
(

1 +
e−x

2
√

1 + e−x

)

េយើងមាន f (x) =
√

1 + e−x − x

f ′ (x)=
(√

1 + e−x − x
)′

=
(√

1 + e−x
)′

− 1

=
(1 + e−x)

′

2
√

1 + e−x
− 1 =

−e−x

2
√

1 + e−x
− 1

= −
(

1 +
e−x

2
√

1 + e−x

)
ពិត ∀x ∈ R

ខ. បងា្ហ ញថា f ជាអនុគមនចុ៍ះដាចខ់ាតេលើ R

េយើងមាន f ′ (x) = −
(

1 +
e−x

2
√

1 + e−x

)
េដាយ e−x > 0;2

√
1 + e−x > 0 ; ∀x ∈ R

េនាះ f ′ (x) = −
(

1 +
e−x

2
√

1 + e−x

)
< 0;∀x ∈ R

នាឱំ្យ f ជាអនុគមនចុ៍ះដាចខ់ាតេលើ R ។

គ. សងត់ារាងអេថរភាពៃន f េលើ R
x

f ′(x)

f (x)

−∞ +∞

−

+∞+∞

−∞−∞

េដាយ f ចុះដាចខ់ាត េនាះ f គា្ម នតៃម្លអប្បបរមាេធៀបេទ។
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5 បងា្ហ ញថាសមកីារ f (x) = 0 មានឫសែតមយួគត់ α ែដល 1 < α < ln4

េដើម្បបីងា្ហ ញថា f (x) = 0 មានឫសែតមយួគត់ α ែដល 1 < α < ln4 ្រត�វបងា្ហ ញថា ៖

1. f (1)× f (ln4) < 0

2. f ចុះដាចខ់ាត ឬេកើនដាចខ់ាតេលើ (1, ln4)

េដាយ f (1) =
√

1 + e−1 − 1 > 0

f (ln4) =
√

1 + e− ln4 − ln4

=

√
1 +

1
4
− ln4 =

√
5
4
− ln4 < 0 េនាះ f (1)× f (ln4) < 0 ; (1)

មយង៉េទៀត េដាយ f ចុះដាចខ់ាតេលើ R េនាះ f កចុ៏ះដាចខ់ាតេលើ (1, ln4) ; (2)

តាម (1) និង (2)⇒ f (x) = 0 មានឫសែតមយួគត់ α ែដល 1 < α < ln4 ។

6 សងែ់ខ្សេកាង (C f
) និងបនា្ទ ត់ (D) េលើ

(
O,⃗ i, j⃗

)
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ែផ្នកទី ២ អនុគមន៍ g កំណតេ់លើ R ែដល g (x) = e−x × f (x) មាន្រកាប (Cg
)

1 បងា្ហ ញថា ∀x ∈ [0,1] ; g (x) > 0

េដាយេហតុថា f ជាអនុគមនចុ៍ះដាចខ់ាត េគបាន៖

∀x ∈ [0,1] ែដល 0 ≤ x ≤ 1

⇒ f (0) ≥ f (x) ≥ f (1)

េដាយ f (0) =
√

1 + e0 − 0 =
√

2 > 0

f (1) =
√

1 + e−1 − 1 > 0

⇒ f (x) ∈ [
√

1 + e−1 − 1,
√

2]

េពាលគឺ f (x) > 0 ; (1)

មយង៉េទៀត ∀x ∈ R ឬ x ∈ [0,1] : e−x > 0 ; (2)

តាម (1) និង (2) ⇒ g(x) = e−x f (x) > 0 ; ∀x ∈ [0,1]

2 េដាយេ្របើអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក បងា្ហ ញថា
∫ 1

0
xe−xdx = 1 − 2

e

យក I =
∫ 1

0
xe−xdx

តាង


u = x

dv = e−x
⇒


du = dx

v = −e−x

I =
[
−xe−x]1

0 +
∫ 1

0
e−xdx

= −1
e
+
[
−e−x]1

0

= −1
e
− 1

e
+ 1 = 1 − 2

e
ពិត

3 គណនាៃផ្ទ្រកឡាែដលកំណតេ់ដាយែខ្សេកាង (Cg
), អក័្សត្រម�យទាងំពីរ និងបនា្ទ ត់ x = 1

េដាយ ∀x ∈ [0,1] : g (x) = e−x f (x) > 0

=
∫ 1

0
e−x f (x)dx

=
∫ 1

0
e−x

(√
1 + e−x − x

)
dx
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=
∫ 1

0
e−x

√
1 + e−xdx −

∫ 1

0
xe−xdx

=
∫ 1

0
e−x

√
1 + e−xdx − I

=
∫ 1

0

√
1 + e−xd

(
1 + e−x)− I

េដាយ
∫ √

udu =
2u

√
u

3
+ C

S =

[
−2 (1 + e−x)

√
1 + e−x

3

]1

0

−
(

1 − 2
e

)

=

−
2
(

1 +
1
e

)√
1 +

1
e

3
+

2 (1 + 1)
√

1 + 1
3

− 1 +
2
e

=

(
4
√

2 − 3
)

e − 2e
(

1 +
1
e

)√
1 +

1
e
+ 6

3e
cm2

(េ្រពាះ 1 ឯកតាៃផ្ទ្រកឡាេស្មើ 1cm × 1cm = 1cm2)
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 ្របធានទី ៧

អនុគមន៍ f (x) កំណតេ់លើ R ែដល f (x) = xex − ex + x − 1 មាន្រកាប (
C f
) េលើត្រម�យ(

O,⃗ i, j⃗
)
ឯកតា 1cm ។

1 ក. គណនា និងបក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័្រកាប lim
x→−∞

f (x) និង

lim
x→−∞

[ f (x)− (x − 1)] ។

ខ. ទាញបញ្ជ កថ់ា f (x) = (x − 1) (ex + 1) រចួគណនា lim
x→+∞

f (x) ។

គ. គណនានិងបក្រសាយ lim
x→+∞

f (x)
x

។

2 ក. គណនា f ′ (x) , f ′′ (x) ែដល f ′, f ′′ ជាតំណាងេដរេីវទី១ និងេដរេីវទី២ៃនអនុគមន៍ f

ខ. គណនា f ′ (−1) និងបញ្ជ កស់ញញ របស់វា។

គ. សិក�អេថរភាពៃន f ′ (x) និងសិក�សញញ របស់វា។

3 គូសតារាងអេថរភាពៃន f (x) ។

4 កំណតច់ំណុច្របសព្វរវាង្រកាប (C f
) និងអក័្សកូរអរេដាេនទាងំពីររចួសង្់រកាប។

5 ក. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា ∀x ∈ R : f (x) = f ′ (x)− ex + x − 2 ទាញរក្រពីមទីីវ F (x) ៃន

f េលើ R ។

ខ. គណនាៃផ្ទ្រកឡា S កំណតេ់ដាយ្រកាប (C f
) និងអក័្សទាងំពីរៃនត្រម�យ។

ដំេណាះ្រសាយ

អនុគមន៍ f (x) កំណតេ់លើ R ែដល f (x) = xex − ex + x − 1 មាន្រកាប (C f
)

1 ក. គណនា និងបក្រសាយជា្រកាបៃនលទ្ធផល

េយើងមាន f (x) = xex − ex + x − 1

• lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

xex − ex + x − 1 = −∞ (េ្រពាះ lim
x→−∞

xex = 0, lim
x→−∞

ex = 0) ។

• lim
x→−∞

[ f (x)− (x − 1)] = lim
x→−∞

[xex − ex + x − 1 − x + 1]
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= lim
x→−∞

(xex − ex) = lim
x→−∞

ex (x − 1) = 0

េដាយ lim
x→−∞

[ f (x)− (x − 1)] = 0 េនាះេគថាបនា្ទ ត់ y = x − 1 គឺជាអាសីុមតូត

េ្រទតៃន (C f
)ខាង −∞ ។

ខ. ទាញបញ្ជ កថ់ា f (x) = (x − 1) (ex + 1)

េយើងមាន f (x) = xex − ex + x − 1

f (x) = ex (x − 1) + (x − 1)

f (x) = (x − 1) (ex + 1) ; ∀x ∈ R ពិត

គណនា lim
x→+∞

f (x)

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(x − 1) (ex + 1) = +∞

គ. គណនានិងបក្រសាយ lim
x→+∞

f (x)
x

lim
x→+∞

f (x)
x

= lim
x→+∞

(x − 1) (ex + 1)
x

= lim
x→+∞

(
x − 1

x

)
(ex + 1)

= lim
x→+∞

(
1 − 1

x

)
(ex + 1) = +∞

េដាយ lim
x→+∞

f (x)
x

= +∞ េនាះ (C f
)មានែមកអនន្តជាែមកប៉ារ៉ាបូលទិសអាសីុមតូតអក័្ស (Oy) ។

2 ក. គណនា f ′ (x) , f ′′ (x)

េយើងមាន f (x) = (x − 1) (ex − 1)

f ′ (x) = [(x − 1) (ex + 1)]
′

របូមន្ត (uv)
′
= u′v + v′u

េដាយ u = x − 1 ⇒ u′ = 1

v = ex + 1 ⇒ v′ = ex

f ′ (x) = (ex + 1) + ex (x − 1) = ex + 1 + xex − ex

f ′ (x) = 1 + xex

f ′′ (x) =
(

f ′ (x)
)′
= (1 + xex)

′
= ex + xex
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f ′′ (x) = ex (x + 1)

ខ. គណនា f ′ (−1) និងបញ្ជ កស់ញញ របស់វា

េយើងមាន f ′ (x) = 1 + xex

f ′ (−1) = 1 + (−1) e−1 = 1 − 1
e

េដាយ f ′ (−1) = 1 − 1
e
=

e − 1
e

> 0

គ. សិក�អេថរភាពៃន f ′ (x) និងសិក�សញញ របស់វា

េយើងមាន f ′ (x) = 1 + xex និង f ′′ (x) = ex (x + 1)

េដើម្បសិីក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ′ (x) េគ្រត�វេ្របើ f ′′ (x)

េដាយ ex > 0 ; ∀x ∈ R េនាះសញញ f ′′ (x) យកដូច x + 1

េបើ x + 1 = 0 ⇒ x = −1

x + 1 < 0 ⇒ x < −1

x + 1 > 0 ⇒ x > −1

តារាងអេថរភាពៃន f ′(x)

x

f ′′(x)

f ′(x)

−∞ −1 +∞

− 0 +

e − 1
e

e − 1
e

តាមតារាង f ′′ (x) ែ្រប្រប�លសញញ ពី (−) េទ (+) ្រតង់ x =−1 េនាះ f ′ (x)មានអប្បបរមា

េធៀប្រតង់ x = −1 គឺ f (−1) =
e − 1

e
> 0 េយើងបាន f ′ (x) > 0 ; ∀x ∈ R ។
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3 គូសតារាងអេថរភាពៃន f (x)

x

f ′(x)

f (x)

−∞ +∞

+

−∞−∞

+∞+∞

េដាយ f (x) ជាអនុគមនេ៍កើនដាចខ់ាតេលើ R េនាះ f (x) គា្ម នតៃម្លបរមាេធៀបេទ ។

4 កំណតច់ំណុច្របសព្វរវាង្រកាប (C f
) និងអក័្សកូរអរេដាេនទាងំពីរ

• (C f
) ្របសព្វអក័្សអាបសីុ់ស (

x′x
)កាលណា y = 0 េនាះ (x − 1) (ex + 1) = 0

េយើងបាន x − 1 = 0 ⇒ x = 1 (េ្រពាះ ex + 1 6= 0)

• (C f
) ្របសព្វអក័្សអរេដាេន (y′y)កាលណា x = 0 េនាះ y = (0 − 1)

(
e0 + 1

)
= −2

• សង្់រកាប
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5 ក. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា ∀x ∈ R : f (x) = f ′ (x)− ex + x − 2

េយើងមាន f (x) = xex − ex + x − 1

f (x) = 1 + xex − 1 − ex + x − 1

f (x) = f ′ (x)− ex + x − 2 ; ∀x ∈ R

ទាញរក្រពីមទីីវ F (x) ៃន f េលើ R

F (x) =
∫

f (x)dx

F (x) =
∫ [

f ′ (x)− ex + x − 2
]

dx

F (x) =
∫

f ′ (x)dx −
∫

exdx +
∫

xdx −
∫

2dx

F (x) = f (x)− ex +
1
2

x2 − 2x + C,C ∈ R

F (x) = xex − ex + x − 1 − ex +
1
2

x2 − 2x + C,C ∈ R

F (x) = xex − 2ex − x +
1
2

x2 + 1 + C,C ∈ R

ខ. គណនាៃផ្ទ្រកឡា S កំណតេ់ដាយ្រកាប (C f
) និងអក័្សទាងំពីរៃនត្រម�យ

េយើងបាន S = −
∫ 1

0
f (x)dx

S = − [F (x)]10

S = − [F (1)− F (0)]

S = F (0)− F (1)

S = (0 − 2 − 0 + 0 + 1)−
(

e − 2e − 1 +
1
2
+ 1
)

S = (−1)−
(
−e +

1
2

)
S = −1 + e − 1

2

S = e − 3
2
ឯកតាៃផ្ទ្រកឡា

េដាយ 1 ឯកតាៃផ្ទ្រកឡាេស្មើ 1cm × 1cm = 1cm2

ដូចេនះ S =

(
e − 3

2

)
× 1cm2 = e − 3

2
cm2 ។
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 ្របធានទី ៨

អនុគមន៍ f (x) កំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល f (x) =

√
x3 −

√
x + 2

2
√

x
មាន្រកាប (C f

) េលើត្រម�យ(
O,⃗ i, j⃗

)
ឯកតា 2cm ។

1 ក. គណនា lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→+∞

f (x)
x

។

ខ. ្រសាយបញ្ជ កថ់ាបនា្ទ ត់ (D) : y =
1
2

x − 1
2
គឺជាអាសីុមតូតៃនែខ្សេកាង (C f

)
ខាងែផ្នក +∞ ។

2 ទាញបញ្ជ កថ់ាអក័្សអរេដាេនគឺជាអាសីុមតូតៃនែខ្សេកាង (C f
) ។

3 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ (0,+∞) : f ′ (x) =

√
x3 − 1

2
√

x3
។

ខ. បងា្ហ ញថា f េកើនដាចខ់ាតេលើចេនា្ល ះ (1,+∞) និងចុះដាចខ់ាតេលើចេនា្ល ះ (0,1) ។

គ. សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ f (x) ។

4 ក. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា ∀x ∈ R : f ′′ (x) =
3

4x
√

x3
។

ខ. សិក�ភាពេប៉ាងឬផតៃនអនុគមន៍ f (x) ។

5 សងែ់ខ្សេកាង (C f
) បនា្ទ ត់ (D) េលើត្រម�យ

(
O,

−→
i ,

−→
j
)
។

6 េដាះ្រសាយតាម្រកាបវសិមកីារ f (x) ≤ x ។

7 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ R : f (x) =
1
2

x − 1
2
+

1√
x
។

ខ. គណនា្រកឡាៃផ្ទ S កំណតេ់ដាយែខ្សេកាង (C f
) ,អក័្សអាបសីុ់ស

និងបនា្ទ ត ់x = 1, x = 4 ។
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ដំេណាះ្រសាយ

អនុគមន៍ f (x) កំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល f (x) =

√
x3 −

√
x + 2

2
√

x
មាន្រកាប (C f

)
1 ក. គណនា lim

x→+∞
f (x) និង lim

x→+∞

f (x)
x

• lim
x→+∞

f (x)= lim
x→+∞

√
x3 −

√
x + 2

2
√

x

= lim
x→+∞

(
x
√

x
2
√

x
−

√
x

2
√

x
+

2√
x

)
= lim

x→+∞

(
x
2
− 1

2
+

2√
x

)
= +∞

(េ្រពាះ lim
x→+∞

2√
x
= 0)

• lim
x→+∞

f (x)
x

= lim
x→+∞

√
x3 −

√
x + 2

2x
√

x

= lim
x→+∞

(
x
√

x
2x

√
x
−

√
x

2x
√

x
+

2
2x

√
x

)
= lim

x→+∞

(
1
2
− 1

2x
+

1
x
√

x

)
=

1
2

ខ. ្រសាយបញ្ជ កថ់ាបនា្ទ ត់ (D) : y =
1
2

x− 1
2
គឺជាអាសីុមតូតៃនែខ្សេកាង (C f

)ខាងែផ្នក+∞

េយើងមាន lim
x→+∞

f (x)
x

=
1
2
= a

⇒ b = lim
x→+∞

[ f (x)− ax] = lim
x→+∞

(√
x3 −

√
x + 2

2
√

x
− 1

2
x

)

= lim
x→+∞

(
x
√

x
2
√

x
−

√
x

2
√

x
+

2√
x
− 1

2
x
)

lim
x→+∞

(
1
2

x +
1
2
+

2√
x
− 1

2
x
)
= −1

2

ដូចេនះ (D) : y = ax + b =
1
2

x − 1
2
ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C f ) ខាងែផ្នក +∞ ។

2 ទាញបញ្ជ កថ់ាអក័្សអរេដាេនគឺជាអាសីុមតូតៃនែខ្សេកាង (C f
)

េដាយ lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(√
x3 −

√
x + 2

2
√

x

)

lim
x→0+

(
x
2
− 1

2
+

1√
x

)
= +∞

ដូចេនះ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរៃនែខ្សេកាង (C f ) ។
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3 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ (0,+∞) : f ′ (x) =

√
x3 − 1

2
√

x3

េយើងមាន f (x) =

√
x3 −

√
x + 2

2
√

x

f (x) =
x
√

x −
√

x + 2
2
√

x
=

1
2

x − 1
2
+

1√
x

េយើងបាន f ′ (x) =

(
1
2

x − 1
2
+

1√
x

)′

=
1
2
+

(
1√
x

)′

=
1
2
− (

√
x)

′

(
√

x)2 េ្រពាះ ( 1
u
)
′
= − u′

u2

=
1
2
− 1

2x
√

x
=

1
2
− 1

2
√

x3

=

√
x3 − 1

2
√

x3
ពិត

ខ. បងា្ហ ញថា f េកើនដាចខ់ាតេលើចេនា្ល ះ (1,+∞) និងចុះដាចខ់ាតេលើចេនា្ល ះ (0,1)

េយើងមាន f ′(x) =

√
x3 − 1

2
√

x3

េដាយ 2
√

x3 > 0 ជានិច្ច ∀x ∈ (0,+∞) េនាះ f ′(x) មានសញញ ដូច
√

x3 − 1

េបើ
√

x3 − 1 = 0 ⇒ x = 1
√

x3 − 1 > 0 ⇒ x > 1
√

x3 − 1 < 0 ⇒ x < 1

តារាងសញញ ៃន f ′(x)

x

f ′(x)

0 1 +∞

− 0 +

f ′(x) < 0 ; ∀x ∈ (0,1)⇒ f ចុះដាចខ់ាតេលើ (0,1)

f ′(x) > 0 ; ∀x ∈ (1,+∞)⇒ f េកើនដាចខ់ាតេលើ (0,1)

គ. សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ f (x)

x

f ′(x)

f (x)

0 1 +∞

− 0 +

+∞

f (1) = 1f (1) = 1

+∞+∞
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េដាយ f ′(x) ប្តូរសញញ ពី (−) េទ (+) ្រតង់ x = 1 េនាះ f មានតៃម្លអប្បបរមាេធៀប្រតង់

x = 1 គឺ f (1) = 1 ។

4 ក. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា ∀x ∈ R : f ′′ (x) =
3

4x
√

x3

េយើងមាន f ′ (x) =

√
x3 − 1

2
√

x3

=
1
2
− 1

2
√

x3

=
1
2
− 1

2
√

x3

េយើងបាន f ′′ (x) =

(
1
2
− 1

2
√

x3

)′

=

(√
x3
)′

2
(√

x3
)2

=

(
x3)′

2
√

x3

2x3

=
3x2

4x3
√

x3

=
3

4x
√

x3
ពិត

ដូចេនះ f ′′ (x) =
3

4x
√

x3
; ∀x ∈ R ។

ខ. សិក�ភាពេប៉ាងឬផតៃនអនុគមន៍ f (x)

េបើ f ′′(x) > 0 ; ∀x ∈ (a,b) េនាះេគថា f ផតក្នុង (a,b) ។

េបើ f ′′(x) < 0 ; ∀x ∈ (a,b) េនាះេគថា f េប៉ាងក្នុង (a,b) ។

េបើ f ′′(x) = 0 ចំេពាះ x = xo េហើយប្តូរសញញ ្រតង់ x = xo េនាះ M(xo, f (xo)) ជា

ចំណុចរបតៃ់ន (C f ) តាង f (x) ។

រេបៀបសកិ�ភាពេប៉ាង ឬផតៃនអនុគមន៍

េយើងមាន f ′′(x) =
3

4x
√

x3
> 0 ; ∀x ∈ (0,+∞) េគថា f ជាអនុគមនផ៍តេលើ (0,+∞) ។
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5 សងែ់ខ្សេកាង (C f
) បនា្ទ ត់ (D) េលើត្រម�យ

(
O,

−→
i ,

−→
j
)

6 េដាះ្រសាយតាម្រកាបវសិមកីារ f (x) ≤ x

េដើម្បេីដាះ្រសាយតាម្រកាបនូវវសិមកីារ f (x) ≤ x គឺ្រត�វតៃម្ល x ទាងំឡាយែដលេធ្វើឱ្យ្រកាប (C f )

កាតឬ់េនេ្រកាមបនា្ទ ត ់    y = x ។តាម្រកាបេគសេង្កតេឃើញថា f (x) ≤ x កាលណា x ≥ 1

ឬ x ∈ [1,+∞) ។

7 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ R : f (x) =
1
2

x − 1
2
+

1√
x

េយើងមាន f (x) =

√
x3 −

√
x + 2

2
√

x
=

x
√

x
2
√

x
−

√
x

2
√

x
+

2
2
√

x

=
1
2

x − 1
2
+

1√
x
ពិត ∀x ∈ (0,+∞) ។
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ខ. គណនា្រកឡាៃផ្ទ S កំណតេ់ដាយែខ្សេកាង (C f
) ,អក័្សអាបសីុ់សនិងបនា្ទ ត ់x = 1, x = 4

េយើងបាន S =
∫ 4

1
f (x)dx =

∫ 4

1

(
1
2

x − 1
2
+

1√
x

)
dx

=

[
x2

4
− 1

2
x + 2

√
x
]4

1

=
(

4 − 2 + 2
√

4
)
−
(

1
4
− 1

2
+ 2

√
1
)

=
16 − 1 + 2 − 8

4
=

9
4
ឯកតាៃផ្ទ្រកឡា។
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្របធានទី ៩

ែផ្នកទី១ អនុគមន៍ g (x) កំណតេ់លើ (−∞,+∞) ែដល g (x) = e−x + x − 1 ។

1 គណនា lim
x→−∞

g (x) និង lim
x→+∞

g (x) ។

2 គណនាេដរេីវ g′ (x) ។

3 គូសតារាងអេថរភាពៃន g (x) ។

4 បងា្ហ ញ g (x) ≥ 0 ; ∀x ∈ R ។

5 ទាញបញ្ជ កថ់ា e−x + x ≥ 1 ; ∀x ∈ R ។

ែផ្នកទី២ អនុគមន៍ f (x) =
x

x + e−x មាន្រកាបតំណាង (C f
) េលើត្រម�យអរតូណេម

(
O,⃗ i, j⃗

)
ែដល

∥∥∥−→i ∥∥∥ = ∥∥∥−→j ∥∥∥ = 2cm ។

1 បងា្ហ ញថា D f = R

2 គណនា lim
x→−∞

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) បក្រសាយជា្រកាបេនលទ្ធផលេនះ។

3 ក. បងា្ហ ញថា f ′ (x) =
(x + 1) e−x

(x + e−x)2 ; ∀x ∈ R ។

ខ. សិក�អេថរភាពៃន f េលើ D f ។

គ. គូសតារាងអេថរភាពៃន f ។

4 កំណតស់មកីារបនា្ទ ត់ (T) បះ៉ (C f
) ្រតងច់ំណុចែដលមានអាបសីុ់ស xo = 0 ។

5 បងា្ហ ញថា x − f (x) =
xg (x)

g (x) + 1
។

6 សិក�ទីតាងំេធៀប (C f
) និងបនា្ទ ត់ (∆) : y = x ។

7 សងែ់ខ្សេកាង (C f
) និង (∆) េលើត្រម�យអរតូណេម

(
O,⃗ i, j⃗

)
។
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ដំេណាះ្រសាយ

ែផ្នកទី១ អនុគមន៍ g (x) កំណតេ់លើ (−∞,+∞) ែដល g (x) = e−x + x − 1

1 គណនា lim
x→−∞

g (x) និង lim
x→+∞

g (x)

• lim
x→−∞

g (x) = lim
x→−∞

(
e−x + x − 1

)
= lim

x→−∞
e−x

(
1 +

x
e−x − 1

e−x

)
= +∞

• lim
x→+∞

g (x) = lim
x→+∞

(
e−x + x − 1

)
= +∞

2 គណនាេដរេីវ g′ (x)

េយើងមាន g(x) = e−x + x − 1

⇒ g′(x) = (e−x + x − 1)′ = −e−x + 1 េ្រពាះ (e−x)′ = −e−x

3 គូសតារាងអេថរភាពៃន g (x)

•g′(x) = 0 ⇒−e−x + 1 = 0 ⇒ e−x = 1 = e0 ⇒ x = 0

•g′(x) > 0 ⇒−e−x + 1 > 0 ⇒ e−x < 1 = e0 ⇒−x < 0 ⇒ x > 0

•g′(x) < 0 ⇒−e−x + 1 < 0 ⇒ e−x > 1 = e0 ⇒−x > 0 ⇒ x < 0

តារាងអេថរភាពៃន g(x)

x

g′(x)

g(x)

−∞ 0 +∞

− 0 +

+∞+∞

g(0)g(0)

+∞+∞

4 បងា្ហ ញ g (x) ≥ 0 ; ∀x ∈ R

តាមតារាង g′(x) ប្តូរសញញ ពី (−) េទ (+) ្រតង់ x = 0 េនាះេគថា g មានតៃម្លអប្បបរមា្រតង់ x = 0។

េគបាន ∀x ∈ R , g(x) ≥ g(0)

ែត g(0) = e0 + 0 − 1 = 0 ⇒ g(x) ≥ 0 , ∀x ∈ R ពិត
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5 ទាញបញ្ជ កថ់ា e−x + x ≥ 1 ; ∀x ∈ R

េដាយ g(x) ≥ 0 , ∀x ∈ R ⇒ e−x + x − 1 ≥ 0 ឬ e−x + x ≥ 1 ពិត

ែផ្នកទី២ អនុគមន៍ f (x) =
x

x + e−x មាន្រកាបតំណាង (C f
)

1 បងា្ហ ញថា D f = R

េដាយេហតុថា  e−x + x ≥ 1 > 0 , ∀x ∈ R

េនាះ x + e−x 6= 0 , ∀x ∈ R

⇒ D f = R ។

2 គណនា lim
x→−∞

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) បក្រសាយជា្រកាបេនលទ្ធផលេនះ

• lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
x

x + e−x

)
រាង ∞

∞

= lim
x→−∞

x
e−x

(
1

xex + 1

)
= 0

(េ្រពាះ lim
x→−∞

xex = lim
x→−∞

x
e−x = 0 )

េនាះេគថា y = 0 ជាអាសីុមតូតេដកៃន (C f ) ខាង −∞ ។

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
x

x + e−x

)
= 1 (េ្រពាះ lim

x→+∞
e−x = 0 )

េនាះេគថា y = 1 ជាអាសីុមតូតេដកៃន (C f ) ខាង +∞

3 ក. បងា្ហ ញថា f ′ (x) =
(x + 1) e−x

(x + e−x)2 ; ∀x ∈ R

េយើងមាន f (x) =
x

x + e−x ; ∀x ∈ R

⇒ f ′ (x)=
(

x
x + e−x

)′

=
(x)

′
(x + e−x)− x(x + e−x)

′

(x + e−x)2

=
x + e−x − x (1 − e−x)

(x + e−x)2 =
x + e−x − x + xe−x

(x + e−x)2

=
(x + 1) e−x

(x + e−x)2 ; ∀x ∈ R

ដូចេនះ f ′ (x) =
(x + 1) e−x

(x + e−x)2 ; ∀x ∈ R ពិត។
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ខ. សិក�អេថរភាពៃន f េលើ D f

េយើងមាន f ′ (x) =
(x + 1) e−x

(x + e−x)2 ; ∀x ∈ R

នាឱំ្យ f ′ (x) = (x + 1)× e−x

(x + e−x)2

េដាយ e−x

(x + e−x)2 > 0 ; ∀x ∈ R

េនាះ f ′ (x) យកសញញ ដូច x + 1 េបើ x + 1 = 0 ⇒ x = −1

x

x + 1

−∞ −1 +∞

− 0 +

តាមតារាងេយើងបាន

x + 1 ≤ 0 , ∀x ∈ (−∞,−1]⇒ f ′(x) ≤ 0 , ∀x ∈ (−∞,−1]

x + 1 ≥ 0 , ∀x ∈ [−1,+∞]⇒ f ′(x) ≥ 0 , ∀x ∈ [−1,+∞)

គ. គូសតារាងអេថរភាពៃន f

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 +∞

− 0 +

00

f (−1)f (−1)

11

េដាយ f ′(x) ប្តូរសញញ ពី (−) េទ (+) ្រតង់ x = −1 េនាះ f មានតៃម្លអប្បបរមាេធៀប

f (−1) =
−1

−1 + e−1 = − 1
e − 1

4 កំណតស់មកីារបនា្ទ ត់ (T) បះ៉ (C f
) ្រតងច់ំណុចែដលមានអាបសីុ់ស xo = 0

តាមរបូមន្ត (T) : y = f ′(xo)(x − xo) + yo

េដាយ f ′(x) =
(x + 1)e−x

(x + e−x)2

⇒ f ′(x0)= f ′(0) =
(0 + 1)e0

(0 + e0)2 =
1
1
= 1

y0 = f (x0) = f (0) =
0

0 + e0 = 0

⇒ (T) : y = 1(x − 0) + 0 = x
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5 បងា្ហ ញថា x − f (x) =
xg (x)

g (x) + 1

េយើងបាន x − f (x) = x − x
x + e−x =

x (x + e−x)− x
(x + e−x − 1) + 1

=
x (x + e−x − 1)

(x + e−x − 1) + 1

ែត g (x) = e−x + x − 1

⇒ x − f (x) =
xg (x)

g (x) + 1
ពិត

6 សិក�ទីតាងំេធៀប (C f
) និងបនា្ទ ត់ (∆) : y = x

សិក�សញញ x − f (x) =
xg (x)

g (x) + 1
= x × g (x)

g (x) + 1

េដាយ g (x) ≥ 0 ⇒ g (x) + 1 > 0

េហើយ g (x)
g (x) + 1

≥ 0 េនាះ x − f (x) យកសញញ ដូច x ។

x

x

−∞ 0 +∞

− 0 +

តាមតារាងេយើងបាន

x < 0 ; ∀x ∈ (−∞,0) ឬ x − f (x) < 0 ; ∀x ∈ (−∞,0) េនាះ (∆) េនេ្រកាម (C f
)

x > 0 ; ∀x ∈ (0,+∞) ឬ x − f (x) > 0 ; ∀x ∈ (0,+∞) េនាះ (∆) េនេលើ
(
C f
)

x = 0 ចំេពាះ x = 0 ឬ x − f (x) = 0 េនាះ (∆) កាត់ (C f
)
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7 សងែ់ខ្សេកាង (C f
) និង (∆) េលើត្រម�យអរតូណេម

(
O,⃗ i, j⃗

)
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្របធានទី ១០

ែផ្នកទី១ អនុគមន៍ g (x) កំណតេ់លើ R ែដល g (x) = 2x + 1 + e2x ។

1 គណនា g′ (x) ; ∀x ∈ R

2 ក. េដាយេ្របើ្រទឹស្តីបទតៃម្លកណា្ត ល បងា្ហ ញថាមានចំនួនពិត α ∈ [−1,0]

ែដល g (x) = 0។

ខ. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា ∀x ∈ [α,+∞) ; g (x) ≥ 0 និង ∀x ∈ (−∞,0] ; g (x) ≤ 0 ។

ែផ្នកទី២ អនុគមន៍ f កំណតេ់លើ R ែដល f (x) = 1 − x + (x + 1) e−2x មាន្រកាបតំណាង(
C f
) ឯកតា 2cm ។

1 បងា្ហ ញថា lim
x→−∞

f (x) = −∞ និង lim
x→−∞

f (x)
x

= +∞ រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាមនយ័

ធរណីមា្រត។

2 បងា្ហ ញថា (D) : y = −x + 1 គឺជាអាសីុមតូតៃន (C f
)ខាង +∞ ។

3 ក. សងត់ារាងអេថរភាពៃន x + 1 ; ∀x ∈ R ។

ខ. សិក�ទីតាងំេធៀបរវាងែខ្សេកាង (C f
)

& (D) ។

4 បងា្ហ ញថា ∀x ∈ R : f ′ (x) = −g (x) e−2x ។

5 សងត់ារាងអេថរភាពៃន f (x) ។

6 បងា្ហ ញថា f (α) =
−2α2

2α + 1
។

7 សង្់រកាប (C f
) បនា្ទ ត់ (D) េលើត្រម�យអរតូណេម

(
O,

−→
i ,

−→
j
)
។ (េគឱ្យ α =−0.65 ) ។

ែផ្នកទី៣

1 េដាយេ្របើអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក បងា្ហ ញថា
∫ 1

0
(x + 1) e−2xdx =

3e2 − 5
4e2 ។

2 គណនា្រកឡាៃផ្ទែដលកំណតេ់ដាយ (
C f
)

, (D) អក័្សអរេដាេន និងបនា្ទ ត់ x = 1 គិតជា cm2

- េរៀនេដើម្បជីាទីពឹង ទំពរ័ទី 91 - © ឆា្ន 2ំ020



សិក�អនុគមនេ៍លាការតី និងអនុគមនអ៍ុិចស្ប ៉ណូងែ់ស្យល ក្រមតិមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ

ដំេណាះ្រសាយ

ែផ្នកទី១ អនុគមន៍ g (x) កំណតេ់លើ R ែដល g (x) = 2x + 1 + e2x ។

1 គណនា g′ (x) ; ∀x ∈ R

េយើងមាន g (x) = 2x + 1 + e2x

េយើងបាន g′(x) = 2 + 2e2x

g′(x) = 2(1 + e2x) ; ∀x ∈ R

2 ក. េដាយេ្របើ្រទឹស្តីបទតៃម្លកណា្ត ល បងា្ហ ញថាមានចំនួនពិត α ∈ [−1,0] ែដល g (x) = 0

េដាយអនុគមន៍ g(x) ជាអនុគមនជ៍ាបេ់លើ R េនាះ g(x) ជាអនុគមនជ៍ាបេ់លើ [−1,0]

េហើយ g(−1) = −2 + 1 +
1
e2 = −1 +

1
e2 < 0

g(0) = 0 + 1 + e0 = 2 > 0

⇒ g(−1)× g(0) < 0 តាម្រទឹស្តីបទតៃម្លកណា្ត លេនាះមាន α ∈ [−1,0] ែដល g(x) = 0 ។

ខ. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា ∀x ∈ [α,+∞) ; g (x) ≥ 0 និង ∀x ∈ (−∞,α] ; g (x) ≤ 0 ។

េយើងមាន g′(x) = 2(1 + e2x) > 0 ; ∀x ∈ R

េនាះេគថា g(x) ជាអនុគមនេ៍កើនេលើ R

lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(2x + 1 + e2x) = −∞

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(2x + 1 + e2x) = +∞

តារាងអេថរភាពៃន g(x)

x

g′(x)

g(x)

−∞ α +∞

+ +

−∞−∞

+∞+∞
g(α) = 0
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តាមតារាងេគបាន

∀x ∈ (−∞,α] ; g(x) ≤ 0

∀x ∈ [α,+∞) ; g(x) ≥ 0

ែផ្នកទី២ អនុគមន៍ f កំណតេ់លើ R ែដល f (x) = 1 − x + (x + 1) e−2x មាន្រកាបតំណាង (C f
)

1 បងា្ហ ញថា lim
x→−∞

f (x) = −∞ និង lim
x→−∞

f (x)
x

= +∞ រចួបក្រសាយលទ្ធផល

តាមនយ័ធរណីមា្រត

• lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

[1 − x + (x + 1)e−2x]

= lim
x→−∞

e−2x[
1 − x
e−2x + (x − 1)] = −∞

េ្រពាះ lim
x→−∞

e−2x = +∞, lim
x→−∞

1 − x
e−2x = 0

• lim
x→−∞

f (x)
x

= lim
x→−∞

1 − x + (x + 1)e−2x

x

= lim
x→−∞

[(
1
x
− 1) + (1 +

1
x
)]e−2x = +∞

េដាយ lim
x→−∞

f (x)
x

= +∞ េនាះេគថា (C f ) មានែមកអនន្តជាែមកប៉ារ៉ាបូលខាងែផ្នក −∞

2 បងា្ហ ញថា (D) : y = −x + 1 គឺជាអាសីុមតូតៃន (C f
)ខាង +∞

េយើងបាន lim
x→+∞

[ f (x)− (−x + 1)] = lim
x→+∞

[1 − x + (x + 1)e−2x + x − 1]

= lim
x→+∞

(x + 1)e−2x = 0

េដាយ lim
x→+∞

[ f (x)− (−x + 1)] = 0 េនាះេគថាបនា្ទ ត់ (D) : y = −x + 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទត

ខាង +∞ ។

3 ក. សងត់ារាងអេថរភាពៃន x + 1 ; ∀x ∈ R

េបើ x + 1 = 0 ⇒ x = −1

x

x + 1

−∞ −1 +∞

− 0 +
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តាមតារាងេយើងបាន៖

∀x ∈ (−∞,−1] ; x + 1 ≤ 0

∀x ∈ [−1,+∞) ; x + 1 ≥ 0

ខ. សិក�ទីតាងំេធៀបរវាងែខ្សេកាង (C f
)

& (D)

េយើងមាន (C f ) : f (x) = 1 − x + (x + 1)e−2x

(D) : y = −x + 1

េយើងបាន (C f )− (D) = (x + 1)e−2x

េដាយ e−2x > 0 ; ∀x ∈ R េនាះសញញ ៃន (C f )− (D) យកដូច x + 1

តាមតារាងខាងេលើេយើងបាន៖

∀x ∈ (−∞,−1) េនាះ (C f ) េនេ្រកាម (D)

∀x ∈ (−1,+∞) េនាះ (C f ) េនេលើ (D)

្រតង់ x = −1 េនាះ (C f ) ្របសព្វគា្ន នឹង (D)

4 បងា្ហ ញថា ∀x ∈ R : f ′ (x) = −g (x) e−2x

េយើងមាន f (x) = 1 − x + (x + 1)e−2x

េនាះ f ′(x) = [1 − x + (x + 1)e−2x]
′
= −1 + (x + 1)

′
e−2x + (e−2x)

′
(x + 1)

= −1 + e−2x − 2e−2x(x + 1) = −1 + e−2x − 2xe−2x − 2e−2x

= −1 − e−2x − 2xe−2x = −(1 + e−2x + 2xe−2x)

= −(
1

e−2x + 1 + 2x)e−2x = −(e2x + 1 + 2x)e−2x = −(2x + 1 + e2x)e−2x

= −g(x)e−2x ពិត ∀x ∈ R

5 សងត់ារាងអេថរភាពៃន f (x)

េយើងមាន f ′(x) = −g(x)e−2x េដាយ e−2x > 0 ; ∀x ∈ R

ដូចេនះ f ′(x) មានសញញ ផ្ទុយពី g(x)

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

[1 − x + (x + 1)e−2x] = −∞
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តារាងអេថរភាពៃន f (x)

x

g(x)

f ′(x)

f (x)

−∞ α +∞

− 0 +

+ 0 −

−∞−∞

f (α)f (α)

−∞−∞

6 បងា្ហ ញថា f (α) =
−2α2

2α + 1

េយើងមាន f (x) = 1 − x + (x + 1)e−2x

f (α) = 1 − α + (α + 1)e−2α

f (α) = 1 − α +
α + 1

e2α
=

e2α(1 − α) + α + 1
e2α

f (α) =
e2α − αe2α + α + 1

e2α
=

e2α + 2α + 1 − α − αe2α

e2α

f (α) =
g(α)− α − αe2α

e2α
=

−α − αe2α

e2α

f (α) =
−α(1 + e2α)

e2α
=

−α(e2α + 2α + 1 − 2α)

e2α + 2α + 1 − 2α − 1

f (α) =
−α(g(α)− 2α)

g(α)− 2α − 1

f (α) = − 2α2

2α + 1
ពិត (េ្រពាះ g(α) = 0) ។
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7 សង្់រកាប (C f
) បនា្ទ ត់ (D) េលើត្រម�យអរតូណេម

(
O,

−→
i ,

−→
j
)
។ (េគឱ្យ α = −0.65 )

ែផ្នកទី៣

1 េដាយេ្របើអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក បងា្ហ ញថា
∫ 1

0
(x + 1) e−2xdx =

3e2 − 5
4e2

តាង I =
∫ 1

0
(x + 1) e−2xdx

តាង


u = x + 1 ⇒ du = dx

dv = e−2xdx ⇒ v = −1
2

e−2x

I =

[
−1

2
(x + 1) e−2x

]1

0
+
∫ 1

0

1
2

e−2xdx

=

[
−1

2
(x + 1) e−2x − e−2x

4

]1

0
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=

[
−
(

2
4
(x + 1) e−2x +

e−2x

4

)]1

0
= −

[
(2x + 3) e−2x

4

]1

0

=
3
4
− 5e−2

4
=

3
4
− 5

4e2

=
3e2 − 5

4e2 ពិត

2 គណនា្រកឡាៃផ្ទែដលកំណតេ់ដាយ (
C f
)

, (D) អក័្សអរេដាេន និងបនា្ទ ត់ x = 1 គិតជា cm2

⇒ S =
∫ 1

0
[ f (x)− y]dx

=
∫ 1

0

[
1 − x + (x + 1) e−2x − (−x + 1)

]
dx

=
∫ 1

0
(x + 1) e−2xdx = I =

3e2 − 5
4e2 ឯកតាៃផ្ទ្រកឡា

េដាយ 1 ឯកតាៃផ្ទ្រកឡាេស្មើ 2cm × 2cm = 4cm2

⇒ S = 4 × 3e2 − 5
4e2 =

3e2 − 5
e2 cm2 ៕
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្របធានទី ១១

អនុគមន៍ f កំណតេ់ដាយ f (x) = 2ln
(

ex − 2
√

ex + 2
)
មាន្រកាបតំណាង (C f

) េលើត្រម�យអរ

តូណេម
(

O,⃗ i, j⃗
)
ែដល

∥∥∥−→i ∥∥∥ = ∥∥∥−→j ∥∥∥ = 1cm ។

1 រកកំណតែ់ដនកំណតៃ់នអនុគមន៍ f ។

2 ទាញបញ្ជ កថ់ា lim
x→−∞

f (x) = ln4 និងបក្រសាយលទ្ធផលជា្រកាប។

3 ក. គណនា lim
x→+∞

f (x) ។ (េដាយដឹងថា ex − 2
√

ex + 2 = ex
(

1 − 2√
ex

+
2
ex

)
)

ខ. បងា្ហ ញថា (
C f
)មានអាសីុមតូតេ្រទត y = 2x ខាងែផ្នក +∞ ។

4 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ R+ :
√

ex − 1 ≥ 0 និង ∀x ∈ R− :
√

ex − 1 ≤ 0 ។

ខ. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ R : f ′ (x) =
2
√

ex
(√

ex − 1
)

(√
ex − 1

)2
+ 1

។

គ. គូសតារាងអេថរភាពៃន f (x) ។

5 សងែ់ខ្សេកាង (C f
) េលើត្រម�យ

(
O,

−→
i ,

−→
j
)
។

6 េដាយេ្របើ្រកាប (C f
) ពិភាក�ឫសៃនសមកីារ f (x) = m តាមតៃម្លប៉ារ៉ាែមត៉ m ។

7 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ R : ex − 3
√

ex + 2 =
(√

ex − 1
)(√

ex − 2
)
។

ខ. េដាះ្រសាយសមកីារក្នុងសំណំុចំនួនពិត R ចំេពាះ f (x) = x ។

គ. គូសតារាងសញញ ៃន ex − 3
√

ex + 2 េលើ R ។

ឃ. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា ex − 2
√

ex + 2 ≤
√

ex ; ∀x ∈ [0, ln4] ។

ង. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា f (x) ≤ x ; ∀x ∈ [0, ln4] ។
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ដំេណាះ្រសាយ

អនុគមន៍ f កំណតេ់ដាយ f (x) = 2ln
(

ex − 2
√

ex + 2
)
មាន្រកាបតំណាង (C f

)
1 រកកំណតែ់ដនកំណតៃ់នអនុគមន៍ f

េយើងមាន f (x) = 2ln(ex − 2
√

ex + 2)

f (x) មាននយ័កាលណា ex − 2
√

ex + 2 > 0

ែត ex − 2
√

ex + 2 = (
√

ex
)2 − 2

√
ex + 1 + 1 = (

√
ex − 1)2 + 1 > 0 ជានិច្ច ∀x ∈ R

មាននយ័ថា D f = R

2 ទាញបញ្ជ កថ់ា lim
x→−∞

f (x) = ln4 និងបក្រសាយលទ្ធផលជា្រកាប

េគបាន lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

2ln
(

ex − 2
√

ex + 2
)

= 2ln2 = ln22 = ln4 ពិត , (េ្រពាះ lim
x→−∞

ex = 0)

េនាះេគថាបនា្ទ ត់ y = ln4 ជាអាសីុមតូតេ្រទតេដកៃន (C f ) ខាង −∞

3 ក. គណនា lim
x→+∞

f (x) ។ (េដាយដឹងថា ex − 2
√

ex + 2 = ex
(

1 − 2√
ex

+
2
ex

)
)

េយើងមាន ex − 2
√

ex + 2 = ex
(

1 − 2√
ex

+
2
ex

)
)

⇒ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

2ln ex
(

1 − 2√
ex

+
2
ex

)
= +∞

(េ្រពាះ lim
x→+∞

2
ex = 0, lim

x→+∞

2√
ex

= 0)

ខ. បងា្ហ ញថា (
C f
)មានអាសីុមតូតេ្រទត y = 2x ខាងែផ្នក +∞

េដាយ lim
x→+∞

[ f (x)− y]

= lim
x→+∞

[
2ln ex

(
1 − 2√

ex
+

2
ex

)
− 2x

]
= lim

x→+∞

[
2ln ex + 2ln

(
1 − 2√

ex
+

2
ex

)
− 2x

]
= lim

x→+∞

[
2x + 2ln

(
1 − 2√

ex
+

2
ex

)
− 2x

]
= 0

េនាះេគថា បនា្ទ ត់ y = 2x ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C f ) ខាង +∞ ។
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4 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ R+ :
√

ex − 1 ≥ 0 និង ∀x ∈ R− :
√

ex − 1 ≤ 0

∀x ∈ R+ , មាននយ័ថា x ≥ 0 ⇒ ex ≥ e0

(េ្រពាះកាលណា a > 1, េបើ x1 > x2 ⇒ ax1 > ax2)

ឬ ex ≥ 1 ⇒
√

ex ≥
√

1 = 1 ⇒
√

ex − 1 ≥ 0 ពិត

មយង៉េទៀត

∀x ∈ R− , មាននយ័ថា x ≤ 0

⇒ ex ≤ e0 ឬ ex ≤ 1 ⇒
√

ex ≤
√

1 = 1 ⇒
√

ex − 1 ≤ 0 ពិត

ដូចេនះ √
ex − 1 ≥ 0 , ∀x ∈ R+

√
ex − 1 ≤ 0 , ∀x ∈ R−

ខ. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ R : f ′ (x) =
2
√

ex
(√

ex − 1
)

(√
ex − 1

)2
+ 1

េយើងមាន f (x) = 2ln
(

ex − 2
√

ex + 2
)

⇒ f ′ (x) = 2
[
ln
(

ex − 2
√

ex + 2
)]′

រាង (lnu)
′
=

u′

u

= 2 ×

(
ex − 2

√
ex + 2

)′

(
ex − 2

√
ex + 2

) = 2 ×
ex − 2 × ex

2
√

ex

ex − 2
√

ex + 2

= 2 × ex −
√

ex(
ex − 2

√
ex + 1

)
+ 1

=
2
√

ex
(√

ex − 1
)

(√
ex − 1

)2
+ 1

ដូចេនះ ∀x ∈ R : f ′ (x) =
2
√

ex
(√

ex − 1
)

(√
ex − 1

)2
+ 1

ពិត ។

គ. គូសតារាងអេថរភាពៃន f (x)

េយើងមាន f ′ (x) =
2ex
(√

ex − 1
)

(√
ex − 1

)2 =
(√

ex − 1
)
× 2ex(√

ex − 1
)2

+ 1

េដាយ 2ex(√
ex − 1

)2
+ 1

> 0 ; ∀x ∈ R េនាះ f ′ (x) យកសញញ ដូច √
ex − 1

េដាយេយើងដឹងថា
√

ex − 1


≥ 0 ; ∀x ∈ R+

≤ 0 ; ∀x ∈ R−

េនាះ f ′(x) ≥ 0 ; ∀x ∈ R+ និង f ′(x) ≤ 0 ; ∀x ∈ R−

- េរៀនេដើម្បជីាទីពឹង ទំពរ័ទី 100 - © ឆា្ន 2ំ020



សិក�អនុគមនេ៍លាការតី និងអនុគមនអ៍ុិចស្ប ៉ណូងែ់ស្យល ក្រមតិមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ

តារាងអេថរភាពៃន f (x)

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

− 0 +

ln4ln4

f (0)f (0)

+∞+∞

េដាយ f ′(x) ប្តូរសញញ ពី (−) េទ (+) ្រតង់ x = 0 េនាះ f មានតៃម្លអប្បបរមាេធៀប្រតង់

x = 0 គឹ f (0) = 2ln(e0 − 2
√

e0 + 2) = 2ln(1 − 2 + 2) = 2ln1 = 0

5 សងែ់ខ្សេកាង (C f
) េលើត្រម�យ

(
O,

−→
i ,

−→
j
)
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6 េដាយេ្របើ្រកាប (C f
) ពិភាក�ឫសៃនសមកីារ f (x) = m តាមតៃម្លប៉ារ៉ាែមត៉ m

សមកីារ f (x) = m ជាសមកីារអាបសីុ់សរវាង


f (x) = 2ln

(
ex − 2

√
ex + 2

)
f (x) = m ែដល m ជាប៉ារ៉ាែមត៉

េនាះ f (x) = m ជាបនា្ទ ត្់រសប (x′x)

តាម្រកាប

េបើ m < 0 េនាះ f (x) = m គា្ម នឫស

េបើ m = 0 េនាះបនា្ទ តប់ះ៉្រកាបេគថាសមកីារមានឫសឌុប

េបើ m ∈ (0, ln4) េនាះ f (x) = m មានឫសពីរេផ្សងគា្ន ែដល x1 < 0 < x2

េបើ m ≥ ln4 េនាះ f (x) = m មានឫសែតមយួគត់ x ែដល x > 0 ។

7 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ R : ex − 3
√

ex + 2 =
(√

ex − 1
)(√

ex − 2
)

េយើងមាន ex − 3
√

ex + 2 = ex − 2
√

ex −
√

ex + 2

=
√

ex(
√

ex − 2)− (
√

ex − 2)

= (
√

ex − 2)(
√

ex − 1) ពិត ∀x ∈ R

ខ. េដាះ្រសាយសមកីារក្នុងសំណំុចំនួនពិត R ចំេពាះ f (x) = x

េគបាន f (x) = x

⇒ 2ln(ex − 2
√

ex + 2) = x = lnex ⇒ ln(ex − 2
√

ex + 2)2 = lnex

⇒ (ex − 2
√

ex + 2)2 = ex

⇒ ex − 2
√

ex + 2 =
√

ex (េ្រពាះ ex > 0)

⇒ ex − 3
√

ex + 2 = 0

⇒ (
√

ex − 2)(
√

ex − 1) = 0

⇒


√

ex − 1 = 0

√
ex − 2 = 0

ឬ


√

ex = 1

√
ex = 2

ឬ

ex = 1

ex = 4
ឬ

 x = 0

x = ln4

ដូចេនះ សមកីារមានឫស x = 0, x = ln4 ។
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គ. គូសតារាងសញញ ៃន ex − 3
√

ex + 2 េលើ R

េដាយ ex − 3
√

ex − 3
√

ex + 2 = (
√

ex − 2)(
√

ex − 1)

េបើ
√

ex − 1 = 0 ⇒ x = 0

√
ex − 1 > 0 ឬ √

ex > 1 ឬ ex > 1 = e0 ⇒ x > 0

√
ex − 1 < 0 ឬ √

ex < 1 ឬ ex < 1 = e0 ⇒ x < 0

េបើ
√

ex − 2 = 0 ⇒ x = ln4

√
ex − 2 > 0 ឬ √

ex > 2 ឬ ex > 4 ឬ ex > eln4 ⇒ x > ln4

√
ex − 2 < 0 ឬ √

ex < 2 ឬ ex < 4 ឬ ex < eln4 ⇒ x < ln4

x

√
ex − 1

√
ex − 2

(
√

ex − 1)(
√

ex − 2)

−∞ 0 ln4 +∞

− 0 + +

− − 0 +

+ 0 − 0 +

ឃ. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា ex − 2
√

ex + 2 ≤
√

ex ; ∀x ∈ [0, ln4]

តាមតារាងេគបាន (
√

ex − 1)(
√

ex − 2) ≤ 0 ; ∀x ∈ [0, ln4]

ឬ ex − 3
√

ex + 2 ≤ 0

ឬ ex − 2
√

ex −
√

ex + 2 ≤ 0

⇒ ex − 2
√

ex + 2 ≤
√

ex ពិត ∀x ∈ [0, ln4]

ង. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា f (x) ≤ x ; ∀x ∈ [0, ln4]

េយើងមាន ∀x ∈ [0, ln4]

េគបាន ex − 2
√

ex + 2 ≤
√

ex

⇒ ln(ex − 2
√

ex + 2) ≤ ln
√

ex =
1
2

lnex =
1
2

x ⇒ 2ln(ex − 2
√

ex + 2) ≤ x

ឬ f (x) ≤ x , ∀x ∈ [0, ln4] ពិត ។
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្របធានទី ១២

ែផ្នកទី១ អនុគមន៍ g កំណតេ់លើ(0,+∞) ែដលg (x) = −1 +
1
x
− 2ln x ។

1 គណនា lim
x→0+

g (x) និង lim
x→+∞

g (x) ។

2 បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ g គឺជាអនុគមនចុ៍ះដាចខ់ាតេលើ (0,+∞) រចួសងត់ារាងអេថរភាព។

3 គណនា g (1) រចួទាញរកសញញ ៃនអនុគមន៍ g េលើចេនា្ល ះ (0,1] និង [1,+∞) ។

ែផ្នកទី២ អនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍ [0,+∞) ែដល


f (x) = x − x2 ln x; x > 0

f (0) = 0
មាន្រកាប

តំណាង (C f
) េលើត្រម�យអរតូណេម

(
O,⃗ i, j⃗

)
។

1 ក. បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ f មានភាពជាប្់រតង់ 0 ។

ខ. សិក�ភាពមានេដរេីវៃនអនុគមន៍ f ្រតង់ 0 រចួបក្រសាយលទ្ធផលជា្រកាប។

2 គណនា lim
x→+∞

f (x) រចួសិក�ែមកអនន្តៃន (C f
)ខាងែផ្នក +∞ ។

3 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ (0,+∞) ; f ′ (x) = xg (x) ។

ខ. សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ f រចួសងត់ារាងអេថរភាពរបស់វា។

4 សិក�ទីតាងំេធៀបរវាង (C f
) និង (D) : y = x េលើចេនា្ល ះ (0,+∞) ។

5 បងា្ហ ញថាសមកីារ f (x) = 0 មានឫសែតមយួគត់ α េលើចេនា្ល ះ 1 < α < 2។

6 សងែ់ខ្សេកាង (C f
) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ែផ្នកទី១ អនុគមន៍ g កំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល g (x) = −1 +
1
x
− 2ln x ។

1 គណនា lim
x→0+

g (x) និង lim
x→+∞

g (x)

• lim
x→0+

g (x) = lim
x→0+

(
−1 +

1
x
− 2ln x

)
= +∞ (េ្រពាះ lim

x→0+

1
x
= +∞, lim

x→0+
ln x = −∞ )
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• lim
x→+∞

g (x) = lim
x→+∞

(
−1 +

1
x
− 2ln x

)
= −∞ (េ្រពាះ lim

x→+∞
ln x = +∞ )

2 បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ g គឺជាអនុគមនចុ៍ះដាចខ់ាតេលើ (0,+∞)

េយើងមាន g(x) = −1 +
1
x
− 2lnx

g′(x) = (−1 +
1
x
− 2lnx)

′

= − 1
x2 − 2

x

=
−1 − 2x

x2

= −(
1 + 2x

x2 ) < 0 ; ∀x ∈ (0,+∞)

េនាះេគថា g(x) ចុះដាចខ់ាតេលើ (0,+∞)

សងត់ារាងអេថរភាព g(x)

x

g′(x)

g(x)

0 +∞

−

+∞

−∞−∞

3 គណនា g (1) រចួទាញរកសញញ ៃនអនុគមន៍ g េលើចេនា្ល ះ (0,1] និង [1,+∞)

េគបាន g(1) = −1 +
1
1
− 2ln1 = 0

x

g′(x)

g(x)

0 1 +∞

− −

+∞

−∞−∞
0

តាមតារាងេគបាន

x ∈ (0,1] : g(x) ≥ 0

x ∈ [1,+∞) : g(x) ≤ 0
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ែផ្នកទី២ អនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍ [0,+∞) ែដល


f (x) = x − x2 ln x; x > 0

f (0) = 0
មាន្រកាប (C f

)

1 ក. បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ f មានភាពជាប្់រតង់ 0

េយើងមាន f (0) = 0 (1)

lim
x→0

f (x) = lim
x→0

(
x − x2 ln x

)
= 0 (2) េ្រពាះ lim

x→0
x2 ln x = 0

េនាះ lim
x→0

f (x) = f (0) = 0 (3)

តាម (1), (2) និង (3) េគបាន f ជាប្់រតង់ x = 0 ។

ខ. សិក�ភាពមានេដរេីវៃនអនុគមន៍ f ្រតង់ 0 រចួបក្រសាយលទ្ធផលជា្រកាប

រក f ′(0)

តាមរបូមន្ត f ′
(
0+
)

= lim
x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0+

x − x2 ln x − 0
x − 0

= lim
x→0+

(1 − x ln x) = 1 (េ្រពាះ lim
x→0+

x ln x = 0 )

េនាះេគថា f មានេដរេីវខាងសា្ត ំ x = 0 គឺ f ′(0+) = 1

ដូចេនះ f ′(0+) = 1 ។

2 គណនា lim
x→+∞

f (x) រចួសិក�ែមកអនន្តៃន (C f
)ខាងែផ្នក +∞

េគបាន lim
x→+∞

f (x)
x

= lim
x→+∞

x − x2 ln x
x

= lim
x→+∞

(1 − x ln x) = −∞

េនាះេគថា (C f ) មានែមកអនន្តជាែមកប៉ារ៉ាបូលទិសអាសីុមតូតអក័្ស (Oy)
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3 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ (0,+∞) ; f ′ (x) = xg (x)

េយើងមាន f (x) = x − x2 ln x

f ′ (x) = 1 −
(

2x ln x +
1
x
· x2
)

= 1 − (2x ln x + x)

= 1 − 2x ln x − x

= x
(

1
x
− 2ln x − 1

)
= x

(
−1 +

1
x
− 2ln x

)
= xg (x)

ដូចេនះ f ′ (x) = xg (x) ពិត ។

ខ. សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ f រចួសងត់ារាងអេថរភាពរបស់វា

េយើងមាន f ′ (x) = xg (x)

េដាយ ∀x ∈ (0,+∞) េនាះx > 0 ដូេច្នះ f ′ (x) យកសញញ ដូច g (x)។

េបើ x ∈ (0,1] េនាះ g (x) ≥ 0 ⇒ f ′ (x) ≥ 0

េបើ x ∈ [1,+∞) េនាះ g (x) ≤ 0 ⇒ f ′ (x) ≤ 0

សងត់ារាងអេថរភាព

x

f ′(x)

f (x)

0 1 +∞

+ 0 −

00

f (1)f (1)

−∞−∞

េដាយ f ′ (x) ប្តូរសញញ ពី (+) េទ (−) ្រតង់ x = 1 េគថា f មានតៃម្លអតិបរមាេធៀប្រតង់

x = 1 គឺ f (1) = 1 − 12 ln1 = 1។
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4 សិក�ទីតាងំេធៀបរវាង (C f
) និង (D) : y = x េលើចេនា្ល ះ (0,+∞)

េយើងមាន


C f = y = f (x) = x − x2 ln x

(D) : y = yD = x

⇒ f (x)− yD = x − x2 ln x − x = −x2 ln x

េដាយ x2 ≥ 0 ជានិច្ចេនាះ f (x)− yD យកសញញ ដូច − ln x

េបើ − ln x = 0 ⇔ ln x = ln1 ⇔ x = 1

េបើ − ln x > 0 ⇔ ln x < ln1 ⇔ x < 1

េបើ − ln x < 0 ⇔ ln x > ln1 ⇔ x > 1

តារាងសញញ

x

f (x)− yD

0 1 +∞

+ 0 −

x ∈ (0,1) (C f ) េនេលើ (D)

x ∈ (1,+∞) (C f ) េនេ្រកាម (D)

្រតង់ x = 1 (C f ) កាត់ (D) ្រតងកូ់អរេដាេន (1,1) ។

5 បងា្ហ ញថាសមកីារ f (x) = 0 មានឫសែតមយួគត់ α េលើចេនា្ល ះ 1 < α < 2

េដាយ f (1) = 1 > 0

f (2) = 2 − 4(ln2)

= 2 − 4 (0.7)

= 2 − 2.8

= −0.8 < 0

⇒ f (1)× f (2) = 1 × (−0.8) = −0.8 < 0 (1)
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មយង៉េទៀត x ∈ (1,2) : f ′ (x) < 0 េនាះ f (x) ចុះជានិច្ច (2)

តាម (1) & (2) សមកីារ f (x) = 0 មានឫសែតមយួគត់ α ែដល 1 < α < 2 ។

6 សងែ់ខ្សេកាង (C f
)
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្របធានទី ១៣

ែផ្នកទី១ អនុគមន៍ g កំណតេ់ដាយ g (x) = ln (x + 1) +
x

x + 1
។

1 រកែដនកំណត់ Dg និងរកលីមតីចុងែដនកំណតៃ់នអនុគមន៍ g (x) ។

2 បងា្ហ ញថា ∀x ∈ Dg ; g′ (x) =
x + 2

(x + 1)2 ។

3 សងត់ារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ g ។

ែផ្នកទី២ អនុគមន៍ f កំណតេ់លើ (−1,+∞) ែដល f (x) = x ln (x + 1) ែដលមាន្រកាប(C f
)

ជា្រកាបតំណាងេលើត្រម�យអរតូណេម
(

O,⃗ i, j⃗
)
ែដល

∥∥∥−→i ∥∥∥ = ∥∥∥−→j ∥∥∥ = 2cm ។

1 គណនា lim
x→−1+

f (x) រចួបក្រសាយលទ្ធផលជា្រកាប។

2 គណនា lim
x→+∞

f (x) រចួសិក�ែមកអនន្តៃន (C f
)ខាងែផ្នក +∞ ។

3 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ (−1,+∞) ; f ′ (x) = g (x)។

ខ. សិក�អេថរភាព និងសងត់ារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។

4 សិក�ភាពេប៉ាងផតៃន្រកាប (C f
) ។

5 សិក�ទីតាងំេធៀបៃន (C f
) និងបនា្ទ តែ់ដលមានសមកីារ y = x ។

6 សង្់រកាប (C f
) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ែផ្នកទី១ អនុគមន៍ g កំណតេ់ដាយ g (x) = ln (x + 1) +
x

x + 1

1 រកែដនកំណត់ Dg

េយើងមាន g (x) = ln (x + 1) +
x

x + 1

អនុគមន៍ g (x) មាននយ័កាលណា


x + 1 > 0

x + 1 6= 0
⇒ x + 1 > 0 ⇒ x > −1
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ដូចេនះ Dg = (−1,+∞) ។

លីមតីចុងែដនកំណតៃ់នអនុគមន៍ g (x)

• lim
x→−1+

g (x) = lim
x→−1+

ln (x + 1) +
x

x + 1
= −∞

(េ្រពាះ lim
x→−1+

ln (x + 1) = −∞, lim
x→−1+

x
x + 1

= −∞)

• lim
x→+∞

g (x) = lim
x→+∞

ln (x + 1) +
x

x + 1
= +∞

(េ្រពាះ lim
x→+∞

ln (x + 1) = +∞, lim
x→+∞

x
x + 1

= 1)

2 បងា្ហ ញថា ∀x ∈ Dg ; g′ (x) =
x + 2

(x + 1)2

េយើងមាន g (x) = ln (x + 1) +
x

x + 1
កំណត់ ∀x ∈ Dg

េយើងបាន g′ (x) =
(x + 1)

′

x + 1
+

x + 1 − x

(x + 1)2

g′ (x) =
1

x + 1
+

1

(x + 1)2

g′ (x) =
x + 1 + 1

(x + 1)2 =
x + 2

(x + 1)2 ; ∀x ∈ Dg

3 សងត់ារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ g

េយើងមាន g′ (x) =
x + 2

(x + 1)2

េដាយ ∀x ∈ (−1,+∞) : (x + 1)2 > 0 ជានិច្ច េនាះ g′ (x) យកសញញ ដូច x + 2

ែត ∀x ∈ Dg ⇒ x + 2 > 0 េនាះ g′ (x) > 0 ជានិច្ច ∀x ∈ Dg

តារាងអេថរភាពៃន g (x)

x

g′(x)

g(x)

−1 +∞

+ +

−∞

+∞+∞

α

0
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តាមតារាងអេថរភាពេនះេយើងបាន

x = α ⇒ g (x) = 0

x ∈ (−1,α)⇒ g (x) < 0

x ∈ (α,+∞)⇒ g (x) > 0

ែផ្នកទី២ អនុគមន៍ f កំណតេ់លើ (−1,+∞) ែដល f (x) = x ln (x + 1) ែដលមាន្រកាប (C f
)

1 គណនា lim
x→−1+

f (x) រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័្រកាប

េយើងមាន f (x) = x ln (x + 1)

េយើងបាន lim
x→−1+

f (x) = lim
x→−1+

x ln (x + 1) = +∞

េដាយ lim
x→−1+

f (x) = +∞ េនាះបនា្ទ ត់ x = −1 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C f
) ។

2 គណនា lim
x→+∞

f (x)

េយើងមាន f (x) = x ln (x + 1)

េយើងបាន lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x ln (x + 1) = +∞

សិក�ែមកអនន្តៃន (C f
)ខាងែផ្នក +∞

lim
x→+∞

f (x)
x

= lim
x→+∞

x ln (x + 1)
x

= lim
x→+∞

ln (x + 1) = +∞

េដាយ lim
x→+∞

f (x)
x

= +∞ េនាះ្រកាប (C f
) មានែមកអនន្តជាែមកប៉ារ៉ាបូលទិសអាសីុមតូតអក័្ស

(Oy) ខាងែផ្នក +∞ ។

3 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ (−1,+∞) ; f ′ (x) = g (x)

េយើងមាន f (x) = x ln (x + 1) ; ∀x ∈ (−1,+∞)

េយើងបាន f ′ (x) = [x ln (x + 1)]
′

f ′ (x) = ln (x + 1) +
x

x + 1
= g (x) ; ∀x ∈ (−1,+∞)
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ខ. សិក�អេថរភាព និងសងត់ារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f

េយើងមាន f ′ (x) = g (x)

េនាះ x = α ⇒ f ′ (x) = 0

x ∈ (−1,α)⇒ f ′ (x) < 0

x ∈ (α,+∞)⇒ f ′ (x) > 0

តារាងអេថរភាពៃន f (x)

x

f ′(x)

f (x)

−1 α +∞

− 0 +

+∞

f (α)f (α)

+∞+∞

4 សិក�ភាពេប៉ាងផតៃន្រកាប (C f
)

េយើងមាន f ′ (x) = g (x)

េនាះ f ′′ (x) = g′ (x)

េដាយ g′ (x) > 0 ; ∀x ∈ (−1,+∞)⇒ f ′′ (x) > 0 ; ∀x ∈ (−1,+∞)

េនាះ (C f
)ជាែខ្សេកាងផតេលើ (−1,+∞) ។

5 សិក�ទីតាងំេធៀបៃន (C f
) និងបនា្ទ តែ់ដលមានសមកីារ y = x

តាង (∆) : y = x

េយើងមាន (
C f
)

: y = f (x) = x ln (x + 1)

េយើងបាន (
C f
)
− (∆) = f (x)− y = x ln (x + 1)− x

f (x)− y = x [ln (x + 1)− 1]
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េបើ ln (x + 1)− 1 = 0 ⇔ ln (x + 1) = 1

ln (x + 1) = ln e

x + 1 = e

x = e − 1

េបើ ln (x + 1)− 1 < 0 ⇔ ln (x + 1) < 1

ln (x + 1) < ln e

x + 1 < e

x < e − 1

េបើ ln (x + 1)− 1 > 0 ⇔ ln (x + 1) > 1

ln (x + 1) > ln e

x + 1 > e

x > e − 1

x

x

ln(x + 1) − 1

f (x) − y

−∞ 0 e − 1 = 1.7 +∞

− 0 + +

− − 0 +

+ 0 − 0 +

តាមតារាងខាងេលើេយើងបាន

x ∈ (−1,+0] ∪ [e − 1,+∞) េនាះ(C f
) េនេលើបនា្ទ ត់ (∆)

x ∈ [0, e − 1] េនាះ (C f
) េនេ្រកាមបនា្ទ ត់ (∆)
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6 សង្់រកាប (C f
)

- េរៀនេដើម្បជីាទីពឹង ទំពរ័ទី 115 - © ឆា្ន 2ំ020



សិក�អនុគមនេ៍លាការតី និងអនុគមនអ៍ុិចស្ប ៉ណូងែ់ស្យល ក្រមតិមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ

្របធានទី ១៤

ែផ្នកទី១ អនុគមន៍ g កំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល g (x) = x − ln x − 1 ។

1 គណនា lim
x→0+

g (x) និង lim
x→+∞

g (x) ។

2 ក. គណនា g′ (x) ្រគប់ x ∈ (0,+∞)។

ខ. គូសតារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ g (x) ។

គ. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា g (x) ≥ 0 ; ∀x ∈ (0,+∞) ។

ែផ្នកទី២ អនុគមន៍ f កំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល f (x) = x2 − 2x ln x − 1
x
ែដលមាន្រកាប(

C f
)ជា្រកាបតំណាងេលើត្រម�យអរតូណេម

(
O,⃗ i, j⃗

)
។

1 ក. ក.គណនា lim
x→0+

f (x) រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័្រកាប។

ខ. បញ្ជ កថ់ា ∀x ∈ (0,+∞) ែដល f (x) = x2
(

1 − 2
ln x

x
− 1

x3

)
រចួគណនា

lim
x→+∞

f (x) ។

2 គណនា lim
x→+∞

f (x)
x

រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័្រកាប។

3 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ (0,+∞) ; f ′ (x) = 2g (x) +
1
x2 ។

ខ. សិក�អេថរភាព និងសងត់ារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។

4 កំណតស់មកីារបនា្ទ តប់ះ៉ៃន្រកាប (C f
) ្រតងច់ំណុចែដលមានអាបសីុ់សេស្មើ 1 ។

5 សង្់រកាប (C f
) (េដាយដឹងថា ្រកាប (

C f
) មានចំណុចរបត្់រតងច់ំណុចមានអាបសីុ់ស α

ែដល 3
2
< α < 2) ។

6 ក. គណនា
∫ 3

1

(
x2 − 1

x

)
dx ។

ខ. េដាយេ្របើអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នកបងា្ហ ញថា
∫ 3

1
x ln xdx =

9
2

ln3 − 2 ។

គ. គណនាៃផ្ទ្រកឡាកំណតេ់ដាយ្រកាប (C f
) , អក័្សអាបសីុ់ស និងបនា្ទ ត់ x = 1, x = 3
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7 េដាះ្រសាយតាម្រកាបេនវសិមកីារ 1
2

(
x − 1

x2

)
≥ ln x ; ∀x ∈ (0,+∞) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ែផ្នកទី១ អនុគមន៍ g កំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល g (x) = x − ln x − 1 ។

1 គណនា lim
x→0+

g (x) និង lim
x→+∞

g (x)

• lim
x→0+

g (x) = lim
x→0+

(x − ln x − 1) = +∞ (េ្រពាះ lim
x→0+

ln x = −∞)

• lim
x→+∞

g (x) = lim
x→+∞

(x − ln x − 1) រាងមនិកំណត់ ∞ − ∞

= lim
x→+∞

x
(

1 − ln x
x

− 1
x

)
= +∞ (េ្រពាះ lim

x→+∞

ln x
x

= 0, lim
x→+∞

1
x
= 0)

2 ក. គណនា g′ (x) ្រគប់ x ∈ (0,+∞)

េយើងមាន g (x) = x − ln x − 1

េនាះ g′ (x) = (x − ln x − 1)
′
= 1 − 1

x
=

x − 1
x

ខ. គូសតារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ g (x)

េយើងមាន ∀x ∈ (0,+∞) : g′ (x) =
x − 1

x

ចំេពាះ x ∈ (0,+∞) : x > 0 ជានិច្ច េនាះសញញ g′ (x) យកដូច x − 1

េបើ x − 1 = 0 ⇒ x = 1 និង g (1) = 1 − ln1 − 1 = 0

តារាងអេថរភាពៃន g (x)

x

g′(x)

g(x)

0 1 +∞

− 0 +

+∞

00

+∞+∞
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គ. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា g (x) ≥ 0 ; ∀x ∈ (0,+∞)

តាមតារាងអេថរភាពៃន g (x) េគេឃើញថា g′ (x) ប្តូរសញញ ពី (−) េទ (+) ្រតង់ x = 1

េនាះេគថាអនុគមន៍ g (x) មានអប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = 1 គឺ g (1) = 0 ។

េគទាញបាន ∀x ∈ (0,+∞) : g (x) ≥ g (1) = 0 ⇔ ∀x ∈ (0,+∞) : g (x) ≥ 0 ។

ែផ្នកទី២ អនុគមន៍ f កំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល f (x) = x2 − 2x ln x − 1
x
ែដលមាន្រកាប (C f )

1 ក. ក.គណនា lim
x→0+

f (x) រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័្រកាប

• lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(
x2 − 2x ln x − 1

x

)
= −∞ (េ្រពាះ lim

x→0+
x ln x = 0)

េដាយ lim
x→0+

f (x) = −∞ េនាះបនា្ទ ត់ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C f
) ។

ខ. បញ្ជ កថ់ា ∀x ∈ (0,+∞) ែដល f (x) = x2
(

1 − 2
ln x

x
− 1

x3

)
េយើងមាន f (x) = x2 − 2x ln x − 1

x

f (x) = x2
(

1 − 2
ln x

x
− 1

x3

)
ពិត ∀x ∈ (0,+∞)

គណនា lim
x→+∞

f (x)

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x2
(

1 − 2
ln x

x
− 1

x3

)
= +∞ (េ្រពាះ lim

x→+∞

ln x
x

= 0)

2 គណនា lim
x→+∞

f (x)
x

រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័្រកាប

lim
x→+∞

f (x)
x

= lim
x→+∞

x2
(

1 − 2
ln x

x
− 1

x3

)
x

= lim
x→+∞

x
(

1 − 2
ln x

x
− 1

x3

)
= +∞

េដាយ lim
x→+∞

f (x)
x

= +∞ េនាះ្រកាប (C f
)មានែមកអនន្តជាែមកប៉ារ៉ាបូលទិសអាសីុមតូតអក័្ស

(Oy) ខាង +∞។

3 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ (0,+∞) ; f ′ (x) = 2g (x) +
1
x2

េយើងមាន f (x) = x2 − 2x ln x − 1
x

េនាះ f ′ (x) =
(

x2 − 2x ln x − 1
x

)′

f ′ (x) = 2x − 2 (ln x + 1) +
1
x2
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f ′ (x) = 2 [x − (ln x + 1)] +
1
x2

f ′ (x) = 2 (x − ln x − 1) +
1
x2

f ′ (x) = 2g (x) +
1
x2

ដូចេនះ f ′ (x) = 2g (x) +
1
x2 ; ∀x ∈ (0,+∞) ពិត។

ខ. សិក�អេថរភាព និងសងត់ារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f

េយើងមាន f ′ (x) = 2g (x) +
1
x2 ; ∀x ∈ (0,+∞)

េដាយ g (x) ≥ 0 &
1
x2 > 0 ; ∀x ∈ (0,+∞)

េនាះ f ′ (x) = 2g (x) +
1
x2 > 0 ; ∀x ∈ (0,+∞)

នាឱំ្យ f (x) ជាអនុគមនេ៍កើន ∀x ∈ (0,+∞)

តារាងអេថរភាពៃន f (x)

x

f ′(x)

f (x)

0 +∞

+

−∞

+∞+∞

4 កំណតស់មកីារបនា្ទ តប់ះ៉ៃន្រកាប (C f
) ្រតងច់ំណុចែដលមានអាបសីុ់សេស្មើ 1

តាមរបូមន្ត (T) : y = f ′ (xo) (x − xo) + f (xo)

េដាយ f (xo) = f (1) = 1 − 0 − 1 = 0

f ′ (xo) = f ′ (1) = 2g (1) +
1
x2 = 0 + 1 = 1

ដូចេនះ (T) : y = x − 1 ។
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5 សង្់រកាប (C f
)

6 ក. គណនា
∫ 3

1

(
x2 − 1

x

)
dx

I =
∫ 3

1

(
x2 − 1

x

)
dx =

(
x3

3
− ln |x|

)3

1

=

(
27
3

− ln3
)
−
(

1
3
− ln1

)
= 9 − ln3 − 1

3

=
26 − 3ln3

3

ខ. េដាយេ្របើអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នកបងា្ហ ញថា
∫ 3

1
x ln xdx =

9
2

ln3 − 2

តាង J =
∫ 3

1
x ln xdx

តាមរបូមន្ត
∫

udv = uv −
∫

vdu

តាង u = ln x ⇒ du =
dx
x
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dv = xdx ⇒ v =
∫

xdx =
x2

2

េយើងបាន J =

[
1
2

x2 ln x
]3

1
−
∫ 3

1

1
2

xdx

=

[
1
2

x2 ln x
]3

1
− 1

2

[
x2

2

]3

1
=

1
2

[
x2 ln x − x2

2

]3

1

=
1
2

[(
9ln3 − 9

2

)
−
(

0 − 1
2

)]
=

1
2

(
9ln3 − 9

2
+

1
2

)
J =

1
2
(9ln3 − 4) =

9
2

ln3 − 2 ពិត

គ. គណនាៃផ្ទ្រកឡាកំណតេ់ដាយ្រកាប (C f
) , អក័្សអាបសីុ់ស និងបនា្ទ ត់ x = 1, x = 3

េយើងបាន A =
∫ 3

1
f (x)dx ; f (x) ≥ 0

A =
∫ 3

1

(
x2 − 2x ln x − 1

x

)
dx =

∫ 3

1

(
x2 − 1

x

)
dx − 2

∫ 3

1
x ln xdx

A = I − 2J

A =
26 − 3ln3

3
− 2

(
9
2

ln3 − 2
)
=

26 − 3ln3
3

− 9ln3 + 4

A =
26 − 3ln3 − 27ln3 + 12

3

A =
38 − 30ln3

3
ឯកតាៃផ្ទ្រកឡា

7 េដាះ្រសាយតាម្រកាបេនវសិមកីារ 1
2

(
x − 1

x2

)
≥ ln x ; ∀x ∈ (0,+∞)

េយើងមាន 1
2

(
x − 1

x2

)
≥ ln x ; ∀x ∈ (0,+∞)

1
2

(
x2 − 1

x

)
≥ x ln x

x2 − 1
x
≥ 2x ln x

x2 − 2x ln x − 1
x
≥ 0

f (x) ≥ 0

តាម្រកាប f (x) ≥ 0 កាលណា x ≥ 1

ដូចេនះ x ≥ 1 ជាតំបនច់េម្លើយៃនវសិមកីារ។
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្របធានទី ១៥

ែផ្នកទី១ អនុគមន៍ g កំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល g (x) = ln x + x − 3 ។

1 គណនា lim
x→0+

g (x) និង lim
x→+∞

g (x) ។

2 ក. គណនា g′ (x) ្រគប់ x ∈ (0,+∞) ។

ខ. គូសតារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ g ។

3 ្រសាយបញ្ជ កថ់ាសមកីារ g (x) = 0 មានឫសមយួគតេ់នចេនា្ល ះ 2 និង 3 ។

4 សិក�សញញ ៃនអនុគមន៍ g (x) ។

ែផ្នកទី២ អនុគមន៍ f កំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល f (x) =
(

1 − 1
x

)
(ln x − 2) + 2 ែដលមាន

្រកាប (C f
)ជា្រកាបតំណាងេលើត្រម�យអរតូណេម

(
O,

−→
i ,

−→
j
)
។

1 ក. គណនា lim
x→0+

f (x) រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័្រកាប។

ខ. គណនា lim
x→+∞

f (x), lim
x→+∞

f (x)
x

រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័្រកាប។

2 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ (0,+∞) ; f ′ (x) =
g (x)

x2 ។

ខ. សិក�អេថរភាព និងសងត់ារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។

3 សង្់រកាប (C f
) (េដាយដឹងថា ្រកាប (

C f
) មានចំណុចរបត្់រតងច់ំណុចមានអាបសីុ់ស α

ែដល 4 < α < 4.5) ។

4 អនុគមន៍ h កំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល h (x) = ln x មាន្រកាបតំណាង (Ch) ។

ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ (0,+∞) ; f (x)− h (x) =
2 − ln x

x
។

ខ. សិក�ទីតាងំេធៀបៃន (C f
) និង (Ch) ។

គ. សង្់រកាប (Ch) េលើត្រម�យ
(

O,
−→
i ,

−→
j
)
(េដាយដឹងថា e2 ' 7.39) ។

5 គណនាៃផ្ទ្រកឡាកំណតេ់ដាយែខ្សេកាង (C f
) និង (Ch) េលើចេនា្ល ះ

[
1, e2

]
។
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ដំេណាះ្រសាយ

ែផ្នកទី១ អនុគមន៍ g កំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល g (x) = ln x + x − 3

1 គណនា lim
x→0+

g (x) និង lim
x→+∞

g (x)

• lim
x→0+

g (x) = lim
x→0+

(ln x + x − 3) = −∞ (េ្រពាះ lim
x→0+

ln x = −∞)

• lim
x→+∞

g (x) = lim
x→+∞

(ln x + x − 3) = +∞ (េ្រពាះ lim
x→+∞

ln x = +∞)

2 ក. គណនា g′ (x) ្រគប់ x ∈ (0,+∞)

េយើងមាន g (x) = ln x + x − 3

⇒ g′ (x) = (ln x + x − 3)
′
=

1
x
+ 1

ខ. គូសតារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ g

េយើងមាន g′ (x) =
1
x
+ 1 > 0 ជានិច្ច ∀x ∈ (0,+∞)

េនាះ g (x) ជាអនុគមនេ៍កើនេលើ (0,+∞)

តារាងអេថរភាពៃន g (x)

x

g′(x)

g(x)

0 +∞

+

−∞−∞

+∞+∞

3 ្រសាយបញ្ជ កថ់ាសមកីារ g (x) = 0 មានឫសមយួគតេ់នចេនា្ល ះ 2 និង 3

េដាយ g (2) = ln2 + 2 − 3 = ln2 − 1 < 0

g (3) = ln3 + 3 − 3 = ln3 > 0

⇒ g (2)× g (3) < 0 េនាះសមកីារ g (x) = 0 មានឫសែតមយួគត់ β ែដល 2 < β < 3 ។
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4 សិក�សញញ ៃនអនុគមន៍ g (x)

x

g(x)

g(x)

−1 +∞

+ +

−∞−∞

+∞+∞

β

0

តាមតារាងេគបាន៖

∀x ∈ (0, β] ⇒ g (x) ≤ 0

∀x ∈ [β,+∞) ⇒ g (x) ≥ 0

ែផ្នកទី២ អនុគមន៍ f កំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល f (x) =
(

1 − 1
x

)
(ln x − 2) + 2 មាន្រកាប (C f

)
1 ក. គណនា lim

x→0+
f (x) រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័្រកាប

• lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

[(
1 − 1

x

)
(ln x − 2) + 2

]
= +∞

(េ្រពាះ lim
x→0+

(
1 − 1

x

)
= −∞, lim

x→0+
(ln x − 2) = −∞)

េនាះេគថា x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរៃន (C f
)

ខ. គណនា lim
x→+∞

f (x), lim
x→+∞

f (x)
x

រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័្រកាប

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

[(
1 − 1

x

)
(ln x − 2) + 2

]
= +∞

(េ្រពាះ lim
x→+∞

1
x
= 0, lim

x→+∞
ln x = +∞)

lim
x→+∞

f (x)
x

= lim
x→+∞

(
1 − 1

x

)
(ln x − 2) + 2

x

= lim
x→+∞

[(
1 − 1

x

)(
ln x

x
− 2

x

)
+

2
x

]
= 0

េហើយ lim
x→+∞

[ f (x)− 0x] = lim
x→+∞

[ f (x)] = lim
x→+∞

f (x) = +∞

េនាះេគថា (
C f
)មានែមកអនន្តជាែមកប៉ារ៉ាបូលទិសអាសីុមតូត y = 0
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2 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ (0,+∞) ; f ′ (x) =
g (x)

x2

េយើងមាន f (x) =

(
1 − 1

x

)
(ln x − 2) + 2

f ′ (x) =
[(

1 − 1
x

)
(ln x − 2) + 2

]′
=

1
x2 (ln x − 2) +

1
x

(
1 − 1

x

)
=

ln x − 2 + x − 1
x2

=
ln x + x − 3

x2

=
g (x)

x2 ពិត ∀x ∈ (0,+∞)

ខ. សិក�អេថរភាព និងសងត់ារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f

េយើងមាន f ′ (x) =
g (x)

x2 េដាយ x2 > 0 ជានិច្ច ∀x ∈ (0,+∞) េនាះ f ′ (x) មានសញញ ដូច

ភាគយក g (x) ។

េគបាន៖

x ∈ (0, β] : g (x) ≤ 0 ⇒ f ′ (x) ≤ 0

x ∈ [β,+∞) : g (x) ≥ 0 ⇒ f ′ (x) ≥ 0

តារាងអេថរភាពៃន f (x)

x

f ′(x)

f (x)

0 β +∞

− 0 +

+∞

f (β)f (β)

+∞+∞
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3 សង្់រកាប (C f
)

4 អនុគមន៍ h កំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល h (x) = ln x មាន្រកាបតំណាង (Ch) ។

ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ (0,+∞) ; f (x)− h (x) =
2 − ln x

x

េយើងមាន (C f ) : y = f (x) =
(

1 − 1
x

)
(ln x − 2) + 2

(Ch) : y = h (x) = ln x

េគបាន f (x)− h (x) =

(
1 − 1

x

)
(ln x − 2) + 2 − ln x

= ln x − 2 − ln x
x

+
2
x
+ 2 − ln x

=
2 − ln x

x
ពិត

ដូចេនះ f (x)− h (x) =
2 − ln x

x
ពិត ∀x ∈ (0,+∞)

- េរៀនេដើម្បជីាទីពឹង ទំពរ័ទី 126 - © ឆា្ន 2ំ020



សិក�អនុគមនេ៍លាការតី និងអនុគមនអ៍ុិចស្ប ៉ណូងែ់ស្យល ក្រមតិមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ

ខ. សិក�ទីតាងំេធៀបៃន (C f
) និង (Ch)

េយើងសិក�សញញ ផលដក f (x)− h (x) =
2 − ln x

x

េដាយ x > 0 ; ∀x ∈ (0,+∞) េនាះ f (x)− h (x) មានសញញ ដូច 2 − ln x ។

េបើ 2 − ln x = 0 ⇒ ln x = 2 = ln e2 ⇒ x = e2 = 7.39

2 − ln x > 0 ⇒ ln x < 2 = ln e2 ⇒ x < e2 = 7.39

2 − ln x < 0 ⇒ ln x > 2 = ln e2 ⇒ x > e2 = 7.39

តារាងសញញ ៃន f (x)− h (x)

x

f (x)− h(x)

0 e2 = 7.39 +∞

+ 0 −

គ. សង្់រកាប (Ch) េលើត្រម�យ
(

O,
−→
i ,

−→
j
)
(េដាយដឹងថា e2 ' 7.39)
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5 គណនាៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយែខ្សេកាង (C f
) និង (Ch) េលើចេនា្ល ះ

[
1, e2

]

េគបាន S =
∫ e2

1
[ f (x)− h (x)]dx

=
∫ e2

1

2 − ln x
x

dx

=
∫ e2

1

(
2
x
− ln x

x

)
dx = 2

∫ e

1

dx
x

−
∫ e

1
ln xd (ln x)

=

[
2ln |x| − ln2x

2

]e2

1

=

(
2ln e2 − ln2e

2

)
−
(

2ln1 − ln21
2

)

=

(
4 − 1

2

)
− (2 × 0 − 0)

=
7
2
ឯកតាៃផ្ទ្រកឡា

ដូចេនះ S =
7
2
ឯកតាៃផ្ទ្រកឡា។

- េរៀនេដើម្បជីាទីពឹង ទំពរ័ទី 128 - © ឆា្ន 2ំ020



សិក�អនុគមនេ៍លាការតី និងអនុគមនអ៍ុិចស្ប ៉ណូងែ់ស្យល ក្រមតិមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ

្របធានទី ១៦

អនុគមន៍ f កំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល f (x) = x − 1
x
+ ln x ែដលមាន្រកាប (C f

) ជា្រកាប

តំណាងេលើត្រម�យអរតូណេម
(

O,⃗ i, j⃗
)
។

1 គណនា lim
x→0+

f (x) រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័្រកាប។

2 ក. គណនា lim
x→+∞

f (x) ។

ខ. គណនា lim
x→+∞

f (x)
x

, lim
x→+∞

[ f (x)− x] រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័្រកាប។

3 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ (0,+∞) ; f ′ (x) = 1 +
1
x
+

1
x2 ។

ខ. គណនា f (1) រចួគូសតារាងអេថរភាពៃន f ។

គ. សិក�សញញ ៃនអនុគមន៍ f ។

ឃ. កំណតស់មកីារបនា្ទ ត់ (T) បះ៉ (C f
) ្រតងច់ំណុចែដលមានអាបសីុ់ស xo = 1 ។

4 សង្់រកាប (C f
) ។

5 ក. េដាយេ្របើអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក បងា្ហ ញថា
∫ e

1
ln xdx = 1 ។

ខ. គណនាៃផ្ទ្រកឡាកំណតេ់ដាយែខ្សេកាង (C f
) អក័្សអាបសីុ់ស និងបនា្ទ ត់ x = 1, x = e

ដំេណាះ្រសាយ

អនុគមន៍ f កំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល f (x) = x − 1
x
+ ln x ែដលមាន្រកាប (C f

)
1 គណនា lim

x→0+
f (x) រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័្រកាប

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(
x − 1

x
+ ln x

)
= −∞ (េ្រពាះ lim

x→0+

1
x
= +∞, lim

x→0+
ln x = −∞)

េនាះេគថាបនា្ទ ត់ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរៃន (C f
)។

2 ក. គណនា lim
x→+∞

f (x)

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
x − 1

x
+ ln x

)
=+∞ (េ្រពាះ lim

x→+∞

1
x
= 0, lim

x→+∞
ln x =+∞)
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ខ. គណនា lim
x→+∞

f (x)
x

, lim
x→+∞

[ f (x)− x] រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័្រកាប

lim
x→+∞

f (x)
x

= lim
x→+∞

x − 1
x + ln x
x

= lim
x→+∞

(
1 − 1

x2 +
ln x

x

)
= 1

េហើយ lim
x→+∞

[ f (x)− 1 · x] = lim
x→+∞

(
x − 1

x
+ ln x − x

)
= lim

x→+∞

(
−1

x
+ ln x

)
= +∞

េនាះេគថា (
C f
)មានែមកអនន្តជាែមកប៉ារ៉ាបូលទិសអាសីុមតូត y = x ។

3 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ (0,+∞) ; f ′ (x) = 1 +
1
x
+

1
x2

េយើងមាន f (x) = x − 1
x
+ ln x

⇒ f ′ (x) =
(

x − 1
x
+ ln x

)′

= 1 +
1
x2 +

1
x
ពិត ∀x ∈ (0,+∞)

ខ. គណនា f (1)

េយើងមាន f (x) = x − 1
x
+ ln x

⇒ f (1) = 1 − 1
1
+ ln1 = 0

គូសតារាងអេថរភាពៃន f

េយើងមាន f ′ (x) = 1 +
1
x2 +

1
x
> 0 ជានិច្ច ∀x ∈ (0,+∞)

េនាះេគថា f (x) ជាអនុគមនេ៍កើនដាចខ់ាតេលើ D f។

x

f ′(x)

f (x)

0 +∞

+ +

−∞

+∞+∞

1

0

គ. សិក�សញញ ៃនអនុគមន៍ f

តាមតារាងអេថរភាពខាងេលើេយើងបាន៖

x ∈ (0,1] : f (x) ≤ 0

x ∈ [1,+∞) : f (x) ≥ 0
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ឃ. កំណតស់មកីារបនា្ទ ត់ (T) បះ៉ (C f
) ្រតងច់ំណុចែដលមានអាបសីុ់ស xo = 1

តាមរបូមន្ត (T) : y = f ′ (x0) (x − x0) + y0

េដាយ f ′ (x) = 1 +
1
x
+

1
x2 ⇒ f ′ (x0) = f ′ (1) = 3

y0 = f (x0) = f (1) = 0

⇒ (T) : y = 3 (x − 1) + 0 = 3x − 3

4 សង្់រកាប (C f
)
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5 ក. េដាយេ្របើអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក បងា្ហ ញថា
∫ e

1
ln xdx = 1

ឧបមាថា I =
∫ e

1
ln xdx

តាង


u = ln x

dv = dx
⇒


du =

1
x

dx

v = x

⇒ I = [x ln x]e1 −
∫ e

1
x · 1

x
dx

= (e ln e − 1ln1)− [x]e1

= e − (e − 1) = e − e + 1 = 1 ពិត។

ខ. គណនាៃផ្ទ្រកឡាកំណតេ់ដាយែខ្សេកាង (C f
) អក័្សអាបសីុ់ស និងបនា្ទ ត់ x = 1, x = e

តាង S ជាៃផ្ទ្រកឡាកំណតេ់ដាយែខ្សេកាង (C f
) អក័្សអាបសីុ់ស និងបនា្ទ ត់ x = 1, x = e

េយើងបាន S =
∫ e

1
f (x)dx =

∫ e

1

(
x − 1

x
+ ln x

)
dx

S =

[
x2

2
− ln |x|

]e

1
+
∫ e

1
ln xdx

S =

(
e2

2
− ln e

)
−
(

1
2
− ln1

)
+ 1

S =
e2

2
− 1 − 1

2
+ 1 =

e2

2
− 1

2
=

e2 − 1
2

ដូចេនះ S =
e2 − 1

2
ឯកតាៃផ្ទ្រកឡា។
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្របធានទី ១៧

អអនុគមន៍ f កំណតេ់លើ R∗ ែដល f (x) = ln |x|+ 1 − x
x

ែដលមាន្រកាប (C f
)ជា្រកាបតំណាង

េលើត្រម�យអរតូណេម
(

O,
−→
i ,

−→
j
)
។

1 គណនា lim
x→0+

f (x) និង lim
x→0−

f (x) រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័្រកាប។

2 គណនា lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→−∞

f (x) ។

3 បងា្ហ ញថា (
C f
)មានែមកអនន្តជាែមកប៉ារ៉ាបូលទិសអាសីុមតូតអក័្សអាបសីុ់សទាងំខាងែផ្នក

−∞ និង +∞ ។

4 បងា្ហ ញថា ∀x ∈ R∗ : f ′ (x) =
x − 1

x2 ។

5 សិក�សញញ េដរេីវៃន f ′ (x) រចួគូសតារាងអេថរភាពៃន f ។

6 បងា្ហ ញថាសមកីារ f (x) = 0 មានឫស α មយួេលើ (−∞,0) ែដល −4 < α < −3 ។

7 សង្់រកាប (C f
) េលើត្រម�យ

(
O,⃗ i, j⃗

)
។

ដំេណាះ្រសាយ

អនុគមន៍ f កំណតេ់លើ R∗ ែដល f (x) = ln |x|+ 1 − x
x

ែដលមាន្រកាប (C f
)

1 គណនា lim
x→0+

f (x) និង lim
x→0−

f (x) រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័្រកាប

• lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(
ln |x|+ 1 − x

x

)
= lim

x→0+

x ln |x|+ 1 − x
x

= +∞

(េ្រពាះ lim
x→0+

x ln |x| = 0)

• lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

(
ln |x|+ 1 − x

x

)
= −∞

(េ្រពាះ lim
x→0−

ln |x| = −∞, lim
x→0−

1 − x
x

= −∞)

េដាយ lim
x→0

f (x) = ∞ េនាះេគថា x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរៃន (C f
)។

2 គណនា lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→−∞

f (x)

• lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
ln |x|+ 1 − x

x

)
= lim

x→−∞

(
ln |x|+ 1

x
− 1
)
= +∞
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• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
ln |x|+ 1 − x

x

)
= lim

x→+∞

(
ln |x|+ 1

x
− 1
)
= +∞

3 បងា្ហ ញថា (
C f
)មានែមកអនន្តជាែមកប៉ារ៉ាបូលទិសអាសីុមតូតអក័្សអាបសីុ់សទាងំ

ខាងែផ្នក −∞ និង +∞

• lim
x→−∞

f (x)
x

= lim
x→−∞

ln |x|+ 1 − x
x

x
= lim

x→−∞

(
ln |x|

x
+

1 − x
x2

)
= 0

និង lim
x→−∞

f (x) = +∞ េនាះេគថា (
C f
)មានែមកអនន្តជាែមកប៉ារ៉ាបូលទិសេដ

អាសីុមតូត y = 0 ខាង −∞។

• lim
x→+∞

f (x)
x

= lim
x→+∞

ln |x|+ 1 − x
x

x
= lim

x→+∞

(
ln |x|

x
+

1 − x
x2

)
= 0

និង lim
x→+∞

f (x) = +∞ េនាះេគថា (
C f
)មានែមកអនន្តជាែមកប៉ារ៉ាបូលទិសេដ

អាសីុមតូត y = 0 ខាង +∞ ។

4 បងា្ហ ញថា ∀x ∈ R∗ : f ′ (x) =
x − 1

x2

េយើងមាន f (x) = ln |x|+ 1 − x
x

⇒ f ′ (x) =
(

ln |x|+ 1 − x
x

)′

f ′ (x) = (ln |x|)
′
+

(
1 − x

x

)′

f ′ (x) =
1
x
+

−x − (1 − x)
x2 =

1
x
− 1

x2

f ′ (x) =
x − 1

x2 ពិត

5 សិក�សញញ េដរេីវៃន f ′ (x)

េដាយ x2 > 0 ; ∀x ∈ R∗ េនាះ f ′ (x) យកសញញ តាម x − 1 ។

េបើ x − 1 = 0 ⇒ x = 1

គូសតារាងអេថរភាពៃន f

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 1 +∞

− − 0 +

+∞+∞

−∞

+∞

f (1)f (1)

+∞+∞
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េបើ x ∈ (−∞,0) : f ′ (x) < 0 េនាះ f (x) ជាអនុគមនចុ៍ះ

f ′ (x) ប្តូរសញញ ពី (−) េទ (+) ្រតង់ x = 1 េនាះេគថា f (x)មានតៃម្លអប្បបរមា្រតង់ x = 1 គឺ

f (1) ែដល f (1) = ln |1|+ 1 − 1
1

= 0 ។

6 បងា្ហ ញថាសមកីារ f (x) = 0 មានឫស α មយួេលើ (−∞,0) ែដល −4 < α < −3

េដាយ f (−4) = ln |−4|+ 1 + 4
−4

= ln4 − 5
4
= 1.3 − 1.2 = 0.1 > 0

f (−3) = ln |−3|+ 1 + 3
−3

= ln3 − 4
3
= 1.09 − 1.3 = 0.21 < 0

⇒ f (−4)× f (−3) < 0 (1)

មយង៉េទៀត f ចុះេលើ (−∞,0) េនាះ f ចុះេលើ (−4,−3) ; (2)

តាម (1) & (2) េនាះ f (x) = 0 មានឫសែតមយួគតេ់លើ (−4,−3) ។

7 សង្់រកាប (C f
) េលើត្រម�យ

(
O,⃗ i, j⃗

)
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្របធានទី ១៨

អនុគមន៍ f កំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល f (x) = x +
1
2
− ln x +

1
2
(ln x)2 ែដលមាន្រកាប (C f

)
ជា្រកាបតំណាងេលើត្រម�យអរតូណេម

(
O,⃗ i, j⃗

)
ឯកតា 1cm ។

1 គណនា lim
x→0+

f (x) រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័្រកាប។

2 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ (0,+∞) : f (x) = x +
1
2
+

(
1
2

ln x − 1
)

ln x ។

ខ. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា lim
x→+∞

f (x) = +∞ ។

គ. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ (0,+∞) :
(ln x)2

x
= 4
(

ln
√

x√
x

)2

។

រចួទាញបញ្ជ កថ់ា lim
x→+∞

(ln x)2

x
= 0 ។

ឃ. បងា្ហ ញថា (
C f
) មានែមកអនន្តជាែមកប៉ារ៉ាបូលតាមទិសៃនបនា្ទ ត់ (∆) : y = x ខាង

ែផ្នក +∞ ។

3 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ (0;1] : x − 1 + ln x ≤ 0 និង ∀x ∈ [1,+∞) : x − 1 + ln x ≥ 0 ។

ខ. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា ∀x ∈ (0,+∞) : f ′ (x) =
x − 1 + ln x

x
។

គ. សងត់ារាងអេថរភាពៃន f (x) ។

4 ក. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា ∀x ∈ (0,+∞) : f ′′ (x) =
2 − ln x

x2 ។

ខ. បងា្ហ ញថា (
C f
)មានចំណុចរបតនិ់ងកំណតកូ់អរេដាេនរបស់វា។

5 ក. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា ∀x ∈ (0,+∞) : f (x)− x =
1
2
(ln x − 1)2 រចួសិក�ទីតាងំេធៀប

រវាង្រកាប (C f
) និងបនា្ទ ត់ (∆) ។

ខ. សង្់រកាប (C f
) និងបនា្ទ ត់ (∆) េលើត្រម�យអរតូណេម

(
O,⃗ i, j⃗

)
។

6 ក. បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ H : x 7→ x ln x − x គឺជាអនុគមន្៍រពីមទីីវៃនអនុគមន៍

h : x 7→ ln x េលើចេនា្ល ះ (0,+∞) ។

ខ. េដាយេ្របើអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នកបងា្ហ ញថា
∫ e

1
(ln x)2dx = e − 2 ។
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គ. គណនាៃផ្ទ្រកឡាកំណតេ់ដាយែខ្សេកាង (C f
)

, (∆) និងបនា្ទ ត់ x = 1, x = e ។

ដំេណាះ្រសាយ

អនុគមន៍ f កំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល f (x) = x +
1
2
− ln x +

1
2
(ln x)2 ែដលមាន្រកាប (C f

)
1 គណនា lim

x→0+
f (x) រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័្រកាប

• lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(
x +

1
2
− ln x +

1
2
(ln x)2

)
= +∞ (េ្រពាះ lim

x→0+
ln x = −∞)

េនាះបនា្ទ ត់ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C f
)។

2 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ (0,+∞) : f (x) = x +
1
2
+

(
1
2

ln x − 1
)

ln x

េយើងមាន ∀x ∈ (0,+∞) : f (x) = x +
1
2
− ln x +

1
2
(ln x)2

f (x) = x +
1
2
+

(
1
2

ln x − 1
)

ln x ពិត

ខ. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា lim
x→+∞

f (x) = +∞

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
x +

1
2
+

(
1
2

ln x − 1
)

ln x
)
= +∞ ពិត

(េ្រពាះ lim
x→+∞

ln x = +∞)

គ. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ (0,+∞) :
(ln x)2

x
= 4
(

ln
√

x√
x

)2

េយើងមាន 4
(

ln
√

x√
x

)2

= 4

(
ln x

1
2

√
x

)2

= 4

(
1
2 ln x√

x

)2

= 4

(
1
4(ln x)2

x

)
= 4 · 1

4
· (ln x)2

x
=

(ln x)2

x

ទាញបញ្ជ កថ់ា lim
x→+∞

(ln x)2

x
= 0

• lim
x→+∞

(ln x)2

x
= lim

x→+∞
4
(

ln
√

x√
x

)2

= 0 (េ្រពាះ lim
x→+∞

ln
√

x√
x

= 0)

ឃ. បងា្ហ ញថា (
C f
)មានែមកអនន្តជាែមកប៉ារ៉ាបូលតាមទិសៃនបនា្ទ ត់ (∆) : y = x ខាង +∞

• lim
x→+∞

[ f (x)− x] = lim
x→+∞

[
x +

1
2
+

(
1
2

ln x − 1
)

ln x − x
]

= lim
x→+∞

[
1
2
+

(
1
2

ln x − 1
)

ln x
]
= +∞
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េដាយ lim
x→+∞

[ f (x)− x] = +∞ េនាះ្រកាប (C f
)មានែមកអនន្តជាែមកប៉ារ៉ាបូល

តាមទិសៃនបនា្ទ ត់ (∆) : y = x ។

3 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ (0;1] : x − 1 + ln x ≤ 0 និង ∀x ∈ [1,+∞) : x − 1 + ln x ≥ 0

េបើ x ∈ (0,1] មាននយ័ថា 0 < x ≤ 1

េនាះ x − 1 ≤ 0

ln x ≤ 0

េនាះ x − 1 + ln x ≤ 0 ចំេពាះ x ∈ (0,1]

េបើ x ∈ [1,+∞) មាននយ័ថា x ≥ 1

េនាះ x − 1 ≥ 0

ln x ≥ 0

េនាះ x − 1 + ln x ≥ 0 ចំេពាះ x ∈ [1,+∞)

ខ. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា ∀x ∈ (0,+∞) : f ′ (x) =
x − 1 + ln x

x

េយើងមាន f (x) = x +
1
2
− ln x +

1
2
(ln x)2

f ′ (x) =
[

x +
1
2
− ln x +

1
2
(ln x)2

]′
f ′ (x) = 1 − 1

x
+

1
2
· 2 · 1

x
· ln x

f ′ (x) = 1 − 1
x
+

ln x
x

f ′ (x) =
x − 1 + ln x

x
ពិត

គ. សងត់ារាងអេថរភាពៃន f (x)

េយើងមាន f ′ (x) =
x − 1 + ln x

x

េដាយ x > 0 ; ∀x ∈ (0,+∞) f ′ (x) យកសញញ ដូច x − 1 + ln x

េបើ x ∈ (0,1]⇒ x − 1 + ln x ≤ 0 ⇔ f ′ (x) ≤ 0

េបើ x ∈ [1,+∞)⇒ x − 1 + ln x ≥ 0 ⇔ f ′ (x) ≥ 0
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តារាងអេថរភាពៃន f (x)

x

f ′(x)

f (x)

0 1 +∞

− 0 +

+∞
f (1)f (1)

+∞+∞

េដាយ f ′ (x) ប្តូរសញញ ពី (−) េទ(+) េនាះេគថា f (x)មានចំណុចអប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = 1

គឺ f (1) = 1 +
1
2
− ln1 +

1
2
(ln1)2 =

3
2
។

4 ក. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា ∀x ∈ (0,+∞) : f ′′ (x) =
2 − ln x

x2

េយើងមាន ∀x ∈ (0,+∞) : f ′ (x) =
x − 1 + ln x

x

f ′′ (x) =
(

x − 1 + ln x
x

)′

=

(
1 +

1
x

)
x − (x − 1 + ln x)

x2

f ′′ (x) =
x + 1 − x + 1 − ln x

x2 =
2 − ln x

x2 ពិត

ខ. បងា្ហ ញថា (
C f
)មានចំណុចរបតនិ់ងកំណតកូ់អរេដាេនរបស់វា

េយើងមាន f ′′ (x) =
2 − ln x

x2 ; ∀x ∈ (0,+∞)

េដាយ x2 > 0 ; ∀x ∈ (0,+∞) សញញ ៃន f ′′ (x) យកដូច 2 − ln x

េបើ 2 − ln x = 0 ⇔ ln x = 2 ⇔ x = e2

េបើ 2 − ln x > 0 ⇔ ln x < 2 ⇔ x < e2

េបើ 2 − ln x < 0 ⇔ ln x > 2 ⇔ x > e2

តារាងសញញ f ′′ (x)

x

f ”(x)

0 e2 +∞

+ 0 −

តាមតារាងសញញ f ′′ (x) ប្តូរសញញ ពី (+) េទ (−) ្រតង់ x = e2 េគថា f (x)មានចំណុចរបត់

្រតងច់ំណុចែដលមានអាបសីុ់ស x = e2 េហើយអរេដាេនគឺ f
(

e2
)
= e2 +

1
2
− ln e2 +

1
2

(
ln e2

)2

f
(

e2
)
= e2 +

1
2
− 2 + 2 = e2 +

1
2
=

2e2 + 1
2

។
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ដូចេនះចំណុចរបត់ I
(

e2,
2e2 + 1

2

)
។

5 ក. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា ∀x ∈ (0,+∞) : f (x)− x =
1
2
(ln x − 1)2

េយើងបាន f (x)− x = x +
1
2
− ln x +

1
2
(ln x)2 − x =

1
2
− ln x +

1
2
(ln x)2

f (x)− x =
1
2

[
1 − 2ln x + (ln x)2

]
=

1
2
(ln x − 1)2

សិក�ទីតាងំេធៀបរវាង្រកាប (C f
) និងបនា្ទ ត់ (∆)

េយើងមាន (
C f
)

: f (x) = x +
1
2
− ln x +

1
2
(ln x)2

(∆) : y = x

េនាះ f (x)− x =
1
2
(ln x − 1)2

េដាយ (ln x − 1)2 ≥ 0 ; ∀x ∈ (0,+∞)

េនាះ (
C f
) េនេលើ (∆) ∀x ∈ (0,+∞)

ខ. សង្់រកាប (C f
) និងបនា្ទ ត់ (∆) េលើត្រម�យអរតូណេម

(
O,⃗ i, j⃗

)
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6 ក. បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ H : x 7→ x ln x − x គឺជាអនុគមន្៍រពីមទីីវៃនអនុគមន៍ h : x 7→ ln x

េលើចេនា្ល ះ (0,+∞)

េយើងមាន H (x) = x ln x − x = (x ln x − x)
′

H′ (x) = x′ ln x + (ln x)′ x − 1 = ln x +
1
x
· x − 1

H′ (x) = ln x = h (x)

ដូចេនះ H : x 7→ x ln x − x ជាអនុគមន្៍រពីមទីីវៃន h : x 7→ ln x ។

ខ. េដាយេ្របើអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នកបងា្ហ ញថា
∫ e

1
(ln x)2dx = e − 2

ឧបមាថា I =
∫ e

1
(ln x)2dx

តាមរបូមន្ត
∫

udv = uv −
∫

vdu

តាង u = (ln x)2 ⇒ du = 2 (ln x)′ (ln x) = 2
ln x

x
dx

dv = dx ⇒ v = x

I =
[

x(ln x)2
]e

1
−
∫ e

1
(2ln x)dx =

[
x(ln x)2

]e

1
− 2

∫ e

1
H′ (x)dx

I =
[

x(ln x)2
]e

1
− 2 [H (x)]e1 =

[
x(ln x)2

]e

1
− 2 [x ln x − x]e1

I =
{[

e(ln e)2 − 1(ln1)2
]}

− 2{(e ln e − e)− (1ln1 − 1)}

I = e − 2

គ. គណនាៃផ្ទ្រកឡាកំណតេ់ដាយែខ្សេកាង (C f
)

, (∆) និងបនា្ទ ត់ x = 1, x = e

S =
∫ e

1
[ f (x)− x]dx

S =
∫ e

1

1
2
(ln x − 1)2dx

S =
1
2

∫ e

1

[
(ln x)2 − 2ln x + 1

]
dx

S =
1
2

∫ e

1
(ln x)2dx −

∫ e

1
(ln x)dx +

1
2

∫ e

1
dx =

1
2
(e − 2)− (x ln x − x)e

1 +
1
2
(x)e

1

S =
1
2
(e − 2)− (0 − (−1)) +

1
2
(e − 1) =

1
2

e − 1 − 1 +
1
2

e − 1
2

S = e − 5
2
=

2e − 5
2

ឯកតាៃផ្ទ្រកឡា

េដាយ 1 ឯកតាេស្មើ 1cm េនាះ 1 ឯកតាៃផ្ទ្រកឡាេស្មើ 1cm2

ដូចេនះ S =
2e − 5

2
cm2។
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្របធានទី ១៩

អនុគមន៍ f កំណតេ់ដាយ f (x) = (x + 1) ln |x − 3| ែដលមាន្រកាប (C f
)ជា្រកាបតំណាងេលើ

ត្រម�យអរតូណេម
(

O,⃗ i, j⃗
)
។

1 រកែដនកំណតៃ់នអនុគមន៍ f ។

2 គណនាលីមតីចុងែដនកំណតៃ់នអនុគមន។៍

3 សិក�ែមកអនន្តៃន្រកាប (C f
) ។

4 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ D f : f ′ (x) =
x − 1
x − 3

+ ln |x − 3| ។

ខ. ∀x ∈ D f គណនា f ′′ (x) រចួសិក�អេថរភាពៃន f ′ (x) ។

គ. គណនាលីមតីៃន f ′ (x) ្រតង់ −∞ និង 3− ។

ឃ. បងា្ហ ញថាសមកីារ f ′ (x) = 0 មានឫស α មយួេនេលើ (−∞,3) រចួសិក�សញញ ៃន

f ′ (x)េលើ (−∞,3) ។

ង. សិក�សញញ ៃន f ′ (x) េលើ (3,+∞) ។

ច. សងត់ារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។

5 រកចំណុច្របសព្វរវាង (C f
) និងអក័្សទាងំពីរៃនត្រម�យ។

6 សង្់រកាប (C f
) េលើត្រម�យអរតូណេម។ (េគឱ្យ α '∼ 0.78 )

ដំេណាះ្រសាយ

អនុគមន៍ f កំណតេ់ដាយ f (x) = (x + 1) ln |x − 3| ែដលមាន្រកាប (C f
)

1 រកែដនកំណតៃ់នអនុគមន៍ f

េយើងមាន f (x) = (x + 1) ln |x − 3|

េដាយ |x − 3| ≥ 0 ; ∀x ∈ R េនាះ f (x) មាននយ័កាលណា |x − 3| 6= 0 ឬ

x − 3 6= 0 ⇒ x 6= 3 េនាះ D f = R − {3}
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2 គណនាលីមតីចុងែដនកំណតៃ់នអនុគមន៍

េគបាន៖

• lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(x + 1) ln |x − 3| = −∞

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(x + 1) ln |x − 3| = +∞

• lim
x→3−

f (x) = lim
x→3−

(x + 1) ln |x − 3| = −∞

• lim
x→3+

f (x) = lim
x→3+

(x + 1) ln |x − 3| = −∞

3 សិក�ែមកអនន្តៃន្រកាប (C f
)

េយើងបាន lim
x→−∞

f (x)
x

= lim
x→−∞

(x + 1) ln |x − 3|
x

= lim
x→−∞

(
1 +

1
x

)
ln |x − 3| = +∞

េនាះេគថា (
C f
)មានែមកអនន្តជាែមកប៉ារ៉ាបូលទិសអាសីុមតូតអក័្ស (Oy) ខាង −∞ ។

lim
x→+∞

f (x)
x

= lim
x→+∞

(x + 1) ln |x − 3|
x

= lim
x→+∞

(
1 +

1
x

)
ln |x − 3| = +∞

េនាះេគថា (
C f
)មានែមកអនន្តជាែមកប៉ារ៉ាបូលទិសេដអក័្ស (Oy) ខាង +∞ ។

4 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ D f : f ′ (x) =
x − 1
x − 3

+ ln |x − 3|

េយើងមាន f (x) = (x + 1) ln |x − 3|

⇒ f ′ (x) = [(x + 1) ln |x − 3|]
′

f ′ (x) = ln |x − 3|+ 1
x − 3

× (x + 1)

f ′ (x) =
x + 1
x − 3

+ ln |x − 3| ពិត ∀x ∈ D f

ខ. ∀x ∈ D f គណនា f ′′ (x)

េយើងមាន f ′ (x) =
x + 1
x − 3

+ ln |x − 3|

⇒ f ′′ (x) =
[

x + 1
x − 3

+ ln |x − 3|
]′

f ′′ (x) =
(x − 3)− (x + 1)

(x − 3)2 +
1

x − 3
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f ′′ (x) =
x − 3 − x − 1

(x − 3)2 +
1

x − 3

f ′′ (x) =
−4 + x − 3

(x − 3)2 =
x − 7

(x − 3)2

ដូចេនះ f ′′ (x) =
x − 7

(x − 3)2

សិក�អេថរភាពៃន f ′ (x)

េយើងមាន f ′′ (x) =
x − 7

(x − 3)2 េដាយ (x − 3)2 > 0 ; ∀x ∈ D f

េនាះ f ′′ (x) មានសញញ ដូចភាគយក x − 7

េបើ x − 7 = 0 ⇒ x = 7

តារាងសញញ ៃន f ′′(x)

x

f ′′(x)

−∞ 3 7 +∞

− − 0 +

តាមតារាងេយើងបាន៖

x ∈ (−∞,3) ∪ (3,7] : f ′′ (x) ≤ 0 េនាះ f ′ (x) ជាអនុគមនចុ៍ះ

x ∈ [7,+∞) : f ′′ (x) ≥ 0 េនាះ f ′ (x) ជាអនុគមនេ៍កើន

គ. គណនាលីមតីៃន f ′ (x) ្រតង់ −∞ និង 3−

• lim
x→−∞

f ′ (x) = lim
x→−∞

[
x + 1
x − 3

+ ln |x − 3|
]
= +∞

• lim
x→3−

f ′ (x) = lim
x→3−

[
x + 1
x − 3

+ ln |x − 3|
]
= −∞

ឃ. បងា្ហ ញថាសមកីារ f ′ (x) = 0 មានឫស α មយួេនេលើ (−∞,3)

យក a = lim
x→−∞

f ′ (x) = +∞

b = lim
x→3−

f ′ (x) = −∞

េនាះេគបាន a × b < 0 (1)

មយង៉េទៀត f ′′ (x) ≤ 0 េលើ (−∞,3) េនាះ f ′ (x) ជាអនុគមនចុ៍ះដាចខ់ាតេលើ (−∞,3)។

- េរៀនេដើម្បជីាទីពឹង ទំពរ័ទី 144 - © ឆា្ន 2ំ020



សិក�អនុគមនេ៍លាការតី និងអនុគមនអ៍ុិចស្ប ៉ណូងែ់ស្យល ក្រមតិមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ

សិក�សញញ ៃន f ′ (x)េលើ (−∞,3)

x

f ”(x)

f ′(x)

−∞ 3

− −

+∞+∞

−∞−∞

α

0

តាមតារាងេយើងបាន៖

x ∈ (−∞,α] : f ′ (x) ≥ 0

x ∈ [α,3) : f ′ (x) ≤ 0

ង. សិក�សញញ ៃន f ′ (x) េលើ (3,+∞)

តាមតារាងអេថរភាពៃន f ′ (x) ែដល x ∈ (3,+∞) េគេឃើញថា f ′′ (x) ប្តូរសញញ ពី (−)

េទ(+) ្រតង់ x = 7 េនាះ f ′ (x) មានតៃម្លអប្បបរមា្រតង់ x = 7 គឺ

f ′ (7) =
7 + 1
7 − 3

+ ln |7 − 3| = 8
2
+ ln4 = 2 + ln4 > 0

េនាះេគទាញបាន ∀x ∈ (3,+∞) : f ′ (x) ≥ f ′ (7) = 2 + ln4 > 0

⇒ f ′ (x) > 0 ; ∀x ∈ (3,+∞)

ច. សងត់ារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f
x

f ′(x)

f (x)

−∞ α 3 +∞

+ 0 − +

−∞−∞

f (α)f (α)

−∞ −∞

+∞+∞

5 រកចំណុច្របសព្វរវាង (C f
) និងអក័្សទាងំពីរៃនត្រម�យ

•
(
C f
)កាត់ (y′y) េនាះ x = 0 េហើយ y = (0 + 1) ln |0 − 3| = ln3

•
(
C f
)កាត់ (x′x) េនាះ y = 0 ឬ (x + 1) ln |x − 3| = 0

⇒

 x + 1 = 0

ln |x − 3| = 0
⇒

 x = −1

|x − 3| = 1
⇒

 x = −1

x − 3 = ±1
⇒

 x = −1

x = 4, x = 2
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6 សង្់រកាប (C f
) េលើត្រម�យអរតូណេម។ (េគឱ្យ α '∼ 0.78 )
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្របធានទី ២០

ែផ្នកទី១ េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណតេ់លើ (−∞,+∞) េដាយ f (x) = x − 3 +
4

ex + 1
មាន្រកាប

(C f ) ជាតំណាងេលើត្រម�យអរតូណេម (O,⃗ i, j⃗) ។

1 គណនាលីមតីៃន f ្រតង់ −∞ និង +∞ ។

2 ក. បងា្ហ ញថា f ′ (x) =
(

ex − 1
ex + 1

)2

និងសងត់ារាងអេថរភាពៃន f (x) ។

ខ. បងា្ហ ញថា f ′ (x) ជាអនុគមនគូ៍ ។

3 បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d) : y = x − 3 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C f ) ខាង +∞ ។

4 ក. បងា្ហ ញថា f (x) = x + 1 − 4ex

ex + 1
។

ខ. ្រសាយបញ្ជ កថ់ាបនា្ទ ត់ (d′) : y = x + 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C f )ខាង −∞

5 ក. រកកូអរេដាេនចំណុច I ជាចំណុច្របសព្វរវាង (C f ) និងអក័្ស (Oy) ។

ខ. បងា្ហ ញថា I ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប (C f ) ។

6 បងា្ហ ញថាសមកីារ f (x) = 0 មានឫសមយួេនចេនា្ល ះ 2.7 < α < 2.8 ។

7 សង់ (d),(d′) និង (C f ) េនក្នុងត្រម�យែតមយួ។

ែផ្នកទី២ λ ជាចំនួនពិតែដល λ > α េបើ Aα(λ) ជាៃផ្ទ្រកឡាែដលកំណតេ់ដាយ្រកាប (C f ) , (d)

និងបនា្ទ ត់ x = α, x = λ ។

1 បងា្ហ ញថា 1
ex + 1

=
e−x

e−x + 1
រចួគណនា Aα(λ) ជាអនុគមនៃ៍ន α និង λ ។

2 បងា្ហ ញថា lim
λ→+∞

Aα (λ) = 4ln
(

4
α + 1

)
។
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ដំេណាះ្រសាយ

ែផ្នកទី១ េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណតេ់លើ (−∞,+∞) េដាយ f (x) = x − 3 +
4

ex + 1
មាន្រកាប (C f )

1 គណនាលីមតីៃន f ្រតង់ −∞ និង +∞

• lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
x − 3 +

4
ex + 1

)
= −∞

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
x − 3 +

4
ex + 1

)
= +∞

2 ក. បងា្ហ ញថា f ′ (x) =
(

ex − 1
ex + 1

)2

េយើងមាន f (x) = x − 3 +
4

ex + 1

⇒ f ′ (x) =

(
x − 3 +

4
ex + 1

)′

= 1 − 4ex

(ex + 1)2

= 1 − 4ex

(ex + 1)2 =
e2x − 2ex + 1 − 4ex

(ex + 1)2

=

(
ex − 1
ex + 1

)2

ពិត

f ′(x) = 0 ចំេពាះ x = 0

តារាងអេថរភាពៃន f (x)

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ 0 +

−∞−∞

+∞+∞

ខ. បងា្ហ ញថា f ′ (x) ជាអនុគមនគូ៍

∀x ∈ (−∞,+∞)⇒−x ∈ (−∞,+∞) េគបាន៖

f ′ (−x) =
(

e−x − 1
e−x + 1

)2

=

(
1 − ex

1 + ex

)2

=

(
ex − 1
ex + 1

)2

= f ′ (x) ពិត

ដូចេនះ f ′ (x) ជាអនុគមនគូ៍។
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3 បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d) : y = x − 3 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C f ) ខាង +∞

េដាយ lim
x→+∞

[ f (x)− (x − 3)] = lim
x→+∞

(
x − 3 +

4
ex + 1

− x + 3
)

= lim
x→+∞

(
4

ex + 1

)
= 0

េនាះេគថា (d) : y = x − 3 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C f
)ខាង +∞ ។

4 ក. បងា្ហ ញថា f (x) = x + 1 − 4ex

ex + 1

េយើងមាន f (x) = x − 3 +
4

ex + 1
= x + 1 − 4 +

4
ex + 1

f (x) = x + 1 − 4ex + 4 − 4
ex + 1

= x + 1 − 4ex

ex + 1
ពិត ។

ខ. ្រសាយបញ្ជ កថ់ាបនា្ទ ត់ (d′) : y = x + 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C f ) ខាង −∞

េដាយ lim
x→−∞

[ f (x)− (x + 1)] = lim
x→−∞

(
x + 1 − 4ex

ex + 1
− x − 1

)
= lim

x→−∞

(
− 4ex

ex + 1

)
= 0

េនាះេគថា (
d′
)

: y = x + 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C f
)ខាង −∞ ។

5 ក. រកកូអរេដាេនចំណុច I ជាចំណុច្របសព្វរវាង (C f ) និងអក័្ស (Oy)(
C f
)

: y = f (x) = x − 3 +
4

ex + 1
កាត់ (y′y)កាលណា x = 0

េនាះ y = 0 − 3 +
4

e0 + 1
= −3 + 2 = −1

ខ. បងា្ហ ញថា I ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប (C f )

តាមរបូមន្ត I (a,b) ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន
(
C f
)កាលណា f (2a − x) + f (x) = 2b េគបាន៖

f (2a − x) + f (x) = f (−x) + f (x)

= −x + 1 − 4e−x

e−x + 1
+ x − 1 − 4ex

ex + 1

= 2 − 4
ex + 1

− 4
ex + 1

=
2ex + 2 − 4 − 4ex

ex + 1

=
−2ex − 2

ex + 1
=

−2 (ex + 1)
ex + 1

= −2 = 2 (−1) ពិត

ដូចេនះ I (0,−1) ជាផ្ចិតឆ្លុះ។
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6 បងា្ហ ញថាសមកីារ f (x) = 0 មានឫសមយួេនចេនា្ល ះ 2.7 < α < 2.8

េយើងមាន f េកើនដាចខ់ាតេលើ (−∞,+∞) េនាះ f េកើនដាចខ់ាតេលើ (2.7,2.8) (1)

មយង៉េទៀត f (2.7) = 2.7 − 3 +
4

e2.7 + 1
= −0.04 < 0

f (2.8) = 2.8 − 3 +
4

e2.8 + 1
= 0.02 > 0

⇒ f (2.7)× f (2.8) < 0 (2)

តាម (1) & (2) េគបាន f (x) = 0 មានឫសែតមយួគតែ់ដល 2.7 < α < 2.8 ។

7 សង់ (d),(d′) និង (C f ) េនក្នុងត្រម�យែតមយួ
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ែផ្នកទី២ λ ជាចំនួនពិតែដល λ > α េបើ Aα(λ) ជាៃផ្ទ្រកឡាែដលកំណតេ់ដាយ្រកាប (C f ) , (d)

និងបនា្ទ ត់ x = α, x = λ

1 បងា្ហ ញថា 1
ex + 1

=
e−x

e−x + 1

េយើងមាន 1
ex + 1

=
e−x

e−x (ex + 1)
=

e−x

1 + e−x =
e−x

e−x + 1
ពិត

គណនា Aα(λ) ជាអនុគមនៃ៍ន α និង λ

េគបាន Aα (λ) =
∫ λ

α
[ f (x)− (x − 3)]dx

=
∫ λ

α

(
x − 3 +

4
ex + 1

− x + 3
)

dx

=
∫ λ

α

4
ex + 1

dx

= 4
∫ λ

α

1
e−x + 1

dx =4
∫ λ

α

e−x

e−x + 1
dx

= −4
∫ λ

α

1
e−x + 1

d
(
e−x + 1

)
=
[
−4ln

∣∣e−x + 1
∣∣]λ

α

= 4ln
(
e−α + 1

)
− 4ln

(
e−λ + 1

)
= 4ln

(
e−α + 1
e−λ + 1

)
ឯកតាៃផ្ទ្រកឡា ។

2 បងា្ហ ញថា lim
λ→+∞

Aα (λ) = 4ln
(

4
α + 1

)

េយើងបាន lim
λ→+∞

Aα (λ) = lim
λ→+∞

4ln
(

e−α + 1
e−λ + 1

)
= 4ln

(
e−α + 1

)
= 4ln

(
1
eα

+ 1
)

= 4ln(
1 + eα

eα
)

មយង៉េទៀត α ជាឫសៃន f (x) = 0 េនាះេគបាន៖

α − 3 +
4

eα + 1
= 0 ឬ 4

eα + 1
= 3 − α

⇒ eα + 1 =
4

3 − α
េហើយ eα =

4
3 − α

− 1 =
4 − 3 + α

3 − α
=

1 + α

3 − α

េគបាន lim
λ→+∞

Aα (λ) = 4ln
(

1 + eα

eα

)
= 4ln


4

3 − α
1 + α

3 − α

 = 4ln
(

4
1 + α

)
ពិត ។
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្របធានទី ២១

ែផ្នកទី១ អនុគមន៍ g កំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល g (x) = ex − e + ln x ។

1 គណនា lim
x→0+

g (x) & lim
x→+∞

g (x) ។

2 បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ g (x) ជាអនុគមនេ៍កើនដាចខ់ាតេលើ (0,+∞) រចួសងត់ារាងអេថរភាព។

3 គណនា g (1) រចួបងា្ហ ញថា ∀x ∈ (0,1] : g (x) ≤ 0 និង ∀x ∈ [1,+∞) : g (x) ≥ 0 ។

ែផ្នកទី២ អនុគមន៍ f កំណតេ់លើ [0,+∞) ែដល f (x) = ex + x ln x − (1 + e) x − 1; x > 0

និង f (0) = 0 មាន្រកាប (C f
)ជាតំណាងេលើត្រម�យអរតូណេម

(
O,⃗ i, j⃗

)
។

1 ក. បងា្ហ ញថា lim
x→+∞

f (x) = +∞ ។

េដាយដឹងថា f (x) = x
(

ex

x
+ ln x − 1 − e − 1

x

)
ខ. បងា្ហ ញថា lim

x→+∞

f (x)
x

= +∞ រចួបក្រសាយតាមនយ័ធរណីមា្រត។

2 បងា្ហ ញថា f មានភាពជាប្់រតង់ xo = 0 ។

3 បងា្ហ ញថា lim
x→+∞

f (x)− f (0)
x

= −∞ ។

េដាយដឹងថា lim
x→0

ex − 1
x

= 1 រចួបក្រសាយតាមនយ័ធរណីមា្រត។

4 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ (0,+∞) : f ′ (x) = g (x) ។

ខ. សងត់ារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f (x) ។

5 ្រសាយបញ្ជ កថ់ា f (x) = 0 មានឫស α មយួែដល 1 < α < 2 (េដាយ f (2) = 0.34 ) ។

6 េនេលើត្រម�យ
(

O,⃗ i, j⃗
)
សងែ់ខ្សេកាង (C f

)
7 េគមានចំនួនពិត λ ស្ថិតេលើ (0,1) និង A (λ) ជាៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកែដលកំណតេ់ដាយ

ែខ្សេកាង (C f
) អក័្សអាបសីុ់ស និងបនា្ទ ត់ x = 1, x = λ ។

ក. េដាយេ្របើអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក បងា្ហ ញថា
∫ 1

λ
x ln xdx =

1
4

λ2 − 1
2

λ2 lnλ− 1
4
។
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ខ. បងា្ហ ញថា A (λ) =
7
4
− 1

2
e − 1

4
λ2 (3 + 2e)− λ +

1
2

λ2 lnλ + eλ ។

គ. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា lim
λ→0+

A (λ) =
11 − 2e

4
។

ដំេណាះ្រសាយ

ែផ្នកទី១ អនុគមន៍ g កំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល g (x) = ex − e + ln x

1 គណនា lim
x→0+

g (x) & lim
x→+∞

g (x)

• lim
x→0+

g (x) = lim
x→0+

(ex − e + ln x) = −∞ (េ្រពាះ lim
x→0+

ln x = −∞)

• lim
x→+∞

g (x) = lim
x→+∞

(ex − e + ln x) = lim
x→+∞

ex
(

1 − e
ex +

ln x
ex

)
= +∞

(េ្រពាះេពល x → +∞ េនាះ ex → +∞,
ln x
ex → 0)

2 បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ g (x) ជាអនុគមនេ៍កើនដាចខ់ាតេលើ (0,+∞) និងសងត់ារាងអេថរភាព

េយើងមាន g (x) = ex − e + ln x ⇒ g′ (x) = ex +
1
x
> 0 ; ∀x ∈ (0,+∞)

នាឱំ្យ g (x) ជាអនុគមនេ៍កើនដាចខ់ាតេលើ (0,+∞)។

តារាងអេថរភាព g(x)

x

g′(x)

g(x)

0 +∞

+

−∞

+∞+∞
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3 គណនា g (1) រចួបងា្ហ ញថា ∀x ∈ (0,1] : g (x) ≤ 0 និង ∀x ∈ [1,+∞) : g (x) ≥ 0

េយើងបាន g (1) = e1 − e + ln1 = 0

x

g′(x)

g(x)

0 +∞

+ +

−∞

+∞+∞

1

0

េយើងបាន g (x) ≤ 0 ; ∀x ∈ (0,1]

g (x) ≥ 0 ; ∀x ∈ [1,+∞)

ែផ្នកទី២ អនុគមន៍ f កំណតេ់លើ [0,+∞) ែដល f (x) = ex + x ln x − (1 + e) x − 1; x > 0 និង

f (0) = 0 មាន្រកាប (C f
)

1 ក. បងា្ហ ញថា lim
x→+∞

f (x) = +∞ (េដាយដឹងថា f (x) = x
(

ex

x
+ ln x − 1 − e − 1

x

)
)

េយើងមាន f (x) = x
(

ex

x
+ ln x − 1 − e − 1

x

)
⇒ lim

x→+∞
f (x) = lim

x→+∞

[
x
(

ex

x
+ ln x − 1 − e − 1

x

)]
= +∞

ខ. បងា្ហ ញថា lim
x→+∞

f (x)
x

= +∞ រចួបក្រសាយតាមនយ័ធរណីមា្រត

េដាយ f (x) = x
(

ex

x
+ ln x − 1 − e − 1

x

)
⇒ f (x)

x
=

ex

x
+ ln x − 1 − e − 1

x

េយើងបាន lim
x→+∞

f (x)
x

= lim
x→+∞

(
ex

x
+ ln x − 1 − e − 1

x

)
= +∞

េនាះេគថាែខ្សេកាងមានែមកអនន្តជាែមកប៉ារ៉ាបូលទិសអាសីុមតូតអក័្ស (Oy)

2 បងា្ហ ញថា f មានភាពជាប្់រតង់ xo = 0

េយើងមាន f (x) = ex + x ln x − (1 + e) x − 1; x > 0 និង f (0) = 0

េយើងមាន f (0) = 0 (1)
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lim
x→0

f (x) = lim
x→0

[ex + x ln x − (1 + e) x − 1] = 0 (2)

តាម (1) & (2)⇒ lim
x→0

f (x) = f (0) = 0 េនាះ f (x) ជាប្់រតង់ x0 = 0 ពិត

3 បងា្ហ ញថា lim
x→+∞

f (x)− f (0)
x

= −∞ (េដាយដឹងថា lim
x→0

ex − 1
x

= 1 ) រចួបក្រសាយតាម

នយ័ធរណីមា្រត។

lim
x→0

f (x)− f (0)
x

= lim
x→0

f (x)− 0
x

= lim
x→0

f (x)
x

= lim
x→0

(
ex

x
+ ln x − 1 − e − 1

x

)
= lim

x→0

(
ex − 1

x
− 1 + ln x

)
= −∞

(េ្រពាះ lim
x→0

ex − 1
x

= 1, lim
x→0+

ln x = −∞)

មយង៉េទៀតេដាយ f ′ (0) = lim
x→0

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0

f (x)− f (0)
x

= −∞

បញ្ជ កថ់ា គា្ម នបនា្ទ តប់ះ៉ែខ្សេកាង្រតង់ x0 = 0 េទ។

4 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ (0,+∞) : f ′ (x) = g (x)

េយើងមាន f (x) = ex + x ln x − (1 + e) x − 1,∀x ∈ (0,+∞)

⇒ f ′ (x) = ex + ln x + 1 − (1 + e)

= ex + ln x + 1 − 1 − e = ex − e + ln x = g (x) ពិត

⇒ f ′ (x) = g (x) ; ∀x ∈ (0,+∞)

ខ. សងត់ារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f (x)

េដាយ f ′ (x) = g (x) េនាះ f ′ (x) មានសញញ ដូច g (x) ; ∀x ∈ (0,+∞)

g (x) ≤ 0 ; ∀x ∈ (0,1]⇒ f ′ (x) ≤ 0 ; ∀x ∈ (0,1]

g (x) ≥ 0 ; ∀x ∈ [1,+∞)⇒ f ′ (x) ≥ 0 ; ∀x ∈ [1,+∞)
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តារាងអេថរភាពអនុគមន៍ f
x

f ′(x)

f (x)

0 1 +∞

− 0 +

0

f (0) = −2f (0) = −2

+∞+∞

េដាយ f ′ (x) = 0 ្រតង់ x = 1 និងប្តូរសញញ ពី (−) េទ (+) េនាះេគថា f (x) មាន

តៃម្លអប្បបរមា េធៀប្រតង់ x = 1 គឺ f (1) = e1 + 1ln1 − (1 + e)− 1 = −2 ។

5 ្រសាយបញ្ជ កថ់ា f (x) = 0 មានឫស α មយួែដល 1 < α < 2 (េដាយ f (2) = 0.34 )

េដាយ f (1) = −2 < 0 និង f (2) = 0.34 > 0

⇒ f (1)× f (2) = −2 (0.34) = −0.68 < 0

⇒ f (x) = 0 មានឫស α មយួែដល 1 < α < 2

6 សងែ់ខ្សេកាង (C f
)
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7 េគមានចំនួនពិត λ ស្ថិតេលើ (0,1) និង A (λ) ជាៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លងក់ំណតេ់ដាយែខ្សេកាង (C f
)

អក័្សអាបសីុ់ស និងបនា្ទ ត់ x = 1, x = λ ។

ក. េដាយេ្របើអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក បងា្ហ ញថា
∫ 1

λ
x ln xdx =

1
4

λ2 − 1
2

λ2 lnλ − 1
4

េយើងមាន
∫

x ln xdx

តាមអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក
∫

udv = uv −
∫

vdu

តាង


u = ln x ⇒ du =

1
x

dx

dv = xdx ⇒ v =
1
2

x2

⇒
∫

x ln xdx =
1
2

x2 ln x −
∫ 1

2
x2 1

x
dx

=
1
2

x2 ln x − 1
2

∫
xdx =

1
2

x2 ln x − 1
4

x2 + C

⇒
∫ 1

λ
x ln xdx =

[
1
2

x2 ln x − 1
4

x2
]1

λ

=

(
−1

4

)
−
(

1
2

λ2 lnλ − 1
4

λ2
)

=
1
4

λ2 − 1
2

λ2 lnλ − 1
4

ដូចេនះ
∫ 1

λ
x ln xdx =

1
4

λ2 − 1
2

λ2 lnλ − 1
4
ពិត

ខ. បងា្ហ ញថា A (λ) =
7
4
− 1

2
e − 1

4
λ2 (3 + 2e)− λ +

1
2

λ2 lnλ + eλ

េយើងបាន A (λ) = −
∫ 1

λ
f (x)dx =

∫ λ

1
[ex + x ln x − (1 + e) x − 1]dx

=
∫ λ

1
ex +

∫ λ

1
x ln xdx −

∫ λ

1
(1 + e) xdx −

∫ λ

1
dx

= [ex]λ1 −
∫ 1

λ
x ln xdx − 1

2
(1 + e)

[
x2
]λ

1
− [x]λ1

=
(

eλ − e
)
−
(

1
4

λ2 − 1
2

λ2 lnλ − 1
4

)
− 1 + e

2

(
λ2 − 1

)
− (λ − 1)

= eλ − e − 1
4

λ2 +
1
2

λ2 lnλ +
1
4
− 1 + e

2
λ2 +

1
2
+

e
2
− λ + 1

=
7
4
− 1

2
e − 1

4
λ2 (3 + 2e)− λ +

1
2

λ2 lnλ + eλ ពិត ។

គ. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា lim
λ→0+

A (λ) =
11 − 2e

4

េយើងបាន lim
λ→0+

A (λ) = lim
λ→0+

(
7
4
− 1

2
e − 1

4
λ2 (3 + 2e)− λ +

1
2

λ2 lnλ + eλ

)
=

7
4
− 1

2
e + 1

=
7 − 2e + 4

4
=

11 − 2e
4

។
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្របធានទី ២២

ែផ្នកទី១ អនុគមន៍ g កំណតេ់លើ (−∞,−1) ∪ (0,+∞) ែដល g (x) = ln
(

x + 1
x

)
− 1

x + 1

1 គណនាេដរេីវទី១ និងសិក�សញញ របស់វាេលើចេនា្ល ះ (0,+∞) ។

2 គណនា lim
x→0+

g (x) និង lim
x→+∞

g (x) ។

3 សងត់ារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ g (x) និងសិក�សញញ របស់វាេនេលើចេនា្ល ះ (0,+∞) ។

4 សងែ់ខ្សេកាង (
Cg
) ៃនអនុគមន៍ g (x) េលើចេនា្ល ះ (0,+∞) ក្នុងត្រម�យ

(
O,⃗ i, j⃗

)
ែដល∥∥∥−→i ∥∥∥ = ∥∥∥−→j ∥∥∥ = 5cm ។

ែផ្នកទី២ អនុគមន៍ f កំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល f (x) = x ln
(

x + 1
x

)
។

1 គណនាេដរេីវទី១ៃនអនុគមន៍ f (x) ។ តាមែផ្នកទី១ សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ f (x) ។

2 បងា្ហ ញថា f = h ◦ k េដាយដឹងថា h និង k ជាអនុគមនពី៍រកំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល

h (x) =
ln (x + 1)

x
និង k (x) =

1
x
រចួទាញរក lim

x→0+
f (x) និង lim

x→+∞
f (x) ។

3 សងត់ារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f (x) ។

ែផ្នកទី៣ េបើ α ជាចំនួនពិតែដល α > 1 , A (α) ជាៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លងក់ំណតេ់ដាយែខ្សេកាង(
Cg
) អក័្សអាបសីុ់ស និងបនា្ទ ត់ x = 1, x = α ។ គណនា A (α) ជាអនុគមនៃ៍ន α ។

ដំេណាះ្រសាយ

ែផ្នកទី១ អនុគមន៍ g កំណតេ់លើ (−∞,−1) ∪ (0,+∞) ែដល g (x) = ln
(

x + 1
x

)
− 1

x + 1

1 គណនាេដរេីវទី១ និងសិក�សញញ របស់វាេលើចេនា្ល ះ (0,+∞)

េយើងមាន g (x) = ln
(

x + 1
x

)
− 1

x + 1
កំណតេ់លើ (0,+∞)

= ln (x + 1)− ln x − 1
x + 1

⇒ g′ (x) = [ln (x + 1)]
′
− (ln x)

′
−
(

1
x + 1

)′
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=
(x + 1)

′

(x + 1)
− 1

x
+

(x + 1)
′

(x + 1)2

=
1

x + 1
− 1

x
+

1

(x + 1)2

=
x (x + 1)− (x + 1)2 + x

x(x + 1)2

=
x2 + x −

(
x2 + 2x + 1

)
+ x

x(x + 1)2

=
x2 + x − x2 − 2x − 1 + x

x(x + 1)2

= − 1

x(x + 1)2 < 0 ; ∀x ∈ (0,+∞)

⇒ g′ (x) < 0 ; ∀x ∈ (0,+∞)

ដូចេនះ g′ (x) = − 1

x(x + 1)2 និង g′ (x) < 0 ; ∀x ∈ (0,+∞) ។

2 គណនា lim
x→0+

g (x) និង lim
x→+∞

g (x)

• lim
x→0+

g (x) = lim
x→0+

[
ln
(

x + 1
x

)
− 1

x + 1

]
= +∞ (េ្រពាះ lim

x→0+

(
x + 1

x

)
= +∞)

• lim
x→+∞

g (x) = lim
x→+∞

[
ln
(

x + 1
x

)
− 1

x + 1

]
= lim

x→+∞

[
ln
(

1 +
1
x

)
− 1

x + 1

]
= 0

3 សងត់ារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ g (x) និងសិក�សញញ របស់វាេនេលើចេនា្ល ះ (0,+∞)

x

g′(x)

g(x)

0 +∞

−

+∞

00

តាមតារាងសញញ g (x) > 0 ; ∀x ∈ (0,+∞)
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4 សងែ់ខ្សេកាង (Cg
) េលើចេនា្ល ះ (0,+∞)

ែផ្នកទី២ អនុគមន៍ f កំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល f (x) = x ln
(

x + 1
x

)
។

1 គណនាេដរេីវទី១ៃនអនុគមន៍ f (x) ។ តាមែផ្នកទី១ សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ f (x)

េយើងមាន f (x) = x ln
(

x + 1
x

)
= x [ln (x + 1)− ln x]

⇒ f ′ (x) = (x)
′
[ln (x + 1)− ln x] + [ln (x + 1)− ln x]

′
· x

= ln (x + 1)− ln x + x

(
(x + 1)

′

x + 1
− 1

x

)

= ln
(

x + 1
x

)
+ x

(
1

x + 1
− 1

x

)
= ln

(
x + 1

x

)
+ x

(
x − x − 1
x (x + 1)

)
= ln

(
x + 1

x

)
− 1

x + 1
= g (x) > 0 ; ∀x ∈ (0,+∞)
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2 បងា្ហ ញថា f = h ◦ k

េយើងមាន h និង k ជាអនុគមនពី៍រកំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល h (x) =
ln (x + 1)

x
និង k (x) =

1
x

េគបាន (h ◦ k) (x) = h [k (x)] =
ln [k (x) + 1]

k (x)

=

ln
(

1
x
+ 1
)

1
x

=

ln
(

x + 1
x

)
1
x

= x ln
(

x + 1
x

)
= f (x) ពិត

ទាញរក lim
x→0+

f (x) និង lim
x→+∞

f (x)

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

x ln
(

x + 1
x

)
តាង t =

1
x
⇒ x =

1
t

េបើ x → 0+ ⇒ t → +∞

េយើងបាន lim
t→+∞

1
t

ln

 1
t
+ 1

1
t

 = lim
t→+∞

ln (1 + t)
t

= 0

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x ln
(

x + 1
x

)
= lim

x→+∞

(
1 +

1
x

)x
= ln e = 1 (េ្រពាះ lim

x→+∞

(
1 +

1
x

)
= e)

េនាះេគថា បនា្ទ ត់ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C f
) ។

3 សងត់ារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f (x)

x

f ′(x)

f (x)

0 +∞

+

−∞

+∞+∞

ែផ្នកទី៣ គណនា A (α) ជាអនុគមនៃ៍ន α

A (α) ជាៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លងក់ំណតេ់ដាយែខ្សេកាង (Cg
) អក័្សអាបសីុ់ស និងបនា្ទ ត់ x = 1, x = α

A (α) =
∫ α

1
g (x)dx =

∫ α

1
f ′ (x)dx = [ f (x)]α1

=

[
x ln

(
x + 1

x

)]α

1
= α ln

(
α + 1

α

)
− 1 · ln (2) = α ln

(
α + 1

α

)
− ln2 ឯកតាៃផ្ទ្រកឡា ។
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្របធានទី ២៣

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណតេ់លើ (0,+∞) េដាយ f (x) =
1 + ln x

x
មាន្រកាប (C f

) េនេលើត្រម�យ

(O,⃗ i, j⃗)

1 ក. គណនា lim
x→0+

f (x) រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័្រកាប។

ខ. េដាយដឹងថា f (x) =
1
x
+

ln x
x

។ គណនា lim
x→+∞

f (x) រចួបក្រសាយលទ្ធផល

តាមអត្ថនយ័្រកាប។

2 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ (0,+∞) េនាះេយើងបាន f ′(x) = − ln x
x2 រចួគណនា f ′(1) ។

ខ. សងត់ារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f (x) ។

គ. ្រសាយបញ្ជ កថ់ាសមកីារ f (x) = 0 មានឫស α េលើចេនា្ល ះ (0,1] ។

ឃ. សងែ់ខ្សេកាង (C f )

3 េបើ h ជាអនុគមនក៍ំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល h (x) = (ln x)2

ក. គណនា h′(x)

ខ. ទាញរក្រពីមទីីវ F ៃន f េលើ (0,+∞) ។

គ. សងត់ារាងអេថរភាពៃន F ។

ដំេណាះ្រសាយ

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណតេ់លើ (0,+∞) េដាយ f (x) =
1 + ln x

x
មាន្រកាប (C f

)
1 ក. គណនា lim

x→0+
f (x) រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័្រកាប។

េយើងមាន f (x) =
1 + ln x

x

េយើងបាន lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

1 + ln x
x

= lim
x→0+

(1 + ln x) · 1
x
= −∞

េដាយ lim
x→0+

f (x) = −∞ េនាះេគថាបនា្ទ ត់ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរៃនែខ្សេកាង (C f
) ។
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ខ. េដាយដឹងថា f (x) =
1
x
+

ln x
x

។គណនា lim
x→+∞

f (x) រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័

្រកាប។

េយើងមាន f (x) =
1
x
+

ln x
x

េយើងបាន lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
1
x
+

ln x
x

)
= 0

(េ្រពាះ lim
x→+∞

1
x
= 0, lim

x→+∞

ln x
x

= 0)

េដាយ lim
x→+∞

f (x) = 0 េនាះេគថាបនា្ទ ត់ y = 0 ជាអាសីុមតូតេដកៃនែខ្សេកាង (C f
) ។

2 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ (0,+∞) : f ′(x) = − ln x
x2 ‘

េយើងមាន f (x) =
1
x
+

ln x
x

; ∀x ∈ (0,+∞)

េយើងបាន f ′ (x) =
(

1
x

)′

+

(
ln x

x

)′

f ′ (x) = − 1
x2 +

(ln x)
′
x − (x)

′
ln x

x2

= − 1
x2 +

1
x
· x − ln x

x2 = − 1
x2 +

1 − ln x
x2

=
−1 + 1 − ln x

x2 =
− ln x

x2

ដូចេនះ f ′ (x) = − ln x
x2 ពិត ។

គណនា f ′(1) ។

f ′ (1) = − ln1
12 = 0

ដូចេនះ f ′ (1) = 0 ។

ខ. សងត់ារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f (x)

េយើងមាន f ′ (x) = − ln x
x2

េដាយ ∀x ∈ (0,+∞) ; x2 > 0 ជានិច្ចសញញ របស់ f ′ (x) យកដូច − ln x ។

េបើ x = 1 ⇒− ln x = 0 ⇒ f ′ (x) = 0

x < 1 ⇒− ln x > 0 ⇒ f ′ (x) > 0

x > 1 ⇒− ln x < 0 ⇒ f ′ (x) < 0
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តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f (x)

x

f ′(x)

f (x)

0 1 +∞

+ 0 −

−∞

f (1) = 1f (1) = 1

00

តាមតារាងសញញ f ′ (x) ្រតង់ x = 1 េយើងេឃើញថា f ′ (x) = 0 េហើយប្តូរសញញ ពី (+)េទ

(−) េនាះេគថាអនុគមន៍ f (x) មានចំណុចអតិបរមា្រតងចំ់ណុចែដលមានកូអរេដាេន

(1, f (1)) = (1,1) (េ្រពាះ f (1) =
1 + ln1

1
= 1 )។

គ. ្រសាយបញ្ជ កថ់ាសមកីារ f (x) = 0 មានឫស α េលើចេនា្ល ះ (0,1]

េយើង្រត�វ្រសាយថា

១. f (x) ជាអនុគមនេ៍កើនឬចុះេនចេនា្ល ះ (0,1]

២. lim
x→0+

f (x)× f (1) < 0

េនចេនា្ល ះ (0,1] : f (x) ជាអនុគមនេ៍កើន (1)

មយង៉េទៀត lim
x→0+

f (x) = −∞ < 0

f (1) = 1 > 0

នាឱំ្យ lim
x→0+

f (x)× f (1) < 0 (2)

តាម (1) & (2) េនាះសមកីារ f (x) = 0 មានឫស α េនចេនា្ល ះ (0,1] ។
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ឃ. សងែ់ខ្សេកាង (C f )

3 េបើ h ជាអនុគមនក៍ំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល h (x) = (ln x)2

ក. គណនា h′(x)

េយើងមាន h (x) = (ln x)2

េយើងបាន h′ (x) = 2(ln x)
′
(ln x) = 2 · 1

x
· ln x =

2ln x
x

ខ. ទាញរក្រពីមទីីវ F ៃន f េលើ (0,+∞)

េយើងមាន f (x) =
1 + ln x

dx
; ∀x ∈ (0,+∞)

េយើងបាន F (x) =
∫

f (x)dx

F (x) =
∫ 1 + ln x

x
dx =

∫ (1
x
+

ln x
x

)
dx

=
∫ 1

x
dx +

∫ ln x
x

dx = ln |x|+
∫
(ln x) · (ln x)

′

dx

= ln |x|+ (ln x)2

2
+ C,C េថរ ។
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គ. សងត់ារាងអេថរភាពៃន F ។

លីមតីចុងែដនកំណត់

lim
x→0+

F (x) = lim
x→0+

(
ln |x|+ (ln x)2

2
+ C

)

= lim
x→0+

(
ln x +

(ln x)2

2
+ C

)
(េ្រពាះ x → 0+ ⇒ x > 0 ⇒ |x| = x)

= lim
x→0+

(ln x)2

(
1

ln x
+ 2 +

C

(ln x)2

)
= +∞

(េ្រពាះ lim
x→0+

(ln x)2 = +∞, lim
x→0+

1
ln x

= 0, lim
x→0+

C

(ln x)2 = 0)

lim
x→+∞

F (x)= lim
x→+∞

(
ln |x|+ (ln x)2

2
+ C

)
= +∞

(េ្រពាះ lim
x→+∞

ln x = +∞, lim
x→+

(ln x)2

2
= +∞)

េដរេីវទី១

េដាយ F (x) ជា្រពីមទីីវៃន f (x) េនាះ F′ (x) = f (x) េនាះសញញ របស់ F′ (x) ដូច f (x)

តារាងអេថរភាពៃន f (x)

x

f ′(x)

f (x)

0 1 +∞

+ 0 −

−∞

f (1) = 1f (1) = 1

00

α

0

f (x) < 0 ; ∀x ∈ (0,α)⇒ F′ (x) < 0 ; ∀x ∈ (0,α)

f (x) = 0 ⇒ x = α

f (x) > 0 ; ∀x ∈ (α,+∞)⇒ F′ (x) > 0 ; ∀x ∈ (α,+∞)

តារាងអេថរភាពៃន F (x)

x

F′(x)

F(x)

0 α +∞

− 0 +

+∞
f (α)f (α)

+∞+∞
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្របធានទី ២៤

េគឱ្យអនុគមន៍ g កំណតេ់លើ R ែដល g (x) = (1 − x) e−x + 1

1 ក. សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ g ។

ខ. ទាញបញ្ជ កថ់ា g(x) > 0 ។

2 េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណតេ់លើ  R ែដល f (x) = xe−x + x និងមាន្រកាប (C f ) ជា្រកាប

តំណាងេលើត្រម�យ (O,⃗ i, j⃗)

ក. បងា្ហ ញថា f ′(x) = g(x) ។

ខ. សងត់ារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។

គ. បងា្ហ ញថា D : y = x ជាអាសីុមតូតមយួៃន្រកាប (C f ) ខាងែផ្នក +∞ ។

ឃ. សិក�ទីតាងំេធៀបរវាង្រកាប (C f ) និង D ។

3 សង្់រកាប (C f )

4 ក. េដាយេ្របើអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក គណនា
∫ α

0
xe−xdx ែដល α > 0

ខ. បងា្ហ ញថា A(α) = I ជាៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លងក់ំណតេ់ដាយ  (C f ) បនា្ទ ត់ (D) និង

បនា្ទ ត់ x = 0 , x = α

គ. កំណត់ lim
α→+∞

A (α)

ដំេណាះ្រសាយ

េគឱ្យអនុគមន៍ g កំណតេ់លើ R ែដល g (x) = (1 − x) e−x + 1

1 ក. សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ g

lim
x→−∞

g (x) = lim
x→−∞

[
(1 − x) e−x + 1

]
= +∞

lim
x→+∞

g (x) = lim
x→+∞

[
(1 − x) e−x + 1

]
= lim

x→+∞

(
1 − x

ex + 1
)
= 1
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g′ (x) =
[
(1 − x) e−x + 1

]′
= (1 − x)

′
e−x +

(
e−x)′ (1 − x)

= −e−x − e−x (1 − x) = e−x (−1 − 1 + x) = e−x (x − 2)

េដាយ e−x > 0 ; ∀x ∈ R េនាះ g′ (x) មានសញញ ដូច x − 2 ។

េបើ x − 2 = 0 ⇒ x = 2

តារាងអេថរភាពៃន g (x)

x

g′(x)

g(x)

−∞ 2 +∞

− 0 +

−∞−∞

g(2) =
e2 − 1

e2g(2) =
e2 − 1

e2

+∞+∞

តាមតារាង g′ (2) = 0 េហើយវាប្តូរសញញ ពី (−) េទ (+) ្រតង់ x = 2 េនាះអនុគមន៍ g (x)

មានតៃម្ល អប្បបរមា្រតង់ x = 2 គឺ g (2) = (1 − 2) e−2 + 1 = e−2 + 1 = 1 − 1
e2

=
e2 − 1

e2 > 0 ។

ខ. ទាញបញ្ជ កថ់ា g(x) > 0

េដាយ g (x) មានតៃម្លអប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = 2

⇒ ∀x ∈ R : g (x) ≥ g (2) =
e2 − 1

e2 > 0

⇒ g (x) > 0 ពិត ។

2 េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណតេ់លើ  R ែដល f (x) = xe−x + x និងមាន្រកាប (C f ) ជា្រកាបតំណាងេលើ

ត្រម�យ (O,⃗ i, j⃗)

ក. បងា្ហ ញថា f ′(x) = g(x)

េយើងមាន f (x) = xe−x + x

⇒ f ′ (x) =
(
xe−x + x

)′
= (x)

′
e−x +

(
e−x)′x + (x)

′

= e−x − xe−x + 1 = (1 − x) e−x + 1 = g (x) ពិត
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ខ. សងត់ារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។

• lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
xe−x + x

)
= lim

x→−∞
x
(
e−x + 1

)
= −∞

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
xe−x + x

)
= lim

x→+∞

( x
ex + x

)
= +∞

េដាយ f ′ (x) = g (x) > 0 ; ∀x ∈ R េនាះេគបានតារាងអេថរភាព

x

f ′(x)

f (x)

−∞ +∞

+

−∞−∞

+∞+∞

គ. បងា្ហ ញថា D : y = x ជាអាសីុមតូតមយួៃន្រកាប (C f ) ខាងែផ្នក +∞

េដាយ lim
x→+∞

[ f (x)− y] = lim
x→+∞

(
xe−x + x − x

)
= lim

x→+∞

x
ex = 0

េនាះេគថា (D) : y = x ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ ។

ឃ. សិក�ទីតាងំេធៀបរវាង្រកាប (C f ) និង (D)

តាង f (x)− y = xe−x + x − x = xe−x

េដាយ e−x > 0 ; ∀x ∈ R េនាះ f (x)− y មានសញញ ដូច x ។

x

f (x) − y

−∞ 0 +∞

− 0 +

x ∈ (−∞,0) ្រកាប (C f
) េនេ្រកាមបនា្ទ ត់ (D)

x = 0 ្រកាប (C f
)កាតប់នា្ទ ត់ (D)

x ∈ (0,+∞) ្រកាប (C f
) េនេលើបនា្ទ ត់ (D)
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3 សង្់រកាប (C f )

4 ក. េដាយេ្របើអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក គណនា
∫ α

0
xe−xdx ែដល α > 0

តាង I =
∫ α

0
xe−xdx

តាង


u = x ⇒ du = dx

dv = e−xdx ⇒ v = −ex

⇒ I =
[
−xe−x]α

0 +
∫ α

0
e−xdx =

[
−xe−x]α

0 −
[
e−x]α

0

=
(
−αe−α + 0

)
−
(
e−α − 1

)
= −αe−α − e−α + 1

= 1 − 1 + α

eα
=

eα − 1 − α

eα

ដូចេនះ I =
eα − 1 − α

eα
។
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ខ. បងា្ហ ញថា A(α) = I ជាៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លងក់ំណតេ់ដាយ  (C f ) បនា្ទ ត់ (D)

និងបនា្ទ ត់ x = 0 , x = α

តាមរបូមន្ត A (α) =
∫ α

0
[ f (x)− y]dx =

∫ α

0

(
xe−x + x − x

)
dx

=
∫ α

0
xe−xdx = I =

eα − 1 − α

eα

គ. កំណត់ lim
α→+∞

A (α)

េគបាន lim
α→+∞

A (α) = lim
α→+∞

(
eα − 1 − α

eα

)
= lim

α→+∞

(
1 − 1 + α

eα

)
= 1
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្របធានទី ២៥

ែផ្នកទី១

1 េគឱ្យអនុគមន៍ g កំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល g(x) = x − 1 − ln x

ក. គណនា g′(x);∀x ∈ (0,+∞) ។

ខ. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ (0,+∞); g (x) ≥ 0 ។

2 អនុគមន៍ f កំណតេ់លើ [0,+∞) ែដល


f (x) = x2 − x ln x ; x > 0

f (0) = 0
មាន្រកាបតំណាង

(C f ) េលើត្រម�យ (O,⃗ i, j⃗) ។

ក. បងា្ហ ញថា f (x) មានភាពជាប្់រតង់ 0 ។

ខ. សិក�ភាពមានេដរេីវៃនអនុគមន៍ f (x) ្រតង់ 0 រចួបក្រសាយតាមនយ័ធរណីមា្រត។

3 បងា្ហ ញថា lim
x→+∞

f (x) = +∞ និង lim
x→+∞

f (x)
x

រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័

្រកាប។

4 ក. បងា្ហ ញថា ∀x > 0; f ′(x) = x + g(x) ។

ខ. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា f ជាអនុគមនេ៍កើនជានិច្ចេលើ [0,+∞) ។

គ. សងត់ារាងអេថរភាពៃន f (x) ។

5 ក. បងា្ហ ញថា (∆) : y = x ជាសមកីារៃនបនា្ទ តប់ះ៉ (C f ) ្រតងច់ំណុចែដលមានអាបសីុ់ស

េស្មើ 1 ។

ខ. បងា្ហ ញថា ∀x > 0, f (x)− x = xg(x) ។ សិក�ទីតាងំេធៀបរវាង (C f ) និងបនា្ទ ត់ (∆)

គ. សង្់រកាប (C f ) ។
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ែផ្នកទី២

1 ្រសាយបញ្ជ កថ់ា ∀x > 0,
∫ x

1
t ln tdt =

1
2

ln x2 − 1
4

x2 +
1
4
។

2 ចំេពាះ n ≥ 2 ,តាង An ជា្រកឡាៃផ្ទៃនែផ្នកប្លងក់ំណតេ់ដាយ្រកាប (C f ) អក័្សអាបសីុ់ស និង

បនា្ទ ត់ x =
1
n

, x = 1,y = 0 ។

ក. បងា្ហ ញថា An =
7

12
− ln(n)

2n2 − 1
4n2 − 1

3n3 ។

ខ. គណនា lim
n→+∞

An ។

ដំេណាះ្រសាយ

ែផ្នកទី១

1 េគឱ្យអនុគមន៍ g កំណតេ់លើ (0,+∞) ែដល g(x) = x − 1 − ln x

ក. គណនា g′(x);∀x ∈ (0,+∞)

េគបាន g′ (x) = (x − 1 − ln x)
′
= 1 − 1

x
=

x − 1
x

ខ. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ (0,+∞); g (x) ≥ 0

េយើងមាន g′ (x) =
x − 1

x
េដាយ x > 0 េនាះ g′ (x) មានសញញ ដូច x − 1

េបើ x − 1 = 0 ⇒ x = 1

• lim
x→0+

g (x) = lim
x→0+

(x − 1 − ln x) = +∞

• lim
x→+∞

g (x) = lim
x→+∞

(x − 1 − ln x) = lim
x→+∞

x
(

1 − 1
x
− ln x

x

)
= +∞

តារាងអេថរភាពៃន g (x)

x

g′(x)

g(x)

0 1 +∞

− 0 +

+∞

g(1) = 1 − 1 − ln1 = 0g(1) = 1 − 1 − ln1 = 0

+∞+∞
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តាមតារាងសញញ g′ (1) = 0 េហើយ g′ (x) ប្តូរសញញ ពី (−) េទ (+) ្រតង់ x = 1 េនាះេគថា

អនុគមន៍ g (x) មានតៃម្លអប្បបរមា្រតង់ x = 1 គឺ g (1) = 0 (េ្រពាះ g (1) = 1 − 1 − ln1 = 0) ។

េគបាន ∀x ∈ (0,+∞) : g (x) ≥ g (0) = 0

⇒ g (x) ≥ 0 ពិត

2 អនុគមន៍ f កំណតេ់លើ [0,+∞) ែដល


f (x) = x2 − x ln x ; x > 0

f (0) = 0
មាន្រកាបតំណាង (C f )

ក. បងា្ហ ញថា f (x) មានភាពជាប្់រតង់ 0

េយើងមាន f (0) = 1 (1)

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(
x2 − x ln x

)
= 0 (2)

⇒ lim
x→0+

f (x) = f (0) = 0 (3)

េនាះ f (x) ជាប្់រតង់ x = 0 ។

ខ. សិក�ភាពមានេដរេីវៃនអនុគមន៍ f (x) ្រតង់ 0 រចួបក្រសាយតាមនយ័ធរណីមា្រត។

f
′
+ (0) = lim

x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0+

x2 − x ln x
x

= lim
x→0+

(x − ln x) = +∞ មនិកំណត់

េនាះេគថា f គា្ម នេដរេីវខាងសា្ត ំ x = 0 េហើយគា្ម នបនា្ទ តប់ះ៉្រតង់ x = 0 េទ។

3 បងា្ហ ញថា lim
x→+∞

f (x) = +∞ និង lim
x→+∞

f (x)
x

រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័្រកាប

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
x2 − x ln x

)
= lim

x→+∞
x2
(

1 − ln x
x

)
= +∞

េនាះ (C f
)គា្ម នអាសីុមតូតេទ ។

• lim
x→+∞

f (x)
x

= lim
x→+∞

(
x2 − x ln x

x

)
= lim

x→+∞
(x − ln x)

= lim
x→+∞

x
(

1 − ln x
x

)
= +∞

េនាះេគថាែខ្សេកាង (C f
)មានែមកអនន្តជាែមកប៉ារ៉ាបូលមានទិសអាសីុមតូតអក័្ស

(−→
Oy
)
។
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4 ក. បងា្ហ ញថា ∀x > 0; f ′(x) = x + g(x)

េយើងមាន f (x) = x2 − x ln x

េយើងបាន f ′ (x) =
(

x2 − x ln x
)′

= 2x − (ln x + 1)

= 2x − ln x − 1

= x + x − ln x − 1

= x + g (x)

ខ. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា f ជាអនុគមនេ៍កើនជានិច្ចេលើ [0,+∞) ។

េយើងមាន f ′ (x) = x + g (x)

∀x ∈ [0,+∞)

េគបាន


x ≥ 0

g (x) ≥ 0
⇒ f ′ (x) = x + g (x) ≥ 0

នាឱំ្យ f ជាអនុគមនេ៍កើនជានិច្ចេលើ [0,+∞) ។

គ. សងត់ារាងអេថរភាពៃន f (x)

x

f ′(x)

f (x)

0 +∞

+

00

+∞+∞

5 ក. បងា្ហ ញថា (∆) : y = x ជាសមកីារៃនបនា្ទ តប់ះ៉ (C f ) ្រតងច់ំណុចែដលមានអាបសីុ់សេស្មើ 1

តាមរបូមន្ត (∆) : y = f ′ (x0) (x − x0) + y0

េដាយ f ′ (x) = 2x − ln x − 1 ⇒ f ′ (1) = 2 − ln1 − 1 = 1

y0 = f (x0) = f (1) = 12 − 1 · ln1 = 1

⇒ (∆) : y = 1 (x − 1) + 1 = x − 1 + 1 = x ពិត
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ខ. បងា្ហ ញថា ∀x > 0, f (x)− x = xg(x)

េគបាន f (x)− x = x2 − x ln x − x = x (x − ln x − 1) = xg (x) ពិត

សិក�ទីតាងំេធៀបរវាង (C f ) និងបនា្ទ ត់ (∆)

េយើងមាន f (x)− x = xg (x) ≥ 0

េ្រពាះ x > 0 និង g (x) ≥ 0 េលើ (0,+∞)

⇒
(
C f
) េនេលើ (∆) េហើយ

(
C f
) បះ៉ (∆) ្រតង់ x = 1 ។

គ. សង្់រកាប (C f )
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ែផ្នកទី២

1 ្រសាយបញ្ជ កថ់ា ∀x > 0,
∫ x

1
t ln tdt =

1
2

ln x2 − 1
4

x2 +
1
4
។

តាង I =
∫ x

1
t ln tdt

តាង


u = ln t ⇒ du =

1
t

dt

dv = tdt ⇒ v =
1
2

t2

⇒ I =

[
1
2

t2 ln t
]x

1
− 1

2

∫ x

1
tdt

=

(
1
2

x2 ln x − 1
2

ln1
)
− 1

4

[
t2
]x

1

=
1
2

x2 ln x − 1
4

(
x2 − 1

)
=

1
2

x2 ln x − 1
4

x2 +
1
4
ពិត

ដូចេនះ I =
1
2

x2 ln x − 1
4

x2 +
1
4

2 ចំេពាះ n ≥ 2 ,តាង An ជា្រកឡាៃផ្ទៃនែផ្នកប្លងក់ំណតេ់ដាយ្រកាប (C f ) អក័្សអាបសីុ់ស និងបនា្ទ ត់

x =
1
n

, x = 1,y = 0

ក. បងា្ហ ញថា An =
7

12
− ln(n)

2n2 − 1
4n2 − 1

3n3

េគបាន An =
∫ 1

1
n

f (x)dx =
∫ 1

1
n

(
x2 − x ln x

)
dx

=
∫ 1

1
n

x2dx −
∫ 1

1
n

x ln xdx

=

[
1
3

x3
]1

1
n

+
∫ 1

n

1
x ln xdx

=

(
1
3
− 1

3n3

)
+ I

(
1
n

)
=

(
1
3
− 1

3n3

)
+

[
1

2n2 ln
(

1
n

)
− 1

4n2 +
1
4

]
=

1
3
− 1

3n3 − lnn
2n2 − 1

4n2 +
1
4

=
7
12

− lnn
2n2 − 1

4n2 − 1
3n3 ពិត

ដូចេនះ An =
7

12
− lnn

2n2 − 1
4n2 − 1

3n3 ពិត ។
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ខ. គណនា lim
n→+∞

An

េគបាន lim
n→+∞

An = lim
n→+∞

(
7

12
− lnn

2n2 − 1
4n2 − 1

3n3

)
=

(
7

12
− 0 − 0 − 0

)
=

7
12

ដូចេនះ lim
n→+∞

An =
7

12
។
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ែផ្នកទី 3
លហំាត់អនុវត្តន៍

អនុគមន៍ f ជាអនុគមនក៍ំណតេ់លើ R ែដល f (x) = 1 − 1
2

x − 2
ex + 1

1 ក. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា ∀x ∈ R ; 1
e−x + 1

= 1 − 1
ex + 1

។

ខ. បងា្ហ ញថា f ជាអនុគមនេ៍សស ។

2 គណនា lim
x→+∞

f (x)

3 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ R ; f ′(x) = −1
2
(

ex − 1
ex + 1

)2 ។

ខ. សងត់ារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។

គ. ទាញបញ្ជ កថ់ា ∀x ∈ [0,+∞) ; 1 − 2
ex + 1

≤ 1
2

x ។

4 ្រសាយបញ្ជ កថ់ា lim
x→+∞

[
f (x)−

(
1 − 1

2
x
)]

= 0 រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័្រកាប។

5 សង្់រកាប (C f ) េលើត្រម�យ (O,⃗ i, j⃗) ។

6 ក. េដាយដឹងថា 1
ex + 1

=
e−x

e−x + 1
្រសាយបញ្ជ កថ់ា

∫ 0

−1

1
ex + 1

dx = ln
e + 1

2
។

ខ. គណនាៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយែខ្សេកាង (C f ) , អក័្សអាបសីុ់សនិងបនា្ទ តពី់រេទៀតែដលមាន

សមកីារ x = −1 និង x = 0 ។

លហំាត់ទី១
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ែផ្នកទី១ េគឱ្យអនុគមនក៍ំណតេ់លើ [0,+∞) ែដល g (x) = (x − 1) ex + (x + 1)

1 គណនា g′ (x)ចំេពាះ ∀x ∈ [0,+∞) រចួទាញបញ្ជ កថ់ាអនុគមន៍ g េកើនដាចខ់ាតេលើ [0,+∞)។

2 បងា្ហ ញថា ∀x ∈ [0,+∞) : g (x) ≥ 0(េដាយដឹងថា g (0) = 0)។

ែផ្នកទី២ េគឱ្យអនុគមន៍ f ជាអនុគមនក៍ំណតេ់លើ R∗ ែដល f (x) =
xex

(ex − 1)2 និងមាន្រកាប(
C f
)ជា្រកាបតំណាងេលើត្រម�យអរតូណេម

(
O,

−→
i ,

−→
j
)
។

1 បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ f គឺជាអនុគមនេ៍សស។

2 ក. គណនា lim
x→0+

f (x) រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័្រកាប។

ខ. បងា្ហ ញថា lim
x→+∞

f (x) = 0 រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័្រកាប។

(េដាយដឹងថា ∀x ∈ R∗; f (x) =
x

ex(1 − e−x)2 )

3 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ (0,+∞) ; f ′ (x) =
e−x

(ex − 1)3 · g (x)។

ខ. គូសតារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។

4 សង្់រកាប (C f
)

លហំាត់ទី២

ែផ្នកទី១ េគឱ្យអនុគមន៍ g កំណតេ់លើ R ែដល g (x) = e−x + x − 1

1 គណនា g′ (x) ; ∀x ∈R រចួទាញបញ្ជ កថ់ា g ជាអនុគមនេ៍កើនេលើ [0,+∞) និងជាអនុគមន៍

ចុះេលើ (−∞,0]។

2 ទាញបញ្ជ កថ់ា ∀x ∈ R; g (x) ≥ 0 (េដាយដឹងថា g (0) = 0) ្រពមទាងំទាញបញ្ជ កថ់ា

∀x ∈ R; e−x + x ≥ 1

លហំាត់ទី៣
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ែផ្នកទី២ េគឱ្យអនុគមន៍ f ែដល f (x) =
x

x + e−x និងមាន្រកាប (C f
)ជា្រកាបតំណាងេលើត្រម�យ

អរតូណេម
(

O,
−→
i ,

−→
j
)
។

1 រកែដនកំណតៃ់នអនុគមន៍ f ។

2 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ R∗; f (x) =
1

1 +
1

xex

។

ខ. បងា្ហ ញថា lim
x→−∞

f (x) = 0, lim
x→+∞

f (x) = 1 រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័្រកាប។

3 ក. បងា្ហ ញថា x ∈ R; f ′ (x) =
(x + 1) e−x

(x + e−x)2 ។

ខ. សិក�សញញ ៃន f ′ (x) រចួសងត់ារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។

4 ក. រកសមកីារបនា្ទ ត់ (∆) បះ៉ែខ្សេកាង (C f
) ្រតងច់ំណុច O គល់ត្រម�យ។

ខ. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ R; x − f (x) =
xg (x)

g (x) + 1
រចួសិក�សញញ x − f (x) េលើ R។

គ. សិក�ទីតាងំេធៀបៃនែខ្សេកាង (C f
) និងបនា្ទ ត់ (∆)។

5 សងប់នា្ទ ត់ (∆) និងែខ្សេកាង (C f
) េលើ

(
O,

−→
i ,

−→
j
)
។ (េដាយដឹងថា 1

1 − e
≈ −0.6)

ែផ្នកទី១ អនុគមន៍ g ជាអនុគមនក៍ំណតេ់លើ R ែដល g (x) = e2x − 2x

1 គណនា g′ (x) ; ∀x ∈ R ្រពមទាងំ្រសាយបញ្ជ កថ់ា g ជាអនុគមនេ៍កើនេលើ [0,+∞) និងជា

អនុគមនចុ៍ះេលើ (−∞,0] ។

2 ្រសាយបញ្ជ កថ់ា ∀x ∈ R; g (x) > 0 (េដាយដឹងថា g (0) = 1)។

ែផ្នកទី២ េគឱ្យ f ជាអនុគមនក៍ំណតេ់ដាយ f (x) = ln
(

e2x − 2x
)
និង (C f

) ជា្រកាបតំណាង

េលើត្រម�យ
(

O,
−→
i ,

−→
j
)
។

1 ក. បងា្ហ ញថា lim
x→−∞

f (x) = +∞។
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ខ. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ R∗;
f (x)

x
=

(
ex

x
− 2
)
·

ln
(
e2x − 2x

)
e2x − 2x

។

គ. បញ្ជ កថ់ា lim
x→−∞

f (x)
x

= 0 (េដាយដឹងថា lim
t→+∞

ln t
t

= 0) ។

ឃ. ្រសាយបញ្ជ កថ់ាែខ្សេកាង (C f
)មានែមកអនន្តជាែមកប៉ារ៉ាបូល្រតងវ់រ័សីុណា −∞ ។

2 ក. ∀x > 0 បងា្ហ ញថា 1 − 2x
e2x > 0 និង 2x + ln

(
1 − 2x

e2x

)
= f (x) ។

ខ. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា lim
x→+∞

f (x) = +∞ ។

គ. បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (D) : y = 2x គឺជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C f
) ្រតងវ់រ័សីុណា +∞ ។

ឃ. ្រសាយបញ្ជ កថ់ា ∀x ∈ [0,+∞) ; f (x)− 2x ≤ 0 និង្រសាយបញ្ជ កថ់ា (
C f
)ស្ថិតេន

េ្រកាមបនា្ទ ត់ (D) េលើចេនា្ល ះ [0,+∞) ។

3 ក. បងា្ហ ញថា ∀x ∈ R; f ′ (x) =
2
(
e2x − 1

)
g (x)

។

ខ. សិក�សញញ ៃន f ′ (x) េលើ R និងសងត់ារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។

4 សងប់នា្ទ ត់ (D) និងែខ្សេកាង (C f ) េលើ (O,⃗ i, j⃗) ។ (េដាយដឹងថា (C f ) មានចំណុចរបតពី់រ)

េគឲ្យអនុគមន៍ f កំណតេ់លើ R េដាយ f (x) = 2(x − 1)2e−x ។ តាង (C f
) ជា្រកាបក្នុងត្រម�យ(

O,
−→
i ,

−→
j
)
។

1 គណនាលីមតី lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→−∞

f (x) រចួទាញបញ្ជ កថ់ា្រកាប (C f
)មានអាសីុម

តូតេដកមយួ ។

2 គណនាេដរេីវ f ′ (x) រចួគូសតារាងអេថរភាពៃន f ។

3 កំណតបី់ចំនួនពិត a , b , c េដាយដឹងថា F (x) =
(

a x2 + b x + c
)

e−x គឺជា្រពីមទីីវមយួៃន

f (x) េលើ R។
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4 ចូរសង្់រកាប (C f
) រចួគណនាៃផ្ទ្រកឡាៃនប្លងក់ំណតេ់ដាយ្រកាប (C f

) អក័្សអាបសីុ់សនិងបនា្ទ ត់

x = −2, x = 0។

អនុគមន៍ f កំណតច់ំេពាះ x > 0 េដាយ y = f (x) = 1 − 2ln x
x

េហើយមាន្រកាប (C f
) ។

1 រក lim
x→0+

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) ។ រកសមកីារអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប(
C f
)

2 គណនាេដរេីវ f ′ (x) េហើយសងត់ារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។

3 សង្់រកាប (C f ) េនក្នុងត្រម�យ 
(

O,
−→
i ,

−→
j
)
។ េគឲ្យ e = 2.7 ;

2
e
= 0.7 ។

4 គណនាៃផ្ទ្រកឡាែផ្នកប្លងក់ំណតេ់ដាយ្រកាប (C f ) អាសីុមតូតេដក បនា្ទ តឈ់រ x = 1 និង

x = e ។

លហំាត់ទី៦

ែផ្នកទី១ េគមានអនុគមន៍ g (x) = x2 − 1 + ln x កំណតេ់លើ I = (0, +∞) ។

1 គណនា g ′ (x) រចួសិក�សញញ ៃន g ′ (x) េលើចេនា្ល ះ I ។

2 គណនា g (1) រចួសងត់ារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ g (x) េលើ I( េដាយមនិបាចគ់ណនាលីមតី

្រតងចុ់ងែដនកំណត)់

3 បញ្ជ កស់ញញ ៃនអនុគមន៍ g (x) េលើចេនា្ល ះ (0, 1) និង (1, +∞) ។

ែផ្នកទី២ f ជាអនុគមនក៍ំណតេ់លើ I េដាយ y = f (x) = x + 1 − ln x
x

និងមាន្រកាប (C f
) ។

1 សិក�លីមតីៃនអនុគមន៍ f ្រតងចុ់ងែដនកំណត់ ។

2 បងា្ហ ញថា េដរេីវៃនអនុគមន៍ f េលើ I គឺ f ′ (x) =
g (x)

x2 ។

3 សងត់ារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f េដាយេ្របើលទ្ធផលែផ្នកទី១ ។
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4 បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (L) : y = x + 1 ជាសមកីារអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C f ) , (L) ្រកាប (C f
)

្រតង់ +∞ ។

5 រកកូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប (C f
) និង (L) រចួបញ្ជ កទី់តាងំេធៀបរវាង្រកាប (C f

)
និង (L) ។

6 គណនា f
(

1
2

)
, f (2) និង សង្់រកាប (C f

) ។
7 គណនាៃផ្ទ្រកឡាកំណតេ់ដាយ្រកាប (C f

)
, (L) និងអក័្សអាបសីុ់ស្រត�វនឹងចេនា្ល ះ 1 ≤ x ≤ 2

។ ( េគយក ln2 = 0.7)

េគមានអនុគមន៍ f (x) = 3e−x + 2x − 4 មាន្រកាបតំណាង (C f ) ។

1 គណនាលីមតី f ្រតង់ +∞ ។

2 េផ្ទ�ងផា្ទ តថ់ា f (x) = e−x (3 + 2xex − 4ex) រចួកំណតលី់មតី f ្រតង់ −∞ ។

3 បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (D) : y = 2x − 4 ជាអាសីុមតូតេ្រទត ៃន្រកាប (C f ) ្រតង់ +∞ ។

4 សិក�ទីតាងំែខ្សេកាង (C f ) េធៀបនិងបនា្ទ ត់ (D)

5 គណនា f ′(x) និងេដាះ្រសាយវសិមកីារ −3e−x + 2 ≥ 0 សងត់ារាងអេថរភាពៃន f ។

6 កំណតស់មកីារបនា្ទ តែ់ដលបះ៉និងែខ្សេកាង (C f ) ្រតងច់ំណុចមានអាបសីុ់ស 0។ រចួសង់ (C f ), (T)

និង (D) ។

លហំាត់ទី៨

េគមានអនុគមន៍ f (x) = 8
(

ex − e−2x
)
មាន្រកាបតំណាង (C f ) និងកំណតេ់លើ [0;+∞)

1 បងា្ហ ញថា្រគប់ x > 0 េគបាន f ′(x) = 8e−x (2e−x − 1
) ។

2 េដាះ្រសាយវសិមកីារ 2e−x − 1 < 0 េលើចេនា្ល ះ [0;+∞)
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3 ចូរកំណតស់មកីារបនា្ទ ត់ (T) បះ៉និងែខ្សេកាង (C f ) ្រតងច់ំណុចែដលមានអាបសីុ់ស x = ln2

4 គូសតារាងអេថរភាព f ។ សងែ់ខ្សេកាង (C f ) និង (T) ។

េគមានអនុគមន៍ f (x) = xe−x2 − 2x2e−x2 មាន្រកាបតំណាង (C f )

1 រកសំណំុែដនកំណតៃ់ន f ។

2 គណនាលីមតីចុងែដនកំណតរ់ចួបក្រសាយលទ្ធផលតាម្រកាប។

3 បងា្ហ ញថា f ′ (x) = e−x2 − 2x2e−x2 និងទាញរកទិសេដអេថរភាពៃន f ។

4 គណនា f
(

1√
2

)
និង f

(
− 1√

2

)
។ គូសតារាងអេថរភាពៃន f ។

5 េគតាង (∆)ជាបនា្ទ តែ់ដលមានសមកីារ y= x ។ សិក�ទីតាងំៃន (C f ) េធៀបនិងបនា្ទ ត់ (∆)។

6 សងែ់ខ្សេកាង (C f ) និង បនា្ទ ត់ (∆) ។

លហំាត់ទី១០

ែផ្នកទី១ េគមានអនុគមន៍ g (x) = x2 + 2 − 2ln x កំណតេ់លើ (0;+∞)

1 បងា្ហ ញថា g′ (x) =
2
(
x2 − 1

)
x

ែដលជាអនុគមន៍ g′ េដរេីវៃន g ។

2 សិក�សញញ g′ និងសងត់ារាងអេថរភាពៃន g (មនិបាចរ់កលីមតី g ្រតង់ (0;+∞))

3 ទាញរកសញញ ៃន g (x) េលើចេនា្ល ះ (0;+∞)

ែផ្នកទី២ អនុគមន៍ f (x) =
2ln x

x
+ x − 1 មាន្រកាបតំណាង (C f )

1 គណនា lim
x→0

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) រចួទាញរកសមកីារអាសីុមតូតៃន្រកាប (C f )

2 េផ្ទ�ងផា្ទ តថ់ាបនា្ទ ត់ (∆) មានសមកីារ y = x − 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C f )

លហំាត់ទី១១
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3 សិក�ទីតាងំេធៀបៃន្រកាប (C f ) និង (∆)។

4 គណនា f ′(x) និង បងា្ហ ញថា f ′ (x) =
g (x)

x2

5 ទាញពីែផ្នកទី១ នូវសញញ f ′ (x) និងគូសតារាេអេថរភាព f

6 កំណតស់មកីារបនា្ទ ត់ (T) ែដលបះ៉និង (C f ) ្រតងច់ំណុច ែដលមានអាបសីុ់ស 1។សង់ (C f ); (∆)

និង (T) េលើត្រម�យ (O,⃗ i, j⃗) ែតមយួ ។

ែផ្នកទី១ េគមានអនុគមន៍ f (x) = e−2x + 4e−x + 6x+ 1មានែខ្សេកាង (C f ) ក្នុងត្រម�យ
(

O,
−→
i ,

−→
j
)

1 គណនាលីមតី lim
x→+∞

f (x) និងបងា្ហ ញថា f (x) = e−x (e−x + 4 + 6xex + ex) ។ ទាញ

រក lim
x→−∞

f (x)

2 តាង h (x) = f (x)− (6x + 1) គណនា lim
x→+∞

h (x) ។ េតើេគអាចសន្និដា្ឋ នបានយ៉ាងដូច

េម្តច ?

3 កំណតស់ញញ ៃន h (x) និងទាញរកទីតាងំែខ្សេកាង (C f ) េធៀបនិងបនា្ទ ត់ D : y = 6x + 1

ែផ្នកទី២

1 បងា្ហ ញថា f ′ (x) = −2
(
e−x + 3

)(
e−x + 1

)
2 េដាះ្រសាយវសិមកីារ e−x − 1 ≥ 0 និងទាញរកសញញ f ′ (x)

3 គូសតារាងអេថរភាពៃន f (x)

4 សង់ (C f ) និង (D) ក្នុងត្រម�យែតមយួ
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េគមានអនុគមន៍ f (x) = 1 +
1
2

x2 − 4ln x មានែខ្សេកាងតំណាង (C f ) ។

1 រកែដនកំណតៃ់ន f ។

2 គណនាលីមតីៃន f ្រតងចុ់ងែដនកំណត់ ។

3 តាង f ′ ជាេដរេីវៃន f ។ គណនា f ′ និងបងា្ហ ញថា f ′ (x) =
(x − 2) (x + 2)

x
។

4 រកសមកីារបនា្ទ ត់ (T) ែដលបះ៉នឹង f ្រតងច់ំណុចែដលមានអាបសីុ់ស x = 1 ។

5 ទាញរកសញញ ៃន f ′ (x) និងគូសតារាងអេថរភាពៃន f និងសង់ (C f ) និង (T) េនក្នុងត្រម�យ

ែតមយួ ។

6 េផ្ទ�ងផា្ទ តថ់ា F (x) =
1
6

x3 − 4x ln x + 5x ជា្រពីមទីីវមយួៃនអនុគមន៍ f ។

7 គណនា
5∫

1

f (x)dx រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័ធរណីមា្រត ។

លហំាត់ទី១៣

ែផ្នកទី១ េគមានអនុគមន៍ u (x) = ln x + x − 3 កំណតេ់លើចេនា្ល ះ (0;+∞)

1 េផ្ទ�ងផា្ទ តថ់ា u ជាអនុគមនេ៍កើនដាចខ់ាតេលើចេនា្ល ះ (0;+∞)

2 ្រសាយថាសមកីារ u (x) = 0 មានឫស α ែតមយួគតេ់នចេនា្ល ះ (2;3) ។ ទាញរកសញញ ៃន

u (x) េលើ (0;+∞) ។

ែផ្នកទី២ អនុគមន៍ f កំណតេ់លើ (0;+∞) េដាយ f (x) =
(

1 − 1
x

)
(ln x − 2) + 2 និងមាន

ែខ្សេកាងតំណាង (C f ) ។

1 កំណតលី់មតីៃន f ្រតង់ 0 និង +∞ ។ គណនា f (1) , f (2) , f (3) និង f (4) ។
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2 បងា្ហ ញថា f ′ (x) =
u (x)

x2 ។ គូសតារាងអេថរភាពៃន f និងសងែ់ខ្សេកាង (C f ) ។

ែផ្នកទី៣តាង (C′) ជាែខ្សេកាងតំណាង y = ln x កំណតេ់លើចេនា្ល ះ (0;+∞) ។

1 បងា្ហ ញថា f (x)− ln x =
2 − ln x

x
។ ទាញរកចំណុច្របសព្វរមួរវាង (C f ) និង (C′) ។

2 គណនា I =
e2∫

1

2 − ln x
x

dx រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាម្រកាប ។ (េគយក ln2 = 0.7 និង

ln3 = 1.1 )

េគមានអនុគមន៍ f (x) = (x − 1)
(
2 − e−x) កំណតេ់លើ (0;+∞) និងមានែខ្សេកាងតំណាង (C f )

1 គណនាលីមតីៃន f ្រតង់ +∞ ។

2 បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (∆) : y = 2x − 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C f ) ។

3 សិក�ទីតាងំេធៀបៃន (C f ) និង (∆) ។

4 គណនា f ′ (x) ។ បងា្ហ ញថា f ′ (x) = xe−x + 2
(
1 − e−x) និង f ′ (x) > 0 ចំេពាះ្រគប់

x > 0 ។

5 គណនា f ′ (0) រចួសងត់ារាងអេថរភាព f និងសង់ (C f ) ។

6 គណនាៃផ្ទ្រកឡាែផ្នកប្លងក់ំណតេ់ដាយែខ្សេកាង (C f ) បនា្ទ ត់ (∆) និង x = 1 ; x = 3 ។

7 កំណតកូ់អរេដាេនចំណុច A ៃនែខ្សេកាង (C f ) ែដលបនា្ទ តប់ះ៉្រតងេ់នះ្រសបនឹង (∆) ។

8 គណនាចមា្ង យពីចំណុច A េទបនា្ទ ត់ (∆)
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ក្នុងត្រម�យ
(

O,
−→
i ,

−→
j
)
ឯកតា 2cm អាបសីុ់ស និង 3cm េលើអក័្សអរេដាេន េគឲ្យអនុគមន៍ f (x)

កំណតេ់ដាយ y = f (x) = x − 1 − 4ex

ex + 4
មានែខ្សរេកាងតំណាង្រកាប (C f ) ។

1 រកែដនកំណតៃ់នអនុគមន៍ f និងគណនាលីមតី្រតង់ ±∞ ។

2 បងា្ហ ញថា f (x) អាចសរេសរជារាង y = f (x) = x − 5 +
16

ex + 4
។

3 បងា្ហ ញថា d1 : y = x − 1 និង d2 : y = x − 5 ជាសមកីារអាសីុមតូតៃន្រកាប (C f )ខាង −∞

និង +∞ េរៀងគា្ន ។ បញញ កទី់តាងំៃន្រកាប C េធៀបបនា្ទ ត់ d1 & d2។

4 គណនាេដរេីវ f ′ (x) និង បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ f (x) េកើនជានិច្ច។សងត់ារាងអេថរភាពៃន f (x)

5 កំណតស់មកីារបនា្ទ ត់ (T) បះ៉ែខ្សេកាង (C f ) ្រតងច់ំណុចែដលមានអាបសីុ់ស 2ln2 ។

6 បងា្ហ ញថា I (2ln2, 2 ln2 − 3) ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប (C f ) ។ សង្់រកាប (C f ); (d1) ; (d2) និង

(T) ។

លហំាត់ទី១៦

ក្នុងត្រម�យ
(

O,
−→
i ,

−→
j
)
មានអនុគមន៍ y = f (x) =

(
4x2 + 4x + 1

)
ex មាន្រកាប (C f )។

1 រកែដនកំណតៃ់នអនុគមន៍ f និង គណនា lim
x→±∞

f (x) ។ ទាញរកអាសីុមតូតៃន (C f ) ។

2 គណនា f ′ (x) និង បងា្ហ ញថា f មានអតិបរមា និង អប្បបរមាមយួែដល្រត�វកំណត។់ សង់

តារាងអេថរភាព f ។

3 កំណតស់មកីារបនា្ទ ត់ (T) ែដលបះ៉និង្រកាប (C f ) ្រតងច់ំណុចែដលមានអក័្សអាបសីុ់ស 0 ។

4 គណនា f (−4) និង f (−1) រចួសង់ (C f ) & (T)។(យក e−
5
2 = 0.082 , e−4 = 0.018 &

e−1 = 0.36)
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ក្នុងត្រម�យ
(

O,
−→
i ,

−→
j
)
េគមានអនុគមន៍ y = f (x) = x + 1 − 2ex

ex − 1
មាន្រកាប (C f ) ។

1 រកែដនកំណតៃ់នអនុគមន៍ f និង គណនាលីមតី្រតង់ 0 និង ±∞ ។

2 បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d1) : y = x + 1 និង (d2) : y = x − 1 ជាអាសីុមតូតនិង្រកាប (C f )ខាង

ែផ្នក −∞ និង +∞ េរៀងគា្ន ។ បញ្ជ កទី់តាងំៃន (C f ) េធៀបនិង (d1) និង (d2) ។

3 បងា្ហ ញថា f ′ (x) =
e2x + 1

(ex − 1)2 និង សិក�សញញ ៃន f ′ ។ សងត់ារាងអេថរភាពៃន f ។

4 គណនា f (−1) និង f (1)។ សងែ់ខ្សេកាង (C f )។

លហំាត់ទី១៨

ក្នុងត្រម�យ
(

O,
−→
i ,

−→
j
)
េគមានអនុគមន៍ y = f (x) = 2 − ln

(
x + 1
x − 1

)
មាន្រកាប (C f )។

1 រកែដនកំណតៃ់នអនុគមន៍ f និង គណនាលីមតីចុងែដនកំណត។់ទាញរកអាសីុមតូតៃន្រកាប

(C f ) ។

2 គណនា f ′ (x) និង បងា្ហ ញថា f ជាអនុគមនេ៍កើនជានិច្ច។

3 កំណតស់មកីារបនា្ទ ត់ (T) ែដលបះ៉នឹងែខ្សេកាង (C f ) ្រតងច់ំណុចែដលមានអាបសីុ់ស −2

4 បងា្ហ ញថាសមកីារ f (x) = 0 មានឬសែតមយួគតច់េនា្ល ះ (1, 2) ។

5 សងត់ារាងអេថរភាព ៃនអនុគមន៍ f ។

6 គណនា f ចំេពាះ x ∈ {−3,−2, 2 , 3} ។ សងែ់ខ្សេកាង (C f ) និង បនា្ទ ត់ (T) ។
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េគមានអនុគមន៍ f កំណតេ់លើ (0, +∞) េដាយ f (x) =
x2 − ln x + x

x
និង េយើងតាងេដាយ (C f )

្រកាបរបស់វាក្នុងត្រម�យ
(

O,
−→
i ,

−→
j
)
។

1 បងា្ហ ញថាេនេលើចេនា្ល ះ (0,+∞) , f (x) = x + 1 − ln x
x

។ សិក�លីមតីៃន f ្រតង់ 0 និង

+∞ ។

2 បងា្ហ ញថាេដរេីវ ៃនអនុគមន៍ f គឺ f ′ (x) =
x2 − 1 + ln x

x2 ។

3 េដាយដឹងថាកេន�ម
(

x2 − 1 + ln x
)
យកតៃម្លអវជិ្ជមានដាចខ់ាតេលើចេនា្ល ះ (0, 1) ចូរសិក�

សញញ ៃន f ′ (x) និង សងត់ារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f េលើ (0,+∞) ។

4 បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (∆)មានសមកីារ y = x + 1 អាសីុមតូតេទនឹង្រកាប (C f ) ្រតង់+∞ ។ ចូរ

សិក�ទីតាងំៃន្រកាប (C f ) េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ (∆) រចួសងប់នា្ទ ត់ (∆) និង្រកាប (C f )។

លហំាត់ទី២០

ែផ្នកទី១ សិក�អនុគមនជំ៍នួយ៖ េគឲ្យអនុគមន៍ g កំណតេ់លើចេនា្ល ះ (0, +∞)

េដាយ g (x) = 1 − ln x + 2x2 ។

1 បងា្ហ ញថា g′ (x) =
(2x + 1) (2x − 1)

x
។ សិក�សញញ ៃន g′ (x) េនចេនា្ល ះ (0,+∞) ។

2 គណនា g
(

1
2

)
និង សងត់ារាងអេថរភាពៃន g (មនិចាបំាចគ់ណនាលីមតីេទ) ទាញថា g ជា

អនុគមនវ៍ជិ្ជមានដាចខ់ាត។

ែផ្នកទី២ សិក�អនុគមន៍ f ៖ េគមានអនុគមន៍ f កំណតេ់លើ (0,+∞) េដាយ f (x) =
ln x

x
+

2x − 3 មានែខ្សេកាង (C f ) ក្នុងត្រម�យេអតូណម៉ាល់
(

O ,
−→
i ,

−→
j
)
ឯកតា 2cm េលើអក័្សអាបសីុ់ស

និង 1cm េលើអក័្សអរេដាេន។

1 សិក�លីមតីៃន f ្រតង់ 0 និង ទាញថា (C f ) មានអាសីុមតូតមយួែដល្រត�វកំណត។់

លហំាត់ទី២១
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2 គណនាលីមតីៃន f ្រតង់ +∞ និងបងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (∆) : y = 2x − 3 ជាអាសីុមតូតៃន្រកាប

(C f ) ។

3 បងា្ហ ញថា f ′ (x) =
g (x)

x2 ទាញរកសញញ ៃន f ′ (x) និង សងត់ារាងអេថរភាពៃន f ។

4 រក A និង B ជាចំណុចៃនែខ្សេកាង (C f )មានអាបសីុ់សេរៀងគា្ន e និង√
e ។ បងា្ហ ញថា f > 0

េលើចេនា្ល ះ
[√

e, e
] ។

5 បងា្ហ ញថាមានបនា្ទ ត់ (T) បះ៉និងែខ្សេកាង (C f ) ្រតង់ A ែដល្រសបនិង (∆)។សង់ (C f ); (T); (∆)។

េគមានអនុគមន៍ y = f (x) = x + 1 + 2ln
(

x
x − 1

)
មាន្រកាប (C f )។

1 រកែដនកំណតៃ់នអនុគមន៍ f និង គណនាលីមតីចុងែដនកំណតៃ់ន f

2 បងា្ហ ញថា (d) : y = x + 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃនែខ្សេកាង (C f )។ បញ្ជ កទី់តាងំៃន (C f )

េធៀប (d)។

3 គណនា f ′ (x) និង កំណតត់ៃម្លអតិបរមា និង អប្បបរមាៃនអនុគមន៍ f ។ សងត់ារាងអេថរ

ភាពៃន f ។

4 គណនា f (−2) និង f (4)។ សងៃ់ខ្សេកាង (C f )។

លហំាត់ទី២២

េគមានអនុគមន៍ y = f (x) = 1 − ln
(
ex + e−x) កំណតេ់លើ R មាន្រកាប (C f )។

1 សិក�លីមតីៃន f ្រតង់ +∞ និង −∞ ។

2 គណនា f ′ (x) សិក�សញញ f ′ (x) ។ បងា្ហ ញថា f មានអតិបរមាមយួ។ គូសតារាងអេថរភាព

ៃន f ។

3 បងា្ហ ញថា (C f ) មានបនា្ទ ត់ (D1) ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ ។
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4 បងា្ហ ញថា (C f ) មានបនា្ទ ត់ (D2) ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង −∞ ។

5 សង់ (D1) ; (D2) និង (C f ) ។

ែផ្នកទី១ អនុគមន៍ f (x) = x − 1 + ln x កំណតេ់លើចេនា្ល ះ (0; +∞) ។ គណនា f (1) ; f ′ (x)

។ រចួសងត់ារាងអេថរភាព f (មនិចាបំាចគ់ណនាលីមតីចុងែដនកំណតេ់ទ)។ ទាញសញញ ៃន f ។

ែផ្នកទី២ េគមានអនុគន៍ g (x) =
(

x − 1
x

)
ln x មាន្រកាបតំណាង (Cg) ។

1 គណនា g′ (x) ។ ទាញរកសញញ ៃន g′ (x) េដាយេ្របើសំណួរែផ្នកទី១។

2 សងត់ារាងអេថរភាពៃន g ។

3 បងា្ហ ញថា (Cg) មានអាសីុមតូតជាមយួែខ្សេកាង H : y = ln x ។ សិក�ទីតាងំ (Cg) និង អា

សីុមតូតែខ្សេកាងេនះ។

4 សងែ់ខ្សេកាង (Cg) និង អាសីុមតូត H ។

5 គណនាៃផ្ទ្រកឡាកំណតេ់ដាយែខ្សេកាង (Cg) ជាមយួនិង H េលើចេនា្ល ះ [1; e] ។

លហំាត់ទី២៤

េគមានអនុគមន៍ y = f (x) =
1
2

x − 5 + 3ln
(

x − 1
x − 2

)
មាន្រកាប (C f )។

1 រកែដនកំណតៃ់នអនុគមន៍ f និងគណនាលីមតីចុងែដនកំណត។់ទាញរកសមកីារអាសីុមតូត

្រកាប (C f )

2 បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (D) : y =
1
2

x − 5 ជាអាសីុមតូតៃន្រកាប (C f )។

3 បងា្ហ ញថា f ′ (x) =
x2 − 3x − 4

2 (x − 1) (x − 2)
។ សិក�សញញ ៃន f ′ (x)

និងសងត់ារាងអេថរភាពៃន f

4 បងា្ហ ញថាសមកីារ f (x) = 0 មានឬសពីរ α ∈ (2,3) & β (9,10)
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5 សងែ់ខ្សេកាង (C f ) និងបនា្ទ ត់ (D) ។

6 បងា្ហ ញថា H (x) = (x − 1) ln (x − 1)− (x − 2) ln (x − 2) ជា្រពីមទីីវមយួៃន

h (x) = ln
(

x − 1
x − 2

)
។ ទាញរក្រពីមទីីវមយួៃន f (x) និងទាញរកៃផ្ទ្រកឡាែផ្នកប្លងក់ំណត់

េដាយែខ្សេកាង (C f ) ជាមយួអក័្សអាបសីុ់សេលើចេនា្ល ះ [3,9]

ែផ្នកទី១ េគមានអនុគមន៍ g (x) = 2x2 − 4ln x + 4 កំណតេ់លើចេនា្ល ះ (0,+∞) ។បងា្ហ ញថា

g′ (x) =
4x2 − 4

x
និងកំណតស់ញញ ៃន g (x) (េដាយមនិចាគំណនាលីមតី្រតងចុ់ងែដនកំណតេ់ទ)។

ែផ្នកទី២ េគមានអនុគមន៍ f (x) = 2x − 3 + 4
ln x

x
មានែខ្សងេកាងតំណាង (C f )។

1 សិក�លីមតី្រតង់ 0 និង +∞ និងបក្រសាយលទ្ធផល។

2 បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d) : y = 2x − 3) ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ និងសិក�ទីតាងំៃន (C f )

េធៀបនឹង (d) ។

3 បងា្ហ ញថា f ′ (x) =
g (x)

x2 ។ សិក�សញញ ៃន f ′ (x) និងសងត់ារាងអេថរភាពៃន f ។

4 បងា្ហ ញថាសមកីារ f (x) = 0 មានឬសែតមយួគតច់េនា្ល ះ [1,2] ។

5 េតើមានចំណុចអាបសីុ់ស x ណាមយួែដលេធ្វើឱ្យែខ្សេកាង (C f ) មានបនា្ទ តប់ះ៉មយួ្រសបនឹង

(d) ។ សងែ់ខ្សេកាង (C f ) ។

លហំាត់ទី២៦

េគមានអនុគមន៍ y = f (x) =
(ln x)2

x
កំណតេ់លើចេនា្ល ះ (0,+∞) មាន្រកាបតំណាង (C f )

1 កំណតលី់មតីៃនអនុគមន៍ f ្រតង់ 0 រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាម្រកាប។

2 បងា្ហ ញថា f (x) = 4
(

ln
√

x√
x

)2

ទាញរកលីមតីៃន f ្រតង់ +∞ និងកំណតអ់ាសីុមតូត។
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3 បងា្ហ ញថា f ′ (x) =
ln x (2 − ln x)

x2 រចួសិក�សញញ ៃន f ′ ។ គណនា f (1) និង f
(

e2
)
គូស

តារាងអេថរភាព f

4 កំណតស់មកីារបនា្ទ ត់ (T) ែដលបះ៉ែខ្សេកាង (C f ) ្រតងច់ំណុចែដលមានអាបសីុ់ស x = 1 ។

រចួសង់ (C f ) និង (T).។

ែផ្នកទី១ ចំេពាះ x ∈ (0,+∞) េគមានអនុគមន៍ u (x) = a +
b
x
+

c
x2 មានបនា្ទ ត់

y= 1ជាអាសីុមតូតេដក េហើយែខ្សេកាងរបស់វាកាតត់ាម A (1,0) និង B (4,0) ។ចូរបងា្ហ ញថា

u (x) =
x2 − 5x + 4

x2

ែផ្នកទី២អនុគមន៍ f (x) = x− 5ln x− 4
x
មាន្រកាបតំណាង (C f ) និងកំណតេ់លើ (0,+∞)

កំណតលី់លីមតីៃនអនុគន៍ f (x) ្រតង់ 0 េដាយេ្របើ lim
x→0

x ln x = 0 ។

12 កំណតលី់មតីៃន f (x) េពល x ខិតជិត +∞ ។

3 បងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគបច់ំនួនពិតវជិ្ជមាន f ′ (x) = u (x) ។ សិក�សញញ ៃន f ′ (x) និងកំណត់

តៃម្លបរមា រចួសងត់ារាងអេថរភាព f ។

4 គណនា f ′′ (x) រចួបញ្ជ កថ់ា f មានចំណុចរបតែ់ដរឬេទ?

5 គណនា f
(

1
2

)
និង f (8) រចួសងែ់ខ្សេកាង (C f )។

លហំាត់ទី២៨

េគមានអនុគមន៍ f (x) = x + 1 +
x
ex មាន្រកាបតំណាង (C f ) ក្នុងត្រម�យ

(
O,⃗ i, j⃗

)
1 អនុគមន៍ g កំណតេ់លើ R េដាយ g (x) = 1 − x + ex ។សងត់ារាងអេថរភាពៃន g េលើ R

(មនិបាចរ់កលីមតីចុងែដនេទ)ទាញរកសញញ ៃន g (x) ។

លហំាត់ទី២៩
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2 កំណតលី់មតីៃន f ្រតង់ −∞ រចួលីមតីៃន f ្រតង់ −∞ ។

ទាញរកសមកីារអាសីុមតុតេ្រទត (D)

3 បងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគបច់ំនួនពិត x េដរេីវ f ′ ៃន f គឺ f ′ (x) = e−xg (x)

4 សងត់ារាងអេថរភាពៃន f

5 បងា្ហ ញថាសមកីារ f (x) = 0 មានឬស α ែតមយួគត់ ែដល −1 < α < 0

6 ក. បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (T) ែដលមានសមកីារ y = 2x + 1 ជាបនា្ទ តប់ះ៉ែខ្សេកាង (C f ) ្រតង់

ចំណុចែដលមានអាបសីុ់ស 0

ខ. សិក�ទីតាងំ (C f ) េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ (T)

7 សងែ់ខ្សេកាង (C f ) ជាអាសីុមតូតេ្រទត (D) និងបនា្ទ តប់ះ៉ (T)

ែផ្នកទី១ េគមានអនុគមន៍ g (x) = x2 − 2ln x + 4 កំណតេ់លើចេនា្ល ះI = (0,+∞)។

1 យក g′ ជាអនុគមនេ៍ដរេីវៃន g េលើចេនា្ល ះ I ។ចូរបងា្ហ ញថា g′ (x) = 2
(

x2 − 1
x

)

2 សងត់ារាងអេថរភាពៃន g េលើ I

3 ទាញរកសញញ ៃន g េលើ I

ែផ្នកទី២ េគមានអនុគមន៍ f (x) =
1
2

x+
1
2
+

ln x − 1
x

កំណតេ់លើ I និងមាន្រកាបតំណាង (C f )

1 សិក�លីមតីៃន f ្រតង់ 0 និង្រតង់ +∞ ។

2 បងា្ហ ញថា f ′ (x) េដរេីវៃន f េលើ I គឺ f ′ (x) =
g (x)
2x2 ។ គណនា f (1) និងសងត់ារាងអេថរ

ភាពៃន f
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3 បងា្ហ ញថា បនា្ទ ត់ (D) : y =
1
2

x +
1
2
ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C f ) ។បញ្ជ កទី់តាងំៃន

(C f ) េធៀបនឹង (D)

4 សង្់រកាប (C f ) ។

ែផ្នកទី១ អនុគមន៍ g កំណតេ់លើ (0,+∞) េដាយ g (x) = x2 + 3x − 4 + 4ln x ។

1 កំណតលី់មតីៃន g ្រតង់ 0 និង +∞ ។

2 យក g′ ជាេដរេីវៃន g ។  ចូរបងា្ហ ញថា g′ (x) =
2x2 + 3x + 4

x
។

3 គូសតារាងអេថរភាពៃន g េលើ (0,+∞) ។

4 គណនា g (1) និងទាញរកសញញ ៃន g′ (x) េលើ (0,+∞) ។

ែផ្នកទី២ េគមានអនុគមន៍ y = f (x) = x + 3ln x − 4ln x
x

កំណតេ់លើ (0,+∞) ។

1 កំណតលី់មតីៃន f ្រតង់ 0 និងលីមតី្រតង់ +∞ េដាយេ្របើ f (x) = x +

(
3 − 4

x

)
ln x ។

2 បងា្ហ ញថា f ′ េដរេីវៃន f កំណតេ់ដាយ f ′ (x) =
g (x)

x2 ។ទាញរកសញញ ៃន f ′ និងសងត់ារាង

អេថរភាពៃន f ។

3 េដាះ្រសាយសមកីារ f (x) = x ។រចួបក្រសាយលទ្ធផលតាម្រកាប។សងែ់ខ្សេកាង (C f ) និង

បនា្ទ ត់ (D) : y = x ។

លហំាត់ទី៣១

ែផ្នកទី១ អនុគមន៍ g (x) = 1 − ln x − x2 កំណតេ់លើចេនា្ល ះ (0,+∞) ។

1 សិក�អេថរភាពៃន g េលើចេនា្ល ះ (0,+∞) មនិបាចគ់ណនាលីមតីចុងែដកកំណតេ់ទ។

2 គណនា g (1) រចួទាញរកសញញ ៃន g (x) េលើចេនា្ល ះ (0,+∞)
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ែផ្នកទី២ េគមានអនុគមន៍ y= f (x) = 2
ln x

x
− 2x+ 4មាន្រកាបតំណាង (C f ) ក្នុងត្រម�យ

(
O,⃗ i, j⃗

)
1 កំណតលី់មតីៃន f ្រតង់ 0 និង +∞ ។

2 បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (L) : y =−2x + 4 ជាអាសីុមតូតៃន្រកាប (C f )ខាង +∞ ។ សិក�ទីតាងំ

ៃន (C f ) េធៀបនឹង (L) ។

3 បងា្ហ ញថា f ′ (x) =
2g (x)

x2 ។ទាញរកអេថរភាពៃន f រចួសងត់ារាងអេថរភាពៃន f ។

4 បងា្ហ ញថាសមកីារ f (x) = 0 មានឬសពីរេនចេនា្ល ះ (0,1) និង (2,3) ។

5 កំណតស់មកីារបនា្ទ ត់ (T) ែដលបះ៉ែខ្សេកាង (C f ) េហើយ្រសបនឹងបនា្ទ ត់ (L)។សងែ់ខ្សេកាង

(C f ) និងបនា្ទ ត់ (L), (T)។

6 បងា្ហ ញថា F (x) = (ln x)2 − x2 + 4x ជា្រពីមទីីវៃន f (x)។ទាញរកៃផ្ទ្រកឡាែផ្នកប្លងក់ំណត់

េដាយ (C f ) ជាមយួបនា្ទ ត់ x = 1, x = 2 ។

េគមានអនុគមន៍ y = f (x) = x + 1 + ln
(

x − 1
x + 1

)
មាន្រកាបតំណាង (C f ) ។

1 រកែដនកំណតៃ់នអនុគមន៍ f ។គណនាលីមតី្រតងចុ់ងែដនកំណត។់

2 បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (L) : y = x + 1 ជាអាសីុមតូតៃនែខ្សេកាង (C f ) ។ បញ្ជ កទី់តាងំៃន (C f )

េធៀបនឹង (L)។

3 គណនា f ′ (x) និងបងា្ហ ញថា f ជាអនុគមនេ៍កើនដាចខ់ាត។ សងត់ារាងអេថរភាពៃន f ។

4 បងា្ហ ញថាសមកីារ f (x) = 0 មានឫសពីរេនចេនា្ល ះ (−3,−2) និង (1,2) ។

5 សងែ់ខ្សេកាង (C f ) ។
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េគមានអនុគមន៍ y = f (x) = ln
(

ex − 1
e2x + 3

)
មាន្រកាបតំណាង (C f ) ។

1 រកសំណំុែដនកំណតៃ់ន f និង គណនាលីមតី្រតងចុ់ងែដនកំណត់ ។ ទាញរកសមកីារអាសីុ

មតូតឈរ ។

2 បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (D) : y = −x ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C f ) ។ បញ្ជ កទី់តាងំៃន (C f )

េធៀបនឹង (D) ។

3 បងា្ហ ញថាេដរេីវ f ′ (x) =
ex (5 − e2x)

(e2x + 3) (ex − 1)
។ កំណតត់ៃម្លបរមា រចួសងត់ារាងអេថរភាពៃន

f ។

4 សង្់រកាប (C f ) និង អាសីុមតូត ។

5 េ្របើ្រកាប (C f ) េដាះ្រសាយសមកីារ em+2x − ex + 3em + 1 = 0 ។

លហំាត់ទី៣៤

អនុគមន៍ f កំណតេ់លើចេនា្ល ះ (0;+∞) េដាយ f (x) = x + 1 + 2ln x − 2ln (x − 1) ។ េគតាង

ជា្រកាបតំណាង ក្នុងត្រម�យ
(

O,⃗ i, j⃗
)
ឯកតា 3cm េលើអក័្សអាបសីុ់ស និង 1cm េលើអក័្សអរេដាេន ។

1 បងា្ហ ញថា f (x) = x + 1 + 2ln
(

x
x − 1

)
។ គណនាលីមតីៃន f ្រតង់ 1 និង +∞ ។

បក្រសាយតាមធរណីមា្រត ។

2 បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (D) : y = x + 1 ជាអាសីុមតូតៃន្រកាប (C f ) ។ បងា្ហ ញថា x
x − 1

> 1

ទាញរកសញញ ៃន ln
(

x
x − 1

)
។ ទាញបញ្ជ កទី់តាងំៃន (C f ) េធៀបនឹង (D) ។

3 តាង f ′ ជាេដរេីវៃន f ។ បងា្ហ ញថា f ′ (x) = g (x) ែដល g (x) ជាអនុគមន្៍រត�វកំណត់ ។

សិក�សញញ ៃន f ′ និង សងត់ារាងអេថរភាព f ។
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4 រកអាបសីុ់ស x0 ៃនែខ្សេកាង C f ែដលបនា្ទ តប់ះ៉្រតងេ់នះែកងនឹងបនា្ទ ត់ (D) ។ សងែ់ខ្សេកាង

(C f ) ។

5 បងា្ហ ញថា H (x) = x ln x − (x − 1) ln (x − 1) ជា្រពីមទីីវៃន h (x) = ln x − ln (x − 1)

។ ទាញរកៃផ្ទ្រកឡាែផ្នកប្លងខ់ណ្ឌ េដាយែខ្សេកាង (C f ) ជាអក័្សអាបសីុ់សេលើចេនា្ល ះ [2;3] ។

អនុគមន៍ f (x) = x +
1
x
+ 2

ln x
x

មាន្រកាបតំណាង (C f ) និងកំណតេ់លើ (0;+∞) ។

1 គណនាលីមតីៃន f (x) ្រតង់ 0 និង +∞។

2 បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d)មានសមកីា y = x ជាអាសីុមតូតៃន្រកាប (C f )។ សិក�ទីតាងំៃន (C f )

េធៀបនឹង (d)។

3 បងា្ហ ញថា f ′ (x) =
g (x)

x
ែដល g (x) = x2 + 1 − 2ln x ។ គណនា g′ (x) និងបងា្ហ ញថា

g (x) > 0 ។ សងត់ារាងអេថរភាពៃន f (x) ។

4 តាងA ជាចំនុចែដលមានអាបសីុ់ស 1 ។ កំណតស់មកីារបនា្ទ ត់ (T) ែដលបះ៉ែខ្សេកាង (C f )

្រតង់ A ។

5 សងែ់ខ្សេកាង (C f ) អាសីុមតូត (d) និងបនា្ទ តប់ះ៉ (T) ។

6 បងា្ហ ញថា F (x) =
x2

2
+ ln x + [ln x]2 ជា្រពីមទីីវៃន f ។ ទាញរកៃផ្ទ្រកឡាែផ្នកប្លងក់ំណត់

េដាយែខ្សេកាង (C f ) ជាមយួបនា្ទ តឈ់រ x = 1 និង x = e ។

លហំាត់ទី៣៦

f អនុគមនក៍ំណតេ់ដាយ f (x) = −x
2
+ 1 + ln

(
x − 1

x

)
មានែខ្សេកាងតំណាង (C f ) ។

1 រកសំណំុែដនកំណតៃ់នអនុគមន៍ f ។ គណនាលីមតី្រតងចុ់ងែដនកំណត់ ។ ទាញរកសមកីារ

អាសីុមតូតឈរ ។

លហំាត់ទី៣៧
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2 បងា្ហ ញថា (L) : y = −x
2
+ 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C f ) ។ សិក�ទីតាងំៃន (C f )

េធៀបនឹង (D) ។

3 បងា្ហ ញថា I
(

1
2

;
3
4

)
ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប (C f ) ។

4 គណនា f ′ (x) និង កំណតត់ៃម្លអតិបរមា និង អប្បបរមាៃន f ។ សងត់ារាងអេថរភាពៃន f ។

5 សងអ់ាសីុមតូត និង ែខ្សេកាង (C f ) ។

េគមានអនុគមន៍ f (x) = x − 2 − ln (x + 1)
x + 1

មាន្រកាបតំណាង (C f ) ។

1 រកសំណំុែដនកំណតៃ់នអនុគមន៍ f និងគណនាលីមតី្រតងចុ់ងែដនកំណត់ ។ទាញរកសមកីារ

អាសីុមតូតឈរ ។

2 បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (∆) : y = x − 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C f ) ។ សិក�ទីតាងំៃន (C f )

េធៀបនឹង (∆) ។

3 គណនា f ′ (x) និងបងា្ហ ញថា f ′ (x) =
g (x)

(x + 1)2 ែដលអនុគមន៍ g (x) = x2 + 2x+ ln (x + 1)

។ គណនា g′ (x) និងកំណតស់ញញ ៃន g (x) ។ សងត់ារាងអេថរភាពៃន f ។

4 បងា្ហ ញថាសមកីារ f (x) = 0 មានឬសពីរគឺ α ∈ (−1;0) និង β ∈ (2;3) ។

5 សងែ់ខ្សេកាង (C f ) និងអាសីុមតូត (∆) ។

លហំាត់ទី៣៨

េគមានអនុគមន៍ f (x) = x − 2 − ln (x + 1)
x + 1

មាន្រកាបតំណាង (C f ) ។

1 រកសំណំុែដនកំណតៃ់នអនុគមន៍ f និងគណនាលីមតី្រតងចុ់ងែដនកំណត់ ។ទាញរកសមកីារ

អាសីុមតូតឈរ ។

លហំាត់ទី៣៩
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2 បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (∆) : y = x − 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C f ) ។ សិក�ទីតាងំៃន (C f )

េធៀបនឹង (∆) ។

3 គណនា f ′ (x) និងបងា្ហ ញថា f ′ (x) =
g (x)

(x + 1)2 ែដលអនុគមន៍ g (x) = x2 + 2x+ ln (x + 1)

។ គណនា g′ (x) និងកំណតស់ញញ ៃន g (x) ។ សងត់ារាងអេថរភាពៃន f ។

4 បងា្ហ ញថាសមកីារ f (x) = 0 មានឫសពីរគឺ α ∈ (−1;0) និង β ∈ (2;3) ។

5 សងែ់ខ្សេកាង (C f ) និងអាសីុមតូត (∆) ។

ែផ្នកទី១ េគមានអនុគមន៍ f (x) = (ax + b) e−x + 1 ែដល a,b ∈ R មានែខ្សេកាងតំណាង (C f )

1 ចូរគណនា f ′ (x) ជាអនុគមនៃ៍ន a & b ។

2 កំណតត់ៃម្លចំនួនពិត a & b េបើេគដឹងថាែខ្សេកាង (C f )កាតត់ាមចំណុច α (0,4) & β

(
−3

2
,1
)

ែផ្នកទី២ កំណតថ់ា f (x) = (2x + 3) e−x + 1

1 គណនាលីមតីៃន f ្រតង់ ±∞ ។ បក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័្រកាប ។

2 កំណតកូ់អរេដាេនចំនុច្របសព្វរវាងែខ្សេកាង (C f ) ជាមយួអាសីុមតូតេដក (D) ។

3 សិក�ទីតាងំៃន (C f ) េធៀបនឹង (D) ។

4 បងា្ហ ញថា f ′ (x) = (−2x − 1) e−x ។ សងត់ារាងអេថរភាពៃន f។

5 កំណតស់មកីារបនា្ទ ត់ (T) ែដលបះ៉នឹង (C f ) ្រតង់ α ។ សង់ (C f ) និង (T) ។

លហំាត់ទី៤០

- េរៀនេដើម្បជីាទីពឹង ទំពរ័ទី 202 - © ឆា្ន 2ំ020



សិក�អនុគមនេ៍លាការតី និងអនុគមនអ៍ុិចស្ប ៉ណូងែ់ស្យល ក្រមតិមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ

1 េគមានអនុគមន៍ f (x) =
2

(x − 1)2 e
x+1
x−1 មាន្រកាបតំណាង (C f ) និងកំណតេ់លើចេនា្ល ះ (−∞,1)

ក. តាង X =
2

x − 1
។ បងា្ហ ញថា f (x) =

2

(x − 1)2 e
x + 1
x − 1 =

e
2

X2ex ។ទាញរកលីមតី

ៃន f េពល x ខិតជិត 1 ។

ខ. កំណតលី់មតីៃន f ្រតង់ −∞ ។ ទាញរកសមកីារអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C f ) ។

2 េគឲ្យ v (x) = e
x+1
x−1 កំណតេ់លើ (−∞,1)។គណនា v′ (x) និងបងា្ហ ញថា f ′ (x) =

−4x

(x − 1)4 e
x + 1
x − 1

3 សិក�ទិសេដអេថរភាពៃន f និង សងត់ារាងអេថរភាពៃន f ។ សងែ់ខ្សេកាង (C f ) ។

ក. កំណត្់រពីមទីីវមយួៃនអនុគមន៍ f (x) េលើចេនា្ល ះ (−∞,1)។

ខ. ចំេពាះ 0 < α < 1 ចូរគណនា g (α) =
α∫

0

f (x)dx ។ គណនា lim
α→1

g (α)

លហំាត់ទី៤១

េគមាន f (x) =
3

e3x + 1
មានែខ្សេកាងតំណាង (C f ) ។

1 កំណតលី់មតីៃន f ្រតង់+∞ ។ទាញរកសមកីារអាសីុមតូត (D1) េហើយសិក�ទីតាងំៃន (C f )

េធៀបនឹងអាសីុមតូតេនះ។

2 កំណតលី់មតីៃន f ្រតង់ −∞ ។ ទាញរកសមកីារអាសីុមតូត (D2) ។

បងា្ហ ញថា f (x) = 3 − 3e3x

e3x + 1
។ សិក�ទីតាងំ (C f ) េធៀបនឹង (D2) ។

3 បងា្ហ ញថា f ′ (x) =
−9e3x

(e3x + 1)2 ។ សិក�ទិសេដអេថរភាព និង សងត់ារាងអេថរភាពៃន f

4 កំណតស់មកីារបនា្ទ ត់ (∆) ែដលបះ៉នឹង្រកាប (C f ) ្រតងច់ំណុចែដលមានអាបសីុ់ស 0 ។សង់

(C f ), (D1), (D2) & (∆)។

5 គណនា A (α) ៃផ្ទ្រកឡាែផ្នកប្លងក់ំណតេ់ដាយ (C f )ជាមយួអក័្សអាបសីុ់សនិងបនា្ទ ត់ x = 0,

លហំាត់ទី៤២
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x = α ែដល 0 < α ។

ែផ្នកទី១ េគឲ្យអនុគមន៍ φ (t) =
t

1 + t
− ln (1 + t) កំណតេ់លើចេនា្ល ះ [0,+∞) ។

1 គណនាេដរេីវ φ′ (x)

2 កំណតទិ់សេដអេថរភាពៃន φ និងកំណតស់ញញ ៃន φ េលើចេនា្ល ះ [0,+∞) ។

ែផ្នកទី២ អនុគមន៍ f (x) = e−x ln (1 + ex) កំណតេ់លើ R និងមាន្រកាបតំណាង (C f ) ។

1 បងា្ហ ញ f ′ (x) = e−x
[

ex

1 + ex − ln (1 + ex)

]
រចួទាញរកទិសេដអេថរៃន f ។

2 បងា្ហ ញ f (x) = xe−x + e−x ln
(
1 + e−x) ។ គណនាលីមតីៃន f (x) េពល x →±∞ ។

3 សងត់ារាងអេថរភាពៃន f និងសងែ់ខ្សេកាង (C f ) ។

4 បងា្ហ ញថា f ′ (x)+ f (x) =
e−x

1 + e−x ។ េបើតាម I (x) =
x∫

0

f (t)dt ចូរគណនា lim
x→+∞

I (x)

លហំាត់ទី៤៣

ែផ្នកទី១ េគឲ្យអនុគមន៍ g (x) = 2x2 − 4ln x + 4 កំណតេ់លើចេនា្ល ះ (0;+∞) ។

1 បងា្ហ ញថា g′ (x) =
4x2 − 4

x
។

2 សិក�អេថរភាព និង សងត់ារាងអេថរភាពៃន g េលើចេនា្ល ះ (0;+∞) ។ ទាញរកសញញ ៃន g

េលើចេនា្ល ះ (0;+∞)។

ែផ្នកទី២ អនុគមន៍ f (x) = 2x − 3 + 4
ln x

x
កំណតេ់លើចេនា្ល ះ (0;+∞) និងមាន្រកាបតំណាង

(C f ) ឯកតាេលើអក័្ស 1cm ។

1 កំណតលី់មតីៃន f ្រតង់ 0 និងបក្រសាយលទ្ធផលតាម្រកាប។

2 កំណតលី់មតីៃន f ្រតង់ +∞ ។ បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (D) : y = 2x − 3 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន

លហំាត់ទី៤៤
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្រកាប (C f ) ខាង +∞ ។

3 សិក�ទីតាងំៃន (C f ) េធៀបនឹង (D) ។

4 េផ្ទ�ងផា្ទ តថ់ា f ′ (x) =
g (x)

x2 ។ទាញរកតារាងអេថរភាពៃន f េដាយេ្របើលទ្ធផលពីសំណួរែផ្នក

ទី១។

5 បងា្ហ ញថាសមកីារ f (x) = 0 មានឫសែតមយួគតេ់លើចេនា្ល ះ [1;2] ។

6 កំណតស់មកីារបនា្ទ តប់ះ៉ (T) ែដលបះ៉ែខ្សេកាង (C f ) េហើយ្រសបនឹងបនា្ទ ត់ (D) ។ សង់

ែខ្សេកាង (C f ) ; (D) និង (T) ។

7 កំណតៃ់ផ្ទ្រកឡាែផ្នកប្លងក់ំណតេ់ដាយែខ្សេកាង (C f ) និងបនា្ទ ត់ (D) េលើចេនា្ល ះ [1;5]

េគឲ្យអនុគមន៍ f (x) = x2 − 2x + 2xe−x កំណតេ់លើ R ។

សិក�ទិសេដអេថរភាពៃន f និងគណនាលីមតីៃន f ្រតង់ +∞ និង −∞ ។ សងត់ារាងអេថរ

ភាពៃន f ។

12 ក្នុងប្លង្់របកបេដាយត្រម�យអរតូណរេម
(

O,
−→
i ,

−→
j
)
ឯកតាេលើអក័្ស 2cm េគតាង (C f ) ជា

្រកាបតំណាង f និង P ជា្រកាបតំណាងប៉ារ៉ាបូល g (x) = x2 − 2x ។

ក. សិក�ទីតាងំៃន (C f ) េធៀបនឹង P និងកំណតកូ់អរេដាេនចំណុចែដល្របសព្វគា្ន ។

ខ. បងា្ហ ញថា្រកាប P ជាែខ្សេកាងអាសីុមតូតេទនឹង្រកាប (C f ) ខាងែមក +∞ ។

គ. សងែ់ខ្សេកាង (C f ) និង ប៉ារ៉ាបូល P ក្នុងត្រម�យែតមយួ។

ឃ. គណនាៃផ្ទ្រកឡាែផ្នកប្លង់ A (λ) ខណ័្ឌ េដាយ្រកាប (C f ) និង P ជាមយួបនា្ទ តឈ់រ

x = 0 និង x = λ , 0 < λ ។ គណនា lim
λ→+∞

A (λ) ។
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ក្នុងត្រម�យ
(

O,
−→
i ,

−→
j
)
េគឲ្យអនុគមន៍ f (x) = ln

(
2e2x + 1
ex + 2

)
មាន្រកាបតំណាង (C f ) ឯកតា

េលើអក័្ស 3cm ។

1 រកែដនកំណតៃ់នអនុគមន៍ f (x) ។

2 កំណតលី់មតីៃន f ្រតង់ −∞ ។ បក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័ធរណីមា្រត។

3 បងា្ហ ញថា f (x) = x + ln2 + ln

1 +
1
2

e−2x

1 + 2e−x

 ។ ទាញរកលីមតីៃន f ្រតង់ +∞ ។

4 បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d) : y = x+ ln2 ជាអាសីុមតូតេទនឹង្រកាប (C f ) ។ សិក�ទីតាងំៃន្រកាប

(C f ) េធៀបនឹង (d) ។

5 គណនា f ′ (x) និងកំណតទិ់សេដអេថរភាពៃន f ។ សងត់ារាងអេថរភាពៃន f ។

6 កំណតស់មកីារបនា្ទ តប់ះ៉ (T) ែដលបះ៉នឹង្រកាប (C f ) ្រតងច់ំណុចែដលមានអាបសីុ់ស 0 ។

7 សង់ (C f ), (d) និង (T) ក្នុងត្រម�យែតមយួ។

លហំាត់ទី៤៦

ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់
(

O,
−→
i ,

−→
j
)
ឯកតាេលើអក័្ស 2cm េគឲ្យអនុគមន៍ f (x) = 2x + 1 −

xex−1 មាន្រកាប (C f ) ។

1 សិក�លីមតីៃន f ្រតង់ −∞ និង +∞ (េគសរេសរ xex−1 =
1
e

xex )។

2 បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d) មានសមកីារ y = 2x + 1 ជាអាសីុមតូតេទនឹង្រកាប (C f ) ្រតង់ −∞

3 សិក�ទីតាងំៃន(d) េធៀបនឹងែខ្សេកាង (C f ) ។

4 ក. គណនា f ′ និង f ′′ ។

ខ. សងត់ារាងអេថរភាពៃន f ′ និងគណនាលីមតីៃន f ′ ្រតង់ −∞ ។
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គ. គណនា f ′ (1) និងទាញរកសញញ ៃន f ′ េទតាមតៃម្លៃនចំនួនពិត x ។

ឃ. សងត់ារាងអេថរភាពៃន f ។

5 បងា្ហ ញថាសមកីារ f (x) = 0 មានឫសែតមយួគត់ α ∈ [1.9;2] ។

6 សង់ (d) និង (C f ) ។

ក្នុងត្រម�យ
(

O,
−→
i ,

−→
j
)
េគឲ្យអនុគមន៍ h (x) = (x − 2) ex + x មាន្រកាបតំណាង (Ch) ។

1 គណនា h′ រចួ h′′ ។កំណតទិ់សេដអេថរភាពៃន h′ រចួទាញរកសញញ ៃន h′ ។ទាញរកទិសេដ

អេថរភាពៃន h

2 កំណតលី់មតីៃន h ្រតង់ −∞ និង +∞ ។សងត់ារាងអេថរភាពៃន h (x) ។

3 ក. បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (D) មានសមកីារ y = x ជាអាសីុមតូតៃនែខ្សេកាង (Ch) ។ កំណត់

កូអរេដាេណចំនុច្របសព្វ (Ch) ជាមយួ (D) និងសិក�ទីតាងំៃន (Ch) េធៀបនឹង (D)

ខ. កំណតស់មកីារបនា្ទ ត់ (T) បះ៉នឹង្រកាប (Ch) ្រតងច់ំណុចែដលមានអាបសីុ់ស 0។សង់

(Ch), (D) និង (T) ។

4 គណនាៃផ្ទ្រកឡាែផ្នកប្លងបិ់ទជិតកំណតេ់ដាយ (Ch) , (D) និងបនា្ទ ត់ x = −1 ។

លហំាត់ទី៤៨

ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់
(

O,⃗ i, j⃗
)
េគឲ្យអនុគមន៍ f (x) = (x + 1)2e−x មាន្រកាបតំណាង (C f )

1 ក. កំណតលី់មតីៃន f ្រតង់ −∞ និង បក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័្រកាប។

ខ. កំណតលី់មតីៃន f ្រតង់ +∞ និង បក្រសាយលទ្ធផលតាមអត្ថនយ័្រកាប។

គ. សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ f និងសងត់ារាងអេថរភាពៃន f ។

2 កំណតស់មកីារបនា្ទ ត់ (T) បះ៉នឹង្រកាប (C f ) ្រតងច់ំណុចែដលមានអាបសីុ់ស 0 ។
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3 ក. តាង k (x) = x + 1 − ex ។ គណនា k′ (x) សិក�អេថរភាព និងសញញ ៃន k (x) ។

ខ. ទាញរកទីតាងំៃនែខ្សេកាង (C f ) េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ (T) ។

4 គណនា f (−2) , f (1) , f (2) , f (4) ។ សងែ់ខ្សេកាង (C f ) និងបនា្ទ តប់ះ៉ (T) ។

ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់
(

O,
−→
i ,

−→
j
)
និងចំេពាះ x > 0 េគឲ្យអនុគមន៍ f (x) = x +

2ln x
x

្រកាប

(C f ) និងឯកតាេលើអក័្ស 1cm ។

1 េគឲ្យអនុគមនជំ៍នួយ g (x) = x2 + 2 − 2ln x ែដល x > 0 ។

ក. សិក�អេថរភាពៃន g និងគណនា g (1) ។

ខ. ទាញរកសញញ ៃន g េលើចេនា្ល ះ (0,+∞) ។

2 ក. គណនាលីមតី f ្រតង់ 0 និង +∞ ។

ខ. សិក�អេថរភាពៃន f និងសងត់ារាងអេថរភាពរបស់វា។

គ. បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (∆)មានសមកីារ y = x ជាអាសីុមតូតៃន្រកាប (C f ) និងសិក�ទីតាងំ

ៃន y = x េធៀបនឹង (∆) ។

ឃ. កំណតកូ់អរេដាេណចំណុច A ែដលបនា្ទ ត់ (T) បះ៉្រកាប (C f ) ្រតង់ A ្រសបនឹង (∆)

។ សង់ (C f ), (∆) និង (T) ។

ង. បងា្ហ ញថាសមកីារ f (x) = 0 មានឫស α ែតមយួគតែ់ដល 1
2
≤ α ≤ 1 ។
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