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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ២៤២
១៧.៨.១ ែដនកណំត់ៃនអនុគមន៍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ២៤២
១៧.៨.២ អាសីុមតូតឈរ នងិ អាសីុមតូតេដក . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ២៤៣
១៧.៨.៣ សិក�អនុគមន៍ f (x) = ax2 +bx+ c

px2 +qx+ r
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ២៤៥

១៧.៩ លំហាត់ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .២៤៩

១៨ វុចិទ័រក្ន�ងលហំ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ២៥១

១៨.១ ត្រម�យក្នុងលំហ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .២៥១
១៨.២ កូអរេដាេនៃនចំណុចក្នុងលំហ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .២៥១
១៨.៣ កូអរេដាេនវុិចទ័រក្នុងលំហនិងណមៃនវុិចទ័រ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ២៥២
១៨.៣.១ លក្ខណៈកូអរេដាេន . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ២៥៣
១៨.៤ ផលគុណសា្ក ែលៃនវុិចទ័រ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ២៥៣
១៨.៥ សមីការបនា្ទ ត់ក្នុងលំហនិងចមា្ង យពីចំណុចេទបនា្ទ ត់ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .២៥៤
១៨.៦ សមីការ˪្លងនិ់ងចមា្ង យពីចំណុចេទ˪្លង ់ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .២៥៥
១៨.៧ សមីការែស្វ៊ និងចមា្ង យពី˪្លងេ់ទែស្វ៊. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .២៥៦
១៨.៨ លំហាត់ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .២៥៨



� ស្វ� ីតចនួំនពតិ

ថា្ម ក់ទី
េគាត្តនាម នាម
េភទ 
េលខេរៀង

១.១ សញញណានងិតួទី n ៃនស្វ� ីត

១. ចំនួនេរៀបតាមលំដាប់ េហថាស្វុ ីតៃនចំនួនពិត។
ឧទាហរណ៍៖ 1,2,3,4,5, . . .

២. ស្វុ ីតរាបអ់សគឺ់ជាស្វុតីែដលេគអាចរាបច់ំនួនតបួាន (េគ
អាចសា្គ ល់តួចុង្រកាយៃនស្វុ ីត)

ឧទាហរណ៍៖ 1,
1
2
,
1
3
,
1
4
,
1
5

៣. ស្វុ ីតអនន្តតួ គឺជាស្វុ ីត ែដលេគមិនអាចរាប់ចំនួនតួ ៃន
ស្វុ ីតបាន (កំណត់មិនបានតួចុង្រកាយៃនស្វុ ីត)
ឧទាហរណ៍៖ 2,4,8,16, . . .

ជាទូេទ ស្វុ ីតចំនួនពិត គឺជាអនុគមន៍េលខែដលកំណត់ពី N

េទ R ។ ឧទាហរណ៍៖ f (n) = un = 2n−1

!
• N= {1,2,3, . . .}សំណំុចំនួនគត់ធម្មជាតិ
• R សំណំុចំនួនពិត
• េគតាងស្វុ ីតេដាយ (an) ឬ (an)n∈N

• a1,a2,a3, . . . ,an េហថាតួៃនស្វុ ីត (an)

a1 ជាតួទី 1 និង an ជាតួទី n។

ចំណា៖ំ េបី េគសិក�េលីចំនួនគត់ 0,1,2,3,4, . . . េនាះ
ស្វុ ីត(an) េផ្តីមពីតួ a0,a1,a2, . . .an ែដល a0 ជាតួទី 1

១.២ អេថរភាពៃនស្វ� ីត

 ១. ស្វុ ីតេកីន រេបៀបសិក�ស្វុ ីតេកីន
វធីិទី១ -េបី u1 < u1 < · · ·< un−1 < un < · · ·

េនាះ (un)ជាស្វុ ីតេកីន។
វធីិទី២ -េបី un+1 −un > 0 េនាះ (un)ជាស្វុ ីតេកីន។
វធីិទី៣ -េបី un > 0,

un+1

un
> 1 េនាះ (un)ជាស្វុ ីតេកីន។

 ២. ស្វុ ីតចុះ រេបៀបសិក�ស្វុ ីតចុះ
វធីិទី១ -េបី u1 > u2 > · · ·> un−1 > un > · · ·

េនាះ (un)ជាស្វុ ីតចុះ។
វធីិទី២ -េបី un+1 −un < 0 រ ឺun+1 < un

េនាះ (un)ជាស្វុ ីតចុះ។
វធីិទី៣ -េបី un > 0,

un+1

un
< 1 េនាះ (un)ជាស្វុ ីតចុះ។

 ៤. ស្វុ ីតមិនេកីន - េបី un+1 −un = (មិនេថរ)
ឬមិនចុះ េនាះ (un)ជាស្វុ ីតមិនេកីន ឬមិនចុះ

 ៣. ស្វុតីម៉ូណូតូន -(un)ជាស្វុ ីតម៉ូណូតូនកាលណា
u1 < u2 < · · ·< un < · · ·

ឬ មាន u1 > u2 > · · ·> un > · · ·

-(un)ជាស្វុ ីតេកីន រ ឺស្វុ ីតចុះ

 ៤. ស្វុ ីតទាល់ -(un)ជាស្វុ ីតទាល់កាលណា (un)

ជាស្វុ ីតទាល់េលីផងនិងទាល់េ្រកាមផង
ស្វុ ីទាល់េលី -(un)ទាល់េលីកាលណា ∃M ∈ R

∀n ∈ N : un ≤ M

ស្វុ ីតទាល់េ្រកាម -(un)ទាល់េ្រកាមកាលណា ∃m ∈ R

∀n ∈ N : un ≥ m

 ៥. ស្វុ ីតេថរ - េបី un+1 −un = 0 េនាះ (un)

ជាស្វុ ីតេថរ។
- េបី

un+1

un
= 1 េនាះ (un)ជាស្វុ ីតេថរ។
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១.៣ លហំាត់
លំហាត់ ១

កំណត់បីតួបនា្ទ ប់ៃនស្វុ ីតខាង្រកាម៖

ក. 1,5,14,30,55, . . .

ខ. 1
3
,
1
5
,
1
7
,
1
9
, . . .

គ. 1,4,9,16,25,36, . . .

ឃ. 1,7,17,31,49, . . .

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២
ចូរបំេពញតួៃនស្វុ ីតក្នុងចេនា្ល ះខាងេ្រកាម៖

ក. 3,6,9,12, . . . , . . . , . . . ខ. 0,3,8,15, . . . , . . . , . . .

លំហាត់ ៣
សរេសរ្របាតំួដំបូងៃនស្វុ ីតែដលមានតួទី n កំណត់េដាយ un = n(n+2) ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៤
សរេសរ្របាតំួដំបូងៃនស្វុ ីតែដលមានតួទី n កំណត់េដាយ un =

n
n+1

។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ៥
សរេសរ្របាតំួដំបូងៃនស្វុ ីតែដលមានតួទី n កំណត់េដាយ un = 3n ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ៦
សរេសរ្របាតំួដំបូងៃនស្វុ ីតែដលមានតួទី n កំណត់េដាយ un = (−1)n−1 ·5n+1 ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៧
េគមានស្វុតី (un) កំណត់េដាយ un = 4n+3។ កំណត់ u17 និង u24។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ៨

េគមានស្វុតី (un) កំណត់េដាយ un =
n2

2n។ កំណត់ u7 ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ៩
េគមានស្វុតី (un) កំណត់េដាយ un = (−1)2n−1 ·n3។ កំណត់ u9។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១០

េគមានស្វុ ីត (un) កំណត់េដាយ un =
n(n−2)

n+3
។ កំណត់ u20 ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១១
សរេសរផលបូក្របាតំួដំបូងៃនស្វុ ីតែដលកំណត់េដាយ u1 = 3 និង un = 3un−1 +2 ចំេពាះ n > 1។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១២
សរេសរផលបូក្របាតំួដំបូងៃនស្វុ ីតែដលកំណត់េដាយ u1 =−1 និង un =

un−1

n
ចំេពាះ n ⩾ 2។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៣
សរេសរផលបូក្របាតំួដំបូងៃនស្វុ ីតែដលកំណត់េដាយ u1 = u2 = 2 និង un = un−1 −1 ចំេពាះ n > 2។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១៤
សរេសរ្របាតំួដំបូងៃនស្វុ ីតនីមួយៗខាងេ្រកាមចំេពាះ្រគប់ n ∈ N ៖

1. un = 1− 1
n
+

1
n2

2. u1 = 1,un+1 = 5un +2

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៥
សរេសរបួនតួដំបូងៃនស្វុ ីត (un)n∈N ែដល un = 3n2 −2 ។ េតីចំនួន 241 និង 240 ជាតួទីប៉ុនា្ម នៃនស្វុ ីត?

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១៦
េគឲ្យស្វុ ីតចំនួនពិត (un)n∈N ែដល u1 = 1,u2 = 2,u3 = 4 និង un = an2 +bn+ c ។ កំណត់ចំនួនពិត a,b និង c

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៧
បងា្ហ ញថាស្វុ ីត (un)n∈N ែដល un = 2n+1 ជាស្វុ ីតេកីន។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១៨

បងា្ហ ញថាស្វុ ីត (un)n∈N ែដល un =
1
2n ជាស្វុ ីតចុះ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១៩

េតីស្វុ ីត (an)n∈N ែដលកំណត់េដាយ an =
n2 +1

n2 +n+1
ជាស្វុ ីតេកីន ឬ ជាស្វុ ីតចុះ?

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ២០

សិក�ភាពម៉ូណូតូនៃនស្វុ ីត (an)∈N ែដល an =
1
n3 ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២១
សិក�ភាពម៉ូណូតូនៃនស្វុ ីត (an)∈N ែដល an =

n
√

k ែដល k > 1 ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ២២

បងា្ហ ញថាស្វុ ីត (an)n∈N ែដល an =
n+1

en ជាស្វុ ីតទាល់ ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២៣

សិក�ភាពេកីន-ភាពចុះ និងភាពទាល់ៃនស្វុ ីត (an)n∈N ែដល an =
3n

(n+1)2 ។

ចេម្លើយ �
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� ស្វ� ីតនព្វន្ត

ថា្ម ក់ទី
េគាត្តនាម នាម
េភទ 
េលខេរៀង

• និយមន័យ៖ ស្វុ ីតនព្វន្ត គឺជាស្វុ ីតចំនួនពិតែដលតួនីមួយៗេ្រកពីតួទីមួយ េស្មីតួមុនបនា្ទ ប់បូកនឹងចំនួនេថរ d មួយ ែដល d េហថា
ផលសងរមួ

• ផលសងរមួគឺ d = u2 −u1 = u3 −u2 = · · ·= un −un−1

• តួទីn គឺ un = u1 +(n−1)d

• ផលបូកn តួៃនស្វុ ីតគឺ Sn =
n
2
(u1 +un)

• េបី u1,u2,u3 ជាបីតួៃនស្វុ ីតនព្វន្ត េនាះមធ្យមនព្វន្តគឺ u2 =
u1 +u3

2

២.១ លហំាត់
លំហាត់ ២៤

ចូរគូសសញញ √ ក្នុង្របអប់ខាងមុខចេម្លីយែដល្រតឹម្រត�វ៖
១. េតីមួយណាជាស្វុ ីតនព្វន្តចំេពាះស្វុ ីតចំនួនពិតខាងេ្រកាម៖

□ 1,5,9,13, . . . □ 12,22,32,42, . . .

□ 13,23,33,43, . . . □ 14,24,34,44, . . .

២. េបី X ,Y,Z ជាបីតួៃនស្វុ ីតនព្វន្ត ។ ចូរេ្រជីសេរសីមធ្យមនព្វន្តចំេពាះចេម្លីយនីមួយៗខាងេ្រកាម៖

□ Y =
X +Z

2
□ Z =

X +Y
2

□ X =
√

Y Z □ XY = Z2

៣. េតីមួយណាជាបីតួៃនស្វុ ីតនព្វន្តចំេពាះស្វុ ីតចំនួនពិតខាងេ្រកាម៖
□ 2,4,8 □ 1,5,10 □ 1,3,7 □ −3,−6,−9

៤. រកតៃម្ល x ែដលេធ្វីឲ្យ 2,x+1,10 ជាស្វុ ីតនព្វន្ត។
ចេម្លីយ៖  □ x = 3 □ x = 4 □ x = 5 □ x = 6
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Hing Vothy

លំហាត់ ២៥
ចូរ ផ្គូផ្គង ចេម្លយី ែដល ្រតឹម្រត�វ ខាងេ្រកាម ៖

ស្វុ ីតនព្វន្ត ផលសងរមួ ចេម្លីយ
1. 1,3,5,7, . . . ក. d = 3 1. → ច
2. −1,2,5,8, . . . ខ. d =−10 2. → . . .

3. 2,1,0,−1, . . . គ. d = 1 3. → . . .

4. 5,
11
2
,6,

13
2
, . . . ឃ. d =

1
2

4. → . . .

5. 3,4,5,6, . . . ង. d =−1 5. → . . .

6. 40,30,20,10, . . . ច. d = 2 6. → . . .

លំហាត់ ២៦
េតីស្វុ ីតនីមួយៗខាងេ្រកាមេនះ ជាស្វុ ីតនព្វន្តឬេទ ? េបីវាជាស្វុ ីតនព្វន្ត ចូរកំណត់តួទីមួយ និងផលសងរមួរបស់វា៖

១. ស្វុ ីត (un)n∈N ែដល un = 2n−3

២. ស្វុ ីត (un)n∈N ែដល un = 4−3n

៣. ស្វុ ីត (un)n∈N ែដល un = n2 +1

៤. ស្វុ ីត (un)n∈N ែដល un =
2(n−3)

5

ចេម្លើយ �
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Hing Vothy

លំហាត់ ២៧
រក un ចំេពាះស្វុ ីតនីមួយៗខាងេ្រកាម៖
១. 5,7,9,11,13, . . . ២. 1,6,11,16,21, . . .

៣. 8,14,20,26,32, . . . ៤. 60,51,42,33,24, . . .

៥. 4,0,−4,−8,−12, . . . ៦. 3
2
,2,

5
2
,3,

7
2
,4, . . . ។

ចេម្លើយ �
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Hing Vothy

លំហាត់ ២៨
េគឱ្យស្វុ ីត 7,18,29,40,51, . . . ។ រក un និង u20 ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២៩
រក un និង u13 ចំេពាះស្វុ ីត 200,310,420,530,640, . . . ។

ចេម្លើយ �
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Hing Vothy

លំហាត់ ៣០
េគឱ្យស្វុ ីត 17,10,3,−4,−11, . . . ។ រក un និង u19 ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ៣១
េតីចំនួន 1000 ជាតួទីប៉ុនា្ម នៃនស្វុតី 9,16,23,30,37, . . .?

ចេម្លើយ �
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Hing Vothy

លំហាត់ ៣២
េតីចំនួន 500 ជាតួទីប៉ុនា្ម នៃនស្វុ ីត 28,50,72,94,116, . . .?

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ៣៣
រក un ចំេពាះករណីនីមួយៗខាងេ្រកាម៖
១. u5 = 17 និង u9 = 33 ២. u4 = 43 និង u10 = 97

៣. u8 =−8 និង u14 =−11 ។

ចេម្លើយ �

១៦ Facebook Page: TexBook-School	 016 434 006



Hing Vothy

លំហាត់ ៣៤
បងា្ហ ញថាបីចំនួនខាងេ្រកាមបេង្កីតបានជាស្វុ ីតនព្វន្ត៖

១. 1
x−1

,
x

x2 −1
,

1
x+1

២. (a2 +b2)2,(a4 +b4),(a2 −b2)2

៣. 2
x+1

,
x+1

x
,

x2 +1
x(x+1)

៤. (a2 −2ab−b2)2,(a2 +b2)2,(a2 +2ab−b2)2

ចេម្លើយ �
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Hing Vothy

លំហាត់ ៣៥
កំណត់តៃម្ល x េដីម្បឱី្យបីចំនួនខាងេ្រកាមបេង្កីតបានជាស្វុ ីតនព្វន្ត៖
១. (1+ x)2,(3+ x)2,(9+ x)2 ២. (2− x)2,2x,2+ x

៣. a2(b+ x),b2(a+ x),x2(a+b)

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៣៦
រកតួទីមួយ និងផលសងរមួរបស់ស្វុ ីតនព្វន្ត (un)n∈N កាលណាេគសា្គ ល់៖
១. u4 = 15 និង S5 = 55 ២. u3 +u5 = 4 និង S12 = 129

៣. u5 +u3 = 4 និង u2u4 =−3 ៤. S5 = 35 និង u4u5 = 130

៥. u1 +u7 = 4 និង u2
3 +u2

7 = 122

ចេម្លើយ �
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Hing Vothy

លំហាត់ ៣៧
គណនាផលបូក n តួដំបូងៃនស្វុ ីតនីមួយៗខាងេ្រកាម៖

១. 2+5+8+11+14+ · · ·

២. 8+10+12+14+16+ · · ·

៣. 80+77+74+71+68+ · · ·

៤. 2008+1996+1984+1972+1960+ · · ·

៥. 1
2
+

5
6
+

7
6
+

3
2
+

11
6
+ · · · ។

ចេម្លើយ �
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Hing Vothy

លំហាត់ ៣៨
េគឱ្យតួទី n ៃនស្វុ ីតនព្វន្ត un = 5n−3 គណនា S12 ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ៣៩
េគឱ្យស្វុ ីត (un) កំណត់េដាយ 4,15,26,37, . . . ។

១. បងា្ហ ញថាស្វុ ីត (un)ជាស្វុ ីតនព្វន្ត ។ ២. រចួគណនាផលបូក 20 តួដំបូងៃនស្វុ ីតនព្វន្តេនះ ។

ចេម្លើយ �
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Hing Vothy

លំហាត់ ៤០
េគឱ្យស្វុ ីតនព្វន្ត 9,5,1,−3,−7, . . . ។

១. គណនាតួទី n ៃនស្វុ ីត ។ ២. េតីចំនួន −67 ជាតួទីប៉ុនា្ម នៃនស្វុ ីតនព្វន្តេនះ ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ៤១
កំណត់បីចំនួនពិតតគា្ន a,b,c ៃនស្វុ ីតនព្វន្តមួយ េបីេគដឹងថា៖

១. a+b+ c = 30 និង abc = 910 ២. a+b+ c = 18 និង a2 +b2 + c2 = 206

ចេម្លើយ �
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Hing Vothy

លំហាត់ ៤២
រងា្វ ស្់រជ�ងទាងំបីៃន្រតីេកាណែកងមយួតេំរៀបតគា្ន បេង្កីតបានជាស្វុ ីតនព្វន្តមួយែដលមានផលសងរមួេស្មី 21 ែម៉្រត ។ គណនារងា្វ ស់
្រជ�ងទាងំបីៃន្រតីេកាណែកងេនះ ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ៤៣
្រសាយបញ្ជ ក់ថា៖

១. េបី a,b,c ជាស្វុ ីតនព្វន្ត េនាះ a2 −bc,b2 −ac,c2 −ab ជាស្វុ ីតនព្វន្ត ។

២. េបី 1
a+b

,
1

a+ c
,

1
b+ c

ជាស្វុ ីតនព្វន្ត េនាះ a2,b2,c2 ជាស្វុ ីតនព្វន្ត ។

ចេម្លើយ �
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Hing Vothy

លំហាត់ ៤៤
១. េគមានស្វុ ីតនព្វន្ត (un)n∈N កំណត់េដាយ u1,u2,u3, . . . ,un ែដល្រគប់តួៃនស្វុ ីតេនះជាចំនួនខុសពីសូន្យ ។

បងា្ហ ញថា 1
u1 ·u2

+
1

u2 ·u3
+

1
u3 ·u4

+ · · ·+ 1
un ·un+1

=
n

u1 ·un+1
។

២. គណនាផលបូក Sn =
1

1 ·2
+

1
2 ·3

+
1

3 ·4
+ · · ·+ 1

n(n+1)
។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ៤៥
េគឱ្យពីរចំនួន u0 និង u1 េគបេង្កីតចំនួន
u2 = u0 +u1,u3 = u1 +u2, . . . ,un+1 = un−1 +un ។
បងា្ហ ញថា u0 +u1 +u2 +u3 + · · ·+un−1 = un+1 −u1 ។

ចេម្លើយ �
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Hing Vothy

លំហាត់ ៤៦
េគឱ្យស្វុ ីតនព្វន្ត (un)n∈N ែដលមានតួទីមួយ u1 = 1 ។ គណនាផលសងរមួៃនស្វុ ីតនព្វន្តេនះក្នុងករណីខាងេ្រកាម៖

១. ផលេធៀបតួទី 8 និងតួទី 3 េស្មីនឹង 4 ។
២. ផលដកកាេរៃនតួទី 10 និងតួទី 7 េស្មីនឹង 3 ។

ចេម្លើយ �
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Hing Vothy

លំហាត់ ៤៧
េគ ឱ្យ a,b,c ជា មុំ ក្នុង ៃន ្រតីេកាណមួយ ។ ្រសាយបញ្ជ ក់ ថា េបី cota,cotb,cotc ជាស្វុ ីត នព្វន្ត េនាះ េគបាន
sin2 a,sin2 b,sin2 c ក៏ជាស្វុ ីតនព្វន្តែដរ ។

ចេម្លើយ �
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� ស្វ� ីតធរណីមា្រត

ថា្ម ក់ទី
េគាត្តនាម នាម
េភទ 
េលខេរៀង

• និយមន័យ៖ ស្វុ ីតធរណីមា្រត គឺជាស្វុ ីតៃនចំនួនពិតែដលតួនីមួយៗេ្រកពីតួទី១ េស្មីនឹងតួមុនបនា្ទ ប់គុណនឹងចំនួនេថរ q មួយែដល
q េហថាផលេធៀបរមួ ឬេរសយុ្ង។

• ផលេធៀបរមួគឺ q =
u2

u1
=

u3

u2
= · · ·= un

un−1
• តួទីn គឺ un = u1 ·qn−1

• ផលបូកn តួៃនស្វុ ីតធរណីមា្រតគឺ Sn =
u1(qn −1)

q−1
ែដល q ̸= 1 និង n ∈ N

• ផលបូកអនន្តតួៃនស្វុ ីតធរណីមា្រតគឺ S∞ =
u1

1−q
ែដល |q|< 1

• េបី u1,u2,u3 ជាបីតួៃនស្វុ ីតធរណីមា្រត េនាះមធ្យមធរណីមា្រតគឺ u2 =
√

u1 ·u3

៣.១ លហំាត់
លំហាត់ ៤៨

កំណត់ផលេធៀបរមួៃនស្វុ ីតធរណីមា្រត និងសរេសរបីតួបនា្ទ ប់េទៀតៃនស្វុ ីតនីមួយៗខាងេ្រកាម៖

១. 8,4,2,1,
1
2
, . . . ២. 8,4

√
2,4,2

√
2, . . .

៣.√3,3,3
√

3,9, . . .

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៤៩
កំណត់តួទី n និង តួទី 15 ៃនស្វុ ីតធរណីមា្រតនីមួយៗខាងេ្រកាម៖
១. 625,125,25,5,1, . . . ២. 5,−5

2
,
5
4
,−5

8
, . . .

៣. 1,
√

7,7,7
√

7,49, . . .

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ៥០
េតីស្វុ ីតធរណីមា្រតនីមួយៗខាងេ្រកាមមានចំនួនប៉ុនា្ម នតួ ?
១. 1,2,4,8,16, . . . ,1024 ២. 5,10,20, . . . ,2560

៣. x7,x6,x5, . . . ,x−7 ,x ̸= 1 និង x > 0

ចេម្លើយ �

២៨ Facebook Page: TexBook-School	 016 434 006



Hing Vothy

លំហាត់ ៥១
េគមានស្វុ ីតធរណីមា្រត 3,12,48, . . . ។
១. គណនាតួទី 9 ៃនស្វុ ីត ។ ២. េតីចំនួន 12288 ជាតួទីប៉ុនា្ម នៃនស្វុ ីត?
៣. គណនាផលបូក 30 តួដំបូងៃនស្វុ ីត ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ៥២

សរេសរបួនតួដំបូងៃនស្វុ ីត (un)n∈N ែដល un = 6
(
−1

2

)n−1

រចួបងា្ហ ញថាវាជាស្វុ ីតធរណីមា្រត ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៥៣
រកតួទី១ និង ផលេធៀបរមួៃនស្វុ ីតធរណីមា្រត (un)n∈N នីមួយៗខាងេ្រកាម េបីេគសា្គ ល់៖
១. u3 = 1 និង u7 = 81 ២. u2 +u3 = 9 និង u7 = 8u4

៣. Sn =
1
3
− 2n

3n+1 ៤. u1 +u2 = 18 និង u2 +u3 = 36

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ៥៤
េគមានស្វុ ីតធរណីមា្រត 5,15,45, . . . ។ គណនាផលបូក n តួដំបូង Sn ៃនស្វុ ីតធរណីមា្រតេនះ ។ រក un រចួបងា្ហ ញថា 3un =

2Sn +5 ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៥៥
េគមាន u1,u2,u3 ជាស្វុ ីតធរណីមា្រត ។ កំណត់រក u1 និងផលេធៀបរមួ q ៃនស្វុ ីតធរណីមា្រត េបេីគសា្គ ល់៖

១. u1 +u2 +u3 = 28 និង u1u2u3 = 512 ២. u1 +u2 +u3 = 13 និង u1u2u3 =−64 ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ៥៦
កំណត់តៃម្ល x េដីម្បឱី្យបីចំនួន x,2x+6,4x+36 បេង្កីតបានជាស្វុ ីតធរណីមា្រត ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៥៧
រកបីតួដំបូងៃនស្វុ ីតធរណីមា្រតមួយ េបីេគដឹងថា ផលបូកបីតួេនះេស្មី 26 និងផលគុណបីតួេនះេស្មី 216 ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ៥៨
រកពីរចំនួន a និង b ែដលបីតួ a,b,10 បេង្កីតបានជាស្វុ ីតនព្វន្តផង និងស្វុ ីតធរណីមា្រតផង ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៥៩
េតីេគ្រត�វែថមប៉ុនា្ម នេទេលីចំនួន 3,24,94 េដីម្បឱី្យបានបីតួបន្តបនា្ទ ប់គា្ន ៃនស្វុ ីតធរណីមា្រតមួយ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ៦០
េគឱ្យផលបូក 2+22 +23 + · · ·+2n+1 = 1022 ។ គណនាតៃម្ល n ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៦១
គណនាតៃម្ល a និង b េដីម្បឱី្យ a,28,b បេង្កីតបានជាស្វុ ីតធរណីមា្រត េបី a+b = 119 ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ៦២
គណនាបីចំនួន a,b,c ៃនស្វុ ីតធរណីមា្រតមួយ េបីេគដឹងថា៖

១. a+b+ c = 310 និង b2 = 10c ២. a+b+ c = 13 និង a2 +b2 + c2 = 91 ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៦៣
េបី a,b,c ជាស្វុ ីតធរណីមា្រត ្រសាយបញ្ជ ក់ថាបីចំនួនខាងេ្រកាមជាស្វុ ីតធរណីមា្រតែដរ៖

១. a2,b2,c2 ២. 1
a2 ,

1
b2 ,

1
c2 ៣. 1

ak ,
1
bk ,

1
ck ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៦៤
គណនាផលបូកខាងេ្រកាម៖

១. Sn = 1+11+111+ · · ·+111 . . .11︸ ︷︷ ︸
n ដងេលខ 1

២. Sn = 3+33+333+ · · ·+333 . . .33︸ ︷︷ ︸
n ដងេលខ 3៣. Sn = 7+77+777+ · · ·+777 . . .77︸ ︷︷ ︸
n ដងេលខ 7

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៦៥
េបី a,b,c,d ជាស្វុ ីតធរណីមា្រត ចូរ្រសាយបញ្ជ ក់ថា៖

១. (a−d)2 = (a− c)2 +(b− c)2 +(b−d)2

២. (a2 +b2 + c2)(b2 + c2 +d2) = (ab+bc+ cd)2

៣. (a+b+ c)(b+ c+d)(a−b+ c)(b− c+d) = (ab+bc+ cd)2 ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៦៦
េគឱ្យចំនួនពិត a,b និងស្វុ ីត (un)n∈N មួយែដលកំណត់េដាយ un+1 = aun +b

១. ្រសាយបញ្ជ ក់ថា un+2 −un+1 = a(un+1 −un) ។
២. េបី vn = un+1 −un េតីស្វុ ីត (vn)ជាស្វុ ីតអ្វី ?

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ៦៧
សរេសរចំនួនទសភាគខួបខាងេ្រកាម ជាចំនួនសនិទានែដលមានទំរង់ a

b

១. 0.8 ២. 0.34 ៣. 2.35 ៤. 5.354

ចេម្លើយ �
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� ផលបូកតួៃនស្វ� ីតេផ្សងៗ

ថា្ម ក់ទី
េគាត្តនាម នាម
េភទ 
េលខេរៀង

៤.១ នមិតិ្តសញញ ∑ នងិ∏ស្រមាប់ផលបូកតួៃនស្វ� ីត
ជាទូេទ ៤.១.១ េគតាងនិមិត្តសញញ ∑តាងេដាយផលបូកៃនចំនួនែដលមានេ្រចីនតួ

ក.
n

∑
k=1

uk = u1 +u2 +u3 + · · ·+un

ខ.
n

∑
k=1

c = c+ c+ c+ · · ·+ c︸ ︷︷ ︸
nកតា្ត ៃនk

= n · c ែដល c ជាចំនួនេថរ

គ.
n

∑
k=1

kak = k
n

∑
k=1

ak ែដល k ∈ R

ឃ.
n

∑
k=1

(bk ± ck) =
n

∑
k=1

bk ±
n

∑
k=1

ck

ជាទូេទ ៤.១.២ េគតាងនិមិត្តសញញ ∏តាងេដាយផលគុណៃនចំនួនែដលមានេ្រចីនតួ

ក.
n

∏
k=1

uk = u1 ·u2 ·u3 · · · · ·un

ខ.
n

∏
k=1

c = c · c · c · · · ·c︸ ︷︷ ︸
nកតា្ត ៃនc

= cn

គ.
n

∏
k=1

kak = k
n

∏
k=1

ak ែដល k ∈ R

ឃ.
n

∏
k=1

(bk ± ck) ̸=
n

∏
k=1

bk ±
n

∏
k=1

ck

៤.១.១ របូមន្តផលបូកសខំាន់ៗ

១.  ផលបូក n តួដំបូងៃនចំនួនគត់ធម្មជាតិ:
n

∑
k=1

k = 1+2+3+ · · ·+n =
n(n+1)

2

២. ផលបូកកាេរ n តួដំបូងៃនចំនួនគត់ធម្មជាតិ:
n

∑
k=1

k2 = 12 +22 +32 + · · ·+n2 =
n(n+1)(2n+1)

6

៣. ផលបូកគូប n តួដំបូងៃនចំនួនគត់ធម្មជាតិ:
n

∑
k=1

k3 = 13 +23 +33 + · · ·+n3 =

[
n(n+1)

2

]2

៤. ផលបូកគីប n តួដំបូងៃនចំនួនគត់ធម្មជាតិ:
n

∑
k=1

k4 = 14 +24 +34 + · · ·+n4 =
n(n+1)(2n+1)(3n2 +3n−1)

30
៥. ផលបូកៃនចំនួនេថរ c:

c+ c+ c+ · · ·+ c =
n

∑
k=1

c = nc

៦. ផលបូកៃនចំនួនគត់គូរ:
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2+4+6+8+ · · ·+2n =
n

∑
k=1

2k = n(n+1)

៧. ផលបូកៃនចំនួនគត់េសស:
1+3+5+7+9+ · · ·+(2n−1) =

n

∑
k=1

(2k−1) = n2

៤.១.២ រេបៀបកណំត់តួទី n
ក្នុងែផ្នកេនះេយងីនឹងេធ្វីការសិក�េទេលីការកំណត់តួទី n ែដលមិនែមនជាស្វុ ីតនព្វន្ត ឬជាស្វុ ីតធរណីមា្រត

១  . រេបៀបកណំត់តួទី n តាមផលសងតួៃនស្វ� ីត

ក. ផលសងតួលដំាប់ទី 1
ជាទូេទ ៤.១.៣ េគមានស្វុ ីត (an) : a1,a2,a3, . . . ,an េហយី b1 = a2 −a1,b2 = a3 −a2, . . . ,bn−1 = an −an−1។
ស្វុ ីត (bn) : b1,b2,b3, . . . ,bn េហថាផលសងលំដាប់ទី 1 ៃនស្វុ ីត (an)។
ជាទូេទ ៤.១.៤ េគមានស្វុ ីត (an)។ តាង bn = an+1−an,n = 1,2,3, . . . េគបាន bn ជាផលសងលំដាបទី់ 1។ តទីួ n ៃនស្វុ ីត

(an) កំណត់េដាយ an = a1 +
n−1

∑
k=1

bk ចំេពាះ n ≥ 2។

ខ. ផលសងរមួលដំាប់ទី 2
ជាទូេទ ៤.១.៥ រកតួទី n ៃនស្វុ ីត (an)

- េគមានស្វុ ីត (an)។
- តាង bn = an+1 −an, n = 1,2,3, . . . ែដល (bn)ជាផលសងលំដាប់ទី 1។
- តាង cn = bn −bn+1, n = 1,2,3, . . . ែដល (cn)ជាផលសងលំដាប់ទី 2។
- ទាញរកតួទី n ៃនស្វុ ីត (cn)

- រកតួទី n ៃនស្វុ ីត bn តាម bn = c1 +
n−1

∑
k=1

ck ចំេពាះ n ≥ 2។

- រកតួទី n ៃនស្វុ ីត an តាម an = b1 +
n−1

∑
k=1

bk ចំេពាះ n ≥ 2។
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៤.២ លហំាត់
លំហាត់ ៦៨

គណនាផលបូក

១.
4

∑
k=1

(3k+1) ២.
25

∑
k=1

k ៣.
200

∑
k=100

k

៤.
55

∑
k=1

(3k−2) ៥.
90

∑
k=1

(2−7k) ៦.
46

∑
k=13

(9+2k)

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៦៩
គណនាផលបូក
១.

n

∑
k=3

3 ២.
n

∑
k=1

2k ៣.
n

∑
k=10

k3

៤.
n

∑
k=1

(k2 −2k+1) ៥.
n

∑
k=1

(3k−1)2 ៦.
n

∑
k=1

(k2 +2k−1)

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៧០
បងា្ហ ញថា

១.
n2

∑
k=1

k−
n

∑
k=1

k =
n(n3 −1)

2
២.

n+2

∑
k=1

(2k+3) = (n+2)(n+6)

៣.
2n

∑
k=n+1

k2 =
n(2n+1)(7n+1)

6

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៧១
គណនាផលបូក ចំេពាះ្រគប់ n ∈ N

១. A = 11+12+13+ · · · ·+100

២. B = 132 +142 +152 + · · ·+502

៣. C = 103 +113 +123 + · · ·+303

៤. Sn = 1 ·2+2 ·3+3 ·4+ · · ·+n(n+1)

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៧២
គណនាផលបូក ចំេពាះ្រគប់ n ∈ N

១. Sn = 1 ·4+2 ·7+3 ·10+ · · ·+n(3n+1)

២. Sn = 1 ·2 ·3+2 ·3 ·4+3 ·4 ·5+ · · ·+n(n+1)(n+2)

៣. Sn = 1 ·3+2 ·9+3 ·27+ · · ·+n3n

៤. Sn = 1 ·22 +2 ·32 +3 ·42 + · · ·+(n−1)n2 ចំេពាះ្រគប់ n ≥ 2 ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៧៣
គណនាផលបូក ចំេពាះ្រគប់ n ∈ N

១. Sn = 8+88+888+ · · ·+888 . . .88︸ ︷︷ ︸
n ដងេលខ 8

២. Sn = 13+1313+131313+ · · ·+131313 . . .1313︸ ︷︷ ︸
n ដងេលខ 13

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៧៤

េគឱ្យស្វុ ីត (un)n∈N ែដល un =
1

√
n+

√
n+1

។

១. គណនាផលបូក n តួដំបូងៃនស្វុ ីត (un)n∈N ។
២. គណនាផលបូក 999 តួដំបូងៃនស្វុ ីត (un)n∈N ។

៣. គណនា A =
1

1+
√

2
+

1√
2+

√
3
+

1√
3+

√
4
+ · · ·+ 1√

2017+
√

2018

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៧៥

គណាផលបូក An =
1

1 ·3
+

1
2 ·4

+
1

3 ·5
+

1
4 ·6

+ · · ·+ 1
n(n+2)

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ៧៦

គណនា Sn = 1+
1

1+2
+

1
1+2+3

+
1

1+2+3+4
+ · · ·+ 1

1+2+3+ · · ·+n

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៧៧
គណនាផលបូក
១.

n

∑
k=1

k!k ២.
n

∑
k=1

2k+1
k2(k+1)2

៣.
n

∑
k=1

k
(k+1)!

៤.
n

∑
k=1

k+1
(k−1)!+ k!+(k+1)!

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៧៨
គណនាផលបូក√

1+
1
12 +

1
22 +

√
1+

1
22 +

1
32 + · · ·+

√
1+

1
20112 +

1
20122

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ៧៩

គណនាផលគុណ
(

1+
1
2

)(
1+

1
22

)(
1+

1
24

)
· · ·
(

1+
1

22n

)
ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៨០
កំណត់តួទី n ៃនស្វុ ីត (un) : 1,5,11,19,29,41, . . . ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ៨១
កំណត់តួទី n ៃនស្វុ ីត (un) : 1,3,7,15,31,63, . . . ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៨២
កំណត់តួទី n ៃនស្វុ ីត (un) : 3,8,16,27,41,58, . . . ។
គណនាផលបូក n តួតំបូងៃនស្វុ ីត (un) ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៨៣
កំណត់តួទី n ៃនស្វុ ីត (an) : 1,12,37,82,153,256, . . . ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៨៤
កំណត់តួទី n ៃនស្វុ ីត (an) : 1,7,23,55,109,191, . . . ។
គណនាផលបូក n តួបំបូងៃនស្វុ ីត an ។

ចេម្លើយ �
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� ទនំាក់ទនំងតួៃនស្វ� ីត

ថា្ម ក់ទី
េគាត្តនាម នាម
េភទ 
េលខេរៀង

៥.១ កណំត់តួទី n េដាយេ្របើស្វ� ីតជនួំយ

វិធាន ១
េគេអាយស្វុ ីត (un)n∈N ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ទំនាក់ទំនង un+1 = a ·un + f (n) េដីម្បកីំណត់តួទី n ៃនស្វុ ីតេគ្រត�វ៖
⋇ ចេំពាះ a = 1

• េគមាន un+1 = un + f (n)សមមូល un+1 −un = f (n)

• តាង vn = un+1 −un = f (n) េនាះ (vn)ជាផលសងលំដាប់ទី១ៃនស្វុ ីត (un)

• ចំេពាះ n ≥ 2 េគបាន un = u1 +
n−1

∑
k=1

vk ឬ un = u1 +
n−1

∑
k=1

f (k)

៥.១.១ ករណីសា្គ ល់ទនំាក់ទនំងកេំណើ ន un+1 = a ·un + f (n)

វិធាន ២
េគេអាយស្វុ ីត (un)n∈N ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ទំនាក់ទំនង un+1 = a ·un + f (n) េដីម្បកីំណត់តួទី n ៃនស្វុ ីតេគ្រត�វ៖
⋇ ចេំពាះ a ̸= 1

• រកស្វុ ីត (rn)មានទ្រមង់តាមអនុគមន៍ៃន f (n) ែដលេផ្ទ�ផា្ទ ត់ទំនាក់ទំនងកំេណីនៃនសមីការ rn+1 = a · rn + f (n)

•  េធ្វីផលសង un+1 − rn+1 = a(un − rn)តាងស្វុ ីតជំនួយ vn = un − rn

• (vn)ជាស្វុ ីតធរណីមា្រត រចួទាញរកតួ un  ។
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៥.២ កណំត់តួទូេទៃនទនំាក់ទនំង un+1 = f (un)

៥.២.១ ករណីសា្គ ល់ទនំាក់ទនំង un+1 =
un +α
un +β

វិធាន ៣
េគឱ្យស្វុ ីត (un)n∈N ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ទំនាក់ទំនងកំេណីន

un+1 =
un +α
un +β

(៥១)

េដីម្បកីំណត់តួទីn ៃនស្វុ ីតេគ្រត�វ សមីកាសមា្គ ល់ λ =
λ +α
λ +β

λ (λ +β ) = λ +α

λ 2 +βλ −λ −α = 0

λ 2 +(β −1)λ −α = 0

• ករណី ∆ = [−(β −1)]2 +4α > 0 េនាះសមីការមានឫសពីរ

λ1,λ2 =
−(β −1)±

√
∆

2
តាង ស្វុ ីត vn =

un −λ1

un −λ2
ចំេពាះ λ1 > λ2 េហយីបងា្ហ ញថា (vn)ជាស្វុ ីតធរណីមា្រត

រចួគណនា vn ទាញរក un ។
• ករណី ∆ = [−(β −1)]2 +4α = 0

េនាះសមីការមានឫសឌុប λ =
−(β −1)

2
តាង vn =

1
un −λ

បងា្ហ ញថា (vn)ជាស្វុ ីតនព្វន្ត េហយីគណនា vn រចួទាញរក un ។

៥.២.២ ករណីសា្គ ល់ទនំាក់ទនំងកេំណើ ន aun+2 +bun+1 + cun = 0

េគេអាយស្វុ ីត (un)n∈N ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ទំនាក់ទំនង

aun+2 +bun+1 + cun = 0 (៥២)

េដីម្បកីំណត់តួទី n ៃនស្វុ ីតេគ្រត�វ៖
សរេសរសមីការ aλ 2 +bλ + c = 0 ែដល ∆ = b2 +4ac ជាសមីការសមា្គ ល់ៃន (៥២)
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វិធាន ៤
⋇ រេបៀបទ១ី

• េបី ∆ > 0 េនាះសមីការសមា្គ ល់មានឫសពីរជាចំនួនពិតគឺ λ1,λ2 =
−b±

√
∆

2a

េគបាន

un+2 −λ1un+1 = λ2(un+1 −λ1un)

un+2 −λ2un+1 = λ1(un+1 −λ2un)
ឬ

vn+1 = λ2vn

wn+1 = λ1wn

ែដល vn = un+1 −λ1un និង wn = un+1 −λ2un

េដាះ្រសាយរក vn និង wn េនាះេគអាចរក un បានតាមទំនាកទំនង vn និង wn

• ករណី ∆ = 0 េនាះសមីការមានឫសឌុប λ =
−b
2a

តាង

vn = un+1 −λun (៥៣)

vn+1 = un+2 −λun+1

= pun+1 +qun −λun+1

= (p−λ )un+1 +qun

vn+1 = (p−λ )
(

un+1 +
q

p−λ

)
យក vn = un+1 +

q
p−λ

⇒ vn+1 = (p−λ )vn

េនាះ (vn) ជាស្វុ ីតធរណីមា្រតែដលមានេរសយុ្ង r = (p−λ ) និងv1 = u2 −

rλu1

េគបាន vn = (u2 − ru1)(p−λ )n−1

យក (៥៣) ែចកនឹង rn+1 :
vn

rn+1 =
un+1

rn+1 − un

rn

តាងwn =
un

rn ⇒ wn+1−wn =
vn

rn+1 េគបាន (wn)ជាស្វុ ីតនព្វន្តែដលមានផលសងរមួ d =
vn

rn+1 និងw1 =
u1

r
េនាះេគអាចរក wn បាន រចួគណនា un តាមទំនាកទំនង wn =

un

rn

៥៧ Facebook Page: TexBook-School	 016 434 006



Hing Vothy

៥.៣ លហំាត់
លំហាត់ ៨៥

ស្វុ ីត (an) កំណត់េដាយទំនាក់ទំនងកំេណីនដូចខាង្រកាម៖
1. កំណត់តួទី 5 េបី a1 = 4 និង an+1 = 5an −2

2. កំណត់តួទី 6 េបី a1 = 2 និង an+1 = 6an −4n

3. កំណត់តួទី 7 េបី a1 = 1,a2 = 2 និង an+2 = an+1 +an

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ៨៦
ស្វុ ីត (an) កំណត់េដាយទំនាក់ទំនងកំេណីន a1 = 1, an+1 = pan +q ។ គណនាតៃម្ល p និង q េបីេគដឹងថាតួទី 3 េស្មី 6
និងតួទី 5 េស្មី 86។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៨៧
េគឲ្យស្វុ ីត (un)n∈N មួយកំណត់េដាយ u1 = 1 និង 3un+1 = 2un +3 ។ ចូរកំណត់តួទីn ៃនស្វុ ីត (un)n∈N ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ៨៨
េគឲ្យស្វុ ីត (un)n∈N មួយកំណត់េដាយ u1 = 3 និង 3un+1 = 2un −n+1 ។ ចូរកំណត់តួទីn ៃនស្វុ ីត (un)n∈N ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៨៩

េគឲ្យស្វុ ីត (un)n∈N :

u1 = 5

un+1 = un +n2 +2n+1
។ ចូរកំណត់តួទីn ៃនស្វុ ីត (un)n∈N ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ៩០

េគឲ្យស្វុ ីត (un)n∈N :


u1 = 1

un+1 =
un +6
un +2

។ ចូរកំណត់តួទីn ៃនស្វុ ីត (un)n∈N ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៩១
េគឲ្យស្វុ ីត (un)n∈N មួយកំណត់េដាយទំនាក់ទំនងកំេណីន u1 = 0,u2 = 2 និង un+2 −5un+1 +6un = 0 ។
ចូរកំណត់តួទីn ៃនស្វុ ីត (un)n∈N ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៩២
េគឲ្យស្វុ ីត (un)n∈N មួយកំណត់េដាយទំនាក់ទំនងកំេណីន u1 = 1,u2 = 4 និង un+2 = 6un+1 −9un ។
ចូរកំណត់តួទីn ៃនស្វុ ីត (un)n∈N ។

ចេម្លើយ �
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� វចិារអនុមានរមួគណិតវទិយ

ថា្ម ក់ទី
េគាត្តនាម នាម
េភទ 
េលខេរៀង

និយមន័យ ៦.០.១  េដីម្ប្ីរសាយបញ្ជ ក់ថា P(n) ចំេពាះ ∀n ∈ N  ជាសំេណីពិត េគ្រត�វ៖
• េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ថា P(n) ពិត ចំេពាះ n = 1

• ឧបមាថា P(k) ពិតចំេពាះតៃម្ល n = k

• ្រសាយបញ្ជ ក់ថា P(k) ពិត នាឱំ្យេគបាន P(k+1) ពិត ។

ឧទាហរណ៍ ១

្រសាយបញ្ជ ក់ថា 1+2+3+ · · ·+n =
n(n+1)

2

ចេម្លើយ៖
តាងសំេណី P(n) : 1+2+3+ · · ·+n =

n(n+1)
2

ចំេពាះ n = 1 េនាះ P(1) : 1 =
1(1+1)

2
= 1 ពិត

ឧបមាថា P(k) : 1+2+3+ · · ·+ k =
k(k+1)

2
ពិត

េយងីនឹង្រសាយថា P(k+1) : 1+2+3+ · · ·+ k+(k+1) =
(k+1)(k+2)

2
ពិត

េយងីមាន P(k) : 1+2+3+ · · ·+ k =
k(k+1)

2
បូកអង្គទាងំពីរនឹង k+1

េគបាន 1+2+3+ · · ·+ k+(k+1) =
k(k+1)

2
+(k+1)

=
k(k+1)+2(k+1)

2

=
(k+1)(k+2)

2
(មានន័យថា P(k) ពិត)

តាមស្រមាយបញ្ជ ក់េដាយេ្របីវចិារអនុមានរមួគណិតវទិយេគបានសំេណី P(k) ពិត
ដូចេនះ 1+2+3+ · · ·+n =

n(n+1)
2

ឧទាហរណ៍ ២
្រសាយបញ្ជ ក់ថា 2n+1 +32n−1 ជាពហុគុណៃន 7 ចំេពាះ ∀n ∈ N

ចេម្លើយ៖
ចំេពាះ n = 1 េនាះ 21+1 +32×1−1 = 22 +3 = 7 ជាពហុគុណៃន 7 ពិត
ឧបមាថា n = k ពិត គឺ 2k+1 +32k−1 ជាពហុគុណៃន 7 ឬ 2k+1 +32k−1 = 7q , q ∈ Z
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េយងីនឹង្រសាយពិតដល់ n = k+1 គឺ្រសាយថា 2k+2 +32k+1 ជាពហុគុណៃន 7

េយងីមាន 2k+2 +32k+1 = 2×2k+1 +32 ×32k−1

= 2×2k+1 +2×32k−1 +7×32k−1

= 2(2k+1 +32k−1)+7×32k−1

= 2(7q)+7×32k−1

= 7(2q+32k−1) = 7p , p = 2q+32k−1 ∈ Z
តាមស្រមាយបញ្ជ ក់េដាយេ្របីវចិារអនុមានរមួគណិតវទិយ

2k+1 +32k−1 = 7q ,q ∈

Z

ដូចេនះ 2n+1 +32n−1 ជាពហុគុណៃន 7 ចំេពាះ ∀n ∈ N

៦.១ លហំាត់
លំហាត់ ៩៣

បងា្ហ ញតាមវាចារអនុមានរមួគណិតវទិយ ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ធម្មជាតិ n : 13 +23 +33 + · · ·+n3 =

[
n(n+1)

2

]2

។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៩៤

េដាយេ្របីវាចារអនុមានរមួគណិតវទិយ បងា្ហ ញថា 1
9
+

1
92 +

1
93 + · · ·+ 1

9n =
1
8

(
1− 1

9n

)
។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ៩៥

េដាយេ្របីវាចារអនុមានរមួគណិតវទិយ បងា្ហ ញថា
(

1+
1
2
+

1
3
+ · · ·+ 1

n

)
(1+2+3+ · · ·+n)≥ n2។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៩៦
េដាយេ្របីវាចារអនុមានរមួគណិតវទិយ

១. បងា្ហ ញថាចំនួន 13n +11 ែចកដាច់នឹង 12។
២. បងា្ហ ញថា 

n

∑
k=1

2k−1 = 2n −1 ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៩៧
បងា្ហ ញតាមវាចារអនុមានរមួគណិតវទិយ ចំេពាះ n ≥ 5

១. 2n > n2

២. 4n < 2n

៣. 1×2×3×4×·· ·× (n−1)> 2n

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ៩៨

បងា្ហ ញចំេពាះ្រគប់ n ≥ 2 :
√

n <
1√
1
+

1√
2
+

1√
3
+ · · ·+ 1√

n

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ៩៩
បងា្ហ ញតាមវាចារអនុមានរមួគណិតវទិយ ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ធម្មជាតិ n : 2n < (n+2)!

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១០០

បងា្ហ ញថា 1
n+1

+
1

n+2
+ · · ·+ 1

2n
>

13
24

ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ធម្មជាតិ n > 1។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១០១

បងា្ហ ញតាមវាចារអនុមានរមួគណិតវទិយ ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ធម្មជាតិ n : (1+ x)n ≥ 1+nx+
n(n−1)

2
x2 ែដល x ≥ 0

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១០២
បងា្ហ ញចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ធម្មជាតិ n

1. ចំនួន 8n −1 ែចកដាច់នឹង 7

2. ចំនួន 3n +11 ែចកដាច់នឹង 12

3. ចំនួន 3n+3−44n+2 ែចកដាច់នឹង 11

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១០៣
េគមានស្វុ ីត (un)n∈N ែដល un+1 =

√
un +2 និង u0 = 0។ េដាយេ្របីវាចារអនុមានរមួគណិតវទិយបងា្ហ ញថា ៖

1. ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ធម្មជាតិ n, un ≤ 2។
2. ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ធម្មជាតិ n, un+1 ≤ un។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១០៤
ពនា្ល តកេន�ម (a−b)6

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១០៥
កំណត់តួទី្របាំ ៃនពនា្ល ត (a+b)10

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១០៦
េដាយេ្របី្រទឹស្តីបទេទ្វធា ចូរពនា្ល តកេន�មខាង្រកាម៖

១. (3x−1)4

២. (2x+ y)6

៣. (a+b)6

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១០៧
សរេសរពនា្ល តកេន�មខាង្រកាមេដាយេ្របី∑

១. (x− y)5

២. (2x+ y)6

៣. (a+b)12

ចេម្លើយ �
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� អនុគមនអិុ៍ចស្បណូង់ែស្យល

ថា្ម ក់ទី
េគាត្តនាម នាម
េភទ 
េលខេរៀង

៧.១ ស្វ័យគុណ

ស្វ័យគុណ n ៃនចំនួន a ជាផលគុណៃន n កតា្ត ែដលកតា្ត និមួយៗេស្មីនឹង a ។ េគសរេសរ a ·a ·a · · · · ·a︸ ︷︷ ︸
n កតា្ត

= an ែដល n ∈ N ។
an អានថា a ស្វ័យគុណ n

n េហថានិទស្សន្ត ែដល n ∈ N

a េហថា េគាលៃនស្វ័យគុណ ។

រូបមន្ត 1 េបី a,b ជាចំនួនពិតខុសពីសូន្យ េហយី m,n ជាចំនួនគត់ េគបាន៖

1. am ×an = am+n

2. (am)n = amn = (an)m

3. (ab)n = an ×bn

4.
(a

b

)n
=

an

bn

5.
(

1
a

)n

=
1
an

6. am

an = am−n

7. a0 = 1

8. a−n =
1
an

ឧទាហរណ៍ ៣
ស្រម�លកេន�មខាងេ្រកាម៖

1. (−2)2(−2)3

2. (23)4

3. (3x2y3)(x3y4)

4.
(

x2

y3

)5 5. 57

1252

6. (3x3y4z5)6

៧.២ ឬទី n

េបី x ជាឬសកាេរៃនចំនួនពិតវជិ្ជមាន a េគបាន x2 = a េនាះ x =±
√

a

េបី x ជាឬសគូបៃនចំនួនពិត a េគបាន x3 = a េនាះ x = 3
√

a

ជាទូេទ ៧.២.១ េបី a ជាចំនួនពិត និង n ≥ 2 ជាចំនួនគត់រុឡឺាទីបវជិ្ជមាន េគបាន

• n
√

an = |a| េបី n គូ • n
√

an = a េបី n េសស ។
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ឧទាហរណ៍ ៤
គណនា

1.
√

16
25

2. 3
√
−27

3. 4
√

16

4. 6
√

64x6

5.
√
(x−1)2

រូបមន្ត 2 េបី a,b ជាចំនួនពិត េហយី n,m ≥ 2 និង k ≥ 2 ជាចំនួនគត់រុឡឺាទីបវជិ្ជមានេគបាន៖

• n
√

a · n
√

b =
n
√

ab

• n

√
a
b
=

n
√

a
n
√

b
,b ̸= 0

• n
√

am =
(

n
√

a
)m

= a
m
n

• n
√

k
√

a = nk
√

a

• nk
√

amk = n
√

am

ឧទាហរណ៍ ៥
គណនា

1. 3
√

64

2.
√

81
x2

3. 3
√

625

4.
√

3
√

64

5. 9
√

8

6. 3
√

625

៧.៣ អនុគមនអិុ៍ចស្ប៉ណូង់ែស្យល

េគមាន 23 = 8 េបីេគប្តូ េលខ 3 េទជា x និងេលខ 8 េទជា y េនាះេគបាន y = 2x ។ េគេហអនុគមន៍ y = 2x ថាជាអនុគមន៍អិុចស្ប ៉ូ
ណង់ែស្យល េ្រពាះេគាលជាចំនួនេថរវជិ្ជមានខុសពី 1 និងនិទស្សន្តជាអេថរ ។
និយមន័យ ៧.៣.១ អនុគមនអិុ៍ចស្ប ៉ូណង់ែស្យល ជាអនុគមនក៍ំណតេ់ដាយ y = f (x) = ax ែដល x ∈R េហយី aជាចំនួនពិតវជិ្ជមាន
ខុសពី 1 ។

ឧទាហរណ៍ ៦
គណនាតៃម្លេលខ និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍ y = 2x ។
តារាងតៃម្លេលខ្រត�វគា្ន ៃន x និង y

x y = 2x

−2 1
4

−1 1
2

0 1

1 2

2 4 −3 −2 −1 1 2 3

−1

1

2

3

4

5

x

y

y = 2x

0

េយងីសេង្កតេឃញីថាតៃម្ល x េកីន េគបានតៃម្ល្រត�វគា្ន ៃន y = 2x េកីន
េហយី្រកាបរបស់វាកាត់អ័ក្ស (y′y) ្រតង់ចំណុច (0,1) ។
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ឧទាហរណ៍ ៧

គណនាតៃម្លេលខ និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍ y =
(

1
2

)x

។

តារាងតៃម្លេលខ្រត�វគា្ន ៃន x និង y

x y =
(

1
2

)x

−2 4

−1 2

0 1

1 1
2

2 1
4

−2 −1 1 2 3 4

−1

1

2

3

4

5

x

y

y =
(

1
2

)x

0

េយងីសេង្កតេឃញីថាតៃម្ល x េកីន េគបានតៃម្ល្រត�វគា្ន ៃន y =
(

1
2

)x

ចុះ

េហយី្រកាបរបស់វាកាត់អ័ក្ស (y′y) ្រតង់ចំណុច (0,1) ។

ជាទូេទ ៧.៣.២ អនុគមន៍អិុចស្ប ៉ូណង់ែស្យល y = ax ែដល a > 0,a ̸= 1 និង x ∈ Rមាន្រកាប៖
• េបី a > 1 េនាះ y = ax ជាអនុគមន៍េកីនជានិច្ច េហយីមាន្រកាបេកីនពីេឆ្វងេទសា្ត ំ ។
• េបី 0 < a < 1 េនាះ y = ax ជាអនុគមន៍ចុះជានិច្ច េហយីមាន្រកាបចុះពីេឆ្វងេទសា្ត ំ ។
• អនុគមន៍ y = ax វជិ្ជមានជានិច្ច និងមាន្រកាបកាត់អ័ក្សអរេដាេន្រតង់ចំណុច (0,1)ជានិច្ច ។

ឧទាហរណ៍ ៨
សង់្រកាបៃនអនុគមន៍ y = 2x +1 ។
តារាងតៃម្លេលខ្រត�វគា្ន ៃន x និង y

x y = 2x y = 2x +1

−2 1
4

5
4

−1 1
2

3
2

0 1 2

1 2 3

2 4 5

−2 −1 1 2 3

−1

1

2

3

4

5

x

y

y = 2x

y = 2x +1

0
តាម្រកាបេគសេង្កតេឃញីថា េដីម្បសីង់្រកាប y = 2x +1

ដំបូងេគសង់្រកាប y = 2x រចួរកិំលចំនួនមួយឯកតាេឡងីេលី្រសបអ័ក្ស (y′y)
េគបាន្រកាប y = 2x +1 ។
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ឧទាហរណ៍ ៩
សង់្រកាបៃនអនុគមន៍ y = 2x+1 ។
តារាងតៃម្លេលខ្រត�វគា្ន ៃន x និង y

x y = 2x y = 2x+1

−2 1
4

1
2

−1 1
2

1

0 1 2

1 2 4

2 4 8

−2 −1 1 2 3

1

2

3

4

5

6

7

8

x

y

y = 2x

y = 2x+1

0

តាម្រកាបេគសេង្កតេឃញីថា េដីម្បសីង់្រកាប y = 2x+1

ដំបូងេគសង់្រកាប y = 2x រចួរកិំលចំនួនមួយឯកតាេទ
ខាងេឆ្វង្រសបអ័ក្ស (x′x) េគបាន្រកាប y = 2x+1 ។

ឧទាហរណ៍ ១០
សង់្រកាបៃនអនុគមន៍ y =−2x ។
តារាងតៃម្លេលខ្រត�វគា្ន ៃន x និង y

x y = 2x y =−2x

−2 1
4

−1
4

−1 1
2

−1
2

0 1 −1

1 2 −2

2 4 −4

−2 −1 1 2

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

x

y

y = 2x

y =−2x

0

តាម្រកាបេគសេង្កតេឃញីថា េដីម្បសីង់្រកាប y =−2x

ដំបូងេគសង់្រកាប y = 2x រចួគូស្រកាបឆ្លុះគា្ន េធៀបនឹងអ័ក្ស (x′x)
េគបាន្រកាប y =−2x ។

ជាទូេទ ៧.៣.៣ េដីម្បសីង់្រកាបៃនអនុគមន៍៖
• y = ax + q េគ្រត�វសង់្រកាប y = ax រចួេធ្វីបែម្លងកិល្រសបអ័ក្ស (y′y) ចំនួន q ឯកតាេឡងីេលីេបី q > 0 េហយីចំនួន q

ឯកតាចុះេ្រកាមេបី q < 0 ។
• y = ax+p េគ្រត�វសង់្រកាប y = ax រចួេធ្វបីែម្លងកិល្រសបអ័ក្ស (xx′) ចំនួន p ឯកតាេទខាងេឆ្វងេបី p > 0 េហយីចំនួន p

ឯកតាេទខាងសា្ត េំបី q < 0 ។
• y =−ax េគ្រត�វសង់្រកាប y = ax រចួគូស្រកាបឆ្លុះេធៀបនឹងអ័ក្ស (x′x) េគបាន្រកាប y =−ax ។
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៧.៤ សមកីារនងិវសិមកីារអនុគមនអិុ៍ចស្ប៉ណូង់ែស្យល
៧.៤.១ សមកីារអនុគមនអិុ៍ចស្ប៉ណូង់ែស្យល

ក្នុងត្រម�យអរតូណរេមែតមួយេគេឃញី បនា្ទ ត់ y = b ែដល b > 0កាត្់រកាបៃនអនុគមន៍ y = ax,a > 0,a ̸= 1 ្រតង់មួយចំណុច ។ េគ
ថាតៃម្លអាប់សីុស x ែតមួយគត់ៃនចំនួនគតៃ់នចំណុច្របសព្វ ជាឬសៃនសមីការ ax = b ។ សមីការ ax = b ែដល a > 0,a ̸= 0 េហយី
b > 0 េហថា សមីការអិុចស្ប ៉ូណង់ែស្យល ។ បំណក្រសាយតាម្រកាប

ax = b

x

y

y = b

y = ax,a > 1

⃝

ax = b

x

y

y = b

y = ax,0 < a < 1

⃝

ជាទូេទ ៧.៤.១ ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត a វជិ្ជមានខុសពី 1 េគបាន ax = ak ⇐⇒ x = k ។

ឧទាហរណ៍ ១១
េដាះ្រសាយសមីការ៖

1. 3x+1 = 27 2. 2x =
1

32

ចេម្លើយ៖

1. 3x+1 = 27 ⇐⇒ 3x+1 = 33

x+1 = 3

∴ x = 2

2. 2x =
1

32
⇐⇒ 2x =

1
25

2x = 2−5

∴ x =−5

៧.៤.២ វសិមកីារអិុចស្ប៉ណូង់ែស្យល

េគមានអនុគមន៍អិុចស្ប ៉ូណង់ែស្យល y = ax ែដល a > 0,a ̸= 1 និង x ∈ R

• េបី a > 1 វសិមីការ

ax ≥ ak ⇐⇒ x ≥ k

ax ≤ ak ⇐⇒ x ≤ k
• េបី 0 < a < 1 វសិមីការ

ax ≥ ak ⇐⇒ x ≤ k

ax ≤ ak ⇐⇒ x ≥ k

ឧទាហរណ៍ ១២
េដាះ្រសាយវសិមីការ

1. 2x ≤ 1
16

2. 31−x <
3√
3

3. (0.5)x ≤ 1
64

4. 4x −6 ·2x +8 < 0
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ចេម្លើយ៖
1. 2x ≤ 1

16
⇐⇒ 2x ≤ 1

23

x ≤ 2−3

x ≤−3

ដូចេនះ វសិមីការមានសំណំុចេម្លីយ x ∈ (−∞,−3] ។
2. 31−x <

3√
3
⇐⇒ 31−x < 31− 1

2

31−x < 3
1
2

1− x <
1
2

1− 1
2
< x

x >
1
2

ដូចេនះ វសិមីការមានសំណំុចេម្លីយ x ∈
(

1
2
,+∞

)
។

3. (0 ·5)x+1 ≤ 1
64

⇐⇒
(

1
2

)x+1

≤
(

1
2

)6

x+1 ≥ 6

x ≥ 5

ដូចេនះ វសិមីការមានសំណំុចេម្លីយ x ∈ [5,+∞) ។
4. 4x −6 ·2x +8 < 0 ⇐⇒ (2x)2 −2(3)(2x)+8 < 0
តាង t = 2x ែដល t > 0 េគបានវសិមីការ
t2 −3t +8 < 0

េបី t2 −3t +8 = 0 េនាះ t = 2, t = 4

សញញ ៃន t2 −3t +8

t

t2 − 3t + 8

0 2 4 +∞

+ 0 − 0 +

តាមតារាងសញញ េគបាន t ∈ (2,4)

ចំេពាះ t = 2 េគបាន 2x = 2 េនាះ x = 1

ចំេពាះ t = 4 េគបាន 2x = 4 េនាះ x = 2

េដាយ t ∈ (2,4) េនាះ x ∈ (1,2) ។
ដូចេនះ វសិមីការមានសំណំុចេម្លីយ x ∈ (1,2) ។
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៧.៥ អនុវត្តនអ៍នុគមនអិុ៍ចស្ប៉ណូង់ែស្យល

៧.៦ អនុវត្តនអ៍នុគមនអិុ៍ចស្ប៉ណូង់ែស្យល
េគកំណត់តាងនិមិត្តសញញ ដូចខាងេ្រកាម៖

• P ្របាក់េដីម (Original Principle)
• A ឬ An ទឹក្របាក់ែដកទទួលបាន (Compound Amount of P ro Accumulated Value or Maturity Value)
• i អ្រតាការ្របាក់្របចា្ំរគា (The interest rate per period)

ឧបមាថាការសន្សែំបកការ្របាក់សមាសមួយ ែដលមានបាក់ P និង អ្រតាការ្របាក់ i េធ្វីមូលធនកម្មការ្របាក់្របចាឆំា្ន ំ (i) េយងីអាច្រសាយ
បំភ្លឺដូចតេទ៖

• េនេដីមឆា្ន ទីំ១ ៖ ចាប់េផ្តីមសន្ស្ំរបាក់េដីម P

• េនដំណាច់ឆា្ន ទីំ1 ៖ A1 = P+Pi = P(1+ i)

• េនដំណាច់ឆា្ន ទីំ2 ៖ A2 = A1 +A1i = P(1+ i)+P(1+ i)i = P(1+ i)2

• េនដំណាច់ឆា្ន ទីំ3 ៖ A3 = A2 +A2i = P(1+ i)2 +P(1+ i)2i = P(1+ i)3

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

• េនដំណាច់ឆា្ន ទីំn ៖ An = P(1+ i)n

ដូចេនះ ទឹក្របាក់សរុបែដលទទួលបាន (Maturity Value) េនដំណាច់ឆា្ន ំ n អាចគណនា

តាមរូបមន្ត្រគឹះ A = P(1+ i)n (៧១)

!

• េបីការទូទាត់ការ្របាក់ 1 ឆា្ន មំ្តង A = P(1+ i)t

• េបីការទូទាត់ការ្របាក់ 1 ឆមាសម្តង A = P
(

1+
i
2

)2t

• េបីការទូទាត់ការ្របាក់ 1 ្រតីមាសម្តង A = P
(

1+
i
4

)4t

• េបីការទូទាត់ការ្របាក់ 1 ែខម្តង A = P
(

1+
i

12

)12t

ជាទូេទ ៧.៦.១ េបី n ជាចំនួនដងៃនការទូទាត់្របាក់ក្នុងមួយឆា្ន ំ េគបានរូបមន្ត A = P
(

1+
i
n

)nt
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៧.៧ លហំាត់េមនេរៀន

លំហាត់ ១០៨
គណនាតៃម្លកេន�មខាងេ្រកាម៖

១. 4
√

0.0016×81

២. 3
√

36× 3
√

162

៣. 5
√

128×256

៤. 3
√

24× 3
√

54
៥.
(

0.01× 1
49

) 1
2

៦. 3
√

1+
√

2× 6
√

3−2
√

2

ចេម្លើយ៖
១. 4

√
0.0016×81

២. 3
√

36× 3
√

162

៣. 5
√

128×256

៤. 3
√

24× 3
√

54

៥.
(

0.01× 1
49

) 1
2

៦. 3
√

1+
√

2× 6
√

3−2
√

2 =
6
√
(1+

√
2)2 × 6

√
3−2

√
2

=
6
√

(1−2
√

2+(
√

2)2)(3−2
√

2)

=
6
√

(3−2
√

2)(3+
√

2)

=
6
√

32 − (2
√

2)2

= 6
√

9−8

= 1

លំហាត់ ១០៩
គណនាតៃម្លកេន�មខាងេ្រកាម៖

១. 3
√

7+
√

22× 3
√

7−
√

22 ២.
√

4−2
√

2× 4
√

6+4
√

2 ៣. (0.25)
3
2

ចេម្លើយ៖
១. 3
√

7+
√

22× 3
√

7−
√

22 =
3
√

(7−
√

22)(7−
√

22)

=
3
√

72 − (
√

22)2

= 3
√

49−22

=
3
√

27

= 3

២.
√

4−2
√

2× 4
√

6+4
√

2

៣. (0.25)
3
2
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លំហាត់ ១១០
ស្រម�លកេន�មខាងេ្រកាម៖

១. A =
64

1
3 ×16−

1
2

32
1
5

២. B =
81

1
4 ×8

1
3

36
1
2

៣. D =
(t −1)

1
2 +(t −1)−

1
2

(t −1)
1
2

៤. F =
t

3
2 − t−

1
2

t
1
2 + t−

1
2

៥. G =
a−n +b−n

a−n −b−n −
a−n −b−n

a−n +b−n ,

a,b ̸= 0

a ̸=±b


៦. H =

(
a

a3 −b3

)(
ab2

a2 −b2

)−1

៧. I =
(

t3

t5

)(
t4

t
1
2

)
៨. E =

(
1
6

x−1y3
)−2(x2

y2

)−2(−2x2

y3

)−4

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១១១
បងា្ហ ញថា

១. (27)n+2 −6 ·33(n+1)

3n ·9n+2 = 7

២. (y+a)2 = 4ax េបី x =
a

(1+ t)2 និង y =
a(1− t)

1+ t

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១១២
្រសាយបញ្ជ ក់សមភាពខាងេ្រកាម៖

១. 3
√

2−
√

3 · 6
√

7+4
√

3 = 1

២. 6

√
3
2
−
√

2÷ 3
√√

2−1 =
6

√
1
2

៣. n+1
√

a · n
√

a = n
√

a ,(a > 0)

៤. 2n+2
√

a3 · n√
a3 =

2n√
a3 ,(a > 0)

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១១៣
េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាម៖

១. 2x = 32

២. 3x = 81

៣. 5x = 625

៤. 16x = 64

៥. 3x =
9
3
√

9

៦. (0.2)x = 0.008

៧. (0.5)x =
1

128
៨. (0.4)x =

25
4

៩.
(

1
4

)x

=
1

256

១០. 3−x =
1

243

១១.
(

2
3

)x

= 1.5

១២.
(

2
7

)x

=
343
8

១៣.
(

3
4

)x

=
64
27

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១១៤
េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាម៖

១. 22x = 16

២. 32x = 27

៣. 3x+1 = 9

៤. 25x = (128)−1

៥. (0.5)−2x = 0.125

៦. 8x−3 = 16

៧. 173x = 1

៨. 92x+1 =
1

27

៩.
√

7
√

7
√

7 = 72x

១០. 94x−1 =
1
81

១១. 32x = 161−x

១២. 33x272x−1 = 81

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១១៥
េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាម៖

១.
(

1
2

)3x−1

= 0.125

២.
(√

7
)3x+1

= 49

៣. 4x163x−1 = 32

៤. 5x.5x−1 = 25

៥. 2x ·3x = 216

៦. 2x ·5x = 0.001

៧. 2x−1 ·5x−1 −0.001

៨. 4x−1 ·7x−1 =
1

28

៩. (√3)x(
√

12)x =
1
6

១០. 5x +5x−1 = 30

១១. 3x +3x+1 = 12

១២. 100 · x
√

0.1 = 100x

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១១៦
េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាម៖

១. 32x−1 ·53x+2 =
9
5
·52x ·33x

២. 6x +6x+1 = 2x +2x+1 +2x+2

៣. 32x −2 ·32x−1 −2 ·32x = 1

៤. 9x −2x+ 1
2 = 2x+ 7

2 −32x−1

៥. 7 ·3x+1 −5x+2 = 3x+4 −5x+3

៦. 2x −2x−2 = 3

៧. 2x2
÷4x = 8

៨. 5x+1 +5x = 750

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១១៧
១. 27x− 2

3 −9x−1 = 2 ·32x−1 −2 ·33x−1

២. 3 ·4x +2 ·9x = 5 ·6x

៣.
(

1
5

)−x− 1
2+

2
x

= 5
√

5

៤. 51+ 2
x −7 ·10

1
2 −2 ·42x−1 = 0

៥. 6 ·22x −13 ·6x +6 ·32x = 0

៦. 4x −3x− 1
2 = 3x+ 1

2 −22x−1

៧. 3 ·16x +37 ·36x = 26 ·81x

៨. 27x +12x = 2 ·8x

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១១៨
១. 32x2+6x−9 +4 ·15x2+3x−5 = 3 ·52x2+6x−9

២. 5 ·23x−3 −3 ·25−3x +7 = 0

៣. 2x +2x+1 +2x+2 +2x+3 = 12 ·3x +3x+1

៤.
(√

5+
√

24
)x

+

(√
5−

√
24
)x

= 10

៥.
(√

2−
√

3
)x

+

(√
2+

√
3
)x

= 4

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១១៩
េដាះ្រសាយ្របពន្ធ័សមីការខាងេ្រកាម៖

១.

3x ·5y = 75

3y ·5x = 45

២.

3x ·3y = 27

3x +3y = 12

៣.

2x ·3y = 108

2x +3y = 31

៤.

9x+y = 729

3x−y−1 = 1

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១២០
េដាះ្រសាយ្របព័ន្ធសមីការ

១.

2x +2y = 12

x+ y = 5

២.

4x+y = 128

53x−2y−3 = 1

៣.

(0.3)x · (0.3)y−5 = 1

(2x)y = 64

៤.

8(1−x)(1−y) = 64

243xy = 729x+y

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១២១
េដាះ្រសាយវសិមីការខាងេ្រកាម៖

1. 2x >
√

2

2. 3x ≥ 27

3.
(

1
3

)x

≤ 1
27

4. (0.1)x > 1000

5. (0.3)x ≥ 100
9

6. 2x−1 <
1
64

7. 7x+1 ≤ 5
√

7

8. 3x−3 ≥ 1
9
√

3

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១២២
េដាះ្រសាយវសិមីការខាងេ្រកាម៖

១. 25−4x > 5
√

5

២.
(

2
3

)−3x

≤ 24
81

៣. 164−x ≥ 0.125

៤.
(

1
3

)x

≥ 3

√
1
9

៥.
(

1
49

)6x

> 7 · 3
√

49

៦. 10x−2 > 0.01

៧. 2x <
4√

23

៨. 27x ·31−x ≤ 1
3

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១២៣
េដាះ្រសាយវសិមីការ

១. (0.2)x < 25

២. (0.4)x <
125
8

៣. 12x <
3
√

144

៤. (0.1)x > 10

៥. 10x >
1√
10

៦. 5x ≥ 3
√

25

៧. (0.7)x >
100
49

៨. 5x2−7x+12 > 1

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១២៤
េដាះ្រសាយវសិមីការខាងេ្រកាម៖

១. 3
1
x+3 +3

1
x > 84

២. 34x2−3x+ 1
2 <

(
1
3

)−40x2 ៣.
(

1
7

)−9x2−8x+3

< 7−7x2

៤. 6x2−7x+12 ≥ 1

៥.
(

1
3

)x2−5x+8

≤ 1
9

៦. 2x2−8x+18 ≥ 8
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លំហាត់ ១២៥
េដាះ្រសាយវសិមីការខាងេ្រកាម៖

១.
(√

23
5

)x2−5

<

(
23
25

)2x

២. ex2−3 > e2x

៣. ex(x2−1) ≥ 1

៤. e2 · ex(x2−4) ≥ ex−2

៥. (x2 + x+1)x < 1

៦. (x2 −8x+16)x−6 < 1

៧. (x−2)x2−6x+8 > 1
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លំហាត់ ១២៦
េដាះ្រសាយវសិមីការខាងេ្រកាម៖

១.
(√

5+2
)x−1

≥
(√

5−2
) x−1

x+1

២. 2x2
·5x2

< 10−3 · (103−x)2

៣. 2x+2 −2x+3 −2x+4 > 5x+1 −5x+2

៤. 22x−1 −22x−3 −22x−5 > 27−x +25−x −23−x

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១២៧
មីងសយបានយក្របាកម់ួយចំនួនេទេផ្ញេីនធនាគារមួយ េដាយទទួលបានអ្រតាការ្របាក់ 6% ក្នុងមួយឆា្ន ។ំ រយៈេពល៧ឆា្ន េំ្រកាយ
មកគាត់បានដក្របាក់ពីធនាគារេនាះវញិ េដាយទទួលបាន្របាក់សរុបចំនួន 300$ ។ េតីមីងសយមាន្របាក់េដីមចំនួនប៉ុនា្ម ន?

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១២៨
មនុស្សមា្ន ក់មានអាយុ 30 ឆា្ន  ំ បានយក្របាក់ 50,000៛ េទេផ្ញីេនធនាគារមួយេដាយទទួលបានអ្រតាការ្របាក់ 4% ក្នុងមួយឆា្ន ។ំ
េតីគាត់មាន្របាក់សរុបចំនួនប៉ុនា្ម នេបីបច្ចុប្បន្នគាត់មានអាយុ 65 ឆា្ន ?ំ

ចេម្លើយ �
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� អនុគមនេ៍លាការតី

ថា្ម ក់ទី
េគាត្តនាម នាម
េភទ 
េលខេរៀង

៨.១ អនុគមន្៍រចាស

•a •b

f

f−1

និយមន័យ ៨.១.១ េបី (a,b) េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ f (x) េហយី (b,a) េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ f−1(x) េនាះ f−1(x)ជាអនុគមន្៍រចាសៃនអនុគមន៍ f (x) ។

វិធាន ៥
េដីម្បរីកអនុគមន៍្រចាសៃនអនុគមន៍ f េគ្រត�វ៖

• ជំនួស f (x) េដាយ y រចួប្តូរ x េទជា y និង y េទជា x េគបានសមីការថ្មី បនា្ទ ប់មកទាញរកតៃម្ល y ។
• េបីសមីការថ្មីេនះមិនតាង y ជាអនុគមន៍ៃន x េទ េនាះអនុគមន៍ f គា្ម នអុគមន៍្រចាសេទ ។
• ជំនួស y េដាយ f−1(x) ឬ y−1 ។

ឧទាហរណ៍ ១៣
រកអនុគមន៍្រចាសៃនអនុគមន៍ f (x) = 2x+1 រចួសង់្រកាបក្នុងត្រម�យែតមួយ ។

ចេម្លើយ៖
េគមាន f (x) = 2x+1 េគអាចសរេសរ y = 2x+1

ប្តូរ x ជា y និង y ជា x េនាះេគបាន x = 2y+1 =⇒ y =
x−1

2
េគបានអនុគមន៍្រចាសៃនអនុគមន៍ f (x) = 2x+1 គឺ f−1(x) =

x−1
2

សង់្រកាប
f (x) = 2x+1

េបី x =−1 =⇒ f (1) =−1

x = 0 =⇒ f (0) = 1

x = 1 =⇒ f (1) = 3

f−1(x) =
x−1

2

េបី x =−1 =⇒ f−1(1) =−1

x = 1 =⇒ f−1(0) = 0

x = 3 =⇒ f−1(1) = 1
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−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

x

y

0

y=
x

f (x)

f−1(x)
េគសេង្កតេឃញីថាចំណុច (0,1) េនេលី្រកាប f (x) = 2x + 1

និងចំណុច (1,0) េនេលី្រកាប f−1(x) =
x−1

2
ឆ្លុះគា្ន េធៀបនឹង

បនា្ទ ត់ y = x ។ ដូចេនះ្រកាបៃន f−1(x) =
x−1

2
ជារូបភាពឆ្លុះ

ៃន្រកាប f (x) = 2x+1 េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ y = x ។

! ្រកាបៃន f−1 ជារូបភាពឆ្លុះៃន្រកាប f េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ y = x ។

៨.២ អនុគមនេ៍លាការតី
៨.២.១ សញញ ណៃនអនុគមនេ៍លាការតី
េគមានសមីការអុិចស្ប ៉ូណង់ែស្យល 2x = 3 េគេ្របីសញញ log2 3 េដីម្បីកំណត់សមា្គ ល់េអាយតៃម្លៃន x គឺ x = log2 3 ែដល log2 3

អានថា េលាការតីេគាល 2 ៃន 3 ។ េបី y = 2x ែដល y > 0 េនាះេគបាន x = log2 y ចំេពាះ x = log2 y េបីេគប្តូរ x ជា y និង y ជា x

េគបាន y = log2 x ឬ f (x) = log2 x េហថាអនុគមន៍េលាការតីេគាល 2 ៃន x ែដលជាអនុគមន៍្រចាសៃនអនុគមន៍អិុចស្ប ៉ូណង់ែស្យល
y = 2x ។

ជាទូេទ ៨.២.១ េបី y = ax េនាះេគបាន x = loga y, y > 0, a > 0, a ̸= 1 េហយី f (x) = ax មានអនុគមន៍្រចាស f−1(x) =

loga x ជាអនុគន៍េលាការតីេគាល a ៃន x ។

ចំណាំ ៨.២.២ • ករណី a = 10 េគបាន log10 x េហថា េលាការតីទសភាគ េគអាចសរេសរេដាយងាយ logx ឬ lgx ។
• ករណី a = e េគបាន loge x េហថា េលាការតីេនែព េគអាចសរេសរេដាយងាយ lnx ។

ឧទាហរណ៍ ១៤
គណនា

1. log2 8 2. log3 81 3. log4 1024

ចេម្លើយ៖ តាមអនុគមន៍្រចាស y = ax សមមូល x = loga y

1. log2 8

តាង log2 8 = x ⇐⇒ 2x = 8 ⇐⇒ 2x = 23

េគបាន x = 3

2. log3 81

តាង log3 81 = x ⇐⇒ 3x = 81 ⇐⇒ 3x = 34

េគបាន x = 4

3. log4 1024

តាង log4 1024 = x ⇐⇒ 4x = 1024 ⇐⇒ 4x = 45

េគបាន x = 5
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៨.២.២ លក្ខណៈៃនេលាការតី

ចំេពាះ្រគប់ចំនួនវជិ្ជមាន x,y និង a ែដល a ̸= 1 េគបាន៖

1. loga 1 = 0

2. loga a = 1

3. loga(xy) = loga x+ loga y

4. loga

(
x
y

)
= loga x− loga y

5. loga xn = n loga x

6. loga x =
1

logx a

7. loga b =
logc b
logc a

,a,b,c ∈ R+ \

{1}

8. aloga x = x

ស្រមាយបញ្ជ ក់៖

1. loga 1 = 0 ⇐⇒ a0 = 1

2. loga a = 1 ⇐⇒ a1 = a

3. loga(xy) = loga x+ loga y

តាង M = loga x ⇐⇒ aM = x

និង N = loga y ⇐⇒ aN = y

េគបាន xy = aM.aN

⇐⇒ xy = aM+N

⇐⇒ loga(xy) = M+N

⇐⇒ loga(xy) = loga x+ loga y

4. loga

(
x
y

)
= loga x− loga y

តាង M = loga x ⇐⇒ aM = x

និង N = loga y ⇐⇒ aN = y

េគបាន x
y
=

aM

aN

⇐⇒ x
y
= aM−N

⇐⇒ loga

(
x
y

)
= M−N

⇐⇒ loga

(
x
y

)
= loga x− loga y

5. loga xn = n loga x

តាង M = loga x ⇐⇒ aM = x

⇐⇒ (aM)n = xn

⇐⇒ anM = xn

⇐⇒ nM = loga xn

⇐⇒ n loga x = loga xn

6. loga x =
1

logx a

តាង M = loga x ⇐⇒ aM = x

⇐⇒ logx aM = logx x

⇐⇒ M logx a = logx x

⇐⇒ M logx a = 1

⇐⇒ M =
1

logx a

⇐⇒ loga x =
1

logx a

7. loga b =
logc b
logc a

,a,c ∈ R+ \{1}

តាង M = loga b ⇐⇒ aM = b

⇐⇒ logc aM = logc b

⇐⇒ M logc a = logc b

⇐⇒ M =
logc b
logc a

⇐⇒ loga b =
logc b
logc a

8. aloga x = x ⇐⇒ loga x = loga x
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ឧទាហរណ៍ ១៥
គណនា

1. log3 1

2. log3 3

3. log2 3+ log2 5

4. log4 xy− log4 y

5. log1,000

6. log27 3

7. log3 5. log25 27

8.
(

4
3

)−2log 3
4

5

ចេម្លើយ៖
1. log3 1 = 0

2. log3 3 = 1

3. log2 3+ log2 5 = log2(3×5) = log2 15

4. log4 xy− log4 y = log4

(
xy
y

)
= log4 x

5. log1,000 = log103 = 3log10 = 3

6. log27 3 =
1

log3 27
=

1
log3 33 =

1
3log3 3

=
1
3

7. log3 5 · log25 27 = log3 5 · log3 27
log3 25

= log3 5 · log3 33

log52

= log3 5 · 3log3 3
2log3 5

=
3
2

8.
(

4
3

)−2log 3
4

5

=

(
1
4
3

)−2log 3
4

5

=

(
3
4

)2log 3
4

5

=

(
3
4

)log 3
4

52

= 52 = 25

ឧទាហរណ៍ ១៦
ស្រម�លកេន�មខាងេ្រកាម៖

1. A = log3 2 · log4 3 · log5 4 · log6 5 · log7 6 · log8 7 ។
2. B = a

√
loga b −b

√
logb a ។

ចេម្លើយ៖
1. េគបាន A = log3 2 · log4 3 · log5 4 · log6 5 · log7 6 · log8

7 =
log2 2
log2 3

· log2 3
log2 4

· log2 4
log2 5

log2 5
log2 6

· log2 6
log2 7

· log2 7
log2 8

∴ A =
1

log2 23 =
1
3

2. េគបាន B = a
√

loga b −b
√

logb a

= a
√

loga b −
(

aloga b
)√logb a

= a
√

loga b −aloga b
(

aloga b
)− 1

2

= a
√

loga b −a
√

loga b

∴ B = 0
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៨.២.៣ ្រកាបៃនអនុគមនេ៍លាការតី

ឧទាហរណ៍ ១៧
គណនាតៃម្លេលខ និងសង់្រកាបៃនអនុគន៍ y = log2 x

តារាងតៃម្លេលខ្រត�វគា្ន ៃន x និង y

x y = 2x

−2 1/4

−1 1/2

0 1

1 2

2 4

x y = log2 x

1/4 −2

1/2 −1

1 0

2 1

4 2

−2 −1 1 2 3 4

−2

−1

1

2

3

4

x

y

y = log2 x

y = x

y = 2x

0

េយងីសេង្កតេឃញីថាតៃម្ល x េកីន េគបានតៃម្ល្រត�វគា្ន ៃន y = log2 x េកីន េហយី្រកាបវាកាត់អ័ក្សអាប់សីុស្រតង់ចំណុច (1,0) ។
េដាយអនុគន៍ y = log2 x ជាអនុគមន៍្រចាសៃន y = 2x ដូចេនះ្រកាបរបស់វាឆ្លុះគា្ន េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ y = x ។

ឧទាហរណ៍ ១៨
គណនាតៃម្លេលខ និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍ y = log 1

2
x

តារាងតៃម្លេលខ្រត�វគា្ន ៃន x និង y

x y = (1/2)x

−2 4

−1 2

0 1

1 1/2

2 1/4

x y = log 1
2

x

4 −2

2 −1

1 0

1/2 1

1/4 2

−2 −1 1 2 3 4

−2

−1

1

2

3

4

x

y

y = log 1
2

x

y = x

y =
(

1
2

)x

0

េយងីសេង្កតេឃញីថា តៃម្ល x េកីន េគបានតៃម្ល្រត�វគា្ន ៃន y = log 1
2

x ចុះេហយី្រកាបវាកាត់អ័ក្សអាប់សីុស្រតង់ចំណុច (1,0) ។

េដាយអនុគមន៍ y = log 1
2

x ជាអនុគមន៍្រចាសៃន y =
(

1
2

)x

ដូចេនះ្រកាបរបស់វាឆ្លុះគា្ន េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ y = x ។
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ជាទូេទ ៨.២.៣ អនុគមន៍ y = ax និង y = loga x ែដល a ̸= 1,a > 0 មាន្រកាបដូចខាងេ្រកាម៖

⋇ ករណី a > 1

x

y

y = loga x

y = x

y = ax

0

⋇ ករណី 0 < a < 1

x

y

y = loga x

y = x

y = ax
0

េយងីសេង្កតេឃញីថា៖
• េបី a > 1 អនុគមន៍ y = loga x ជាអនុគមន៍េកីន េហយីមាន្រកាបេកីនពីេឆ្វងេទសា្ត ំ

– ករណី 0 < x < 1 តៃម្ល y = loga x < 0

– ករណី x > 1 តៃម្ល y = loga x > 0

• េបី 0 < a < 1 អនុគមន៍ y = loga x ជាអនុគមន៍ចុះ េហយីមាន្រកាបចុះពីេឆ្វងេទសា្ត ំ
– ករណី 0 < x < 1 តៃម្ល y = loga x > 0

– ករណី x > 1 តៃម្ល y = loga x < 0

• អនុគមន៍ y = loga x មាន្រកាបកាត់ចំណុចែដលមានកូអរេដាេន (1,0)ជានិច្ច ។
• អនុគមន៍ y = loga x មានែដនកំណត់ x > 0 ជានិច្ច ។ មានន័យថា ្រកាបស្ថិតេនខាងសា្ត អំ័ក្ស y′oy ។
• អនុគមន៍ y = loga x និង y = ax មាន្រកាបឆ្លុះគា្ន េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ y = x ។

៨.២.៤ លក្ខណះ្រកាបៃនអនុគមនេ៍លាការតី

ឧទាហរណ៍ ១៩
សង់្រកាបៃនអនុគមន៍ y = 1+ log2 x ។
តារាងតៃម្លេលខ្រត�វគា្ន ៃន x និង y

x y = log2 x y = 1+ log2 x

1
2

−1 0

1 0 1

2 1 2 −2 −1 1 2 3

−2

−1

1

2

3

x

y

y = log2 x

0

y = 1+ log2 x

តាម្រកាបេគសេង្កតេឃញីថា េដីម្បសីង់្រកាប y = 1+ log2 x

ដំបូងេគសង់្រកាប y = log2 x រចួរកិំលចំនួន 1 ឯកតា្ត េឡងីេលី
្រសបអ័ក្ស (y′y) េគបាន y = 1+ log2 x ។
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៨.៣ សមកីារនងិវសិមកីារេលាការតី
៨.៣.១ សមកីារេលាការតី
េបី x > 0,a > 0,a ̸= 1 េនាះសមីការ loga x = loga k ⇐⇒ x = k ។

ឧទាហរណ៍ ២០
េដាះ្រសាយសមីការ log3(x−12) = 2 ។

ចេម្លើយ៖
សមីការ log3(x−12) = 2 មានន័យកាលណា x−12 > 0 ⇐⇒ x > 12

េគបាន log3(x−12) = 2 ⇐⇒ log3(x−12) = 2. log3 3 = log3 32

⇐⇒ x−12 = 32

⇐⇒ x = 21

ឧទាហរណ៍ ២១
េដាះ្រសាយសមីការ 82x+1 = 45−x

ចេម្លើយ៖
េគមាន 82x+1 = 45−x ⇔ log82x+1 = log45−x

⇔ (2x+1) log8 = (5− x) log4

⇔ (2x+1) log23 = (5− x) log22

⇔ 3(2x+1) log2 = 2(5− x) log2

⇔ 6x+3 = 10−2x

⇒ 8x = 7

∴ x =
7
8

៨.៣.២ វសិមកីារេលាការតី
តាម្រកាបេយងីសេង្កតេឃញីថា

• េបី a > 1 អនុគមន៍ y = loga x ជាអនុគមន៍េកីន េហយីមាន្រកាបេកីនពីេឆ្វងេទសា្ត ំ
េគបាន loga x1 < loga x2 ⇐⇒ x1 < x2

loga x1 > loga x2 ⇐⇒ x1 > x2

• េបី 0 < a < 1 អនុគមន៍ y = loga x ជាអនុគមន៍ចុះ េហយីមាន្រកាបចុះពីេឆ្វងេទសា្ត ំ
េគបាន loga x1 < loga x2 ⇐⇒ x1 > x2

loga x1 > loga x2 ⇐⇒ x1 < x2
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ជាទូេទ ៨.៣.១ • េបី a > 1 វសិមីការ loga f (x)< loga g(x)⇐⇒

 f (x) > 0

f (x) < g(x)

• េបី 0 < a < 1 វសិមីការ loga f (x)< loga g(x)⇐⇒

 f (x) > 0

f (x) > g(x)

ឧទាហរណ៍ ២២
េដាះ្រសាយវសិមីការ log2(3x+4)< log2 x2

ចេម្លើយ៖
វសិមីការមានន័យកាលណា 3x+4 > 0 ⇒ x >−4

3
េគបាន 3x+4 < x2 ⇒ x2 −3x−4 > 0

តាង f (x) = x2 −3x−4 េបី f (x) = 0

េនាះ (x−4)(x+1) = 0 ⇒ x = 4 ឬ x =−1

សញញ ៃន f (x)

x

f (x)

−∞ −1 4 +∞

+ 0 − 0 +

េដាយ f (x)> 0 េនាះ x ∈ (−∞,−1)∪ (4,+∞) និង x >−4
3

ដូចេនះ វសិមីការមានសំណំុចេម្លីយ x ∈ (4,+∞)
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៨.៤ លហំាត់
លំហាត់ ១២៩

កំណត់អនុគមន៍្រចាស់ៃនអនុគមន៍ខាង្រកាម៖

1. f (x) =
5x
2
−1

2. g(x) = x2 +1

3. h(x) =
√

x−1

4. p(x) =
√

x2 +1

5. x2 + y2 = 1

6. x2

4
− y2

9
= 1

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១៣០
គណនាចំនួនខាងេ្រកាម៖

1. log2 32 2. log 1
2

16 3. log4
1

32

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៣១
គណនាចំនួនខាងេ្រកាម៖

1. log100 0.1

2.
(

1
2

) 1
3 log 1

2
27

3. log7 log 1
4

1
4

4. (0.2)
4+log 1

5
25

5. (1.5)2−log 3
2

21

6. 8log2 5+log2 3

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១៣២
1. គណនាតៃម្លៃនអនុគមន៍ y = log5 x ចំេពាះ x = 625,x = 1,x = 0.2 និង x = 4

√
5 ។

2. រកតៃម្ល x ៃនអនុគមន៍ y = log6 x ចំេពាះ y =−2,y =−1,y = 0,y = 0.5 និង y = 5 ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៣៣
គណនាចំនួនខាងេ្រកាម៖

1. loga

√
a
√

a
√

a

2.
(

4
3

)−2log 3
4

5

3. 92log3 2+4log81 2

4. log3 5 · log25 27

5. log√3 8 · log4 81

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១៣៤
គណនាចំនួនខាងេ្រកាម៖

1.
√

25
1

log6 5 +49
1

log8 7

2. 36log6 5 +101−log2 −3log9 36

3. log2 log2
4
√√

2

4. log2 log2 log2 a4loga 2

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៣៥
រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖

1. y = log2(8−2x)

2. y = log3(x
2 +5x−6)

3. y = log0.1(4− x2)

4. y = log5(3− x)2

5. y = log 1
3

1
9− x2

6. y = log5
1

log5(x−2)

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១៣៦
រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖

1. y = log
x2 −3x+2

x+1
2. y = log0.8(2x2 + x−3)

3. y = log(x−2)(x
2 −8x+15)

4. y = log
x−1

x2 − x−6
5. y = log

(√
x−1−

√
7− x

)
6. y = log

(
log2 x−5logx+6

)
ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៣៧
1. េគឲ្យ a = log2 និង b = log2 7 ។ គណនា log56 ជាអនុគមន៍ៃន a និង b ។
2. េគឲ្យ a = log5 និង b = log2 3 ។ គណនា log30 8 ជាអនុគមន៍ៃន a និង b ។
3. េគឲ្យ a = log25 7 និង b = log2 5 ។ គណនា log 3√5

49
8
ជាអនុគមន៍ៃន a និង b ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១៣៨
1. េគឲ្យ a = log14 7 និង b = log14 5 ។ គណនា log35 28 ជាអនុគមន៍ៃន a និង b ។
2. េគឲ្យ a = log12 27 ។ គណនា log6 16 ជាអនុគមន៍ៃន a ។
3. េគឲ្យ logab a = 4 ។ គណនា logab

3
√

a√
b
។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៣៩
ស្រម�លកេន�មខាងេ្រកាម៖

1. 1
loga n

+
1

loga2 n
+ · · ·+ 1

logap n
,(p > 0,a > 0,a ̸= 1)

2.

(
loga

√
a2 −1

)(
log 1

a

√
a2 −1

)2

(loga2 (a2 −1))
(

log 3√a
6
√

a2 −1
)

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១៤០
េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាម៖

1. log5 x =−3

2. logx 4 =−0.5

3. log2(x+1)− log2 x = log2 3

4. log10(x
2 +1)−2log10 x = 1

5. log10(x
2 +1) = 1+ log10(x−2)

6. log2(x+3) = 1− log2(x−2)

7. log6(x+5)+ log6 x = 2

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៤១
េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាម៖

1. log3(x−2)+ log3(x−4) = 2

2. log2 x− log2(x−1) = 3log2 4

3. log10(x+2)− log10 x = 2log10 4

4. log10(x+1)− log10(x−1) = log10 3

5. log2(x+1)− log2(x−1) = 4

6. log10(x+3)− log10 x = log10 x+ log10 2

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៤២
េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាម៖

1. log3(x−12) = 2

2. logx 16− logx 2 = 0.5

3. log2 x+ log8 x = 8

4. log3 x+ log√3 x+ log 1
3

x = 6

5. log2 x+ log8 2 = 8

6. log2(9−2x) = 3− x

7. xlogx = 100x

8. logx 2+ logx 3 =
1
3

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៤៣
េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាម៖

1. log5(x+10) = 2

2. ln(x−1)+ ln(x−3) = 3ln2

3. log(x−3)+ log(x−2) = 1− log5

4. log2(x+2)+ log2(3x−4) = 4

5. loga2 x+ logx2 a = 1,(a > 0,a ̸= 1)

6. log(7x−9)2 + log(3x−4)2 = 2
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លំហាត់ ១៤៤
េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាម៖

1. xlog3 x = 81

2. xlogx(x−2)2
= 9

3. 17lnx = 34− xln17

4. logx 4x2 log2
2 x = 4

5. logx+1(x
2 −3x+1) = 1

6. log x+5
3

3 = log −1
x+1

3
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លំហាត់ ១៤៥
េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាម៖

1. log2 log2 log2 x = 0

2. logx2−1(x
3 +6) = logx2−1(4x2 − x)

3. log4 log2 x+ log2 log4 x = 2

4. log√2 x · log2 x · log2
√

2 x · log4 x = 54
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លំហាត់ ១៤៦
េដាយេ្របីរូបមន្ត x = aloga x េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាម៖

1. 3x+4 −5x+3 = 3x −5x+2

2. 4x +6x −9x = 0

3. 72x −6 ·7x +5 = 0

4. 3x+1 +
18
3x −29 = 0

5. 3x ·8
x

x+2 = 6
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លំហាត់ ១៤៧
1. 3 ·9x +5 ·6x −22x+1 = 0

2. 32x+1 +8x+1 −72x = 24

3. 32x2−6x+3 +6x2−3x+1 = 22x2−6x+3

4.
(√

2−
√

3
)x

+

(√
2+

√
3
)x

= 1.5

5.
(

3
√

3−
√

8
)x

+

(
3
√

3+
√

8
)x

= 2.5
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លំហាត់ ១៤៨
េដាះ្រសាយវសិមីការខាងេ្រកាម៖

1. log4(6x−8)> 2

2. log2(−x2 +4x+5)> 0

3. log(x2 −2x−3)≥ 0

4. log3(x+1)+ log3 x < log3 2
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លំហាត់ ១៤៩

1. log0.5(x−2)< log0.5

(
−2

x+1

)
2. loga

(
x2 − x
x2 +1

)
< 0 ,(a > 0,a ̸= 1)

3. log0.1

(
x2 +75
x−4

)
− log0.1(x−4)≤−2
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លំហាត់ ១៥០
េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាម៖

1. log4 x− log2 x−5 > 5

2. 2log4 x− log2
4 x ≤ 3

4

3. log0.5 log8

(
x2 +8x
x−3

)
< 0

4. logx log9(3x−9)< 1
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លំហាត់ ១៥១
េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាម៖

1. log2(2
x −1) log 1

2
(2x+1 −2)>−2

2. log2
2 x−3log2 x+3

log2 x−1
< 1

3. log2(18−2x) · log2

(
18−2x

8

)
≤−1, តាង t = log2(18−2x)
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លំហាត់ ១៥២
េដាះ្រសាយវសិមីការខាងេ្រកាម៖

1. log7 x− logx
1
7
≥ 2

2. logx(x
3 − x2 −2x)< 3

3. log4x−3 x2 > 1

4. 1+ log2(x+1)≥ logx−1 4

5. logx 2 · log2x 2 · log2 4x > 1
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លំហាត់ ១៥៣
េដាះ្រសាយវសិមីការខាងេ្រកាម៖

1. 2log5
√

x−2 ≥ logx
1
5

2.
√

logx 2x3 ≥ logx 2x

3. log x+1
2

(
2x−1
x+3

)
< 0

4. log 25−x2
16

(
24−2x− x2

14

)
> 1
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លំហាត់ ១៥៤
េលាកតាសំយក្របាប់ចំនួន 2,50,000េរៀល េទេផ្ញីេនធនាគារេដាយទទួលបានអ្រតាការ្របាក់ 7% ក្នុងមួយឆា្ន ។ំ ធនាគារទូទាត់
អ្រតាការ្របាក់មួយែខម្តង។ េតីរយៈេពលប៉ុនា្ម នឆា្ម េំទីប្របាក់របស់គាត់េកីនេស្មីនឹងពីរដង។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១៥៥
យាយសានយក្របាបច់ំនួន 5,840,000េរៀល េទេផ្ញេីនធនាគារេដាយទទួលបានអ្រតាការ្របាក់ 9% ក្នុងមួយឆា្ន ។ំ ធនាគារទូទាត់
អ្រតាការ្របាក់មួយឆមាសម្តង។ េតីរយៈេពលប៉ុនា្ម នឆា្ម េំទីប្របាក់របស់គាត់េកីនដល់ 7,400,000 េរៀល។
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លំហាត់ ១៥៦
ពូសុខ យក្របាប់ចំនួន 3,680,000េរៀល េទេផ្ញីេនធនាគារេដាយទទួលបានអ្រតាការ្របាក់ 9% ក្នុងមួយឆា្ន ។ំ ធនាគារទូទាត់
អ្រតាការ្របាក់មួយ្រតីមាសម្តង។ េតីរយៈេពលប៉ុនា្ម នឆា្ម េំទីប្របាក់របស់គាត់េកីនដល់ 5,460,000។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១៥៧
ពូសុយទិញរថយន្តមួយេ្រគឿងៃថ្ល 38500 ដុលា្ល ។ េបីរថយន្តេនាះចុះៃថ្លក្នុងអ្រតាការ្របាក់ 15% ក្នុងមួយឆា្ន ◌ុំ។ េតីរយៈេពល 7ឆា្ន ំ
្រកាយ រថយន្តគាត់េនសល់ៃថ្លប៉ុនា្ម ន?

ចេម្លើយ �
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�   អនុគមន្៍រតេីកាណមា្រត

ថា្ម ក់ទី
េគាត្តនាម នាម
េភទ 
េលខេរៀង

៩.១ រងា្វ ស់មុ ំ
• ទសិេដ
ក្នុងរង្វង់្រតីេកាណមា្រតេគយក −→

OP និង −−→
OP0 មកកំណត់មំុ។

• វុចិទ័រវលិ្រចាស់្រទនិចនាឡកិាបេង្កីតបានមុំ វិជ្ជមាន គឺ
(−−→

OP0,
−→
OP
)
= α

• វុចិទ័រវលិ្រសប្រទនិចនាឡកិាបេង្កីតបានមំុ អវិជ្ជមាន គឺ
(−−→

OP0,
−−→
OP′
)
=−α

x

y

O

P

O

P′

O

P0

(+)

(−)

+α
−α

ជាទូេទ ៩.១.១ វុចិទ័រ −−→OP0  និង
−→
OP កំណត់បានមំុ α + k ·360◦, k ∈ Z

!
មំុ α និង α +360◦ មានរងា្វ ស់មុំខុសគា្ន ែតមានវុចិទ័រគល់ និង ចុងដូចគា្ន ។

y

360◦
x

y

O

P

O

P0α

• រងា្វ ស់មុគំតិជារា៉ដ្យង់
និយមន័យ ៩.១.២ មំុ 1 រ៉ាដ្យង់ ជារងា្វ ស់មុំផ្ចិតែដលសា្ក ត់ធ្នូមួយមាន្របែវងេស្មីនិង្របែវងការំង្វង់។ េគសរេសរ 1rd។

O

r r
α
r

α = 1rd

2rα

r

r

α = 2rd

3rα

r

r

α = 3rd

π · rα

r

r

α = πrd

• ែត πr ជាពាក់កណា្ត លៃនរង្វង់េនាះរងា្វ ស់មុំគឺ 180◦ នាឲំ្យ πrd = 180◦។

េគទាញបាន


πrd = 180◦

1rd =
1

180◦
≈ 57.3◦

1◦ =
π

180◦
≈ 0.017

! រងា្វ ស់មុំែដលជាអនុគមន៍ៃន π អាចសរេសរេដាយមិនេ្របី rd បាន។
ឧទាហរណ៍៖ មុំ α =

π
3

rd េគសរេសរ α =
π
3

រេបៀបបំែបកមុំពីដឺេ្រកេទរ៉ាដ្យង់

60◦ =
60◦

180◦
×π =

1
3
×π =

π
3

cos

sin

0◦
30
◦

1 · π
6
=

π
660

◦

2 · π
6
=

π
3

90
◦

3 · π
6
=

π
2

120 ◦

4 · π
6
=

2π
3

150 ◦

5 · π
6
=

5π
6

180◦6 · π
6
= π

210
◦

7 · π
6
=

7π
6

24
0
◦

8 · π
6
=

4π
3

270 ◦

9 · π
6
=

3π
2

300 ◦

10 · π
6
=

5π
3

330 ◦

11 · π
6
=

11π
6

0◦

12 · π
6
= 2π
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• ទនំាក់ទនំងរវាងដេឺ្រក, ្រកាត នងិ រា៉ដ្យង់
• ខា្ន តៃនរងា្វ ស់ធ្នូ ឬ មុំមាន៣យ៉ាងគឺ៖ ដឺេ្រក (◦), ្រកាត (gr) និង រ៉ាដ្យង់ (rd)។
• ក្នុងរង្វង់ទាងំមូលមានរងា្វ ស់មុំេស្មី 360◦ ឬ 400gr ឬ 2πrd

េបី (de),(gr),(rd)ជារងា្វ ស់មុំផ្ចិតែតមួយ (ឬរងា្វ ស់ធ្នូ្រត�វគា្ន ) គិតជាដឺេ្រក, ្រកាត និង រ៉ាដ្យង់ េនាះេគបានសមាមា្រត៖

de
180◦

=
gr

200
=

rd
π

!
ទំនាក់ទំនងរវាង ដឺេ្រក, មីនុត និង េសកុង

• 1◦ = 60′

• 1′ = 60”

• 1◦ = 60′ = 3600”

៩.២ ្របែវងធ្ន� នងិ ្រកឡាៃផ្ទ
• ្របែវងធ្ន�
១ជំុរង្វង់= បរមិា្រត ្រត�វនឹង្របែវងមំុធ្នូ 2π

្របែវងធ្នូ l ្រត�វនឹងមុំ α
តាមសមាមា្រត

l
បរមិា្រត =

α
2π

េដាយ បរមិា្រត= p = 2πr

េគបាន l = r×α (l ជា្របែវងធ្នូ)

lα

r

r

! ធ្នូពីរមានគល់ែតមួយ មានចុង្រត�តសីុគា្ន កាលណាផលដករងា្វ ស់ពីជគណិតៃនធ្នូទាងំពីរ ជាពហុគុណៃន 2π (ែចកដាច់នឹង 2)។

ឧទាហរណ៍៖ −→AP = 233◦ និង
−→
AP′ = 81◦ ជាធ្នូមានចុង P និង P′ ្រត�តសីុគា្ន េ្រពាះថា −→

AP−
−→
AP′ = 233◦−81◦ = 152◦។

្រកឡាៃផ្ទតាមសមាមា្រត

A

្រកឡាៃផ្ទរង្វង់
=

α
2π

A =
α ×πr2

2π

A =
1
2

r2α

α

r

r

A

៩.៣ អនុគមន្៍រតេីកាណមា្រត
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• រង្វង់្រតេីកាណមា្រត
និយមន័យ ៩.៣.១ រង្វង់្រតីេកាណមា្រត ជារង្វង់ែដលមានផ្ចិតស្ថិតេនគល់ៃនត្រម�យអរតូណរេម និងកាមំានរងា្វ ស់េស្មី 1 (ឯកតា)។

cosα

sinα

⃝⃝

⃝

⃝

0◦π

π
2

3π
2

⃝

⃝

α

−α

π
6

π
4

π
3

5π
6

3π
4

2π
3

7π
6

5π
4

4π
3

11π
6

7π
4

5π
3

□0 □1

□

1

1

□−1

□−1

□ □ □1
2

√
2

2

√
3

2

□
□
□

1
2

√
2

2

√
3

2

□□□ − 1
2−

√
2

2
−
√

3
2

□
□
□

− 1
2

−
√

2
2

−
√

3
2

•តារាងៃនមុពំេិសស
α-ដឺេ្រក 0◦ 30◦ 45◦ 60◦ 90◦ 120◦ 135◦ 150◦ 180◦ 270◦ 360◦

α-រ៉ាដ្យង់ 0
π
6

π
4

π
3

π
2

2π
3

3π
4

5π
6

π
3π
2

2π

sinα 0
1
2

√
2

2

√
3

2
1

√
3

2

√
2

2
1
2

0 −1 0

cosα 1

√
3

2

√
2

2
1
2

0 −1
2

−
√

2
2

−
√

3
2

−1 0 1

tanα 0

√
3

3
1

√
3 || −

√
3 −1 −

√
3

3
0 || 0

cotα 0
√

3 1

√
3

3
0

−
√

3
3

−1 −
√

3 || 0 ||
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• មុផំ្គ� ំ
• មុំផ្ទុយ

cos(−α) = cos(α)

sin(−α) =−sin(α)

tan(−α) =− tan(α)

cot(−α) =−cot(α)

• មុំបំេពញ

cos
(π

2
−α

)
= sinα

sin
(π

2
−α

)
= cosα

tan
(π

2
−α

)
= cotα

cot
(π

2
−α

)
= tanα

• មុំែដលមានផលសងេស្មី
π
2

cos
(π

2
+α

)
=−sinα

sin
(π

2
+α

)
= cosα

tan
(π

2
+α

)
=−cotα

cot
(π

2
+α

)
=− tanα

• មុំបែន្ថម

sin(π −α) = sinα

cos(π −α) =−cosα

tan(π −α) =− tanα

cot(π −α) =−cotα
• មុំែដលមានផលសងេស្មី π

sin(π +α) =−sinα

cos(π +α) =−cosα

tan(π +α) = tan(α)

cot(π +α) = cot(α)

• មុំ α,α +2kπ និង α + kπ ចំេពាះ k ∈ Z

sin(α +2kπ) = sinα

cos(α +2kπ) = cosα

tan(α + kπ) = tanα

cot(α + kπ) = cotα
• ទនំាក់ទនំងសខំាន់ៗៃនអនុគមន្៍រតេីកាណមា្រត

• tanα =
sinα
cosα

• cotα =
cosα
sinα

• cotα =
1

tanα
• sin2 α + cos2 α = 1

• sin2 α = 1− cos2 α

• cos2 α = 1− sin2 α

• 1+ tan2 α =
1

cos2 α
• 1+ cot2 α =

1
sin2 α

• tanα · cotα = 1

! • sin(kπ +θ) =

sinθ េបី k គូ

−sinθ េបី k េសស
• cos(kπ +θ) =

cosθ េបី k គូ

−cosθ េបី k េសស

៩.៣.១ សិក�អនុគមន្៍រតេីកាណមា្រត

ក. ែដនកំណត់
• អនុគមន៍ y = sinx និង y = cosx មានែដនកំណត់គឺ R។
• អនុគមន៍ y = tanx មានែដនកំណត់គឺ R\{(2k+1)

π
2
}, k ∈ Z។

• អនុគមន៍ y = cotx មានែដនកំណត់គឺ R\{kπ}, k ∈ Z។
ខ. ខួបៃនអនុគមន៍
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និយមន័យ ៩.៣.២ f ជាអនុគមន៍ែដលមានែដនកំណត់ D។ f ជាអនុគមន៍មានខួប p លុះ្រតាែត p ជាចំនួនវជិ្ជមានតូចបំផុត
ែដល ∀x ∈ D, f (x+ kp) = f (x)។

ជាទូេទ ៩.៣.៣ ∀k ∈ Z, ∀x ∈ D, f (x+ kp) = f (x)

! • អនុគមន៍ y = sinax និង y = cosax មានខួប p =
2π
|a|

• អនុគមន៍ y = tanax និង y = cotax មានខួប p =
π
|a|

គ. ភាពគូនិងេសស
និយមន័យ ៩.៣.៤ f ជាអនុគមន៍កំណត់េលី D។
• f ជាអនុគមន៍គូលុះ្រតាែត្រគប់ x ∈ D,−x ∈ D : f (−x) = f (x) ។
• f ជាអនុគមន៍េសសលុះ្រតាែត្រគប់ x ∈ D,−x ∈ D : f (−x) =− f (x) ។

! • ្រកាបៃនអនុគមន៍េសសមានគល់ត្រម�យជាផ្ចិតឆ្លុះ។
• ្រកាបៃនអនុគមន៍គូមានអ័ក្សអរេដាេនជាអ័ក្សឆ្លុះ។
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៩.៤ លហំាត់

ឧទាហរណ៍ ២៣
ចូរបែម្លងមុំដឺេ្រកេទជារ៉ាដ្យង់ និង មុំជារ៉ាដ្យង់េទដឺេ្រក៖

1. 200◦

2. 225◦
3. −100◦

4. −240◦
5. 2π

3
6. 5π

6

7. −−7π
2

8. −11π
6

ចេម្លើយ �

ឧទាហរណ៍ ២៤

េគមាន sinθ + cosθ =−1
2
ែដល π < θ < 2π ។ គណនា

1. sinθ · cosθ 2. tanθ +
1

tanθ
3. sin3 θ + cos3 θ ។

ចេម្លើយ �
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ឧទាហរណ៍ ២៥
គណនាតៃម្លៃនកេន�មខាងេ្រកាម៖

1. A =
8cos3 θ −2sin3 θ + cosθ

2cosθ − sin3 θ
េដាយសា្គ ល់ tanθ = 2 ។

2. B =
sin2 θ − cos2 θ

sin2 θ −2cos2 θ
េដាយសា្គ ល់ cotθ = 3 ។

ចេម្លើយ �

ឧទាហរណ៍ ២៦
ស្រម�លកេន�មខាងេ្រកាម៖

1. cos2 θ + cos2 θ · cot2 θ

2. sin2 θ + sin2 θ · tan2 θ
3.
√

sin2 θ · (1+ cotθ)+ cos2 θ · (1+ tanθ)

ចេម្លើយ �
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ឧទាហរណ៍ ២៧
្រសាយបញ្ជ ក់់សមភាពខាងេ្រកាម៖

1. 1+ sin2 α
1− sin2 α

= 1+2tan2 α 2. cosα
1+ sinα

+ tanα =
1

cosα

ចេម្លើយ �

ឧទាហរណ៍ ២៨
រកខួបៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖

1. y = sin
2
3

x

2. y =−2sin
1
4

x

3. y = 2cos
1
4

x

4. y = tan
1
4

x

5. y = cot
1
3

x

6. y = sin2x+ cosx

ចេម្លើយ �
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ឧទាហរណ៍ ២៩
រកភាពគូ និងេសស ៃនអនុគមន៍្រតីេកាណមា្រតខាងេ្រកាម៖

1. y = x− sin2x

2. y = x2 · cos2 x

3. y = sin5x+ sin3x+5sinx · cos2x,x ∈ R

ចេម្លើយ �

ឧទាហរណ៍ ៣០

េគឲ្យ cosα =
4
5
និង 270◦ < α < 360◦ ។ គណនា sinα , tanα និង cotα ។

ចេម្លើយ �
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ឧទាហរណ៍ ៣១
គណនាតៃម្លៃនកេន�មខាងេ្រកាម៖

1. cotx+ tanx
cotx− tanx

េបីេគដឹងថា sinx =
3
5
េហយី 0 < x <

π
2
។

2. sin2 x+2sinx · cosx−2cos2 x
2sin2 x−3sinx · cosx+4cos2 x

េបីេគដឹងថា cotx =−3

ចេម្លើយ �

១៣៨ Facebook Page: TexBook-School	 016 434 006



Hing Vothy

ឧទាហរណ៍ ៣២

ស្រម�លកេន�ម
√

1+ sinx
1− sinx

−
√

1− sinx
1+ sinx

ែដល 0 < x <
π
2
។

ចេម្លើយ �
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�� របូមន្ត្រតេីកាណមា្រត

ថា្ម ក់ទី
េគាត្តនាម នាម
េភទ 
េលខេរៀង

១. រូបមន្តផលបូកនិងផលដក

• cos(α −β ) = cosα · cosβ + sinα · sinβ

• cos(α +β ) = cosα · cosβ − sinα · sinβ

• sin(α −β ) = sinα · cosβ − sinα · cosβ

• sin(α +β ) = sinα · cosβ + sinβ · cosα

• tan(α −β ) =
tanα − tanβ

1+ tanα · tanβ

• tan(α +β ) =
tanα + tanβ

1− tanα · tanβ

២. រូបមន្តមំុឌុប

• sin2α = 2sinα · cosα

• tan2α =
2tanα

1− tan2 α

• cos2α = cos2 α − sin2 α

= 1−2sin2 α = 2cos2 α −1

៣. រូបមន្តកន្លះមំុ

• sinα = 2sin
α
2
· cos

α
2

• cos2 α
2
=

1+ cosα
2

• sin2 α
2
=

1− cosα
2

• tan2 α
2
=

1− cosα
1+ cosα

 
៤. បំែលងពីផលគុណេទផលបូក

• cosα · cosβ =
1
2
[cos(α +β )+ cos(α −β )]

• sinα · sinβ =
1
2
[cos(α −β )− cos(α +β )]

• sinα · cosβ =
1
2
[sin(α +β )+ sin(α −β )]

• sinβ · cosα =
1
2
[sin(α +β )− sin(α −β )]

៥. បំែលងពីផលបូកេទជាផលគុណ

• cos p+ cosq = 2cos
p+q

2
· cos

p−q
2

• cos p− cosq =−2sin
p+q

2
· sin

p−q
2

• sin p+ sinq = 2sin
p+q

2
· cos

p−q
2

• sin p− sinq = 2sin
p−q

2
· cos

p+q
2

• tan p+ tanq =
sin(p+q)
cos p · cosq

• cot p+ cotq =
sin(p+q)
sin p · sinq

• tan p− tanq =
sin(p−q)
cos p · cosq

• cot p− cotq =
sin(p−q)
sin p · sinq
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១០.១ លហំាត់
ឧទាហរណ៍ ៣៣

េគមាន sinα =
1
2
និង sinβ =

1
3
ែដល 0 < α <

π
2
និង π

2
< β < π ។

គណនា sin(α +β ) , cos(α −β ) , tan(α −β ) និង cot(α −β ) ។

ចេម្លើយ �

ឧទាហរណ៍ ៣៤

េគមាន cosα =−2
3
ែដល π

2
< α < π ។ គណនា cos2α , sin

α
2
និង sin3α ។

ចេម្លើយ �
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ឧទាហរណ៍ ៣៥
េគមាន α = 18◦ និង 2α = 180◦−3α ។ គណនា cos36◦ ។

ចេម្លើយ �

ឧទាហរណ៍ ៣៦

េគមាន sinα + cosβ =
5
4
និង cosα + sinβ =

5
4
េហយី 0 ≤ α ≤ π

2
, 0 ≤ β ≤ π

2
។ គណនា sin(α +β ) និង

tan(α +β ) ។

ចេម្លើយ �
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ឧទាហរណ៍ ៣៧
ចូរបងា្ហ ញសមភាពខាងេ្រកាម៖

1. tan(a+b)− tana− tanb = tana · tanb · tan(a+b)

2. cos3 a− cos3a
cosa

+
sin3 a+ sin3a

sina
= 3 ,cosa,sina ̸= 0

ចេម្លើយ �

ឧទាហរណ៍ ៣៨
ស្រម�លកេន�មខាងេ្រកាម៖

1. sin4x−4sin3x+6sin2x−4sinx 2. sina+ sin3a+ sin5a
cosa+ cos3a+ cos5a

ចេម្លើយ �
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ឧទាហរណ៍ ៣៩
ចូរបងា្ហ ញសមភាពខាងេ្រកាម៖

1. sin3α = 4sinα · sin
(π

3
+α

)
· sin

(π
3
−α

)
2. sinα − cosα =

√
2sin

(
α − π

4

)
=−

√
2sin

(
α +

π
4

)
ចេម្លើយ �
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ឧទាហរណ៍ ៤០
េគមាន△ABC និង A,B,C ជាមំុក្នុង្រតីេកាណ។

A B

C

1. េបីេគដឹងថា sinA+ sinB+ sinC = 1 ។ គណនា cos
A
2

cos
B
2

cos
C
2

2. បងា្ហ ញថា cos2 A+ cos2 B+ cos2C = 1−2cosA · cosB · cosC ។

ចេម្លើយ �

១៤៦ Facebook Page: TexBook-School	 016 434 006



�� សមកីារនងិវសិមកីារ្រតេីកាណមា្រត

ថា្ម ក់ទី
េគាត្តនាម នាម
េភទ 
េលខេរៀង

១១.១ សមកីារ cos,sin, tan នងិ cot

១១.១.១ សមកីារ cosx = a

ជាទូេទ ១១.១.១ សមីការ cosx = a េគអាចសរេសរ cosx = cosα មានចេម្លីយ x = α +2kπ ឬ x =−α +2kπ ែដល k ∈ Z

!

សមីការ cosx = a

• េបី |a|> 1 េនាះសមីការគា្ម នចេម្លីយ
• េបី |a| ≤ 1 េនាះសមីការមានចេម្លីយ
• េបី a = 1 េនាះសមីការមានចេម្លីយ x = 2kπ,k ∈ Z

• េបី a =−1 េនាះសមីការមានចេម្លីយ x = (2k+1)π,k ∈ Z

• េបី a = 0 េនាះសមីការមានចេម្លីយ x =
π
2
+ kπ,k ∈ Z

• េបី cosu(x) = cosv(x) េនាះ u(x) =±v(x)+2kπ,k ∈ Z

ឧទាហរណ៍ ៤១
េដាះ្រសាយសមីការ 2cosx+

√
3 = 0 ។

ចេម្លើយ៖ 2cosx+
√

3 = 0 ⇔ cosx =−
√

3
2

cosx = cos
5π
6

ដូចេនះ x =
5π
6

+2kπ ឬ x =−5π
6

+2kπ ែដល k ∈ Z

១១.១.២ សមកីារ sinx = a

ជាទូេទ ១១.១.២ សមីការ sinx = a េគអាចសរេសរ sinx = sinα មានចេម្លីយ x = α +2kπ ឬ x = π −α +2kπ ែដល k ∈Z
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!

សមីការ sinx = a

• េបី |a|> 1 េនាះសមីការគា្ម នចេម្លីយ
• េបី |a| ≤ 1 េនាះសមីការមានចេម្លីយ
• េបី a = 1 េនាះសមីការមានចេម្លីយ x =

π
2
+2kπ,k ∈ Z

• េបី a =−1 េនាះសមីការមានចេម្លីយ x =−π
2
+2kπ,k ∈ Z

• េបី a = 0 េនាះសមីការមានចេម្លីយ x = kπ,k ∈ Z

• េបី sinu(x) = sinv(x) េនាះ u(x) = v(x)+2kπ ឬ u(x) = π − v(x)+2kπ,k ∈ Z

ឧទាហរណ៍ ៤២

េដាះ្រសាយសមីការ sin
(

2x+
π
6

)
=

1
2
។

ចេម្លើយ៖ sin
(

2x+
π
6

)
=

1
2
⇔ sin

(
2x+

π
6

)
= sin

π
6

េគបាន 2x+
π
6
=

π
6
+2kπ ⇒ x = kπ ឬ 2x+

π
6
= π − π

6
+2kπ ⇒ x =

π
3
+ kπ,k ∈ Z

ដូចេនះសមីការមានឬស x = kπ ឬ x =
π
3
+ kπ ែដល k ∈ Z

១១.១.៣ សមកីារ tanx = a

ជាទូេទ ១១.១.៣ សមីការ tanx = a អាចសរេសរ tanx = tanα មានចេម្លីយ x = α + kπ,k ∈ Z

! េបី tanu(x) = tanv(x)កាលណា u(x) = v(x)+ kπ,k ∈ Z

ែដល u និង v ជាអនុគមន៍ៃន x និង cosu(x) ̸= 0,cosv(x) ̸= 0 ។

ឧទាហរណ៍ ៤៣

េដាះ្រសាយសមីការ tanx =
1√
3
។

ចេម្លើយ៖ tanx =
1√
3
⇔ tanx =

√
3

3

tanx = tan
π
6

ដូចេនះ សមីការមានចេម្លីយ x =
π
6
+ kπ,k ∈ Z

១១.១.៤ សមកីារ cotx = a

ជាទូេទ ១១.១.៤ សមីការ cotx = a អាចសរេសរ cotx = cotα មានចេម្លីយ x = α + kπ ែដល k ∈ Z ។

! សមីការ cotu(x) = cotv(x)កាលណា u(x) = v(x)+ kπ,k ∈ Z

ែដល u និង v ជាអនុគមន៍ៃន x និង sinu(x) ̸= 0,sinv(x) ̸= 0 ។

ឧទាហរណ៍ ៤៤

េដាះ្រសាយសមីការ cot
(

2x+
π
3

)
=
√

3 ។
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ចេម្លើយ៖ cot
(

2x+
π
3

)
=
√

3 ⇔ cot
(

2x+
π
3

)
= cot

π
6

េគបាន 2x+
π
3
=

π
6
+ kπ

នាឲំ្យ 2x =
π
6
− π

3
+ kπ

ដូចេនះ x =− π
12

+ kπ ែដល k ∈ Z

១១.២ សមកីារមានរាង acosx+bsinx = c

!

1. រេបៀបទ១ី៖
• បែម្លងសមីការេនះេទជារាង cos(x−α) =

c
r
ែដល r =

√
a2 +b2,r ≥ 0 និង cosα =

a
r

ឬ a = r cosα,sinα =
b
r
ឬ b = r sinα ។ សមីការ acosx+bsinx = c

អាចសរេសរេទជារាង r cosα.cosx+ r sinα.sinx = c

r(cosα.cosx+ sinα.sinx) = c

r cos(x−α) = c

cos(x−α) =
c
r

• េបី c
r
∈ [−1,1]មានមុំ β មួយែដល cosβ =

c
a
េនាះេគបាន cos(x−α) = cosβ

• េបី c
r
/∈ [−1,1] េនាះសមីការ cos(x−α) =

c
r
គា្ម នចេម្លីយ។

2. រេបៀបទ២ី៖ េគេ្របរីូបមន្ត cosx =
1− t2

1+ t2 និង sinx =
2t

1+ t2 ែដល t = tan
x
2
,x ̸= π +2kπ,k ∈Z េដីម្បបីែម្លង

សមីការ acosx+bsinx = c េទជាសមីការដឺេ្រកទី២ែដលមាន t ជាអញញ ត។
រចួេដាះ្រសាយសមីការេដាយេ្របីរូបមន្ត tan

x
2
= tanα ។

! វធីិេនះអាចបាត់ឬស្រតង់ x = π + 2kπ ។ ដូចេនះ ដំបូងេគ្រត�វពិនិត្យេមីលថាេតី x = π + 2kπ ជាឬសរបស់សមីការ
acosx+bsinx = c ឬេទ?

ឧទាហរណ៍ ៤៥

េដាះ្រសាយសមីការ sinx+ cosx =

√
6

2
។

ចេម្លើយ៖ េ្របីរេបៀបទី១៖
តាង r =

√
(1)2 +(1)2 =

√
2

នាឲំ្យ


cosα =

1√
2

sinα =
1√
2

នាឲំ្យ


cosα =

√
2

2

sinα =

√
2

2

នាឲំ្យ α =
π
4

១៤៩ Facebook Page: TexBook-School	 016 434 006



Hing Vothy

េគបាន sinx+ cosx =

√
6

2
√

2

(√
2

2
sinx+

√
2

2
cosx

)
=

√
6

2

sinx.cos
π
4
+ cosx.sin

π
4
=

√
3

2

sin
(

x+
π
4

)
= sin

π
3

េគបាន x+
π
4
+2kπ នាឲំ្យ x =

π
12

+2kπ

ឬ x+
π
4
+π −2kπ នាឲំ្យ x =

5π
3

+2kπ,k ∈ Z

ដូចេនះ សមីការមានចេម្លីយ x =
π
12

+2kπ ឬ x =
5π
3

+2kπ ែដល k ∈ Z

១៥០ Facebook Page: TexBook-School	 016 434 006



Hing Vothy

ឧទាហរណ៍ ៤៦
េដាះ្រសាយសមីការ 2sinx−3cosx = 3 ។

ចេម្លើយ៖ េ្របីរេបៀបទី២៖
េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ៈ ចំេពាះ x = π +2kπ េគបាន 2sinπ −3cosπ = 3

2(0)−3(−1) = 3

3 = 3 ពិត

តាង t = tan
x
2
,x ̸= π +2kπ ែដល


cosx =

1− t2

1+ t2

sinx =
2t

1+ t2

េគបាន 2
(

2t
1+ t2

)
−3
(

1− t2

1+ t2

)
= 3

4t −3+3t2

1+ t2 = 3

3t2 +4t −3 = 3(1+ t2)

3t2 +4t −3 = 3+3t2

4t = 6 ⇒ t =
3
2

ចំេពាះ t =
3
2
េគបាន tan

x
2
=

3
2
យក tanα =

3
2

tan
x
2
= tanα

េគបាន x
2
= α + kπ ⇒ x = 2α +2kπ,k ∈ Z

ដូចេនះ សមីការមានចេម្លីយ x = 2α +2kπ ឬ x = π +2kπ,k ∈ Z

១១.៣ សមកីាររាង
ជាទូេទ ១១.៣.១ សមីការមានរាង acos2 x+bcosx+ c = 0

asin2 x+bsinx+ c = 0

a tan2 x+b tanx+ c = 0

acot2 x+bcosx+ c = 0

េគ្រត�វតាងអនុគមន្៍រតីេកាណមា្រតៃនចំនួនពិត x េដាយ X ឬY ឬ t (ដាកល់ក្ខណ្ឌ ) េដីម្បឲី្យកា្ល យេទជាសមីការដឺេ្រកទី២ េដាះ្រសាយ
សមីការដឺេ្រកទី២ ែដលមានអញញ ត X ឬ Y ឬ t ។

ឧទាហរណ៍ ៤៧
េដាះ្រសាយសមីការ 2cos2 x−3

√
2cosx+2 = 0 ។

ចេម្លើយ៖ តាង t = cosx ែដល −1 ≤ x ≤ 1

េគបាន 2t2 −3
√

2t +2 = 0

តាម ∆ = b2 −4ac = (−3
√

2)2 −4(2)(2) = 18−16 = 2
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េគបាន t =
−b+

√
∆

2a
=

3
√

2+2
2(2)

=

√
2

2

ឬ =
−b−

√
∆

2a
=

3
√

2−2
2(2)

=
√

2 > 1 មិនយក

ចំេពាះ t =

√
2

2
េគបាន cosx =

√
2

2

cosx = cos
π
4

នាឲំ្យ x =
π
4
+2kπ ឬ x =−π

4
+2kπ ែដល k ∈ Z

ដូចេនះ សមីការមានចេម្លីយ x =±π
4
+2kπ,k ∈ Z

១១.៤ វសិមកីារ្រតេីកាណមា្រត
ជាទូេទ ១១.៤.១ ចំេពាះ k ∈ Z

• cosx ≥ cosα េនាះ −α +2kπ ≤ x ≤ α +2kπ

• cosx ≤ cosα េនាះ −α +2kπ ≥ x ≥ α +2kπ

• sinx ≥ sinα េនាះ α +2kπ ≤ x ≤ π −α +2kπ

• sinx ≤ sinα េនាះ α +2kπ ≥ x ≥ π −α +2kπ

• tanx ≥ tanα េនាះ α + kπ ≤ x <
π
2
+ kπ

• tanx ≤ tanα េនាះ −π
2
+ kπ < x ≤ α + kπ

• cotx ≥ cotα េនាះ kπ < x ≤ α + kπ

• cotx ≤ cotα េនាះ α + kπ ≤ x < π + kπ

ឧទាហរណ៍ ៤៨
េដាះ្រសាយវសិមីការខាងេ្រកាម៖

1. 2cosx+1 < 0

2. sinx ≥ 1
2

3. tanx ≥−1

4. cotx <

√
3

3

ចេម្លើយ៖

1. 2cosx+1 < 0

cosx <−1
2

cosx < cos
2π
3

⇒−2π
3

+2kπ > x >
2π
3

+2kπ,k ∈ Z

ដូចេនះ −2π
3

+2kπ > x >
2π
3

+2kπ ែដល k ∈ Z

2. sinx ≥ 1
2

sinx ≥ sin
π
6

⇒ π
6
+2kπ ≤ x ≤ π − π

6
+2kπ,k ∈ Z

ដូចេនះ π
6
+2kπ ≤ x ≤ 5π

6
+2kπ ែដល k ∈ Z

3. tanx ≥−1

tanx ≥
(
−π

4

)
⇒−π

4
+ kπ ≤ x <

π
2
+ kπ,k ∈ Z

ដូចេនះ −π
4
+ kπ

4. cotx <

√
3

3

cotx < cot
π
3

⇒ π
3
+2kπ < x < π + kπ,k ∈ Z
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ដូចេនះ π
3
+ kπ < x < π + kπ ែដល k ∈ Z

១៥៣ Facebook Page: TexBook-School	 016 434 006



Hing Vothy

១១.៥ លហំាត់
លំហាត់ ១៥៨

េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាម៖

ក. sinx =

√
3

2
ខ. cosx =− 1√

2
គ. cos

(
4x+

π
3

)
= cos

(
x− π

6

)
ឃ. cos2 x = 1

ង. sin
√

x =−1

ច. cotx = 1

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១៥៩
េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាម៖

ក. 1
cos2x

=
√

2

ខ. 2sin
(

2x− π
3

)
= 1

គ. cos
(

2x− π
3

)
=

√
3

2
ឃ. cot

(
2x+

π
3

)
= 2

ចេម្លើយ �
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ឧទាហរណ៍ ៤៩
េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាម៖

1. cos
x
2
− cosπ = 0

2. 1
sin2x

− sin
π
2
= 0

3. 2sin2x−
√

2 = 0

4.
√

2+2cos2x = 0

ចេម្លើយ �

ឧទាហរណ៍ ៥០
េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាម៖

1. cos
(

x− π
6

)
=

√
2

2
2. sin

(
2x− π

3

)
− 1

2
= 0 3. sin

(
x+

π
4

)
=

√
3

2

ចេម្លើយ �
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ឧទាហរណ៍ ៥១
េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាម៖

1. tanx =
1√
3

2. tan3x =
√

3

3. 2tanx
1− tan2 x

=
√

3

4. 2tanx.cosx+1 = 2cosx+ tanx

ចេម្លើយ �

ឧទាហរណ៍ ៥២
េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាម៖

1. cotx =− 1√
3

2. cos3x =
√

3

3. cot
(x

2
−3
)
=−1

4. 3cotx−
√

3 = 0

ចេម្លើយ �

១៥៦ Facebook Page: TexBook-School	 016 434 006



Hing Vothy

លំហាត់ ១៦០
េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាមេដាយដឹងថា 0 ≤ x < 2π៖

ក. 2cos2 x− cosx = 1

ខ. 2sin2 x−3sinx =−1

គ. cos2 x+ sinx = 1

ឃ. 2sin2x−
√

2 = 0

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១៦១
េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាមេដាយដឹងថា 0 ≤ x < 2π៖

ក. cos4x(cosx−1) = 0

ខ. sin2 x−2sinx = 0

គ. 2cos2 x+3cosx = 0

ឃ. tan2 x+ tanx−12 = 0

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៦២
េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាម៖

ក. tan3 3x−2sin3 3x = 0

ខ. cos
(

3π
2

+ x
)
=
√

2sinx.cosx

គ. sin2x+ tanx = 2

ឃ.
√

3
cos2 x

= 4tanx

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១៦៣
េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាម៖

ក. sin3x+ cos2x = 1+2sinx.cos2x

ខ. sin2(x−π)− sin(3x−π) = sinx

គ. tanx+ cotx = 2(sin2x+ cos2x)

ឃ. sinx+ sin2x+ sin3x
cosx+ cos2x+ cos3x

=
√

3

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៦៤
េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាម៖

ក. sinx+7cosx = 5

ខ. sinx+
√

3cosx = 0

គ. 2sinx−3cosx = 3

ឃ. cosx+
√

3sinx = 1

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១៦៥
េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាម៖

1. 2sinx− cosx = 3

2.
√

2sinx−
√

6cosx = 2

3.
√

3cos2x+ sin2x−1 = 0

4. cosx−3sinx = 2

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៦៦
េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាមេដាយដឹងថា 0 ≤ x < 2π៖

ក. 2cos2 x− cosx = 1

ខ. 2sin2 x−3sinx =−1

គ. cos2 x+ sinx = 1

ឃ. 2sin2x−
√

2 = 0

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១៦៧
េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាម៖

ក. 3sin2 x+5sinx−2 = 0

ខ. 2cos2 x−3
√

2cosx+2 = 0

គ. 4sin2 x−2
(√

2+
√

3
)

sinx+
√

6 = 0

ឃ. tan2 x+5tanx = 2(1+ tan2 x)

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៦៨
េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាម៖

1. 7cos2 x+6
√

3sinx.cosx− sin2 x+2 = 0

2. 3sin2 x+3sinx.cosx−6cos2 x = 0

3. sin2x+ tanx−2 = 0

4. 3sin2 x−2sinx.cosx+5cos2 x = 3

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១៦៩
េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាម៖

1. sin3x+2cos−2 = 0

2. sin2x+ tanx−2 = 0

3. cosx+
√

3sinx = cos3x

4. 1+ cot2x =
1− cos2x

sin2 2x

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៧០
េដាះ្រសាយវសិមីការខាងេ្រកាម៖

ក. 2cosx ≤−
√

2

ខ. −√
2sinx+1 ≥ 0

គ. √3tanx−1 < 0

ឃ. sin
(

2x+
π
3

)
=−

√
3

2
,(−π ≤ x < π)

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១៧១
េដាះ្រសាយវសិមីការខាងេ្រកាម េដាយដឹងថា 0 ≤ x ≤ 2π៖

ក. cos
(

x+
π
3

)
≥−1

2
ខ. tan

(
x− π

6

)
≥−1

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៧២
ចូរេដាះ្រសាយវសិមីការខាងេ្រកាមៈ

ក. sinx >
1
2

ខ. sinx ≤
√

3
2

គ. cosx ≥ 1
2

ឃ. cosx ≤
√

3
2

ង. tanx > 1

ច. tanx ≥ 1√
3

ឆ. tanx ≤
√

3

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៧៣
ចូរេដាះ្រសាយវសិមីការខាងេ្រកាមៈ

1. sin(3x−1)> 0

2. cos(2x−3)< 0

3.
√

2cosx−1 < 0

4. sin
(π

2
− x
)
< cos

(π
2
+

x
2

)
5. −

√
2sinx+1 ≥ 1

6.
√

3tanx−1 < 0

7. tan
(

2x+
π
3

)
>

√
3

3
8. cot

(
2x− π

6

)
≥
√

3

9.
√

3cot
(

x− π
4

)
≤ 1

ចេម្លើយ �
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�� មា៉្រទសីនងិេដែទរមណីង់

ថា្ម ក់ទី
េគាត្តនាម នាម
េភទ 
េលខេរៀង

១២.១ សញញ ណៃនមា៉្រទសី
១២.១.១ នយិមន័យ

ជាទូេទ ១២.១.១ ម៉ា្រទីស គឺជាការេរៀបចនំួនជារាងចតុេកាណែកងដាកក់្នុងដេង្ក�ប។ េគកំណតត់ាងម៉ា្រទីសេដាយអក្សរធំ ដូចជាA,B,C, ...

និងធាតុៃនម៉ា្រទីសតាងេដាយអក្សរតូច។ ម៉ា្រទីស A មានលំដាប់ m×n

កំណត់េដាយ៖ A =



a11 a12 a13 . . . a1n

a21 a22 a23 . . . a2n

a31 a32 a33 . . . a3n
... ... ... ...

am1 am2 am3 . . . amn



១២.១.២ ្របេភទៃនមា៉្រទសី
ក. មា៉្រទសីសូន៖ ម៉ា្រទីសែដលមានធាតុទាងំអស់េស្មីនឹងសូន្យ ។ ឧទាហរណ៍៖

១. ម៉ា្រទីសសូន្យលំដាប់ 2×2 គឺ O =

0 0

0 0

 ២. ម៉ា្រទីសសូន្យលំដាប់ 1×2 គឺ O =
[
0 0

]

ខ. មា៉្រទសីកាេរ៖ជាម៉ា្រទីសមានចំនួនជួរេដកេស្មីនឹងចំនួនជួរឈរ

An×n =



a11 a12 a13 . . .a1n

a21 a22 a23 . . .a2n

a31 a32 a33 . . .a3n
... ... ... ...

an1 an2 an3 . . .ann


ឧទាហរណ៍៖

១.
1 2

3 4


២.


1 3 1

−1 2 3

2 −2 5


គ. មា៉្រទសីឯកតា៖ជាម៉ា្រទីសែដលមានធាតុេនេលីអង្កត់្រទ�ងពិេសស a11 = a22 = a33 = · · ·= ann = 1 េហយីធាតុេផ្សងេទៀត
េស្មីនឹងសូន្យ ។ ឧទាហរណ៍៖
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១. I =

1 0

0 1


២. I =


1 0 0

0 1 0

0 0 1



១២.២ ្របមាណវធិេីលើមា៉្រទសី
១២.២.១ មា៉្រទសីេស្ម ើគា្ន

ជាទូេទ ១២.២.១ ម៉ា្រទីសពីរេស្មីគា្ន កាលណាម៉ា្រទីសទាងំពីរមានលំដាប់ដូចគា្ន និងមានធាតុ្រត�វគា្ន េស្មីេរៀងគា្ន ។

!
a b c

d e f

=

 x y z

α β γ

 លុះ្រតាែត x = a,y = b,z = c,α = d,β = e និង γ = f ។

ឧទាហរណ៍ ៥៣

រកតៃម្ល x,y និង z េបី

x 1

3 y

=

2 z

3 −2

 ។
ចេម្លើយ៖ េគបាន x = 2,y =−2 និង z = 1

១២.២.២ វធិបូីកនងិវធិដីកៃនមា៉្រទសី
ជាទូេទ ១២.២.២ ម៉ា្រទីសពីរអាចបូក ឬដកគា្ន បានលុះ្រតាែតម៉ា្រទីសទាងំពីរេនាះមានលំដាបដូ់ចគា្ន េហយីេគបូក ឬដកធាតុ្រត�វេរៀងគា្ន ។

!
a b

c d

±
x y

z w

=

a± x b± y

c± z d ±w


ឧទាហរណ៍ ៥៤

េគឲ្យ A =

−1 2

0 1

 និង
 1 3

−1 2

 ។
ក. A+B ខ. A−B

ចេម្លើយ៖

ក. A+B =

−1 2

0 1

+
 1 3

−1 2


=

 −1+1 2+3

0+(−1) 1+2


=

 0 5

−1 3



ខ. A−B =

−1 2

0 1

−
 1 3

−1 2


=

 −1−1 2−3

0− (−1) 1−2


=

−2 −1

1 −1


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១២.២.៣ ផលគុណមយួចនួំនពតិនងឹមា៉្រទសី

ជាទូេទ ១២.២.៣ េបី k ∈ R និងមានម៉ា្រទីស A =

a b

c d

 េគបាន Ak =

ak bk

ck dk


ឧទាហរណ៍ ៥៥

េគមាន A =

1 2

3 4

 ។ គណនា 2A និង −3A ។

ចេម្លើយ៖

• 2A = 2

1 2

3 4


=

2(1) 2(2)

2(3) 2(4)


=

2 4

6 8



• −3A =−3

1 2

3 4


=

−3(1) −3(2)

−3(3) −3(4)


=

−3 −6

−9 −12


១២.២.៤ វធិគុីណៃនមា៉្រទសី

ជាទូេទ ១២.២.៤
a b

c d

×
x y

z w

=

ax+bz ay+bw

cx+dz cy+dw


ឧទាហរណ៍ ៥៦

េគមាន A =


−1 3

4 −2

5 0

 និង B =

−3 2

−4 1

 ។ គណនា AB ។

ចេម្លើយ៖ េគបាន AB =


−1 3

4 −2

5 0


−3 2

−4 1



=


(−1)(−3)+(3)(−4) (−1)(2)+(3)(1)

(4)(−3)+(−2)(−4) (4)(2)+(−2)(1)

(5)(−3)+(0)(−4) (5)(2)+(0)(1)



=


−9 1

−4 6

−15 10


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១២.៣ មា៉្រទសី្រចាស

ជាទូេទ ១២.៣.១ • េបីម៉ា្រទីសA=

a b

c d

 ែដល ad−bc ̸= 0 េនាះម៉ា្រទីស្រចាសៃនA គឺA−1 =
1

ad −bc

 d −b

−c a


• េបី ad −bc = 0 េនាះ A គា្ម នម៉ា្រទីស្រចាសេទ។
• េបី A−1 ជាម៉ា្រទីស្រចាសៃនម៉ា្រទីស A េនាះេគបាន AA−1 = A−1A = I ែដល I ជាម៉ា្រទីសឯកតា។

ឧទាហរណ៍ ៥៧

រកម៉ា្រទីស A−1 ែដល A =

3 4

1 2

 ។
ចេម្លើយ៖ េដាយ 3(2)−1(4) = 6−4

= 2 ̸= 0

េគបាន A−1 =
1
2

 2 −4

−1 2


=

 1 −2

−1
2

1


ឧទាហរណ៍ ៥៨

រកម៉ា្រទីសA−1 ែដល

1 2

3 4

 ។
ចេម្លើយ៖ េដាយ (1)(4)− (3)(2) = 4−6

=−2 ̸= 0

េគបាន A−1 =−1
2

 4 −2

−3 1


=

−2 1
3
2

−1
2


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១២.៤ លហំាត់

លំហាត់ ១៧៤

រកតៃម្ល a,b,c និង d េបី

2 2b

c 6

=

−2d d

4 3a

 ។ 
ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១៧៥
រកតៃម្លអេថរចំេពាះសមភាពនីមួយៗខាងេ្រកាម៖

ក.
−2 3

a 4

=

b 3

5 c


ខ.
a 5 b

3 9 2

=

0 c −1

d 9 2


គ.


a

6

b

=


3 0

6 0

5 0



ឃ.


x y

9 −2

3 4

=


5 −8

c −2

3 d


ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៧៦

េគឲ្យម៉ា្រទីស A =


−1 4

2 3

9 5

 , B =


2 1

−3 7

10 6

 , C =

3 −2

7 −4

 និង D =

 1 5

−13 4


គណនា

ក. A+B ខ. B−A គ. B+D ឃ. C+D ង. A−B

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១៧៧

គឲ្យម៉ា្រទីស A =


3 21

16 −4

3 8

 , B =


9 −24

−9 14

−7 9

 , C =

4 −9

3 10

 និង D =

 5 5

−13 5

 ។ គណនា

ក. 3A+B

ខ. B−A+C

គ. 2C+5C−4D

ឃ. −A+3(B−A)

ង. 2(3C)−7D

ច. −A+2(D+C)

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៧៨
គណនា AB ចំេពាះករណីនីមួយៗខាងេ្រកាម៖

ក. A =

1 2

4 2

 និង B =

 2 −1

−1 8



ខ. A =


−2 −1

1 0

3 −4

 និង B =


0 3

2 0

−4 −1


គ. A =


5 6 −3

−2 5 1

10 −5 5

 និង B =


1 −1 2

8 1 4

4 −2 9



ឃ. A =


1 0 0

0 4 0

0 0 −2

 និង B =


3 0 0

0 −1 0

0 0 5


ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៧៩

េគឲ្យ

 0 1

−2 0

b −7

a 0

=

1 2

0 −1

+
0 −2

6 3c

 ។ រកតៃម្ល a,b និង c ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១៨០

េគឲ្យម៉ា្រទីស A =

4 2

0 3

 និង B =

1
4

k

0
1
3

។
ក. គណនា A2 និង A−1 ែដលជាម៉ា្រទីស្រចាសៃន A

ខ. រកតៃម្ល k េដីម្បឲី្យ AB ជាម៉ា្រទីសឯកតា ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៨១

េគឲ្យម៉ា្រទីស A =

 2 1

−5 −4

 និង B =

 3 −1

−1 1

 ។ គណនា

ក. AB និង (AB)−1 ខ. A−1 , B−1 និង B−1A−1

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១៨២
រកម៉ា្រទីស X ែដល៖

ក.
 5 −2

−3 2

X =

−11

9

 ខ.
1 1

1 1

X = 2

 3 1

−1 −1


ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៨៣
រកតៃម្ល p,q,a និង b ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់

ក.
10 3

−3 −1

p

q

=

 4

−1


ខ.
4 −3

2 −1

 a

−1

=

15

b


គ.
−1 a

b 1

 2 −1

−1 2

=

1 5

3 0



ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១៨៤

ក្នុងសមីការ M

1 0

2 3

=


−1 −2

0 −1

2 3

 ចូរ្របាប់លំដាប់ៃនម៉ា្រទីស M និងរកម៉ា្រទីស M ។

ចេម្លើយ �
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�� េដែទរមណីង់

ថា្ម ក់ទី
េគាត្តនាម នាម
េភទ 
េលខេរៀង

១៣.១ េដែទរមណីង់លដំាប់2

ជាទូេទ ១៣.១.១ េគមាន A =

a b

c d

 េគបានេដែទមីណង់ៃន A កំណត់េដាយ det(A) =

∣∣∣∣∣∣
+

−
a b

c d

∣∣∣∣∣∣= ad −bc

ឧទាហរណ៍ ៥៩
គណនាេដែទមីណង់ៃនម៉ា្រទីសនីមួយៗខាងេ្រកាម៖

1. A =

4 7

6 3

 2. B =

 6 −1

−4 8


ចេម្លើយ៖

1. det(A) =

∣∣∣∣∣∣4 7

6 3

∣∣∣∣∣∣
= (4)(3)− (6)(7)

= 12−42 = 30

2. det(B) =

∣∣∣∣∣∣ 6 −1

−4 8

∣∣∣∣∣∣
= (6)(8)− (−4)(−1)

= 48−4 = 44

១៣.២ េដែទរមណីង់លដំាប់3
១៣.២.១ ក្បនួរបស់សារសុ

ជាទូេទ ១៣.២.១ េគមាន A =


a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

 េគបានេដែទមីណង់ៃន A
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កំណត់េដាយ det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ + +

− − −

a1 b1 c1 a1 b1

a2 b2 c2 a2 b2

a3 b3 c3 a3 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣= a1b2c3 +b1c2a3 + c1a2b3 −a3b2c1 −b3c2a1 − c3a2b1

ឧទាហរណ៍ ៦០

គណនាេដែទមីណង់ៃនម៉ា្រទីស A =


1 2 3

6 −3 5

−4 0 −1



ចេម្លើយ៖ det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

6 −3 5

−4 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1)(−3)(−1)+(2)(5)(−4)+(3)(6)(0)− (−4)(−3)(3)− (0)(5)(1)− (−1)(6)(2)

=−61

១៣.២.២ ក្បនួមន័ីរ

ជាទូេទ ១៣.២.២ េគមាន A =


a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

 េគបានេដែទមីណង់ៃន A

កំណត់េដាយ det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣= a1

∣∣∣∣∣∣b2 c2

b3 c3

∣∣∣∣∣∣−b1

∣∣∣∣∣∣a2 c2

a3 c3

∣∣∣∣∣∣+ c1

∣∣∣∣∣∣a2 b2

a3 b3

∣∣∣∣∣∣
= a1(b2c3 −b3c2)−b1(a2c3 −a3c2)+ c1(a2b3 −a3b2)

= a1b2c3 −a1b3c2 −b1a2c3 +b1a3c2 + c1a2b3 − c1a3b2

= a1b2c3 +a3b1c2 +a2b3c1 −a1b3c2 −a2b1c3 −a3b2c1

ឧទាហរណ៍ ៦១

គណនាេដែទមីណង់ៃនម៉ា្រទីស A =


1 2 3

6 −3 5

−4 0 −1


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ចេម្លើយ៖ det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

6 −3 5

−4 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣= 1

∣∣∣∣∣∣−3 5

0 −1

∣∣∣∣∣∣−2

∣∣∣∣∣∣ 6 5

−4 −1

∣∣∣∣∣∣+3

∣∣∣∣∣∣ 6 −3

−4 0

∣∣∣∣∣∣
= 1[(−3)(−1)− (0)(5)]−2[(6)(−1)− (−4)(5)]+3[(6)(0)− (−4)(−3)]

= 3−28−36

=−61

១៣.៣ េដាះ្រសាយ្របព័ន្ធសមកីារលីេនែអ៊រតាមរបូមន្ត្រកាម័រ

១៣.៣.១ ្របព័ន្ធសមកីារដេឺ្រកទ១ីមានពរីអញញ តិ

ជាទូេទ ១៣.៣.១ េគមាន

a1x+b1y = m1

a2x+b2y = m2

• D =

∣∣∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣∣ • Dx =

∣∣∣∣∣∣m1 b1

m2 b2

∣∣∣∣∣∣ • Dy =

∣∣∣∣∣∣a1 m1

a2 m2

∣∣∣∣∣∣
+ េបី D ̸= 0 េនាះ្របព័ន្ធសមីការមានឬស x =

Dx

D
និង y =

Dy

D
+ េបី D = 0 និង Dx ̸= 0 ឬ (Dy ̸= 0) េនាះ្របព័ន្ធសមីការគា្ម នចេម្លីយ
+ េបី D = 0 និង Dx = 0 ឬ (Dy = 0) េនាះ្របព័ន្ធសមីការមានចេម្លីយ េ្រចីនរាប់មិនអស់។

ឧទាហរណ៍ ៦២
េដាះ្រសាយ្របព័ន្ធសមីការ

ក.

3x+7y =−6

4x−2y = 26
ខ.

4x−5y = 13

−8x+10y = 18

ចេម្លើយ៖

ក. តាង D =

∣∣∣∣∣∣3 7

4 −2

∣∣∣∣∣∣= (3)(−2)− (4)(7) =−6−28 =−34

Dx =

∣∣∣∣∣∣−6 7

26 −2

∣∣∣∣∣∣= (−6)(−2)− (26)(7) =−170

Dy =

∣∣∣∣∣∣3 −6

4 26

∣∣∣∣∣∣= (3)(26)− (4)(−6) = 102

េគបាន x =
Dx

D
=

−170
−34

= 5 និង y =
Dy

D
=

102
−34

=−3
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ខ. តាង D =

∣∣∣∣∣∣ 4 −5

−8 10

∣∣∣∣∣∣= (4)(10)− (−8)(−5) = 0

Dx =

∣∣∣∣∣∣13 −5

18 10

∣∣∣∣∣∣= (13)(10)− (18)(−5) = 170

Dy =

∣∣∣∣∣∣ 4 13

−8 18

∣∣∣∣∣∣= (4)(18)− (−8)(13) = 176

េគបាន ្របព័ន្ធសមីការគា្ម នចេម្លីយ

១៣.៣.២ ្របព័ន្ធសមកីារដេឺ្រកទ១ីមានបអីញញ តិ

ជាទូេទ ១៣.៣.២ េគមាន


a1x+b1y+ c1z = m1

a2x+b2y+ c2z = m2

a3x+b3y+ c3z = m3

• D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ • Dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
m1 b1 c1

m2 b2 c2

m3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ • Dy =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 m1 c1

a2 m2 c2

a3 m3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ • Dz =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 m1

a2 b2 m2

a3 b3 m3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ េបី D ̸= 0 េនាះ្របព័ន្ធសមីការមានឬស x =

Dx

D
,y =

Dy

D
និង z =

Dz

D
+ េបី D = 0 និង Dx ̸= 0,Dy ̸= 0 ឬ (Dz ̸= 0) េនាះ្របព័ន្ធសមីការគា្ម នចេម្លីយ
+ េបី D = 0 និង Dx = 0,Dy = 0 ឬ (Dz = 0) េនាះ្របព័ន្ធសមីការមានចេម្លីយ េ្រចីនរាប់មិនអស់។

ឧទាហរណ៍ ៦៣
េដាះ្រសាយ្របព័ន្ធសមីការ

ក.


x+2y+3z = 2

−2x+ y+2z = 1

4x− y = 3

ខ.


2x+2y+2z = 0

−2x+5y+2z = 1

8x+ y+4z =−1

ចេម្លើយ៖
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ក. D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

−2 1 2

4 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣= 1

∣∣∣∣∣∣ 1 2

−1 0

∣∣∣∣∣∣−2

∣∣∣∣∣∣−2 2

4 0

∣∣∣∣∣∣+3

∣∣∣∣∣∣−2 1

4 −1

∣∣∣∣∣∣
= 1[(1)(0)− (−1)(2)]−2[(−2)(0)− (4)(2)]+3[(−2)(−1)− (4)(1)]

= 2+16−6 = 12

Dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 2 3

1 1 2

3 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣= 2

∣∣∣∣∣∣ 1 2

−1 0

∣∣∣∣∣∣−2

∣∣∣∣∣∣1 2

3 0

∣∣∣∣∣∣+3

∣∣∣∣∣∣1 1

3 −1

∣∣∣∣∣∣
= 2[(1)(0)− (−1)(2)]−2[(1)(0)− (3)(2)]+3[(1)(−1)− (3)(1)]

= 4+12−12 = 4

Dy =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

−2 1 2

4 3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣= 1

∣∣∣∣∣∣1 2

3 0

∣∣∣∣∣∣−2

∣∣∣∣∣∣−2 2

4 0

∣∣∣∣∣∣+3

∣∣∣∣∣∣−2 1

4 3

∣∣∣∣∣∣
= 1[(1)(0)− (3)(2)]−2[(−2)(0)− (4)(2)]+3[(−2)(3)− (4)(1)]

=−6+16−30 =−20

Dz =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 2

−2 1 1

4 −1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣= 1

∣∣∣∣∣∣ 1 1

−1 3

∣∣∣∣∣∣−2

∣∣∣∣∣∣−2 1

4 3

∣∣∣∣∣∣+2

∣∣∣∣∣∣−2 1

4 −1

∣∣∣∣∣∣
= 1[(1)(3)− (−1)(1)]−2[(−2)(3)− (4)(1)]+2[(−2)(−1)− (4)(1)]

= 4+20−4 = 20

ដូចេនះ x =
Dx

D
=

4
12

=
1
3
,y =

Dy

D
=

−20
12

=−5
3
និង z =

Dz

D
=

20
12

=
5
3

ខ. D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 2 2

−2 5 2

8 1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣= 2

∣∣∣∣∣∣5 2

1 4

∣∣∣∣∣∣−2

∣∣∣∣∣∣−2 2

8 4

∣∣∣∣∣∣+2

∣∣∣∣∣∣−2 5

8 1

∣∣∣∣∣∣
= 2[(5)(4)− (1)(2)]−2[(−2)(4)− (8)(2)]+2[(−2)(1)− (8)(5)]

= 36+48−84 = 0

Dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 2 2

1 5 2

−1 1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣= 0

∣∣∣∣∣∣5 2

1 4

∣∣∣∣∣∣−2

∣∣∣∣∣∣ 1 2

−1 4

∣∣∣∣∣∣+2

∣∣∣∣∣∣ 1 5

−1 1

∣∣∣∣∣∣
= 0[(5)(4)− (1)(2)]−2[(1)(4)− (−1)(2)]+2[(1)(1)− (−1)(5)] = 0

្របព័ន្ធសមីការមានចេម្លីយរាប់មិនអស់។ រកចេម្លីយរាប់មិនអស់របស់្របព័ន្ធ សមីការេនះ

១៧៩ Facebook Page: TexBook-School	 016 434 006



Hing Vothy

យក z = t, t ∈ R េនាះេគបាន


2x+2y+2t = 0 (1)

−2x+5y+2t = 1 (2)

8x+ y+4t =−1 (3)

យកសមីការ (1) បូក (2) : 7y+4t = 1 ⇒ y =
1−4t

7
យកសមីការ 4(1) ដក (3) : 7y+4t = 1 ⇒ y =

1−4t
7

ជំនួសចូលសមីការ (1) : x =−t − 1−4t
7

=
−7t −1+4t

7
=−1+3t

7
ដូចេនះ ្របព័ន្ធសមីការមាន ចេម្លីយរាប់មិនអស់គឺ x =−1+3t

7
និង y =

1−4t
7

ែដល t ∈ R
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១៣.៤ លហំាត់
លំហាត់ ១៨៥

គណនាេដែទរមីណង់ខាងេ្រកាម៖

1.

∣∣∣∣∣∣2 −1

3 7

∣∣∣∣∣∣ 2.

∣∣∣∣∣∣3 −1

4 7

∣∣∣∣∣∣ 3.

∣∣∣∣∣∣3 2

4 3

∣∣∣∣∣∣
ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១៨៦
គណនាេដែទរមីណង់ខាងេ្រកាម៖

ក.
∣∣∣∣∣∣1 2

3 4

∣∣∣∣∣∣ ខ.
∣∣∣∣∣∣ 1 −2

−3 4

∣∣∣∣∣∣ គ.
∣∣∣∣∣∣cosx −sinx

sinx cosx

∣∣∣∣∣∣
ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៨៧
គណនាេដែទរមីណង់ខាងេ្រកាម៖

ក.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 2

4 1 0

3 6 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ខ.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 1

4 3 1

0 5 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ គ.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −1 1

0 4 1

5 −2 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១៨៨
គណនាេដែទរមីណង់ខាងេ្រកាម៖

ក.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

2 3 1

3 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ខ.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4 −1 −2

5 2 1

−3 7 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ គ.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 −sinα

−1 0 cosα

−sinα cosα 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៨៩
េដាះ្រសាយ្របព័ន្ធសមីការខាងេ្រកាមេដាយេ្របីតាមរូបមន្ត្រកាម័រ៖

1.


3
4

x− y = 0
1
2

x+
1
3

y = 6
2.

x+ y =−6

2x− y = 2
3.

x+2y = 5

3x−15 =−6y

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៩០
េដាះ្រសាយ្របព័ន្ធសមីការខាងេ្រកាមេដាយេ្របីតាមរូបមន្ត្រកាម័រ៖

1.

2x+3y = 5

3x−2y = 1
2.

−x+2y = 3

2x+7y = 5
3.

x+2y = 3

3x+2y = 1

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៩១
េដាះ្រសាយ្របព័ន្ធសមីការខាងេ្រកាមេដាយេ្របីតាមរូបមន្ត្រកាម័រ៖

1.


2x+3y+2z = 14

4x+2y− z = 15

x+ y+2z = 8

2.


x+2y−3z = 10

4x+ y− z =−10

3x−7y+2z = 5

3.


−2x+ y+3z = 2

x−7y−3z =−4

4x−2y−6z = 1

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៩២
េដាះ្រសាយ្របព័ន្ធសមីការខាងេ្រកាមេដាយេ្របីតាមរូបមន្ត្រកាម័រ៖

1.


x− y+ z =−1

−x+ y− z = 1

x− y− z =−1

2.


2x− y+ z = 5

x+ y− z =−2

4x−2y+3z = 12

3.


2x+7y−3z = 8

−x+3y+ z =−4

3x−2y+4z = 5

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៩៣
េដាះ្រសាយ្របព័ន្ធសមីការខាងេ្រកាមេដាយេ្របីតាមរូបមន្ត្រកាម័រ៖

1.


x− y+ z = 4

2x+ y−3z = 0

x+ y+ z = 2

2.


2x+3y+3z = 5

x−2y+ z =−4

3x− y− z = 3

3.


x−7+2z = 7

3x+4y−5z =−5

2x− y+3z = 12

ចេម្លើយ �
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�� លីមតីៃនអនុគមន៍

ថា្ម ក់ទី
េគាត្តនាម នាម
េភទ 
េលខេរៀង

១៤.១ លីមតី

១៤.១.១ សញញ ណលីមតី

ជាទូេទ ១៤.១.១ េបី x ខិតជិត a េហយីអនុគមន៍ f : y = f (x) ខិតជិតតៃម្ល b ណាមួយេនាះេគកំណតស់រេសរេដាយ lim
x→a

f (x) = b

។

១៤.១.២ ្របមាណវធិេីលើលីមតី

េបី lim
x→a

f (x) និង lim
x→a

g(x)មានអត្ថិភាពេនាះ

• lim
x→a

c = c ែដល c ជាចំនួនេថរ
• lim

x→a
f (x) = f (a)

• lim
x→a

c f (x) = c. lim
x→a

f (x)

• lim
x→a

[ f (x)+g(x)] = lim
x→a

f (x)+ lim
x→a

g(x)

• lim
x→a

[ f (x)−g(x)] = lim
x→a

f (x)− lim
x→a

g(x)

• lim
x→a

[ f (x) ·g(x)] = lim
x→a

f (x) · lim
x→a

g(x)

• lim
x→a

f (x)
g(x)

=
lim
x→a

f (x)

lim
x→a

g(x)
, lim

x→a
g(x) ̸= 0

ឧទាហរណ៍ ៦៤
ចូរគណនាលីមីតខាងេ្រកាមៈ

ក. lim
x→1

3

ខ. lim
x→2

x2

គ. lim
x→−1

3x

ឃ. lim
x→0

(x2 +3x−1)

ង. lim
x→1

[(3+ x)(x−2)]

ច. lim
x→3

x+3
x−2

ចេម្លើយ៖
ក. lim

x→1
3 = 3

ខ. lim
x→2

x2 = 22 = 4

គ. lim
x→−1

3x = 3 lim
x→−1

x = 3(−1) =−3

ឃ. lim
x→0

(x2 +3x−1) = lim
x→0

x2 +3 lim
x→0

x− lim
x→0

1 = 02 +3(0)−1 =−1

ង. lim
x→1

[(3+ x)(x−2)] = lim
x→1

(3+ x) · lim
x→1

(x−2)

= (3+1)(1−2) = 4(−1) =−4
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ច. lim
x→3

x+3
x−2

=
lim
x→3

(x+3)

lim
x→3

(x−2)
=

3+3
3−2

= 6
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១៤.២ លីមតីរាងមនិកណំត់ 0
0

ជាទូេទ ១៤.២.១ េបី lim
x→a

f (x)
g(x)

មានរាងមិនកំណត់ 0
0

• េគ្រត�វបំែបក f (x) = (x−a)A(x) និង g(x) = (x−a)B(x)

• គណនា lim
x→a

(x−a)A(x)
(x−a)B(x)

= lim
x→a

A(x)
B(x)

ែដល lim
x→a

B(x) ̸= 0

ឧទាហរណ៍ ៦៥
ចូរគណនាលីមីតខាងេ្រកាមៈ

ក. lim
x→2

3x−6
x−2 ខ. lim

x→−2

x2 +5x+6
x2 −4

គ. lim
x→1

2x2 −5x+3
x2 + x−2

ចេម្លើយ៖
ក. lim

x→2

3x−6
x−2

រាងមិនកំណត់ 0
0

េគបាន lim
x→2

3x−6
x−2

= lim
x→2

3(x−2)
x−2

= lim
x→2

3 = 3

ខ. lim
x→−2

x2 +5x+6
x2 −4

រាងមិនកំណត់ 0
0

េគបាន lim
x→−2

x2 +5x+6
x2 −4

= lim
x→−2

x2 +2x+3x+6
x2 +2x−2x−4

= lim
x→−2

x(x+2)+3(x+2)
x(x+2)−2(x+2)

= lim
x→−2

(x+2)(x+3)
(x+2)(x−2)

= lim
x→−2

x+3
x−2

=
−2+3
−2−2

=
1
−4

=−1
4

គ. lim
x→1

2x2 −5x+3
x2 + x−2

 រាងមិនកំណត់ 0
0

េគបាន lim
x→1

2x2 −5x+3
x2 + x−2

= lim
x→1

2x2 −2x−3x+3
x2 − x+2x−2

= lim
x→1

2x(x−1)−3(x−1)
x(x−1)+2(x−1)

= lim
x→1

(x−1)(2x−3)
(x−1)(x+2)

= lim
x→1

2x−3
x+2

=
2(1)−3

1+2

=
−1
3

=−1
3
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១៤.៣ លីមតីខាងេឆ្វង នងិខាងសា្ត ំ
ជាទូេទ ១៤.៣.១ • េបី f (x) ខិតជិត L កាលណា x ខិតជិត a ពីខាងេឆ្វង េនាះ L ជាលីមីតខាងេឆ្វងៃន f (x) េហយី

កំណត់សរេសរេដាយ lim
x→a−

f (x) = L

• េបី f (x) ខិតជិត R កាលណា x ខិតជិត a ពីខាងសា្ត ំ េនាះ R ជាលីមីតខាងសា្ត ៃំន f (x) េហយី
កំណត់សរេសរេដាយ lim

x→a+
f (x) = R

ឧទាហរណ៍ ៦៦

េគឲ្យអនុគមន៍ y = f (x) =

2x េបី x > 0

x3 េបី x ≤ 0

ក. ចូរគណនា lim
x→0+

f (x) និង lim
x→0−

f (x) ។

ខ. ចូរេ្របៀបេធៀបតៃម្លៃនលីមីត lim
x→0+

f (x) និង lim
x→0−

f (x) ។

ចេម្លើយ៖
ក. lim

x→0+
f (x) = lim

x→0+
2x

= 2(0) = 0

lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

x3

= 03 = 0
ខ. េដាយ lim

x→0−
f (x) = 0 និង lim

x→0+
f (x) = 0

េគបាន lim
x→0+

f (x) = lim
x→0−

f (x)

ជាទូេទ ១៤.៣.២ អនុគមន៍ y = f (x)មានលីមីត្រតង់ a កាលណាលីមីតខាងេឆ្វង េស្មីនឹងលីមីតខាងសា្ត ។ំ
មានន័យថា lim

x→a
f (x) = L សមមូល lim

x→a−
f (x) = lim

x→a+
f (x) = L ។

ឧទាហរណ៍ ៦៧

េគឲ្យអនុគមន៍ f ែដល f (x) =

3x+1 េបី x < 2

−x+8 េបី x ≥ 2
។ េតីអនុគមន៍ f មានលីមីត្រតង់ 2 ែដរឬេទ?

ចេម្លើយ៖ េដាយ lim
x→2−

f (x) = lim
x→2−

(3x+1) = 3(2)+1 = 7

lim
x→2+

f (x) = lim
x→2+

(−x+8) =−2+8 = 6

េដាយ lim
x→2−

f (x) ̸= lim
x→2+

f (x)

ដូចេនះ អនុគមន៍ f មិនមានលីមីត្រតង់ 2 េទ។
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១៤.៤ លីមតីអនន្តៃនអនុគមន៍

ជាទូេទ ១៤.៤.១ • lim
x→±∞

ax2 =

+∞ េបី a > 0

−∞ េបី a < 0

• lim
x→±∞

a
x
= 0 ែដល a ∈ R

ឧទាហរណ៍ ៦៨
ចូរគណនាលីមីតនីមួយៗខាងេ្រកាមៈ

ក. lim
x→−∞

2x2 ខ. lim
x→−∞

−3x2 គ. lim
x→±∞

1
x2 ឃ. lim

x→±∞

4
x3

ចេម្លើយ៖

ក. lim
x→−∞

2x2 =+∞

ខ. lim
x→−∞

−3x2 =−∞
គ. lim

x→±∞

1
x2 = 0

ឃ. lim
x→±∞

4
x3 = 0

១៤.៤.១ លីមតីរាងមនិកណំត់ ∞−∞ នងិ ∞
∞

ជាទូេទ ១៤.៤.២ ចំេពាះ f (x) និង g(x)ជាពហុធាៈ
• េបី lim

x→±∞
f (x)មានរាងមិនកំណត់ ∞−∞

្រត�វដាក់ f (x)ជាផលគុណកតា្ត ៃនដឺេ្រកធំជាងេគជាកតា្ត រមួ រចួគណនាលីមីតៃនេក�មថ្មី។
• េបី lim

x→±∞

f (x)
g(x)

មានរាងមិនកំណត់ ∞
∞

្រត�វដាក់ f (x) និង g(x)ជាផលគុណកតា្ត ៃនដឺេ្រកធំជាងេគជាកតា្ត រមួ េហយីស្រម�លដឺេ្រកេនាះ រចួគណនាលីមីតៃនេក�មថ្មី។

ឧទាហរណ៍ ៦៩
ចូរគណនាលីមីតនីមួយៗខាងេ្រកាមៈ

ក. lim
x→+∞

(x2 − x+1) ខ. lim
x→−∞

2x+1
x−2

ចេម្លើយ៖
ក. lim

x→+∞
(x2 − x+1) = lim

x→+∞

[
x2
(

1− 1
x
+

1
x2

)]
=+∞ េ្រពាះ lim

x→+∞

1
x
= 0 និង lim

x→+∞

1
x2 = 0

ខ. lim
x→−∞

2x+1
x−2

= lim
x→−∞

x
(
2+ 1

x

)
x
(
1− 2

x

)
= lim

x→−∞

2+ 1
x

1− 2
x

= 2 េ្រពាះ lim
x→−∞

1
x
= 0
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១៤.៥ លហំាត់
លំហាត់ ១៩៤

ចូរគណនាលីមីតនីមួយៗខាងេ្រកាមៈ

ក. lim
x→0

2009

ខ. lim
x→1

(
−2008

2007

) គ. lim
x→−1

x

ឃ. lim
x→−2

(2x+4)

ង. lim
x→1

(5x4 −3x3 +2x2 − x+2)

ច. lim
x→1

[(x2 + x)(3x−4)]

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១៩៥
ចូរគណនាលីមីតនីមួយៗខាងេ្រកាមៈ

ក. lim
x→3

x
x2 +1

ខ. lim
x→2

x2 −4
x−2

គ. lim
x→−1

x2 −1
x−1

ឃ. lim
x→3

x3 −27
x−3

ង. lim
x→−4

x3 +64
x+4

ច. lim
x→2

1
x2 − 1

4

x−2

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៩៦
ចូរគណនាលីមីតនីមួយៗខាងេ្រកាមៈ

ក. lim
x→1

x3 −3x2 +3x−1
x3 − x

ខ. lim
x→3

(
3

x−3
− x

x−3

)
គ. lim

x→−1

x2 +3x+2
x2 −2x−3

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១៩៧
ចូរគណនាលីមីតនីមួយៗខាងេ្រកាមៈ

ក. lim
x→ 1

2

8x3 −1
6x2 −5x+1

ខ. lim
x→a

xn −an

x−a
ែដល n ≥ 1

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ១៩៨
ចូរគណនាលីមីតនីមួយៗខាងេ្រកាមៈ

ក. lim
x→±∞

4x2 ខ. lim
x→±∞

−3x2 គ. lim
x→±∞

(
− 2

x2

)
ចេម្លើយ �

លំហាត់ ១៩៩
ចូរគណនាលីមីតនីមួយៗខាងេ្រកាមៈ

ក. lim
x→+∞

(x2 + x) ខ. lim
x→±∞

(x2 −2x+3) គ. lim
x→−∞

(2x3 + x2 −3x+1)

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២០០
ចូរគណនាលីមីតនីមួយៗខាងេ្រកាមៈ

ក. lim
x→+∞

(x2 −3x+1) ខ. lim
x→−∞

(1+3x2 + x3) គ. lim
x→+∞

3x−2
2x+3

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ២០១
ចូរគណនាលីមីតនីមួយៗខាងេ្រកាមៈ

ក. lim
x→+∞

4− x
2x−1

ខ. lim
x→−∞

2x−1
x2 +2 គ. lim

x→−∞

x2 −2
x−1

ឃ. lim
x→+∞

5−2x
x2 +3

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២០២
ចូរគណនាលីមីតនីមួយៗខាងេ្រកាមៈ

ក. lim
x→−∞

2− x2

1− x
ខ. lim

x→+∞

−x2 + x+1
2x+1

គ. lim
x→−∞

1−2x
x2 + x+1

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២០៣

េគឲ្យអនុគមន៍ f ែដល f (x) = x2 ។ ចូរគណនា lim
x→1

f (x)− f (1)
x−1

។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ២០៤

f ជាអនុគមន៍កំណត់េដាយ f (x) =

2x2 −3x េបី x ̸= 1

5 េបី x = 1
។ ចូរគណនា lim

x→1
f (x) និង f (1) ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២០៥

ចូរកំណត់តៃម្ល a និង b េដីម្បឲី្យ lim
x→1

x2 +ax+b
x−1

= 5។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២០៦

ចូរកំណត់តៃម្ល m និង n េដីម្បឲី្យ lim
x→2

x2 −mx+8
x2 − (n+2)x+2n

=
1
5
។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ២០៧

េគឲ្យអនុគមន៍ f ែដល f (x) =

3x−1 េបី x < 1

2x េបី x ≥ 1
។ ចូរគណនា lim

x→1−
f (x) ; lim

x→1+
f (x) និង lim

x→1
f (x) ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២០៨

េគឲ្យអនុគមន៍ g ែដល g(x) =

x2 េបី x ≤ 0

2x េបី x > 0
។ ចូរគណនា lim

x→0−
f (x) ; lim

x→0+
f (x) និង lim

x→0
f (x) ។

ចេម្លើយ �
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�� េដរេីវ

ថា្ម ក់ទី
េគាត្តនាម នាម
េភទ 
េលខេរៀង

១៥.១ អ្រតាបែ្រមប្រមលួមធ្យម

ជាទូេទ ១៥.១.១ េបីអេថរ x ែ្រប្រប�លពី a េទ b េហយីអនុគមន៍ y = f (x) ែ្រប្រប�លពី f (a) េទ f (b) េនាះផលេធៀប
∆y
∆x

=
f (b)− f (a)

b−a
េហថាអ្រតាបែ្រមប្រម�លមធ្យមៃន y = f (x)កាលណា x ែ្របល្រប�លពី a េទ b ។

ឧទាហរណ៍ ៧០
រកអ្រតាបែ្រមប្រម�លមធ្យមៃន្របាក់ចំណូ R(x) = x2 +5x គិតជាពាន់េរៀនៃនការលក់្រស�វ x េតាន កាលណា x ែ្រប្រប�លពី 10

េតានេទ 13 េតាន ។

ចេម្លើយ៖ េគបាន អ្រតាបែ្រមប្រម�លមធ្យមៃន្របាក់ចំណូល ∆R
∆x

=
R(13)−R(10)

13−10

=
(132 +5×13)− (102 +5×10)

3

=
84
3

= 26 ពាន់េរៀលក្នុង១េតាន

១៥.១.១ េដរេីវ្រតង់ចណុំចមយួ

ជាទូេទ ១៥.១.២ េដរេីវ f ′(a) ៃនអនុគមន៍ y = f (x) េន្រតង់ x = a

កំណត់េដាយ f ′(x) = lim
∆x→0

∆y
∆x

= lim
x→a

f (x)− f (a)
x−a

ឬ f ′(a) = lim
h→0

f (a+h)− f (a)
h

ែដល x = a+h ឬ h = x−a

ឧទាហរណ៍ ៧១
រកេដរេីវៃនអនុគមន៍ f (x) = x3 េន្រតង់ x = 1 ។

ចេម្លើយ៖ េគមាន f (x) = x3 នាឲំ្យ f (1) = 13 = 1
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េគបាន f ′(1) = lim
x→1

f (x)− f (1)
x−1

= lim
x→1

x3 −1
x−1

= lim
x→1

(x−1)(x2 + x+1)
x−1

= lim
x→1

(x2 + x+1) = 12 +1+1 = 3

ដូចេនះ f ′(1) = 3

១៥.១.២ េដរេីវ
និយមន័យ ១៥.១.៣ អនុគមន៍ f មានេដរេីវ្រតង់ x កំណត់េដាយៈ

f ′(x) = lim
∆x→0

f (x+∆x)− f (x)
∆x

ឬ f ′(x) = lim
h→0

f (x+h)− f (x)
h

េគអានថា េដរេីវៃនអនុគមន៍ f េធៀបនឹងអេថរ x ។ ែដនកំណត់ៃន f ′ ផ្ទុកធាតុ x ទាងំអស់ែដលស្ថិតេន ក្នុងែដនកំណត់ៃន f េហយី
លីមីតវាកំណត់្រតង់ x ទាងំេនាះ។

! េគអាចសរេសរេដរេីវេធៀបនឹងអេថរ x េដាយ y′, ẏ, f ′(x),Dx(y) ឬ
dy
dx

ឧទាហរណ៍ ៧២
េគឲ្យអនុគមន៍ f (x) = x2 +3x ។

ក. ចូររកេដរេីវ f ′(x) ខ. ចូររក f ′(0) និង f ′(−1) ។

ចេម្លើយ៖
ក. េគមាន f (x) = x2 +3x នាឲំ្យ f (x+h) = (x+h)2 +3(x+h) = x2 +2xh+h2 +3x+3h

េគបាន f ′(x) = lim
h→0

f (x+h)− f (x)
h

= lim
h→0

x2 +2xh+h2 +3x+3h− (x2 +3x)
h

= lim
h→0

x2 +2xh+h2 +3x+3h− x2 −3x
h

= lim
h→0

h(2x+h+3)
h

= lim
h→0

(2x+h+3)

= 2x+3
ដូចេនះ  f ′(x) = 2x+3

ខ. f ′(0) = 2(0)+3 = 3 និង f ′(−1) = 2(−1)+3 =−2+3 = 1

១៥.១.៣ របូមន្តេដរេីវ
ជាទូេទ ១៥.១.៤ ចំេពាះ c ជាចំនួនេថរនិង u,v ជាអនុគមន៍ៃន x េគបានៈ
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• (c)′ = 0

• (x)′ = 1

• (xn)′ = nxn−1

• (un)′ = nu′un−1

• (c.u)′ = c.u′

• (u± v)′ = u′± v′

• (u.v)′ = u′v+ v′u

•
(u

v

)′
=

u′v− v′u
v2

•
(

1
v

)′
=− v′

v2

ឧទាហរណ៍ ៧៣
ចូរគណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍នីមួយៗខាងេ្រកាមៈ

ក. y =−2007
2008

ខ. y =−x2 គ. y =
3
5
.x5

ចេម្លើយ៖

ក. y =−2007
2008

⇒ y′ =
(
−2007

2008

)′
= 0

ខ. y =−x2 ⇒ (−x2)′ =−2x2−1 =−2x

គ. y =
3
5
.x5 ⇒ y′ =

(
3
5

x2
)′

=
3
5

x
3
5−1 =

3
5

x−
2
5

ឧទាហរណ៍ ៧៤
ចូរគណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍នីមួយៗខាងេ្រកាមៈ

ក. y = x2 +4x

ខ. y = x3 −3x2

គ. y = x4 −2x2 +3x−2

ឃ. y = (2x−1)4

ង. y = x(x−1)

ច. y = (x2 −2)(3x2 + x)

ចេម្លើយ៖

ក. y = x2 +4x ⇒ y′ = (x2 +4x)′

= (x2)′+4(x)′

= 2x+4

ខ. y = x3 −3x2 ⇒ y′ = (x3 −3x2)′

= (x3)′−3(x2)′

= 3x2 −6x

គ. y = x4 −2x2 +3x−2 ⇒ y′ = (x4)′−2(x2)′+3x′

= 4x3 −4x+3

ឃ. y = (2x−1)4 ⇒ y′ =
[
(2x−1)4]′

= 4(2x−1)′(2x−1)4−1

= 4(2)(2x−1)3

= 8(2x−1)3
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ង. y = x(x−1)⇒ y′ = [x(x−1)]′

= x′(x−1)+(x−1)′x

= x−1+ x

= 2x−1

ច. y = (x2 −2)(3x2 + x)⇒ y′ = [(x2 −2)(3x2 + x)]′

= (x2 −2)′(3x2 + x)+(3x2 + x)′(x2 −2)

= 2x(3x2 + x)+(6x+1)(x2 −2)

= 6x3 +2x2 +6x3 −12x+ x2 −2

= 12x3 +3x2 −12x−2

ឧទាហរណ៍ ៧៥
ចូរគណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍នីមួយៗខាងេ្រកាមៈ

ក. y =
x

x−1 ខ. y =
x+1

x2 គ. y =
1

2x+1

ចេម្លើយ៖
ក. y =

x
x−1

⇒ y′ =
x′(x−1)− (x−1)′x

(x−1)2

=
x−1− x
(x−1)2 =− 1

(x−1)2

ខ. y =
x+1

x2 ⇒ y′ =
(x+1)′x2 − (x2)′(x+1)

(x2)2

=
x2 −2x(x+1)

x4 =
x2 −2x2 −2x

x4 =−x+2
x3

គ. y =
1

2x+1
⇒ y′ =− (2x+1)′

(2x+1)2

=− 2
(2x+1)2

១៥.១.៤ េដរេីវទ២ី
ជាទូេទ ១៥.១.៥ េបីអនុគមន៍ y = f (x) មានេដរេីវទី១ តាងេដាយ f ′(x) េហយី f ′(x) មានេដរេីវម្តងេទៀត េនាះេដរេីវៃន f ′(x) េនះ
េហថាេដរេីវទី២ៃនអនុគមន៍ f (x) ែដលតាងេដាយ f ′′(x) ឬ y′′ ។

ឧទាហរណ៍ ៧៦
េគឲ្យអនុគមន៍ f (x) = 4x3 −12x2 +3

ក. រកតៃម្ល x េដីម្បឲី្យ f ′(x) = 0

ខ. រកតៃម្ល x េដីម្បឲី្យ f ′′(x) = 0 ។

ចេម្លើយ៖
ក. េគមាន f (x) = 4x3 −12x2 +3 ⇒ f ′(x) = 12x2 −24x
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េគបាន f ′(x) = 0 ⇔ 12x2 −24x = 0

12x(x−2) = 0

⇔ 12x = 0 ⇒ x = 0

ឬ x−2 = 0 ⇒ x = 2
ដូចេនះ f ′(x) = 0 លុះ្រតាែត x = 0 ឬ x = 2

ខ. េគមាន f ′(x) = 12x2 −24x ⇒ f ′′(x) = 24x−24

េគបាន f ′′(x) = 0 ⇔ 24x−24 = 0

⇔ x =
24
24

= 1
ដូចេនះ f ′′(x) = 0 លុះ្រតាែត x = 1

១៥.២ លហំាត់
លំហាត់ ២០៩

ក្នុងការេឃាសនាពាណិជ្ជកម្ម x ៃថ្ង េគលក់ដាចទ់ស្សនាវដ្តបីានចំនួន S(x) = x2+20x+200 កបល។ ចូររកអ្រតាបែ្រមប្រម�ល
មធ្យមៃន S(x) ក្នុងរយៈេពលពី x = 5 េទ x = 10 ៃថ្ង។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ២១០

េគឲ្យអនុគមន៍ f (x) = 10+
40
x
។ ចូររកអ្រតាបែ្រមប្រម�លៃន f កាលណា x ែ្រប្រប�លពី 1 េទ 10 ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២១១

តៃម្ល v ៃនរថយន្តមួយបនា្ទ ប់ពី t ឆា្ន េំ្រកាយមកកំណត់េដាយ v(t) =
10000

t
+6000 ។ េដាយ v(t) =

10000
t

+6000 ។
ចូររកអ្រតាបែ្រម្រម�លមធ្យមៃនតៃម្លរថយន្ត កាលណា t ែ្រប្រប�លពី 2 ឆា្ន េំទ 5 ឆា្ន ។ំ

ចេម្លើយ �

២០៦ Facebook Page: TexBook-School	 016 434 006



Hing Vothy

លំហាត់ ២១២
េដាយេ្របីនិយមន័យ ចូររកេដរេីវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាមៈ

ក. f (x) = 2022 េន្រតង់ x = 2

ខ. f (x) =−x2 +4x េន្រតង់ x =−1

គ. g(x) = x2 −4x+5 េន្រតង់ x = 2

ឃ. y = x3 −2 េន្រតង់ x = 0

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២១៣
ចូររកេដរេីវ f ′(x) េដាយេ្របីនិយមន័យៃនអនុគមន៍នីមួយៗខាងេ្រកាមៈ

1. f (x) = 3x2 2. f (x) = 2x3 −1

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ២១៤
ចូរគណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាមៈ

1. y = (2x+1)(4x−3) 2. y = (3x2 −1)(4x+1) 3. y = (x2 −3)(−x2 + x+1)

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២១៥
ចូរគណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាមៈ

1. y =
x

x−4

2. y =
3x+4
2x−1

3. y =
(1− x)(x2 +2)

x2 −3

4. y =
1

2x−1

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ២១៦
អនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) =−4x3 + x2 +14x−1 ។

ក. ចូររកតៃម្ល x េដីម្បឲី្យ f ′(x) = 0 េហយីសិក�សញញ ៃន f ′(x) ។
ខ. ចូររកតៃម្ល x េដីម្បឲី្យ f ′′(x) = 0 េហយីសិក�សញញ ៃន f ′′(x) ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២១៧
អនុគមន៍ g ែដល g(x) = 3x4 −2x2 +4 ។

ក. ចូររកេដរេីវទី១ និងេដរេីវទី២ៃនអនុគមន៍ g ។
ខ. ចូរសិក�សញញ ៃនេដរេីវទី១ និងសញញ ៃនេដរេីវទី២។

ចេម្លើយ �
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�� អនុវត្តនៃ៍នេដរេីវ

ថា្ម ក់ទី
េគាត្តនាម នាម
េភទ 
េលខេរៀង

១៦.១ បនា្ទ ត់ប៉ះនងឹែខ្សេកាង

្រទឹស្តីបទ ១៦.១.១ េបី x0 ជារបស់ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f េនាះ បនា្ទ ត់ប៉ះេទនឹងែខ្សេកាង
f (x) ្រតង់ចំណុច (x0,y0)មានសមីការ y− y0 = f ′(x0)(x− x0) ។

ឧទាហរណ៍ ៧៧
រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះេទនឹងប៉ារ៉ាបូលែដលមានសមីការ y = x2 +2 ្រតង់ចំណុច (1,3)

ចេម្លើយ៖ េយងីមាន y = x2 +2 និង x0 = 1,y0 = 3

េដាយ f ′(x0) = lim
x→x0

y− y0

x− x0

f ′(1) = lim
x→1

x2 +2−3
x−1

= lim
x→1

x2 −1
x−1

= lim
x→1

XXXX(x−1)(x+1)
XXXx−1

= lim
x→1

(x+1)

= 1+1 = 2
x

−1 1 2 3

y

1

2

3

4

5

6

7

0

y=
2x
+

1

y
=

x 2
+

2

(1,3)

េគបាន y− y0 = f ′(x0)(x− x0)

y−3 = 2(x−1)

y = 2x−2+3

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ប៉ះេទនឹងប៉ារ៉ាប៉ូល្រតង់ចំណុច (1,3) គឺមានសមីការ y = 2x+1
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វិធាន ៦
េដីម្បរីកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ y = f (x) ្រតង់ x = x0

• ជំហានទី១ រកតៃម្ល f (x0) គឺសា្គ ល់ចំណុចប៉ះ (x0, f (x0))

• ជំហានទី២ រក f ′(x) និងទាញរកតៃម្ល f ′(x0)

• ជំហានទី៣ សរេសរជាទ្រមង់ y− f (x0) = f ′(x0)(x− x0)

ឬ y = f (x0)+ f ′(x0)(x− x)

ឧទាហរណ៍ ៧៨

េគមានអនុគមន៍ f (x) = x2 +3x+6
x+2

កំណត់ចំេពាះ្រគប់ x ̸=−2 និងមាន្រកាប (C) ។ រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹងែខ្សេកាង
(C) ្រតង់ x0 = 1 ។

ចេម្លើយ៖ រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹងែខ្សេកាង (C) ្រតង់ x0 = 1

• ជំហានទី១ រកតៃម្ល f (x0)

េបី x0 = 1 េនាះ f (x0) = f (1) =
12 +3(1)+6

1+2

=
10
3

• ជំហានទី២ គណនា f ′(x)

េគមាន f (x) =
x2 +3x+6

x+2

េនាះេគបាន f ′(x) =
(2x+3)(x+2)− (x2 +3x+6)

(x+2)2

=
2x2 +7x+ AA6− x2 −3x− AA6

(x+2)2

=
x2 +4x
(x+2)2

=
x(x+4)
(x+2)2

នាឱំ្យ f ′(x0) = f ′(1) =
1(1+4)
(1+2)2 =

5
9

• ជំហានទី៣តាមរូបមន្តសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ y− y0 = f ′(x0)(x− x0)

y− 10
3

=
5
9
(x−1)

y =
5
9

x− 5
9
+

10
3

=
5
9

x+
−5+30

9

y =
5
9

x+
25
9

ដូចេនះ សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹងែខ្សេកាង (C) ្រតង់ x0 = 1 គឺ y =
5
9
(x+5)
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១៦.២ ទសិេដអេថរភាពៃនអនុគមន៍

រលឹំកសញញ ពហុធាក្ន�ងសណំុំចនួំនពតិ R

១. ពហុធាដឺេ្រកទី១ មានមួយអញញត x មានរាង f (x) = ax+b , a ̸= 0

េគឱ្យ f (x) = 0 េគបាន ax+b = 0 សមមូល ax =−b សមមូល x =−b
a

េគបានសញញ ៃន f (x) = a x+b

េគពិនតិ្យេមើលែតសញញ របស់ a ៃន ax+b

x

f (x)

−∞ −b
a

+∞

មានសញញ ផ្ទុយ a 0 មានសញញ ដូច a

២. ពហុធាដឺេ្រកទី២ មានមួយអញញ ត x មានរាង f (x) = ax2 +bx+ c , a ̸= 0

េគឱ្យ f (x) = 0 េគបាន ax2 +bx+ c = 0

• េបី x = α,x = β និង α < β ជាឫសរបស់សមីការ f (x) = 0 ែដល α,β ∈ R

េនាះេគបានសញញ ៃន f (x) = a x2 +bx+ c ,a ̸= 0

ពិនតិ្យេមើលែតសញញ របស់ a ៃន ax2 +bx+ c

x

f (x)

−∞ α β +∞

សញញ ដូច a 0សញញ ផ្ទុយ a 0 សញញ ដូច a

• េបី x = α ជាឬសរបស់សមីការ f (x) = 0 ែដល α ∈ R េនាះេគបានសញញ ៃន f (x) = a x2 +bx+ c ,a ̸= 0

x

f (x)

−∞ α +∞

សញញ ដូច a 0 សញញ ដូច a

• េបីឬសរបស់សមីការ f (x) = 0 ជាមិនែមនជារបស់ Rមានន័យថាសមីការគា្ម នឬស
េនាះេគបានសញញ ៃន f (x) = a x2 +bx+ c ,a ̸= 0

x

f (x)

−∞ +∞

សញញ ដូច a
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សញញ ៃនអនុគមនស៍នទិានក្ន�ងសណំុំចនួំនពតិ R

វិធាន ៧
េបីេគមានអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) =

A(x)
B(x)

• រកែដនកំណត់ៃន f គឺឱ្យ B(x) ̸= 0

• សិក�សញញ ៃន A(x) និង B(x) េនក្នុងែដនកំណត់
• សិក�សញញ ៃន f (x) េដាយយកសញញ ៃន A(x) ែចកនឹងសញញ ៃន B(x)

េដាយសារ្របមាណវធីិែចក និងគុណសញញ េចញលទ្ធផលដូចគា្ន ដូចេនះខាងេ្រកាមេនះខ្ញុ ំេលីកយកែត្របមាណវធីិគុណមកបងា្ហ ញ ។

! • (−)(−) = + • (+)(+) = +

• (−)(+) =− • (+)(−) =−

ឧទាហរណ៍ ៧៩

សិក�សញញ ៃនអនុគមន៍ f (x) = 3x+1
x+2

។

ចេម្លើយ៖ អនុគមន៍ f មានន័យកាលណា x+2 ̸= 0 នាឱំ្យ x ̸=−2

នាឱំ្យែដនកំណត់ D = R\{−2}

េបី 3x+1 = 0 នាឱំ្យ 3x =−1 នាឱំ្យ x =−1
3

េគបានសញញ ៃន f (x) =
3x+1
x+2

x

3x+ 1

x+ 2

f (x)

−∞ −2 −1
3

+∞

− 0 +

− 0 +

+ − 0 +

តាមតារាងសញញ េគបាន

• f (x)< 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ (−2,−1
3
)

• f (x)> 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ (−∞,−2)∪ (−1
3
,+∞)

• f (x) = 0 ចំេពាះតៃម្ល x =−1
3
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១៦.២.១ អនុគមនេ៍កើន - ចុះ

េគថា f ជាអនុគមនេ៍កីន លុះ្រតាែត្រកាបរបសវ់ាេកីនពីេឆ្វងេទសា្ត ំ ។
មានន័យថាេពល x េកីនេនាះ y ក៏េកីនែដរ ។

x

y

x1

f (x1)

0 x2

f (x2)

y=
f (

x)

រូប២.១

េគថា f ជាអនុគមន៍ចុះ លុះ្រតាែត្រកាបរបស់វាចុះពីេឆ្វងេទសា្ត ំ ។
មានន័យថាេពល x េកីនេនាះ y ចុះ ។

x

y

x2

f (x2)

0 x1

f (x1)

y
=

f (x)

រូប២.២

េគថា f ជាអនុគមន៍េថរ លុះ្រតាែត្រកាបរបស់វាជាបនា្ទ ត់េដក ្រសប
នឹងអ័ក្សអាប់សីុស ។ មានន័យថាេពល x េកីនេនាះ y េថរ ។

x

y

x1

f (x1)

0 x2

f (x2)

f (x)

រូប២.៣
តាម្រកាបខាងេលីេយងីកំណត់បាននិយមន័យ១៦.២.១ ដូចខាងេ្រកាម ៖
និយមន័យ ១៦.២.១ េបី f កំណត់េលីចេនា្ល ះ I ែដល ∀x1,x2 ∈ I េនាះេគបាន៖

១. f ជាអនុគមន៍េកីនេលីចេនា្ល ះ I លុះ្រតាែត េបី x1 < x2 េនាះ f (x1)< f (x2) ។
២. f ជាអនុគមន៍ចុះេលីចេនា្ល ះ I លុះ្រតាែត េបី x1 < x2 េនាះ f (x1)> f (x2) ។
៣. f ជាអនុគមន៍េថរេលីចេនា្ល ះ I លុះ្រតាែត ចំេពាះ x1 ̸= x2 េគបាន f (x1) = f (x2) ។

១៦.២.២ អនុគមនេ៍កើន-ចុះ េដាយេ្របើេដរេីវ

ក្នុង រូប ទី១៖ េយងី សេង្កតេឃញីថា ្រគប់ បនា្ទ ត់ប៉ះ នឹង ្រកាបតាង
អនុគមន៍ េកីន ទាងំអស់ េនាះ សុទ្ធែត េកីន ពីេឆ្វង េទ សា្ត ំ េនាះ
េមគុណ្របាប់ទិស ៃន បនា្ទ ត់ប៉ះ ្រតង់ ្រគប់ ចំណុច ទាងំអស់ ៃន ្រកាប
សុទ្ធែតជាចំនួនវជិ្ជមាន េនាះ េគបាន f ′(x) ≥ 0 ចំេពាះ ្រគប់
x ∈ D f ។ x

y

របូទ១ី
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ក្នុង រូប ទី២៖ េយងី សេង្កតេឃញី ថា ្រគប់ បនា្ទ ត់ប៉ះ នឹង ្រកាប
តាង អនុគមន៍ ចុះ ទាងំអស់ េនាះ សុទ្ធែត ចុះពី េឆ្វង េទសា្ត ំ េនាះ
េមគុណ្របាប់ទិស ៃន បនា្ទ ត់ប៉ះ ្រតង់ ្រគប់ ចំណុច ទាងំអស់ ៃន ្រកាប
សុទ្ធែតជាចំនួនអវជិ្ជមាន េនាះេគបាន f ′(x) ≤ 0 ចំេពាះ ្រគប់
x ∈ D f ។ x

y

របូទ២ី
តាមរូបទី១ និងរូបទី២ ខាងេលីេយងីអាចកំណត់បាននូវ្រទឹស្តីបទ១៦.២.២ ៃនអនុគមន៍ដូចខាងេ្រកាម ។

្រទឹស្តីបទ ១៦.២.២ ឧបមាថា f ជាអនុគមន៍ជាប់េលី [a,b] និងមានេដរេីវេលី (a,b) ។
១. េបី f ′(x)> 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ (a,b) េនាះ f ជាអនុគមន៍េកីន េលីចេនា្ល ះ [a,b]
២. េបី f ′(x)< 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ (a,b) េនាះ f ជាអនុគមន៍ចុះ េលីចេនា្ល ះ [a,b]
៣. េបី f ′(x) = 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ (a,b) េនាះ f ជាអនុគមន៍េថរ េលីចេនា្ល ះ [a,b]

ឧទាហរណ៍ ៨០
ចូរសិក�ភាពេកីន ឬ ភាពចុះៃនអនុគមន៍ f (x) = x2 −4x+3 ។

ចេម្លើយ៖ េដាយ f ′(x) = (x2 −4x+3)′ = 2x−4

េបី f ′(x) = 0 េនាះ 2x−4 = 0 នាឱំ្យ x = 2

េបី f ′(x)> 0 េនាះ 2x−4 > 0 នាឱំ្យ x > 2

េបី f ′(x)< 0 េនាះ 2x−4 < 0 នាឱំ្យ x < 2

ដូចេនះ f ជាអនុគមន៍េកីនេលីចេនា្ល ះ (−∞,2]

f ជាអនុគមន៍ចុះេលីចេនា្ល ះ [2,+∞)

ឧទាហរណ៍ ៨១

សិក�ភាពេកីន ឬ ភាពចុះៃនអនុគមន៍ f (x) = −x2 −2x+3
x2 +3x+2

។

ចេម្លើយ៖ អនុគមន៍ f មានន័យលុះ្រតាែត x2 + 3x+ 2 ̸= 0 េបី x2 + 3x+ 2 = 0 មាន a = 1,b = 3,c = 2 តាម ∆ =

b2 −4ac = 32 −4(1)(2) = 1 > 0

េគបាន x1 =
−b−

√
∆

2a
=

−3−
√

1
2

=−2

x2 =
−b+

√
∆

2a
=

−3+
√

1
2

=−1

ដូចេនះ ែដនកំណត់ D f = R\{−1,−2}

រកេដរេីវ f ′(x) េគបាន
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f ′(x) =
(−x2 −2x+3)′(x2 +3x+2)− (x2 +3x+2)′(−x2 −2x+3)

(x2 +3x+2)2

=
(−2x−2)(x2 +3x+2)− (2x+3)(−x2 −2x+3)

(x2 +3x+2)2

=
−2x3 −6x2 −4x−2x2 −6x−4+2x3 +4x2 −6x+3x2 +6x−9

(x2 +3x+2)2

=
−x2 −10x−13
(x2 +3x+2)2

ដូចេនះ f ′(x) =
−x2 −10x−13
(x2 +3x+2)2

សិក�សញញ េដរេីវ f ′(x)

្រគប់ x ∈ D f េគបាន (x2 +3x+2)2 > 0 េនាះ f ′(x)យកសញញ តាម −x2 −10x−13

េបី −x2 −10x−13 = 0 មាន a =−1,b′ =
b
2
=

−10
2

=−5,c =−13

តាម ∆′ = (b′)2 −ac = (−5)2 − (−1)(−13) = 25−13 = 12 > 0

េគបាន x1 =
−b′−

√
∆′

a
=

−(−5)−
√

12
−1

=
5−2

√
3

−1
=−5+2

√
3

x2 =
−b′+

√
∆′

a
=

−(−5)+
√

12
−1

=
5+2

√
3

−1
=−5−2

√
3

តារាងសញញ េដរេីវ f ′(x)

x

f ′(x)

−∞ −5−2
√

3 −2 −5+2
√

3 −1 +∞

− 0 + + 0 − −

សិក�ភាពេកីន ឬ ភាពចុះៃនអនុគមន៍
តាមតារាងសញញ េដរេីវ f ′(x) េគបាន

• f ′(x)< 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ (−∞,−5−2
√

3)∪ (−5+2
√

3,−1)∪ (−1,+∞)

េនាះ f ជាអនុគមន៍ចុះេនេលីចេនា្ល ះ (−∞,−5−2
√

3),(−5+2
√

3,−1) និង (−1,+∞) ។
• f ′(x)> 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ (−5−2

√
3,−2)∪ (−2,−5+2

√
3)

េនាះ f ជាអនុគមន៍េកីនេនេលីចេនា្ល ះ (−5−2
√

3,−2) និង (−2,−5+2
√

3) ។
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១៦.៣ បរមាេធៀប
និយមន័យ ១៦.៣.១ អនុគមន៍ f មានជាប់េលីចេនា្ល ះ [a,b] េហយីមានេដរេីវេលីចេនា្ល ះ (a,b) ែដល x0 ∈ (a,b) ។

• េបី f (x0)មានតៃម្លធំបំផុត ែដល f (x0)≥ f (x) ចំេពាះ្រគប់ x ∈ [a,b] េនាះេគថា f មានចំណុច អតិបរមាេធៀប្រតង ់ x0 ។
• េបី f (x0)មានតៃម្លតូចបំផុត ែដល f (x0)≤ f (x) ចំេពាះ្រគប់ x ∈ [a,b] េនាះេគថា f មានចំណុច អ˪្បបរមាេធៀប្រតង ់ x0

។

១៦.៣.១ បរមាេធៀបេដាយេ្របើេដរេីវទ១ី

្រទឹស្តីបទ ១៦.៣.២ អនុគមន៍ f មានជាបេ់លីចេនា្ល ះ [a,b] េហយីមានេដរេីវេលចីេនា្ល ះ (a,b) និងមាន x0 ∈ (a,b) ែដល f ′(x0) = 0

។
១. េបី f ′(x) ប្តូរសញញ ពី − េទ + ្រតង់ x0 េនាះ f (x0)ជាតៃម្លអប្បបរមាៃន f ។
២. េបី f ′(x) ប្តូរសញញ ពី + េទ − ្រតង់ x0 េនាះ f (x0)ជាតៃម្លអតិបរមាៃន f ។

ឧទាហរណ៍ ៨២
រកតៃម្លបរមាេធៀបៃនអនុគមន៍ f ែដល f (x) = x2 +4x ។

ចេម្លើយ៖ េគមាន f (x) = x2 +4x

េនាះ f ′(x) = (x2 +4x)′ = 2x+4 = 2(x+2)

ចំេពាះ f ′(x) = 0 េនាះ 2(x+2) = 0 នាឱំ្យ x =−2

សញញ ៃន f ′(x)

x

f ′(x)

−∞ −2 +∞

− 0 +

តាមតារាងសញញ ៃន f ′(x) េគបាន f ′(x) ប្តូរសញញ ពី − េទ + ្រតង់ x =−2

េនាះ f (−2) = (−2)2 +4(−2) = 4−8 =−4 ជាតៃម្លអប្បបរមាេធៀប្រតង់ x =−2

ដូចេនះ f (−2) =−4 ជាតៃម្លអប្បបរមាេធៀប្រតង់ x =−2

ឧទាហរណ៍ ៨៣
រកតៃម្លបរមាេធៀបៃនអនុគមន៍ f ែដល f (x) =−x3 +6x2 −9x+4 ។

ចេម្លើយ៖ េគមាន f (x) =−x3 +6x2 −9x+4 េនាះ f ′(x) =−3x2 +12x−9

េបី f ′(x) = 0 េនាះ 3(−x2 +4x−3) = 0 ⇔ (−x+1)(x−3) = 0

⇒ x = 1,x = 3
សញញ ៃន f ′(x)

x

f’(x)

−∞ 1 3 +∞

− 0 + 0 −

២១៨ Facebook Page: TexBook-School	 016 434 006



Hing Vothy

តាមតារាងសញញ ៃន f ′(x)

េគបាន f ′(x) ប្តូរសញញ ពី − េទ + ្រតង់ x = 1

េនាះ f (1) =−(1)3 +6(1)2 −9(1)+4 = 0 ជាតៃម្លអប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = 1

និង f ′(x) ប្តូរសញញ ពី + េទ − ្រតង់ x = 3

េនាះ f (3) =−(3)3 +6(3)2 −9(3)+4 = 4 ជាតៃម្លអតិបរមាេធៀប្រតង់ x = 3

ដូចេនះ f (1) = 0 ជាអប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = 1 និង f (3) = 4 ជាអតិបរមាេធៀប្រតង់ x = 3

ឧទាហរណ៍ ៨៤

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) =
x2 + x−2

x−2
។

១. រកែដនកំណត់ៃនអនុគន៍ f ២. គណនា f ′(x)

៣. សិក�សញញ f ′(x) ៤. សិក�ភាពេកីន ឬភាពចុះៃន f

៥. រកបរមាេធៀបៃន f (x)

ចេម្លើយ៖

១. រកែដនកំណត់ៃន f

អនុគមន៍ f មានន័យលុះ្រតាែត x−2 ̸= 0 ⇔ x ̸= 2

ដូចេនះ ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f គឺ D f = R\{2}

២. រកេដរេីវ f ′(x)

េគបាន f ′(x) =
(x2 + x−2)′(x−2)− (x−2)′(x2 + x−2)

(x−2)2

=
(2x+1)(x−2)− (x2 + x−2)

(x−2)2

=
2x2 −4x+ x−2− x2 − x+2

(x−2)2

=
x2 −4x
(x−2)2

៣. សិក�សញញ f ′(x)

េដាយ (x−2)2 > 0 ្រគប់ x ∈ D f េគបាន f ′ យកសញញ តាម x2 −4x ។ េបី x2 −4x = 0 េនាះ x = 0 ឬ x = 4

x

f ′(x)

−∞ 0 2 4 +∞

+ 0 − − 0 +

៤. សិក�ភាពេកីន ឬ ភាពចុះៃនអនុគមន៍ f (x)
តាមតារាងសញញ f ′(x) េគបាន f ′(x)> 0 ចំេពាះ្រគប់ x∈ (−∞,0)∪(4,+∞) េនាះ f ជាអនុគមនេ៍កីនេលីចេនា្ល ះ (−∞,0)

និង (4,+∞) ។ f ′(x)< 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ (0,2)∪ (2,4) េនាះ f ជាអនុគមន៍ចុះេលីចេនា្ល ះ (0,2) និង (2,4) ។
៥. រកបរមាេធៀបៃន f (x)

តាមតារាងសញញ f ′(x) េគបាន f ′(x) ប្តូរសញញ ពី (+) េទ (−) ្រតង់ x = 0 េនាះអនុគមន៍ f មានតៃម្លអតិបរមាេធៀប្រតង់
x = 0 ែដល f (0) = 1 ។
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និង f ′(x) ប្តូរសញញ ពី (−) េទ (+) ្រតង់ x = 4 េនាះអនុគមន៍ f មានតៃម្លអប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = 4 ែដល f (4) = 9 ។

១៦.៣.២ បរមាេធៀបេដាយេ្របើេដរេីវទ២ី

្រទឹស្តីបទ ១៦.៣.៣ អនុគមន៍ f ជាប់េលីចេនា្ល ះ [a,b] េហយីមានេដរេីវេលីចេនា្ល ះ (a,b) និងមាន x0 ∈ (a,b) ែដល f ′(x0) = 0 ។
១. េបី f ′′(x0)> 0 េនាះ f (x0)ជាតៃម្លអប្បរមាេធៀប្រតង់ x = x0 ។
២. េបី f ′′(x0)< 0 េនាះ f (x0)ជាតៃម្លអតិបរមាេធៀប្រតង់ x = x0 ។

ឧទាហរណ៍ ៨៥
េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) = x3 − 3x+ 3− 1 ។ បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ f មានអតិបរេធៀបមួយនិងអប្បបរមាេធៀប
មួយ ។

ចេម្លើយ៖ េយងីមាន f (x) = x3 −3x+2 េគបាន f ′(x) = 3x2 −3

នាឱំ្យ f ′′(x) = 6x េបី f ′(x) = 0 េនាះ 3x2 −3 = 0 ⇔ x2 −1 = 0

x2 = 1 ⇔ x =±1
• ចំេពាះ x =−1 េនាះ f ′′(−1) = 6(−1) =−6 < 0 តាម្រទឹស្តីបទ១៦.៣.៣
នាឱំ្យ f មានអតិបរមាេធៀប្រតង់ x =−1

• ចំេពាះ x = 1 េនាះ f ′′(1) = 6(1) = 6 > 0 តាម្រទឹស្តបីទ១៦.៣.៣
នាឱំ្យ f មានអប្បរមាេធៀប្រតង់ x = 1

១៦.៤ ការអនុវត្តេដរេីវទ២ី

១៦.៤.១ ចណុំចរបត់
និយមន័យ ១៦.៤.១ េបី f ជាអនុគមនជ៍ាបេ់លីចេនា្ល ះេបីកមួយែដលមានផ្ទុក x0 និងេបី f ប្តូរភាពេប៉ាងេទផត ឬភាពផតេទេប៉ាង ្រតង់ I

និងមានបនា្ទ ត់ប៉ះមួយកាត់្រតង់ I េនាះ
I(x0, f (x0)) េហថាជាចំណុចរបត់ៃន្រកាបៃនអនុគមន៍ f ។

x

y

x0

f (x0)
I

េបាង៉

ផត

x

y

x0

f (x0) I

ផត

េបាង៉
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!
រេបៀបកំណត់ចំណុចរបត់

១. រក f ′′(x)

២. កំណត់តៃម្ល x = c ែដលេធ្វីឱ្យ f ′′(c) = 0 ឬ f ′′(x) កំណត់មិនបាន្រតង់ x = c

៣. កំណត់សញញ f ′′(x) េនខាងេឆ្វង និងខាងសា្ត ៃំនតៃម្ល x = c ែដលរកេឃញី ។ េបី f ′′(x) ប្តូរសញញ ្រតង់ x = c េនាះ
(c, f (c))ជាចំណុចរបត់ៃនអនុគមន៍ f ។

ឧទាហរណ៍ ៨៦
រកចំណុចរបត់ៃនែខ្សេកាង f (x) = x3 −2x+3 ។

ចេម្លើយ៖ េយងីមាន f (x) = x3 −2x+3

េគបាន f ′(x) = (x3 −2x+3)′

= 3x2 −2

f ′′(x) = (3x2 −2)′ = 6x

យក f ′′(x) = 0 ⇔ 6x = 0

⇔ x = 0
តារាងសញញ ៃន f ′′(x)

x

f ′′(x)

−∞ 0 +∞

− 0 +

េដាយ f ′′ ប្តូរសញញ ្រតង់ x = 0 ែដល f (0) = 03 −2(0)+3 = 3

ដូចេនះ (0,3)ជាចំណុចរបត់ៃនែខ្សេកាង f (x)

១៦.៥ ការអនុវត្ត ក្ន�ងការេដាះ្រសាយចេំណាទបរមា
ការអនុវត្តចំណុចបរមាក្នុងដំេណាះ្រសាយចំេណាទបញ្ហ េនក្នុងែផ្នក

េនះេយងីអាចេដាះ្រសាយបានតាមពីររេបៀបគឺ ៖
១. េ្រ˪ើេដរេីវទី១៖

• េបី f ′(x) ប្តូរសញញ ពី − េទ + ្រតង់ x0 និង f ′(x0) = 0

េនាះ f (x0)ជាតៃម្លអប្បបរមាៃន f ។
• េបី f ′(x) ប្តូរសញញ ពី + េទ − ្រតង់ x0 និង f (x0) = 0

េនាះ f (x0)ជាតៃម្លអតិបរមាៃន f ។
២. េ្រ˪ើេដរេីវទី២៖

• េបី

 f ′(x0) = 0

f ′′(x0)> 0
េនាះ f (x0)ជាតៃម្លអប្បបរមា្រតង់ x0

• េបី

 f ′(x0) = 0

f ′′(x0)< 0
េនាះ f (x0)ជាតៃម្លអតិបរមា្រតង់ x0
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វិធាន ៨: រេរៀបេដាះ្រសាយចំេណាទបរមា
• ជំហានទី១៖ គូសរូប តាមសម្មតិកម្មែដលេគឱ្យ
• ជំហានទី២៖ បេង្កីតរូបមន្តជាអនុគមន៍ៃន x ។ ឧបមាថា V (x)ជារូបមន្តែដលេយងីបេង្កីត ែដលេធ្វីឱ្យមានចំណុចបរមិា
• ជំហានទី៣៖ គណនា V ′(x) េហយីឱ្យ V ′(x) = 0 រចួទាញរកតៃម្ល x
• ជំហានទី៤៖

– ទាញរកតៃម្លបរមាេធៀបេដាយេ្របីេដរេីវទី១ ។
– ទាញរកតៃម្លបរមាេធៀបេដាយេ្របីេដរេីវទី២ ។

ឧទាហរណ៍ ៨៧

េគយក្រកដាស្រកាស់មួយផា្ទ ងំរាងជាកាេរ ែដលមានរងា្វ ស់្រជ�ង a cm
មកេធ្វីជា្របអប់មួយែដលគា្ម នគ្រមប ។ េគកាត់យកេចញនូវកាេរតូចៗ
ចំនួនបួនែដលមានរងា្វ ស់្រជ�ង x cm ដូចក្នុងរូប ។ េគបត់ែផ្នកែដល
េនសល់ឱ្យបានជា្របអប់មួយ មានរាងជា្របេលពីែប៉តែកង ែដលមាន
បាតជាកាេរ ។ រករងា្វ ស់្រជ�ង x ៃនកាេរែដល្រត�វកាត់យកេចញ េដីម្បឱី្យ
្របអប់មានមាឌធំបំផុត។ រកមាឌធំបំផុតេនាះ ។

a cm

a cm

x

x

ចេម្លើយ៖ រករងា្វ ស់្រជ�ង x ៃនកាេរែដលកាត់េចញ

មាឌៃន្របអប់ = ្រកឡាៃផ្ទបាត × កម្ពស់
េគបាន V (x) = (a−2x)× (a−2x)× x

V (x) = x(a−2x)2,a−2x > 0

a−2x

a−2x

x

នាឱំ្យ V ′(x) = x′(a−2x)2 + x[2(a−2x)′(a−2x)2−1] ,{(uv)′ = u′v+ v′u}

= (a−2x)2 + x×2(a−2x)1 × (−2)

= (a−2x)(a−2x−4x)

V ′(x) = (a−2x)(a−6x)

ចំេពាះ V ′(x) = 0 េគបាន a−2x = 0 ⇒ x =
a
2
ឬ a−6x = 0 ⇒ x =

a
6

េដាយ a−2x > 0 េនាះ a > 2x ⇒ x <
a
2
យក x =

a
6
េ្រពាះ 0 <

a
6
<

a
2

ពិនិត្យេមីល V ′′(x) = (a−2x)′(a−6x)+(a−2x)(a−6x)′

=−2(a−6x)+(a−2x)(−6)

V ′′
(a

6

)
=−2

(
a−6× a

6

)
+
(

a−2× a
6

)
(−6)

=−2(0)+(
3a−a

3
)(−6) = 2a(−2) =−4a < 0
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េដាយ V ′
(a

6

)
= 0 និង V ′′

(a
6

)
< 0 តាម្រទឹស្តីបទ??

េគបាន V
(a

6

)
ជាតៃម្លអតិបរមាេធៀប្រតង់ x =

a
6

ដូចេនះ ្របអប់មានមាឌធំបំផុត កាលណាេគយក x =
a
6
cm

េគបាន មាឌធំបំផុតគឺ V
(a

6

)
=

a
6

(
a−2× a

6

)2
=

a
6
×
(

6a−2a
6

)2

=
a
6
×
(

4a
6

)2

=
a
6
×
(

2a
3

)2

=
a
6
× 4a2

9

ដូចេនះ ្របអប់មានមាឌធំបំផុតគឺ V
(a

6

)
=

2a3

27
cm3

ឧទាហរណ៍ ៨៨
េគយក្រកដាស្រកាស់មួយផា្ទ ងំជារាងចតុេកាណែកងែដលមានទទឹង 30 cm និងបេណា្ត យ 50 cm មកេធ្វីជា្របអប់មួយែដលគា្ម ន
គ្រមប ។ េគកាត់យកេចញេនកាេរតួចៗចំនួនបួនប៉ុនៗគា្ន េហយីេគបត់ែផ្នកែដលេនសល់ជា្របេលពីែប៉តែកង ។ រករងា្វ ស់្រជ�ងៃន
កាេរែដល្រត�វកាត់េចញេដីម្បឱី្យ្របអប់មានមាឌធំ បំផុត ។

ចេម្លើយ៖ តាង x cm ជា្រជ�ងៃនកាេរែដល្រត�វកាត់េចញ
ែដល x > 0 និង 30−2x > 0 ⇒ 30 > 2x ⇒ x < 15 ឬ 0 < x < 15

មាឌៃន្របេលពីែប៉តែកង = ្រកលាៃផ្ទបាត × កម្ពស់
េគបាន V (x) = (30−2x)× (50−2x)× x

V (x) = (30−2x)× (50x−2x2)

⇒V ′(x) = (30−2x)′(50x−2x2)+(30−2x)(50x−2x2)′

=−2(50x−2x2)+(30−2x)(50−4x)

=−100x+4x2 +1500−120x−100x+8x2

= 12x2 −320x+1500

= 2(6x2 −160x+750)
ចំេពាះ V ′(x) = 0

េគបាន 6x2 −160x+75 = 0,a = 6,b′ =
−160

2
=−80,c = 750

តាម ∆′ = (b′)2 −ac = (−80)2 −6(750) = 1900 = 102 ×19

េគបាន x =
−b′±

√
∆′

a
=

80±10
√

19
6

=
40±5

√
19

3

• េបី x1 =
40+5

√
19

3
< 15 េនាះ 40+5

√
19 < 45

⇔ 5
√

19 < 45−40 = 5

⇔
(√

19
)2

< 12

⇔ 19 < 1 មិនពិត
មានន័យថា x1 /∈ (0,15)
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• េបី x2 =
40−5

√
19

3
< 15 េនាះ 40−5

√
19 < 45

⇔−5
√

19 < 45−40 = 5

⇔−
√

19 < 1

⇔ (−
√

19)2 > 12

⇔ 19 > 1

មានន័យថា x2 ∈ (0,15)

ពិនិត្យេមីលសញញ ៃន V ′(x)

x

V ′(x)

0 40−5
√

19
3

15

+ 0 −

េដាយ V ′(x) ប្តូរសញញ ពី + េទ − ្រតង់ x =
40−5

√
19

3

េគបាន V

(
40−5

√
19

3

)
ជាតៃម្លអតិបរមា

ដូចេនះ េដីម្បឱី្យ្របអប់មានមាឌធំបំផុត កាលណាេគយក x =
40−5

√
19

3
cm

ឧទាហរណ៍ ៨៩

រកកាំ r និងកម្ពស់ h ៃនសីុឡាងំ េដីម្បីឱ្យសីុឡាងំមាន
មាឌធំបំផុតែដល អាចចារកឹក្នុងេកានបរវិត្តន៍មួយ ែដល
មានកម្ពស់ 12 cm និងកាបំាត 6 cm ដូចរូបខាងសា្ត ។ំ

12 cm

6 cm

h cm

r cm
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ចេម្លើយ៖ រកកាំ r និងកម្ពស់ h ៃនសីុឡាងំ
មាឌរបស់សីុឡាងំ = េមគុណរង្វង់ ×កាំ×កាំ× កម្ពស់
េគបាន

V = πr2h (១៦១)

តាមរូបខាងសា្ត ំ េគមាន្រតីេកាណពីរដូចគា្ន
េនាះេគបានផលេធៀប

12−h
r

=
12
6

12−h = 2r

h = 12−2r (១៦២)

យកសមីការ (១៦២) ជំនួសចូល (១៦១) េគបាន

12 cm

h cm

12−h cm

6 cm

r

V = πr2(12−2r) = 12πr2 −2πr3 (១៦៣)

េដាយសីុឡាងំចារកឹក្នុងេកាណេគបាន 0 ≤ r ≤ 6 េនាះ V ជាអនុគមន៍ៃន r និងជាប់េលី [0,6]

យកសមីការ (១៦៣) េធ្វីេដរេីវេធៀបនឹង r

េគបាន dV
dr

= 12π ×2r2−1 −2π ×3r3−1

= 24πr−6πr2

ឱ្យ dV
dr

= 0 េគបាន 24πr−6πr2 = 0 សមមូល 6πr(4− r) = 0

នាឱំ្យ r = 0 ឬ 4− r = 0 ⇒ r = 4

ពិនិត្យេមីលសញញ ៃន dV
dr

= −6π r2 +24πr

r

dV
dr

0 4 6

0 + 0 −

ចេនា្ល ះឫសមានសញញ ផ ្ទយុពី −6π សញញ ផ ្ទយុពីចេនា្ល ះឫស

េដាយ dV
dr

ប្តូរសញញ ពី + េទ − ្រតង់ r = 4

េគបាន V (4)ជាតៃម្លអតិបរមា ។ េគយក r = 4 ជំនួសចូលសមីការ (១៦២)
េគបាន h = 12−2(4) = 12−8 = 4

ដូចេនះ េដីម្បឱី្យសីុឡាងំមានមាឌធំបំផុតេគ្រត�វយក r = 4 cm និង h = 4 cm
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ឧទាហរណ៍ ៩០
ABC ជា្រតីេកាណសម័ង្សែដលមានវមិា្រតេស្មីនឹង 25 cm ។ M ជាចំណុចមួយេនេលី AB ែដល AM = x cm ។ េគសង់
ចតុេកាណែកងMNPQចារកឹក្នុង្រតីេកាណ ABC ។ កំណតត់ៃម្ល x េដីម្បឱី្យៃផ្ទ្រកឡាចតុេកាណែកងMNPQមានតៃម្លធបំំផុត
។

ចេម្លើយ៖ កំណត់តៃម្ល x េដីម្បឱី្យៃផ្ទ្រកឡាចតុេកាណែកង MNPQ មានតៃម្លធំបំផុត
តាង S(x)ជាៃផ្ទ្រកឡាៃនចតុេកាណែកង MNPQ

េគបាន S(x) = MN ×MQ

េដាយ MN∥AC េនាះ BMN ជា្រតីេកាណសម័ង្ស
េគបាន MN = MB = 25− x
ក្នុង្រតីេកាណ AMQ

មាន sinA =
MQ
AM

សមមូល sin60◦ =
MQ

x

នាឱំ្យ MQ = xsin60◦ =
x
√

3
2

េគបាន S(x) = (25− x)
x
√

3
2

=

√
3(25x− x2)

2

S′(x) =

√
3

2
(25−2x)

M

N
P

Q

xA B

C

ABC ជា្រតីេកាណសម័ង្ស
AB = AC = BC និង
∠A = ∠B = ∠C = 60◦

េបី S′(x) = 0 េនាះ
√

3
2

(25−2x) = 0

⇒ 25−2x = 0

⇒ x =
25
2

សញញ ៃន S′(x)

x

S′(x)

0
25
2

25

+ 0 −

ចេនា្ល ះឫសមានសញញ ផ ្ទយុពី −6π សញញ ផ ្ទយុពីចេនា្ល ះឫស

េដាយ S′(x) ប្តូរសញញ ពី + េទ − ្រតង់ x =
25
2
េនាះ S

(
25
2

)
ជាតៃម្លអតិបរមា

ដូចេនះ x =
25
2
cm
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ឧទាហរណ៍ ៩១
ABC ជា្រតីេកាណែកង្រតង់ A ែដលមានវមិា្រត AB = 7 cm និង AC = 15 cm ។ AMNP ជាចតុេកាណែកងចារកឹក្នុង
្រតីេកាណែកង ABC ែដលមានវមិា្រត x,y ចំេពាះ 0 < x < y ។ រក x និង y េដីម្បឱី្យ AMNP មានៃផ្ទ្រកឡាធំបំផុត ។

ចេម្លើយ៖ រក x និង y េដីម្បីឱំ្យចតុេកាណ AMNP មានៃផ្ទ្រកឡាធំបំផុត
តាង S(x)ជាៃផ្ទ្រកឡាៃនចតុេកាណែកង AMNP
េគបាន S(x) = AM×AP = xy

តាមរូប ∆ABC ∼ ∆MNB (ដំណូច∆)
េគបាន AB

AC
=

MB
MN

=
AB−AM

MN
7

15
=

7− x
y

y =
15(7− x)

7

េគបាន S(x) = x× 15(7− x)
7

=
15
7
× (7x− x2)

S′(x) =
15
7
× (7−2x)

A B

C

M

NP

x

y

េបី S′(x) = 0 េនាះ 15
7
× (7−2x) = 0 ⇒ 7−2x = 0

⇒ 7 = 2x

⇒ x =
7
2

សញញ ៃន S′(x) ែដល 0 < x < 7 , 0 < y < 15 និង 0 < x < y

x

S′(x)

0
7
2

7

+ 0 −

េដាយ S′(x) ប្តូរសញញ ពី + េទ − ្រតង់ x =
7
2
េនាះ S

(
7
2

)
ជាតៃម្លអតិបរមា

េបី x =
7
2
េនាះ y =

15(7− 7
2)

7
=

15
7
× 7

2
=

15
2

ដូចេនះ x =
7
2
cm និង y =

15
2
cm
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១៦.៦ លហំាត់
លំហាត់ ២១៨

ក. ចូររកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាបតាង y =−x2 + x+3 ្រតង់ x = 2 ។
ខ. ចូររកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាបតាង y =−x3 +3x+4 ្រតង់ x = 2 ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២១៩
អនុគមន៍ f (x) = 2x3 −16x+11 មាន្រកាបC ។

ក. រកសមីការបនា្ទ ត់ L ែដលប៉ះ្រកាបC ្រតង់ចំណុច A(2,−5) ។
ខ. រកសមីការបនា្ទ ត់ែដលមានេមគុណ្របាប់ទិសេស្មី −10 េហយីប៉ះនឹង្រកាបC ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ២២០
អនុគមន៍ f (x) = 4x3 +9x2 −30x+1 មាន្រកាបC ។

ក. រកកូអរេដាេនៃន្រគប់ចំណុចប៉ះៃន្រកាបC ែដលមានបនា្ទ ត់ប៉ះជាបនា្ទ ត់េដក ។
ខ. រកសមីការៃនបនា្ទ ត់ប៉ះទាងំេនាះ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២២១
អនុគមន៍ y = 3x2 −4x+1 កំណត់េនេលី R និងមាន្រកាបC ។

ក. រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹងC េហយីែកងនឹងបនា្ទ ត់ y =−x
5
+2 ។

ខ. រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹងC េហយី្រសបនឹងបនា្ទ ត់ y = x+5 ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ២២២
ចូរសិក�ទិសេដអេថរភាព រកអតិបរមា និងអប្បបរមា េហយីសង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍នីមួយៗដូចខាងេ្រកាមៈ

ក. y =−x3 +3x2 +4 ខ. y = x(x−3)2 គ. y =−x2(x−1)2

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២២៣
អនុគមន៍ f (x) = x3 +3ax2 +3bx+2 មានអតិបរមាេធៀប្រតង់ x = 1 និងមានអប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = 2 ។

ក. រកតៃម្លៃនចំនួនពិត a និង b ។
ខ. រកផលដករវាងតៃម្លអតិបរមា និងអប្បបរមាេធៀបៃន f ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ២២៤
អនុគមន៍ f (x) = x4 + 29 និង g(x) = 4x3 មាន្រកាប C1 និង C2 ។ បនា្ទ ត់ D ្រសបអ័ក្សអរេដាេនកាត់្រកាប C1 និង C2

េរៀងគា្ន ្រតង់ A និង B ។ រក្របែវងអប្បបរមាៃនអង្កត់ [AB] ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២២៥
បន្ទះស័ង្កសីរាង្រតីេកាណសម័ង្សមួយមាន្រជ�ង្របែវង a ។
េគកាត់យកេចញពីែផ្នក្រតង់កំពូលទាងំបីនូវចតុេកាណប៉ុនៗគា្ន ។
េគបត់ែផ្នកេនសល់ឲ្យបានជា្របអប់មួយែដលមាន រាងជា្រពីស្រតីមុខនិយត័
េហយីគា្ម នគ្រមប។ រកតៃម្ល x េដីម្បឲី្យ្របអប់មានមាឌធំបំផុត។

xចេម្លើយ �
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�� អថរិភាព នងិ្រកាបៃនអនុគមន៍

ថា្ម ក់ទី
េគាត្តនាម នាម
េភទ 
េលខេរៀង

១៧.១ រេបៀបសិក�អេថរភាព នងិសង់្រកាបៃនអនុគមន៍ f
1. រកែដនកំណត់
2. ទិសេដអេថរភាព

• គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ រចួរកអាសីុមតូតៃន្រកាប (េបីមាន)
• គណនា f ′(x) រចួសិក�សញញ របស់វា
• រកចំណុចបរមា (អតិបរមាេធៀប និង អប្បបរមាេធៀប)
• រកចំណុចរបត់(េបីមាន)
• សង់តារាងអេថរភាព

3. សំណង់្រកាប
• រកចំណុច្របសព្វរវាង្រកាបនិងអ័ក្សអាប់សីុស (y = 0)

• រកចំណុច្របសព្វរវាង្រកាបនិងអ័ក្សអរេដាេន (x = 0)

• បងា្ហ ញថា្រកាបតាងអនុគមន៍មានអ័ក្សឆ្លុះ ឬផ្ចិតឆ្លុះ (េបីមាន)
• សង់្រកាប

១៧.២ របូមន្តេដរេីវ
ចំេពាះ k ∈ R និង u,v ជាអនុគមន៍ៃន x េគបានៈ

• y = k ⇒ y′ = 0

• ykx ⇒ y′ = k

• y = xn ⇒ y′ = nxn−1

• y =
1
x
⇒ y′ =− 1

x2

• y =
1
xn ⇒ y′ =− n

xn+1

• y = u± v ⇒ y′ = u′± v′

• y = uv ⇒ y′ = u′v+ v′u

• y =
u
v
⇒ y′ =

u′v− v′u
v2

១៧.៣ ែដនកណំត់
• អនុគមន៍ពហុធា f (x)មានន័យ្រគប់ x ∈ R

• អនុគមន៍ f (x) = p(x)
q(x)

មានន័យកាលណា q(x) ̸= 0
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១៧.៤ ផ្ចតិឆ្ល� ះ ឬ អ័ក្សឆ្ល� ះៃនែខ្សេកាង
១៧.៤.១ ភាពគូ-ភាពេសស

• ចំេពាះ ∀x, −x ∈ D េគបាន f (−x) =− f (x) េគថាអនុគមន៍ f ជាអនុគមនេ៍សស េហយី្រកាបវាមានគលត់្រម�យជាផ្ចិតឆ្លុះ ។
• ចំេពាះ ∀x, −x ∈ D េគបាន f (−x) = f (x) េគថាអនុគមន៍ f ជាអនុគមនគូ៍ េហយី្រកាបវាមានអ័ក្សអរេដាេន (y′oy)ជាអ័ក្ស
ឆ្លុះ ។

១៧.៤.២ ផ្ចតិឆ្ល� ះ ឬ អ័ក្សឆ្ល� ះ
• ចំណុច I(a,b)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ f លុះ្រតាែត f (2a− x)+ f (x) = 2b ។
• បនា្ទ ត់ x = a ជាអ័ក្សឆ្លុះៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ f លុះ្រតាែត f (2a− x) = f (x) ។

១៧.៤.៣ របូមន្តបែម្លងកិលអ័ក្ស

យកចំណុច M(x,y) ក្នុងត្រម�យ (xoy) ។ រកិំលគល់ o

េទ្រតង់ចំណុច ω(x0,y0) េនាះអ័ក្ស (x′x) រកិំលេទរក (ωX)

និង (y′y) រកិំលេទរក (ωY ) ។ កូអរេដាេនៃនចំណុចM េធៀបនិង
ត្រម�យថ្មី (XωY ) គឺ M(X ,Y ) ។

េគបាន

x = x0 +X

y = y0 +Y
េហថារូបមន្តបែម្លងកិលអ័ក្ស ។ x

X

y Y

O

ω

x

y M

x0

y0

១៧.៥ ែខ្សេកាងកាត់តាមចណុំចនងឹ
េដីម្បបីងា្ហ ញថាែខ្សេកាងCm កាត់តាមចំណុចនឹងជានិច្ច និងគណនាចំណុចនឹង េទាះជា m ែ្រប្រប�ល េគ្រត�វ៖

• សរេសរអនុគមន៍ y = fm(x) ឲ្យេទជារាង Am+B = 0,(A និង Bជាអនុគមនៃ៍ន x និង y) ឬ Am2+Bm+C = 0,(A,B

និងC ជាអនុគមន៍ៃន x និង y) ឬ .... ។

• េដីម្បឲី្យែខ្សេកាងCm កាត់តាមចំណុចនឹងមិនអា្រស័យ m េគទាញបាន្របពន្ធ័សមីការ

A = 0

B = 0
ឬ


A = 0

B = 0

C = 0

ឬ ...

• េដាះ្រសាយ្របពន្ធ័សមីការរក x និង y

• ចំណុចែដលមានកូអរេដាេន (x,y) គឺជាចំណុចនឹងែដលែខ្សេកាងCm កាត់តាម ។
• េបី្របពន្ធ័សមីការគា្ម នចេម្លីយ េនាះគា្ម នចំណុចនឹង ។

សគំាល់
េបីែខ្សេកាងកាត់តាមចំណុចនឹងមួយ េហយីេគសួររកលក្ខណះពិេសសរបស់ែខ្សេកាង្រតង់ចំណុចនឹងេនាះ គឺេគចង់ឲ្យបងា្ហ ញថា ែខ្សេកាង
ទាងំអស់មានបនា្ទ ត់ប៉ះរមួ្រតង់ចំណុចនឹងេនាះ ។ ដូចេនះ េដរេីវ្រតង់ចំណុចនឹងេនាះជាចំនួនេថរ (មិនជាប់ m) ។
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១៧.៦ អាសីុមតូត
បនា្ទ ត់ D ជាអាសុីមតូតៃនែខ្សេកាង C តាងអនុគមន៍ y = f (x) លុះ្រតាែតចមា្ង យពី M េទបនា្ទ ត់ D ខិតេទជិតសូន្យ កាលណា M រត់
េនេលីែខ្សេកាងC េហយីខិតឆា្ង យអនន្ត ។

O
x

y

អាសុីមតូតឈរ

x = a

x

H

(C)

M

O
x

y

អាសុីមតូតេដក

y = b
y

H

(C)

M

O x

y

អាសុីមតូតេ្រទត

H

(C)

M
y=

ax
+

b

អាសីុមតូតឈរ
េបី lim

x→a
f (x) =±∞ គា្ម នន័យ្រតង់ x = a េនាះបនា្ទ ត់ x = a ជាអាសីុមតូតឈរ ។

អាសីុមតូតេដក
េបី lim

x→±∞
f (x) = b (b ជាចំនួនេថរ) េនាះបនា្ទ ត់ y = b ជាអាសីុមតូតេដក ។

អាសីុមតូតេ្រទត

វិធាន ៩
បនា្ទ ត់ y = ax+bជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបរបសអ់នុគមន៍ f កាលណា lim

x→+∞
[ f (x)−(ax+b)] = 0 ឬ lim

x→−∞
[ f (x)−

(ax+b)] = 0 ។

េបីអនុគមន៍ y = f (x)អាចសរេសរជារាង f (x) = ax+b+ε(x) េគបាន f (x)− (ax+b) = ε(x) ែដល lim
x→+∞

ε(x) = 0

ឬ lim
x→−∞

ε(x) = 0 េនាះបនា្ទ ត់ y = ax+b ជាអាសីុមតូតេ្រទត

វិធាន ១០
បនា្ទ ត់ y = ax+b ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបរបស់អនុគមន៍ f កាលណា a = lim

x→±∞

f (x)
x

និង b = lim
x→±∞

[ f (x)−ax]
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១៧.៧ សិក�អនុគមន៍ f (x) = ax2 +bx+ c
px+q

េដីម្បសិីក�អនុគមន៍ f (x) = ax2 +bx+ c
px+q

េគ្រត�វរក៖

1. ែដនកំណត់ D = R\{−q
p
}

2. សរេសរ f (x)ជារាងកាណូនិច f (x) = mx+n+
k

px+q
3. សិក�ទិសេដអថិរភាព

• រកេដរេីវ f ′(x)

• សិក�សញញ f ′(x)

• សិក�ភាពេកីន ឬ ភាពចុះៃនអនុគមន៍ f (x)
• រកបរមាេធៀបៃន f (x) (អតិបរមាេធៀប ឬ អប្បបរមាេធៀប)
• គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់
• រកអាសីុមតូត (អាសីុមតូតឈរ និង អាសុីមតូតេ្រទត)
• តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f

4. សង់្រកាប
• រកចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប និង អក្សអ័ាប់សីុស (x′ox) េដាយឲ្យ y = 0 រក x ។
• រកចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប និង អក្សអ័រេដាេន (y′oy) េដាយឲ្យ x = 0 រក y ។
• រកផ្ចិតឆ្លុះ I(a,b) ជាចំណុច្របសព្វរវាងអាសីុមតូតឈរ និង អាសីុមតូតេ្រទត ។ រចួបងា្ហ ញថាចំណុច I(a,b) ជាផ្ចិតឆ្លុះ
េដាយេ្របីរូបមន្ត f (2a− x)+ f (x) = 2b ។

ឧទាហរណ៍ ៩២

សិក�អថិរភាព និង សង់្រកាបៃនអនុគមន៍ f (x) =
x2 + x−2

x−2
។

ចេម្លើយ៖

1. ែដនកំណត់
អនុគមន៍ f មានន័យលុះ្រតាែត x−2 ̸= 0 ⇔ x ̸= 2

ដូចេនះ ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f គឺ D f = R\{2} ។
2. សរេសរ f (x)ជារាងកាណូនិច
េធ្វី្របមាណវធីិែចកពហុធា េគបាន f (x) = x+3+

4
x−2

។
3. សិក�ទិសេដអថិរភាព

• រកេដរេីវ f ′(x)
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េគបាន f ′(x) =
(x2 + x−2)′(x−2)− (x−2)′(x2 + x−2)

(x−2)2

=
(2x+1)(x−2)− (x2 + x−2)

(x−2)2

=
2x2 −4x+ x−2− x2 − x+2

(x−2)2

=
x2 −4x
(x−2)2

• សិក�សញញ f ′(x)

េដាយ (x−2)2 > 0 ្រគប់ x ∈ D f េគបាន f ′(x) =
x2 −4x
(x−2)2 យកសញញ តាម x2 −4x ។ េបី x2 −4x = 0 េនាះ

x = 0 ឬ x = 4

x

f (x)

−∞ 0 2 4 +∞

+ 0 − − 0 +

• សិក�ភាពេកីន ឬ ភាពចុះៃនអនុគមន៍ f (x) តាមតារាងសញញ f ′(x) េគបាន f ′(x) > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ (−∞,0)∪

(4,+∞) េនាះ f ជាអនុគមន៍េកីនេលីចេនា្ល ះ (−∞,0) និង (4,+∞) ។ f ′(x)< 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ (0,2)∪ (2,4)

េនាះ f ជាអនុគមន៍ចុះេលីចេនា្ល ះ (0,2) និង (2,4) ។
• រកបរមាេធៀបៃន f (x)

តាមតារាងសញញ f ′(x) េគបាន េដាយ f ′(x) ប្តូរសញញ ពី (+) េទ (−) ្រតង់ x = 0 េនាះអនុគមន៍ f មានតៃម្លអតិបរមា
េធៀប្រតង់ x = 0 ែដល f (0) = 1 ។ និង f ′(x) ប្តូរសញញ ពី (−) េទ (+) ្រតង់ x = 4 េនាះអនុគមន៍ f មានតៃម្ល
អប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = 4 ែដល f (4) = 9 ។

• គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
x+3+

4
x−2

)
=−∞

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
x+3+

4
x−2

)
=+∞

lim
x→2−

f (x) = lim
x→2−

(
x+3+

4
x−2

)
=−∞

lim
x→2+

f (x) = lim
x→2+

(
x+3+

4
x−2

)
=+∞

• អាសីុមតូត
េដាយ lim

x→2
f (x) = ±∞ េនាះបនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ x = 2 ជាអាសុីមតូតឈរៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ f ។ េគមាន

f (x) = x+ 3+
4

x−2
េដាយ lim

x→±∞
[ f (x)− (x+3)] = lim

x→±∞

4
x−2

= 0 េនាះបនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ y =

x+3 ជាសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ f
• តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f

x

f (x)

f (x)

−∞ 0 2 4 +∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞

11

−∞

+∞

99

+∞+∞
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4. សង់្រកាប
• ចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប និង អក្ស ័ (x′ox)

េបី y = 0 េគបាន
2 + x−2

x−2
= 0 ⇔ x2 + x−2 = 0 (x ̸= 2) ែដល a = 1,b = 1,c =−2

តាម a+b+ c = 1+1−2 = 0 េនាះ x = 1,x =
c
a
=

−2
1

=−2

• ផ្ទិតឆ្លុះ
I(a,b)ជាចណុំ្រចសព្វរវាងអាសីុមតូតឈរ និង អាសីុមតូតេ្រទតេគមានសមីការអាសីុមតូតឈរ x = 2 សមីការអាសីុមតូត
េ្រទត y = x+3 េគបាន x = 2 ⇒ y = 2+3 = 5 េនាះ I(2,5) បងា្ហ ញថាចំណុច I(2,5)ជាផ្ចិតឆុះៃន្រកាប េដាយ
េ្របីរូបមន្ត f (2a− x)+ f (x) = 2b េយងី្រត�វបងា្ហ ញថា f (4− x)+ f (x) = 10

េដាយ f (x) = x+3+
4

x−2

=⇒ f (4− x) = 4− x+3+
4

4− x−2

= 7− x+
4

2− x

= 7− x− 4
x−2

េគបាន f (4− x)+ f (x) = x+3+
4

x−2
+7− x− 4

x−2
= 10 ពិត

ដូចេនះ ចំណុច I(2,5)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប ។
• ្រកាប

x

y

−6 −4 −2 0 2 4 6 8 10 12

−4

−2

1

4

7

10

x = 2

(C)

y=
x+

3

(C)
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ឧទាហរណ៍ ៩៣

សិក�អថិរភាព និង សង់្រកាបៃនអនុគមន៍ f (x) =
−x2 −2x+3

x+1
។

ចេម្លើយ៖
1. ែដនកំណត់
អនុគមន៍ f មានន័យលុះ្រតាែត x+1 ̸= 0 ⇔ x ̸=−1

ដូចេនះ ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f គឺ D f = R\{−1} ។
2. សរេសរ f (x)ជារាងកាណូនិច
េធ្វី្របមាណវធីិែចកពហុធា េគបាន f (x) =−x+1+

4
x+1

។
3. សិក�ទិសេដអថិរភាព

• រកេដរេីវ f ′(x)

េគបាន f ′(x) =
(−x2 −2x+3)′(x+1)− (x+1)′(−x2 −2x+3)

(x+1)2

=
(−2x−2)(x+1)− (−x2 −2x−3)

(x+1)2

=
−2x2 −2x−2x−2+ x2 +2x−3

(x+1)2

=
−x2 −2x−5

(x+1)2

• សិក�សញញ f ′(x)

េដាយ (x+1)2 > 0 ្រគប់ x ∈ D f េគបាន f ′(x) =
−x2 −2x−5

(x+1)2 យកសញញ តាម −x2 −2x−5 ។

េបី −x2 −2x−5 = 0 ែដលមាន a =−1,b =−2,c =−5

តាម ∆ = b2−4ac = (−2)2−4(−1)(−5) =−16 < 0 េគបាន ្រតីធា−x2−2x−5 យកសញញ តាមេមគុណ
a េដាយ a =−1 < 0 ⇒−x2 −2x−5 < 0 េនាះ f ′(x)< 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D f ។

• សិក�ភាពេកីន ឬ ភាពចុះៃនអនុគមន៍ f (x)
តាមការសិក�សញញ េដរេីវខាងេលី េគបាន f ′(x)< 0,∀x ∈ D f

ដូចេនះ f ជាអនុគមន៍ចុះចំេពាះ្រគប់ x ∈ D f ។
• រកបរមាេធៀបៃន f (x) ៖ f គា្ម នបរមាេធៀប
• គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់

lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
−x−1+

4
x+1

)
=+∞

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
−x−1+

4
x+1

)
=−∞

lim
x→−1−

f (x) = lim
x→−1−

(
−x−1+

4
x+1

)
=−∞

lim
x→−1+

f (x) = lim
x→−1+

(
−x−1+

4
x+1

)
=+∞

• អាសីុមតូត
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េដាយ lim
x→−1

f (x) =±∞ េនាះបនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ x =−1 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាបអនុគមន៍ f ។

េគមាន f (x) = −x− 1+
4

x+1
េដាយ lim

x→±∞
[ f (x)− (−x−1)] = lim

x→±∞

4
x+1

= 0 េនាះបនា្ទ ត់ែដលមាន
សមីការ y =−x−1 ជាសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ f

• តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f
x

f (x)

f (x)

−∞ 2 +∞

− −

−∞−∞

−∞

+∞

−∞−∞

4. សង់្រកាប
• ចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប និង អក្ស ័ (x′ox)

េបី y = 0 ⇒−x2 −2x+3
x+1

= 0

⇒− x2 −2x+3 = 0

⇒x = 1,x =−3

ដូចេនះ ្រកាបកាត់អក្ស ័ (x′ox) ្រតង់ (x = 1,y = 0) និង (x =−3,y = 0) ។
• ចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប និង អក្ស ័ (y′oy)

េបី x = 0 ⇒ y = f (0) =
−02 −2(0)+3

0+1
= 3

ដូចេនះ ្រកាបកាត់អក្ស ័ (y′oy) ្រតង់ (x = 0,y = 3) ។
• ផ្ចិតឆ្លុះ

I(a,b)ជាចំណុច្របសព្វរវាងអាសីុមតូតឈរ និង អាសុីមតូតេ្រទតេគមានសមីការអាសីុមតូតឈរ x =−1

សមីការអាសុីមតូតេ្រទ y = −x− 1 េគបាន x = −1 ⇒ y = −(−1)− 1 = 0 េនាះ I(−1,0) បងា្ហ ញថាចំណុច
I(−1,0)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាបេដាយេ្របីរូបមន្ត f (2a− x)+ f (x) = 2b

េយងី្រត�វបងា្ហ ញថា f (−2− x)+ f (x) = 0

េដាយ f (x) =−x−1+
4

x+1

f (−2− x) =−(−2− x)−1+
4

−2− x+1

= 1+ x+
4

−1− x

= 1+ x− 4
x+1

េគបាន f (−2− x)+ f (x) =−x−1+
4

x+1
+ x+1− 4

x+1
= 0 ពិត

ដូចេនះ ចំណុច I(−1,0)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប ។
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• ្រកាប

x

y

−8 −6 −4 −2 2 6

−6

−4

−2

2

4

6

8

10

x =−1

(C)

y=
−x+

1

(C)
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១៧.៨ អនុគមន៍ y = f (x) =
ax2 +bx+ c
px2 +qx+ r

១៧.៨.១ ែដនកណំត់ៃនអនុគមន៍

េគមានអនុគមន៍ f (x) = ax2 +bx+ c
px2 +qx+ r

អនុគមន៍ f មានន័យលុះ្រតាែត px2 +qx+ r ̸= 0

• េបី px2 +qx+ r = 0 មានឬសពីរតាងេដាយ x1 និង x2 (ឧបមាថា x1 < x2) េគបាន D f = R\{x1,x2} ។
• េបី px2 +qx+ r = 0 មានឬសឌុប x1 = x2 = x0 េគបាន D f = R\{x0} ។
• េបី px2 +qx+ r = 0 គា្ម នឬស េគបាន D f = R ។

ឧទាហរណ៍ ៩៤
រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖

1. f (x) =
2x2 −9x+4
x2 + x−12

2. f (x) =
3x2 −18x+25

x2 +2x+1
3. f (x) =

x2 +4x+2
2x2 +2x+3

ចេម្លើយ៖
1. f (x) =

2x2 −9x+4
x2 + x−12

អនុគមន៍ f មានន័យលុះ្រតាែត x2 + x−12 ̸= 0

េបី x2 + x− 12 = 0 មាន a = 1,b = 1,c = −12 តាម ∆ = b2 − 4ac = 12 − 4(1)(−12) = 49 = 72 > 0 េគ

បាន x1 =
−b−

√
∆

2a
=

−1−
√

72

2(1)
=−4;x2 =

−b+
√

∆
2a

=
−1+

√
72

2(1)
= 3

ដូចេនះ D f = R\{−4,3} ។

2. f (x) =
3x2 −18x+25

x2 +2x+1
អនុគមន៍ f មានន័យលុះ្រតាែត x2 +2x+1 ̸= 0

េបី x2+2x+1 = 0មាន a = 1,b = 2,c = 1តាម ∆ = b2−4ac = 22−4(1)(1) = 0 េគបាន x1 = x2 =− b
2a

=

− 2
2(1)

=−1

ដូចេនះ D f = R\{−1} ។

3. f (x) =
x2 +2 = 4x+2

2x2 +2x+3
អនុគមន៍ f មានន័យលុះ្រតាែត 2x2 +2x+3 ̸= 0

េបី 2x2 +2x+3 = 0 មាន a = 2,b = 2,c = 3 តាម ∆ = b2 −4ac = 22 −4(2)(3) =−20 < 0 េគបានសមីការ
គា្ម នឬសនាឲំ្យ D f = R ។

២៤២ Facebook Page: TexBook-School	 016 434 006



Hing Vothy

១៧.៨.២ អាសីុមតូតឈរ នងិ អាសីុមតូតេដក
អាសីុមតូតឈរ

ចំនួនអាសីុមតូតឈរ គឺអា្រស័យនឹងឬសសមីការ px2 +qx+ r = 0

• េបី ∆ = q2 − 4pr > 0 េនាះសមីការមានឬសពីរ x1,x2 េគបានបនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ x = x1 និង x = x2 ជាអាសុីមតូត
ឈរៃន្រកាប (C) និង្រកាបមានែមកបីដាច់គា្ន ។

• េបី ∆ = q2 −4pr = 0 េនាះសមីការមានឬសឌុប x1 = x2 = x0 េគបានបនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ x = x0 ជាអាសីុមតូតឈរ
ៃន្រកាប (C) និង្រកាបមានែមកពីដាច់គា្ន ។

• េបី ∆ = q2 −4pr < 0 េនាះសមីការគា្ម នឬស េគបាន្រកាបគា្ម នអសីុមតូតឈរេទ និង ្រកាបមានែមកែតមួយគត់ ។

អាសីុមតូតេដក

អនុគមន៍ y = f (x) =
ax2 +bx+ c
px2 +qx+ r

មានអាសីុមតូតេដកមួយជានិច្ច ។

េគបាន lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

ax2 +bx+ c
px2 +qx+ r

=
a
p

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ y =
a
p
ជាសមីការអាសីុមតូតេដកៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ f ។

ឧទាហរណ៍ ៩៥
រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និង អាសីុមតូតេដកៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖

1. f (x) =
−x2 −2x+3
x2 +3x+2

2. f (x) =
x2 −4x+3
x2 +4x+4

3. f (x) =
2x2 −3x+2
x2 +4x+5

ចេម្លើយ៖ រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និង អាសីុមតូតេដក

1. f (x) =
−x2 −2x+3
x2 +3x+2

អនុគមន៍ f មានន័យលុះ្រតាែត x2+3x+2 ̸= 0 េបី x2+3x+2= 0មាន a= 1,b= 3,c= 2

តាម ∆ = b2 −4ac = 32 −4(1)(2) = 1 > 0

េគបាន x1 =
−b−

√
∆

2a
=

−3−
√

1
2

=−2;x2 =
−b+

√
∆

2a
=

−3+
√

1
2

=−1

នាឲំ្យ D f = R\{−1,−2}

អាសីុមតូតឈរ

lim
x→−1

f (x) = lim
x→−1

−x2 −2x+3
x2 +3x+2

= lim
x→−1

−x2 −2x+3
(x+1)(x+2)

=±∞

lim
x→−2

f (x) = lim
x→−2

−x2 −2x+3
x2 +3x+2

= lim
x→−2

−x2 −2x+3
(x+1)(x+2)

=±∞

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ x =−1 និង x =−2 ជាសមីការអាសីុមតូតឈរៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ f ។
អាសីុមតូតេដក

lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

−x2 −2x+3
x2 +3x+2

= lim
x→±∞

x2
(
−1− 2

x
+

3
x2

)
x2
(

1+
3
x
+

2
x2

) = 1

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ y = 1 ជាសមីការបនា្ទ ត់អាសុីមតូតេដកៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ f ។
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2. f (x) =
x2 −4x+3
x2 +4x+4

អនុគមន៍ f មានន័យលុះ្រតាែត x2+4x+4 ̸= 0 េបី x2+4x+4 = 0មាន a = 1,b = 4,c = 4

តាម ∆ = b2 −4ac = 42 −4(1)(4) = 0

េគបាន x1 = x2 =− b
2a

=− 4
2(1)

=−2 នាឲំ្យ D f = R\{−2}

អាសីុមតូតឈរ

lim
x→−2

f (x) = lim
−2

x2 −4x+3
x2 +4x+4

= lim
x→−2

x2 −4x+3
(x+2)2 =+∞

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ x =−2 ជាសមីការអាសីុមតូតឈរៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ f ខាង +∞ ។
អាសីុមតូតេដក

lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

x2 −4x+3
x2 +4x+4

= lim
x→±∞

x2
(

1− 4
x
+

3
x2

)
x2
(

1+
4
x
+

4
x2

) = 1

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ y = 1 ជាសមីការបនា្ទ ត់អាសីុមតូតេដកៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ f ។

3. f (x) =
2x2 −3x+2
x2 +4x+5

អនុគមន៍ f មានន័យលុះ្រតាែត x2+4x+5 ̸= 0 េបី x2+4x+5= 0មាន a= 1,b= 4,c= 5

តាម ∆ = b2 −4ac = 42 −4(1)(5) =−4 < 0

េគបានសមីការគា្ម នឬស នាឲំ្យ D f = R ។
ដូចេនះ ្រកាបតាងអនុគមន៍ f គា្ម នអាសីុមតូតឈរ ។
អាសីុមតូតេដក

lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

2x2 −3x+2
x2 +4x+5

= lim
x→±∞

x2
(

2− 3
x
+

2
x2

)
x2
(

1+
4
x
+

5
x2

) = 2

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ y = 2 ជាសមីការបនា្ទ ត់អាសីុមតូតេដកៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ f ។
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១៧.៨.៣ សិក�អនុគមន៍ f (x) = ax2 +bx+ c
px2 +qx+ r

1. ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍
2. ទិសេដអថិរភាព

• រកេដរេីវ f ′(x)

• សិក�សញញ េដរេីវ f ′(x)

• សិក�ភាពេកីន ឬ ភាពចុះៃនអនុគមន៍
• តៃម្លបរមាេធៀប
• លីមីតចុងែដនកំណត់
• អាសីុមតូត
• សង់តារាងអថិរភាព

3. សង់្រកាប
• ចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប និង អក្សអ័ាប់សីុស (x′ox) (ឲ្យ y = 0 រក x )
• ចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប និង អក្សអ័រេដាយេន (y′oy) (ឲ្យ x = 0 រក y )
• ចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប និង អាសុីមតូតេដក
• គូស្រកាប

ឧទាហរណ៍ ៩៦

សិក�អថិរភាព និង សង់្រកាបៃនអនុគមន៍ f (x) =
−x2 −2x+3
x2 +3x+2

។

ចេម្លើយ៖

1. ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍
អនុគមន៍ f មានន័យលុះ្រតាែត x2 +3x+2 ̸= 0 េបី x2 +3x+2 = 0 មាន a = 1,b = 3,c = 2

តាម ∆ = b2 −4ac = 32 −4(1)(2) = 1 > 0

េគបាន x1 =
−b−

√
∆

2a
=

−3−
√

1
2

=−2;x2 =
−b+

√
∆

2a
=

−3+
√

1
2

=−1

ដូចេនះ D f = R\{−1,−2} ។
2. ទិសេដអថិរភាព

• រកេដរេីវ f ′(x)

េគបាន f ′(x) =
(−x2 −2x+3)′(x2 +3x+2)− (x2 +3x+2)′(−x2 −2x+3)

(x2 +3x+2)2

=
(−2x−2)(x2 +3x+2)− (2x+3)(−x2 −2x+3)

(x2 +3x+2)2

=
−2x3 −6x2 −4x−2x2 −6x−4+2x3 +4x2 −6x+3x2 +6x−9

(x2 +3x+2)2

=
−x2 −10x−13
(x2 +3x+2)2

ដូចេនះ f ′(x) =
−x2 −10x−13
(x2 +3x+2)2 ។

• សិក�សញញ េដរេីវ f ′(x)
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្រគប់ x ∈D f េគបាន (x2+3x+2)2 > 0 េនាះ f ′(x)យកសញញ តាម−x2−10x−13 េបី−x2−10x−13= 0

មាន a =−1,b =−10,c =−13តាម ∆ = b2−4ac = (−10)2−4(−1)(−13) = 100−52 = 48 > 0

េគបាន x1 =
−b−

√
∆

2a
=

−(−10)−
√

48
2(−1)

=
10−4

√
3

−2
=−5+2

√
3 ≈−1.5

x2 =
−b+

√
∆

2a
=

−(−10)+
√

48
2(−1)

=
10+4

√
3

−2
=−5−2

√
3 ≈−8.5

តារាងសញញ េដរេីវ f ′(x)

x

f ′(x)

−∞ −8.5 −2 −1.5 −1 +∞

− 0 + + 0 − −

• សិក�ភាពេកីន ឬ ភាពចុះៃនអនុគមន៍
តាមតារាងសញញ េដរេីវ f ′(x) េគបាន
f ′(x)< 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ (−∞,−8.5)∪ (−1.5,−1)∪ (−1,+∞)

េនាះ f ជាអនុគមន៍ចុះេនេលីចេនា្ល ះ (−∞,−8.5),(−1.5,−1) និង (−1,+∞) ។
f ′(x) > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ (−8.5,−2)∪ (−2,−1.5) េនាះ f ជាអនុគមន៍េកីនេនេលីចេនា្ល ះ (−8.5,−2) និង
(−2,−1.5) ។

• តៃម្លបរមាេធៀប
តាមតារាងសញញ េដរេីវ f ′(x) េគបាន
f ′(x) ប្តូរសញញ ពី (+) េទ (−) ្រតង់ x = −8.5 េនាះអនុគមន៍ f មានតៃម្លអប្បរមាេធៀប្រតង់ x = −8.5 ែដល

f (−8.5) =
−(−8.5)2 −2(−8.5)+3
(−8.5)2 +3(−8.5)+2

=−1.07

f ′(x) ប្តូរសញញ ពី (−) េទ (+) ្រតង់ x = −1.5 េនាះអនុគមន៍ f មានតៃម្លអតិបរមាេធៀប្រតង់ x = −1.5 ែដល

f (−1.5) =
−(−1.5)2 −2(−1.5)+3
(−1.5)2 +3(−1.5)+2

=−14.97

• លីមីតចុងែដនកំណត់

lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

−x2 −2x+3
x2 +3x+2

=−1

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

−x2 −2x+3
x2 +3x+2

=−1

lim
x→−2−

f (x) = lim
x→−2−

−x2 −2x+3
x2 +3x+2

=
3

(−1)(0−)
=

3
0+

=+∞

lim
x→−2+

f (x) = lim
x→−2+

−x2 −2x+3
x2 +3x+2

=
3

(−1)(0+)
=

3
0−

=−∞

lim
x→−1−

f (x) = lim
x→−1−

−x2 −2x+3
x2 +3x+2

=
4

(0−)(1)
=

4
0−

=−∞

lim
x→−1+

f (x) = lim
x→−1+

−x2 −2x+3
x2 +3x+2

=
4

(0+)(1)
=

4
0+

=+∞

• អាសីុមតូត
េដាយ lim

x→−2
f (x) =±∞ និង lim

x→−1
f (x) =±∞

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ x =−2 និង x =−1 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ f ។
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មយង៉េទៀតេដាយ lim
x→±∞

f (x) =−1

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ y =−1 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាបតាង f ។
• តារាងអថិរភាពៃនអនុគមន៍ f

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −8.5 −2 −1.5 −1 +∞

− 0 + + 0 − −

−1−1

−1.07−1.07

+∞

−∞

−14.97−14.97

−∞

+∞

−1−1

3. សង់្រកាប

• ចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប និង អក្សអ័ាប់សីុស (x′ox)

េបី y = 0 េគបាន −x2 −2x+3
x2 +3x+2

= 0 ⇔−x2 −2x+3 = 0

តាម a+b+ c =−1−2+3 = 0 េគបាន x1 = 1,x2 =
c
a
=

3
−1

=−3

ដូចេនះ ្រកាប្របសព្វជាមួយអក្ស ័ (x′ox) ្រតង់ (1,0) និង (−3,0) ។
• ចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប និង អក្សអ័រេដាេន (y′oy)

េបី x = 0 េគបាន y = f (0) =
−02 −2(0)+3
02 +3(0)+2

=
3
2

ដូចេនះ ្រកាប្របសព្វជាមួយអក្ស ័ (y′oy) ្រតង់
(

0,
3
2

)
។

• ចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប និង អាសុីមតូតេដក
សមីការអាប់សីុសរវាង្រកាប និង អាសុីមតូតេដក

េគបាន −x2 −2x+3
x2 +3x+2

=−1

−x2 −2x+3 =−x2 −3x−2

x =−5

ដូចេនះ ្រកាប្របសព្វជាមួយអាសីុមតូតេដក្រតង់ x =−5 ។
• ្រកាប
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x

y

−6 −4 −2 2 4 6

−2

2

4

6

x =−1x =−2

y =−1

(C)

(C)
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១៧.៩ លហំាត់
លំហាត់ ២២៦

រក្រគប់អាសីុមតូតៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាមៈ

ក. f (x) =
2x+3
x−1

ខ. f (x) =
x2 +7x+5

3x−2

គ. f (x) =
x2 −5x+8

2x2 +5x−7

ឃ. f (x) =
1− x

3x2 − x+4

ឧទាហរណ៍ ៩៧
សិក�អថិរភាព និង សង់្រកាបៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖

1. f (x) =
6x2 + x+7

x2 −15x+20
2. f (x) =

x2 −9x+14
x2 −15x+50

3. f (x) =
x2 −9
4− x2

ឧទាហរណ៍ ៩៨
សិក�អថិភាព និង សង់្រកាបៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖

1. f (x) =
−x2 − x+1

x+2

2. f (x) =
x2 − x−2

x−1

3. f (x) =
x2 −3x+3

x−1

4. f (x) =
x2 − x+4

x−1
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�� វុចិទ័រក្ន�ងលហំ

ថា្ម ក់ទី
េគាត្តនាម នាម
េភទ 
េលខេរៀង

១៨.១ ត្រមុយក្ន�ងលហំ
និយមន័យ ១៨.១.១ ត្រម�យក្នុងលំហ គឺ្រគបច់តុធាតុ (0,⃗ i, j⃗,⃗k) ែដល 0ជាគលត់្រម�យ និង i⃗, j⃗,⃗kជាវុចិទ័រទីតាងំែដលឋតិេនក្នុងត្រម�យ
ែតមួយ ។

• (x′x) េហថាអក្សអ័ាប់សីុស
• (y′y) េហថាអក្សអ័រេដាេន
• (z′z) េហថាអក្សកូ័ត
• i⃗, j⃗ និង k⃗ េហថាវុចិទ័រឯកតា ។

x

x′

yy′

z

z

−→
i

−→
j

−→
k
O

១៨.២ កូអរេដាេនៃនចណុំចក្ន�ងលហំ
និយមន័យ ១៨.២.១ េនក្នុងត្រម�យ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េបេីគមានចំណុច P(x,y,z)កាលណា−→

OP= x⃗i+y j⃗+ z⃗k ។ ែដល (x,y,z) េហថា
កូអរេដាេនៃនចំណុច P ។

ចំេពាះកូអរេដាេនៃនវុចិទ័រឯកតា៖
• i⃗ = (1,0,0)

• j⃗ = (0,1,0)

• k⃗ = (0,0,1)

x

y

z

0

P(x0,y0,z0)

x0

y0

z0

−→
i

−→
j

−→
k
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ឧទាហរណ៍ ៩៩
ចូរេដចំណុច A,B,C ក្នុងត្រម�យេផ្សងគា្ន ។

១. A(0,2,0) ២. B(3,0,2) ៣. C(−1,2,3)

ដេំណាះ្រសាយ៖ េដចំណុច A,B,C ក្នុងត្រម�យ (O,
−→
i ,

−→
j ,
−→
k )

x

y

z

1
2

1

2

3

1 2

A(0,2,0)
•

x

y

z

1
2

3

1

2

3

1

B(3,0,2)
•

x

x′

y

z

−1

1
2

1

2

3

1 2

C(−1,2,3)
•

■

១៨.៣ កូអរេដាេនវុចិទ័រក្ន�ងលហំនងិណមៃនវុចិទ័រ
េគឲ្យចំណុច A(xA,yA,zA) និង B(xB,yB,zB) េនាះវុចិទ័រ

•

B

A

u⃗• −→AB កំណត់េដា យ −→
BA = (xB − xA,yB − yA,zB − zA)

• −→AB = (xA − xB,yA − yB,zA − zB)

▶ ចមា្ង យពីចំណុច A េទ B កំណត់េដាយ
|−→AB|=

√
(xB − xA)2 +(yB − yA)2 +(zB − zA)2

ឬ |−→BA|=
√
(xA − xB)2 +(yA − yB)2 +(zA − zB)2

ឧទាហរណ៍ ១០០
េគឲ្យពីរចំណុច A(2,1,3) និង B(3,5,2) េនក្នុងត្រម�យ (o,

−→
i ,

−→
j ,
−→
k ) ។ 

ក. រកវុចិទ័រ −→OA,
−→
OB,

−→
AB និង −→

BA ។
ខ. គណនាចមា្ង យ |−→OA|, |−→OB| និង |−→AB| ។

ចេម្លើយ៖
ក. េគបាន −→

OA = (2−0,1−0,3−0) = (2,1,3)
−→
OB = (3−0,5−0,2−0) = (3,5,2)
−→
AB = (3−2,5−1,2−3) = (1,4,−1)
−→
BA = (2−3,1−5,3−1) = (−1,−4,1)

ខ. េគបាន |−→OA|=
√

22 +12 +32 =
√

4+1+9 =
√

14 ឯកតា្របែវង

|−→OB|=
√

32 +52 +22 =
√

9+25+4 =
√

38 ឯកតា្របែវង

|−→AB|=
√
(−1)2 +(−4)2 +12 =

√
1+16+1 =

√
18 = 3

√
2 ឯកតា្របែវង
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១៨.៣.១ លក្ខណៈកូអរេដាេន
ក. េបី P(x,y,z) និង P′(x′,y′,z′)ជាពីរចំណុចៃនលំហ្របកបេដាយត្រម�យ (o,

−→
i ,

−→
j ,
−→
k )។ េគបាន

• P = P′ ⇔ x = x′,y = y′ និង z = z′

• P ̸= P′ ⇔ x ̸= x′,y ̸= y′ និង z ̸= z′

•
−→
P′P មានកូអរេដាេន (x′− x,y′− y,z′− z)

• ចំណុចកណា្ត លៃន
−→
PP′ មានកូអរេដាេន

(
x+ x′

2
,
y+ y′

2
,
z+ z′

2

)
។

ខ. េបី u⃗ = (x,y,z) និង v⃗ = (x′,y′,z′)ជាពីរវុចិទ័រក្នុងលំហ្របកបេដាយត្រម�យ (o,
−→
i ,

−→
j ,
−→
k )។ េគបាន

• u⃗ = v⃗ ⇔ x = x′,y = y′ និង z = z′

• u⃗ ̸= v⃗ ⇔ x ̸= x′,y ̸= y′ និង z ̸= z′

• u⃗− v⃗ = (x− x′,y− y′,z− z′)

• ∀k ∈ R វុចិទ័រ k⃗u = (kx,ky,kz)

• ∀k,k′ ∈ R វុចិទ័រ k⃗u+ k′⃗v = (kx+ k′x′,ky+ ky′,kz+ kz′)

១៨.៤ ផលគុណសា្ក ែលៃនវុចិទ័រ
េបី −→u = (a,b,c) និង −→v = (x,y,z)

េនាះ −→u ·−→v = |−→u |.|−→v |.cosα

ឬ u⃗ · v⃗ = ax+by+ cz

• u⃗ · v⃗ = 0 កាលណា u⃗ ⊥ v⃗
α

u⃗

v⃗

ឧទាហរណ៍ ១០១

at េគឲ្យពីរវុចិទ័រ u⃗ និង v⃗ ែដល |⃗u|=
√

2
2

, |⃗v|=
√

2
2
និង θ = 90◦ ែដល θ ជាមុំែដលផ្គុ ំេឡងីេដាយវុចិទ័រ u⃗ និង v⃗ ។

គណនាផលគុណសា្ក ែលរវាង u⃗ និង v⃗ ។

bt េគឲ្យពីរវុចិទ័រ u⃗ និង v⃗ ែដល |⃗u|=
√

3
2

, |⃗v|=
√

3 និង θ = 120◦ ែដល θ ជាមំុែដលផ្គុេំឡងីេដាយវុចិទ័រ u⃗ និង v⃗ ។
គណនាផលគុណសា្ក ែលរវាង u⃗ និង v⃗ ។

ចេម្លើយ៖
ក. េគបាន u⃗ · v⃗ = |⃗u|.|⃗v|.cosθ

=

√
2

2
×

√
2

2
× cos90◦ ែត cos90◦

= 1×0

= 0

ខ. េគបាន u⃗ · v⃗ = |⃗u|.|⃗v|.cosθ

=

√
3

2
×
√

3× cos120◦ ែតcos120◦ =−1
2

=
3
2
×−1

2

=−3
4
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១៨.៥ សមកីារបនា្ទ ត់ក្ន�ងលហំនងិចមា្ង យពចីណុំចេទបនា្ទ ត់
បនា្ទ ត់ L ្រសបនឹង u⃗ = (a,b,c) និងកាត់តាម P(x0,y0,z0) េនាះ
▶ សមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់ L គឺ
x = x0 +at,y = y0 +bt,z = z0 + ct, t ∈ R

▶ េបី a,b,c ̸= 0 េនាះសមីការឆ្លុះៃនបនា្ទ ត់ L គឺ
x− x0

a
=

y− y0

b
=

z− z0

c

M•

P•
u⃗

(L)

D

ឧទាហរណ៍ ១០២
រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉ត និងសមីការឆ្លុះៃនបនា្ទ ត់ L ែដលកាត់តាមចំណុច A(1,−1,1) េហយី្រសបនិងវុចិទ័រ u⃗ = (1,2,3) ។

ចេម្លើយ៖  រកមីការប៉ារ៉ាែម៉ត និងសមីការឆ្លុះៃនបនា្ទ ត់ L េគមាន ចំណុច A(1,−1,1) និងវុចិទ័រ្របាប់ទិស u⃗ = (1,2,3)

សមីការប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ ត់ L កាត់តាមចំណុច A

គឺ


x = xA +at

y = yA +bt

z = zA + ct

េគបាន


x = 1+ t

y =−1+2t

z = 1+3t

, t ∈ R

សមីការបនា្ទ ត់ឆ្លុះៃនបនា្ទ ត់ L គឺ
x− xA

a
=

y− yA

b
=

z− za

c
េគបាន x−1

1
=

y+1
2

=
z−1

3

ឧទាហរណ៍ ១០៣
រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉ត និងសមីការឆ្លុះៃនបនា្ទ ត់ L ែដលកាត់តាមចំណុច A(

√
2,−1,

√
3) េហយី្រសបនឹងបនា្ទ ត់

M : x = 1+3t,y =−1−3t,z = 2+
1
2

t, t ∈ R ។

ចេម្លើយ៖ រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉ត និងសមីការឆ្លុះៃនបនា្ទ ត់ L មានចំណុច A(
√

2,−1,
√

3) េហយី្រសបនឹងបនា្ទ ត់ M េនាះវុចិទ័រ

្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ L គឺ u⃗L = u⃗M = (3,−3,
1
2
) េគបាន

សមីការប៉ារ៉ាែម៉ត L គឺ


x =

√
2+3t

y =−1−3t

z =
√

3+
1
2

t

, t ∈ R

សមីការឆ្លុះៃនបនា្ទ ត់ L គឺ
x−

√
2

3
=

y+1
−3

= 2(z−
√

3)
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១៨.៦ សមកីារប្លង់នងិចមា្ង យពចីណុំចេទប្លង់

P(x0,y0,z0) ឋតិេនេលីប្លង (α)

និង n⃗ = (a,b,c)ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់
េនាះសមីការប្លង់ (α) :

▶ ទំរង់ស្តង់ដា (α) : a(x− x0)+b(y− y0)+ c(z− z0) = 0

▶ ទំរង់ទូេទ (α) : ax+by+ cz+d = 0

n⃗

•P

(α)

M•

D

▶ ចមា្ង យពី M េទប្លង់ (α) គឺ D = d[M,(α)] =
|−→PM.⃗n|
|⃗n|

ឬ D = d[M,(α)] =
|axM +byM + czM +d|√

a2 +b2 + c2

ឧទាហរណ៍ ១០៤
ក្នុងលំហ្របកបេដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ េគឲ្យពីរចំណុច A(4,3,2) និង B(2,−4,6) ។ ចូរសរេសរសមីការប្លង់ (α)

ែដលកាត់តាមចំណុច A េហយីអរតូកូណាល់នឹងវុចិទ័រ −→AB ។

ចេម្លើយ៖ េដាយ −→
AB = (2−4,−4−3,6−2) = (−2,−7,4)

េគបាន (α) : −2(x−4)−7(y−3)+2(z−2) = 0

−2x+8−7y+21+2z−4 = 0

−2x−7y+2z+25 = 0

ដូចេនះ សមីការប្លង់ (α) : −2x−7y+2z+25 = 0

ឧទាហរណ៍ ១០៥
ក្នុងលំហ្របកបេដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ េគឲ្យចំណុច A(−3,1,2) និងប្លង់ (α) ែដលមានសមីការ 2x−y+ z−2 = 0 ។

ក. កំណត់កូអរេដាេនៃនវុចិទ័រណរម៉ាល់ n⃗ មួយេទនឹងប្លង់ (α) ។ គណនា |⃗n|

ខ. គណនា d[A,(α)] ។

ចេម្លើយ៖

ក. តាង n⃗ = (a,b,c)ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់ៃនប្លង់ (α)

េគបាន ax+by+ cz+d = 2x− y+ z−2

នាឲំ្យ a = 2,b =−1,c = 1 និង d =−2

ដូចេនះ n⃗ = (2,−1,1)

នាឲំ្យ |⃗n|=
√

22 +(−1)2 +12 =
√

4+1+1 =
√

6 ឯកតា្របែវង

២៥៥ Facebook Page: TexBook-School	 016 434 006



Hing Vothy

ខ. េគបាន d[A,(α)] =
|2(−3)− (1)+(2)−2|

|⃗n|

=
|−6−1+2−2|√

6

=
|−7|√

6

=
7×

√
6√

6×
√

6

=
7
√

6
6

ឯកតា្របែវង

១៨.៧ សមកីារែស្វ ៊ នងិចមា្ង យពបី្លង់េទែស្វ ៊

ែស្វ៊មានផ្ចតិ I(a,b,c) និងកាំ R កំណត់េដាយ៖
▶ សមីការស្តង់ដា (x−a)2 +(y−b)2 +(z− c)2 = R2

▶ សមីការទូេទ x2 + y2 + z2 −2ax−2by−2cz+d = 0
I

R

D

α

▶ េបី D = R េនាះប្លង់ α ប៉ះែស្វ៊្រតង់ចំណុចមួយ
▶ េបី D < R េនាះប្លង់ α កាត់ែស្វ៊បានរង្វង់មួយ
▶ េបី D > R េនាះប្លង់ α មិនកាត់ែស្វ៊េទ
ែដល D = d[I,(α)]

ឧទាហរណ៍ ១០៦
សរេសរសមីការស្តង់ដា និងសមីការទូេទៃនែស្វ៊ S ែដលមានផ្ចិត I(1,2,3) និងកាំ R =

√
3 ។

ចេម្លើយ៖ សរេសរសមីការស្តង់ដា និងសមីការទូេទៃនែស្វ៊ S
េគមាន ផ្ចិត I(1,2,3) និងកាំ R =

√
3

េគបាន សមីការស្តង់ដា S : (x−1)2 +(y−2)2 +(z−3)2 = (
√

3)2

x2 −2x+1+ y2 −4y+4+ z2 −6z+9 = 3

សមីការទូេទ S : x2 + y2 + z2 −2x−4y−6z+11 = 0

ឧទាហរណ៍ ១០៧
រកកូអរេដាេនផ្ចិតC និងកាំ r ៃនែស្វ៊ S : x2 + y2 + z2 −2x+2y+4z+2 = 0

ចេម្លើយ៖ រកផ្ចិត I និងកាំ r
េគមាន S : x2 + y2 + z2 −2x+2y+4z+2 = 0

x2 −2x+1+ y2 +2y+1+ z2 +2×2z+4 = 4

(x−1)2 +(y+1)2 +(z+2)2 = 22

∴ I(1,−1,−2) ,r = 2
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ឧទាហរណ៍ ១០៨
រកសមីការស្តង់ដាៃនែស្វ៊ S ែដលមានចំណុច A(1,2,3) និង B(2,−1,−2) ។

ចេម្លើយ៖ រកសមីការស្តង់ដាៃនែស្វ៊ S
េគឲ្យ ចំណុច A(1,2,3) និង B(2,−1,−2)

េនាះផ្ចិត I
(

1+2
2

,
2−1

2
,
3−2

2

)
= I
(

3
2
,
1
2
,
1
2

)
និងកាំ r = 1

2

∣∣∣−→AB
∣∣∣= 1

2

√
(1−2)2 +(2+1)2 +(3+2)2

=
1
2

√
1+9+25 =

√
35
2

េគបានសមីការស្តង់ដាៃនែស្វ៊ S :
(

x− 3
2

)2

+

(
y− 1

2

)2

+

(
z− 1

2

)2

=

(√
35
2

)2
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១៨.៨ លហំាត់
លំហាត់ ២២៧

េគឲ្យបីចំណុច A(−2,3,−1),B(4,−7,5) និងC(3,−6,0) ។
ក. ចូរេដចំណុច A,B និងC ក្នុងត្រម�យែតមួយ។
ខ. សរេសរវុចិទ័រ −→OA,

−→
OB,

−→
OC,

−→
AB,

−→
AC និង −→

OC ជាអនុគមន៍ៃនវុចិទ័រឯកតា −→
i ,

−→
j និង −→

k ។
គ. គណនា្របែវង |−→OA|, |−→OB|, |−→OC|, |−→AB|, |−→AC| និង |−→BC| ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២២៨

ក. ចូរសង់ចំណុច P(2,4,5) និង Q
(
−3

2
,−2,

5
2

)
េនក្នុងត្រម�យ (o,

−→
i ,

−→
j ,
−→
k ) ។

ខ. េគឲ្យបីវុចិទ័រ −→OP = −2
−→
i + 3

−→
j −

−→
k ,

−−→
OM = 4

−→
i − 7

−→
j + 5

−→
k និង −→

OQ = 3
−→
i − 6

−→
j +

−→
OK ។ ចូររក

កូអរេដាេនៃនចំណុច P,M និង Q ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ២២៩
គណនាកេន�មខាងេ្រកាមៈ

ក. 2
(

3⃗a+ b⃗
)
−4
(⃗

a+ 2⃗b
)

ខ. 1
3

(⃗
a+ 2⃗b

)
+

3
2

(⃗
a− b⃗

) គ. 1
3

(⃗
a+ 2⃗b

)
+

1
2

(
−a⃗+ 3⃗b

)
ឃ. 1

5

(⃗
a− 3⃗b

)
− 5

3

(
2⃗a+ b⃗

)
ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២៣០
គណនា x⃗ ជាអនុគមន៍ៃនវុចិទ័រ a⃗ និង b⃗

1. 2 (⃗a+ x⃗)+5
(⃗

x+ b⃗
)
= 0⃗ 2. 5⃗x− 3⃗a = x⃗+

(⃗
a+ b⃗

)
ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២៣១
េគឲ្យ a⃗ = (2,−3,0),⃗b = (−3,2,5) និង c⃗ = (6,0,−3) ។ ចូររកកូអរេដាេនៃនវុចិទ័រ u⃗ និង v⃗ ែដល

ក. u⃗ = 3⃗a− 4⃗b ខ. v⃗ = 2(⃗a+ b⃗)−3(⃗b− 2⃗c)។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ២៣២
េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (o,−→i ,−→j ,−→k ) េគឲ្យបីចំណុច A(0,1,1),B(3,3,4) និងC(5,1,4) ។

ក. កំណត់កូអរេដាេនៃនវុចិទ័រ −→AB,
−→
BC និង −→

CA រចួសរេសរជាអនុគមន៍ៃនវុចិទ័រឯកតា −→
i ,

−→
j និង −→

k ។
ខ. េបីេគយកវុចិទ័រ u⃗ =

−→
AB+2

−→
BC−3

−→
CA ។ កំណត់កូអរេដាេនៃនវុចិទ័រ u⃗ ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២៣៣
េនក្នុងេគាលអរតូណរម៉ាល់ (o,−→i ,−→j ,−→k ) េគឲ្យវុចិទ័រ u⃗ = (x,y,z), v⃗ = (−2,1,3) និង w⃗ = (1,−3,5) ។ កំណតត់ៃម្ល
x,y និង z េដីម្បឲី្យ u⃗ = 2⃗v+3w⃗ ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២៣៤
េគឲ្យ្រតីេកាណសម័ង្ស ABC ែដលមានរងា្វ ស់្រជ�ងេស្មី a ។ គណនាជាអនុគមន៍ៃន a ចំេពាះផលគុណសា្ក ែលដូចខាងេ្រកាមៈ

ក. −→AB ·−→AC ខ. −→AB ·−→BC ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ២៣៥
េគឲ្យពីរវុចិទ័រ u⃗ និង v⃗ េហយី θ ជាមុំផ្គុ ំរវាងវុចិទ័រ u⃗ និង v⃗ ។ គណនាផលគុណសា្ក ែលៃនពីរវុចិទ័រ u⃗ និង v⃗ ក្នុងករណីខាងេ្រកាមៈ

ក. |⃗u|= 2, |⃗v|=
√

2
2
និង θ =

π
4

ខ. |⃗u|=
√

3+2
√

2, |⃗v|=
√

3−2
√

2 និង θ =
3π
4

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២៣៦
េគឲ្យ្រតីេកាណែកងសមបាត ABC មួយែកង្រតង់ B ែដលមានបាត AC = 7cm ។ គណនា −→

AB ·−→AC និង −→
AB ·−→BC ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២៣៧
គណនា |⃗u|, |⃗v|, u⃗ · v⃗ និង cosθ ៃនគូវុចិទ័រខាងេ្រកាមៈ

1. u⃗ = (2,3,−1) និង v⃗ = (1,−2,3) 2. u⃗ = (−1,1,2) និង v⃗ = (−2,3,1)

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ២៣៨
ចូររកផលគុណសា្ក ែលៃនគូវុចិទ័រខាងេ្រកាមៈ

ក. u⃗ = (−2,2,3) និង v⃗ = (4,5,6)

ខ. a⃗ = (1,1,2) និង b⃗ = (2,−1,1)

គ. a⃗ = (1,−1,4) និង b⃗ = (2,1,2)

ឃ. u⃗ = 4
−→
i +3

−→
j −

−→
k និង v⃗ =−2

−→
i +

−→
j +3

−→
k ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២៣៩
ក្នុងត្រម�យ (o,

−→
i ,

−→
j ,
−→
k ) េគឲ្យបីចំណុច A(2,1,0),B(0,2,1) និងC(0,−1,4) ។

ក. គណនាផលគុណសា្ក ែល −→
AB ·−→AC

ខ. គណនាមុំ θ ជាមុំែដលផ្គុ ំេឡងីេដាយ
−→
AB និង −→

AC ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ២៤០
េគឲ្យ u⃗ = (2,−1,4) និង ⃗v = (−4,5,3) ។ កំណត់តៃម្លៃនចំនួនពិត k ែដល u⃗− k⃗v និង ⃗u ែកងគា្ន ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២៤១
េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (o,−→i ,−→j ,−→k ) មួយ េគឲ្យបីចំណុច A(2,5,3),B(3,2,4) និងC(−1,3,0) ។

1. រកវុចិទ័រ −→AB និង −→
AC

2. បងា្ហ ញថាវុចិទ័រ −→AB ែកងនិង −→
AC

3. គណនាៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណ ABC ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ២៤២
េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (o,−→i ,−→j ,−→k ) មួយ េគឲ្យបីចំណុច A(2,−1,4),B(3,−2,5) និងC(−1,6,2) ។

ក. កំណត់កូអរេដាេនៃនវុចិទ័រ −→AB និង −→
AC រចួគណនាផលគុណសា្ក ែលៃន −→

AB និង −→
AC ។

ខ. H ជាចំេណាលែកងៃនចំណុច C េលីវុចិទ័រ −→AB ។ គណនា្របែវង AH និង្របែវង CH រចួទាញរកៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណ
ACH និង្រតីេកាណ ABC ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២៤៣
េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (o,−→i ,−→j ,−→k ) មួយ េគឲ្យបីចំណុច A(2,3,0),B(3,3,3) និងC(1,−1,4) ។

ក. កំណត់កូអរេដាេនៃនចំណុច D េដីម្បឲី្យ ABCD ជា្របេលឡូ្រកាម ។
ខ. គណនាផលគុណសា្ក ែលៃន −→

AB និង −→
AD ។ H ជាចំេណាលែកងៃនចំណុច D េលីវុចិទ័រ −→AB ។ គណនា្របែវង AH ។

គ. គណនា cosθ ែដល θ ជាមុំផ្គុ ំរវាងវុចិទ័រ
−→
AB និង −→

AD រចួទាញរកតៃម្ល sinθ ។
ឃ. គណនា្របែវង DH និងៃផ្ទ្រកឡា្របេលឡូ្រកាម ABCD ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ២៤៤
េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (o,−→i ,−→j ,−→k ) មួយ េគឲ្យពីរចំណុច A(−1,−2,3) និង B(1,3,2) ។

ក. សរេសរសមីការប៉ារ៉ាែម៉ត និងសមីការឆ្លុះៃនបនា្ទ ត់ AB ។
ខ. គណនាចមា្ង យពីចំណុចគល់ O េទបនា្ទ ត់ AB ។
គ. គណនា្របែវង AB រចួទាញរកៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណ OAB ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២៤៥
េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,

−→
i ,

−→
j ,
−→
k ) មួយ េគឲ្យពីរចំណុច A(2,1,−2) និង B(−1,3,2) ។ សរេសរសមីការប៉ារ៉ាែម៉

ត និងសមីការឆ្លុះៃនបនា្ទ ត់ AB ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ២៤៦
ក្នុងលំហ្របកបេដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ េគឲ្យចំណុច A(2,4,5) និងវុចិទ័រ a⃗ = (3,−1,−2) ។ កំណត់សមីការប្លង់ (α)

ែដលកាត់តាម A និងមានវុចិទ័រណរម៉ាល់ a⃗ ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២៤៧
ក្នុងលំហ្របកបេដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ េគឲ្យពីរចំណុច A(3,2,5) និង B(4,−2,1) ។ កំណតស់មីការប្លង់ (α) ែដលកាត់
តាមចំណុច A េហយីអរតូកូណាល់េទនឹងវុចិទ័រ −→AB ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២៤៨
ក្នុងលំហ្របកបេដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ េគឲ្យបីចំណុច A(2,4,5),B(−5,−2,3) និងC(3,−1,−2) ។ កំណតស់មីការ
ប្លង់ (α) ែដលកាត់តាមចំណុចC េហយីអរតូកូណាល់េទនឹងវុចិទ័រ −→AB ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ២៤៩
កំណត់សមីការប្លង់ (α) ែដលកាត់តាមបីចំណុច A(4,0,0),B(2,0,3) និងC(0,−1,4) ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២៥០
ក. ចូររកចមា្ង យពីចំណុច A(3,1,4) េទនឹងប្លង់ (α) : x−2y+2z+3 = 0 ។
ខ. ចូររកចមា្ង យពីចំណុច O(0,0,0) េទនឹងប្លង់ (α) : 3x+2y−4z+5 = 0 ។
គ. ចូររកចមា្ង យពីចំណុច M(2,1,1) េទនឹងប្លង់ (α) : 2x− y+4z−16 = 0 ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២៥១
េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (o,−→i ,−→j ,−→k ) េគមានចំណុច A(2,2,2),B(1,−1,2) និងC(2,0,1) ។

ក. សរេសរសមីការប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ ត់ l កាត់តាមចំណុច A និង B ។
ខ. សរេសរសមីការប្លង់ P កាត់តាមចំណុច C េហយីមានវុចិទ័រណរម៉ាល់ n⃗ = (1,2,3) ។ ទាញរកចមា្ង យពីចំណុច B េទ
ប្លង់ P ។

គ. បនា្ទ ត់ l ្របសព្វប្លង់ P ្រតង់ D ។ កំណត់កូអរេដាេនៃនចំណុច D ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ២៥២
រកសមីការែស្វ៊រខាងេ្រកាមៈ

ក. ែដលមានផ្ចិត្រតង់ (1,−2,−3) និងមានកាេំស្មី 5 ។
ខ. ែដលមានផ្ចិត្រតង់ (4,−2,3) េហយីប៉ះេទនឹងប្លង់ (xoy) ។
គ. ែដលមានផ្ចិត្រតង់ (2,−3,5) េហយីប៉ះេទនិងប្លង់ (yoz) ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២៥៣
រកសមីការែស្វ៊រ រចួកំណត់ផ្ចិត និងកាៃំនែស្វ៊រនីមួយៗខាងេ្រកាមៈ

ក. x2 + y2 + z2 +18x−10z+91 = 0 ខ. 9x2 +9y2 +9z2 −6x+18y+1 = 0

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ២៥៤
េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (o,−→i ,−→j ,−→k ) មួយ េគឲ្យចំណុច A(−2,1,5) និង B(4,−3,−1) ។ រកសមីការែស្វ៊រែដល
មានអង្កត់ផ្ចិត [AB] ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២៥៥
េគឲ្យចំណុច A(0,3,0),B(0,1,−2) និងC(2,3,−2) ។

ក. េតី្រតីេកាណ ABC ជា្របេភទ្រតីេកាណអ្វី?
ខ. រកសមីការែស្វ៊រ ែដលកាត់តាមចំណុច A,B,C និង 0 ជាគល់ត្រម�យ។

ចេម្លើយ �

លំហាត់ ២៥៦
ែស្វ៊រមួយមានផ្ចិត (3,7,4) និងកាេំស្មី 5 េហយី្របសព្វជាមួយប្លង់ (xoy) និង (yoz)បានរង្វង់ពីរ។ រកផ្ចិត និងកាៃំនរង្វង់និមួយៗ
េនាះ។

ចេម្លើយ �
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លំហាត់ ២៥៧
េនក្នុងត្រម�យអរតូអរម៉ាល់ (o,

−→
i ,

−→
j ,
−→
k ) េគមានចំណុច A(2,0,0),B(0,3,0) និងC(0,0,4) ។

ក. សរេសរសមីការប្លង់ ABC រចួទាញរកចមា្ង យពីចំណុចគល់ O មកប្លង់ ABC ។
ខ. គណនាៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណ ABC រចួទាញរកមាឌចតុមុខ OABC ។
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លំហាត់ ២៥៨
េនក្នុងត្រម�យអរតូអរម៉ាល់ (o,

−→
i ,

−→
j ,
−→
k ) េគមានចំណុច A(2,2,6),B(2+2

√
2,0,4) និងC(2+2

√
2,4,4) ។

ក. គណនាផលគុណសា្ក ែល −→
AB ·−→AC ។

ខ. គណនា AB,AC និងមំុ ∠BAC ។ ទាញបញ្ជ ក់្របេភទៃន្រតីេកាណ ABC ។
គ. សរេសរសមីការឆ្លុះៃនបនា្ទ ត់ d ែដលកាត់តាមចំណុច A និង B ។
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