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ែផនក
� ស�� ីតចនួំនពតិ

១១១
៛១.១ សញញ ណៃនស�� ីត

េគមនអនុគមន៍ f (x) = 2x+1 េបីយកតៃម� x = 1,2,3,4, · · ·

េនះេគបន ចំេពះ x = 1 េនះ f (1) = 2(1)+1 = 3

ចំេពះ x = 2 េនះ f (2) = 2(2)+1 = 5

ចំេពះ x = 3 េនះ f (3) = 2(3)+1 = 7

ចំេពះ x = 4 េនះ f (4) = 2(4)+1 = 9

េបីេគតេ�ម�បចំនួនខងេលី�មលំ�ប់
េគបន f (1), f (2), f (3), f (4), · · ·ឬ 3,5,7,9, · · ·ករតេ�ម�បែបបេនះេ�ថ ស�ុីតចំនួនពិត

៛១.២ នយិមន័យ

និយមន័យ ១.២.១ ស�ុ ីតចំនួនពិត គឺជអនុគមន៍េលខែដលកំណត់ពីសំណំុ N េទសំណំុ R

N= {1,2,3,4, · · ·} េ�ថសំណំុចំនួនគត់ធមមជតិ
R= (−∞,+∞) េ�ថសំណំុចំនួនពិត

f :N−→ R

n 7−→ f (n) = un

1 Tel: 016 434 006
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ឧទហរណ៍ ១
េគមនអនុគមន៍ f :N−→ R

n 7−→ f (n) = 3n−1

េគសេងកតេឃញីថ
េបី n = 1 េនះ f (1) = 3×1−1 = 2

េបី n = 2 េនះ f (2) = 3×2−1 = 5

េបី n = 3 េនះ f (3) = 3×3−1 = 8

េបី n = 4 េនះ f (4) = 3×4−1 = 11

............................................................
េគបនចំនួនេរ�ប�មលំ�ប់ 2,5,8,11, · · · បេងកីតបនជស�ុ ីតចំនួនពិត។

ជទូេទ ១.២.២ េគ�ងស�ុ ីតេ�យ {un}n∈N : u1,u2,u3, · · · ,un, · · ·

ឬ (un)n∈N : u1,u2,u3, · · · ,un, · · ·

ែដល u1 ជតួទី 1 u2 ជតួទី 2 u3 ជតួទី 3 un ជតួទី n ។
េបី (un)n=0,1,2,··· : u0,u1,u2, · · · ,un, · · · ឬ {un}n=0,1,2,··· : u0,u1,u2, · · · ,un, · · ·

ែដល u0 ជតួទី 1 u1 ជតួទី 2 u2 ជតួទី 3 un ជតួទី n+1

សម
គល
់ ស�ុ ីតែដលមនចំនួនតួ�ប់អស់េ�ថ ស�ុីត�ប់អស់ ឬ ស�ុីតកំណត់ ។

ស�ុ ីតែដលមនចំនួនតួ�ប់មិនអស់េ�ថ ស�ុីតអនន�តួ ឬ ស�ុីតមិនកំណត់ ។

ឧទហរណ៍ ២
ស�ុ ីតចំនួនគត់េសស 1,3,5,7, · · · ជស�ុ ីតអនន�តួ ។
ស�ុ ីត 1,3,5,7,9,11 ជស�ុ ីត�ប់អស់ ។
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៛១.៣ តួទី n ៃនស�� ីត

េគមនស�ុ ីត 2,4,6,8,10, · · · ។
េ�យ តួទី១ គឺ u1 = 2 = 2×1

តួទី២ គឺ u2 = 4 = 2×2

តួទី៣ គឺ u3 = 6 = 2×3

តួទី៤ គឺ u4 = 8 = 2×4

តួទី៥ គឺ u5 = 10 = 2×5

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

តួទីn គឺ un = 2×n = 2n

ឧទហរណ៍ ៣
កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (un) : 1,4,9,16,25, · · · ចំេពះ n = 0,1,2,3, · · · ។

ចេម�យ៖
េគបន u0 = 1 = 12

u1 = 4 = 22

u2 = 9 = 32

u3 = 16 = 42

u4 = 25 = 52

.................

un−1 = n2

ដូចេនះ តួទី n ៃនស�ុ ីតគឺ un−1 = n2

�˪តិបត�ិ ១
េគឱយស�ុ ីត (un) : 1,3,5,7, · · · ចំេពះ n = 0,1,2,3, · · · ។ កំណត់តួទីn ៃនស�ុ ីត
(un) ។
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៛១.៤ អេថរភពៃនស�� ីត

៛១.៤.១ ស�� ីតេកន

េគមនស�ុ ីត (un)n∈N : 1,2,3,4, · · · ។ េគសេងកតេឃញីថ 1 < 2 < 3 < 4 < · · ·

ឬ u1 < u2 < u3 < u4 < · · ·< un < un+1 < · · · េគថ (un) ជស�ុីតេកន ។

និយមន័យ ១.៤.១ េគថស�ុ ីត (un) ជស�ុ ីតេកីនេលី N កល� ∀n ∈ N

េគបន un+1 > un ឬ un < un+1 ។

សម
គល
់

(un)n∈N ជស�ុ ីតេកីនកល� un+1 −un > 0 ឬ un+1

un
> 1 ែដល un > 0 ។

ឧទហរណ៍ ៤
បង� ញថស�ុ ីត (un)n∈N ជស�ុ ីតេកីនែដល un =

2n+1
n+2

ចេម�យ៖
េគមន un =

2n+1
n+2

=⇒ un+1 =
2(n+1)+1
(n+1)+2

=
2n+3
n+3

ផលដក un+1 −un =
2n+3
n+3

− 2n+1
n+2

=
(2n+3)(n+2)− (2n+1)(n+3)

(n+2)(n+3)

=
ZZ2n2 +ZZ4n+ZZ3n+6−ZZ2n2 − An−ZZ6n−3

(n+2)(n+3)

=
3

(n+2)(n+3)
> 0 , ∀n ∈ N

ដូចេនះ ស�ុ ីត (un) ជស�ុ ីតេកីន

∀n ∈ N េនះ n > 0

⇒ n+2 > 0

និង n+3 > 0
ឧទហរណ៍ ៥
បង� ញថស�ុ ីត (un)n∈N ជស�ុ ីតេកីនែដល un =

5n

3
។

ចេម�យ៖
េគមន un =

5n

3
⇒ un+1 =

5n+1

3
=

5n.5
3 am ×an = am+n
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េគបន un+1

un
=

5n+1

3
5n

3

=
ZZ5n.5
A3

× A3
ZZ5n = 5 > 1

េ�យ un+1

un
> 1 េនះ (un)n∈N ជស�ុ ីតេកីន

ដូចេនះ (un) ជស�ុ ីតេកីន

a
b
c
d
=

a
b
× d

c
=

ad
bc

�˪តិបត�ិ ២
បង� ញថស�ុ ីត (un)n∈N ជស�ុ ីតេកីន ែដល un = 2n +3n ។

៛១.៤.២ ស�� ីតចុះ

េគមនស�ុ ីត (un)n∈N : 5,4,3,2, · · · ។ េគសេងកតេឃញីថ 5 > 4 > 3 > 2 > · · ·

ឬ u1 > u2 > u3 > u4 > · · ·> un > un+1 > · · · េគថ (un) ជស�ុីតចុះ ។

និយមន័យ ១.៤.២ េគថស�ុ ីត (un) ជស�ុ ីតចុះេលី N កល� ∀n ∈ N

េគបន un+1 < un ឬ un > un+1 ។

សម
គល
់

(un)n∈N ជស�ុ ីចុះកល� un+1 −un < 0 ឬ un+1

un
< 1 ែដល un > 0 ។

ឧទហរណ៍ ៦

សិក�អេថរភពៃនស�ុ ីត (un)n∈N ែដល un =

(
2
3

)n

។

ចេម�យ៖
េគមន un =

(
2
3

)n

=⇒ un+1 =

(
2
3

)n+1

េនះផលេធ�ប un+1

un
=

(2
3

)n+1(2
3

)n =
Z
ZZ

(2
3

)n
.2

3
Z
ZZ

(2
3

)n =
2
3
< 1 ,n ∈ N

ដូចេនះ ស�ុ ីត (un) ជស�ុ ីតចុះ

�˪តិបត�ិ ៣

បង� ញថស�ុ ីត (un)n∈N ជស�ុ ីតចុះែដល un =
1

2n +3n ។
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៛១.៤.៣ ស�� ីតមូ៉ណូតូន

និយមន័យ ១.៤.៣ េគថស�ុ ីត (un) ជស�ុ ីតម៉ូណូតូន កល��ជស�ុ ីតេកីនជនិចច ឬ ចុះជនិចច

ឧទហរណ៍ ៧
បង� ញថស�ុ ីត (un)n∈N ែដល un = 1− 1

n+1
ជស�ុ ីតម៉ូណូតូន

ចេម�យ៖
េគមន un = 1− 1

n+1
=⇒ un+1 = 1− 1

n+2

េគបន un+1 −un =

(
1− 1

n+2

)
−
(

1− 1
n+1

)
=

1
(n+1)(n+2)

> 0 ,∀n ∈ N

ចំេពះ ∀n ∈ N នឱំយ (un) ជស�ុ ីតេកីន នឱំយស�ុ ីត (un) ជស�ុ ីតម៉ូណូតូន
ដូចេនះ (un) ជស�ុ ីតម៉ូណូតូន

n+1 > 0

n+2 > 0

(n+1)(n+2)> 0

ឧទហរណ៍ ៨
សិក�ភពម៉ូណូតូនៃនស�ុ ីត (un)n∈N ែដល un =

1
n2

ចេម�យ៖
េគមន un =

1
n2 =⇒ un+1 =

1
(n+1)2

េធ�ីផលសង un+1 −un =
1

(n+1)2 −
1
n2

=
n2 − (n+1)2

n2(n+1)2

=
@@n2 −@@n2 −2n−1

n2(n+1)2

=− 2n+1
[n(n+1)]2

< 0 ,∀n ∈ N

ដូចេនះ (un) ជស�ុ ីតចុះ នឱំយ (un) ជស�ុ ីតម៉ូណូតូន

∀n ∈ N េនះ n > 0

⇒ 2n+1 > 0

និង [n(n+1)]2 > 0

2n+1
[n(n+1)]2

> 0
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�˪តិបត�ិ ៤
សិក�ភពម៉ូណូតូនៃនស�ុ ីត (un)n∈N ែដល un =

√
n2 +3n−1 ។

៛១.៥ ស�� ីតទល់

៛១.៥.១ ស�� ីតទល់េល
និយមន័យ ១.៥.១ េគថ (un) ជស�ុ ីតទល់េលី កល� ∃M ∈ R,∀n ∈ N ែដល un ≤ M

ឧទហរណ៍ ៩
េគមនស�ុ ីត (un) : 2,1,0,−1,−2, · · · ។
េគបន u1 = 2 > u2 = 1 > u3 = 0 > u4 =−1 > · · · េគថស�ុ ីតេនះជស�ុ ីតទល់
េលី ែដលមនចំនួន 2 ជេគលេលីៃនស�ុ ីត

ឧទហរណ៍ ១០
បង� ញថស�ុ ីត (un)n∈N ជស�ុ ីតទលេ់លី និងរកេគលេលីៃនស�ុ ីតេនះ ែដល un =

3
5n ។

ចេម�យ៖
េយងីមន un =

3
5n+1 ⇒ un+1 =

3
5n+2

េគបន un+1

un
=

3
5n+2

3
5n+1

=
3

5n+1.5
× 5n+1

3
=

1
5
< 1

នឱំយ (un) ជស�ុ ីតចុះ�គប់ n ∈ N េនះេគបន (un) ជស�ុ ីតទល់េលីែដលមន

u1 =
3

51+1 =
3
25

ជេគលេលីៃនស�ុ ីត

ដូចេនះ (un)n∈N ជស�ុ ីតទល់េលី និងមនេគលេលីេសមី
3
25

�˪តិបត�ិ ៥
បង� ញថ (un)n∈N ជស�ុ ីតទល់េលី ែដល un =

n
(n+1)!

។
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៛១.៥.២ ស�� ីតទល់េ�កម
និយមន័យ ១.៥.២ េគថ (un)ជស�ុ ីតទលេ់�កម កល� ∃m∈R , ∀n∈N ែដល un ≥m

ឧទហរណ៍ ១១
េគមនស�ុ ីត 3,5,7,9,11, · · · ។
េគបន u1 = 3 < u2 = 5 < u3 = 7 < u4 = 9 < · · · េគថស�ុ ីតេនះជស�ុ ីតទល់
េ�កម ែដលមនចំនួន 3 ជេគលេ�កមៃនស�ុ ីត

ឧទហរណ៍ ១២
បង� ញថស�ុ ីត (un)n∈N ជស�ុ ីតទល់េ�កមែដល un =

1
2

n2 +2n−1 ។

ចេម�យ៖
េយងីមន un =

1
2

n2 +2n−1 ⇒ un+1 =
1
2
(n+1)2 +2(n+1)−1

េគបន un+1 −un =
1
2
(n+1)2 +2(n+1)−1− 1

2
n2 −2n+1

=
1
2
(n2 +2n+1)+2n+2− 1

2
n2 −2n

=
S
SS

1
2

n2 +n+
1
2
+2−S

SS

1
2

n2

= n+
5
2
> 0 ,∀n ∈ N

នឱំយ (un)n∈N ជស�ុ ីតេកីនេនះ (un)n∈N ជស�ុ ីតទល់េ�កម

ែដលមន u1 =
1
2
+2−1 =

1
2
+1 =

3
2

ជេគលេ�កមៃនស�ុ ីត

ដូចេនះ (un)n∈N ជស�ុ ីតទល់េ�កម និងមន 3
2

ជេគលេ�កមៃនស�ុ ីត (un)

�˪តិបត�ិ ៦

បង� ញថ (un)n∈N ជស�ុ ីតទល់េ�កម ែដល un =

(
5
3

)n

។
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៛១.៥.៣ ស�� ីតទល់
និយមន័យ ១.៥.៣ េគថស�ុ ីត (un) ជស�ុ ីតទល់ កល��ជស�ុ ីតទលេ់លីផង និង ទលេ់�កម
ផង ∃m,M ∈ R , ∀n ∈ N ែដល m ≤ un ≤ M ។

ឧទហរណ៍ ១៣
េគមនស�ុ ីត (un)n∈N ែដល un =

1
n

។

េគបន (un)n∈N : 1,
1
2
,
1
3
,
1
4
, · · · ។ េគសេងកតេឃញីថ u1 = 1> u2 =

1
2
> u3 =

1
3
> u4 =

1
4
> · · · េគបនចំនួន 1 ជេគលេលីៃនស�ុ ីត និងចំនួន 0 ជេគលេ�កមៃន

ស�ុ ីត េ�ពះ 1
n
−→ 0 កល� n −→+∞ ។

េគបន 0 ≤ un ≤ 1 ។
ដូចេនះ ស�ុ ីត (un) ជស�ុ ីតទល់ ។

1
n

ខិតជិត 0

កល� n កន់ែតធំ

ឧទហរណ៍ ១៤
បង� ញថស�ុ ីត (un)n∈N ជស�ុ ីតទល់ែដល un =

1
3n ។

ចេម�យ៖
េយងីមន un =

1
3n ⇒ un+1 =

1
3n+1 =

1
3n ×3

េ�យ un+1

un
=

1
ZZ3n ×3

×
ZZ3n

1
=

1
3
< 1 នឱំយ (un)n∈N ជស�ុ ីតចុះ

េនះ (un) ជស�ុ ីតទល់េលី ែដល u1 =
1
3

ជេគលេលីៃនស�ុ ីត

មយង៉េទ�ត 1
3n → 0 េពល n →+∞ េនះ (un)n∈N ជស�ុ ីតទលេ់�កម ែដល 0 ជេគលេ�កម

ៃនស�ុ ីត
េ�យ (un)n∈N ជស�ុ ីតទល់េ�កម និងជស�ុ ីតទល់េលី េនះ (un)n∈N

ដូចេនះ ស�ុ ីត (un)n∈N ជស�ុ ីតទល់

�˪តិបត�ិ ៧

េគឱយ un =
n3

n4 +10000
ចំេពះ�គប់ n ∈ N ។ បង� ញថ (un) ជស�ុ ីតទល់ ។
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េហតុេនះេហយីេដីមបឱីយកររកតួរទីn មនភពងយ�ស�លេគក៏បនបេងកីតស�ុ ីតនព�ន� និងស�ុ ីតធរណីម�ត
។ េនកនុងែផនកេនះេយងីនឹងសិក�អំពីស�ុ ីតនព�ន� ។ មុននឹងចូលេទដលក់រកំណតនូ់វនិយមន័យសូម
ពិនិតយេមីលឧទហរណ៍ខងេ�កម៖

ឧទហរណ៍ ១៥
សរេសរបីតួបនទ ប់ៃនស�ុ ីត 1,6,11,16, · · · , · · · , · · ·

ចេម�យ៖
េ�យ u1 = 1

u2 = 6 = 1+5

u3 = 11 = 6+5

u4 = 16 = 11+5

u5 = 16+5 = 21

u6 = 21+5 = 26

ដូចេនះ េគបនបីតួបនទ ប់ៃនស�ុ ីតគឺ 1,6,11,16,21,26,31

េយងីសេងកតេឃញីថ៖
តួទី១ េលីកែលង
តួទី២ បនមកពីតួទី១ បូកនឹង 5
តទីួ៣ បនមកពីតទីួ២ បូកនឹង 5
តួទី៤ បនមកពីតួទី៣ បូកនឹង 5
............................................
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៛២.១ នយិមន័យៃនស�� ីតនព�ន�

និយមន័យ២.១.១ ស�ុីតនព�ន� គឺជស�ុ ីតៃនចំនួនពិតែដលតនីួមួយៗ េ�កពតីទីួមួយ េសមតីមុួនបនទ ប់

បូកនឹងចំនួនេថរ d    មួយ ែដល d េ�ថ ផលសងរួម

�មនិយមន័យខងេលី
េគបន u2 = u1 +d ⇒ d = u2 −u1

u3 = u2 +d ⇒ d = u3 −u1

u4 = u3 +d ⇒ d = u4 −u3

u5 = u4 +d ⇒ d = u5 −u4

...........................................

un = un−1 +d ⇒ d = un −un−1

នឱំយ d = un −un−1 = · · ·= u4 −u3 = u3 −u2 = u2 −u1

ជទូេទ ២.១.២ ផលសងរួម ៃនស�ុ ីតនព�ន�
d = un −un−1 = · · ·= u4 −u3 = u3 −u2 = u2 −u1

ឧទហរណ៍ ១៦
ចូរកំណត់ផលសងរមួៃនស�ុ ីតនព�ន� 2,−1,−4, · · · ។

ចេម�យ៖
�ង u1 = 2,u2 =−1

េគបន d = u2 −u1

=−1−2

=−3

ដូចេនះ ផលសងរមួៃនស�ុ ីតគឺ d =−3
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ឧទហរណ៍ ១៧
បង� ញថស�ុ ីត (un)n∈N ជស�ុ ីតនព�ន� េ�យ un =

1
2

n+1

ចេម�យ៖
េយងីមន un =

1
2

n+1

នឱំយ un+1 =
1
2
(n+1)+1

េគបន un+1 −un =
1
2
(n+1)+ A1−

1
2

n− A1

=
A
AA

1
2

n+
1
2
− A

AA

1
2

n

=
1
2

នឱំយ d =
1
2

ជចំនួនេថរ
ដូចេនះ (un)n∈N ជស�ុ ីតនព�ន�

េបីេធ�ីផលសងរ�ង un+1 និង
un បនលទធផលជអនុគមន៍
ៃន n េនះមនន័យថ (un)

មិនែមនជស�ុ ីតនព�ន�

�˪តិបត�ិ ៨

១. កំណត់ផលសងរមួៃនស�ុ ីតនពធន� 1, 1
2
,0,−1

2
, · · ·

២. បង� ញថស�ុ ីត (un)n∈N ជស�ុ ីតនពធន� ែដល un =
3
4

n−3
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៛២.២ តួទី n ៃនស�� ីតនព�ន�

េបី (un) ជស�ុ ីតនព�ន�ែដលមនតួទី១ គឺ u1 តួទីn គឺ un េហយីផលសងរមួ d ។
េគបន u2 = u1 +d = u1 +(2−1)d

u3 = u2 +d = u1 +d +d = u1 +2d = u1 +(3−1)d

u4 = u3 +d = u1 +2d +d = u1 +3d = u1 +(4−1)d

u5 = u4 +d = u1 +3d +d = u1 +4d = u1 +(5−1)d

.................................................................................

un−1 = u1 +(n−2)d

un = u1 +(n−1)d , (n ∈ N)

ជទូេទ ២.២.១ តួទី n ៃនស�ុ ីតគឺ un = u1 +(n−1)d ឬ un = up +(n− p)d

ឧទហរណ៍ ១៨
េគមនស�ុ ីត 4,11,18,25,32, ... ។
១. កំណត់តួទីn ៃនស�ុ ីត ។ ២. គណនតួទី12 ។
៣. េតីចំនួន 602 ជតួទីប៉ុនម នៃនស�ុ ីត ? ៤. េតីចំនួន 711 ជតួទីប៉ុនម នៃនស�ុ ីត ?

ចេម�យ៖
១. �ង u1 = 4,u2 = 11,u3 = 18

េ�យ d = u2 −u1 = u3 −u2

= 11−4 = 18−11

= 7

េគបន un = u1 +(n−1)d

= 4+(n−1)7

= 4+7n−7

= 7n−3

14 Tel: 016 434 006



HING Vothy

ដូចេនះ តួទី n ៃនស�ុ ីតគឺ un = 7n−3

២. គណន u12 = 7×12−3 = 84−3 = 81

ដូចេនះ តួទី12 គឺ u12 = 81

៣. �ង un = 602 េគបន un = 7n−3

602 = 7n−3

605 = 7n

86.4 = n

េ�យ n /∈ N េនះចំនួន 602 មិនែម៉នជតួៃនស�ុ ីតនព�ន�េទ ។
៤. �ង un = 711 េគបន 7n−3 =711

7n =714

n =102

ដូចេនះ ចំនួន 711 ជតួទី 102 ៃនស�ុ ីត

ឧទហរណ៍ ១៩
កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីតនព�ន� ែដល u7 = 79 និង u12 = 64 ។

ចេម�យ៖
េយងីមន u7 = 79,u12 = 64 �មរូបមន� un = u1 +(n−1)d

u7 = u1 +6d = 79 (1)

u12 = u1 +11d = 64 (2)

យក (1)-(2): −5d = 15 ⇒ d =
15
−5

=−3

ជំនួសចូល (1): u1 +6(−3) = 79 ⇒ u1 = 97

េគបន un = u1 +(n−1)d

= 97−3(n−1) = 97−3n+3 = 100−3n

ដូចេនះ តួទី n ៃនស�ុ ីតគឺ un = 100−3n
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សម

គល
់ េបី (un) ជស�ុ ីតនព�ន�ែដលមនតួទី១គឺ u0 និងមនផលសងរមួ d េនះេគបនតួទី n គឺ

un−1 = u0 +(n−1)d នឱំយតួទី n+1 គឺ un = u0 +nd (3)

ឧទហរណ៍ ២០
េគឱយស�ុ ីតនព�ន�មួយែដលមន u0 = 3,u1 = 7 និង u2 = 11 ។ កំណត់តួទី7 និង u7

ចេម�យ៖
េយងីមន u0 = 3,u1 = 7 ⇒ d = u1 −u0 = 7−3 = 4

េគបន un = u0 +nd = 3+4n

នឱំយ តួទី 7 គឺ u6 = 3+4(6) = 27

u7 = 3+4(7) = 31

ដូចេនះ តួទី7 គឺ u6 = 27 និង u7 = 31

�˪តិបត�ិ ៩

េគឱយស�ុ ីតនព�ន�មួយែដលមន u1 = 1,u2 =
5
2

និង u3 = 4 ។ កំណត់តួទី9 និង u13
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៛២.៣ ផលបូកតួេនេសម ចមង យពតួីចុងៃនស�� ីតនព�ន�

េគមនស�ុ ីតនព�ន� u1,u2,u3,u4,u5,u6 ។ u1 និង u6 េ�ថតចុួង ។ u2 និង u5 េហយី u3

និង u4 េ�ថតួេនេសមីចមង យពីតួចុង ។
�មរូបមន� un = u1 +(n−1)d

េគបន u1 +u6 = u1 +u1 +5d = 2u1 +5d

u2 +u5 = u1 +d +u1 +4d = 2u1 +5d

u3 +u4 = u1 +2d +u1 +3d = 2u1 +5d

នឱំយ u1 +u6 = u2 +u5 = u3 +u4

ជទូេទ ២.៣.១ េបីេគមនស�ុ ីតនព�ន� u1,u2,u3, ...,up, ...,un−(p−1), ...,un−2,un−1,un

ផលបូកតួចុងេសមី និងផលបូកតួេសមីចមង យពីតួចុង ។
េគបន៖

u1 +un = u2 +un−1 = · · ·= up +un−(p−1) = · · · (4)

សម
គល
់

េបី a,b,c ជបីតួៃនស�ុ ីតនព�ន� េគបន 2b = a+ c ,(b េ�ថមធយមនព�ន�ៃន a និង c)

ឧទហរណ៍ ២១
កំណត់តៃម� x េដីមបឱីយ 2,2x+1,16 ជស�ុ ីតនព�ន�

ចេម�យ៖
2,2x+1,16 ជស�ុ ីតនព�ន� េគបន 2(2x+1) = 2+16

⇔ 2x+1 = 9

⇔ 2x = 8

⇔ x = 4
ដូចេនះ x = 4
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ឧទហរណ៍ ២២
កំណត់តៃម� k េដីមបឱីយ k,12,k2 −6k ជស�ុ ីតនព�ន�

ចេម�យ៖
k,12,k2 −6k ជស�ុ ីតនព�ន�កល� k+ k2 −6k = 2(12)

k2 −5k−24 = 0

k2 +3k−8k−24 = 0

k(k+3)−8(k+3) = 0

(k+3)(k−8) = 0

នឱំយ k+3 = 0 ⇒ k =−3 ឬ k−8 = 0 ⇒ k = 8

ដូចេនះ k =−3 , k = 8

�˪តិបត�ិ ១០

កំណត់តៃម� x េដីមបឱីយបីចំនួន x2 +1,
3
2
,x ជស�ុ ីតនព�ន�
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៛២.៤ ផលបូកៃនស�� ីតនព�ន�

េបី u1 ជតួទី១ និង d ជផលសងរមួៃនស�ុ ីតេនះេគបនស�ុ ីតនព�ន�

(un) : u1,u2 = u1 +d,u3 = u1 +2d, ...,un = u1 +(n−1)d

�ង Sn = u1 +(u1 +d)+ ...+(un −d)+un (5)

មយង៉េទ�ត Sn = un +(un −d)+ ...+(u1 +d)+u1 (6)

យកសមីករ (5) បូក (6)
េគបន 2Sn = (u1 +un)+(u1 +un)+ ...+(u1 +un)+(u1 +un)︸ ︷︷ ︸

n តួ ៃន u1 +un

2Sn = n(u1 +un)

Sn =
n(u1 +un)

2
ែដល un = u1 +(n−1)d

ជទូេទ ២.៤.១ ផលបូក n តួដំបូងៃនស�ុ ីតនព�ន�

Sn =
n
2
(u1 +un) ឬ Sn =

n
2
[2u1 +(n−1)d] ,n ∈ N

ឧទហរណ៍ ២៣
គណនផលបូក n តួដំបូងៃនស�ុ ីតនព�ន� 2,7,12,17,22, .... ។ រចួគណនផលបូក 25

តួដំបូងៃនស�ុ ីតេនះ ។

ចេម�យ៖
គណន Sn និង S25

េយងីមន u1 = 2,u2 = 7,u3 = 12

នឱំយ d = u2 −u1 = 7−2 = 5

�មទំនក់ទំនង un = u1 +(n−1)d

= 2+(n−1)5

un = 5n−3
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េគបន Sn =
n
2
(u1 +un) =

n
2
(2+5n−3) =

n
2
(5n−1)

នឱំយ S25 =
25
2
(5(25)−1) =

25
2
(125−1) = 25×62 = 1550

ដូចេនះ Sn =
n
2
(5n−1) និង S25 = 1550

ឧទហរណ៍ ២៤
គណនផលបូក (−7)+(−1)+5+11+ ...+77

ចេម�យ៖
យក u1 =−7,u2 =−1,u3 = 5 ⇒ d = u2 −u1 =−1− (−7) = 6

េគបន un = u1 +(n−1)d

=−7+(n−1)6

= 6n−13,un = 77

77 = 6n−13

6n = 90

n = 15

⇒ u15 = 77

េគបន S15 =
15
2
(u1 +u15) =

15
2
(−7+6(15)−13)

= 525
ដូចេនះ (−7)+(−1)+5+11+17+ ...+77 = 525

�˪តិបត�ិ ១១

គឱយស�ុ ីត (un)n∈N គំណត់េ�យ 5
2
,3,

7
2
,4,

9
2
, · · · ។

១. គណនផលសងរមួៃនស�ុ ីត។
២. កំណត់តួទីn ៃនស�ុ ីត (un) ។

៣. េតីចំនួន 15
2

ជតួទីប៉ុនម នៃនស�ុ ីត (un) ។
៤. គណនផលបូក n តួដំបូងៃនស�ុ ីត (un) ។
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ែផនក
� ស�� ីតធរណីម�ត

៣៣៣
េន កនុង េមេរ�ន ទី ២ មិត� អនក�នបន �គ ល់ អំពី ស�ុ ីត ចំនួន ពិត រចួមក េហយី  គឺ � �គន់ ែត ជ ែផនក មួយ ៃន 
ស�ុ ីត ចំនួន ពិត ែត ប៉ុេ�� ះ ។ េនកនុងេមេរ�នេនះេយងីនឹងសិស�អំពីស�ុ ីតធរណីម�តវញិម�ង។ មុននឹង
ឈនេទដល់ករកំណត់នូវនិយមន័យសូមពិនិតយេមីល ឧទហរណ៍ខងេ�កម៖

ឧទហរណ៍ ២៥
រកតួទី៦ និង តួទី៧ ៃនស�ុ ីត 2,4,8,16,24, · · · ។

េ�យ u1 = 2

u2 = 4 = 2×2

u3 = 8 = 4×2

u4 = 16 = 8×2

u5 = 32 = 16×2

u6 = 32×2 = 64

u7 = 64×2 = 128

ដូចេនះ តួទី៦ គឺ u6 = 64 និង តួទី៧ គឺ u7 = 128

េយងីសេងកតេឃញីថ៖
តួទី១ េលីកែលង
តួទី២ បនមកពីតួទី១ គុណនឹង 2
តួទី៣ បនមកពីតួទី២ គុណនឹង 2
តួទី៤ បនមកពីតួទី៣ គុណនឹង 2
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
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៛៣.១ នយិមន័យៃនស�� ីតធរណីម�ត
និយមន័យ ៣.១.១ ស�ុ ីតធរណីម�ត គឺជស�ុ ីតៃនចំនួនពិតែដលតួនីមួយៗ េ�កពីតួទីមួយ េសមីតួ
មុនបនទ ប់ គុណនឹងចំនួនេថរ q  មួយ ែដល q េ�ថផលេធ�បរមួ ឬេរសុង ។

�មនិយមន័យខងេលី េគបន u1

u2 = u1q ⇒ q =
u2

u1

u3 = u2q ⇒ q =
u3

u2

u4 = u3q ⇒ q =
u4

u3

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

un = un−1q ⇒ q =
un

un−1

នឱំយ q =
u2

u1
=

u3

u2
=

u4

u3
= · · ·= un

un−1

ជទូេទ ៣.១.២ ផលេធ�បរមួៃនស�ុ ីតធរណីម�ត q =
u2

u1
=

u3

u2
=

u4

u3
= ...=

un

un−1

ឧទហរណ៍ ២៦
បង� ញថ 1,3,9,27, · · · ជស�ុ ីតធរណីម�ត

ចេម�យ៖
�ង u1 = 1,u2 = 3,u3 = 9,u4 = 27

េ�យ u2

u1
=

3
1
= 3

u3

u2
=

9
3
= 3

u4

u3
=

27
9

= 3

េគបន u2

u1
=

u3

u2
=

u4

u3
= 3 នឱំយផលេធ�បរមួ q = 3

ដូចេនះ 1,3,9,27, · · · ជស�ុ ីតធរណីម�ត
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ឧទហរណ៍ ២៧
េគឱយស�ុ ីត (un)n∈N : un = 7n+1 ។ បង� ញថ (un) ជស�ុ ីតធរណីម�ត

ចេម�យ៖
េយងីមន un = 7n+1 ⇒ un+1 = 7n+1+1 = 7n+1 ×7

េគបន un+1

un
=

7n+1 ×7
7n+1 = 7 ⇒ q = 7

ដូចេនះ (un) ជស�ុ ីតធរណីម�ត

�˪តិបត�ិ ១២
១. េតី 1,2,4,8,16,32, · · · ជស�ុ ីតធរណីម�តឬេទ?

២. បង� ញថ (un)n∈N ជស�ុ ីតធរណីម�ត ែដល un =

(
3
2

)2n

៛៣.២ តួទី n ៃនស�� ីតធរណីម�ត

េគមន (un) ជស�ុ ីតធរណីម�តែដលមនតួទី១ គឺ u1 តួទីn គឺ un េហយីផលេធ�បរមួ q

េគបន u1

u2 = u1q = u1q2−1

u3 = u2q = u1q2 = u1q3−1

u4 = u3q = u1q3 = u1q4−1

u5 = u4q = u1q4 = u1q5−1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

un−1 = u1qn−2

un = u1qn−1 , (n ∈ N)

ជទូេទ ៣.២.១ តួទី n ៃនស�ុ ីតធរណីម�ត un = u1qn−1
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ឧទហរណ៍ ២៨
េគមនស�ុ ីតធរណីម�ត 3,6,12,24,48, · · ·

១. កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត ។
២. គណនតួទី13 ។
៣. េតីចំនួន 1,536 ជតួទីប៉ុនម ន ?

ចេម�យ៖
១. េយងីមន u1 = 3,u2 = 6,u3 = 9 ⇒ q =

u2

u1
=

6
3
= 2

េគបន un = u1qn−1 = 3(2)n−1

ដូចេនះ តួទីn ៃនស�ុ ីតគឺ un = 3(2)n−1

២. គណន u13 = 3(2)13−1 = 3(2)12 = 12,288

ដូចេនះ តួទី13 គឺ u13 = 12,288

៣. �ងចំនួន 1,536 ជតួទីk េគបន uk = 1,536

ែត uk = 3(2)k−1 ⇔ 3(2)k−1 = 1536

⇔ 2k−1 = 512 = 29

⇔ k−1 = 9

⇒ k = 10

ដូចេនះ ចំនួន 1,536 ជតួទី 10 ៃនស�ុ ីតធរណីម�ត

• ចំេពះ a > 0,a 6= 1

ax = ay សមមូល x = y

• ចំេពះ 2k−1 = 29

សមមូល k−1 = 9

សម
គល
់ េបី (un) ជស�ុ ីតធរណីម�តែដលមនតទីួ១គឺ u0 និងមនផលេធ�បរមួ q េនះេគបនតទីួn

គឺ un−1 = u0qn−1 នឱំយតួទី n+1 គឺ un = u0qn

ឧទហរណ៍ ២៩
េគឱយស�ុ ីតធរណីម�តមួយែដលមន u0 = 1,u1 = 5 និង u2 = 25 ។ កំណតត់ទីួ7 និង
u7 ។

ចេម�យ៖
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េគមន u0 = 1,u1 = 5 ⇒ q =
u1

u0
=

5
1
= 5

េគបន un = u0qn = 1(5)n = 5n

តួទី7 គឺ u6 = 56 = 15625 , u7 = 57 = 78125

ដូចេនះ តួទី7 គឺ u6 = 15625 និង u7 = 78125

�˪តិបត�ិ ១៣
េគមនស�ុ ីតធរណីម�ត 2,6,18,54,162,486, · · ·

១. គណនផលេធ�បរមួៃនស�ុ ីត
២. កំណត់តួទីn ៃនស�ុ ីត
៣. គណនតួទី9 ៃនស�ុ ីត
៤. េតីចំនួន 1,458 ជតួទីប៉ុនម នៃនស�ុ ីត?

៛៣.៣ ផលគុណតួេនេសម ចមង យពតួីចុងៃនស�� ីតធរណីម�ត

េគមនស�ុ ីតធរណីម�ត u1,u2,u3,u4,u5,u6 ។ u1 និង u6 េ�ថតួចុង ។ u2 និង u5 េហយី
u3 និង u4 េ�ថតួេនេសមីចមង យពីតួចុង ។ �មរូបមន� un = u1qn−1d

េគបន u1.u6 = u1.u1.q5 = u2
1.q

5

u2.u5 = u1.q.u1.q4 = u2
1.q

5

u3.u4 = u1.q2.u1.q3 = u2
1.q

5

នឱំយ u1.u6 = u2.u5 = u3.u4

េបីេគមនស�ុ ីតនព�ន� u1,u2,u3, ...,up, ...,un−(p+1), ...,un−2,un−1,un

ជទូេទ ៣.៣.១ ផលគុណតួចុងេសមី និងផលគុណតួេសមីចមង យពីតួចុង ។ េគបន៖

u1.un = u2.un−1 = u3.un−2 = · · ·= up.un−(p+1) = · · · (1)

សម
គល
់ េបី a,b,c ជបីតួៃនស�ុ ីតធរណីម�ត េគបន b2 = a.c

(b េ�ថមធយមធរណីម�តៃន a និង c)
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ឧទហរណ៍ ៣០
កំណត់តៃម� x េដីមបឱីយ 2,x+2,32 ជស�ុ ីតធរណីម�ត

ចេម�យ៖
2,x+2,32 ជស�ុ ីតធរណីម�ត
េគបន (x+2)2 = 2(32)⇔ (x+2)2 = 64

⇔
√
(x+2)2 =

√
82

⇔ |x+2|= 8

⇔ x+2 =±8

⇒ x = 8−2 ឬ x =−8−2

⇒ x = 6 ឬ x =−10
ដូចេនះ x = 6 ឬ x =−10

�˪តិបត�ិ ១៤
កំណត់តៃម� x េដីមបឱីយ 1,2x+1,16 ជបីតួៃនស�ុ ីតធរណីម�ត

៛៣.៤ ផលបូកៃនស�� ីតធរណីម�ត

េបី u1 ជតួទី១ និង q ជផលេធ�បរមួៃនស�ុ ីតធរណីម�ត េនះេគ�ង
Sn = u1 +u2 +u3 + · · ·+un−2 +un−1 +un

នឱំយ qSn = qu1 +qu2 +qu3 + ...+qun−2 +qun−1 +qun

qSn = u2 +u3 +u4 + · · ·+un−1 +un +qun

នឱំយ Sn −qSn = qun −u1 = q.u1qn−1 −u1 = u1(qn −1)

សមមូល Sn(q−1) = u1(qn −1)

⇔ Sn =
u1(qn −1)

q−1
,q 6= 1
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ជទូេទ ៣.៤.១ ផលបូក n តដំួបូងៃនស�ុ ីតធរណីម�ត Sn =
u1(qn −1)

q−1
,q 6= 1 និង n ∈N

ឧទហរណ៍ ៣១
គណនផលបូកៃនស�ុ ីត 1,2,4,8,16, · · · ,1024

ចេម�យ៖
�ង u1 = 1,u2 = 2,u3 = 4 ⇒ q =

u2

u1
=

2
1
=

4
2
= 2

េគបន Sn =
u1(qn −1)

q−1

=
1(2n −1)

2−1
= 2n −1

�ង un = 1024 ែដល un = u1qn−1 = 2n−1

េគបន 2n−1 = 1024 ⇔ 2n−1 = 210

⇔ n−1 = 10

⇔ n = 11

⇒ S11 = 211−1

= 211 −1

= 2047
ដូចេនះ 1+2+4+8+16+ · · ·+1024 = 2047

�˪តិបត�ិ ១៥

េគឱយស�ុ ីតធរណីម�ត 2
3
,
4
3
,
8
3
,
16
3
,
32
3
, · · ·

១. គណនផលេធ�បរមួៃនស�ុ ីត
២. គណនតួទី12 ៃនស�ុ ីត
៣. គណនផលបូកnតួដំបូងៃនស�ុ ីត
៤. គណនផលបូក12តួដំបូងៃនស�ុ ីត ។
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៛៣.៥ ស�� ីតធរណីម�តអនន�តួ

ផលបូក n តួដំបូងៃនស�ុ ីតធរណីម�តអនន�តួ Sn =
u1(qn −1)

q−1
=

u1qn

q−1
− u1

q−1
, q 6= 0

េបី |q|< 1 េនះ qn −→ 0 កល� n −→+∞

េគបន S∞ = 0− u1

q−1
=

u1

1−q
កល� n −→+∞ ។

ជទូេទ ៣.៥.១ ផលបូកតួៃនស�ុ ីតធរណីម�តអនន�តួ
u1 +u1q+u1q2 + ...+u1qn−1 + ... ែដល |q|< 1 កំណត់េ�យ S∞ =

u1

1−q

សម
គល
់

េបី |q|> 1 េនះ S∞ មិន�ចកំណត់បន

ឧទហរណ៍ ៣២
គណនផលបូកតួៃនស�ុ ីតធរណីម�តអនន�តួ 1

4
+

1
8
+

1
16

+
1
32

+ · · ·

ចេម�យ៖
�ង u1 =

1
4
,u2 =

1
8

និង q =
u2

u1
=

1
8
1
4

=
1
8
× 4

1
=

1
2

េ�យ |q|< 1

នឱំយ S∞ =
u1

1−q

=

1
4

1− 1
2

=
1
4
×2

=
1
2

ដូចេនះ S∞ =
1
2
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ឧទហរណ៍ ៣៣
សរេសរចំនួនទសភគខួប 1.3 ជចំនួនសនិទនែដលមនទ�មង់ a

b
។

ចេម�យ៖
េគមន 1.3 = 1+0.3+0.03+0.003+ · · · ចប់ពីតួទីពីរេទជផលបូកៃនស�ុ ីតធរណីម�ត

អនន�តួ u1 = 0.3 =
3

10
,u2 = 0.03 =

3
100

នឱំយ q =
u2

u1
=

3
100

3
10

=
1
10

< 1

េគបន S∞ =
u1

1−q
=

3
10

1− 1
10

=
3

10
9

10

=
3

10
× 10

9
=

1
3

ដូចេនះ 1.3 = 1+S∞ = 1+
1
3
=

4
3

ឧទហរណ៍ ៣៤
សរេសរចំនួនទសភគខួប 3.45 ជចំនួនសនិទនែដលមនទ�មង់ a

b
។

ចេម�យ៖
េគមន 3.45 = 3+ 0.45+ 0.0045+ 0.000045+ ... ចប់ពីតួទីពីរេទជផលបូកៃនស�ុ ីត

ធរណីម�តអនន�តួ u1 = 0.45 =
45
100

,u2 = 0.0045 =
45

10000
និង q =

45
10000

× 100
45

=
1

100
< 1

�មរូបមន� S∞ =
u1

1−q
=

45
100

1− 1
100

=
45

100
× 100

99

=
45
99

ដូចេនះ 3.45 = 3+
45
99

=
342
99

=
38
11

=
38
11
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�˪តិបត�ិ ១៦
សរេសរចំនួនទសភគខួបនីមួយៗខងេ�កមជចំនួនសនិទន់

១. 2.7

២. 3.25

៣. 3.463

៤. 14.75
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ែផនក
� ផលបូកៃនស�� ីតេផ�ងៗ

៤៤៤
េយងី បន សិក� រចួមក េហយី អំពី ផល បូកៃន ស�ុ ីត នព�ន� និង ស�ុ ីត ធរណីម�ត បនទ ប់ មក េយងី នឹង សិក�
បែនថមេទេលី ផលបូក ៃន ស�ុ ីត ចំនួន ពិត ែដល មិន ែមន ជ ស�ុ ីត នព�ន�  ឬ ស�ុ ីត ធរណីម�ត វញិ ម�ង ។ េដីមប ី
េ�យ �បិយមិត� ងយ�ស�ល សិក� ខញុ ំ បន យក ទ�មង់ ផលបូក នីមួយៗ មក សិក� ជ ែផនក ៗ  ដូច ខង េ�កម 
េនះ។ ម៉យងវញិេទ�ត េន កនុង ែផនក េនះ គឺ សំខន់ េដីមប ីយក េទ េ�ះ��យ រក តួ ទូេទ ៃន ស�ុ ីត ចំនួន ពិត 
និង ផលបូកn តួ ដំបូង ៃន ស�ុ ីត ចំនួន ពិត ផង ែដរ ។

៛៤.១ នមិតិ�សញញ ផលបូកៃនស�� ីត ∑
េ�យ�រែតករសរេសរផលបូក ៃនស�ុ ីតមនទ�មង់ែវងនិងេធ�ឱីយេយងីចំ�យេពលេ�ចីនេដីមបសីរេសរ
� េហតុដូចេនះេហយីេទីបេគបេងកីតនិមិត�សញញ ផលបូកេដីមបសី�ម�លនូវករសរេសរឱយមនទ�មង់ខ�ី
និងចំ�យេពលតិចជងមុនកនុងករសរេសរ� ។ 

កនុងករសរេសរផលបូក n តួដំបូងៃនស�ុ ីត u1,u2,u3, · · · ,un េគេ�បីនិមិត�សញញ ∑ �នថ

សុិចម៉ ។ េគកំណត់សរេសរេ�យ sn =
n

∑
k=1

uk = u1 + u2 + u3 + · · ·+ un ែដល k យក

តៃម�ពី 1,2,3, · · · ,n ។

31 Tel: 016 434 006



HING Vothy

ឧទហរណ៍ ៣៥

១. 1+2+3+4 =
4

∑
k=1

k ២. 5+6+7 =
7

∑
k=5

k

ពនិតិយលនំគំ�មូខងេ�កម

េគមន
n

∑
k=1

f (k) េគបន

ចំេពះ n = 2 េនះ
2

∑
k=1

f (k) = f (1)+ f (2)

ចំេពះ n = 3 េនះ
3

∑
k=1

f (k) = f (1)+ f (2)+ f (3)

ចំេពះ n = 4 េនះ
4

∑
k=1

f (k) = f (1)+ f (2)+ f (3)+ f (4)

ចំេពះ n = 5 េនះ
5

∑
k=1

f (k) = f (1)+ f (2)+ f (3)+ f (4)+ f (5)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

ចំេពះ n = n−1 េនះ
n−1

∑
k=1

f (k) = f (1)+ f (2)+ f (3)+ f (4)+ · · ·+ f (n−1)

ចំេពះ n = n េនះ
n

∑
k=1

f (k) = f (1)+ f (2)+ f (3)+ f (4)+ f (5)+ · · ·+ f (n)

�មលំនគំ�ម�េយងីសេងកតេឃញីថេដីមបី សរេសរនិមិត�សញញ ∑ បនកល�េគមនអនុគមន៍
េលខ យ៉ងតិចពីរបូកគន ។

សម
គល
់

ចំេពះ n ≥ 2 េគបន
n

∑
k=1

f (k)
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ឧទហរណ៍ ៣៦

១. 1+2+3+ · · ·+n =
n

∑
k=1

k

២. 12 +22 +32 + · · ·+n2 =
n

∑
k=1

k2

៣. 13 +23 +33 + · · ·+n3 =
n

∑
k=1

k3

៤. 11+12+13+ · · ·+n =
n

∑
k=11

k

៥. 72 +82 +92 + · · ·+n2 =
n

∑
k=7

k2

៛៤.១.១ លកខណៈៃនផលបូក
លកខណៈ ១

១.
n

∑
k=1

c = nc

២.
n

∑
k=1

cak = c
n

∑
k=1

ak

៣.
n

∑
k=1

(ak ±bk) =
n

∑
k=1

ak ±
n

∑
k=1

bk

៤.
n

∑
k=1

(ak ±bk)
2 =

n

∑
k=1

a2
k ±2

n

∑
k=1

akbk +
n

∑
k=1

bk
2

■ ស�មយបញជ ក់៖ ១.
n

∑
k=1

c = c+ c+ c+ · · ·+ c+ c

= c(1+1+1+ · · ·+1+1)︸ ︷︷ ︸
nដងេលខ 1

= cn

ដូចេនះ 
n

∑
k=1

c = nc
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២.
n

∑
k=1

cak = ca1 + ca2 + ca3 + · · ·+ can

= c(a1 +a2 +a3 + · · ·+an)

= c
n

∑
k=1

ak

ដូចេនះ 
n

∑
k=1

cak = c
n

∑
k=1

ak

៣.
n

∑
k=1

(ak ±bk) = (a1 ±b1)+(a2 ±b2)+ · · ·+(an ±bn)

= (a1 +a2 + · · ·+an)± (b1 +b2 + · · ·+bn)

ដូចេនះ 
n

∑
k=1

(ak ±bk)
2 =

n

∑
k=1

ak ±
n

∑
k=1

bk

៤.
n

∑
k=1

(ak ±bk)
2 =

n

∑
k=1

(
a2

k ±2akbk +b2
k
)

=
n

∑
k=1

a2
k ±

n

∑
k=1

2akbk +
n

∑
k=1

b2
k

ដូចេនះ
n

∑
k=1

(ak ±bk)
2 =

n

∑
k=1

a2
k ±2

n

∑
k=1

akbk +
n

∑
k=1

bk
2

■

សម
គល
់

ផលគុណ n តួដំបូងៃនស�ុ ីត (an) �ងេ�យ
n

∏
k=1

ak = a1.a2.a3 · · ·an ។
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៛៤.២ ស�� ីតមនទ�មង់
n

∑
k=1

kp

ឧទហរណ៍ ៣៧
គណនផលបូក 1+2+3+ · · ·+n

ចេម�យ៖
�ង Sn = 1+2+3+ · · ·+n    ជផលបូកៃនស�ុ ីតនព�ន�
េគបន Sn = 1+2+3+ · · ·+n−2+n−1+n

Sn = n+n−1+n−2+ · · ·+3+2+1
(+)

2Sn = (n+1)+(n+1)+(n+1)+ · · ·+(n+1)+(n+1)+(n+1)

2Sn = (n+1)(1+1+1+ · · ·+1+1+1︸ ︷︷ ︸
េលខ 1 មន n តួ

)

2Sn = (n+1)n

⇔ Sn =
n(n+1)

2

ដូចេនះ Sn =
n(n+1)

2
វធីិខងេលីេនះគឺេយងីេ�បីបនែតកនុង ករណីផលបូកជផលបូកតួ ៃនស�ុ ីតនព�ន�ែតប៉ុេ�ះ ។

វិធន ១
Sn =

n

∑
k=1

kp = 1p +2p +3p + · · ·+np េដីមបគីណនផលបូកេនះេគ�ត�វ

• េ�បីសមភព (k+1)p+1 − kp+1 , p = 1,2,3, · · · ,n

• េគបន
n

∑
k=1

[
(k+1)p+1 − (k)p+1] ។ ទញរក Sn

េយងីបន��យកនុងឧទហរណ៍ខងេលី ឥឡូវេនះេយងីេ�បី សមភព (k+ 1)p+1 − kp+1

ចំេពះ p = 1 េនះេគបនសមភព (k+1)2−k2 េដីមបគីណនផលបូក 1+2+3+ ....+n

។
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ឧទហរណ៍ ៣៨

គណនផលបូក Sn =
n

∑
k=1

k = 1+2+3+ · · ·+n

ចេម�យ៖
េគមនសមភព (k+1)2 − k2 = 2k+1

n

∑
k=1

[(k+1)2]− k2]

= (@@22 −12)+(@@32 −@@22)+ · · ·+(n+1)2 −@@n2

= (n+1)2 −12

េគបន
n

∑
k=1

[
(k+1)2 − k2]= 2

n

∑
k=1

k+
n

∑
k=1

1

(n+1)2 −12 = 2.Sn +n

(n+1)2 −n−1 = 2.Sn

(n+1)2 − (n+1) = 2.Sn

(n+1)(n+ A1− A1) = 2.Sn

(n+1)n = 2.Sn

n(n+1)
2

= Sn

ដូចេនះ Sn = 1+2+3+ · · ·+n =
n(n+1)

2

n

∑
k=1

cak = c
n

∑
k=1

ak

n

∑
k=1

c = nc

សម
គល
់ n

∑
k=1

k = 1+2+3+ · · ·+n =
n(n+1)

2

ឧទហរណ៍ ៣៩

��យបញជ ក់ថ
n

∑
k=1

[(k+1)p − kp] = (n+1)p −1

■ ស�មយបញជ ក់៖ េយងីមន
n

∑
k=1

[(k+1)p − kp] = (ZZ2p −1p)+(ZZ3p −ZZ2p)+(ZZ4p −ZZ3p)+ · · ·+(n+1)p −ZZnp

=−1p +(n+1)p = (n+1)p −1
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ដូចេនះ
n

∑
k=1

[(k+1)p − kp] = (n+1)p −1 ■

ឧទហរណ៍ ៤០

គណនផលបូក Sn =
n

∑
k=1

k2 = 12 +22 +32 + · · ·+n2

ចេម�យ៖
េគមនសមភព (k+1)3 − k3 = 3k2 +3k+1

េគបន
n

∑
k=1

[
(k+1)3 − k3]= n

∑
k=1

(3k2 +3k+1)

n

∑
k=1

(k+1)3 −
n

∑
k=1

k3 = 3
n

∑
k=1

k2 +3
n

∑
k=1

k+
n

∑
k=1

1

(n+1)3 −1 = 3.Sn +3.
n(n+1)

2
+n

3.Sn = (n+1)3 − (n+1)− 3n(n+1)
2

=
2(n+1)3 −2(n+1)−3n(n+1)

2

6.Sn = (n+1)
(
2(n+1)2 −2−3n

)
= (n+1)(2n2 +4n+2−2−3n)

6.Sn = (n+1)(2n2 +n)

Sn =
n(n+1)(2n+1)

6

ដូចេនះ Sn = 12 +22 +32 + · · ·+n2 =
n(n+1)(2n+1)

6
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ឧទហរណ៍ ៤១
គណនផលបូក Sn = 13 +23 +33 + · · ·+n3

ចេម�យ៖
េគមនសមភព (k+1)4 − k4 = 4k3 +6k2 +4k+1

េគបន
n

∑
k=1

(k+1)4 −
n

∑
k=1

k4 = 4
n

∑
k=1

k3 +6
n

∑
k=1

k2 +4
n

∑
k=1

k+
n

∑
k=1

1

(k+1)4 −1 = 4Sn +6.
n(n+1)(2n+1)

6
+4.

n(n+1)
2

+n

(n+1)4 − (n+1) = 4Sn +n(n+1)(2n+1)+2n(n+1)

4Sn = (n+1)4 − (n+1)−n(n+1)(2n+1)−2n(n+1)

= (n+1)
[
(n+1)3 −1−n(2n+1)−2n

]
= (n+1)(n3 +3n2 +3n+1−1−2n2 −n−2n)

= (n+1)(n3 +n2)

4Sn = n2(n+1)2

Sn =

(
n(n+1)

2

)2

ដូចេនះ Sn = 13 +23 +33 + · · ·+n3 =

[
n(n+1)

2

]2

សម
គល
់

�មឧទហរណខងេលីេគបនរូបមន�ែដល�ត�វចងចំ េដីមបីេ�បីស�មប់គណនផលបូកៃន
ស�ុ ីតេផ�ងៗ ៖

•
n

∑
k=1

k = 1+2+3+ · · ·+n =
n(n+1)

2

•
n

∑
k=1

k2 = 12 +22 +32 + · · ·+n2 =
n(n+1)(2n+1)

6

•
n

∑
k=1

k3 = 13 +23 +33 + · · ·+n3 =

[
n(n+1)

2

]2
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ឧទហរណ៍ ៤២
គណន

១.
20

∑
i=1

2i

២.
20

∑
k=1

k(k+3)

៣.
n

∑
i=1

2i

៤.
n

∑
i=1

(2i−1)

ចេម�យ៖
១.

20

∑
i=1

2i = 2
20

∑
k=1

i = 2.
20(20+1)

2
= 20×21 = 420

២.
20

∑
k=1

k(k+3) =
20

∑
k=1

(k2 +3k) =
20

∑
k=1

k2 +3
20

∑
k=1

k

=
20(20+1)(20×2+1)

6
+3.

20(20+1)
2

= 3500

៣.
n

∑
i=1

2i = 2
n

∑
k=1

i = 2.
n(n+1)

2
= n(n+1)

៤.
n

∑
i=1

(2i−1) = 2
n

∑
k=1

i−
n

∑
i=1

1 = 2.
n(n+1)

2
−n

= n(n+1)−n = n2 + �n− �n

= n2

�˪តិបត�ិ ១៧
គណន

១.
2020

∑
k=0

2021

២.
n

∑
k=1

n(n+1)
2

៣.
n

∑
k=1

(2k2 +3k+5)

៤.
n

∑
j=k

(k−1)3

៥.
n

∑
i=8

(
1
2

i3 +3i−2
)

៦.
2020

∑
i=5

(
i

∑
j=1

j

)
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៛៤.៣ ស�� ីតមនទ�មង់ p+ pp+ ppp+ ...+ ppp...pp ែដល 0 < p ≤ 9

�ង Sn = p+ pp+ ppp+ · · ·+ pp · · · pp︸ ︷︷ ︸
n តួp

, n ∈ N

Sn = p(1+11+111+ · · ·+111 · · ·11︸ ︷︷ ︸
n តួេលខ1

)

9Sn = p(9+99+999+ · · ·+999 · · ·99︸ ︷︷ ︸
n តួេលខ9

)

9
p

Sn = (10−1)+(102 −1)+(103 −1)+ · · ·+(10n −1)

= (10+102 +103 + · · ·+10n)− (1+1+1+ · · ·+1︸ ︷︷ ︸
n តួេលខ 1

)

= 10× 10n −1
10−1

−n

9
p

Sn =
10n+1 −10−9n

9

Sn =
p
(
10n+1 −9n−10

)
81

ឧទហរណ៍ ៤៣
គណនផលបូក Sn = 9+99+999+ · · ·+99 · · ·99︸ ︷︷ ︸

2017 តួ

ចេម�យ៖
េគមន Sn = 9+99+999+ · · ·+99 · · ·99︸ ︷︷ ︸

2017 តួ

េគបន Sn = (10−1)+(102 −1)+(103 −1)+ · · ·+(102017 −1)

= 10+102 +103 + · · ·+102017 − (1+1+1+ · · ·+1︸ ︷︷ ︸
2017 តួ

)

= 10× 102017 −1
10−1

−2017

Sn =
102018 −9(2017)−10

9
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ដូចេនះ Sn =
102018 −18163

9

ឧទហរណ៍ ៤៤
គណនផលបូក Sn = 7+77+777+ · · ·+777 · · ·77︸ ︷︷ ︸

n តួ

ចេម�យ៖
េគមន Sn = 7+77+777+ · · ·+777 · · ·77︸ ︷︷ ︸

n តួ

េគបន Sn = 7(1+11+111+ · · ·+111 · · ·11︸ ︷︷ ︸
n តួ

)

9Sn = 7(9+99+999+ · · ·+999 · · ·99︸ ︷︷ ︸
n តួ

)

9
7

Sn = (10−1)+(102 −1)+(103 −1)+ · · ·+(10n −1)

= (10+102 +103 + · · ·+10n)− (1+1+1+ · · ·+1+1︸ ︷︷ ︸
n តួ

)

= 10× 10n −1
10−1

−n

9
7

Sn =
10n+1 −10−9n

9

Sn =
7
(
10n+1 −9n−10

)
81

ដូចេនះ Sn =
7
(
10n+1 −9n−10

)
81

�˪តិបត�ិ ១៨
គណនផលបូកនីមួយៗខងេ�កម៖
១. 3+33+333+3333+ · · ·+3333 · · ·33︸ ︷︷ ︸

15 តួេលខ 3
២. 3+33+333+3333+ · · ·+3333 · · ·33︸ ︷︷ ︸

50 តួេលខ 3
៣. 333 · · ·33︸ ︷︷ ︸

16 តួេលខ3

+333 · · ·33︸ ︷︷ ︸
17 តួេលខ3

+ · · ·+3333 · · ·33︸ ︷︷ ︸
50 តួេលខ 3
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៛៤.៤ ស�� ីតមនទ�មង់ pq+ pqpq+ pqpqpq+ ...+ pqpqpq...pq

�ង Sn = pq+ pqpq+ pqpqpq+ · · ·+ pqpqpq · · · pqpq︸ ︷︷ ︸
n តួ pq

េគបន Sn = pq

1+101+10101+ · · ·+1010101 · · ·0101︸ ︷︷ ︸
n−1 តួេលខ 01


99Sn = pq

99+9999+999999+ · · ·+999999 · · ·9999︸ ︷︷ ︸
n តួេលខ 99


99
pq

Sn = (102 −1)+(104 −1)+(106 −1)+ · · ·+(102n −1)

= 102 +104 +106 + · · ·+102n − (1+1+1+ · · ·+1+1︸ ︷︷ ︸
n ដងេលខ 1

)

= 100× 100n −1
100−1

−n

99
pq

Sn =
100n+1 −100−99n

99

ដូចេនះ Sn =
pq(100n+1 −99n−100)

992

ឧទហរណ៍ ៤៥
គណនផលបូក Sn = 12+1212+121212+ · · ·+121212 · · ·1212︸ ︷︷ ︸

n តួេលខ 12

ចេម�យ៖
េគមន Sn = 12+1212+121212+ · · ·+121212 · · ·1212︸ ︷︷ ︸

n តួេលខ 12

េគបន Sn = 12

1+101+10101+ · · ·+1010101 · · ·0101︸ ︷︷ ︸
n−1 តួេលខ 01


99Sn = 12

99+9999+999999+ · · ·+999999 · · ·9999︸ ︷︷ ︸
n តួេលខ 99


99
12

Sn = (102 −1)+(104 −1)+(106 −1)+ · · ·+(102n −1)
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99
12

Sn = 102 +104 +106 + · · ·+102n − (1+1+1+ · · ·+1+1︸ ︷︷ ︸
n ដងេលខ 1

)

= 100× 100n −1
100−1

−n

99
12

Sn =
100n+1 −100−99n

99

ដូចេនះ Sn =
12
(
100n+1 −99n−100

)
992

�˪តិបត�ិ ១៩
គណនផលបូកៃនស�ុ ីតនីមួយៗខងេ�កម៖
១. Sn = 15+1515+151515+ · · ·+151515 · · ·1515︸ ︷︷ ︸

n តួេលខ 15
២. Sn = 171717 · · ·17︸ ︷︷ ︸

12 តួេលខ 17

+171717 · · ·17︸ ︷︷ ︸
13 តួេលខ 17

+ · · ·+171717 · · ·1717︸ ︷︷ ︸
2019 តួេលខ 17

៛៤.៥ ស�� ីតែដលមនទ�មង់
n

∑
k=1

1
ak.ak+1

វិធន ២
េគមន Sn =

n

∑
k=1

1
ak.ak+1

=
1

a1a2
+

1
a2a3

+
1

a3a4
+ · · ·+ 1

anan+1

�ង ak+1 −ak = d េថរ d 6= 0 េដីមបគីណនគណនផលបូកេនះ េគ�ត�វ
• បែម�ងតួ 1

akak+1
=

1
d
× ak+1 −ak

akak+1
=

1
d

(
1
ak

− 1
ak+1

)
• យក f (k) =

1
ak

នឱំយ f (k+1) =
1

ak+1

• េធ�ី�បមណវធីិបូក
េគបន

n

∑
k=1

1
ak.ak+1

=
1
d

n

∑
k=1

[ f (k)− f (k+1)]

=
1
d
[ f (1)− f (n+1)]
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ឧទហរណ៍ ៤៦
គណនផលបូក Sn =

1
1.2

+
1

2.3
+

1
3.4

+ · · ·+ 1
n(n+1)

។

ចេម�យ៖
េ�យ (k+1)− k = 1

េ�យ 1
k(k+1)

=
(k+1)− k

k(k+1)

=
k+1

k(k+1)
− k

k(k+1)
1

k(k+1)
=

1
k
− 1

k+1

េគបន
n

∑
k=1

1
k(k+1)

=
n

∑
k=1

(
1
k
− 1

k+1

)
=

(
1− C

CC

1
2

)
+

(
C
CC

1
2
− C

CC

1
3

)
+ · · ·+

(
C
CC

1
n
− 1

n+1

)
= 1− 1

n+1

=
n+ �1− �1

n+1
ដូចេនះ Sn =

n
n+1

�˪តិបត�ិ ២០
គណនផលបូកខងេ�កម៖
១. sn =

1
2.3

+
1

3.4
+

1
4.5

+ · · ·+ 1
(n+1)(n+2)

២. sn =
1

3.5
+

1
5.7

+
1

7.9
+ · · ·+ 1

(2n+1)(2n+3)
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៛៤.៦ ស�� ីតមនទ�មង់ Sn =
n

∑
k=1

1
akak+1ak+2

វិធន ៣
េគមន Sn =

1
a1a2a3

+
1

a2a3a4
+

1
a3a4a5

+ · · ·+ 1
anan+1an+2

�ង ak+2 −ak = d េថរ d 6= 0 េដីមបគីណនគណនផលបូកេនះ េគ�ត�វ
• បែម�ងតួ 1

akak+1ak+2
=

1
d
× ak+2 −ak

akak+1ak+2

=
1
d

(
1

akak+1
− 1

ak+1ak+2

)
• យក f (k) =

1
akak+1

និង f (k+1) =
1

ak+1ak+2

• េធ�ី�បមណវធីិ
េគបន

n

∑
k=1

1
akak+1ak+2

=
1
d

n

∑
k=1

[ f (k)− f (k+1)]

=
1
d

[
n

∑
k=1

f (k)−
n

∑
k=1

f (k+1)

]

=
1
d
[ f (1)− f (n+1)]

ឧទហរណ៍ ៤៧
គណនផលបូក Sn =

1
1.2.3

+
1

2.3.4
+

1
3.4.5

+ · · ·+ 1
n(n+1)(n+2)

ចេម�យ៖
េ�យ (k+2)− k = 2

េយងីមន 1
k(k+1)(k+2)

=
(k+2)− k

2k(k+1)(k+2)

=
1
2

[
1

k(k+1)
− 1

(k+1)(k+2)

]
េគបន

n

∑
k=1

1
k(1+1)(k+2)

=
1
2

n

∑
k=1

[
1

k(k+1)
− 1

(k+1)(k+2)

]
=

1
2

[
1

1.2
− 1

(n+1)(n+2)

]
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ដូចេនះ Sn =
n

∑
k=1

1
n(n+1)(n+2)

=
1
2

[
1
2
− 1

(n+1)(n+2)

]
�˪តិបត�ិ ២១

គណន 1
2.3.4

+
1

3.4.5
+

1
4.5.6

+ · · ·+ 1
(n+1)(n+2)(n+3)

៛៤.៧ ស�� ីតមនទ�មង់
n

∑
k=1

akbk

វិធន ៤
េបី (an) ជស�ុ ីតនព�ន� និង (bn) ជស�ុ ីតធរណីម�ត ។ េដីមបគីណនផលបូក

Sn = a1b1 +a2b2 +a3b3 + · · ·+anbn =
n

∑
k=1

akbk

េគ�ត�វ គណន Sn −qSn រចួទញរក  Sn

ឧទហរណ៍ ៤៨
គណន Sn = 1+2.2+3.22 +4.23 + · · ·+n.2n−1

ចេម�យ៖
េគមន Sn = 1+2.2+3.22 +4.23 + · · ·+n.2n−1

=⇒ 2Sn = 2+2.22 +3.23 +4.24 + · · ·+n.2n

េគបន Sn −2Sn = 1+2+22 +23 + · · ·+2n−1 −n.2n

−Sn = 1× 2n −1
2−1

−n.2n

ដូចេនះ Sn = 1+2n(n−1)

�˪តិបត�ិ ២២
គណនផលបូកនីមួយៗខងេ�កម៖
១. 1.3+3.9+5.27+7.81+ · · ·+(2n−1).3n ។
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ឃ

1 2
34 ក ខ គ

ខ

១
២

៣
៤

៥
៦

៧ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

ែផនក
� កណំត់តួទ ី  n �មផលសងតួៃនស�� ីត

៥៥៥
េយងីបនសិក�រចួមកេហយីអំពីកររកតួទី n ៃនស�ុ ីតចំនួនពិតេ�យស�ុ ីតទងំេនះជស�ុ ីតនព�ន� ឬ
ស�ុ ីតធរណីម�ត ។ កនុងែផនកេនះេយងីនឹងសិក�អំពីកររកតួទី n ៃនស�ុ ីតចំនួនពិតែដលមិនែមនជ
ស�ុ ីតនព�ន� ឬ ស�ុ ីតធរណីម�ត ។

៛៥.០.១ ផលសងតួល�ំប់ទមីយួៃនស�� ីត

េបី (an) : a1,a2,a3, · · · ,an មិនែមនជស�ុ ីតនព�ន� ឬ ធរណីម�ត
�ង (bn) ជស�ុ ីតនព�ន� ឬ ធរណីម�ត កំណត់េ�យ bn = an+1 −an

េគបន b1 =ZZa2 −a1

b2 =ZZa3 −ZZa2

b3 =ZZa4 −ZZa3

· · · · · · · · · · · ·

bn−1 = an −XXXan−1

(+)

b1 +b2 +b3 + · · ·+bn−1 = an −a1

n−1

∑
k=1

bk = an −a1

បូកសមភពចូលគន
រចួស�ម�ល

⇒ an = a1 +
n−1

∑
k=1

bk ,n ≥ 2
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ដូចេនះ តួទី n ៃនស�ុ ីត (an) គឺ an = a1 +
n−1

∑
k=1

bk ចំេពះ n ≥ 2

វិធន ៥
េគឱយស�ុ ីត (an) : a1,a2,a3, · · · ,an �ងស�ុ ីត (bn) ជផលសងលំ�ប់មួយៃនស�ុ ីត
(an) កំណត់េ�យ bn = an+1 −an ។ េគបនស�ុ ីត (bn) : b1,b2,b3, · · · ,bn ។ តួ

ទី n ៃនស�ុ ីត (an) កំណត់េ�យ an = a1 +
n−1

∑
k=1

bk ចំេពះ  n ≥ 2 ។

ឧទហរណ៍ ៤៩
កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (an) : 2,4,8,14,22,32, · · ·

ចេម�យ៖
�ង an ជតទីួ n ៃនស�ុ ីត (an) ។ ស�ុ ីត (bn) ជផលសងលំ�ប1់ៃនស�ុ ីត (an) ែដលកំណតេ់�យ
bn = an+1 − an ។ េគបនស�ុ ីត (bn) : 2,4,6,8, · · · ជស�ុ ីតនព�ន�ែដលមនតួទី1េសមី 2 និង
ផលសងរមួេសមី 2 េនះេគបន bn = 2+2(n−1) = 2n

ចំេពះ n ≥ 2 េគបន an = a1 +
n−1

∑
k=1

bk

= 2+
n−1

∑
k=1

2k

= 2+
2n(n−1)

2

= 2+n2 −n

an = n2 −n+2

ចំេពះ n = 1 េគបន a1 = 12 −1+2 = 2 ពិត
ដូចេនះ (an) មនតួទី n កំណត់េ�យ an = n2 −n+2

�˪តិបត�ិ ២៣

កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (an) : 1,
7
6
,2,

7
2
,
17
3
,
17
2
,2, · · ·
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៛៥.០.២ ផលសងតួល�ំប់ទពីរីៃនស�� ីត

វិធន ៦
េគឱយស�ុ ីត (an) : a1,a2,a3, · · · ,an �ងស�ុ ីត (bn) ជផលសងលំ�ប់មួយៃនស�ុ ីត
(an) កំណត់េ�យ bn = an+1 −an េគបនស�ុ ីត (bn) : b1,b2,b3, · · · ,bn ។

តួទី n ៃនស�ុ ីត (an) កំណត់េ�យ an = a1 +
n−1

∑
k=1

bk ចំេពះ  n ≥ 2

និង�ង cn ជផលសងលំ�ប់មួយៃនស�ុ ីត (bn) ឬ ផលសងលំ�ប់ពីរៃនស�ុ ីត (an)

កំណត់េ�យ cn = bn+1 −bn េគបន (cn) : c1,c2,c3, · · · ,cn ។

តួទី n ៃនស�ុ ីត (bn) កំណត់េ�យ bn = b1 +
n−1

∑
k=1

ck ចំេពះ n ≥ 2 ។

ឧទហរណ៍ ៥០
កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (an) : 4,18,48,100,180,294, · · ·

ចេម�យ៖
�ង an ជតទីួ n ៃនស�ុ ីត (an) ។ ស�ុ ីត (bn) ជផលសងលំ�ប1់ៃនស�ុ ីត (an) ែដលកំណតេ់�យ
bn = an+1 −an ។ េគបនស�ុ ីត (bn) : 14,30,52,80,114, · · ·

�ងស�ុ ីត (cn) ជផលសងលំ�ប1់ៃនស�ុ ីត (bn) ែដលកំណត់េ�យ cn = bn+1 −bn ។
េគបនស�ុ ីត (cn) : 16,22,28,34, · · · ជស�ុ ីតនព�ន�ែដលមនតួទី 1 េសមី 16 និងផលសងរមួេសមី
6 េនះ cn = 16+6(n−1) = 16+6n−6 = 6n+10

ចំេពះ n ≥ 2 េគបន bn = b1 +
n−1

∑
k=1

ck = 14+
n−1

∑
k=1

(6k+10)

= 14+6
n−1

∑
k

k+
n−1

∑
k=1

10

= 14+
6n(n−1)

2
+10(n−1)

= 14+3n2 −3n+10n−10

bn = 3n2 +7n+4
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ចំេពះ n = 1 េគបន b1 = 3.12 +7.1+4 = 14 ពិត នឱំយ bn = 3n2 +7n+4

ចំេពះ n ≥ 2 េគបន an = a1 +
n−1

∑
k=1

bk

= 4+
n−1

∑
k=1

(3k2 +7k+4)

= 4+3
n−1

∑
k

k2 +7
n

∑
k=1

k+
n−1

∑
k=1

4

= 4+
3n(n−1)(2n−1)

6
+

7n(n−1)
2

+4(n−1)

= 4n+
1
2
(n−1)(2n2 −n+7n)

= 4n+(n−1)(n2 +3n)

= 4n+n3 +3n2 −n2 −3n

an = n3 +2n2 +n

ចំេពះ n = 1 េគបន a1 = 13 +2.12 +1 = 4 ពិត
ដូចេនះ ស�ុ ីត (an) មនតួទី n កំណត់េ�យ an = n3 +2n2 +n

�˪តិបត�ិ ២៤
កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (an) : 3,19,53,111,199,323, · · · ។
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ឃ ង
ឃ

1 2
34 ក ខ គ

ខ

១
២

៣
៤

៥
៦

៧ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

ែផនក
� ទនំក់ទនំងតួៃនស�� ីត

៦៦៦
៛៦.១ កណំត់តួទី n េ�យេ�បស�� ីតជនួំយ

េយងីបនសិក�រចួមកេហយីអំពីកររកតួទី n ៃនស�ុ ីតចំនួនពិត។ កនុងេមេរ�នេនះេយងីនឹងរកតួទី n

ៃនទំនក់ទំនងកំេណីនែដលមនទ�មង់ un+1 = a.un + f (n),a 6= 0 ។ េហតុេនះេទីបេគបេងកីត
ស�ុ ីតថមីមួយេទ�តគឺ (rn) មកេធ�ីផលសងរ�ងស�ុ ីត un+1 និង rn+1 ែដលបេងកីតបនជស�ុ ីតនព�ន� ឫ
ស�ុ ីតធរណីម�ត ។ ស�ុ ីត (rn) េ�ថស�ុ ីតជំនួយៃនស�ុ ីត (un) ។

វិធន ៧
េគេ�យស�ុ ីត (un)n∈N ែដលេផទ�ងផទ តទ់ំនក់ទំនង un+1 = a.un+ f (n) េដីមបកីំណត់
តួទី n ៃនស�ុ ីតេគ�ត�វ៖
⋇ ចេំពះ a = 1

• េគមន un+1 = un + f (n) សមមូល un+1 −un = f (n)

• �ង vn = un+1−un = f (n) េនះ (vn) ជផលសងលំ�បទី់១ៃនស�ុ ីត (un)

• ចំេពះ n ≥ 2 េគបន un = u1 +
n−1

∑
k=1

vk ឬ un = u1 +
n−1

∑
k=1

f (k)
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៛៦.១.១ ករណី�គ ល់ទនំក់ទនំងកេំណ ន un+1 = a.un + f (n)

វិធន ៨
េគេ�យស�ុ ីត (un)n∈N ែដលេផទ�ងផទ តទ់ំនក់ទំនង un+1 = a.un+ f (n) េដីមបកីំណត់
តួទី n ៃនស�ុ ីតេគ�ត�វ៖
⋇ ចេំពះ a 6= 1

• រកស�ុ ីត (rn) មនទ�មង់�មអនុគមនៃ៍ន f (n) ែដលេផទ�ផទ តទ់ំនក់ទំនងកំេណីន
ៃនសមីករ rn+1 = a.rn + f (n)

•  េធ�ីផលសង un+1 − rn+1 = a(un − rn) �ងស�ុ ីតជំនួយ vn = un − rn

• (vn) ជស�ុ ីតធរណីម�ត រចួទញរកតួ un  ។

សម
គល
់

េគ�ចរក rn �ម f (n) ចំេពះ a,b,c,A,B,C,α,β ,γ ជចំនួនេថរ
• េបី f (n) = c �ង rn = α

• េបី f (n) = an+b �ង rn = αn+β

• េបី f (n) = an2 +bn+ c �ង rn = αn2 +βn+ γ

• េបី f (n) = an �ង rn = α.an  
• េបី f (n) = (An+B)an �ង rn = (αn+β )an 
• េបី f (n) = (An2 +Bn+C)an �ង rn = (αn2 +βn+ γ)an 

ឧទហរណ៍ ៥១

េគឱយស�ុ ីត (un) មួយកំណត់េ�យ:

u1 = 1

3un+1 = 2un +3
។

កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត ។

ចេម�យ៖
កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត u1 = 1; 3un+1 = 2un +3 ឬ un+1 =

2
3

un +1

�ង rn = α នឱំយ rn+1 = α េ�យ rn េផទ�តផទ ត់ទំនក់ទំនងកំេណីន (un)
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េគបន 3rn+1 = 2rn +3

3α = 2α +3

α = 3

េនះ rn = rn+1 = 3 េធ�ីផលសង un+1 និង rn+1

េគបន un+1 − rn+1 =
2
3

un +1− rn+1

un+1 −3 =
2
3

un +1−3

un+1 −3 =
2
3
(un −3)

�ង

vn = un −3 ⇔ vn+1 = un+1 −3 (1)

េគបន vn+1 =
2
3

vn េ�យ (vn) ជស�ុ ីតធរណីម�តែដលមនតទីួ១ v1 = u1−3 = 1−3 =

−2 និងផលេធ�បរមួ q =
2
3

េនះ vn = v1qn−1 =−2×
(

2
3

)n−1

�ម (1) េគបន un = vn +3 = 3−2
(

2
3

)n−1

ដូចេនះ តួទី n ៃនស�ុ ីតគឺ un = 3−2
(

2
3

)n−1

ឧទហរណ៍ ៥២
កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (un) កំណត់េ�យ u1 = 3 , un+1 = 2un −n+1 ។

ចេម�យ៖
កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (un) កំណត់េ�យ u1 = 3 , un+1 = 2un −n+1

�ងស�ុ ីតជំនួយ (rn) : rn = α.n+β ⇒ rn+1 = α(n+1)+β

េគបន

rn+1 = 2rn −n+1

α(n+1)+β = 2(αn+β )−n+1

n(α −1)+β −α +1 = 0
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េគបន�បព័នធសមីករ

α −1 = 0

β −α +1 = 0
⇒

α = 1

β = 0
⇒ rn = n

⇒ rn+1 = n+1

េធ�ីផលសង un+1 − rn+1 េគបនៈ un+1 − rn+1 = 2un −n+1− (n+1)

un+1 − (n+1) = 2un −2n

= 2(un −n)
�ង

vn = un −n ⇔ vn+1 = un+1 − (n+1) (2)

េគបន vn+1 = 2vn ⇔
vn+1

vn
= 2 ជស�ុ ីតធរណីម�តែដល q = 2,

v1 = u1 −1 = 3−1 = 2 ⇐⇒ vn = v1.qn−1 = 2×2n−1 = 2n

�មសមីករ (2) េគបន 2n = un −n ⇒ un = 2n +n

ដូចេនះ តួទី n ៃនស�ុ ីត (un) គឺ un = 2n +n

ឧទហរណ៍ ៥៣

េគឱយស�ុ ីត (un) :

u1 = 5

un+1 = 3un −2n+2
។ កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (un) ។

ចេម�យ៖
កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត u1 = 5,un+1 = 3un −2n+2

�ងស�ុ ីត (rn) : rn = α.n+β ⇒ rn+1 = α(n+1)+β , (α,β ជចំនូនេថរ )
េគបនៈ rn+1 = 3rn −2n+2

α(n+1)+β = 3(αn+β )−2n+2

αn+α +β = 3αn+3β −2n+2

0 = 2αn+2β −2n+2−α

0 = (α −1)2n+2β −α +2

54 Tel: 016 434 006



HING Vothy

េគបន�បព័នធសមីករ

α −1 = 0

2β −α =−2
⇒


α = 1

β =−1
2

⇒ rn = n− 1
2
⇒ rn+1 = (n+1)− 1

2
េធ�ីផលសង un+1 − rn+1

េគបន un+1 − rn+1 = 3un −2n+2−
[
(n+1)− 1

2

]
un+1 −

[
(n+1)− 1

2

]
= 3un −3n+

3
2

= 3
[

un −
(

n− 1
2

)]
�ង

vn = un −
(

n− 1
2

)
⇔ vn+1 = un+1 −

[
(n+1)− 1

2

]
(3)

េគបន vn+1 = 3vn ⇔
vn+1

vn
= 3 ជស�ុ ីតធរណីម�តែដល

q = 3 , v1 = u1 −
(

1− 1
2

)
= 5− 1

2
=

9
2
=

32

2

⇒ vn = v1.qn−1 =
32

2
×3n−1 =

3n−1+2

2
=

3n+1

2

�មសមីករ (3) េគបន 3n+1

2
= un −

(
n− 1

2

)
⇒ un =

3n+1

2
+

(
n− 1

2

)
ដូចេនះ តួទី n ៃនស�ុ ីត (un) គឺ un =

3n+1

2
+

(
n− 1

2

)
ឧទហរណ៍ ៥៤

េគឱយស�ុ ីត (un)n∈N :

u1 = 5

un+1 = un +n2 +2n+1
។

កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (un)n∈N ។

ចេម�យ៖
កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (un)n∈N
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េយងីមន u1 = 5, un+1 = un +n2 +2n+1 ⇔ un+1 −un = n2 +2n+1

�ង vn = un+1 −un = n2 +2n+1 េនះ (vn) ជផលសងលំ�ប់១ៃន (un)

ចំេពះ n ≥ 2 េគបន un = u1 +
n−1

∑
k=1

vk

= 5+
n−1

∑
k=1

(k2 +2k+1)

= 5+
n−1

∑
k=1

k2 +2
n−1

∑
k=1

k+
n−1

∑
k=1

1

= 5+
n(n−1)(2n−1)

6
+2

n(n−1)
2

+(n−1)

=
1
6
.n(n−1)(2n−1)+n(n−1)+n+4

ដូចេនះ តួទី n ៃនស�ុ ីត (un) គឺ un =
1
6
.n(n−1)(2n−1)+n(n−1)+n+4

ឧទហរណ៍ ៥៥
េគឱយទំនក់ទំនងកំេណីន u1 = 1,un+1 =

2
3

un+2n ។ កំណតត់ទីួ n ៃនស�ុ ីត (un) ។

ចេម�យ៖
កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (un)n∈N

េយងីមន u1 = 1,un+1 =
2
3

un +2n

�ងស�ុ ីត (rn) : rn = α2n ⇒ rn+1 = α2n+1 ែដល α ជចំនួនេថរ

េគបន rn+1 =
2
3
.rn +2n

α2n+1 =
2
3
.α.2n +2n

��2n.2α =��2n
(

2
3
.α +1

)
2α =

2α +3
3

6α = 2α +3

4α = 3 ⇒ α =
3
4
⇒ rn+1 =

3
4
.2n+1
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េគបន un+1 − rn+1 =
2
3
.un +2n − 3

4
.2n+1

un+1 −
3
4
.2n+1 =

2
3
.un +2n − 3

2(A2)
.2n

A2

=
2
3
.un +2n

(
1− 3

2

)
=

2
3
.un −2n.

1
2
× 3

3
× 2

2

un+1 −
3
4
.2n+1 =

2
3

(
un −

3
4
.2n
)

�ង vn = un −
3
4
.2n (∗)

vn+1 = un+1 −
3
4
.2n+1

េនះ vn+1 =
2
3
.vn ⇔

vn+1

vn
=

2
3

េនះ (vn) ជស�ុ ីតធរណីម�តែដលមន

v1 = u1 −
3
4
.2 = 1− 3

2
=

1−3
2

=−1
2

និងផលេធ�បរមួ q =
2
3

េគបន vn = v1.qn−1 =−1
2
.

(
2
3

)n−1

=−2n−2

3n−1

ជំនួសចូលសមីករ (∗) នឱំយ un =
3
4
.2n − 2n−2

3n−1 = 3×2n−2 − 2n−2

3n−1

= 3×2n−2 −3.
(

2
3

)n−2

ដូចេនះ un = 3

[
2n−2 −

(
2
3

)n−2
]

�˪តិបត�ិ ២៥
កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីតនីមួយៗចំេពះទំនក់ទំនងកំេណីនខងេ�កម៖

១.

u1 =−1

un+1 = 2un +7

២.


u1 = 3

un+1 =
1
2

un −n2 +3

៣.


u1 =

1
2

2un+1 = 3un +5n

៤.


u1 =

2
3

un+1 =
3
2

un +(n+1)7n
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៛៦.២ កណំត់តួទូេទៃនទនំក់ទនំង un+1 = f (un)

៛៦.២.១ ករណី�គ ល់ទនំក់ទនំង un+1 =
un +α
un +β

វិធន ៩
េគឱយស�ុ ីត (un)n∈N ែដលេផទ�ងផទ ត់ទំនក់ទំនងកំេណីន

un+1 =
un +α
un +β

(4)

េដីមបកីំណត់តួទីn ៃនស�ុ ីតេគ�ត�វ សមីកសមគ ល់ λ =
λ +α
λ +β

λ (λ +β ) = λ +α

λ 2 +βλ −λ −α = 0

λ 2 +(β −1)λ −α = 0

• ករណី ∆ = [−(β −1)]2 +4α > 0 េនះសមីករមនឫសពីរ

λ1,λ2 =
−(β −1)±

√
∆

2
�ង ស�ុ ីត vn =

un −λ1

un −λ2
ចំេពះ λ1 > λ2

េហយីបង� ញថ (vn) ជស�ុ ីតធរណីម�ត រចួគណន vn ទញរក un ។
• ករណី ∆ = [−(β −1)]2 +4α = 0

េនះសមីករមនឫសឌុប λ =
−(β −1)

2
�ង vn =

1
un −λ

បង� ញថ (vn) ជស�ុ ីតនព�ន� េហយីគណន vn

រចួទញរក un ។

ឧទហរណ៍ ៥៦

េគឱយទំនក់ទំនងកំេណីន


u0 = 1

un+1 =
un +6
un +2

។ កំណត់តួទូេទៃនស�ុ ីត (un)n∈N0 ។

ចេម�យ៖
កំណត់តួេទេទៃនស�ុ ីត (un) ចំេពះ�គប់ n ∈ N0
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េគមន un+1 =
un +6
un +2

មនសមីករសមគ ល់ λ =
λ +6
λ +2

λ (λ +2) = λ +6

λ 2 +2λ −λ −6 = 0

λ 2 +λ −6 = 0

(λ −2)(λ +3) = 0

λ = 2,λ =−3

�ង vn =
un −λ1

un −λ2
ែដល λ1 = 2 > λ2 =−3 នឱំយ vn =

un −2
un +3

(5)

េគបន vn+1 =
un+1 −2
un+1 −3

,un+1 =
un +6
un +2

=

un +6
un +2

−2

un +6
un +2

+3
=

un +6−2un −4
un +2

× un +2
un +6+3un +6

=−1
4
× un −2

un +3
=−1

4
vn

េ�យ (vn) ជស�ុ ីតធរណីម�តែដលមន q =−1
4

និង v0 =
u0 −2
u0 +3

=−1
4

ែដល u0 = 1

នឱំយ vn = v0.qn =−1
4
×
(
−1

4

)n

=

(
−1

4

)n+1

�មសមីករ (5) េគបន
(
−1

4

)n+1

=
un −2
un +3

=
un +3−5

un +3
= 1− 5

un +3(
−1

4

)n+1

−1 =− 5
un +3

un +3 =− 5(
−1

4

)n+1

−1

un =− 5(
−1

4

)n+1 −1
−3

ដូចេនះ តួទូេទៃនស�ុ ីត (un) គឺ un =− 5(
−1

4

)n+1 −1
−3
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ឧទហរណ៍ ៥៧
រកតួទូេទៃនស�ុ ីត (un)n∈N0

ែដលកំណត់េ�យទំនក់ទំនងកំេណីន


u0 = 3

un+1 =
4un −1

4un

។

ចេម�យ៖
កំណត់តួេទេទៃនស�ុ ីត (un) ចំេពះ�គប់ n ∈ N0

េគមន un+1 =
4un −1

4un

មនសមីករសមគ ល់ λ =
4λ −1

4λ
4λ 2 = 4λ −1

4λ 2 −4λ +1 = 0(
λ − 1

2

)2

= 0

λ =
1
2

�ង vn =
1

un −λ
ែដល λ =

1
2

េនះ

េ�ះ��យ�មេដែទមីណង់
េ�យ a = 4,b = 4,c = 1

∆ = b2 −4ac

= 42 −4(4)(1) = 0

នឱំយ x =− b
2a

=− −4
2(4)

=
1
2

vn =
1

un − 1
2

(6)

េគបន vn+1 − vn =
1

un+1 −
1
2

− 1

un −
1
2

=
1

4un −1
4un

− 1
2

− 1

un −
1
2

=
1

4un −1
4un

− 2un

4un

− 1

un −
1
2

=
1

2un −1
4un

− 1

un −
1
2
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vn+1 − vn =
4un

2un −1
− 1

un −
1
2

=
2un

un −
1
2

− 1

un −
1
2

=

2
(

un −
1
2

)
un −

1
2

= 2

េ�យ (vn) ជស�ុ ីតនព�ន�ែដលមន ផលសងរមួ d = 2 និង v0 =
1

u0 −
1
2

=
1

3− 1
2

=
2
5

នឱំយ vn = v0 +nd =
2
5
+2n �មសមីករ (6)

េគបន vn =
1

un − 1
2

2
5
+2n =

1
un − 1

2

un −
1
2
=

1
2n+ 2

5

un =
1

2n+ 2
5

+
1
2

=
1

10n+2
5

+
1
2

ដូចេនះ តួទូេទៃនស�ុ ីត (un) ចំេពះ n ∈ N0 គឺ un =
5

10n+2
+

1
2

�˪តិបត�ិ ២៦
រកតួទូេទៃនស�ុ ីត (un)n∈N កំណត់េ�យទំនក់ទំនងកំេណីននីមួយៗខងេ�កម៖

១.


u1 = 5

un+1 =
un −1
un −2

២.


u1 = 6

un+1 =
7un −6

2un
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៛៦.២.២ ករណី�គ ល់ទនំក់ទនំងកេំណ ន aun+2 +bun+1 + cun = 0

េគេ�យស�ុ ីត (un)n∈N ែដលេផទ�ងផទ ត់ទំនក់ទំនង

aun+2 +bun+1 + cun = 0 (7)

េដីមបកីំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីតេគ�ត�វ៖
សរេសរសមីករ aλ 2 +bλ + c = 0 ែដល ∆ = b2 +4ac ជសមីករសមគ ល់ៃន (7)

វិធន ១០
⋇ រេប�បទ១ី

• េបី ∆ > 0 េនះសមីករសមគ ល់មនឫសពីរជចំនួនពិតគឺ λ1,λ2 =
−b±

√
∆

2a
េគ

បន
un+2 −λ1un+1 = λ2(un+1 −λ1un)

un+2 −λ2un+1 = λ1(un+1 −λ2un)

ឬ


vn+1 = λ2vn

wn+1 = λ1wn

ែដល vn = un+1 −λ1un និង wn = un+1 −λ2un

េ�ះ��យរក vn និង wn េនះេគ�ចរក un បន�មទំនកទំនង vn និង wn

• ករណី ∆ = 0 េនះសមីករមនឫសឌុប λ =
−b
2a

�ង

vn = un+1 −λun (8)

vn+1 = un+2 −λun+1 = pun+1 +qun −λun+1 = (p−λ )un+1 +qun

vn+1 = (p−λ )
(

un+1 +
q

p−λ

)
យក vn = un+1 +

q
p−λ

⇒ vn+1 = (p− λ )vn េនះ (vn) ជស�ុ ីតធរណីម�ត
ែដលមនេរសយុ្ង r = (p−λ ) និងv1 = u2 − rλu1

េគបន vn = (u2 − ru1)(p−λ )n−1

យក (8) ែចកនឹង rn+1 :
vn

rn+1 =
un+1

rn+1 − un

rn

�ង wn =
un

rn ⇒ wn+1 −wn =
vn

rn+1 េគបន (wn) ជស�ុ ីតនព�ន�ែដលមនផល
សងរមួ d =

vn

rn+1 និង w1 =
u1

r
េនះេគ�ចរក wn បន រចួគណន un �មទំ

នកទំនង wn =
un

rn
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ឧទហរណ៍ ៥៨
កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (un)n∈N េ�យទំនក់ទំនងកំេណីន
u1 = 1,u2 = 3,un+2 = 3un+1 −2un ។

ចេម�យ៖
កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (un)n∈N

េគមន u1 = 1,u2 = 3,un+2 = 3un+1 −2un ⇔ un+2 −3un+1 +2un = 0

មនសមីករសមគ ល់ λ 2 −3λ +2 = 0 ,∆ > 0 មនឫសពីរ λ1 = 1 និង λ2 = 2

�ង

vn = un+1 −λ1un = un+1 −un

wn = un+1 −λ2un = un+1 −2un

⇒

vn+1 = un+2 −un+1

wn+1 = un+2 −2un+1

េគបន

vn+1 = λ2vn

wn+1 = λ1wn

⇔

vn+1 = 2vn ,v1 = u2 −u1 = 3−1 = 2

wn+1 = wn ,w1 = u2 −2u1 = 3−2(1) = 1

េ�យ (vn) ជស�ុ ីតធរណីម�តែដលមន q = 2 ⇒ vn = v1.qn−1 = 2.2n−1 = 2n

េគបន

un+1 −un = 2n (9)

និង (wn) ជស�ុ ីតេថរេនះេគបន wn+1 = wn = · · ·= w2 = w1 = 1

េគបន

un+1 −2un = 1 (10)

យកសមីករ (10) ដក (9)
េគបន un+1 −un − (un+1 −2un) = 2n −1

XXXun+1 −un −XXXun+1 +2un = 2n −1

un = 2n −1

ដូចេនះ តួទី n ៃនស�ុ ីត (un)n∈N គឺ un = 2n −1
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ឧទហរណ៍ ៥៩
ស�ុ ីត (un)n∈N កំណត់េ�យទំនក់ទំនងកំេណីន u1 = 0,u2 = 2,

un+2 −5un+1 +6un = 0 ។ កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (un) ។

ចេម�យ៖
កំណត់តួទីn ៃនស�ុ ីត (un)

េគមន u1 = 0,u2 = 2,un+2 −5un+1 +6un = 0

មនសមីករសមគ ល់ λ 2 −5λ +6 = 0 ,∆ > 0 មនឫស λ1 = 2 និង λ2 = 3

�ង

vn = un+1 −2un

wn = un+1 −3un

⇒

vn+1 = un+2 −2un+1

wn+1 = un+2 −3un+1

េគបន

vn+1 = 3vn

wn+1 = 2wn

េ�យ (vn) និង (wn) ជស�ុ ីតធរណីម�ត

a = 1,b =−5,c = 6

∆ = b2 −4ac

= (−5)2 −4(1)(6)

= 25−24 = 1

λ1 =
−b−

√
∆

2a
= 2

λ2 =
−b+

√
∆

2a
= 3

(vn) : q = 3,v1 = u2 −2u1 = 2

⇒ un = v1.qn−1 = 2×3n−1

េគបន

un+1 −2un = 2×3n−1 (11)

(wn) : q = 2,w1 = u2 −3u1 = 2 ⇒ wn = w1.qn−1 = 2×2n−1 = 2n

េគបន

un+1 −3un = 2n (12)

យកសមីករ (11) ដក (12)
េគបន un+1 −2un − (un+1 −3un) = 2×3n−1 −2n

un = 2×3n−1 −2n

ដូចេនះ តួទី n ៃនស�ុ ីត (un)n∈N គឺ un = 2×3n−1 −2n
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ឧទហរណ៍ ៦០
ស�ុ ីត (un)n∈N កំណត់េ�យទំនក់ទំនងកំេណីន
u1 = 1,u2 = 4,un+2 = 6un+1 −9un ។ កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (un) ។

ចេម�យ៖
កំណត់តួទីn ៃនស�ុ ីត (un)

េគមន u1 = 1,u2 = 4,un+2 = 6un+1 −9un ឬ un+2 −6un+1 +9un = 0

សមីករសមគ ល់ λ 2 −6λ +9 = 0 ,∆ = 0 មនឫសឌុប λ1 = λ2 = λ = 3

�ង vn = un+1 −λun = un+1 −3un

vn+1 = un+2 −3un+1

= 6un+1 −9un −3un+1

= 3un+1 −9un

= 3(un+1 −3un)

vn+1 = 3vn

េ�យ (vn) ជស�ុ ីតធរណីម�តែដល q = 3;v1 = u2 −3u1 = 4−3(1) = 1

នឱំយ vn = v1.qn−1 = 3n−1

េគបន

un+1 −3un = 3n−1 (13)

យកសមីករ (13) ែចកនឹង 3n−1

េគបន un+1

3n−1 −3.
un

3n−1 = 1 ឬ un+1

3n−1 −
un

3n−2 = 1

�ង

wn =
un

3n−2 ⇒ wn+1 =
un+1

3n−1 (14)

េគបន wn+1 −wn = 1 េនះ (wn) ជស�ុ ីតនព�ន�ែដល d = 1,w1 =
u1

31−2 =
1

3−1 = 3
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នឱំយ wn = w1 +(n−1)d

= 3+(n−1)1

= n+2

�ម (14) េគបន n+2 =
un

3n−2 ⇒ un = (n+2)3n−2

ដូចេនះ តួទី n ៃនស�ុ ីត (un)n∈N គឺ un = (n+2)3n−2

�˪តិបត�ិ ២៧
រកតួ ទូេទៃនស�ុ ីត (un) ចំេពះ n ∈ N0 កំណត់េ�យទំនក់ទំនងកំេណីននីមួយៗ
ខងេ�កម៖

១.

u0 = 5,u1 = 8

un = 3un−1 −2un−2

២.

u0 = 2,u1 = 8

un = 5un−1 −6un−2

៣.

u0 = 0,u1 = 1

un = 3un−1 −un−2

៤.

u0 = 0,u1 = 1

un = 5un−1 −3un−2

វិធន ១១
⋇ រេប�បទ២ី

សមីករសមគ ល់ λ 2 −aλ −b = 0 (15)

• េបី ∆ 6= 0 េនះសមីករ (15) មនឫសពីរគឺ λ1,λ2 ែដល λ1 6= λ2

ចំេពះ n ∈ N0 េគបនតួទូេទ un = Aλ n
1 +Bλ n

2 ,A,B ∈ R

• េបី ∆ = 0 េនះសមីករ (15) មនឫសឌុបគឺ λ1 = λ2

េគបនតួទូេទ un = (A+nB)λ n ,A,B ∈ R,n ∈ N0
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ឧទហរណ៍ ៦១
កំណត់តួទូេទៃនស�ុ ីត Fibonacci ែដលកំណត់េ�យ f0 = 0, f1 = 1 និង
fn+2 = fn+1 + fn ចំេពះ n ≥ 0 ។

ចេម�យ៖
កំណត់តួទូេទៃនស�ុ ីត Fibonacci

េគមនសមីករសមគ ល់ λ 2 −λ −1 = 0 ,∆ =
√

5 និងមនឫសពីរ λ1,λ2 =
1±

√
5

2

េគបន fn = Aλ n
1 +Bλ n

2 = A

(
1+

√
5

2

)n

+B

(
1−

√
5

2

)n

ចំេពះ f0 = 0 =⇒ f0 = A

(
1+

√
5

2

)0

+B

(
1−

√
5

2

)0

A+B = 0 =⇒ A =−B (16)

ចំេពះ f1 = 1 =⇒ f1 = A

(
1+

√
5

2

)1

+B

(
1−

√
5

2

)1

A

(
1+

√
5

2

)
+B

(
1−

√
5

2

)
= 1 (17)

យកសមីករ (16) ជំនួសចូល (17)

េគបន −B

(
1+

√
5

2

)
+B

(
1−

√
5

2

)
= 1

B
(
−A1−

√
5+ A1−

√
5
)
= 2

B =− 1√
5
=−

√
5

5
=⇒ A =

√
5

5

=⇒ fn =

√
5

5

(
1+

√
5

2

)n

−
√

5
5

(
1−

√
5

2

)n

ដូចេនះ តួទូេទៃនស�ុ ីតគឺ fn =

√
5

5

[(
1+

√
5

2

)n

−

(
1−

√
5

2

)n]
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ឧទហរណ៍ ៦២
រកតួទូេទៃនស�ុ ីត (un) ែដលកំណត់េ�យទំនក់ទំនងកំេណីន
u0 = 0,u1 = sinα និង un+2 = 2cosα.un+1−un ចំេពះ n ≥ 0 និង α 6= nπ

។

ចេម�យ៖
រកតួទូេទៃនស�ុ ីត (un)

មនសមីករសមគ ល់ λ 2 −2cosαλ +1 = 0 ែដល ∆ = (2cosα)2 −4

េនះ λ1,λ2 =
2cosα ±

√
4cos2 α −4
2

= cosα ±
√

cos2 α −1

= cosα ±
√

−sin2 α ,cos2 α −1 =−sin2 α

= cosα ± isinα
េគបន

sin2 α + cos2 α = 1

និង i2 =−1

un = Aλ n
1 +Bλ n

2 = A(cosα + isinα)n +B(cosα − isinα)n (18)

ចំេពះ u0 = 0 =⇒ u0 = A(cosα + isinα)0 +B(cosα − isinα)0

A+B = 0 =⇒ B =−A (19)

ចំេពះ u1 = sinα =⇒ u1 = A(cosα + isinα)1 +B(cosα − isinα)1

A(cosα + isinα)+B(cosα − isinα) = sinα (20)

យកសមីករ (19) ជំនួសចូល (20)
េគបន A(cosα + isinα)−A(cosα − isinα) = sinα

A(cosα + isinα − cosα + isinα)) = sinα ,α 6= 0

A2isinα = sinα

A2i = 1

A =
1
2i

B =− 1
2i
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ជំនួសចូល (18) េគបន un =
1
2i
(cosα + isinα)n − 1

2i
(cosα − isinα)n

=
1
2i
[(cosα + isinα)n − (cosα − isinα)n]

=
1
2i
(cosnα + isinnα − cosnα + isinnα)

= sinnα

ដូចេនះ តួទូេទៃនស�ុ ីតគឺ un = sinnα

ឧទហរណ៍ ៦៣
កំណត់តួទូេទៃនស�ុ ីត (un)n∈N កំណត់េ�យទំនក់ទំនងកំេណីន
u1 = 3,u2 = 27 និង un = 6un−1 −9un−2 ។

ចេម�យ៖
កំណត់តួទូេទៃនស�ុ ីត (un)

េគមនសមីករសមគ ល់ λ 2 = 6λ −9 ⇔ λ 2 −6λ +9 = 0

ែដល ∆ = (−6)2 +4(−9) = 0 េនះសមីករមនឫសឌុប λ1 = λ2 =
6
2
= λ = 3

េគបន

un = (A+nB)λ n = (A+nB)3n (21)

ចំេពះ n = 1 និង u1 = 3 េគបន u1 = (A+B)3 ឬ 3 = (A+B)3

A+B = 1 (22)

ចំេពះ n = 2 និង u2 = 27 េគបន u2 = (A+2B)32 ឬ 27 = (A+2B)9

A+2B = 3 (23)

យកសមីករ (23) ដក (22) A+2B− (A+B) = 3−1

B = 2

A = 1−B

= 1−2 =−1
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ជំនួសចូល (21) េគបន un = (−1+2n)3n = 3n(2n−1)

ដូចេនះ តួទូេទៃនស�ុ ីត (un) គឺ un = 3n(2n−1)

�˪តិបត�ិ ២៨
រកតួទូេទៃនស�ុ ីត (un)n∈N កំណត់េ�យទំនក់ទំនងកំេណីននីមួយៗខងេ�កម៖

១.

u0 = 2,u1 = 7

un = un−1 +2un−2

២.


u0 = 1,u1 = 2

un =
1
2

un−1 +2un−2
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ខ

១
២

៣
៤

៥
៦

៧ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

ែផនក
� វចិរអនុមនរមួគណិតវទិយ

៧៧៧
េយងី ធ� ប់ បន សិក� រចួ មក េហយី អំពី�បេភទស�មយ បញជ ក់ មួយចំនួនេនកនុងេមេរ�នតកកវទិយ ែដល  
បក��យ េទ េលី សំេណី ។ ឥឡូវ េយងីនឹង សិក� េទ េលី ស�មយ បញជ ក់ ថមី មួយេទ�តែដលេគេ�ថ
ស�មយបញជ ក់�មវិធនវិចរអនុមណ រួមគណិតវិទយដូចខងេ�កម៖

និយមន័យ ៧.០.១  េដីមប�ី�យបញជ ក់ថ P(n) ចំេពះ ∀n ∈ N  ជសំេណីពិត េគ�ត�វ៖
• េផទ�ងផទ ត់ថ P(n) ពិត ចំេពះ n = 1

• ឧបមថ P(k) ពិតចំេពះតៃម� n = k

• ��យបញជ ក់ថ P(k) ពិត នឱំយេគបន P(k+1) ពិត ។

ឧទហរណ៍ ៦៤
��យបញជ ក់ថ 1+2+3+ · · ·+n =

n(n+1)
2

ចេម�យ៖
�ងសំេណី P(n) : 1+2+3+ · · ·+n =

n(n+1)
2

ចំេពះ n = 1 េនះ P(1) : 1 =
1(1+1)

2
= 1 ពិត

ឧបមថ P(k) : 1+2+3+ · · ·+ k =
k(k+1)

2
ពិត
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េយងីនឹង��យថ P(k+1) : 1+2+3+ · · ·+ k+(k+1) =
(k+1)(k+2)

2
ពិត

េយងីមន P(k) : 1+2+3+ · · ·+ k =
k(k+1)

2
បូកអងគទងំពីរនឹង k+1

េគបន 1+2+3+ · · ·+ k+(k+1) =
k(k+1)

2
+(k+1)

=
k(k+1)+2(k+1)

2

=
(k+1)(k+2)

2
(មនន័យថ P(k) ពិត)

�មស�មយបញជ ក់េ�យេ�បីវចិរអនុមនរមួគណិតវទិយេគបនសំេណី P(k) ពិត
ដូចេនះ 1+2+3+ · · ·+n =

n(n+1)
2

ឧទហរណ៍ ៦៥
��យបញជ ក់ថ 2n+1 +32n−1 ជពហុគុណៃន 7 ចំេពះ ∀n ∈ N

ចេម�យ៖
ចំេពះ n = 1 េនះ 21+1 +32×1−1 = 22 +3 = 7 ជពហុគុណៃន 7 ពិត
ឧបមថ n = k ពិត គឺ 2k+1 +32k−1 ជពហុគុណៃន 7 ឬ 2k+1 +32k−1 = 7q , q ∈ Z

េយងីនឹង��យពិតដល់ n = k+1 គឺ��យថ 2k+2 +32k+1 ជពហុគុណៃន 7

េយងីមន 2k+2 +32k+1 = 2×2k+1 +32 ×32k−1

= 2×2k+1 +2×32k−1 +7×32k−1

= 2(2k+1 +32k−1)+7×32k−1

= 2(7q)+7×32k−1

= 7(2q+32k−1) = 7p , p = 2q+32k−1 ∈ Z
�មស�មយបញជ ក់េ�យេ�បីវចិរអនុមនរមួគណិតវទិយ

2k+1 +32k−1 = 7q ,q ∈ Z

ដូចេនះ 2n+1 +32n−1 ជពហុគុណៃន 7 ចំេពះ ∀n ∈ N

ឧទហរណ៍ ៦៦

��យបញជ ក់ថ
(

n

∑
i=1

1
i

)(
n

∑
i=1

i

)
≥ n2 ,∀n ∈ N
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ចេម�យ៖
ចំេពះ n = 1 េនះ 1 ≥ 1 ពិត

ឧបមថ n = k ពិត គឺ
(

k

∑
i=1

1
i

)(
k

∑
i=1

i

)
≥ k2

េយងីនឹង��យពិតដល់ n = k+1 គឺ��យថ
(

k+1

∑
i=1

1
i

)(
k+1

∑
i=1

i

)
≥ (k+1)2

េយងីមន
(

k+1

∑
i=1

1
i

)(
k+1

∑
i=1

i

)
≥ (k+1)2

(
k

∑
i=1

1
i
+

1
k+1

)(
k

∑
i=1

i+(k+1)

)
≥ (k+1)2(

k

∑
i=1

1
i

)(
k

∑
i=1

i

)
+(k+1)

k

∑
i=1

1
i
+

1
k+1

k

∑
i=1

i+ A1 ≥ k2 +2k+ A1(
k

∑
i=1

1
i

)(
k

∑
i=1

i

)
+(k+1)

k

∑
i=1

1
i
+

1
XXXk+1

kXXXX(k+1)
2

≥ k2 +2k

(
k

∑
i=1

1
i

)(
k

∑
i=1

i

)
+(k+1)

k

∑
i=1

1
i
+

k
2
≥ k2 +2k (1)

េ�យ
(

k

∑
i=1

1
i

)(
k

∑
i=1

i

)
≥ k2

(
k

∑
i=1

1
i

)
k(k+1)

2
≥ k2

(
k

∑
i=1

1
i

)
(k+1)≥ 2k

នឱំយសមីករ (1) :

(
k

∑
i=1

1
i

)(
k

∑
i=1

i

)
+(k+1)

k

∑
i=1

1
i
+

k
2
≥ k2 +2k

k2 +2k+
k
2
≥ k2 +2k

k
2
≥ 0 ,∀k ∈ N

�មស�មយបញជ ក់េ�យេ�បីវចិរអនុមនរមួគណិតវទិយ

ដូចេនះ
(

n

∑
i=1

1
i

)(
n

∑
i=1

i

)
≥ n2 , ∀n ∈ N
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�˪តិបត�ិ ២៩
��យបញជ ក់ថ

១. n! > 3n ចំេពះ ∀n ≥ 7 ។
២. 13 +23 +33 + · · ·+n3 = (1+2+3+ · · ·+n)2 ចំេពះ ∀n ∈ N ។
៣.

1
1.3

+
1

3.5
+

1
5.7

+ · · ·+ 1
(2n−1)(2n+1)

=
n

2n+1
ចំេពះ�គប់ n ∈N

។
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13
07

19
92

ឃ ង
ឃ

1 2
34 ក ខ គ

ខ

១
២

៣
៤

៥
៦

៧ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

ែផនក
� ល�ំត់

៨៨៨
ែផនកទី

1

ល�ំត់ ១ ចូរបំេពញតួៃនស�ុ ីតកនុងចេន� ះខងេ�កម៖
១. 1,5,9, , , ២. 7,10,13, , ,

៣. 6,3,−2, , , −29 ៤. 0,5,12,21, ,

ល�ំត់ ២ សរេសរបីតួបនទ ប់ៃនស�ុ ីតខងេ�កម៖
១. 1,4,9,16, · · · ២. 1,9,25,49, · · ·

ល�ំត់ ៣ សរេសរ�បតំួដំបូងៃនស�ុ ីតនីមួយៗខងេ�កមចំេពះ�គប់ n ∈ N ៖

១. un =
(−1)n+1

n+1
២. un =

n3 −2n2 −1
n2 +n

៣. un = 7− 1
n
+

1
n2 ៤. u1 = 1,un+1 = 2un +1

ល�ំត់ ៤ សរេសរបួនតដំួបូងៃនស�ុ ីត (un)n∈N ែដល un = 2n2+1 ។ េតចីំនួន 163 និង 883

ជតួទីប៉ុនម នៃនស�ុ ីត ?

ល�ំត់ ៥ េគឱយស�ុ ីតចំនួនពិត (un)n∈N ែដល u1 = 0,u2 = 3,u3 = 12

និង un = an2 +bn+ c ។ កំណត់ចំនួនពិត a,b និង c ។

ល�ំត់ ៦ កំណត់តួទី n ចំេពះ�គប់ n ∈ N ៃនស�ុ ីតនីមួយៗខងេ�កម៖
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១. 1,3,5,7,9, · · · ២. 2,2,2,2,2, · · ·

៣.
2
3
,
3
5
,
4
7
,
5
9
, · · · ៤.

1
2.3

,
2

3.4
,

3
4.5

,
4

5.6
, · · ·

ល�ំត់ ៧ បង� ញថស�ុ ីត (un)n∈N ជស�ុ ីតេកីន៖

១. un =− n
n+1

២. un = n2 −2n ៣. un =
n2 +1
n+2

ល�ំត់ ៨ បង� ញថស�ុ ីត (un)n∈N ជស�ុ ីតចុះ៖

១. un =
1

n+1
២. un =

2
3n ៣. un =

2n
n2 +5

ល�ំត់ ៩ សិក�ភពម៉ូណូតូនៃនស�ុ ីតែដលកំណត់ដូចខងេ�កម៖

១. ស�ុ ីត (un)n∈N ែដល un =
1
n2

២. ស�ុ ីត (un)n∈N ែដល un = 2n+13n

៣. ស�ុ ីត (un)n∈N ែដល un =
n!
2n ចំេពះ�គប់ n ≥ 2

ល�ំត់ ១០ េគឱយស�ុ ីត (un)n∈N ែដល un = (3n +4n)
1
n ។ បង� ញថស�ុ ីត (un)n∈N ជស�ុ ីត

ចុះ ។

ល�ំត់ ១១ បង� ញថស�ុ ីត (un)n∈N ែដល un =
n+1

en ជស�ុ ីតទល់ ។

ល�ំត់ ១២ េតីស�ុ ីត (un)n∈N ខងេ�កមជស�ុ ីតទល់ ឬ េទ ?

១. un =
1

n+1
− 1

n+2
២. un =

πn

n

ល�ំត់ ១៣ េតីស�ុ ីតនីមួយៗខងេ�កមេនះ ជស�ុ ីតនព�ន�ឬេទ ? េបី�ជស�ុ ីតនព�ន� ចូរកំណត់តួ
ទីមួយ និងផលសងរមួរបស់�៖
១. ស�ុ ីត (un)n∈N ែដល un = 2n−3

២. ស�ុ ីត (un)n∈N ែដល un = 4−3n

៣. ស�ុ ីត (un)n∈N ែដល un = n2 +1

៤. ស�ុ ីត (un)n∈N ែដល un =
2(n−3)

5

76 Tel: 016 434 006



HING Vothy

ល�ំត់ ១៤ រក un ចំេពះស�ុ ីតនីមួយៗខងេ�កម៖
១. 5,7,9,11,13, · · · ២. 1,6,11,16,21, · · ·

៣. 8,14,20,26,32, · · · ៤. 60,51,42,33,24, ...

៥. 4,0,−4,−8,−12, ... ៦.
3
2
,2,

5
2
,3,

7
2
,4, ... ។

ល�ំត់ ១៥ េគឱយស�ុ ីត 7,18,29,40,51, · · · ។ រក un និង u20 ។

ល�ំត់ ១៦ រក un និង u13 ចំេពះស�ុ ីត 200,310,420,530,640, ... ។

ល�ំត់ ១៧ េគឱយស�ុ ីត 17,10,3,−4,−11, · · · ។ រក un និង u19 ។

ល�ំត់ ១៨ េតីចំនួន 1000 ជតួទីប៉ុនម នៃនស�ុ ីត 9,16,23,30,37, ...?

ល�ំត់ ១៩ េតីចំនួន 500 ជតួទីប៉ុនម នៃនស�ុ ីត 28,50,72,94,116, ...?

ល�ំត់ ២០ រក un ចំេពះករណីនីមួយៗខងេ�កម៖
១. u5 = 17 និង u9 = 33 ២. u4 = 43 និង u10 = 97

៣. u8 =−8 និង u14 =−11 ។

ល�ំត់ ២១ បង� ញថបីចំនួនខងេ�កមបេងកីតបនជស�ុ ីតនព�ន�៖

១.
1

x−1
,

x
x2 −1

,
1

x+1
២. (a2 +b2)2,(a4 +b4),(a2 −b2)2

៣.
2

x+1
,
x+1

x
,

x2 +1
x(x+1)

៤. (a2 −2ab−b2)2,(a2 +b2)2,(a2 +2ab−b2)2

ល�ំត់ ២២ កំណត់តៃម� x េដីមបឱីយបីចំនួនខងេ�កមបេងកីតបនជស�ុ ីតនព�ន�៖
១. (1+ x)2,(3+ x)2,(9+ x)2 ២. (2− x)2,2x,2+ x

៣. a2(b+ x),b2(a+ x),x2(a+b)

ល�ំត់ ២៣ រកតួទីមួយ និងផលសងរមួរបស់ស�ុ ីតនព�ន� (un)n∈N កល�េគ�គ ល់៖
១. u4 = 15 និង S5 = 55 ២. u3 +u5 = 4 និង S12 = 129

៣. u5 +u3 = 4 និង u2u4 =−3 ៤. S5 = 35 និង u4u5 = 130

៥. u1 +u7 = 4 និង u2
3 +u2

7 = 122
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ល�ំត់ ២៤ គណនផលបូក n តួដំបូងៃនស�ុ ីតនីមួយៗខងេ�កម៖

១. 2+5+8+11+14+ ...

២. 8+10+12+14+16+ ...

៣. 80+77+74+71+68+ ...

៤. 2008+1996+1984+1972+1960+ ...

៥.
1
2
+

5
6
+

7
6
+

3
2
+

11
6
+ ... ។

ល�ំត់ ២៥ េគឱយតួទី n ៃនស�ុ ីតនព�ន� un = 5n−3 គណន S12 ។

ល�ំត់ ២៦ េគឱយស�ុ ីត (un) កំណត់េ�យ 4,15,26,37, ... ។

១. បង� ញថស�ុ ីត (un) ជស�ុ ីតនព�ន� ។
២. រចួគណនផលបូក 20 តួដំបូងៃនស�ុ ីតនព�ន�េនះ ។

ល�ំត់ ២៧ េគឱយស�ុ ីតនព�ន� 9,5,1,−3,−7, ... ។

១. គណនតួទី n ៃនស�ុ ីត ។
២. េតីចំនួន −67 ជតួទីប៉ុនម នៃនស�ុ ីតនព�ន�េនះ ។

ល�ំត់ ២៨ កំណត់បីចំនួនពិតតគន a,b,c ៃនស�ុ ីតនព�ន�មួយ េបីេគដឹងថ៖

១. a+b+ c = 30 និង abc = 910

២. a+b+ c =−9 និង abc = 48

៣. a+b+ c = 18 និង a2 +b2 + c2 = 206

៤. a+b+ c = 9 និង a4 +b4 + c4 = 707

ល�ំត់ ២៩ រង� ស់�ជ�ងទងំបីៃន�តីេកណែកងមួយតំេរ�បតគន បេងកីតបនជស�ុ ីតនព�ន�មួយែដល
មនផលសងរមួេសមី 21 ែម៉�ត ។ គណនរង� ស់�ជ�ងទងំបីៃន�តីេកណែកងេនះ ។

ល�ំត់ ៣០ ��យបញជ ក់ថ៖

១. េបី a,b,c ជស�ុ ីតនព�ន� េនះ a2 −bc,b2 −ac,c2 −ab ជស�ុ ីតនព�ន� ។

២. េបី
1

a+b
,

1
a+ c

,
1

b+ c
ជស�ុ ីតនព�ន� េនះ a2,b2,c2 ជស�ុ ីតនព�ន� ។

៣. ចំេពះ�គប់ a 6= 0 និង b 6= 0 េនះ a
b(a−b)

,
a+b
2ab

,
b

a(b−a)
ជស�ុ ីតនព�ន� ។
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ល�ំត់ ៣១ ១. េគមនស�ុ ីតនព�ន� (un)n∈N កំណត់េ�យ u1,u2,u3, · · · ,un ែដល�គប់តួៃន
ស�ុ ីតេនះជចំនួនខុសពីសូនយ ។

បង� ញថ 1
u1.u2

+
1

u2.u3
+

1
u3.u4

+ · · ·+ 1
un.un+1

=
n

u1.un+1
។

២. គណនផលបូក Sn =
1

1.2
+

1
2.3

+
1

3.4
+ · · ·+ 1

n(n+1)
។

ល�ំត់ ៣២ េគឱយពីរចំនួន u0 និង u1 េគបេងកីតចំនួន
u2 = u0 +u1,u3 = u1 +u2, · · · ,un+1 = un−1 +un ។
បង� ញថ u0 +u1 +u2 +u3 + · · ·+un−1 = un+1 −u1 ។

ល�ំត់ ៣៣ េគឱយស�ុ ីតនព�ន� (un)n∈N ែដលមនតទីួមួយ u1 = 1 ។ គណនផលសងរមួៃនស�ុ ីត
នព�ន�េនះកនុងករណីខងេ�កម៖

១. ផលេធ�បតួទី 8 និងតួទី 3 េសមីនឹង 4 ។
២. ផលដកកេរៃនតួទី 10 និងតួទី 7 េសមីនឹង 3 ។

ល�ំត់ ៣៤ េគឱយ a,b,c ជមុំកនុងៃន�តីេកណមួយ ។ ��យបញជ ក់ថ េបី cota,cotb,cotc

ជស�ុ ីតនព�ន�េនះេគបន sin2 a,sin2 b,sin2 c ក៏ជស�ុ ីតនព�ន�ែដរ ។

ល�ំត់ ៣៥ កំណត់ផលេធ�បរមួៃនស�ុ ីតធរណីម�ត និងសរេសរបីតួបនទ ប់េទ�តៃនស�ុ ីតនីមួយៗ
ខងេ�កម៖
១. 8,4,2,1,

1
2
, · · · ២. 8,4

√
2,4,2

√
2, · · ·

៣.
√

3,3,3
√

3,9, · · ·

ល�ំត់ ៣៦ កំណត់តួទី n និង តួទី 15 ៃនស�ុ ីតធរណីម�តនីមួយៗខងេ�កម៖
១. 625,125,25,5,1, · · · ២. 5,−5

2
,
5
4
,−5

8
, · · ·

៣. 1,
√

7,7,7
√

7,49, · · ·

ល�ំត់ ៣៧ េតីស�ុ ីតធរណីម�តនីមួយៗខងេ�កមមនចំនួនប៉ុនម នតួ ?
១. 1,2,4,8,16, · · · ,1024 ២. 5,10,20, · · · ,5.2n

៣. x7,−x6,x5, · · · ,x−7 ,x 6= 1 និង x > 0

ល�ំត់ ៣៨ េគមនស�ុ ីតធរណីម�ត 3,12,48, · · · ។
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១. គណនតួទី 9 ៃនស�ុ ីត ។ ២. េតីចំនួន 12288 ជតួទីប៉ុនម នៃនស�ុ ីត?
៣. គណនផលបូក 30 តួដំបូងៃនស�ុ ីត ។

ល�ំត់ ៣៩ សរេសរបួនតដំួបូងៃនស�ុ ីត (un)n∈N ែដល un = 6
(
−1

2

)n−1

រចួបង� ញថ�ជ

ស�ុ ីតធរណីម�ត ។

ល�ំត់ ៤០ រកតួទី១ និង ផលេធ�បរមួៃនស�ុ ីតធរណីម�ត (un)n∈N នីមួយៗខងេ�កម េបីេគ
�គ ល់៖
១. u3 = 1 និង u7 = 81 ២. u2 +u3 = 9 និង u7 = 8u4

៣. Sn =
1
3
− 2n

3n+1 ៤. u1 +u2 = 18 និង u2 +u3 = 36

ល�ំត់ ៤១ េគមនស�ុ ីតធរណីម�ត 5,15,45, · · · ។ គណនផលបូក n តួដំបូង Sn ៃនស�ុ ីត
ធរណីម�តេនះ ។ រក un រចួបង� ញថ 3un = 2Sn +5 ។

ល�ំត់ ៤២ េគមន u1,u2,u3 ជស�ុ ីតធរណីម�ត ។ កំណត់រក u1 និងផលេធ�បរមួ q ៃនស�ុ ីត
ធរណីម�ត េបីេគ�គ ល់៖
១. u1 +u2 +u3 = 28 និង u1u2u3 = 512

២. u1 +u2 +u3 = 13 និង u1u2u3 =−64 ។

ល�ំត់ ៤៣ កំណត់តៃម� x េដីមបឱីយបីចំនួន x,2x+ 6,4x+ 36 បេងកីតបនជស�ុ ីតធរណីម�ត
។

ល�ំត់ ៤៤ រកបីតដំួបូងៃនស�ុ ីតធរណីម�តមួយ េបីេគដឹងថ ផលបូកបីតេួនះេសមី 26 និងផលគុណ
បីតួេនះេសមី 216 ។

ល�ំត់ ៤៥ រកពីរចំនួន a និង b ែដលបីតួ a,b,10 បេងកីតបនជស�ុ ីតនព�ន�ផង និងស�ុ ីតធរណីម�ត
ផង ។

ល�ំត់ ៤៦ េតីេគ�ត�វែថមប៉ុនម នេទេលីចំនួន 3,24,94 េដីមបឱីយបនបីតួបន�បនទ ប់គន ៃនស�ុ ីត
ធរណីម�តមួយ។

ល�ំត់ ៤៧ េគឱយផលបូក 2+22 +23 + · · ·+2n+1 = 1022 ។ គណនតៃម� n ។

ល�ំត់ ៤៨ គណនតៃម� a និង b េដីមបឱីយ a,28,b បេងកីតបនជស�ុ ីតធរណីម�ត
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េបី a+b = 119 ។

ល�ំត់ ៤៩ គណនបីចំនួន a,b,c ៃនស�ុ ីតធរណីម�តមួយ េបីេគដឹងថ៖
១. a+b+ c = 310 និង b2 = 10c

២. a+b+ c = 13 និង a2 +b2 + c2 = 91 ។

ល�ំត់ ៥០ េបី a,b,c ជស�ុ ីតធរណីម�ត ��យបញជ កថ់បីចំនួនខងេ�កមជស�ុ ីតធរណីម�ត
ែដរ៖

១. a2,b2,c2
២.

1
a2 ,

1
b2 ,

1
c2 ៣.

1
ak ,

1
bk ,

1
ck ។

ល�ំត់ ៥១ គណនផលបូកខងេ�កម៖
១. Sn = 1+11+111+ · · ·+111 · · ·11︸ ︷︷ ︸

n ដងេលខ 1
២. Sn = 3+33+333+ · · ·+333 · · ·33︸ ︷︷ ︸

n ដងេលខ 3
៣. Sn = 7+77+777+ · · ·+777 · · ·77︸ ︷︷ ︸

n ដងេលខ 7

ល�ំត់ ៥២ េបី a,b,c,d ជស�ុ ីតធរណីម�ត ចូរ��យបញជ ក់ថ៖
១. (a−d)2 = (a− c)2 +(b− c)2 +(b−d)2

២. (a2 +b2 + c2)(b2 + c2 +d2) = (ab+bc+ cd)2

៣. (a+b+ c)(b+ c+d)(a−b+ c)(b− c+d) = (ab+bc+ cd)2 ។

ល�ំត់ ៥៣ េគឱយចំនួនពិត a,b និងស�ុ ីត (un)n∈N មួយែដលកំណត់េ�យ un+1 = aun +b

១. ��យបញជ ក់ថ un+2 −un+1 = a(un+1 −un) ។
២. េបី vn = un+1 −un េតីស�ុ ីត (vn) ជស�ុ ីតអ�ី ?

ល�ំត់ ៥៤ សរេសរចំនួនទសភគខួបខងេ�កម ជចំនួនសនិទនែដលមនទំរង់ a
b

១. 0.8 ២. 0.34 ៣. 2.35 ៤. 5.354

ល�ំត់ ៥៥ គណនផលបូក

១.
4

∑
k=1

(3k+1) ២.
25

∑
k=1

k
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៣.
200

∑
k=100

k ៤.
55

∑
k=1

(3k−2)

៥.
90

∑
k=1

(2−7k) ៦.
46

∑
k=13

(9+2k)

ល�ំត់ ៥៦ គណនផលបូក
១.

n

∑
k=3

3 ២.
n

∑
k=1

2k

៣.
n

∑
k=10

k3 ៤.
n

∑
k=1

(k2 −2k+1)

៥.
n

∑
k=1

(3k−1)2 ៦.
n

∑
k=1

(k2 +2k−1)

ល�ំត់ ៥៧ បង� ញថ

១.
n2

∑
k=1

k−
n

∑
k=1

k =
n(n3 −1)

2
២.

n+2

∑
k=1

(2k+3) = (n+2)(n+6)

៣.
2n

∑
k=n+1

k2 =
n(2n+1)(7n+1)

6

ល�ំត់ ៥៨ បង� ញថ

១.
n

∑
i=1

(
i

∑
r=1

r2

)
=

1
12

.n(n+1)2(n+2)

២.
n

∑
j=1

(
j

∑
i=1

(
i

∑
r=1

r

))
=

1
24

.n(n+1)(n+2)(n+3)

ល�ំត់ ៥៩ ចំេពះ�គប់ n ∈ N ��បញជ ក់ថ 11n+1 +122n−1 ែចក�ច់នឹង 133 ។

ល�ំត់ ៦០ ��យបញជ ក់ថ 7n −1 ជពហុគុណៃន 6 ចំេពះ ∀n ∈ N ។

ល�ំត់ ៦១ បង� ញថ 13n +11 ជពហុគុណៃន 12 ចំេពះ ∀n ∈ N ។

ល�ំត់ ៦២ បង� ញថ (1+ x)n ≥ (1+nx) ចំេពះ ∀n ∈ N និង x >−1 ។

ល�ំត់ ៦៣ ចំេពះ ∀n ∈ N បង� ញថ 1
3
+

1
32 +

1
33 + · · ·+ 1

3n =
1
2

(
1− 1

3n

)
។

ល�ំត់ ៦៤ គណនផលបូក ចំេពះ�គប់ n ∈ N

១. A = 11+12+13+ · · · .+100

២. B = 132 +142 +152 + · · ·+502
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៣. C = 103 +113 +123 + · · ·+303

៤. Sn = 1.2+2.3+3.4+ · · ·+n(n+1)

៥. Sn = 1.4+2.7+3.10+ · · ·+n(3n+1)

៦. Sn = 1.2.3+2.3.4+3.4.5+ · · ·+n(n+1)(n+2)

៧. Sn = 2.4.6+4.6.8+6.8.10+ · · ·+2n(2n+2)(2n+4)

៨. Sn = 1.3+2.9+3.27+ · · ·+n3n

៩. Sn = 2+4x+6x2 +8x3 + · · ·+2nxn−1 ,x > 1

១០. Sn = 1.22 +2.32 +3.42 + · · ·+(n−1)n2 ចំេពះ�គប់ n ≥ 2 ។
១១. Sn = 8+88+888+ · · ·+888 · · ·88︸ ︷︷ ︸

n ដងេលខ 8
១២. Sn = 13+1313+131313+ · · ·+131313 · · ·1313︸ ︷︷ ︸

n ដងេលខ 13

ល�ំត់ ៦៥ េគឱយស�ុ ីត (un)n∈N ែដល un =
1

√
n+

√
n+1

។

១. គណនផលបូក n តួដំបូងៃនស�ុ ីត (un)n∈N ។
២. គណនផលបូក 999 តួដំបូងៃនស�ុ ីត (un)n∈N ។

៣. គណន A =
1

1+
√

2
+

1√
2+

√
3
+

1√
3+

√
4
+ · · ·+ 1√

2017+
√

2018

ល�ំត់ ៦៦ គ�ផលបូក An =
1

1.3
+

1
2.4

+
1

3.5
+ · · ·+ 1

n(n+2)

ល�ំត់ ៦៧ គណន Sn = 1+
1

1+2
+

1
1+2+3

+ · · ·+ 1
1+2+3+ · · ·+n

ល�ំត់ ៦៨ គណនផលបូក
១.

n

∑
k=1

k!k ២.
n

∑
k=1

2k+1
k2(k+1)2

៣.
n

∑
k=1

k
(k+1)!

៤.
n

∑
k=1

k+1
(k−1)!+ k!+(k+1)!

ល�ំត់ ៦៩ គណនផលបូក√
1+

1
12 +

1
22 +

√
1+

1
22 +

1
22 + · · ·+

√
1+

1
20112 +

1
20122

ល�ំត់ ៧០ គណនផលគុណ
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១.
(

1+
1
2

)(
1+

1
22

)(
1+

1
24

)
· · ·
(

1+
1

22n

)
២.
(

1− 1
22

)(
1− 1

32

)(
1− 1

42

)
· · ·
(

1− 1
20202

)
ល�ំត់ ៧១ កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (un) : 1,5,11,19,29,41, · · · ។

ល�ំត់ ៧២ កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (un) : 1,3,7,15,31,63, · · · ។

ល�ំត់ ៧៣ កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (un) : 3,8,16,27,41,58, · · · ។
គណនផលបូក n តួតំបូងៃនស�ុ ីត (un) ។

ល�ំត់ ៧៤ កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (an) : 1,12,37,82,153,256, · · · ។

ល�ំត់ ៧៥ កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (an) : 1,7,23,55,109,191, · · · ។
គណនផលបូក n តួបំបូងៃនស�ុ ីត an ។

ល�ំត់ ៧៦ កំណត់តួទី n ៃនទំនក់ទំនងស�ុ ីតនីមួយៗខងេ�កម៖
១. u1 =−1 ; un+1 =−5un −1 ២. u1 =−2 ; un+1 = un +5

៣. u1 = 3 ; un+1 = 4un −3n−1 ៤. u1 = 2 ; un+1 = 7un −n3n

៥. u1 = 1 ; un+1 =−2un +3n2 ៦. u1 =−3 ; un+1 = un +n3

ល�ំត់ ៧៧ រកតួទូេទៃនស�ុ ីត (un)n∈N កំណត់េ�យទំនក់ទំនងកំេណីននីមួយៗខងេ�កម៖

១.


u1 = 2

un+1 =
2un +1
un +2

២.


u1 = 3

un+1 =
2un +3
un +4

៣.


u1 = 1

un+1 =
4un

4un −1

៤.


u1 = 2

un+1 =
5un +1
4un +2

ល�ំត់ ៧៨ រកតួទូេទៃនស�ុ ីត (un)n∈N កំណត់េ�យទំនក់ទំនងកំេណីននីមួយៗខងេ�កម៖

១.

u1 = 1,u2 = 2

un+2 = 2un+1 +3un

២.

u1 = 1,u2 = 8

un+2 = 4un+1 −4un
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៣.

u1 = 2,u2 = 15

un+2 = 10un+1 −25un

៤.

u1 = 0,u2 = 3

un+2 −3un+1 +2un = 0

៥.

u1 = 5,u2 = 11

un+2 = 3un+1 +10un

៦.

u1 = 9,u2 = 13

un+2 = 4un+1 +21un
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ឃ ង
ឃ

1 2
34 ក ខ គ

ខ

១
២

៣
៤

៥
៦

៧ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

ែផនក
� ល�ំត់នងិដេំ�ះ��យ

៩៩៩
ែផនកទី

2

លំ�ត់ ១
ចូរបំេពញតួៃនស�ុ ីតកនុងចេន� ះខងេ�កម៖
១. 1,5,9, , , ២. 7,10,13, , ,

៣. 6,3,−2, , , −29 ៤. 0,5,12,21, ,

ចេម�យ៖

១. �ង
u1 = 1

u2 = 5 = u1 +4

u3 = 9 = u2 +4

u4 = u3 +4 = 9+4 = 13

u5 = u4 +4 = 13+4 = 17

u6 = u5 +4 = 17+4 = 21
ដូចេនះ 1,5,9,13,17,21

២. �ង
u1 = 7

u2 = 10 = 3(2)+4

u3 = 13 = 3(3)+4

u4 = 3(4)+4 = 16

u5 = 3(5)+4 = 19

u6 = 3(6)+4 = 22
ដូចេនះ 7,10,13,16,19,22
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៣. �ង u1 = 6 = 7−12

u2 = 3 = 7−22

u3 =−2 = 7−32

u4 = 7−42 =−9

u5 = 7−52 =−18

u6 = 7−62 =−29
ដូចេនះ 6,3,−2,−9,−18,−29

៤. �ង u1 = 0 = 12 +2(1)−3

u2 = 5 = 22 +2(2)−3

u3 = 12 = 32 +2(3)−3

u4 = 21 = 42 +2(4)−3

u5 = 52 +2(5)−3 = 32

u6 = 62 +2(6)−3 = 45
ដូចេនះ 0,5,12,21,32,45

លំ�ត់ ២
សរេសរបីតួបនទ ប់ៃនស�ុ ីតខងេ�កម៖
១. 1,4,9,16, · · · ២. 1,9,25,49, · · ·

ចេម�យ៖

១. េយងីមន u1 = 1 = 12

u2 = 4 = 22

u3 = 9 = 32

u4 = 16 = 42

u5 = 52 = 25

u6 = 62 = 36

u7 = 72 = 49
ដូចេនះ 1,4,9,16,25,36,49

២. េយងីមន u1 = 1 = (2×1−1)2

u2 = 9 = (2×2−1)2

u3 = 25 = (2×3−1)2

u4 = 49 = (2×4−1)2

u5 = (2×5−1)2 = 81

u6 = (2×6−1)2 = 121

u7 = (2×7−1)2 = 169
ដូចេនះ 1,9,25,49,81,121,169
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លំ�ត់ ៣
សរេសរ�បតំួដំបូងៃនស�ុ ីតនីមួយៗខងេ�កមចំេពះ�គប់ n ∈ N ៖

១. un =
(−1)n+1

n+1
២. un =

n3 −2n2 −1
n2 +n

៣. un = 7− 1
n
+

1
n2 ៤. u1 = 1,un+1 = 2un +1

ចេម�យ៖
១. un =

(−1)n+1

n+1

u1 =
(−1)1+1

1+1
=

1
2

u2 =
(−1)2+1

2+1
=−1

3

u3 =
(−1)3+1

3+1
=

1
4

u4 =
(−1)4+1

4+1
=−1

5

u5 =
(−1)5+1

5+1
=

1
6

ដូចេនះ 1
2
,−1

3
,
1
4
,−1

5
,
1
6

២. un =
n3 −2n2 −1

n2 +n

u1 =
13 −2(1)2 −1

12 +1
=−1

u2 =
23 −2(2)2 −1

22 +2
=−1

6

u3 =
33 −2(3)2 −1

32 +3
=

2
3

u4 =
43 −2(4)2 −1

42 +4
=

31
20

u5 =
53 −2(5)2 −1

52 +5
=

37
15

ដូចេនះ −1,−1
6
,
2
3
,
31
20

,
37
15

៣. un = 7− 1
n
+

1
n2

u1 = 7− 1
1
+

1
12 = 7

u2 = 7− 1
2
+

1
22 =

27
4

u3 = 7− 1
3
+

1
32 =

61
9

u4 = 7− 1
4
+

1
42 =

109
16

u5 = 7− 1
5
+

1
52 =

171
25

ដូចេនះ 7,
27
4
,
61
9
,
109
16

,
171
25

៤. un+1 = 2un +1

u1 = 1

u2 = 2u1 +1 = 2(1)+1 = 3

u3 = 2u2 +1 = 2(3)+1 = 7

u4 = 2u3 +1 = 2(7)+1 = 15

u5 = 2u4 +1 = 2(15)+1 = 31
ដូចេនះ 1,3,7,15,31
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លំ�ត់ ៤
សរេសរបួនតដំួបូងៃនស�ុ ីត (un)n∈N ែដល un = 2n2+1 ។ េតចីំនួន 163 និង 883 ជ
តួទីប៉ុនម នៃនស�ុ ីត ?

ចេម�យ៖
េយងីមន un = 2n2 +1

េគបន u1 = 2(1)2 +1 = 3

u2 = 2(2)2 +1 = 9

u3 = 2(3)2 +1 = 19

u4 = 2(4)2 +1 = 33

�ង un = 163 សមមូល 163 = 2n2 +1

162 = 2n2

n2 =
162
2

= 81

n =±
√

92 ⇒ n = 9

n =±9 ⇒ n = 9

េ�ពះ n =−9 6∈ N

និង un = 883 សមមូល 883 = 2n2 +1

882 = 2n2

n2 =
882
2

= 441

n =±
√

212 ⇒ n = 21 េ�ពះ −21 6∈ N
ដូចេនះ បួនតួដំបូងគឺ 3,9,19,33 , ចំនួន 163 ជតួទី 9 និងចំនួន 883 ជតួទី 21

លំ�ត់ ៥
េគឱយស�ុ ីតចំនួនពិត (un)n∈N ែដល u1 = 0,u2 = 3,u3 = 12

និង un = an2 +bn+ c ។ កំណត់ចំនួនពិត a,b និង c ។
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ចេម�យ៖
កំណត់ចំនួនពិត a,b និង c

េយងីមន u1 = 0,u2 = 3,u3 = 12

និង

un = an2 +bn+ c

u1 = a+b+ c ,u1 = 0

a+b+ c = 0 (1)

u2 = a22 +b2+ c ,u2 = 3

4a+2b+ c = 3 (2)

u3 = a32 +b3+ c ,u3 = 12

9a+3b+ c = 12 (3)

យកសមីករ (2) ដក (1) េគបន

4a+2b+ c− (a+b+ c) = 3−0

3a+b = 3 (4)

យកសមីករ (3) ដក (2) េគបន

9a+3b+ c− (4a+2b+ c) = 12−3

5a+b = 9 (5)

យកសមីករ (5) ដក (4) េគបន

5a+b− (3a+b) = 9−3

2a = 6

⇒ a =
6
2
= 3 (6)
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យក (6) ជំនួសចូល (4): 3(3)+b = 3 ⇒ b = 3−9 =−6

ជំនួសចូល (1) : 3−6+ c = 0 ⇒ c = 3

ដូចេនះ a = 3,b =−6 និង c = 3

លំ�ត់ ៦
កំណត់តួទី n ចំេពះ�គប់ n ∈ N ៃនស�ុ ីតនីមួយៗខងេ�កម៖
១. 1,3,5,7,9, · · · ២. 2,2,2,2,2, · · ·

៣.
2
3
,
3
5
,
4
7
,
5
9
, · · · ៤.

1
2.3

,
2

3.4
,

3
4.5

,
4

5.6
, · · ·

ចេម�យ៖
កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីតនីមួយៗខងេ�កម៖
១. u1 = 2(1)−1 = 1

u2 = 2(2)−1 = 3

u3 = 2(3)−1 = 5

u4 = 2(4)−1 = 7

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ដូចេនះ un = 2n−1

២. u1 = 2

u2 = 2

u3 = 2

u4 = 2

· · · · · · · · ·
ដូចេនះ un = 2

៣. u1 =
1+1

2(1)+1
=

2
3

u2 =
2+1

2(2)+1
=

3
5

u3 =
3+1

2(3)+1
=

4
7

u4 =
4+1

2(4)+1
=

5
9

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

ដូចេនះ un =
n+1

2n+1

៤. u1 =
1

(1+1)(1+2)
=

1
2.3

u2 =
2

(2+1)(2+2)
=

2
3.4

u3 =
3

(3+1)(3+2)
=

3
4.5

u4 =
4

(4+1)(4+2)
=

4
5.6

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

ដូចេនះ un =
n

(n+1)(n+2)
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លំ�ត់ ៧
បង� ញថស�ុ ីត (un)n∈N ជស�ុ ីតេកីន៖

១. un =− n
n+1

២. un = n2 −2n ៣. un =
n2 +1
n+2

ចេម�យ៖
១. េយងីមន un =− n

n+1
⇒ un+1 =−n+1

n+2

េគបន un+1

un
=

−n+1
n+2

− n
n+1

=
n+1
n+2

× n+1
n

=
(n+1)2

n(n+2)
> 1 ,∀n ∈ N

ដូចេនះ (un)n∈N ជស�ុ ីតេកីន
២. េយងីមន un = n2 −n ⇒ un+1 = (n+1)2 − (n+1)

េគបន un+1 −un = n2 +2n+1−n−1

= n2 +n > 0 ,∀n ∈ N
ដូចេនះ (un)n∈N ជស�ុ ីតេកីន

៣. េយងីមន un =
n2 +1
n+2

⇒ un+1 =
(n+1)2 +1

n+1+2
=

n2 +2n+2
n+3

េគបន un+1 −un =
n2 +2n+2

n+3
− n2 +1

n+2

=
(n+2)(n2 +2n+2)− (n+3)(n2 +1)

(n+3)(n+2)

=
n3 +2n2 +2n+2n2 +4n+4− (n3 +n+3n2 +3)

(n+3)(n+2)

=
n2 +5n+1

(n+3)(n+2)
> 0 ,∀n ∈ N

ដូចេនះ (un) ជស�ុ ីតេកីន�គប់ n ∈ N
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លំ�ត់ ៨
បង� ញថស�ុ ីត (un)n∈N ជស�ុ ីតចុះ៖

១. un =
1

n+1
២. un =

2
3n ៣. un =

2n
n2 +5

ចេម�យ៖
១. េយងីមន un =

1
n+1

⇒ un+1 =
1

n+2

េគបន un+1 −un =
1

n+2
− 1

n+1
=

n+1− (n+2)
(n+1)(n+2)

=− 1
(n+1)(n+2)

< 0 ,∀n ∈ N

ដូចេនះ (un) ជស�ុ ីតចុះ�គប់ n ∈ N

២. េយងីមន un =
2
3n ⇒ un+1 =

2
3n+1 =

2
3×3n

េគបន un+1

un
=

2
3×3n

2
3n

=
2

3×3n ×
3n

2
=

1
3
< 1

ដូចេនះ (un) ជស�ុ ីតចុះ�គប់ n ∈ N

៣. េយងីមន un =
2n
n2 +5 ⇒ un+1 =

2(n+1)
(n+1)2 +5

េគបន un+1 −un =
2(n+1)
(n+1)2 +5−

(
2n
n2 +5

)
=

2n2(n+1)−2n(n+1)2

n2(n+1)2

=
2n3 +2n2 −2n(n2 +2n+1)

[n(n+1)]2

=
2n3 +2n2 −2n3 −4n2 −2n

[n(n+1)]2

=
−2n2 −2n
[n(n+1)]2

=− 2(n+1)
n2(n+1)2 =− 2

n2(n+1)
< 0 ,∀n ∈ N

ដូចេនះ (un) ជស�ុ ីតចុះ�គប់ n ∈ N
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លំ�ត់ ៩
សិក�ភពម៉ូណូតូនៃនស�ុ ីតែដលកំណត់ដូចខងេ�កម៖

១. ស�ុ ីត (un)n∈N ែដល un =
1
n2

២. ស�ុ ីត (un)n∈N ែដល un = 2n+13n

៣. ស�ុ ីត (un)n∈N ែដល un =
n!
2n ចំេពះ�គប់ n ≥ 2

ចេម�យ៖
១. េយងីមន un =

1
n2 ⇒ un+1 =

1
(n+1)2

េគបន un+1 −un =
1

(n+1)2 −
1
n2 =

n2 − (n+1)2

n2(n+1)2

=
[n− (n+1)][n+(n+1)]

[n(n+1)]2

=− 2n+1
[n(n+1)2]

< 0 ,∀n ∈ N

េគបន (un) ជស�ុ ីតចុះ នឱំយ (un) ជស�ុ ីតម៉ូណូតូន
ដូចេនះ (un)n∈N ជស�ុ ីតម៉ូណូតូន

២. េយងីមន un = 2n+13n ⇒ un+1 = 2n+23n+1

េគបន un+1

un
=

2n+23n+1

2n+13n

=
2×2n+1 ×3×3n

2n+13n = 6 > 1

េគបន (un) ជស�ុ ីតេកីន នឱំយ (un) ជស�ុ ីតម៉ូណូតូន
ដូចេនះ (un)n∈N ជស�ុ ីតម៉ូណូតូន

៣. េយងីមន un =
n!
2n ⇒ un+1 =

(n+1)!
2n+1

n! = n.(n−1) · · ·3.2.1

n! = (n−1)!n

⇒ (n+1)! = n!(n+1)
េគបន un+1

un
=

(n+1)!
2n+1

n!
2n

= ��n!(n+1)
2×��2n ×��2n

��n!
=

n+1
2

> 1 ,∀n ≥ 2

េគបន (un) ជស�ុ ីតេកីន នឱំយ (un) ជស�ុ ីតម៉ូណូតូន
ដូចេនះ (un)n∈N ជស�ុ ីតម៉ូណូតូន ចំេពះ�គប់ n ≥ 2
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លំ�ត់ ១០
េគឱយស�ុ ីត (un)n∈N ែដល un = (3n +4n)

1
n ។ បង� ញថស�ុ ីត (un)n∈N ជស�ុ ីតចុះ ។

ចេម�យ៖
បង� ញថស�ុ ីត (un)n∈N ជស�ុ ីតចុះ
េយងីមន un = (3n +4n)

1
n ⇒ un+1 = (3n+1 +4n+1)

1
n+1

េ�យ 3n < 4n ⇔ 3n +4n < 2×4n ⇒ (3n +4n)
1
n < (2×4n)

1
n = 4×2

1
n

មយង៉េទ�ត 3n+1 < 4n+1 ⇔ 3n+1 +4n+1 < 2×4n+1

⇒ (3n+1 +4n+1)
1

n+1 < (2×4n+1)
1

n+1 = 4×2
1

n+1

េគបន (3n+1 +4n+1)
1

n+1

(3n +4n)
1
n

<
4×2

1
n+1

4×2
1
n

= 2
1

n+1−
1
n = 2

n−n−1
n(n+1) = 2−

1
n(n+1) < 20

⇔ un+1

un
< 1 េ�ពះ 2−

1
n(n+1) < 20 ⇔− 1

n(n+1)
< 0,∀n ∈ N

ដូចេនះ (un)n∈N ជស�ុ ីតចុះ

លំ�ត់ ១១
បង� ញថស�ុ ីត (un)n∈N ែដល un =

n+1
en ជស�ុ ីតទល់ ។

ចេម�យ៖
េយងីមន un =

n+1
en ⇒ un+1 =

n+2
en+1

េគបន un+1

un
=

n+2
en+1 × en

n+1

=
n+2

e(n+1)
< 1 ,∀n ∈ N

នឱំយ (un) ជស�ុ ីតចុះេនះ (un) ជស�ុ ីតទល់េលី

ែដលមន u1 =
1+1

e1 =
2
e

ជេគលេលីៃនស�ុ ីត

មយង៉េទ�ត un =
n+1

en =
n
en +

1
en → 0 េ�ពះ


n
en → 0 េពល n →+∞
1
en → 0 េពល n →+∞

នឱំយ (un) ជស�ុ ីតទល់េ�កមែដលមន 0 ជេគលេ�កមៃនស�ុ ីត

ចំ�៖ំ
n → 0 េពល n →+∞

(មនន័យថ n ខិតជិត 0

េពល n មនតៃម�កន់េតធំ)
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េ�យ (un) ជស�ុ ីតទល់េលីផង និងជស�ុ ីតទល់េ�កមផង
ដូចេនះ (un) ជស�ុ ីតទល់�គប់ n ∈ N

លំ�ត់ ១២
េតីស�ុ ីត (un)n∈N ខងេ�កមជស�ុ ីតទល់ ឬ េទ ?

១. un =
1

n+1
− 1

n+2
២. un =

πn

n

ចេម�យ៖
១. េយងីមន un =

1
n+1

− 1
n+2

⇒ un+1 =
1

n+2
− 1

n+3

េគបន un+1 −un =
1

n+2
− 1

n+3
−
(

1
n+1

− 1
n+2

)
=

2
n+2

− 1
n+3

− 1
n+1

=
2(n+1)(n+3)− (n+1)(n+2)− (n+2)(n+3)

(n+1)(n+2)(n+3)

=
ZZ2n2 +6n+��2n+6−@@n2 −��2n−n−2−@@n2 −3n−2n−6

(n+1)(n+2)(n+3)

un+1 −un =
−2

(n+1)(n+2)(n+3)
< 0 ,∀n ∈ N

នឱំយ (un) ជស�ុ ីតចុះ េនះ (un) ជស�ុ ីតទល់េលី

ែដលមន u1 =
1

1+1
− 1

1+2

=
1
2
− 1

3

=
3−2

6

=
1
6

ជេគលេលីៃនស�ុ ីត

ម៉យងេទ�ត un =
1

n+1
− 1

n+2
→ 0 េពល n →+∞

េ�ពះ


1

n+1
→ 0 េពល n →+∞

1
n+2

→ 0 េពល n →+∞

នឱំយ (un) ជស�ុ ីតទល់េ�កមែដលមន 0 ជេគលេ�កមៃនស�ុ ីត
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េ�យ (un)n∈N ជស�ុ ីតទល់េ�កមផងនិងជស�ុ ីតទល់េលីផង
ដូចេនះ (un) ជស�ុ ីតទល់ចំេពះ�គប់ n ∈ N

២. េយងីមន un =
πn

n

⇒ un+1 =
πn+1

n+1

េគបន un+1

un
=

πn+1

n+1
× n

πn

=
��πnπ
n+1

× n
��πn

=
πn

n+1
> 1 ,∀n ∈ N

នឱំយ (un) ជស�ុ ីតេកីនេនះ (un) ជស�ុ ីតទល់េ�កមែដលមន u1 = π ជេគលេ�កមៃន
ស�ុ ីត

ម៉យងេទ�ត un =
πn

n
→+∞ េពល n →+∞ នឱំយ (un) មិនែមនជស�ុ ីតទល់េលី

ដូចេនះ (un)n មិនែមនជស�ុ ីតទល់
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លំ�ត់ ១៣
េតីស�ុ ីតនីមួយៗខងេ�កមេនះ ជស�ុ ីតនព�ន�ឬេទ ? េបី�ជស�ុ ីតនព�ន� ចូរកំណត់តួទីមួយ
និងផលសងរមួរបស់�៖
១. ស�ុ ីត (un)n∈N ែដល un = 2n−3

២. ស�ុ ីត (un)n∈N ែដល un = 4−3n

៣. ស�ុ ីត (un)n∈N ែដល un = n2 +1

៤. ស�ុ ីត (un)n∈N ែដល un =
2(n−3)

5

ចេម�យ៖
១. េយងីមន un = 2n−3 ⇒ un+1 = 2(n+1)−3

េគបន un+1 −un = 2(n+1)−3− (2n−3)

=ZZ2n+2− A3−ZZ2n+ A3

= 2 = d

នឱំយ (un) ជស�ុ ីតនព�ន� េនះ u1 = 2(1)−3 =−1 និង d = 2

២. េយងីមន un = 4−3n ⇒ un+1 = 4−3(n−1)

េគបន un+1 −un = 4−3(n−1)− (4−3n)

=−3n+1+3n = 1 = d

នឱំយ (un) ជស�ុ ីតនព�ន� េនះ u1 = 4−3(1) = 1 និង d = 1

៣. េយងីមន un = n2 +1 ⇒ un+1 = (n+1)2 +1

េគបន un+1 −un = (n+1)2 +1− (n2 +1)

= n2 +2n+1−n2 = 2n+1

នឱំយ (un) មិនែមនជស�ុ ីតនព�ន� ។

៤. េយងីមន un =
2(n−3)

5
⇒ un+1 =

2(n+1−3)
5

=
2(n−2)

5
=

2n−4
5

េគបន un+1 −un =
2n−4−2n+6

5
=

2
5
= d

នឱំយ (un) ជស�ុ ីតនព�ន� េនះ u1 =
2(1−3)

5
=−4

5
និង d =

2
5
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លំ�ត់ ១៤
រក un ចំេពះស�ុ ីតនព�ន�នីមួយៗខងេ�កម៖
១. 5,7,9,11,13, · · · ២. 1,6,11,16,21, · · ·

៣. 8,14,20,26,32, · · · ៤. 60,51,42,33,24, ...

៥. 4,0,−4,−8,−12, ... ៦.
3
2
,2,

5
2
,3,

7
2
,4, ... ។

ចេម�យ៖
រក un ចំេពះស�ុ ីតនព�ន�នីមួយៗខងេ�កម៖

១. េយងីមន u1 = 5,u2 = 7,u3 = 9 ⇒ d = u2 −u1 = u3 −u2

= 9−7 = 7−5 = 2

េគបន un = u1 +(n−1)d

= 5+(n−1)2

= 5+2n−2
ដូចេនះ un = 2n+3

២. េយងីមន u1 = 1,u2 = 6,u3 = 11 ⇒ d = u2 −u1 = u3 −u2

= 11−6 = 6−1 = 5

េគបន un = u1 +(n−1)d

= 1+(n−1)5

= 1+5n−5
ដូចេនះ un = 5n−4

៣. េយងីមន u1 = 8,u2 = 14,u3 = 20 ⇒ d = u2 −u1 = u3 −u2

= 20−14 = 14−8 = 6

េគបន un = u1 +(n−1)d

= 8+(n−1)6

= 8+6n−6
ដូចេនះ un = 6n+2
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៤. េយងីមន u1 = 60,u2 = 51,u3 = 42 ⇒ d = u2 −u1 = u3 −u2

= 42−51 = 51−60 =−9

េគបន un = u1 +(n−1)d

= 60+(n−1)(−9)

= 60−9n+9
ដូចេនះ un = 69−9n

៥. េយងីមន u1 = 4,u2 = 0,u3 =−4 ⇒ d = u2 −u1 = 0−4 =−4

េគបន un = u1 +(n−1)d

= 4+(n−1)(−4)

= 4−4n+4
ដូចេនះ un = 8−4n

៦. េយងីមន u1 =
3
2
,u2 = 2 ⇒ d = u2 −u1

= 2− 3
2
=

1
2

េគបន un = u1 +(n−1)d

=
3
2
+(n−1)

1
2

=
3
2
+

1
2

n− 1
2

=
1
2

n+
3−1

2
ដូចេនះ un =

n+2
2

លំ�ត់ ១៥
េគឱយស�ុ ីតនព�ន� 7,18,29,40,51, · · · ។ រក un និង u20 ។

ចេម�យ៖
រក un និង u20

េយងីមន u1 = 7,u2 = 18 នឱំយ d = u2 −u1 = 18−7 = 11
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េគបន un = u1 +(n−1)d

= 7+(n−1)11

= 7+11n−11

un = 11n−4

នឱំយ u20 = 11(20)−4

= 220−4

= 216
ដូចេនះ un = 11n−4 និង u20 = 216

លំ�ត់ ១៦
រក un និង u13 ចំេពះស�ុ ីតនព�ន� 200,310,420,530,640, ... ។

ចេម�យ៖
រក un និង u13

េយងីមន u1 = 200,u2 = 310 នឱំយ d = u2 −u1 = 310−200 = 110

េគបន un = u1 +(n−1)d

= 200+(n−1)110

= 200+110n−110

un = 110n+90

នឱំយ u13 = 110(13)+90

= 1520
ដូចេនះ un = 110n+90 និង u13 = 1520

លំ�ត់ ១៧
េគឱយស�ុ ីតនព�ន� 17,10,3,−4,−11, · · · ។ រក un និង u19 ។

ចេម�យ៖
រក un និង u19
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េយងីមន u1 = 17,u2 = 10 នឱំយ d = u2 −u1 = 10−17 =−7

េគបន un = u1 +(n−1)d

= 17+(n−1)(−7)

= 17−7n+7

un = 24−7n

នឱំយ u19 = 24−7(19)

=−109
ដូចេនះ un = 24−7n និង u19 =−109

លំ�ត់ ១៨
េតីចំនួន 1000 ជតួទីប៉ុនម នៃនស�ុ ីតនព�ន� 9,16,23,30,37, ...?

ចេម�យ៖
េយងីមន u1 = 9,u2 = 16 នឱំយ d = u2 −u1 = 16−9 = 7

េគបន un = u1 +(n−1)d

= 9+(n−1)7

= 9+7n−7

un = 7n+2

�ង un = 1000 សមូល 1000 = 7n+2

998 = 7n

n =
998

7
= 142.57 /∈ N

ដូចេនះ 1000 មិនែមនជចំនួនៃនស�ុ ីតនព�ន� (un) េទ

លំ�ត់ ១៩
េតីចំនួន 500 ជតួទីប៉ុនម នៃនស�ុ ីតនព�ន� 28,50,72,94,116, ...?

ចេម�យ៖
េយងីមន u1 = 28,u2 = 50 នឱំយ d = u2 −u1 = 50−28 = 22
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េគបន u500 = 28+(n−1)22

500 = 28+(n−1)22

500 = 28+22n−22

494 = 22n

n =
494
22

= 22.45 /∈ N
ដូចេនះ 500 មិនែមនជចំនួនៃនស�ុ ីតនព�ន� (un) េទ

លំ�ត់ ២០
រក un ៃនស�ុ ីតនព�ន� ចំេពះករណីនីមួយៗខងេ�កម៖
១. u5 = 17 និង u9 = 33 ២. u4 = 43 និង u10 = 97

៣. u8 =−8 និង u14 =−11 ។

ចេម�យ៖
១. រក un

េយងីមន u5 = 17 និង u9 = 33 �មទំនក់ទំនង

un = u1 +(n−1)d (7)

នឱំយ

u5 = u1 +4d ⇔ 17 = u1 +4d (8)

u9 = u1 +8d ⇔ 33 = u1 +8d (9)

យកសមីករ (9) ដក សមីករ (8)
េគបន 33−17 = (u1 +8d)− (u1 +4d)

16 =ZZu1 +8d −ZZu1 −4d

16 = 4d

d = 4

104 Tel: 016 434 006



HING Vothy

ជំនួសចូលសមីករ (8) េគបន 17 = u1 +4(4)⇒ u1 = 17−16 = 1

ជំនួសចូលសមីករ (7) េគបន un = 1+(n−1)4

= 1+4n−4
ដូចេនះ un = 4n−3

២. រក un

េយងីមន u4 = 43 និង u10 = 97 �មទំនក់ទំនង

un = u1 +(n−1)d (10)

u4 = u1 +3d ⇔ 43 = u1 +3d (11)

u10 = u1 +9d ⇔ 97 = u1 +9d (12)

យកសមីករ (12) ដក សមីករ (11)
េគបន 97−43 = (u1 +9d)− (u1 +3d)

54 =ZZu1 +9d −ZZu1 −3d

54 = 6d

d =
54
6

= 9

ជំនួសចូលសមីករ (11) េគបន 43 = u1 +3(9)⇒ u1 = 43−27 = 16

ជំនួសចូលសមីករ (10) េគបន un = 16+(n−1)9

= 16+9n−9
ដូចេនះ un = 9n+7

៣. រក un

េយងីមន u8 =−8 និង u14 =−11 �មទំនក់ទំនង

un = u1 +(n−1)d (13)

u8 = u1 +7d ⇔−8 = u1 +7d (14)

u14 = u1 +13d ⇔−11 = u1 +13d (15)

យកសមីករ (15) ដក សមីករ (14)
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េគបន −11− (−8) = (u1 +13d)− (u1 +7d)

−11+8 =ZZu1 +13d −ZZu1 −7d

−3 = 6d

d =−3
6
=−1

2

ជំនួសចូលសមីករ (14) េគបន −8 = u1 +7
(
−1

2

)
⇒ u1 =−8+

7
2
=−9

2

ជំនួសចូលសមីករ (13) េគបន un =−9
2
+(n−1)

(
−1

2

)
=−9

2
− 1

2
n+

1
2

=−1
2

n+
−9+1

2

=−1
2

n+
−8
2

ដូចេនះ un =−1
2

n−4

លំ�ត់ ២១
បង� ញថបីចំនួនខងេ�កមបេងកីតបនជស�ុ ីតនព�ន�៖

១.
1

x−1
,

x
x2 −1

,
1

x+1
២. (a2 +b2)2,(a4 +b4),(a2 −b2)2

៣.
2

x+1
,
x+1

x
,

x2 +1
x(x+1)

៤. (a2 −2ab−b2)2,(a2 +b2)2,(a2 +2ab−b2)2

ែណន៖ំ
េបី x,y,z ជបីតួៃនស�ុ ីតនព�ន�
េគបន x+ z = 2y

ចេម�យ៖
១. បង� ញថ 1

x−1
,

x
x2 −1

,
1

x+1
ជស�ុ ីតនព�ន�

េគបន 1
x−1

+
1

x+1
=

x+1+ x−1
(x−1)(x+1)

=
2x

x2 −1
�មមធយមនព�ន�

ដូចេនះ 1
x−1

,
x

x2 −1
,

1
x+1

ជស�ុ ីតនព�ន�
២. បង� ញថ (a2 +b2)2,(a4 +b4),(a2 −b2)2 ជស�ុ ីតនព�ន� �មមធយមនព�ន�
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េគបន (a2 +b2)2 +(a2 −b2)2 = a4 +2(ab)2 +b4 +[a4 −2(ab)2 +b4]

= a4 +
HHHH2(ab)2 +b4 +a4 −HHHH2(ab)2 +b4

= 2a4 +2b4

= 2(a4 +b4)

ដូចេនះ (a2 +b2)2,a4 +b4,(a2 −b2)2 ជស�ុ ីតនព�ន�

៣. បង� ញថ 2
x+1

,
x+1

2x
,

x2 +1
x(x+1)

ជស�ុ ីតនព�ន�

េគបន 2
x+1

+
x2 +1

x(x+1)
=

2x+ x2 +1
x(x+1)

=
(x+1)2

x(x+1)

=
(x+1)XXXX(x+1)

xXXXX(x+1)

= 2.
x+1

2x
�មមធយមនព�ន�

ដូចេនះ 2
x+1

,
x+1

2x
,

x2 +1
x(x+1)

ជស�ុ ីតនព�ន�

៤. បង� ញថ (a2 −2ab−b2)2,(a2 +b2)2,(a2 +2ab−b2)2 ជស�ុ ីតនព�ន�
េគបន (a2 −2ab−b2)2 +(a2 +2ab−b2)2

= [(a2 −2ab−b2)+(a2 +2ab−b2)]2 −2(a2 −2ab−b2)(a2 +2ab−b2)

= (2a2 −2b2)2 −2[a4 +HH2a3b− (ab)2 −HH2a3b−4(ab)2 +HH2ab3 − (ab)2 −HH2ab3 +b4]

= 4a4 +4b4 −8(ab)2 −2a4 +12(ab)2 −2b4

= 2a4 +2b4 +4(ab)2

= 2[(a2)2 +2(ab)2 +(b2)2]

= 2(a2 +b2)2 �មមធយមនព�ន�
ដូចេនះ (a2 +b2)2,(a2 +b2)2,(a2 −b2)2 ជស�ុ ីតនព�ន�

(a+b)2 = a2 +2ab+b2

(a+b)2 −2ab = a2 +b2
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លំ�ត់ ២២
កំណត់តៃម� x េដីមបឱីយបីចំនួនខងេ�កមបេងកីតបនជស�ុ ីតនព�ន�៖
១. (1+ x)2,(3+ x)2,(9+ x)2

២. (2− x)2,2x,2+ x

៣. a2(b+ x),b2(a+ x),x2(a+b)

ចេម�យ៖
១. រកតៃម� x េដីមបឱីយ (1+ x)2,(3+ x)2,(9+ x)2 ជស�ុ ីតនព�ន�

េគបន (1+ x)2 +(9+ x)2 = 2(3+ x)2 �មមធយមនព�ន�

1+2x+ x2 +81+18x+ x2 = 2(9+6x+ x2)

82+20x+ZZ2x2 = 18+12x+ZZ2x2

8x =−64

⇒ x =−64
8

ដូចេនះ x =−8

២. រកតៃម� x េដីមបឱីយ (2− x)2,2x,2+ x ជស�ុ ីតនព�ន�
េគបន (2− x)2 +2+ x = 2(2x) �មមធយមនព�ន�

4−4x+ x2 +2+ x = 4x

x2 −3x−4x+6 = 0

x2 −6x− x+6 = 0

x(x−6)− (x−6) = 0

(x−6)(x−1) = 0
សមូល x−6 = 0 ⇔ x = 6 ឬ x−1 = 0 ⇔ x = 1

ដូចេនះ x = 1 ឬ x = 6
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៣. រកតៃម� x េដីមបឱីយ a2(b+ x),b2(a+ x),x2(a+b) ជស�ុ ីតនព�ន�
េគបន a2(b+ x)+ x2(a+b) = 2b2(a+ x)

a2b+a2x+(a+b)x2 −2ab2 −2b2x = 0

(a+b)x2 +(a2 −2b2)x+ab(a−2b) = 0

[(a+b)x+ab](x+a−2b) = 0

ab

a−2b

(a+b)x

x

សមូល (a+b)x+ab = 0 ⇔ (a+b)x =−ab

⇒ x =− ab
a+b

ឬ x+a−2b = 0 ⇔ x = 2b−a

ដូចេនះ x = 2b−a ឬ x =− ab
a+b

លំ�ត់ ២៣
រកតួទីមួយ និងផលសងរមួរបស់ស�ុ ីតនព�ន� (un)n∈N កល�េគ�គ ល់៖
១. u4 = 15 និង S5 = 55

២. u3 +u5 = 4 និង S12 = 129

៣. u5 +u3 = 4 និង u2u4 =−3

៤. S5 = 35 និង u4u5 = 130

៥. u1 +u7 = 4 និង u2
3 +u2

7 = 122

ចេម�យ៖
១. រកតួទីមួយ និងផលសងរមួរបស់ស�ុ ីតនព�ន� (un)n∈N

េយងីមន u4 = 15 េ�យ u4 = u1 +3d ⇔ u1 +3d = 15

នឱំយ

u1 = 15−3d (16)

និង S5 = 55 េ�យ S5 =
5
2
.(2u1 +4d) = 5(u1 +2d)

55 = 5(15−3d +2d)

11 =−d +15
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d = 15−11 = 4 ជំនួសចូល (16)
េគបន u1 = 15−3(4) = 15−12 = 3

ដូចេនះ u1 = 3 និង d = 4

២. រកតួទីមួយ និងផលសងរមួរបស់ស�ុ ីតនព�ន� (un)n∈N

េយងីមន

u3 +u5 = 4

u1 +2d +u1 +4d = 4

2(u1 +3d) = 4

u1 = 2−3d (17)

និង Sn =
n
2
[2u1 +(n−1)d]

S12 =
12
2
[2(2−3d)+11d]

129 = 6(4−6d +11d)

129 = 6(4+5d)

129 = 24+30d

129−24
30

= d

d =
21
6

=
7
2

ជំនួសចូល (17)

⇒u1 = 2−3.
7
2
=

4−21
2

=−17
2

ដូចេនះ u1 =−17
2

និង d =
7
2

Sn =
n
2
(u1 +un),un = u1 +(n−1)d

=
n
2
[2u1 +(n−1)d]
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៣. រកតួទីមួយ u1 និងផលសងរមួ d

េយងីមន

u5 +u3 = 4

u1 +4d +u1 +2d = 4

2(u1 +3d) = 4

u1 +3d = 2 (18)

និង

u2u4 =−3

(u1 +d)(u1 +3d) =−3

(u1 +d)2 =−3

u1 +d =−3
2

(19)

យកសមីករ (18 ) ដក (19) េគបន (u1 +3d)− (u1 +d) = 2−
(
−3

2

)
ZZu1 +3d −ZZu1 −d = 2+

3
2

2d =
7
2
⇒ d =

7
4

យក d =
7
4

ជំនួសចូលសមីករ (២) េគបន u1+
7
4
=−3

2
⇒ u1 =−3

2
− 7

4
=−13

4
ដូចេនះ u1 =−13

4
និង d =

7
2

៤. រកតួទីមួយ u1 និងផលសងរមួ d

េយងីមន S5 = 35

5
2
(u1 +u1 +4d) = 35

5
2
×2(u1 +2d) = 35

u1 +2d =
35
5

= 7
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និង u4u5 = 130

(u1 +3d)(u1 +4d) = 130

[(u1 +2d)+d][(u1 +2d)+2d] = 130

(7+d)(7+2d) = 130

49+14d +7d +2d2 = 130

2d2 +21d +49−130 = 0

2d2 +21d −81 = 0

2d2 −6d +27d −81 = 0

2d(d −3)+27(d −3) = 0

(d −3)(2d +27) = 0

⇒


d −3 = 0

2d −27 = 0

⇒


d = 3

d =
27
2

ចំេពះ d = 3 ⇒ u1 = 7−2d = 7−2(3) = 1

ចំេពះ d =
27
2

⇒ u1 = 7−2× 27
2

= 7−27 =−20

ដូចេនះ u1 = 1,d = 3 ឬ u1 =−20,d =
27
2

៥. រកតួទីមួយ និងផលសងរមួរបស់ស�ុ ីតនព�ន� (un)n∈N

េយងីមន u1 +u7 = 4

u1 +u1 +6d = 4

2u1 +6d = 4

2(u1 +3d) = 4

u1 +3d = 2

⇒ u1 = 2−3d (20)
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និង u2
3 +u2

7 = 122

(u1 +2d)2 +(u1 +6d)2 = 122

(u1 +3d −d)2 +(u1 +3d +3d)2 = 122

(2−d)2 +(2+3d)2 = 122

4−4d +d2 +4+12d +9d2 −122 = 0

10d2 +8d −144 = 0

5d2 +4d −57 = 0

�ង a = 5,b′ =
b
2
=

4
2
= 2,c =−57

�ម ∆′ = (b′)2 −ac = 22 − (5)(−57) = 289 ⇒
√

∆′ =
√

172 = 17

នឱំយ


d =

−b′+
√

∆′

a
=

−2+17
5

= 3

d =
−b′−

√
∆′

a
=

−2−17
5

=−19
5

ជំនួសចូលសមីករ (20)

េគបន


u1 = 2−3×3 = 2−9 =−7

u1 = 2−3× −19
5

=
10+57

5
=

67
5

ដូចេនះ u1 =−7,d = 3 ឬ u1 =
67
5
,d =−19

5

លំ�ត់ ២៤
គណនផលបូក n តួដំបូងៃនស�ុ ីតនព�ន�នីមួយៗខងេ�កម៖
១. 2+5+8+11+14+ ...

២. 8+10+12+14+16+ ...

៣. 80+77+74+71+68+ ...

៤. 2008+1996+1984+1972+1960+ ...

៥.
1
2
+

5
6
+

7
6
+

3
2
+

11
6
+ ... ។
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ចេម�យ៖
១. គណនផលបូក 2+5+8+11+14+ · · ·

�ង u1 = 2,u2 = 5 ⇒ d = u2 −u1 = 5−2 = 3

េគបន Sn =
n
2
(u1 +un) , un = u1 +(n−1)d

=
n
2
[u1 +u1 +(n−1)d]

=
n
2
[2u1 +(n−1)d]

=
n
2
[2(2)+(n−1)3]

=
n
2
(4+3n−3)

ដូចេនះ Sn =
n
2
(3n+1)

២. គណនផលបូក 8+10+12+14+16+ · · ·

�ង u1 = 8,u2 = 10,u3 = 12 ⇒ d = u2 −u1 = 10−8 = 2

េគបន Sn =
n
2
[2u1 +(n−1)d]

=
n
2
[2(8)+(n−1)2]

=
n
2
(16+2n−2)

=
n
A2
(n+7)A2

ដូចេនះ Sn = n(n+7)

៣. គណនផលបូក 80+77+74+71+68+ · · ·

�ង u1 = 80,u2 = 77 ⇒ d = u2 −u1 = 77−80 =−3

េគបន Sn =
n
2
[2u1 +(n−1)d]

=
n
2
[2(80)+(n−1)(−3)]

=
n
2
(160−3n+3)

=
n
2
(163−3n)

ដូចេនះ Sn =
n
2
(163−3n)

៤. គណនផលបូក 2008+1996+1984+1972+1960+ · · ·
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�ង u1 = 2008,u2 = 1996 ⇒ d = u2 −u1 = 1996−2008 =−12

េគបន Sn =
n
2
[2u1 +(n−1)d]

=
n
2
[2(2008)+(n−1)(−12)]

=
n
2
(4016−12n+12)

=
n
2
(4028−12n) = 2014n−6n2

ដូចេនះ Sn = 2014n−6n2

៥. គណនផលបូក 1
2
+

5
6
+

7
6
+

3
2
+

11
6
+ · · ·

�ង u1 =
1
2
,u2 =

5
6
,u3 =

7
6
⇒ d = u2 −u1 =

5
6
− 1

2
=

5−3
6

=
2
6
=

1
3

េគបន Sn =
n
2
[2u1 +(n−1)d]

=
n
2
[A2
(

1
A2

)
+(n−1)

1
3
]

=
n
2
(1+

1
3

n− 1
3
)

=
n
2

(
3+n−1

3

)
=

n
2
× n+2

3

ដូចេនះ Sn =
n(n+2)

6

លំ�ត់ ២៥
េគឱយតួទី n ៃនស�ុ ីតនព�ន� un = 5n−3 គណន S12 ។

ចេម�យ៖
េយងីមន un = 5n−3 នឱំយ u1 = 5(1)−3 = 2

u12 = 5(12)−3 = 57

េគបន Sn =
n
2
(u1 +un)

S12 =
12
2
(2+57) = 6(59) = 354

ដូចេនះ S12 = 354
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លំ�ត់ ២៦
េគឱយស�ុ ីត (un) កំណត់េ�យ 4,15,26,37, ... ។
១. បង� ញថស�ុ ីត (un) ជស�ុ ីតនព�ន� ។
២. រចួគណនផលបូក 20 តួដំបូងៃនស�ុ ីតនព�ន�េនះ ។

ចេម�យ៖
េគឱយស�ុ ីត (un) កំណត់េ�យ 4,15,26,37, ...

១. េយងីមន u1 = 4,u2 = 15 ⇒ u2 −u1 = 15−4 = 11

u3 = 4,u4 = 15 ⇒ u4 −u3 = u3 −u2 = 37−26 = 26−15 = 11

នឱំយ d = 11 > 0 េគបន (un) ជស�ុ ីតនព�ន�េកីន
២. គណនផលបូក 20 តួដំបូងៃនស�ុ ីត

េគបន S20 =
20
2
[4+(4+19×11)]

= 10(8+209) = 10(217)
ដូចេនះ S20 = 2170

េ�បី un = u1 +(n−1)d

Sn = u1 +(n−1)d

Sn =
n
2
[2u1 +(n−1)d]

លំ�ត់ ២៧
េគឱយស�ុ ីតនព�ន� 9,5,1,−3,−7, ... ។
១. គណនតួទី n ៃនស�ុ ីត ។
២. េតីចំនួន −67 ជតួទីប៉ុនម នៃនស�ុ ីតនព�ន�េនះ ។

ចេម�យ៖
�ង u1 = 9,u2 = 5 នឱំយ d = u2 −u1 = 5−9 =−4

១. េគបន un = u1 +(n−1)d

= 9+(n−1)(−4)

= 9−4n+4

= 13−4n

ដូចេនះ តួទី n ៃនស�ុ ីតគឺ un = 13−4n
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២. �ង un =−67 េគបន −67 = 14−4n

4n = 14+67

4n = 81

n =
81
4

= 20.25 /∈ N
ដូចេនះ ចំនួន −67 មិនែមនជចំនួនៃនតួរបស់ស�ុ ីត (un)

លំ�ត់ ២៨
កំណត់បីចំនួនពិតតគន a,b,c ៃនស�ុ ីតនព�ន�មួយ េបីេគដឹងថ៖
១. a+b+ c = 30 និង abc = 910

២. a+b+ c =−9 និង abc = 48

៣. a+b+ c = 18 និង a2 +b2 + c2 = 206

៤. a+b+ c = 9 និង a4 +b4 + c4 = 707

ចេម�យ៖

១. កំណត់បីចំនួនពិតតគន a,b,c ៃនស�ុ ីតនព�ន�
េគមន a+b+ c = 30 �មមធយមនព�ន� a+ c = 2b

2b+b = 30

3b = 30

b = 10

នឱំយ a+ c = 2b = 2(10) = 20

�ទីស�ីបទែវយ៉ត៖ េបី α,β ជឫស
របស់សមីករេនះេគបន
X2 − (α +β )X +α.β = 0

និង abc = 910

10ac = 910

ac =
910
10

ac = 91
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�ម�ទឹស�ីបទែវយ៉តេគបន X2 − (a+ c)X +ac = 0

X2 −20X +91 = 0

X2 −7X −13X +91 = 0

X(X −7)−13(X −7) = 0

(X −7)(X −13) = 0

នឱំយ X −7 = 0 ⇒ X = 7 ឬ X −13 = 0 ⇒ X = 13

ចំេពះ a = X = 7 ⇒ c = 13

ចំេពះ a = X = 13 ⇒ c = 7

ដូចេនះ 7,10,13 ឬ 13,10,7

២. a+b+ c =−9 និង abc = 48 ��យដូចទី១ែដរ
ដូចេនះ −50494

10000
,−3,− 9506

10000
ឬ − 9506

10000
,−3,−50494

10000
៣. កំណត់បីចំនួនពិតតគន a,b,c ៃនស�ុ ីតនព�ន�

េគមន a+b+ c = 18 �មមធយមនព�ន� a+ c = 2b

2b+b = 18

3b = 18

b =
18
3

= 6

នឱំយ a+ c = 2b = 2(6) = 12

�ទីស�ីបទែវយ៉ត៖ េបី α,β ជឫស
របស់សមីករេនះេគបន
X2 − (α +β )X +α.β = 0

និង a2 +b2 + c2 = 206

a2 +62 + c2 = 206

(a+ c)2 −2ac = 206−36

122 −2ac = 170

144−170 = 2ac

−26 = 2ac

ac =−26
2

=−13

�ម�ទឹស�ីបទែវយ៉ត
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េគបន X2 − (a+ c)X +ac = 0

X2 −12X −13 = 0

X2 −13X +X −13 = 0

X(X −13)+(X −13) = 0

(X −13)(X +1) = 0

នឱំយ X −13 = 0 ⇒ X = 13 ឬ X +1 = 0 ⇒ X =−1

ចំេពះ a = X = 13 ⇒ c =−1

ចំេពះ a = X =−1 ⇒ c = 13

ដូចេនះ −1,6,13 ឬ 13,6,−1

៤. កំណត់បីចំនួនពិតតគន a,b,c ៃនស�ុ ីតនព�ន�
េគមន a+b+ c = 9 �មមធយមនព�ន� a+ c = 2b

2b+b = 9

3b = 9

b = 3

នឱំយ a+ c = 2b = 2(3) = 6

(a+ c)4 = a4 +4a3c+6(ac)2 +4ac3 + c4

a4 + c4 = (a+ c)4 −4a3c−6(ac)2 −4ac3

និង a4 +b4 + c4 = 707

(a+ c)4 −4a3c−6(ac)2 −4ac3 = 707−b4

64 −2ac(2a2 +4ac+2c2 −ac) = 707−34

−2ac[2(a2 +2ac+ c2)−ac] = 707−34 −64

−2ac[2(a+ c)2 −ac] =−670

−2ac[2(6)2 −ac] =−670

ac(72−ac) =
670

2

72ac− (ac)2 = 335
�ង x = ac
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េគបន 72x− x2 = 335

−x2 +72x−335 = 0

−(x2 −72x+335) = 0

x2 −72x+335 = 0

x2 −67x−5x+335 = 0

x(x−67)−5(x−67) = 0

(x−67)(x−5) = 0

នឱំយ x−67 = 0 ⇒ x = 67 ឬ x−5 = 0 ⇒ x = 5

ចំេពះ x = 67 ⇔ ac = 67 និង a+ c = 6

�ម�ទឹស�ីបទែវយ៉តេគបន X2 − (a+ c)X +ac = 0

X2 −6X +67 = 0

េ�យ ∆′ = (b′)2 −ac =
(
−6

2

)2

−1(67)< 0 មិនយកេ�ពះ X /∈ R

ចំេពះ x = 5 ⇔ ac = 5 និង a+ c = 6

�ម�ទឹស�ីបទែវយ៉តេគបន X2 − (a+ c)X +ac = 0

X2 −6X +5 = 0

X2 −5X −X +5 = 0

X(X −5)− (X −5) = 0

(X −5)(X −1) = 0

នឱំយ X −1 = 0 ⇒ X = 1 ឬ X −5 = 0 ⇒ X = 5

ចំេពះ a = X = 1 ⇒ c = 5

ចំេពះ a = X = 5 ⇒ c = 1

ដូចេនះ 1,3,5 ឬ 5,3,1
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លំ�ត់ ២៩
រង� ស់ �ជ�ងទងំបី ៃន�តីេកណែកងមួយតំ េរ�បតគន បេងកីតបនជស�ុ ីតនព�ន�មួយែដល
មនផលសងរមួេសមី 21 ែម៉�ត ។ គណនរង� ស់�ជ�ងទងំបីៃន�តីេកណែកងេនះ ។

ចេម�យ៖
�ង a,b,c ជរង� ស់�ជ�ងទងំបីៃន�តីេកណែកងែដល a,b,c > 0

េ�យ a,b,c ជស�ុ ីតនព�ន�ែដលមនផលសង d = 21m

េគបន b = a+d

= a+21

c = b+d = a+21+21

= a+42
a

b
c

�ម�ទឹស�ីបទពី�គ័រ េគបន c2 = a2 +b2

(a+42)2 = a2 +(a+21)2

@@a2 +84a+1764 =@@a2 +a2 +42a+441

0 = a2 +42a−84a+441−1764

0 = a2 −4a(21)+(21)2 − (42)2

0 = (a−21)2 − (42)2

0 = (a−21−42)(a−21+42)

0 = (a−63)(a+21)
⇔ a−63 = 0 ⇒ a = 63 ឬ a+21 = 0 ⇒ a =−21 < 0 មិនយកេ�ពះ a > 0

ចំេពះ a = 63 េនះ b = a+21 = 63+21 = 84

c = a+42 = 63+42 = 105

ដូចេនះ រង� ស់�ជ�ងៃន�តីេកណែកងគឺ 63,84,105
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លំ�ត់ ៣០
��យបញជ ក់ថ៖
១. េបី a,b,c ជស�ុ ីតនព�ន� េនះ a2 −bc,b2 −ac,c2 −ab ជស�ុ ីតនព�ន� ។

២. េបី
1

a+b
,

1
a+ c

,
1

b+ c
ជស�ុ ីតនព�ន� េនះ a2,b2,c2 ជស�ុ ីតនព�ន� ។

៣. ចំេពះ�គប់ a 6= 0 និង b 6= 0 េនះ a
b(a−b)

,
a+b
2ab

,
b

a(b−a)
ជស�ុ ីតនព�ន� ។

ចេម�យ៖
��យបញជ ក់ថ៖
១. េបី a,b,c ជស�ុ ីតនព�ន� េនះ a2 −bc,b2 −ac,c2 −ab ជស�ុ ីតនព�ន�

េគបន a2 −bc+ c2 −ab = a2 + c2 − (ab+bc)

= (a+ c)2 −2ac−b(a+ c)

េ�យ a,b,c ជស�ុ ីតនព�ន�នឱំយ a+ c = 2b

នឱំយ (a2 −bc)+(c2 −ab) = (2b)2 −2ac−b2b

= 4b2 −2b2 −2ac

= 2(b2 −ac)

�មមធយមនព�ន� នឱំយ a2 −bc,b2 −ac,c2 −ab ជស�ុ ីតនព�ន�
ដូចេនះ េបី a,b,c ជស�ុ ីតនព�ន�េនះ a2 −bc,b2 −ac,c2 −ab ជស�ុ ីតនព�ន� ។

២. េបី
1

a+b
,

1
a+ c

,
1

b+ c
ជស�ុ ីតនព�ន� េនះ a2,b2,c2 ជស�ុ ីតនព�ន�

េយងីមន 1
a+b

,
1

a+ c
,

1
b+ c

ជស�ុ ីតនព�ន�

េគបន 1
a+b

+
1

b+ c
=

2
a+ c

b+ c+a+b
(a+b)(b+ c)

=
2

a+ c

(2b+a+ c)(a+ c) = 2(a+b)(b+ c)

a(2b+a+ c)+ c(2b+a+ c) = 2a(b+ c)+2b(b+ c)

HH2ab+a2 +HHac+HH2bc+HHac+ c2 =HH2ab+HH2ac+2b2 +HH2bc
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a2 + c2 = 2b2

�មមធយមនព�ន� នឱំយ a2,b2,c2 ជស�ុ ីតនព�ន�

ដូចេនះ េបី 1
a+b

,
1

a+ c
,

1
b+ c

ជស�ុ ីតនព�ន� េនះ a2,b2,c2 ជស�ុ ីតនព�ន� ។

៣. ចំេពះ�គប់ a 6= 0 និង b 6= 0 េនះ a
b(a−b)

,
a+b
2ab

,
b

a(b−a)
ជស�ុ ីតនព�ន�

េគបន a
b(a−b)

+
b

a(b−a)
=

a
b(a−b)

− b
a(a−b)

=
a2 −b2

ab(a−b)

=
XXXX(a−b)(a+b)

abXXXX(a−b)

= 2× a+b
2ab

�មមធយមនព�ន�

ដូចេនះ ចំេពះ�គប់ a,b 6= 0 េនះ a
b(a−b)

,
a+b
2ab

,
b

a(b−a)
ជស�ុ ីតនព�ន�
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លំ�ត់ ៣១
១. េគមនស�ុ ីតនព�ន� (un)n∈N កំណត់េ�យ u1,u2,u3, · · · ,un ែដល�គប់តួៃនស�ុ ីត

េនះជចំនួនខុសពីសូនយ ។
បង� ញថ 1

u1.u2
+

1
u2.u3

+
1

u3.u4
+ · · ·+ 1

un.un+1
=

n
u1.un+1

។

២. គណនផលបូក Sn =
1

1.2
+

1
2.3

+
1

3.4
+ · · ·+ 1

n(n+1)
។

ចេម�យ៖
១. េគមនស�ុ ីតនព�ន� (un)n∈N ែដល�គប់តួៃនស�ុ ីតេនះជចំនួនខុសពីសូនយ

បង� ញថ 1
u1.u2

+
1

u2.u3
+

1
u3.u4

+ · · ·+ 1
un.un+1

=
n

u1.un+1
។

េ�យ 1
un.un+1

=
un+1 −un

un.un+1(un+1 −un)
=

1
d

(
1
un

− 1
un+1

)
នឱំយ 1

u1.u2
=

1
d

(
1
u1

−
�
�
�1

u2

)
1

u2.u3
=

1
d

(
�
�
�1

u2
−
�
�
�1

u3

)
1

u3.u4
=

1
d

(
�
�
�1

u3
−
�
�
�1

u4

)
(+)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
1

un.un+1
=

1
d

(
�
�
�1

un
− 1

un+1

)

1
u1.u2

+
1

u2.u3
+

1
u3.u4

+ · · ·+ 1
un.un+1

=
1

du1
− 1

dun+1

=
un+1 −u1

du1un+1

= ��u1 +n�d −��u1

�du1un+1

ដូចេនះ 1
u1.u2

+
1

u2.u3
+

1
u3.u4

+ · · ·+ 1
un.un+1

=
n

u1.un+1

តួទីn ៃនស�ុីតនព�ន�៖
un = u1 +(n−1)d

un+1 = u1 +nd

ផលសងរួម៖
un+1 −un = d

២. េគបន 1
1.2

+
1

2.3
+

1
3.4

+ · · ·+ 1
n(n+1)

=
n

(n+1)
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លំ�ត់ ៣២
េគឱយពីរចំនួន u0 និង u1 េគបេងកីតចំនួន
u2 = u0 +u1,u3 = u1 +u2, · · · ,un+1 = un−1 +un ។
បង� ញថ u0 +u1 +u2 +u3 + · · ·+un−1 = un+1 −u1 ។

ចេម�យ៖
េយងីមន u2 = u0 +u1,u3 = u1 +u2, · · · ,un+1 = un−1 +un

េគបន u2 = u0 +u1 ⇒ u0 =ZZu2 −u1

u3 = u1 +u2 ⇒ u1 =ZZu3 −ZZu2

u4 = u2 +u3 ⇒ u2 =ZZu4 −ZZu3

u5 = u3 +u4 ⇒ u3 =ZZu5 −ZZu4

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

un+1 = un−1 +un ⇒ un−1 = un+1 −ZZun

u0 +u1 +u2 + · · ·+un−1 = un+1 −u1

ដូចេនះ u0 +u1 +u2 + · · ·+un−1 = un+1 −u1

លំ�ត់ ៣៣
េគឱយស�ុ ីតនព�ន� (un)n∈N ែដលមនតទីួមួយ u1 = 1 ។ គណនផលសងរមួៃនស�ុ ីតនព�ន�
េនះកនុងករណីខងេ�កម៖
១. ផលេធ�បតួទី 8 និងតួទី 3 េសមីនឹង 4 ។
២. ផលដកកេរៃនតួទី 10 និងតួទី 7 េសមីនឹង 3 ។
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ចេម�យ៖គណនផលសងរមួៃនស�ុ ីតនព�ន�
១. េយងីមន u1 = 1 និង ផលេធ�បតួទី 8 និងតួទី 3 េសមីនឹង 4

េគបន u8

u3
= 4 ,un = u1 +(n−1)d

u8 = 4u3

u1 +7d = 4(u1 +2d)

u1 +7d = 4u1 +8d

u1 −4u1 = 8d −7d ,u1 = 1

−3×1 = d
ដូចេនះ ផលសងរមួ d =−3

២. េយងីមន u1 = 1 និង ផលដកកេរៃនតួទី 10 និងតួទី 7 េសមីនឹង 3

េគបន (u10 −u7)
2 = 3

[u1 +9d − (u1 +6d)]2 = 3

(u1 +9d −u1 −6d)2 = 3

(3d)2 = 3

9d2 = 3

d2 =
1
3

d =±
√

1
3

=± 1√
3
×

√
3√
3

=±
√

3
3

ដូចេនះ ផលសងរមួ d =

√
3

3
ឬ d =−

√
3

3

126 Tel: 016 434 006



HING Vothy

លំ�ត់ ៣៤
េគឱយ a,b,c ជមុំកនុងៃន�តីេកណមួយ ។ ��យបញជ ក់ថ េបី cota,cotb,cotc ជ
ស�ុ ីតនព�ន�េនះេគបន sin2 a,sin2 b,sin2 c ក៏ជស�ុ ីតនព�ន�ែដរ ។

ចេម�យ៖
េយងីមន cota,cotb,cotc ជស�ុ ីតនព�ន� �មមធយមនព�ន�
េគបន
cota+ cotc = 2cotb

cosa
sina

+
cosc
sinc

=
2cosb
sinb

cosasinc+ sinacosc
sinasinc

=
2sincosb

sinb

sinbsinccosa+ sinasinbcosc = 2sinasinccosb

sinbsinccosa− sinasinccosb = sinasinccosb− sinasinbcosc

sinc(sinbcosa− cosbsina) = sina(sinccosb− coscsinb) េ�យ c = π − (a+b)

sin[π − (b+a)](sinbcosa− cosbsina) = sin[π − (c+b)](sinccosb− coscsinb)

sin(b+a)(sinbcosa− cosbsina) = sin(c+b)(sinccosb− coscsinb)

(sinbcosa+ sinacosb)(sinbcosa− sinacosb) = (sinccosb+ sinbcosc)(sinccosb− sinbcosc)

(sinbcosa)2 − (sinacosb)2 = (sinccosb)2 − (sinbcosc)2

sin2 b(1− sin2 a)− sin2 a(1− sin2 a) = sin2 c(1− sin2 b)− sin2 b(1− sin2 c)

sin2 b− sin2 asin2 b− sin2 a+ sin2 asin2 b = sin2 c− sin2 bsin2 c− sin2 b+ sin2 bsin2 c

sin2 b− sin2 a = sin2 c− sin2 b

sin2 a+ sin2 c = 2sin2 b �មមធយមនព�ន�
នឱំយ sin2 a,sin2 b,sin2 c ជស�ុ ីតនព�ន�
ដូចេនះ េបី cota,cotb,cotc ជស�ុ ីតនព�ន�េនះ sin2 a,sin2 b,sin2 c ជស�ុ ីតនព�ន�
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លំ�ត់ ៣៥
កំណត់ ផលេធ�ប រមួ ៃន ស�ុ ីត ធរណីម�ត និង សរេសរ បី តួ បនទ ប់ េទ�ត ៃន ស�ុ ីត នី មួយ ៗ
ខងេ�កម៖
១. 8,4,2,1,

1
2
, . . . ២. 8,4

√
2,4,2

√
2, . . .

៣.
√

3,3,3
√

3,9, . . .

ចេម�យ៖
កំណត់ផលេធ�បរមួ q និងសរេសរបីតួបនទ ប់ៃនស�ុ ីត

១. េយងីមន 8,4,2,1,
1
2
, . . .

�ង u1 = 8,u2 = 4 ⇒ q =
u2

u1
=

4
8
=

1
2

េគបន u6 = u5q =
1
2
× 1

2
=

1
4

u7 = u6q =
1
4
× 1

2
=

1
8

u8 = u7q =
1
8
× 1

2
=

1
16

ដូចេនះ ផលេធ�បរមួគឺ q =
1
2

និងបីតួបនទ ប់ៃនស�ុ ីតគឺ 8,4,2,1,
1
2
,
1
4
,
1
8
,

1
16

២. េយងីមន 8,4
√

2,4,2
√

2, . . .

�ង u1 = 8,u2 = 4
√

2 ⇒ q =
u2

u1
=

4
√

2
8

=

√
2

2

េគបន u5 = u4q = �2
√

2×
√

2
�2

= (
√

2)2 = 2

u6 = u5q = �2×
√

2
�2

=
√

2

u7 = u6q =
√

2×
√

2
2

=
(
√

2)2

2
=

�2
�2
= 1

ដូចេនះ ផលេធ�បរមួគឺ q =

√
2

2
និងបីតួបនទ ប់ៃនស�ុ ីតគឺ 8,4

√
2,4,2

√
2,2,

√
2,1

៣. េយងីមន
√

3,3,3
√

3,9, . . .

�ង u1 =
√

3,u2 = 3 ⇒ q =
u2

u1
=

3√
3
=

�3
√

3
�3

=
√

3
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េគបន u5 = u4q = 9
√

3

u6 = u5q = 9
√

3.
√

3 = 9(
√

3)2 = 27

u7 = u6q = 27
√

3

ដូចេនះ ផលេធ�បរមួគឺ q =
√

3 និងបីតបួនទ បៃ់នស�ុ ីតគឺ
√

3,3,3
√

3,9,9
√

3,27,27
√

3

លំ�ត់ ៣៦
កំណត់តួទី n និង តួទី 15 ៃនស�ុ ីតធរណីម�តនីមួយៗខងេ�កម៖
១. 625,125,25,5,1, . . . ២. 5,−5

2
,
5
4
,−5

8
, . . .

៣. 1,
√

7,7,7
√

7,49, . . .

ចេម�យ៖
១. កំណត់តួទី n និង តួទី 15 ៃនស�ុ ីតធរណីម�ត 625,125,25,5,1, . . .

�ង u1 = 625 = 54,u2 = 125 = 53 ⇒ q =
u2

u1
=

53

54 =
1
5

េគបន un = u1qn−1 = 54
(

1
5

)n−1

=
54

5n−1 = 54−(n−1) = 55−n

⇒ u15 = 55−15 = 5−10

ដូចេនះ តួទី n គឺ un = 55−n និងតួទី 15 គឺ u15 = 5−10

(−1)n = 1 េបី n គូ
(−1)n =−1 េបី n េសស

២. កំណត់តួទី n និង តួទី 15 ៃនស�ុ ីតធរណីម�ត 5,−5
2
,
5
4
,−5

8
, . . .

�ង u1 = 5,u2 =−5
2
⇒ q =

u2

u1
=

−5
2

5
=−�5

2
× 1

�5
=−1

2

េគបន un = u1qn−1 = 5
(
−1

2

)n−1

⇒ u15 = 5
(
−1

2

)15−1

= 5
(
−1

2

)14

= (−1)14 5
214

=
5

214

ដូចេនះ តួទី n គឺ un = 5
(
−1

2

)n−1

និងតួទី 15 គឺ u15 =
5

214

៣. កំណត់តួទី n និង តួទី 15 ៃនស�ុ ីតធរណីម�ត 1,
√

7,7,7
√

7,49, . . .
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�ង u1 = 1,u2 =
√

7 ⇒ q =
u2

u1
=

√
7

1
=
√

7

េគបន un = u1qn−1 = 1
(√

7
)n−1

=
(√

7
)n−1

⇒ u15 =
(√

7
)15−1

=
(

7
1
2

)14
= 7

14
2 = 77

ដូចេនះ តួទី n គឺ un =
(√

7
)n−1

និងតួទី 15 គឺ u15 = 77

លំ�ត់ ៣៧
េតីស�ុ ីតធរណីម�តនីមួយៗខងេ�កមមនចំនួនប៉ុនម នតួ ?
១. 1,2,4,8,16, . . . ,1024 ២. 5,10,20, . . . ,5.2n

៣. x7,x6,x5, . . . ,x−7 ,x 6= 1 និង x > 0

ចេម�យ៖
១. រកចំនួនតួៃនស�ុ ីត 1,2,4,8,16, . . . ,1024

�ង un = 1024,u1 = 1,u2 = 2

⇒ q =
u2

u1
=

2
1
= 2

a f (x) = ag(x) ,a 6= 0

⇔ f (x) = g(x)

េគបន un = u1qn−1

1024 = 1×2n−1

32×32 = 2n−1

25 ×25 = 2n−1

25+5 = 2n−1

⇔ 5+5 = n−1

10+1 = n ⇒ n = 11

ដូចេនះ ស�ុ ីត 1,2,4,16, . . . ,1024 មនចំនួន 11 តួ
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២. រកចំនួនតួៃនស�ុ ីត 5,10,20, . . . ,2560

�ង un = 2560,u1 = 5,u2 = 10

⇒ q =
u2

u1
=

10
5

= 2 េគបន un = u1qn−1

2560 = 10×2n−1

2560
10

= 2n−1

256 = 2n−1

28 = 2n−1

⇔ 8 = n−1

n = 9

ដូចេនះ ស�ុ ីត 5,10,20, . . . ,2560 មនចំនួន 9 តួ
៣. រកចំនួនតួៃនស�ុ ីត x7,x6,x5, . . . ,x−7 ,x 6= 1 និង x > 0

�ង un = x−7,u1 = x7,u2 = x6 ⇒ q =
u2

u1
=

x6

x7 =
1
x

េគបន un = u1qn−1

x−7 = x7
(

1
x

)n−1

x−7 = x7−(n−1)

⇔−7 = 7−n+1

n = 15

ដូចេនះ ស�ុ ីត x7,−x6,x5, . . . ,x−7 ,x 6= 1 និង x > 0 មនចំនួន 15 តួ

លំ�ត់ ៣៨
េគមនស�ុ ីតធរណីម�ត 3,12,48, . . . ។
១. គណនតួទី 9 ៃនស�ុ ីត ។ ២. េតីចំនួន 12288 ជតួទីប៉ុនម នៃនស�ុ ីត?
៣. គណនផលបូក 30 តួដំបូងៃនស�ុ ីត ។

ចេម�យ៖
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េគមន 3,12,48, . . .

១. គណនតួទី 9 ៃនស�ុ ីត

�ង u1 = 3,u2 = 12 ⇒ q =
u2

u1
=

12
3

= 4

េគបន u9 = u1.q9−1 = 3×48 = 196608

ដូចេនះ តួទី 9 ៃនស�ុ ីតគឺ u9 = 196608

២. េតីចំនួន 12288 ជតួទីប៉ុនម នៃនស�ុ ីត ?
�ង un = 12288 េគបន un = u1.qn−1

12288 = 3×4n−1

12288
3

= 22(n−1)

4096 = 22n−2

64×64 = 22n−2

26+6 = 22n−2

⇔ 12 = 2n−2

14
2

= n

⇒ n = 7

ដូចេនះ ចំនួន 12288 ជតួទី 7 ៃនស�ុ ីត
៣. គណនផលបូក 30 តួដំបូងៃនស�ុ ីត

Sn = u1.
qn −1
q−1

េគបន S30 = u1
q30 −1
q−1

= 3.
430 −1
4−1

= �3.
430 −1

�3
ដូចេនះ ផលបូក 30 តួដំបូងៃនស�ុ ីតគឺ S30 = 430 −1
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លំ�ត់ ៣៩

សរេសរបួនតួដំបូងៃនស�ុ ីត (un)n∈N ែដល un = 6
(
−1

2

)n−1

រចួបង� ញថ�ជស�ុ ីត

ធរណីម�ត ។

ចេម�យ៖
• សរេសរបួនតួដំបូងៃនស�ុ ីត (un)n∈N

េយងីមន un = 6
(
−1

2

)n−1

u1 = 6
(
−1

2

)1−1

= 6
(
−1

2

)0

= 6(1) = 6

u2 = 6
(
−1

2

)2−1

= 6
(
−1

2

)
=−6

2
=−3

u3 = 6
(
−1

2

)3−1

= 6
(
−1

2

)2

= 6.
1
4
=

3
2

u4 = 6
(
−1

2

)4−1

=−6
(
−1

2

)3

=−6.
1
23 =−6

8
=−3

4

ដូចេនះ បួនតួដំបូងៃនស�ុ ីតគឺ 6,−3,
3
2
,−3

4
• បង� ញថ (un)n∈N ជស�ុ ីតធរណីម�ត

េ�យ un = 6
(
−1

2

)n−1

⇒ un+1 = 6
(
−1

2

)n

= 6
(
−1

2

)n−1(
−1

2

)
េគបន un+1

un
=

XXXXXX6.
(
−1

2

)n−1 (−1
2

)
XXXXX6
(
−1

2

)n−1 =−1
2
= q

ដូចេនះ (un)n∈N ជស�ុ ីតធរណីម�ត
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លំ�ត់ ៤០
រកតួទី១ និង ផលេធ�បរមួៃនស�ុ ីតធរណីម�ត (un)n∈N នីមួយៗខងេ�កម េបីេគ�គ ល់៖
១. u3 = 1 និង u7 = 81 ២. u2 +u3 = 9 និង u7 = 8u4

៣. Sn =
1
3
− 2n

3n+1 ៤. u1 +u2 = 18 និង u2 +u3 = 36

ចេម�យ៖
១. រក u1 និង q un = up.qn−p

u7 = u3q7−3េយងីមន u3 = 1

និង u7 = 81 ⇔ u3.q4 = 81

q4 = 34

q = 3

⇒ u1 =
1
q2 =

1
32 =

1
9

ដូចេនះ u1 =
1
9

និង q = 3

២. រក u1 និង q

េយងីមន u2 +u3 = u1q+u1q2

u1(q+q2) = 9
េនះ

u1(q+q2) = 9 (21)

និង u7 = 8u4 ⇔ZZu4q3 = 8ZZu4

q3 = 23

q = 2 ជំនួសចូលសមីករ (21)

េគបន u1(2+22) = 9 ⇒ u1 =
9
6
=

3
2

ដូចេនះ u1 =
3
2

និង q = 2

៣. រក u1 និង q
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េយងីមន Sn =
1
3
− 2n

3n+1

S1 = u1 =
1
3
− 21

31+1 =
3−2

9
=

1
9

S2 = u1 +u2 =
1
3
− 22

32+1 =
1
3
− 4

27
=

9−4
27

=
5
27

u1 +u1q =
5
27

u1(1+q) =
5
27

1
9
(1+q) =

5
27

1+q =
5
3

q =
5
3
−1 =

5−3
3

=
2
3

ដូចេនះ u1 =
1
9

និង q =
2
3

៤. រក u1 និង q

េយងីមន u1 +u2 = 18

និង u2 +u3 = 36

u1q+u2q = 36

q(u1 +u2) = 36

18q = 36

q =
36
18

= 2

ម៉យងេទ�ត u1 +u2 = 18

u1 +u1q = 18

u1(1+2) = 18

u1 =
18
3

= 6

ដូចេនះ u1 = 6 និង q = 2
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លំ�ត់ ៤១
េគមនស�ុ ីតធរណីម�ត 5,15,45, . . . ។ គណនផលបូក n តួ ដំបូង Sn ៃនស�ុ ីត
ធរណីម�តេនះ ។ រក un រចួបង� ញថ 3un = 2Sn +5 ។

ចេម�យ៖
គណន Sn

េយងីមន u1 = 5,u2 = 15 ⇒ q =
u2

u1
=

15
5

= 3

េគបន Sn = u1.
qn −1
q−1

= 5.
3n −1
3−1

=
5
2
(3n −1)

បង� ញថ 3un = 2Sn +5

េ�យ un = u1.qn−1

= 5×3n−1

េគបន 2Sn +5 = 2.
5
2
(3n −1)+5

= 5×3n − �5+ �5

= 5×3n−1 ×3

= 3un

ដូចេនះ 2Sn +5 = 3un

លំ�ត់ ៤២
េគមន u1,u2,u3 ជស�ុ ីតធរណីម�ត ។ កំណត់ u1 និងផលេធ�បរមួ q ៃនស�ុ ីត
ធរណីម�ត េបីេគ�គ ល់៖
១. u1 +u2 +u3 = 28 និង u1u2u3 = 512

២. u1 +u2 +u3 = 13 និង u1u2u3 =−64 ។
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ចេម�យ៖
១. កំណត់ u1 និងផលេធ�បរមួ q ៃនស�ុ ីតធរណីម�ត

េគមន u1u2u3 = 512 �មមធយមធរណីម�ត

u2.u2
2 = 512

3
√

u3
2 =

3
√

83

u2 = 8

នឱំយ

េបី x,y,z ជស�ុ ីតធរណីម�ត
កល� xz = y2

u1u3 =
512
8

= 64 (22)

និង u1 +u2 +u3 = 28

u1 +8+u3 = 28 ⇒ u1 +u3 = 28−8

នឱំយ

u1 +u3 = 20 (23)

�ម�ទឹស�ីបទែវយ៉ត េគបន X2 − (u1 +u3)X +u1u3 = 0

X2 −20X +64 = 0

X2 −4X −16X +64 = 0

X(X −4)−16(X −4) = 0

(X −4)(X −16) = 0

⇒


X −4 = 0

X −16 = 0

⇒


X = 4

X = 16

• ចំេពះ u1 = 4,u2 = 8 ⇒ q =
u2

u1
=

8
4
= 2

• ចំេពះ u1 = 16,u2 = 8 ⇒ q =
u2

u1
=

8
16

=
1
2

ដូចេនះ u1 = 4,q = 2 ឬ u1 = 16,q =
1
2
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២. កំណត់ u1 និងផលេធ�បរមួ q ៃនស�ុ ីតធរណីម�ត
េគមន u1u2u3 =−64 �មមធយមធរណីម�ត

u2.u2
2 =−64

3
√

u3
2 =

3
√
(−4)3

u2 =−4

នឱំយ

u1u3 =
−64
−4

= 16 (24)

និង u1 +u2 +u3 = 13

u1 −4+u3 = 13 ⇒ u1 +u3 = 13+4

នឱំយ

u1 +u3 = 17 (25)

�ម�ទឹស�ីបទែវយ៉ត េគបន X2 − (u1 +u3)X +u1u3 = 0

X2 −17X +16 = 0

X2 −X −16X +16 = 0

X(X −1)−16(X −1) = 0

(X −1)(X −16) = 0

⇒


X −1 = 0

X −16 = 0

⇒


X = 1

X = 16

• ចំេពះ u1 = 1,u2 =−4 ⇒ q =
u2

u1
=

−4
1

=−4

• ចំេពះ u1 = 16,u2 =−4 ⇒ q =
u2

u1
=

−4
16

=−1
2

ដូចេនះ u1 = 1,q =−4 ឬ u1 = 16,q =−1
2
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លំ�ត់ ៤៣
កំណត់តៃម� x េដីមបឱីយបីចំនួន x,2x+6,4x+36 បេងកីតបនជស�ុ ីតធរណីម�ត ។

ចេម�យ៖
កំណត់តៃម� x
េដីមបឱីយបីចំនួន x,2x+6,4x+36 ជស�ុ ីតធរណីម�ត
កល� x(4x+36) = (2x+6)2

ZZ4x2 +36x =ZZ4x2 +24x+36

36x−24x = 36

12x = 36

x =
36
12

x = 3
ដូចេនះ x = 3

េបី x,y,z ជស�ុ ីតធរណីម�ត
កល� xz = y2

លំ�ត់ ៤៤
រកបីតដំួបូងៃនស�ុ ីតធរណីម�តមួយ េបេីគដឹងថ ផលបូកបីតេួនះេសមី 26 និងផលគុណបីតួ
េនះេសមី 216 ។

ចេម�យ៖
រកបីតួដំបូងៃនស�ុ ីតធរណីម�តមួយ
�ង a,b,c ជបីតួដំបូងៃនស�ុ ីតធរណីម�ត
េនះ a+b+ c = 26 និង abc = 216

�មមធយមធរណីម�ត ac = b2 នឱំយ abc = 216

b.b2 = 216

b3 = 63

⇔b = 6
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េគបន a+b+ c = 26 ⇒ a+ c = 26−6 = 20

abc = 216 ⇒ ac =
216
6

= 36

�ម�ទឹស�ីបទែវយ៉ត េគបន X2 − (a+ c)X +ac = 0

X2 −20X +36 = 0

X2 −2X −18X +36 = 0

X(X −2)−18(X −2) = 0

(X −2)(X −18) = 0

⇒


X −2 = 0

X −18 = 0

⇒


X = 2

X = 18

េបី a = 2 ⇒ c = 18 និង b = 6

េបី a = 18 ⇒ c = 2 និង b = 6

ដូចេនះ បីតួដំបូងៃនស�ុ ីតធរណីម�តគឺ 2,6,18 ឬ 18,6,2

លំ�ត់ ៤៥
រកពីរចំនួន a និង b ែដលបីតួ a,b,10 បេងកីតបនជស�ុ ីតនព�ន�ផង និងស�ុ ីតធរណីម�ត
ផង ។

ចេម�យ៖
េយងីមនបីតួ a,b,10 ជស�ុ ីតនព�ន�ផង និងស�ុ ីតធរណីម�តផង
�មមធយមនព�ន�េគបន

a+10 = 2b

a = 2b−10 (26)
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�មមធយមធរណីម�តេគបន

a10 = b2

(2b−10)10 = b2

b2 −20b+100 = 0 (27)

េ�យ a = 1,b′ =
20
2

= 10,c = 100 �ម ∆′ = (b′)2 −ac = 102 −1(100) = 0

នឱំយ b =−b′

a
=−10

1
=−10 ជំនួសចូល (26) នឱំយ a = 2(−10)−10 =−30

ដូចេនះ a =−30 និង b =−10

លំ�ត់ ៤៦
េតីេគ�ត�វែថមប៉ុនម នេទេលីចំនួន 3,24,94 េដីមបឱីយបនបីតួបន�បនទ ប់គន ៃនស�ុ ីត
ធរណីម�តមួយ។

ចេម�យ៖
�ង x ជចំនួនែដល�ត�វែថមេទេលីចំនួន 3,24,94

េនះ 3+ x,24+ x,94+ x ជស�ុ ីតធរណីម�ត
�មមធយមធរណីម�ត េគបន (3+ x)(94+ x) = (24+ x)2

282+3x+94x+SSx2 = 576+48x+SSx2

49x = 294

x =
294
49

= 6
ដូចេនះ x = 6

លំ�ត់ ៤៧
េគឱយផលបូក 2+22 +23 + · · ·+2n+1 = 1022 ។ គណនតៃម� n ។

ចេម�យ៖
គណនតៃម� n
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េយងីមន 2+22 +23 + · · ·+2n+1 = 1022

2.
2n+1 −1

2−1
= 1022

2n+1 −2 = 1022

2n+1 = 1024

2n+1 = 210

⇔ n+1 = 10 ⇒ n = 10−1 = 9
ដូចេនះ n = 9

លំ�ត់ ៤៨
គណនតៃម� a និង b េដីមបឱីយ a,28,b បេងកីតបនជស�ុ ីតធរណីម�ត
េបី a+b = 119 ។

ចេម�យ៖
គណនតៃម� a និង b

េគមន a,28,b ជស�ុ ីតធរណីម�តេនះ�មមធយមធរណីម�តេគបន ab = 282 = 784

និង

a+b = 119 (28)

�ម�ទឹស�ីបទែវយត៉េគបន X2 − (a+b)X +ab = 0

X2 −119X +784 = 0

X −7X −112X +784 = 0

X(X −7)−122(X −7) = 0

(X −7)(X −112) = 0

⇒


X −7 = 0

X −112 = 0

⇒


X = 7

X = 112
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• េបី a = 7 ជំនួសចូល (28) នឱំយ b = 119−a = 119−7 = 112

• េបី a = 112 ជំនួសចូល (28) នឱំយ b = 119−a = 112−7 = 105

• េបី b = 7 ជំនួសចូល (28) នឱំយ a = 119−b = 112−7 = 105

• េបី b = 112 ជំនួសចូល (28) នឱំយ a = 119−b = 112−7 = 105

ដូចេនះ a = 7 ⇒ b = 112 ; a = 112 ⇒ b = 105

ឬ a = 7 ⇒ b = 1 ; a = 112 ⇒ b = 105

លំ�ត់ ៤៩
គណនបីចំនួន a,b,c ៃនស�ុ ីតធរណីម�តមួយ េបីេគដឹងថ៖
១. a+b+ c = 310 និង b2 = 10c

២. a+b+ c = 13 និង a2 +b2 + c2 = 91 ។

ចេម�យ៖
១. គណនបីចំនួន a,b,c ៃនស�ុ ីតធរណីម�ត

េយងីមន b2 = 10c េ�យ ac = b2

នឱំយ ac = 10c ⇔ a = 10 ⇒ c =
b2

10
និង a+b+ c = 310

10+b+
b2

10
= 310

100+10b+b2

10
= 310

b2 +10b+100−3100 = 0

b2 +10b−3000 = 0

b2 −50b+60b−3000 = 0

b(b−50)+60(b−50) = 0

(b−50)(b+60) = 0
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⇒


b−50 = 0

b+60 = 0

⇒


b = 50

b =−60

េបី b = 50 ⇒ c =
b2

10
=

502

10
= 250

េបី b =−60 ⇒ c =
b2

10
=

(−60)2

10
= 360

ដូចេនះ a = 10,b = 50,c = 250 ឬ a = 10,b =−60,c = 360

២. គណនបីចំនួន a,b,c ៃនស�ុ ីតធរណីម�ត
េយងីមន a+b+ c = 13 ⇒ a+ c = 13−b

និង a2 +b2 + c2 = 91 េ�យ ac = b2

នឱំយ a2 +ac+ c2 = 91

a2 +2ac+ c2 −ac = 91

(a+ c)2 −ac = 91

(13−b)2 −ac = 91 ,ac = b2

132 −26b+b2 −b2 = 91

−26b = 91−169

b =
78
26

= 3

⇒a+ c = 13−3 = 10 និង ac = b2 = 32 = 9

�ម�ទឹស�ីបទែវយ៉តេគបន X2 − (a+ c)X +ac = 0

X2 −10X +9 = 0

X2 −X −9X +9 = 0

X(X −1)−9(X −1) = 0

(X −1)(X −9) = 0
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⇒


X −1 = 0

X −9 = 0

⇒


X = 1

X = 9

េបី a = 1 ⇒ c = 10−a = 10−1 = 9

េបី a = 9 ⇒ c = 10−a = 10−9 = 1

ដូចេនះ a = 1,b = 3,c = 9 ឬ a = 9,b = 3,c = 1

លំ�ត់ ៥០
េបី a,b,c ជស�ុ ីតធរណីម�ត ��យបញជ កថ់បីចំនួនខងេ�កមជស�ុ ីតធរណីម�តែដរ៖

១. a2,b2,c2
២.

1
a2 ,

1
b2 ,

1
c2 ៣.

1
ak ,

1
bk ,

1
ck ។

ចេម�យ៖
១. ��យបញជ ក់ថ េបី a,b,c ជស�ុ ីតធរណីម�ត េនះ a2,b2,c2 ជស�ុ ីតធរណីម�តែដរ

េយងីមន a,b,c ជស�ុ ីតធរណីម�តេនះ
េគបន ac = b2 ⇔ (ac)2 = (b2)2

⇔ a2.c2 = (b2)2

េគបន a2,b2,c2 ជស�ុ ីតធរណីម�ត

២. ��យបញជ ក់ថ េបី a,b,c ជស�ុ ីតធរណីម�ត េនះ 1
a2 ,

1
b2 ,

1
c2 ជស�ុ ីតធរណីម�តែដរ

េយងីមន a,b,c ជស�ុ ីតធរណីម�តេនះ

េបី x,y,z ជស�ុ ីតធរណីម�ត
េគបន xz = y2

េគបន ac = b2 ⇔ (ac)2 = (b2)2

⇔ a2.c2 = (b2)2

⇔ 1
a2.c2 =

1
(b2)2

⇔ 1
a2 .

1
b2 =

(
1
b2

)2

េគបន 1
a2 ,

1
b2 ,

1
c2 ជស�ុ ីតធរណីម�ត
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៣. ��យបញជ ក់ថ េបី a,b,c ជស�ុ ីតធរណីម�ត េនះ 1
ak ,

1
bk ,

1
ck ជស�ុ ីតធរណីម�តែដរ

េយងីមន a,b,c ជស�ុ ីតធរណីម�តេនះ
េគបន ac = b2 ⇔ (ac)k = (b2)k

⇔ ak.ck = (b2)k = (bk)2

េគបន 1
ak ,

1
bk ,

1
ck ជស�ុ ីតធរណីម�ត

លំ�ត់ ៥១
គណនផលបូកខងេ�កម៖
១. Sn = 1+11+111+ · · ·+111 . . .11︸ ︷︷ ︸

n ដងេលខ 1
២. Sn = 3+33+333+ · · ·+333 . . .33︸ ︷︷ ︸

n ដងេលខ 3
៣. Sn = 7+77+777+ · · ·+777 . . .77︸ ︷︷ ︸

n ដងេលខ 7

ចេម�យ៖

១. េគមន Sn = 1+11+111+ · · ·+111 . . .11︸ ︷︷ ︸
n ដងេលខ 1

េគបន 9Sn = 9+99+999+ · · ·+999 . . .99︸ ︷︷ ︸
n ដងេលខ 9

9Sn = (10−1)+(100−1)+(1000−1)+ · · ·+(1000 . . .00︸ ︷︷ ︸
n ដងេលខ 0

−1)

= (10+102 +103 + · · ·+10n)− (1+1+1+ · · ·+1+1︸ ︷︷ ︸
n តួេលខ 1

)

= 10.
10n −1
10−1

−n

9Sn =
10n+1 −10−9n

9

ដូចេនះ Sn =
10n+1 −9n−10

81
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២. េគបន Sn = 3+33+333+ · · ·+333 . . .33︸ ︷︷ ︸
n ដងេលខ 3

Sn = 3(1+11+111+ · · ·+111 . . .11︸ ︷︷ ︸
n ដងេលខ 1

)

9
3

Sn = 9+99+999+ · · ·+999 . . .99︸ ︷︷ ︸
n ដងេលខ 9

3Sn = (10−1)+(100−1)+(1000−1)+ · · ·+(1000 . . .00︸ ︷︷ ︸
n ដងេលខ 0

−1)

3Sn = (10+102 +103 + · · ·+10n)− (1+1+1+ · · ·+1+1)

= 10.
10n −1
10−1

−n

3Sn =
10n+1 −10−9n

9

ដូចេនះ Sn =
(10n+1 −9n−10)

27
៣. Sn = 7+77+777+ · · ·+777 . . .77︸ ︷︷ ︸

n

( ��យដូចគន )
ដូចេនះ Sn =

7(10n+1 −9n−10)
81

លំ�ត់ ៥២
េបី a,b,c,d ជស�ុ ីតធរណីម�ត ចូរ��យបញជ ក់ថ៖
១. (a−d)2 = (a− c)2 +(b− c)2 +(b−d)2

២. (a2 +b2 + c2)(b2 + c2 +d2) = (ab+bc+ cd)2

៣. (a+b+ c)(b+ c+d)(a−b+ c)(b− c+d) = (ab+bc+ cd)2 ។

ចេម�យ៖
១. ��យបញជ ក់ថ េបី a,b,c,d ជស�ុ ីតធរណីម�ត

េនះ (a−d)2 = (a− c)2 +(b− c)2 +(b−d)2

េយងីមន a,b,c,d ជស�ុ ីតធរណីម�ត
េនះ ac = b2,bd = c2 និង ad = bc
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េគបន (a− c)2 +(b− c)2 +(b−d)2 = a2 + c2 +b2 + c2 +b2 +d2 −2ac−2bc−2bd

= a2 +ZZ2c2 +ZZ2b2 +d2 −ZZ2b2 −2ad −ZZ2c2

= a2 −2ad +d2

= (a−d)2

ដូចេនះ េបី a,b,c,d ជស�ុ ីតធរណីម�តេនះ (a−d)2 = (a−c)2 +(b−c)2 +(b−d)2

២. ��យបញជ ក់ថ េបី a,b,c,d ជស�ុ ីតធរណីម�ត
េនះ (a2 +b2 + c2)(b2 + c2 +d2) = (ab+bc+ cd)2

េយងីមន a,b,c,d ជស�ុ ីតធរណីម�ត េនះ ac = b2,bd = c2 និង ad = bc េគបន
(a2 +b2 + c2)(b2 + c2 +d2) = (ab)2 +(ac)2 +(ad)2 +b4 +(bc)2 +(bd)2 +(bc)2 + c4 +(cd)2

= (ab)2 +(bc)2 +(cd)2 +ac.b2 +adbc+acb2 +bdc2 +abcd +bdc2

= (ab)2 +(bc)2 +(cd)2 +2ab2c+2abcd +2bc2d

= (ab+bc+ cd)2

ដូចេនះ េបី a,b,c,d ជស�ុ ីតធរណីម�ត េនះ (a2 +b2 + c2)(b2 + c2 +d2) = (ab+bc+ cd)2

៣. ��យបញជ ក់ថ េបី a,b,c,d ជស�ុ ីតធរណីម�ត
េនះ (a+b+ c)(b+ c+d)(a−b+ c)(b− c+d) = (ab+bc+ cd)2

េយងីមន a,b,c,d ជស�ុ ីតធរណីម�ត េនះ ac = b2,bd = c2 និង ad = bc

�ង A = (a+b+ c)(a−b+ c) = [(a+ c)−b][(a+ c)−b]

= (a+ c)2 −b2

= a2 +2ac+ c2 −b2 ,ac = b2

= a2 +b2 + c2

B = (b+ c+d)(b− c+d) = [(b+d)+ c][(b+d)− c]

= (b+d)2 − c2

= b2 +2bd +d2 − c2 ,bd = c2

= b2 + c2 +d2

េគបន AB = (a2 + b2 + c2)(b2 + c2 + d2) = (ab+ bc+ cd)2 ពិត�មស�មយ
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លំ�ត់ទី២ខងេលី
ដូចេនះ េបី a,b,c,d ជស�ុ ីតធរណីម�ត េនះ (a+b+ c)(b+ c+d)(a−b+ c)(b− c+d) =

(ab+bc+ cd)2

លំ�ត់ ៥៣
េគឱយចំនួនពិត a,b និងស�ុ ីត (un)n∈N មួយែដលកំណត់េ�យ un+1 = aun +b

១. ��យបញជ ក់ថ un+2 −un+1 = a(un+1 −un) ។
២. េបី vn = un+1 −un េតីស�ុ ីត (vn) ជស�ុ ីតអ�ី ?

ចេម�យ៖
១. ��យបញជ ក់ថ un+2 −un+1 = a(un+1 −un) ។

េយងីមន un+1 = aun +b ⇒ un+2 = aun+1 +b

េគបន un+2 −un+1 = aun+1 +b− (aun +b)

= aun+1 + Ab−aun − Ab

= a(un+1 −un)

២. េបី vn = un+1 −un ⇒ vn+1 = um+2 −un+1

សមមូល vn+1 = avn ⇔
vn+1

vn
= a េនះ (vn) ជស�ុ ីតធរណីម�ត ។

លំ�ត់ ៥៤
សរេសរចំនួនទសភគខួបខងេ�កម ជចំនួនសនិទនែដលមនទ�មង់ a

b

១. 0.8 ២. 0.34 ៣. 2.35 ៤. 5.354

ចេម�យ៖
១. េគមន 0.8 = 0.8+0.08+0.008+0.0008+ ... ជផលបូកៃនស�ុ ីតធរណីម�តអនន�

តួែដល u1 = 0.8 =
8
10

,u2 = 0.08 =
8

100
និង q =

u2

u1
=

8
100

× 10
8

=
1
10

< 1
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�មរូបមន� S∞ =
u1

1−q
=

8
10

1− 1
10

=
8

10
9

10

=
8

10
× 10

9
=

8
9

ដូចេនះ 0.8 =
8
9

២. េគមន 0.34 = 0.34+0.0034+0.000034+ ... ជផលបូកៃនស�ុ ីតធរណីម�តអនន�តួ

ែដល u1 = 0.34 =
34
100

,u2 = 0.0034 =
34

10000
និង q =

34
10000

× 100
34

=
1

100
< 1

�មរូបមន� S∞ =
u1

1−q
=

34
100

1− 1
100

=
34
100

× 100
99

=
34
99

ដូចេនះ 3.34 =
34
99

៣. េគមន 2.35 = 2.3+ 0.05+ 0.005+ ... ចប់ពីតួទី២គឺជផលបូកៃនស�ុ ីតធរណីម�ត

អនន�តួែដល u1 = 0.05 =
5

100
,u2 = 0.005 =

5
1000

និង q =
u2

u1
=

5
1000

× 100
5

=
1

10
< 1

េគបន 2.35 = 2.3+
u1

1−q
=

23
10

+
5

100

1− 1
10

=
23
10

+
5

100
× 10

9

=
23×9+5

90
=

212
90

=
106
45

ដូចេនះ 2.35 =
106
45

៤. េគមន 5.354= 5.3+0.054+0.00054+...ចប់ពីតទីួ២គឺជផលបូកៃនស�ុ ីតធរណីម�ត

អនន�តួែដល u1 = 0.054 =
54

1000
,u2 = 0.00054 =

54
100000

និង q =
u2

u1
=

54
100000

× 1000
54

=
1

100
< 1

េគបន 5.354 = 5.3+
u1

1−q
=

53
10

+
54

1000

1− 1
100

=
53
10

+
54

1000
× 100

99

=
53×99+54

990
=

5301
990

ដូចេនះ 2.35 =
5301
990
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លំ�ត់ ៥៥
គណនផលបូក

១.
4

∑
k=1

(3k+1) ២.
25

∑
k=1

k

៣.
200

∑
k=100

k ៤.
55

∑
k=1

(3k−2)

៥.
90

∑
k=1

(2−7k) ៦.
46

∑
k=13

(9+2k)

ចេម�យ៖
គណនផលបូក

១.
4

∑
k=1

(3k+1) = 3
4

∑
k=1

k+
4

∑
k=1

1

= 3.
4(4+1)

2
+4(1)

=
3(4)(5)

2
+4 = 34

២.
25

∑
k=1

k =
25(25+1)

2
= 325

n

∑
k=1

c = nc

n

∑
k=1

ck = c
n

∑
k=1

k

n

∑
k=1

k =
n(n+1)

2
n

∑
k=1

k2 =
n(n+1)(2n+1)

6
n

∑
k=1

k3 =
n2(n+1)2

4

៣.
200

∑
k=100

k =
200

∑
k=1

k−
99

∑
k=1

k

=
200(200+1)

2
− 99(99+1)

2

= 100(201)−99(50)

= 15150

៤.
55

∑
k=1

(3k−2) = 3
55

∑
k=1

k−
55

∑
k=1

2

= 3.
55(55+1)

2
−55(2)

= 4620−110

= 4510
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៥.
90

∑
k=1

(2−7k) =
90

∑
k=1

2−7
90

∑
k=1

k

= 90×2−7.
90(90+1)

2

= 180−28665

=−28485

៦.
46

∑
k=13

(9+2k) =
46

∑
k=1

(9+2k)−
12

∑
k=1

(9+2k)

=
46

∑
k=1

9+2
46

∑
k=1

k−
12

∑
k=1

9−2
12

∑
k=1

k

= 46(9)+2.
46(46+1)

2
−12(9)−2.

12(12+1)
2

= 414+2162−108−156

= 2312

លំ�ត់ ៥៦
គណនផលបូក
១.

n

∑
k=3

3 ២.
n

∑
k=1

2k

៣.
n

∑
k=10

k3 ៤.
n

∑
k=1

(k2 −2k+1)

៥.
n

∑
k=1

(3k−1)2 ៦.
n

∑
k=1

(k2 +2k−1)

ចេម�យ៖
គណនផលបូក

១.
n

∑
k=3

3 =
n

∑
k=1

3−
2

∑
k=1

3

= 3n−6
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២.
n

∑
k=1

2k = 2
n

∑
k=1

k

= A2×
n(n+1)

A2

= n(n+1)

៣.
n

∑
k=10

k3 =
n

∑
k=1

k3 −
9

∑
k=1

k3

=
n2(n+1)2

4
− 92(9+1)2

4

=
n2(n+1)2 −8100

4

៤.
n

∑
k=1

(k2 −2k+1) =
n

∑
k=1

k2 −2
n

∑
k=1

+
n

∑
k=1

1

=
n(n+1)(2n+1)

6
−2.

n(n+1)
2

+n

=
n(n+1)(2n+1)−6n(n+1)+6n

6

=
n(2n2 +n+2n+1−6n−6+6)

6

=
n(2n2 −3n+1)

6

=
n(2n−1)(n−1)

6

៥.
n

∑
k=1

(3k−1)2 =
n

∑
k=1

(
9k2 −6k+1

)
= 9

n

∑
k=1

k2 −6 ∑
k=1

k+
n

∑
k=1

1

= 9.
n(n+1)(2n+1)

6
−6.

n(n+1)
2

+n

= n
[

3(n+1)(2n+1)
2

− 6(n+1)
2

+
2n
2

]
=

n
2
(
6n2 +9n+3−6n−6+2n

)
=

n
2
(6n2 +5n−3)
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៦.
n

∑
k=1

(k2 +2k−1) = ∑
k=1

k2 +2 ∑
k=1

k−
n

∑
k=1

1

=
n(n+1)(2n+1)

6
+ A2.

n(n+1)
A2

−n

=
n(n+1)(2n+1)+6n(n+1)−6n

6

=
n
6
(2n2 +3n+1+6n+6−6)

=
n
6
(2n2 +9n+1)

លំ�ត់ ៥៧
បង� ញថ

១.
n2

∑
k=1

k−
n

∑
k=1

k =
n(n3 −1)

2
២.

n+2

∑
k=1

(2k+3) = (n+2)(n+6)

៣.
2n

∑
k=n+1

k2 =
n(2n+1)(7n+1)

6

ចេម�យ៖
១. េគបន

n2

∑
k=1

k−
n

∑
k=1

k =
n2(n2 +1)

2
− n(n+1)

2

=
n[n(n2 +1)− (n+1)]

2

=
n(n3 +n−n−1)

2

ដូចេនះ
n2

∑
k=1

k−
n

∑
k=1

k =
n(n3 −1)

2

២. េគបន
n+2

∑
k=1

(2k+3) = 2
n+2

∑
k=1

k+
n+2

∑
k=1

3

= 2.
(n+2)(n+2+1)

2
+(n+2)3

= (n+2)(n+3)+3(n+2)

= (n+2)(n+3+3)

ដូចេនះ
n+2

∑
k=1

(2k+3) = (n+2)(n+6)
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៣. េគបន
2n

∑
k=n+1

k2 =
2n

∑
k=1

k2 −
n

∑
k=1

k2

=
2n(2n+1)(4n+1)

6
− n(n+1)(2n+1)

6

=
n(2n+1)[2(4n+1)− (n+1)]

6

=
n(2n+1)(8n+2−n−1)

6

ដូចេនះ
2n

∑
k=n+1

k2 =
n(2n+1)(7n+1)

6

លំ�ត់ ៥៨
បង� ញថ

១.
n

∑
i=1

(
i

∑
r=1

r2

)
=

1
12

.n(n+1)2(n+2)

២.
n

∑
j=1

(
j

∑
i=1

(
i

∑
r=1

r

))
=

1
24

.n(n+1)(n+2)(n+3)

ចេម�យ៖
១. េគបន

n

∑
i=1

(
i

∑
r=1

r2

)
=

n

∑
i=1

(
i(i+1)(2i+1)

6

)
=

1
6

n

∑
i=1

(i2 + i)(2i+1)

=
1
6

n

∑
i=1

(2i3 +3i2 + i)

=
1
6

(
2

n

∑
i=1

i3 +3
n

∑
i=1

i2 +
n

∑
i=1

i

)

=
1
6

[
2.

n2(n+1)2

4
+3.

n(n+1)(2n+1)
6

+
n(n+1)

2

]
=

1
6
.
n(n+1)[n(n+1)+2n+1+1]

2

=
1

12
.n(n+1)[n(n+1)+2(n+1)]

=
1

12
.n(n+1)(n+1)(n+2)

ដូចេនះ
n

∑
i=1

(
i

∑
r=1

r2

)
=

1
12

.n(n+1)2(n+2)
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២. េគបន
n

∑
j=1

(
j

∑
i=1

(
i

∑
r=1

r

))
=

n

∑
j=1

(
j

∑
i=1

(
i(i+1)

2

))

=
n

∑
j=1

(
1
2

j

∑
i=1

(
i2 + i

))

=
1
2

n

∑
j=1

(
j

∑
i=1

i2 +
j

∑
i=1

i

)

=
1
2

n

∑
j=1

(
j( j+1)(2 j+1)

6
+

j( j+1)
2

)
=

1
2

n

∑
j=1

(
( j2 + j)(2 j+1)+3 j( j+1)

6

)
=

1
2
.
1
6

n

∑
j=1

(
2 j3 + j2 +2 j2 + j+3 j2 +3 j

)
=

1
12

n

∑
j=1

(
2 j3 +6 j2 +4 j

)
=

1
12

(
2

n

∑
j=1

j3 +6
n

∑
j=1

j2 +4
n

∑
j=1

j

)

=
1
12

(
2.

n2(n+1)2

4
+6.

n(n+1)(2n+1)
6

+4.
n(n+1)

2

)
=

1
12

.
1
2
[
n2(n+1)2 +2n(n+1)(2n+1)+4n(n+1)

]
=

1
24

.n(n+1)[n(n+1)+2(2n+1)+4]

=
1
24

.n(n+1)(n2 +n+4n+2+4)

=
1
24

.n(n+1)(n2 +3n+2n+6)

=
1
24

.n(n+1)[n(n+3)+2(n+3)]

=
1
24

.n(n+1)(n+3)(n+2)

ដូចេនះ
n

∑
j=1

(
j

∑
i=1

(
i

∑
r=1

r

))
=

1
24

.n(n+1)(n+2)(n+3)
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លំ�ត់ ៥៩
ចំេពះ�គប់ n ∈ N ��បញជ ក់ថ 11n+1 +122n−1 ែចក�ច់នឹង 133 ។

ចេម�យ៖
�ង f (n) = 11n+1 +122n−1 ចំេពះ�គប់ n ∈ N

f (1) = 112 +12 = 133 ែចក�ច់នឹង 133

f (n) ែចក�ច់នឹង 133 ចំេពះ n = 1

ឧបមថ n = k ពិត គឺ f (k) = 11k+1 +122k−1 ែចក�ច់នឹង 133

f (k+1) = 11k+1+1 +122(k+1)−1

= 11k+1(11)+122k−1(12)2

= 11(11k+1)+144(122k−1)

f (k+1)− f (k) = (11)11k+1 +(144)122k−1 − (11k+1 +122k−1)

= 11(11)k+1 −11k+1 +144(12)2k−1 −122k−1

= 10(11)k+1 +143(12)2k−1

= 10(11)k+1 +10(12)2k−1 +133(12)2k−1

= 10(11k+1 +122k−1)+133(12)2k−1

= 10. f (k)+133(12)2k−1

ដូេចនះ f (n) ែចក�ច់នឹង 133 ចំេពះ n = k+1

�មស�មយបញជ ក់េ�យេ�បីវចិអនុមនរចួគណិតវទិយ
ដូចេនះ 11n+1 +122n−1 ែចក�ច់នឹង 133 ចំេពះ�គប់ n ∈ N
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លំ�ត់ ៦០
��យបញជ ក់ថ 7n −1 ជពហុគុណៃន 6 ចំេពះ ∀n ∈ N ។

ចេម�យ៖
ចំេពះ n = 1 េនះ 71 −1 = 6 ជពុគុណៃន 6

ឧបមថ n = k ពិត គឺ 7k −1 ជពហុគុណៃន 6 ឬ 7k −1 = 6q ,q ∈ Z

េយងីនឹង��យពិតដល់ n = k+1 គឺ��យថ 7k+1 −1 ជពហុគុណៃន 6

េគបន 7k+1 = 7k ×7−1 = 7k(6+1)−1

= 6(7k)+7k −1 = 6(7k)+6q

= 6(7k +q) យក p = 7k + p

= 6q ,q ∈ Z
�មស�មយបញជ ក់េ�យេ�បីវចិអនុមនរមួគណិតវទិយ
ដូចេនះ 7k −1 ជពហុគុណៃន 6 ចំេពះ�គប់ n ∈ N

លំ�ត់ ៦១
បង� ញថ 13n +11 ជពហុគុណៃន 12 ចំេពះ ∀n ∈ N ។

ចេម�យ៖
ចំេពះ n = 1 េនះ 131 +11 = 24 = 2×12 ជពុគុណៃន 12

ឧបមថ n = k ពិត គឺ 13k +11 ជពហុគុណៃន 12 ឬ 13k +11 = 12q ,q ∈ Z

េយងីនឹង��យពិតដល់ n = k+1 គឺ��យថ 13k+1 +11 ជពហុគុណៃន 12

េគបន 13k+1 +11 = 13k ×13+11 = 13k(12+1)+11

= 12×13k +13k +11 = 12×13k +12q

= 12
(

13k +q
)

យក p = 13k +q, p ∈ Z

= 12q

�មស�មយបញជ ក់េ�យេ�បីវចិអនុមនរមួគណិតវទិយ
ដូចេនះ 13k +11 ជពហុគុណៃន 12 ចំេពះ�គប់ n ∈ N
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លំ�ត់ ៦២
បង� ញថ (1+ x)n ≥ (1+nx) ចំេពះ ∀n ∈ N និង x >−1 ។

ចេម�យ៖
�ងសំេណី P(n) : (1+ x)n ≥ (1+nx) ចំេពះ x >−1

ចំេពះ n = 1 េនះ P(1) : (1+ x)≥ (1+ x),x >−1 ពិត
ឧបមថ P(k) : (1+ x)k ≥ (1+ kx),x >−1 ពិត
េយងីនឹង��យថ P(k)⇒ P(k+1) ពិត
េគឱយ x >−1 ⇒ (1+ x)> 0

េយងីមន P(k) : (1+ x)k ≥ (1+ kx) គុណវសិមភពនឹង 1+ x

(1+ x)k(1+ x)≥ (1+ kx)(1+ x)

(1+ x)k+1 ≥ 1+ x+ kx+ kx2

េ�យ k ∈ N និង x2 ≥ 0 េនះ kx2 ≥ 0 នឱំយ 1+ x+ kx+ kx2 ≥ (1+ x+ kx)

េគបន P(k+1) : (1+ x)k+1 ≥ 1+ x+ kx

≥ 1+(1+ k)x

មនន័យថ P(k)⇒ P(k+1) ពិត
�មស�មយេ�យេ�បីវចិអនុមនរមួគណិតវទិយេគបនសំេណី P(n) ពិត
ដូចេនះ (1+ x)n ≥ 1+nx ចំេពះ�គប់ n ∈ N និង x >−1

លំ�ត់ ៦៣
ចំេពះ ∀n ∈ N បង� ញថ 1

3
+

1
32 +

1
33 + · · ·+ 1

3n =
1
2

(
1− 1

3n

)
។

ចេម�យ៖
�ងសំេណី P(n) :

1
3
+

1
32 +

1
33 + · · ·+ 1

3n =
1
2

(
1− 1

3n

)
ចំេពះ n = 1 េនះ P(1) :

1
3
=

1
2

(
1− 1

3

)
=

1
�2
× �2

3
=

1
3

ពិត

ឧបមថ P(k) :
1
3
+

1
32 +

1
33 + · · ·+ 1

3k =
1
2

(
1− 1

3k

)
ពិត

159 Tel: 016 434 006



HING Vothy

េយងីនឹង��យពិតដល់ P(k+1) :
1
3
+

1
32 +

1
33 + · · ·+ 1

3k +
1

3k+1 =
1
2

(
1− 1

3k+1

)
េគមន 1

3
+

1
32 +

1
33 + · · ·+ 1

3k =
1
2

(
1− 1

3k

)
នឲំយ 1

3
+

1
32 +

1
33 + · · ·+ 1

3k +
1

3k+1 =
1
2

(
1− 1

3k

)
+

1
3k+1

=
1
2

(
1− 1

3k

)
× 3

3
+

1
3k+1

=
3
2

(
1
3
− 1

3k+1

)
+

1
3k+1

=
1
2
− 3

2×3k+1 +
1

3k+1

=
1
2
− 1

3k+1

(
3
2
−1
)

=
1
2
− 1

3k+1 ×
1
2

=
1
2

(
1− 1

3k+1

)
�មស�មយបញជ ក់េ�យេ�បីវចិអនុមនរមួគណិតវទិយេគបន P(k) ជសំេណីពិត
ដូចេនះ 1

3
+

1
32 +

1
33 + · · ·+ 1

3n =
1
2

(
1− 1

3n

)
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លំ�ត់ ៦៤
គណនផលបូក ចំេពះ�គប់ n ∈ N

១. A = 11+12+13+ . . . .+100

២. B = 132 +142 +152 + · · ·+502

៣. C = 103 +113 +123 + · · ·+303

៤. Sn = 1.2+2.3+3.4+ · · ·+n(n+1)

៥. Sn = 1.4+2.7+3.10+ · · ·+n(3n+1)

៦. Sn = 1.2.3+2.3.4+3.4.5+ · · ·+n(n+1)(n+2)

៧. Sn = 2.4.6+4.6.8+6.8.10+ · · ·+2n(2n+2)(2n+4)

៨. Sn = 1.3+2.9+3.27+ · · ·+n3n

៩. Sn = 2+4x+6x2 +8x3 + · · ·+2nxn−1 ,x > 1

១០. Sn = 1.22 +2.32 +3.42 + · · ·+(n−1)n2 ចំេពះ�គប់ n ≥ 2 ។
១១. Sn = 8+88+888+ · · ·+888 . . .88︸ ︷︷ ︸

n ដងេលខ 8
១២. Sn = 13+1313+131313+ · · ·+131313 . . .1313︸ ︷︷ ︸

n ដងេលខ 13

ចេម�យ៖
គណនផលបូក ចំេពះ�គប់ n ∈ N

១. A = 11+12+13+ . . . .+100

= (1+2+3+ · · ·+100)− (1+2+3+ · · ·+10)

=
100(100+1)

2
− 10(10+1)

2

= 50(101)−5(11)

= 5050−55

A = 4995
ដូចេនះ A = 4995
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២. B = 132 +142 +152 + · · ·+502

= (12 +22 +32 + · · ·+502)− (11 +22 +32 + · · ·+122)

=
50(50+1)(2×50+1)

6
− 12(12+1)(2×12+1)

6

B = 42275

៣. C = 103 +113 +123 + · · ·+303

= (13 +23 +33 + · · ·+303)− (13 +23 +33 + · · ·+93)

=

[
30(30+1)

2

]2

−
[

9(9+1)
2

]2

C = 214200
ដូចេនះ C = 214200

៤. Sn = 1.2+2.3+3.4+ · · ·+n(n+1)

=
n

∑
k=1

k(k+1)

=
n

∑
k=1

(k2 + k)

=
n

∑
k=1

k2 +
n

∑
k=1

k

=
n(n+1)(2n+1)

6
+

n(n+1)
2

=
n(n+1)(2n+1)+3n(n+1)

6

=
n(n+1)(2n+1+3)

6

=
n(n+1)(2n+4)

6

=
2n(n+1)(n+2)

6

sn =
n(n+1)(n+2)

3

ដូចេនះ Sn =
n(n+1)(n+2)

3
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៥. Sn = 1.4+2.7+3.10+ · · ·+n(3n+1)

=
n

∑
k=1

k(3k+1) = ∑
k=1

(3k2 + k) = 3
n

∑
k=1

k2 +
n

∑
k=1

k

= 3.
n(n+1)(2n+1)

6
+

n(n+1)
2

=
n(n+1)(2n+1)

2
+

n(n+1)
2

=
n(n+1)(2n+1+1)

2

=
n(n+1)(2n+2)

2

= n(n+1)(n+1)

Sn = n(n+1)2

៦. Sn = 1.2.3+2.3.4+3.4.5+ · · ·+n(n+1)(n+2)

=
n

∑
k=1

k(k+1)(k+2)

=
n

∑
k=1

(k2 + k)(k+2)

=
n

∑
k=1

(k3 +3k2 +2k)

=
n

∑
k=1

k3 +3
n

∑
k=1

k2 +2
n

∑
k=1

k

=
n2(n+1)2

4
+3.

n(n+1)(2n+1)
6

+2.
n(n+1)

2

=
n2(n+1)2

4
+

n(n+1)(2n+1)
2

+n(n+1)

=
n(n+1)[n(n+1)+2(2n+1)+4]

4

=
n(n+1)(n2 +n+4n+2+4)

4

=
n(n+1)(n2 +5n+6)

4

Sn =
n(n+1)(n+2)(n+3)

4
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៧. Sn = 2.4.6+4.6.8+6.8.10+ · · ·+2n(2n+2)(2n+4)

=
n

∑
k=1

2k(2k+2)(2k+4)

=
n

∑
k=1

2k2(k+1)2(k+2)

= 8
n

∑
k=1

k(k+1)(k+2) �មស�មយខងេលីេគបន

= 8.
n(n+1)(n+2)(n+3)

4

= 2n(n+1)(n+2)(n+3)

៨. េយងីមន Sn = 1.3+2.32 +3.33 + · · ·+n.3n គុណ 3 ចូល Sn

េគបន Sn = 1.3+���2.32 +���3.33 + · · ·+���n.3n

3.Sn =���1.32 +���2.33 +���3.34 + · · ·+n3n+1

Sn −3Sn = 3+32 +33 + · · ·+3n −n.3n+1

−2Sn = 3.
3n −1
3−1

−n.3n+1

−2Sn =
3n+1 −3

2
− 2n.3n+1

2

Sn =
3n+1 −2n.3n+1 −3

−4

Sn =
2n.3n+1 −3n+1 +3

4
៩. Sn = 2+4x+6x2 +8x3 + · · ·+2nxn−1 , x > 1

េគបន Sn = 2+��4x+��6x2 +��8x3 + · · ·+����2nxn−1

xSn =��2x+��4x2 +��6x3 +��8x4 + · · ·+2nxn

Sn − xSn = 2+2x+2x2 + · · ·+2xn−1 −2nxn

Sn(1− x) = 2.
xn −1
x−1

−2nxn

Sn(1− x) =−2
(

xn −1
1− x

+nxn
)

ដូចេនះ Sn =−2
[

xn −1
(1− x)2 +

nxn

1− x

]
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១០. Sn = 1.22 +2.32 +3.42 + · · ·+(n−1)n2, ∀n ≥ 2 ��យដូចលំ�ត់ទី៩
១១. េគមន Sn = 8+88+888+ · · ·+888 . . .88︸ ︷︷ ︸

n ដងេលខ

8

េគបន Sn = 8(1+11+111+ · · ·+111 . . .11︸ ︷︷ ︸
n ដងេលខ 1

)

9Sn = 8(9+99+999+ · · ·+999 . . .99︸ ︷︷ ︸
n ដងេលខ 9

)

9
8

Sn = (10−1)+(102 −1)+(103 −1)+ · · ·+(10n −1)

= (10+102 +103 + · · ·+10n)− (1+1+1+ · · ·+1+1︸ ︷︷ ︸
n ដងេលខ 1

)

= 10× 10n −1
10−1

−n

9
8

Sn =
10n+1 −10−9n

9

Sn =
8
(
10n+1 −9n−10

)
81

ដូចេនះ Sn =
8
(
10n+1 −9n−10

)
81

១២. េគមន Sn = 13+1313+131313+ · · ·+131313 . . .1313︸ ︷︷ ︸
n ដងេលខ 13

េគបន Sn = 13

1+101+10101+ · · ·+1010101 . . .0101︸ ︷︷ ︸
n−1 តួេលខ 01


99Sn = 13

99+9999+999999+ · · ·+999999 . . .9999︸ ︷︷ ︸
n តួេលខ 99


99
13

Sn = (102 −1)+(104 −1)+(106 −1)+ · · ·+(102n −1)

= 102 +104 +106 + · · ·+102n − (1+1+1+ · · ·+1+1︸ ︷︷ ︸
n ដងេលខ 1

)

= 100× 100n −1
100−1

−n =
100n+1 −100−99n

99

ដូចេនះ Sn =
13
(
100n+1 −99n−100

)
992
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លំ�ត់ ៦៥
េគឱយស�ុ ីត (un)n∈N ែដល un =

1
√

n+
√

n+1
។

១. គណនផលបូក n តួដំបូងៃនស�ុ ីត (un)n∈N ។
២. គណនផលបូក 999 តួដំបូងៃនស�ុ ីត (un)n∈N ។

៣. គណន A =
1

1+
√

2
+

1√
2+

√
3

+
1√

3+
√

4
+ · · · +

1√
2017+

√
2018

ចេម�យ៖
េគឱយស�ុ ីត (un)n∈N ែដល un =

1
√

n+
√

n+1
។

១. គណនផលបូក n តួដំបូងៃនស�ុ ីត (un)n∈N

េយងីមន uk =
1√

k+
√

k+1

=

√
k−

√
k+1

(
√

k+
√

k+1)(
√

k−
√

k+1)

=

√
k−

√
k+1

(
√

k)2 − (
√

k+1)2

=

√
k−

√
k+1

k− k−1
=

√
k−

√
k+1

−1

uk =
√

k+1−
√

k

េគបន Sn =
n

∑
k=1

uk

=
n

∑
k=1

(√
k+1−

√
k
)

= (ZZ
√

2−
√

1)+(ZZ
√

3−ZZ
√

2)+ · · ·+(
√

n+1−ZZ
√

n)

=
√

n+1−1

ដូចេនះ ផលបូក n តួដំបូងៃនស�ុ ីត (un)n∈N គឺ Sn =
√

n+1−1
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២. េគបន S999 =
√

999+1−1 =
√

1000−1 =
√

103 −1 = 10
√

10−1

ដូចេនះ ផលបូក 999 តួដំបូងៃនស�ុ ីត (un)n∈N គឺ S999 = 10
√

10−1

៣. គណន A =
1

1+
√

2
+

1√
2+

√
3
+

1√
3+

√
4
+ · · ·+ 1√

2017+
√

2018
េគបន A = S2017

=
√

2017+1−1

=
√

2018−1

ដូចេនះ A =
√

2018−1

លំ�ត់ ៦៦
គ�ផលបូក An =

1
1.3

+
1

2.4
+

1
3.5

+ · · ·+ 1
n(n+2)

ចេម�យ៖
េយងីមន 1

k(k+2)
=

(k+2)− k
k(k+2)

= 2
(

1
k
− 1

k+2

)
ចំេពះ k = 1 េនះ 1

1.3
=

1
2

(
1−

�
��
1
3

)
ចំេពះ k = 2 េនះ 1

2.4
=

1
2

(
1
2
−

�
��
1
4

)
ចំេពះ k = 3 េនះ 1

3.5
=

1
2

(
�
��
1
3
−

�
��
1
5

)
ចំេពះ k = 4 េនះ 1

4.6
=

1
2

(
�
��
1
4
−

�
��
1
6

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .��. . . . . .��. . .

ចំេពះ k = n−1 េនះ 1
(n−1)(n+1)

=
1
2

(
�
�
�1

n−1
− 1

n+1

)
ចំេពះ k = n េនះ 1

n(n+2)
=

1
2

(
�
��
1
n
− 1

n+2

)
1

1.3
+

1
2.4

+
1

3.5
+ · · ·+ 1

n(n+2)
=

1
2

(
1+

1
2
− 1

n+1
− 1

n+2

)
ដូចេនះ An =

1
2

(
3
2
− 1

n+1
− 1

n+2

)
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លំ�ត់ ៦៧
គណន Sn = 1+

1
1+2

+
1

1+2+3
+ · · ·+ 1

1+2+3+ · · ·+n

ចេម�យ៖
េយងីមន 1

1+2+3+ · · ·+ k
=

1
k(k+1)

2

=
2

k(k+1)

= 2
[
(k+1)− k

k(k+1)

]
= 2

(
1
k
− 1

k+1

)
េគបន

n

∑
k=1

1
1+2+3+ · · ·+n

= 2
n

∑
k=1

(
1
k
− 1

k+1

)
Sn = 2

[(
1
1
− C

CC

1
2

)
+

(
C
CC

1
2
− C

CC

1
3

)
+

(
C
CC

1
3
− C

CC

1
4

)
+ · · ·+

(
C
CC

1
n
− 1

n+1

)]
= 2

(
1
1
− 1

n+1

)
= 2× n+1−1

n+1

ដូចេនះ Sn =
2n

n+1

លំ�ត់ ៦៨
គណនផលបូក
១.

n

∑
k=1

k!k ២.
n

∑
k=1

2k+1
k2(k+1)2

៣.
n

∑
k=1

k
(k+1)!

៤.
n

∑
k=1

k+1
(k−1)!+ k!+(k+1)!

ចេម�យ៖
គណនផលបូក៖
១. េយងីមន k!k = k!(k+1−1) = (k+1)!− k!

េគបន
n

∑
k=1

k!k =
n

∑
k=1

[(k+1)!− k!]

= (@@3!−1!)+(@@3!−@@2!)+(@@4!−@@3!)+ · · ·+[(n+1)!−@@n!]

= (n+1)!−1

ដូចេនះ
n

∑
k=1

k!k = (n+1)!−1
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២. េយងីមន 2k+1
k2(k+1)2 =

(k+1)2 − k2

k2(k+1)2 =
1
k2 −

1
(k+1)2

េគបន
n

∑
k=1

2k+1
k2(k+1)2 =

n

∑
k=1

[
1
k2 −

1
(k+1)2

]
=

(
1
12 −

A
AA

1
22

)
+

(
A
AA

1
22 −

A
AA

1
32

)
+ · · ·+

(
A
AA

1
n2 −

1
(n+1)2

)
= 1− 1

(n+1)2

ដូចេនះ
n

∑
k=1

2k+1
k2(k+1)2 = 1− 1

(n+1)2

៣. េយងីមន k
(k+1)!

=
(k+1)−1
(k+1)!

=
k+1

(k+1)!
− 1

(k+1)!
=

1
k!

− 1
(k+1)!

�ង f (k) =
1
k!

⇒ f (1) =
1
1!

= 1

និង f (k+1) =
1

(k+1)!
⇒ f (n+1) =

1
(n+1)!

េគបន
n

∑
k=1

k
(k+1)!

=
n

∑
k=1

[ f (k+1)− f (k)]

= f (1)−HHHf (2)+HHHf (3)−HHHf (4)+ · · ·+HHHf (n)− f (n+1)

= f (1)− f (n+1)

= 1− 1
(n+1)!

ដូចេនះ
n

∑
k=1

k
(k+1)!

= 1− 1
(n+1)!

n! = 1.2.3 . . .(n−1).n

n! = (n−1)!n

(n+1)! = (n−1)!n(n+1)

៤. េយងីមន k+1
(k−1)!+ k!+(k+1)!

=
k+1

(k−1)!+(k−1)!k+(k−1)!k(k+1)

=
k+1

(k−1)![1+ k+ k(k+1)]

=
k+1

(k−1)!(k+1)!

=
1

(k−1)!(k+1)
=

k
(k+1)!

េគបន
n

∑
k=1

k+1
(k−1)!+ k!+(k+1)!

= ∑
k=1

k
(k+1)!

�មស�មយលំ�តទី់៣ខងេលី
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ដូចេនះ
n

∑
k=1

k+1
(k−1)!+ k!+(k+1)!

= 1− 1
(n+1)!

លំ�ត់ ៦៩
គណនផលបូក√

1+
1
12 +

1
22 +

√
1+

1
22 +

1
22 + · · ·+

√
1+

1
20112 +

1
20122

ចេម�យ៖

េយងីមន 1+
1
k2 +

1
(k+1)2 =

k2(k+1)2 +(k+1)2 + k2

k2(k+1)2

=
k2(k2 +2k+1)+ k2 +2k+1+ k2

[k(k+1)]2

=
(k2)2 +2k2.k+ k2 +2k2 +2k+1

[k(k+1)]2

=
(k2)2 + k2 +1+2k2.k+2k2 +2k

[k(k+1)]2

=
(k2 + k+1)2

[k(k+1)]2

=

[
k2 + k+1
k(k+1)

]2

នឱំយ
√

1+
1
k2 +

1
(k+1)2 =

√[
k2 + k+1
k(k+1)

]2

=
k2 + k+1
k(k+1)

=
k(k+1)+1

k(k+1)

= 1+
k+1− k
k(k+1)

= 1+
1
k
− 1

k+1

�ង f (k) =
1
k
⇒ f (1) = 1 និង f (k+1) =

1
k+1

⇒ f (n+1) =
1

n+1
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េគបន
n

∑
k=1

√
1+

1
k2 +

1
(k+1)2 =

n

∑
k=1

[1+ f (k)− f (k+1)]

=
n

∑
k=1

1+
n

∑
k=1

[ f (k)− f (k+1)]

= n+ f (1)− f (n+1)

= n+1− 1
n+1

2011

∑
k=1

√
1+

1
k2 +

1
(k+1)2 = 2011+1− 1

2011+1

ដូចេនះ
√

1+
1
12 +

1
22 +

√
1+

1
22 +

1
22 + · · ·+

√
1+

1
20112 +

1
20122 = 2012− 1

2012

លំ�ត់ ៧០
គណនផលគុណ
១.
(

1+
1
2

)(
1+

1
22

)
. . .

(
1+

1
22n

)
២.
(

1− 1
22

)(
1− 1

32

)
. . .

(
1− 1

20202

)

ចេម�យ៖
គណនផលគុណ
១. �ង A =

(
1+

1
2

)(
1+

1
22

)
. . .

(
1+

1
22n

)
គុណសមភពនឹង

(
1− 1

2

)
េគបន

(
1− 1

2

)
A =

[(
1− 1

2

)(
1+

1
2

)](
1+

1
22

)
. . .

(
1+

1
22n

)
=

(
1− 1

22

)(
1+

1
22

)
. . .

(
1+

1
22n

)
1
2

A =

[
1−
(

1
22n

)2
]

A = 2

[
1−
(

1
22n

)2
]

ដូចេនះ A = 2

[
1−
(

1
22n

)2
]

(a−b)(a+b) = a2 −b2
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២. �ង B =

(
1− 1

22

)(
1− 1

32

)
. . .

(
1− 1

20112

) a2 −b2 = (a+b)(a−b)

េគបន B =

[(
1+

1
2

)(
1− 1

2

)][(
1+

1
3

)(
1− 1

3

)]
. . .

[(
1+

1
2020

)(
1− 1

2020

)]

=

(
1+

1
2

)(
1− 1

2

)(
1+

1
3

)(
1− 1

3

)
. . .

(
1+

1
2020

)(
1− 1

2020

)

=

(
1+

1
2

)(
1+

1
3

)
. . .

(
1+

1
2020

)(
1− 1

2

)(
1− 1

3

)
. . .

(
1− 1

2020

)

=

(
A3
2
.A
4

A3
.A
5

A4
. . . . .

2021
XX2020

)(
1

�2
.�
2

�3
.�
3

�4
. . . . .

��2019
2020

)
=

2021
2

× 1
2020

ដូចេនះ B =
2021
4040

លំ�ត់ ៧១
កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (un) : 1,5,11,19,29,41, . . . ។

ចេម�យ៖
កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (un)

េយងីមន (un) : 1,5,11,19,41, . . .

�ងស�ុ ីត (vn) ជផលសងលំ�ប់១ៃនស�ុ ីត (un) ែដលកំណតេ់�យ vn = un+1−un ។ េគបន
ស�ុ ីត (vn) : 4,6,8,10,12, . . . ជស�ុ ីតនព�ន�ែដលមនតួទី1េសមី 4 និងផលសងរមួេសមី 2 េនះេគ
បន vn = 4+2(n−1) = 2n+2

ចំេពះ n ≥ 2 េគបន un = u1 +
n−1

∑
k=1

vk ,u1 = 1

= 1+
n−1

∑
k=1

(2k+2) = 1+2
n−1

∑
k=1

k+
n−1

∑
k=1

2

= 1+ A2n(n−1)
A2

+2(n−1) = 1+(n−1)(n+2)

= 1+n2 +2n−n−2 = n2 +n−1

ដូចេនះ (un) មនតួទី n កំណត់េ�យ un = n2 +n−1
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លំ�ត់ ៧២
កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (un) : 1,3,7,15,31,63, . . . ។

ចេម�យ៖
កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (un)

េយងីមន (un) : 1,3,7,15,31,63, . . .

�ងស�ុ ីត (vn) ជផលសងលំ�ប់១ៃនស�ុ ីត (un) ែដលកំណតេ់�យ vn = un+1−un ។ េគបន
ស�ុ ីត (vn) : 2,4,8,16,32, . . . ជស�ុ ីតធរណីម�តែដលមនតួទី1េសមី 2 និងផលេធ�បរមួេសមី 2

ចំេពះ n ≥ 2 េគបន un = u1 +
n−1

∑
k=1

vk ,u1 = 1 និង v1 = 2

= 1+ v1.
qn−1 −1

q−1

= 1+2.
2n−1 −1

2−1

= 1+2n −2 = 2n −1

ដូចេនះ (un) មនតួទី n កំណត់េ�យ un = 2n −1

លំ�ត់ ៧៣
កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (un) : 3,8,16,27,41,58, . . . ។
គណនផលបូក n តួតំបូងៃនស�ុ ីត (un) ។

ចេម�យ៖
• កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (un)

េយងីមន (un) : 3,8,16,27,41,58, . . .

�ងស�ុ ីត (vn) ជផលសងលំ�ប់១ៃនស�ុ ីត (un) ែដលកំណតេ់�យ vn = un+1−un ។
េគបនស�ុ ីត (vn) : 5,8,11,14,17, . . . ជស�ុ ីតនព�ន�ែដលមន v1 = 5 និង d = 3 នំ
ឱយ vn = v1 +(n−1)d = 5+3(n−1) = 3n+2
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ចំេពះ n ≥ 2 េគបន un = u1 +
n−1

∑
k=1

vk ,u1 = 3

= 3+
n−1

∑
k=1

(3k+2)

= 3+3
n−1

∑
k=1

k+
n−1

∑
k=1

2

= 3+3.
n(n−1)

2
+2(n−1)

=
6+3n2 −3n+4n−4

2

=
3n2 +n+2

2

ដូចេនះ (un) មនតួទី n កំណត់េ�យ un =
3n2 +n+2

2
• គណនផលបូក n ដំបូងៃនស�ុ ីត (un)

េគបន Sn =
n

∑
k=1

uk

=
n

∑
k=1

3k2 + k+2
2

=
1
2

(
3

n

∑
k=1

k2 +
n

∑
k=1

k+
n

∑
k=1

2

)

=
1
2

(
3.

n(n+1)(2n+1)
6

+
n(n+1)

2
+2n

)
=

n
2

(
(n+1)(2n+1)

2
+

n+1
2

+2
)

=
n
2

(
2n2 +n+2n+1+n+1+4

2

)
=

n
4
(2n2 +4n+6)

=
2n
4
(n2 +2n+3)

ដូចេនះ ផលបូក n តួដំបូងៃនស�ុ ីត (un) គឺ Sn =
n
2
(n2 +2n+3)

174 Tel: 016 434 006



HING Vothy

លំ�ត់ ៧៤
កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (an) : 1,12,37,82,153,256, . . . ។

ចេម�យ៖
កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (an)

េយងីមន (an) : 1,12,37,82,153,256, . . .

�ងស�ុ ីត (bn) ជផលសងលំ�ប់១ៃនស�ុ ីត (an) ែដលកំណតេ់�យ bn = an+1−an ។ េគបន
ស�ុ ីត (bn) : 11,25,45,71, . . . ។ �ងស�ុ ីត (cn) ជផលសងលំ�ប់១ៃនស�ុ ីត (bn) កំណត់
េ�យ cn = bn+1 −bn េគបនស�ុ ីត (cn) : 14,20,26, . . . ជស�ុ ីតនព�ន�ែដលមន c1 = 14

និង d = 6 េនះេគបន cn = c1+(n−1)d = 14+(n−1)6 = 14+6n−6 = 6n+8

ចំេពះ n ≥ 2 េគបន bn = b1 +
n−1

∑
k=1

ck ,b1 = 11

= 11+
n−1

∑
k=1

(6k+8)

= 11+6
n−1

∑
k=1

k+
n−1

∑
k=1

8

= 11+6.
n(n−1)

2
+8(n−1)

= 11+3n2 −3n+8n−8

bn = 3n2 +5n+3

ចំេពះ n ≥ 2 េគបន an = a1 +
n−1

∑
k=1

bk ,a1 = 1

= 1+
n−1

∑
k=1

(3k2 +5k+3)

= 1+3
n−1

∑
k=1

k2 +5
n−1

∑
k=1

k+
n−1

∑
k=1

3

= 1+3.
n(n−1)(2n−1)

6
+5.

n(n−1)
2

+3(n−1)

= 1+
n(n−1)(2n−1)

2
+5.

n(n−1)
2

+3n−3
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an =
n(n−1)(2n−1+5)

2
+3n−2

=
n(n−1)(2n+4)

2
+3n−2

=
n(n−1)(n+2).A2

A2
+3n−2

ដូចេនះ (an) មនតួទី n កំណត់េ�យ an = n(n−1)(n+2)+3n−2

លំ�ត់ ៧៥
កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (an) : 1,7,23,55,109,191, . . . ។
គណនផលបូក n តួបំបូងៃនស�ុ ីត (an) ។

ចេម�យ៖

• កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (an)

េយងីមន (an) : 1,7,23,55,109,191, . . .

�ងស�ុ ីត (bn) ជផលសងលំ�ប់១ៃនស�ុ ីត (an) ែដលកំណត់េ�យ bn = an+1 − an

។ េគបនស�ុ ីត (bn) : 6,16,32,54,82, . . . ។ �ងស�ុ ីត (cn) ជផលសងលំ�ប់១ៃន
ស�ុ ីត (bn) កំណត់េ�យ cn = bn+1 −bn េគបនស�ុ ីត (cn) : 10,16,22,28, . . . ជ
ស�ុ ីតនព�ន�ែដលមន c1 = 10 និង d = 6

េនះេគបន cn = 10+(n−1)6 = 10+6n−6 = 6n+4

ចំេពះ n ≥ 2 េគបន bn = b1 +
n−1

∑
k=1

ck ,b1 = 6

= 6+
n−1

∑
k=1

(6k+4) = 6+6
n−1

∑
k=1

k+
n−1

∑
k=1

4

= 6+6.
n(n−1)

2
+4(n−1)

= 6+3n2 −3n+4n−4

bn = 3n2 +n+2
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ចំេពះ n ≥ 2 េគបន an = a1 +
n−1

∑
k=1

bk ,a1 = 1

= 1+
n−1

∑
k=1

(3k2 + k+2)

= 1+3
n−1

∑
k=1

k2 +
n−1

∑
k=1

k+
n−1

∑
k=1

2

= 1+3.
n(n−1)(2n−1)

6
+

n(n−1)
2

+2(n−1)

= 1+
n(n−1)(2n−1)

2
+

n(n−1)
2

+2n−2

=
n(n−1)(2n−1+1)

2
+2n−1

=
n(n−1)�2n

�2
+2n−1

= n2(n−1)+2n−1

= n3 −n2 +2n−1

ដូចេនះ (an) មនតួទី n កំណត់េ�យ an = n3 −n2 +2n−1

• គណនផលបូក n តួដំបូងៃនស�ុ ីត (an)

េគបន Sn =
n

∑
k=1

ak =
n

∑
k=1

(k3 − k2 +2k−1)

=
n

∑
k=1

k3 −
n

∑
k=1

k2 +2
n

∑
k=1

k−
n

∑
k=1

1

=
n2(n+1)2

4
− n(n+1)(2n+1)

6
+ A2.

n(n+1)
A2

−n

=
3n2(n+1)2 −2n(n+1)(2n+1)

12
+n2 + An− An

=
n(n+1)(3n2 +3n−4n−2)

12
+n2

ដូចេនះ Sn = n2 +
n(n+1)(3n2 −n−2)

12
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លំ�ត់ ៧៦
កំណត់តួទី n ៃនទំនក់ទំនងស�ុ ីតនីមួយៗខងេ�កម៖
១. u1 =−1 ; un+1 =−5un −1 ២. u1 =−2 ; un+1 = un +5

៣. u1 = 3 ; un+1 = 4un −3n−1 ៤. u1 = 2 ; un+1 = 7un −n3n

៥. u1 = 1 ; un+1 =−2un +3n2 ៦. u1 =−3 ; un+1 = un +n3

ចេម�យ៖
១. កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត

េយងីមន u1 =−1 ; un+1 =−5un −1

�ង rn = A ែដល A ជចំនួនេថរ នឱំយ rn+1 = A

េនះេគបន rn+1 =−5rn −1 ⇔ A =−5A−1 ⇔ 6A =−1

⇒ A =−1
6
⇒ rn+1 =−1

6

េគបន un+1 − rn+1 =−5un −1−
(
−1

6

)
un+1 −

(
−1

6

)
=−5un −

5
6

un+1 +
1
6
=−5

(
un +

1
6

)
�ង vn = un +

1
6
⇒ vn+1 = un+1 +

1
6

នឱំយ vn+1 = −5vn នឱំយ (vn) ជស�ុ ីត

ធរណីម�តែដលមន q =−5 និង v1 = u1 +
1
6
=−1+

1
6
=−5

6

េគបន vn = v1qn−1 =−5
6
.(−5)n−1 =

(−5)n

6
េ�យ vn = un +

1
6

un +
1
6
=

(−5)n

6

⇒ un =
(−5)n

6
− 1

6

ដូចេនះ តួទី n ៃនស�ុ ីត (un) គឺ un =
(−5)n −1

6
២. កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត

េយងីមន u1 =−2 ; un+1 = un +5 ⇔ un+1 −un = 5 នឱំយ (un) ជស�ុ ីតនព�ន�
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ែដលមន d = 5 េគបន un = u1 +(n−1)d

=−2+(n−1)5

=−2+5n−5

ដូចេនះ តួទី n ៃនស�ុ ីត (un) គឺ un = 5n−7

៣. កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត
េយងីមន u1 = 3 ; un+1 = 4un −3n−1

�ង rn = αn+β ⇒ rn+1 = α(n+1)+β ែដល α,β ជចំនួនេថរ
េនះេគបន rn+1 = 4rn −3n−1

α(n+1)+β = 4(αn+β )−3n−1

αn+α +β = 4αn+4β −3n−1

αn−4αn+β −4β +α =−3n−1

−3αn− (3β −α) =−3n−1

⇔

−3αn =−3n

−(3β −α) =−1
⇔


α = 1

3β −1 = 1 ⇒ β =
2
3

េគបន un+1 − rn+1 = 4un −3n−1− [(n+1)+
2
3
]

un+1 −
[
(n+1)+

2
3

]
= 4

[
un −

(
n+

2
3

)]
�ង vn = un −

(
n+

2
3

)
⇒ vn+1 = un+1 −

[
(n+1)+

2
3

]
នឱំយ vn+1 = 4vn

នឱំយ (vn) ជស�ុ ីតធរណីម�តែដលមន q = 4 និង v1 = u1 −
(

1+
2
3

)
= 3− 5

3
=

4
3

េគបន vn = v1qn−1 =
4
3
.(4)n−1 =

4n

3

េ�យ vn = un −
(

n+
2
3

)
⇒ un = vn +

(
n+

2
3

)
=

4n

3
+

(
n+

2
3

)
ដូចេនះ តួទី n ៃនស�ុ ីត (un) គឺ un =

4n +3n+2
3
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៤. កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត
េយងីមន u1 = 2 ; un+1 = 7un −n3n

�ង rn = (αn+β )3n ⇒ rn+1 = [α(n+1)+β ]3n+1 ែដល α,β ជចំនួនេថរ
េនះេគបន rn+1 = 7rn −n3n

[α(n+1)+β ]3n+1 = 7[(αn+β )3n]−n3n

3(αn+α +β )��3n = (7αn+7β −n)��3n

3αn+3α +3β −7αn−7β +n = 0

−4αn+n−4β +3α = 0

− (4α −1)− (4β −3α) = 0

⇔

4α −1 = 0

4β −3α = 0
⇔

4α = 1

4β = 3α
⇔


α =

1
4

β =
3.1

4
4

=
3
4
× 1

4
=

3
16

េគបន un+1 − rn+1 = 7un −n3n −
[

1
4
.(n+1)

3
16

]
3n+1

un+1 −
[

1
4
.(n+1)+

3
16

]
3n+1 = 7

[
un −

(
1
4
.n+

3
16

)
3n
]

�ង vn = un −
[

1
4
.n+

3
16

]
3n ⇒ vn+1 = un+1 −

[
1
4
.(n+1)+

3
16

]
3n+1

នឱំយ vn+1 = 7vn នឱំយ (vn) ជស�ុ ីតធរណីម�តែដលមន q = 7

និង v1 = u1 −
(

1
4
+

3
16

)
3 = 2− 7×3

16
=

32−21
16

=
11
16

េគបន vn = v1qn−1 =
11
16

×7n−1

un −
(

1
4
.n+

3
16

)
3n =

11
16

×7n−1

⇒un =
11×7n−1

16
+

(
4n+3

16

)
3n

=
11×7n−1 +(4n+3)3n

16

ដូចេនះ តួទី n ៃនស�ុ ីត (un) គឺ un =
11×7n−1 +(4n+3)3n

16
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៥. កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត
េយងីមន u1 = 1 ; un+1 =−2un +3n2

�ង rn = αn2 +βn+ γ ⇒ rn+1 = α(n+1)2 +β (n+1)+ γ

ែដល α,β ,γ ជចំនួនេថរ េនះ
េគបន rn+1 =−2rn +3n2

α(n+1)2 +β (n+1)+ γ =−2(αn2 +βn+ γ)+3n2

α(n2 +2n+1)+βn+β + γ =−2αn2 −2βn−2γ +3n2

αn2 +2αn+α +βn+β + γ +2αn2 +2βn+2γ −3n2 = 0

3αn2 −3n2 +2αn+3βn+α +β +3γ = 0

(α −1)3n2 +(2α +3β )n+(α +β +3γ) = 0

⇔


α −1 = 0

2α +3β = 0

α +β +3γ = 0

⇔


α = 1

3β =−2

β +3γ =−1

⇔


α = 1

β =−2
3

γ =
−1+ 2

3
3

=−1
9

េគបន un+1 − rn+1 =−2un −3n2 −
[
(n+1)2 − 2

3
(n+1)− 1

9

]
un+1 −

[
(n+1)2 − 2

3
.(n+1)− 1

9

]
=−2

(
n2 − 2

3
.n− 1

9

)
�ង vn = un−

(
n2 − 2

3
.n− 1

9

)
⇒ vn+1 = un+1−

[
(n+1)2 − 2

3
.(n+1)− 1

9

]
នឱំយ vn+1 =−2vn នឱំយ (vn) ជស�ុ ីតធរណីម�តែដលមន q =−2

និង v1 = u1 −
(

1− 2
3
− 1

9

)
= 1−1+

7
9

េគបន vn = v1qn−1 =
7
9
× (−2)n−1

un −
(

n2 − 2
3
.n− 1

9

)
=

7(−2)n−1

9

⇒un =
7(−2)n−1

9
+

(
n2 − 2

3
.n− 1

9

)
ដូចេនះ តួទី n ៃនស�ុ ីត (un) គឺ un =

7(−2)n−1 +9n2 −6n−1
9
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៦. កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (un)n∈N

េយងីមន u1 =−3 ; un+1 = un +n3 ⇔ un+1 −un = n3

�ង vn = un+1 −un = n3 េនះ (vn) ជផលសងលំ�ប់១ៃន (un)

ចំេពះ n ≥ 2 េគបន un = u1 +
n−1

∑
k=1

vk =−3+
n−1

∑
k=1

k3

=−3+
n2(n−1)2

4

=
−12+n2(n−1)2

4

ដូចេនះ តួទី n ៃនស�ុ ីត (un) គឺ un =
n2(n−1)2 −12

4

លំ�ត់ ៧៧
រកតួទូេទៃនស�ុ ីត (un)n∈N កំណត់េ�យទំនក់ទំនងកំេណីននីមួយៗខងេ�កម៖

១.


u1 = 2

un+1 =
2un +1
un +2

២.


u1 = 3

un+1 =
2un +3
un +4

៣.


u1 = 1

un+1 =
4un

4un −1

៤.


u1 = 2

un+1 =
5un +1
4un +2

ចេម�យ៖
១. កំណត់តួេទេទៃនស�ុ ីត (un) ចំេពះ�គប់ n ∈ N

េគមន u1 = 2,un+1 =
2un +1
un +2

(a−b)(a+b) = a2 −b2

មនសមីករសំគល់ λ =
2λ +1
λ +2

λ 2 +ZZ2λ −ZZ2λ −1 = 0

(λ −1)(λ +1) = 0

λ = 1,λ =−1

�ង vn =
un −λ1

un −λ2
ែដល λ1 = 1 > λ2 =−1
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នឱំយ

vn =
un −1
un +1

(29)

េគបន vn+1 =
un+1 −1
un+1 +1

,un+1 =
2un +1
un +2

=

2un+1
un+2 −1
2un+1
un+2 +1

=
2un +1−un −2
2un +1+un +2

=
un −1
3un +3

=
un −1

3(un +1)

vn+1 =
1
3
.vn

េ�យ (vn) ជស�ុ ីតធរណីម�តែដលមន q =
1
3

និង v1 =
u1 −1
u1 +1

=
2−1
2+1

=
1
3

នឱំយ vn = v1.qn−1 =
1
3
.

(
1
3

)n−1

=

(
1
3

)n

�មសមីករ (29) េគបន
(

1
3

)n

=
un −1
un +1

=
un +1−2

un +1(
1
3

)n

= 1− 2
un +1(

1
3

)n

−1 =− 2
un +1

un +1 =− 2(1
3

)n −1

ដូចេនះ តួទូេទៃនស�ុ ីត (un) គឺ un =− 2(1
3

)n −1
−1

២. កំណត់តួេទេទៃនស�ុ ីត (un) ចំេពះ�គប់ n ∈ N

េគមន u1 = 3,un+1 =
2un +3
un +4

មនសមីករសំគល់ λ =
2λ +3
λ +4

λ 2 +4λ −2λ −3 = 0

λ 2 +2λ −3 = 0

(λ −1)(λ +3) = 0

λ = 1,λ =−3

�ង vn =
un −λ1

un −λ2
ែដល λ1 = 1 > λ2 =−3
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នឱំយ

vn =
un −1
un +3

(30)

េគបន vn+1 =
un+1 −1
un+1 +3

,un+1 =
2un +3
un +4

=

2un+3
un+4 −1

2un+3
un+4 +3

=
2un +3−un −4

XXXun +4
×

XXXun +4
2un +3+3un +12

=
un −1

5un +15
=

1
5
.
un −1
un +3

vn+1 =
1
5

vn

េ�យ (vn) ជស�ុ ីតធរណីម�តែដលមន q =
1
5

និង v1 =
u1 −1
u1 +3

=
3−1
3+3

=
2
6
=

1
3

នឱំយ vn = v1.qn−1 =
1
3
.

(
1
5

)n−1

�មសមីករ (30) េគបន 1
3
.

(
1
5

)n−1

=
un −1
un +3

=
un +3−4

un +3

1
3
.

(
1
5

)n−1

= 1− 4
un +3

1
3
.

(
1
5

)n−1

−1 =− 4
un +3

un +3 =− 4
1
3 .
(1

5

)n−1 −1

ដូចេនះ តួទូេទៃនស�ុ ីត (un) គឺ un =− 4
1
3 .
(1

5

)n−1 −1
−3

៣. កំណត់តួេទេទៃនស�ុ ីត (un) ចំេពះ�គប់ n ∈ N

េគមន u1 = 1,un+1 =
4un

4un −1
មនសមីករសំគល់ λ =

4λ
4λ −1

4λ 2 −λ −4λ = 0

4λ 2 −5λ = 0

λ (4λ −5) = 0

λ = 0,λ =
5
4
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�ង vn =
un −λ1

un −λ2
ែដល λ1 =

5
4
> λ2 = 0

នឱំយ

vn =
un − 5

4
un

(31)

េគបន vn+1 =
un+1 − 5

4
un+1

,un+1 =
4un

4un −1

=

4un
4un−1 −

5
4

4un
4un−1

=
16un −5(4un −1)

4(XXXX4un −1)
×

XXXX4un −1
4un

=
16un −20un +5

16un
=

−4un +5
16un

=
−4
(
un − 5

4

)
16un

=−1
4
.
un − 5

4
un

vn+1 =−1
4
.vn

េ�យ (vn) ជស�ុ ីតធរណីម�តែដលមន q =−1
4

និង v1 =
u1 − 5

4
u1

=
1− 5

4
1

=−1
4

នឱំយ vn = v1.qn−1 =−1
4
.

(
−1

4

)n−1

=

(
−1

4

)n

�មសមីករ (31) េគបន
(
−1

4

)n

=
un − 5

4
un

= 1− 5
4un(

−1
4

)n

−1 =− 5
4un

4un =− 5(
−1

4

)n −1

ដូចេនះ តួទូេទៃនស�ុ ីត (un) គឺ un =− 5

4
[(
−1

4

)n −1
]

៤. កំណត់តួេទេទៃនស�ុ ីត (un) ចំេពះ�គប់ n ∈ N

េគមន u1 = 2,un+1 =
5un +1
4un +2

មនសមីករសំគល់ λ =
5λ +1
4λ +2

4λ 2 +2λ −5λ −1 = 0

4λ 2 −3λ −1 = 0

(λ −1)(4λ +1) = 0

λ = 1,λ =−1
4
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�ង vn =
un −λ1

un −λ2
ែដល λ1 = 1 > λ2 =−1

4
នឱំយ

vn =
un −1
un +

1
4

(32)

េគបន vn+1 =
un+1 −1
un+1 +

1
4

,un+1 =
5un +1
4un +2

=

5un+1
4un+2 −1
5un+1
4un+2 +

1
4

=
5un +1−4un −2

4un +2
× 4(4un +2)

20un +4+4un +2

=
4(un −1)
24un +6

=
4(un −1)

24
(
un +

1
4

)
vn+1 =

1
6
.vn

េ�យ (vn) ជស�ុ ីតធរណីម�តែដលមន q =
1
6

និង v1 =
u1 −1
u1 +

1
4

=
2−1
2+ 1

4

=
4
9

នឱំយ vn = v1.qn−1 =
4
9
.

(
1
6

)n−1

�មសមីករ (32) េគបន 4
9
.

(
1
6

)n−1

=
un +

1
4 −

5
4

un +
1
4

= 1−
5
4

un +
1
4

4
9
.

(
1
6

)n−1

−1 =− 5
4(un +

1
4)

un +
1
4
=− 5

4
[

4
9

(1
6

)n−1 −1
]

ដូចេនះ តួទូេទៃនស�ុ ីត (un) គឺ un =−5
4
.

1
4
9(

1
6)

n−1 −1
− 1

4
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លំ�ត់ ៧៨
រកតួទូេទៃនស�ុ ីត (un)n∈N កំណត់េ�យទំនក់ទំនងកំេណីននីមួយៗខងេ�កម៖

១.

u1 = 1,u2 = 2

un+2 = 2un+1 +3un

២.

u1 = 1,u2 = 8

un+2 = 4un+1 −4un

៣.

u1 = 2,u2 = 15

un+2 = 10un+1 −25un

៤.

u1 = 0,u2 = 3

un+2 −3un+1 +2un = 0

៥.

u1 = 5,u2 = 11

un+2 = 3un+1 +10un

៦.

u1 = 9,u2 = 13

un+2 = 4un+1 +21un

ចេម�យ៖
១. កំណត់តួទីn ៃនស�ុ ីត (un)

េគមន u1 = 1,u2 = 2,un+2 = 2un+1 +3un

មនសមីករសមគ ល់ λ 2 −2λ −3 = 0

λ 2 +λ −3λ −3 = 0

λ (λ +1)−3(λ +1) = 0

(λ +1)(λ −3) = 0

λ1 =−1,λ2 = 3

�ង


vn = un+1 −λ1un

wn = un+1 −λ2un

⇒


vn = un+1 +un

wn = un+1 −3un

⇒


vn+1 = un+2 +un+1

wn+1 = un+2 −3un+1

េគបន

vn+1 = 3vn

wn+1 =−wn

េ�យ (vn) និង (wn) ជស�ុ ីតធរណីម�ត

(vn) : q = 3,v1 = u2 +u1 = 2+1 = 3 ⇒ vn = v1qn−1 = 3(3)n−1 = 3n

នឱំយ un+1 +un = 3n (33)
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(wn) : q =−1,w1 = u2 −3u1 = 2−3 =−1

⇒ wn = w1.qn−1 =−1(−1)n−1 = (−1)n

េគបន

un+1 −3un = (−1)n (34)

យកសមីករ (33) ដក (34)
េគបន un+1 +un − (un+1 −3un) = 3n − (−1)n

4un = 3n − (−1)n

ដូចេនះ តួទី n ៃនស�ុ ីត (un)n∈N គឺ un =
3n − (−1)n

4
២. កំណត់តួទីn ៃនស�ុ ីត (un)

េគមន u1 = 1,u2 = 8,un+2 = 4un+1 −4un ឬ un+2 −4un+1 +4un = 0

សមីករសមគ ល់ λ 2 −4λ +4 = 0

(λ −2)2 = 0

λ −2 = 0

λ = 2
�ង vn = un+1 −λun = un+1 −2un

នឱំយ vn+1 = un+2 −2un+1

= 4un+1 −4un −2un+1

= 2un+1 −4un

= 2(un+1 −2un)

vn+1 = 2vn

េ�យ (vn) ជស�ុ ីតធរណីម�តែដល q = 2;v1 = u2 −2u1 = 8−2(1) = 6

នឱំយ vn = v1.qn−1 = 6×2n−1 = 3×2n

េគបន

un+1 −2un = 3×2n (35)
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យកសមីករ (35) ែចកនឹង 2n

េគបន un+1

2n −2.
un

2n = 3 ឬ un+1

2n − un

2n−1 = 3

�ង

wn =
un

2n−1 ⇒ wn+1 =
un+1

2n (36)

េគបន wn+1 −wn = 3 េនះ (wn) ជស�ុ ីតនព�ន�ែដល d = 3,w1 =
u1

21−1 =
1
20 = 1

នឱំយ wn = w1 +(n−1)d

= 1+(n−1)3

= 3n−2

�ម (36) េគបន 3n−2 =
un

2n−1 ⇒ un = (3n−2)2n−1

ដូចេនះ តួទី n ៃនស�ុ ីត (un)n∈N គឺ un = (3n−2)2n−1

៣. កំណត់តួទីn ៃនស�ុ ីត (un)

េគមន u1 = 1,u2 = 15,un+2 = 10un+1 −25un ឬ un+2 −10un+1 +25un = 0

សមីករសមគ ល់ λ 2 −10λ +25 = 0

(λ −5)2 = 0

λ −5 = 0

λ = 5
�ង vn = un+1 −λun = un+1 −5un

នឱំយ vn+1 = un+2 −5un+1

= 10un+1 −25un −5un+1

= 5un+1 −25un

= 5(un+1 −5un)

vn+1 = 5vn

េ�យ (vn) ជស�ុ ីតធរណីម�តែដល q = 5;v1 = u2 −5u1 = 15−5(1) = 10

នឱំយ vn = v1.qn−1 = 10×5n−1 = 2×5n
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េគបន

un+1 −5un = 2×5n (37)

យកសមីករ (37) ែចកនឹង 5n

េគបន un+1

5n −5.
un

5n =
4×5n

5n

un+1

5n − un

5n−1 = 2

�ង

wn =
un

5n−1 (38)

⇒ wn+1 =
un+1

5n

េគបន wn+1 −wn = 4 េនះ (wn) ជស�ុ ីនព�ន�ែដលមនតួទី១ w1 =
u1

5n−1 =
1
50 = 1

និង ផលសងរមួ d = 2 នឱំយ wn = w1 +(n−1)d = 1+(n−1)2

= 1+2n−2 = 2n−1

�ម (38) េគបន wn =
un

5n−1 ⇔ un = wn5n−1

= (2n−1)5n−1

ដូចេនះ តួទី n ៃនស�ុ ីត (un)n∈N គឺ un = (2n−1)5n−1

៤. កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (un)

េយងីមន u1 = 0,u2 = 3, un+2 −3un+1 +2un = 0

មនសមីករសមគ ល់ λ 2 −3λ +2 = 0

λ 2 −λ −2λ +2 = 0

λ (λ −1)−2(λ −1) = 0

(λ −2)(λ −1) = 0

⇒


λ −2 = 0

λ −1 = 0

⇒


λ = 2

λ = 1
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េគបន un = Aλ n
1 +Bλ n

2 = A2n +B ែដល A,B ∈ R

ចំេពះ u1 = 0 =⇒ u1 = 2A+B

2A+B = 0 (39)

ចំេពះ u2 = 3 =⇒ u2 = A22 +B

4A+B = 3 (40)

យកសមីករ (39) ដក (40)
េគបន 2A+SB−4A−SB = 0−3

−2A =−3 ⇒ A =
3
2
⇒ B =−2A =−2

(
3
2

)
=−3

េគបន un =
3
2
×2n −3 = 3×2n−1 −3

ដូចេនះ តួទូេទៃនស�ុ ីតគឺ un = 3(2n−1 −1)

៥. កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (un)

េយងីមន u1 = 5,u2 = 11, un+2 = 3un+1 +10un

មនសមីករសមគ ល់ λ 2 = 3λ +10

λ 2 −2.
3
2

λ +

(
3
2

)2

= 10+
(

3
2

)2

(
λ − 3

2

)2

=
40+9

4
=

49
4√(

λ − 3
2

)2

=

√(
7
2

)2

∣∣∣∣λ − 3
2

∣∣∣∣= 7
2
⇒ λ − 3

2
=±7

2

⇒


λ − 3

2
=

7
2

λ − 3
2
=−7

2

⇒


λ =

3
2
+

7
2
=

10
2

= 5

λ =
3
2
− 7

2
=−4

2
=−2
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េគបន un = Aλ n
1 +Bλ n

2 = A5n +B(−2)n

ចំេពះ u1 = 5 =⇒ u1 = A51 +B(−2)1

5A−2B = 5 (41)

ចំេពះ u2 = 11 =⇒ u2 = A52 +B(−2)2

25A+4B = 11 (42)

យកសមីករ 2×(41) បូក (42)
េគបន 2(5A−2B)+(25A+4B) = 2(5)+11

10A−ZZ4B+25A+ZZ4B = 10+11

35A = 21 ⇒ A =
21
35

=
3
5

ជំនួសចូល (41)

េនះ 2B = 5A−5 = 5.
3
5
−5 =−2 ⇒ B =−1

េគបន un =
3
5
.5n − (−2)n

ដូចេនះ តួទូេទៃនស�ុ ីតគឺ un = 3×5n−1 − (−2)n

៦. កំណត់តួទី n ៃនស�ុ ីត (un)

េយងីមន u1 = 9,u2 = 13, un+2 = 4un+1 +21un

មនសមីករសមគ ល់ λ 2 = 4λ +21

λ 2 −7λ +3λ −21 = 0

λ (λ −7)+3(λ −7) = 0

(λ −7)(λ +3) = 0

⇒


λ −7 = 0

λ +3 = 0

⇒


λ = 7

λ =−3

េគបន un = Aλ n
1 +Bλ n

2 = A7n +B(−3)n ែដល A,B ∈ R
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ចំេពះ u1 = 9 =⇒ u1 = A71 +B(−3)1

7A−3B = 9 (43)

ចំេពះ u2 = 13 =⇒ u2 = A72 +B(−3)2

49A+9B = 13 (44)

យកសមីករ 3×(43) បូក (44)
េគបន 3(7A−3B)+(49A+9B) = 3(9)+13

21A−ZZ9B+49A+ZZ9B = 27+13

70A = 40 ⇒ A =
4
7

ជំនួសចូល (43)

េនះ 3B = 7A−9 = 7.
4
7
−9 =−5 ⇒ B =−5

3
េគបន un =

4
7
.7n − 5

3
(−3)n

ដូចេនះ តួទូេទៃនស�ុ ីតគឺ un = 4×7n−1 +5× (−3)n−1
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