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1 

x 

េសចក�ីេផ�ម 

 

 ពីឆា� ំ 𝟓𝟎𝟎 − 𝟐𝟕𝟓 មុនគ.ស ្រទឹស�ីបទពីតគ័រ បានបន្សល់ទុកនូវសមីករ 𝒙𝟐 = 𝟐    (𝟏) ។ េដយេហតុថា 

្រតីេកណែកងមួយែដលមាន្រជ�ងជាប់នឹងមំុែកងមានរង� ស់េស�𝟏ឯកតដូចគា� ។េត្រតីេកណេនះមានអីុបូ៉េតនុស 

្របែវងបុ៉នា� ន ? 

 

តម្រទឹស�ីបទពីតគ័រ េគបាន  𝒙2 = 2    (1) មិនមានចេម�យជាចំនួន  

សនិទនេទ។  េបសមីករ (𝟏)មានចេម�យេនាះ្របេភទថ�ីមួយៃនចំនួន្រត�វ្របឌិតេឡងេហថាចំនួនអសនិទន  ។  

ចំនួនអសនិទន  √𝟐  និង  −√𝟐  ជាចេម�យទំងពីរៃនសមីករ ។ 

 ចំនួនអសនិទនមិន្រត�វបានដក់េទក�ុងមូលដ� នៃនគណិតវទិ្យោេទ រហូតដល់សតវត្សចុងេ្រកយេទប្រត�វ 

បានេគស� ល់ ។ ចំនួនសនិទន និងចំនួនអសនិទនទំងពីរេនះ បេង�តបានជា្របព័ន�ៃនចំនួនពិត ។ 

 េតវ្រត�វមាន្របព័ន�ចំនួនេផ្សងេទៀតឬេទ ែដលនឹង្រត�វបានបេង�តេឡង? វសំខន់ណាស់ស្រមាប់េដះ 

�សយសមីករ 𝒙𝟐 = −𝟏ឱ្យមានចេម�យ។  េប 𝒙គឺជាចំនួនពិតេនាះ𝒙𝟐 ≥ 𝟎។  េនាះសមីករ 𝒙𝟐 = −𝟏 មិនមាន 

ចេម�យជាចំនួនពិតេទេនាះចំនួនថ�ី្រត�វែតបេង�តេឡងគឺចំនួនែដលមានកេរអចជាចំនួនអវជិ�មាន ែដល្រត�វបាន 

េគេហថាចំនួនកំុផ�ិច។ ចំនួនកំុផ�ិចបានេធ�ករវវិត�ក�ុងអំឡុងេពលយ៉ាងយូរបុ៉ែន�ដូច្របព័ន�ៃនចំនួនពិតែដរែតេន 

ទីបំផុតេគេនែតទទួលស� ល់្របព័ន�ចំនួនកំុផ�ិចេនះ។ 

តរងសេង�បៃន្របវត�ិចំនួនកំុផ�ិច 

ឆា� ំ េឈ� ះអ�ក្របាជ� ្រពឹត�ិករណ៍ 

𝟓𝟎 𝑯𝒆𝒓𝒐𝒏  𝒐𝒇  𝑨𝒍𝒆𝒙𝒂𝒏𝒅𝒓𝒊𝒂 
មនុស្សដំបូងែដលកត់្រតពីករជួប 

្របទះនូវឫសកេរៃនចំនួនអវជិ�មាន ។ 

𝟖𝟓𝟎 𝑴𝒂𝒉𝒂𝒗𝒊𝒓𝒂  𝒐𝒇  𝑰𝒏𝒅𝒊𝒂 
បាននិយាយថា 

ចំនួនអវជិ�មានមិនមានឫសកេរេ្រពះវមិនែមនជាកេរ ។ 

𝟏𝟓𝟒𝟓 𝑪𝒂𝒓𝒅𝒂𝒏𝒐  𝒐𝒇  𝑰𝒕𝒂𝒍𝒚 
ចេម�យៃនសមីករដឺេ្រកទី  𝟑 

បានរប់ប��ូ លឫសកេរៃនចំនួនអវជិ�មាន ។ 

𝟏𝟔𝟑𝟕 𝑫𝒊𝒔𝒄𝒂𝒓𝒕𝒆𝒔  𝒐𝒇  𝑭𝒓𝒂𝒏𝒄𝒆 បាន្របកសពី្រក�មៃនចំនួនពិត និងចំនួននិមិត� ។ 

𝟏𝟕𝟒𝟖 𝑬𝒖𝒍𝒆𝒓  𝒐𝒇  𝑺𝒘𝒊𝒕𝒛𝒆𝒓𝒍𝒂𝒏𝒅 បានេ្រប  𝒊  ស្រមាប់ √−𝟏  ។ 

𝟏𝟖𝟑𝟐 𝑮𝒂𝒖𝒔𝒔  𝒐𝒇  𝑮𝒆𝒓𝒎𝒂𝒏𝒚 បាន្របកសពី្រក�មៃនចំនួនកំុផ�ិច ។ 

  

េដយសរែតករបេង�តចំនួននិម�ិត និងចំនួនកំុផ�ិចេនះេហយេទបបណា� លឲ្យវទិ្យោស�ស�រកីចេ្រមនដល់ 

សព�ៃថ�។ ចំនួនកំុផ�ិច្រត�វបានេគអភិវឌ្ឍន៍វេនក�ុងវស័ិយេអឡិច្រត�និច េអឡិច្រត�ម៉ាេញ៉ទិចែដលេធ�ឲ្យវទិ្យោ 

ស�ស� និងបេច�កវទិ្យោមានសន�ុះរកីចេ្រមនកន់ែតខ� ំង ។ 
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តរងេឈ� ះអក្សរឡាតងំ 

អក្សរធំ អក្សរតូច េឈ� ះជាភាសអង់េគ�ស េឈ� ះជាភាសែខ�រ សមមូល 

𝚨 𝜶 𝑨𝒍𝒑𝒉𝒂 អល់ហ�  𝑨 

𝚩 𝜷 𝑩𝒆𝒕𝒂 ែបតត 𝑩 

𝚪 𝜸 𝑮𝒂𝒎𝒎𝒂 ហ� ម៉ា 𝑮 

𝚫 𝜹 𝑫𝒆𝒍𝒕𝒂 ែដលត 𝑫 

𝚬 𝜺 𝑬𝒑𝒔𝒊𝒍𝒐𝒏 ែអបសីុេឡាន 𝑬 

𝚭 𝜻 𝒛𝒆𝒕𝒂 ែហ្សត 𝒁 

𝚮 𝜼 𝑬𝒕𝒂 ែអត 𝑬 

𝚯 𝜽 𝑻𝒉𝒆𝒕𝒂 ែតតត 𝑻𝒉 

𝚰 𝜾 𝑰𝒐𝒕𝒂 អីុអូត 𝑰 

𝚱 𝜿 𝑲𝒂𝒑𝒑𝒂 កបប៉ា 𝑲 

𝚲 𝝀 𝑳𝒂𝒎𝒃𝒅𝒂 ឡាមដ 𝑳 

𝚳 𝝁 𝑴𝒖 មុយ 𝑴 

𝚴 𝝂 𝑵𝒖 នុយ 𝑵 

𝚵 𝝃 𝑿𝒊 ហ្ុសី 𝑿 

𝚶 𝝄 𝑶𝒎𝒊𝒄𝒓𝒐𝒏 អូមី្រក�ន 𝑶 

𝚷 𝝅 𝒑𝒊 ពី 𝑷 

𝚸 𝝆 𝑹𝒉𝒐 រ ៉ ូ 𝑹 

𝚺 𝝈 𝑺𝒊𝒈𝒎𝒂 សិចម៉ា 𝑺 

𝚻 𝝉 𝑻𝒂𝒖 តូ 𝑻 

𝚼 𝝊 𝑼𝒑𝒔𝒊𝒍𝒐𝒏 អប់សីុេឡាន 𝑼 

𝚽 𝝋 𝑷𝒉𝒊 ហ�ី 𝑷𝒉 

𝚾 𝝌 𝑪𝒉𝒊 ឈី 𝑪𝒉 

𝚿 𝝍 𝑷𝒔𝒊 សីុ 𝑷𝒔 

𝛀 𝝎 𝑶𝒎𝒆𝒈𝒂 អូេមហ�  𝑶 
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និម�ិតស�� ចំនួនកុំផ�ិច 
 (𝑆𝑖𝑔𝑛  𝑜𝑓  𝐶𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥  𝑁𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟) 

 

 និមិត�ស��  អត�ន័យ 

 

   សំណំុចំនួនគត់ធម�ជាតិ { }1 , 2 , 3 , 4 , . . .  

 


 សំណំុចំនួនគត់រុឡឺាទីប { }0 , 1 , 2 , 3 , . . .± ± ±  

   សំណំុចំនួនសនិទន | , , , 0px x p q q
q

 
= ∈ ∈ ≠ 

 
   

 


 សំណំុចំនួនពិត ( ),−∞ +∞  

 


 សំណំុចំនួនកំុផ�ិច { }| , ,z z a ib a b= + ∈ ∈   

 ( )Re z  ែផ�កពិតៃនចំនួនកំុផ�ិច z  

 ( )Im z  ែផ�កនិម�ិតៃនចំនួនកំុផ�ិច z  

 z  ចំនួនកំុផ�ិចឆា� ស់ៃន z  

 z  តៃម�ដច់ខត ឬ  មូ៉ឌុលៃនចំនួនកំុផ�ិច z  

 ( )arg z  អគុយម៉ង់ៃនចំនួនកំុផ�ិច z  

 ( )M z  ចំណុច M ជារបូភាពៃនកំុផ�ិច z  

 ( )OM z


 វុចិទ័រ OM


 ជារបូភាពៃនកំុផ�ិច z  

 [ ]AB  អង�ត់ AB  

 AB  ឬ AB


 ្របែវងអង�ត់ ឬ  ្របែវងវុចិទ័រ AB  

 ⇒  ឈ� ប់នំាឲ្យ 

 ⇔  ឈ� ប់សមមូល 

 <  តូចជាង 

 ≤  តូចជាង ឬ  េស� 

 >  ធំជាង 

 ≥  ធំជាង ឬ េស� 

 ≠  មិនេស�នឹង , ខុសពី 

 ±  បូក ឬ  ដក 

 ∈  ជារបស់ 

 ∉  មិនែមនជារបស់ 

 ∀  បរមិាណករ្រគប់ 

 ∃  បរមិាណករមាន 
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 ∴  េហតុេនះ , ដូចេនះ 

   ពីេ្រពះ , មកពី 

 ( ),a b  ចេនា� ះេបកសងខង  ( ),a x b a b< < ⇔  

 ( ],a b  ចេនា� ះេបកខងេឆ�ង  ( ],a x b a b< ≤ ⇔  

 [ ),a b  ចេនា� ះេបកខងស�  ំ [ ),a x b a b≤ < ⇔  

 [ ],a b  ចេនា� ះបិទសងខង  [ ],a x b a b≤ ≤ ⇔  

 ( )max z  តៃម�អតិបរមាៃនចំនួនកំុផ�ិច z  

 ( )min z  តៃម�អប្បបរមាៃនចំនួនកំុផ�ិច z  

 ! ស�� ហ� ក់តូែរ្យល ! 1 2 3 . . .n n= × × × ×  

 , r
n

n
C

r
 
 
 

 បន្សំៃន n  ធាតុដកយកម�ង r  ធាតុ 

 ∑  និម�ិតស�� ផលបូក 1 2 3
1

. . .
n

k n
k

a a a a a
=

= + + + +∑  

 π  ពី ឬ ៃផ  3.1415926536 . . .π =  

 e  េគាលៃនេលករតីធម�ជាតិ 2.7182818285 . . .e =  

 loga x  េលករតីេគាល a  ៃន x  

 ln x  េលករតីេនែពរ ឬេលករតីេគាល e  ៃន x  

 log x  េលករតីទសភាគ ឬេលករតីេគាល 10 ៃន x  

 .i e   េប 

 
C+∫   អំងេត្រកលក�ុងប�ង់កំុផ�ិចតមទិសេដវជិ�មាន 

 
C−∫   អំងេត្រកលក�ុងប�ង់កំុផ�ិចតមទិសេដអវជិ�មាន 

 
C+∫   អំងេត្រកលក�ុងប�ង់កំុផ�ិចែដលមានែខ្សែដនបិទជិត 
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Uេមេរៀនទ១ី 

ប�ង់កុផំ�ិច 

The Complex Plane 
 

I. Uេសចក�ីេផ�ម (Introduction) 

Uក.ែផ�កពិត និងែផ�កនិមិត�បេង�តបានជាចំនួនកំុផ�ិច 

ចំនួនកំុផ�ិច គឺជាករផ្សំរវងចំនួនពិតមួយ និងចំនួននិមិត�មួយ។ 

ចំនួនពិតគឺជា្របេភទៃនចំនួនែដលេយងេ្របជាេរៀងរល់ៃថ�។ 

ឧទហរណ៍៖ 112.38 , ,0 , 2000
2

−  

 េពលេយងេលកចំនួនពិតជាកេរេយងទទួលបានចំនួនវជិ�មាន ឬសូន្យដូចជា៖ 

  

2

2

2

2 2 2 4

1 1 1 1

0 0 0 0

= × =

= × =

= × =

 

 េតេយងអចេលកចំនួនបុ៉នា� នជាកេរេដម្បីបាន 1− ?  2? 1= −  

កេរេស� 1−  មិនមានេទេ្រពះ ផលគុណៃនចំនួនអវជិ�មានបានចំនួនវជិ�មាន ( ) ( )1 1 1− × − = +   េហយគា� នចំនួន 

ពិតែដលេផ��ងផា� ត់ចំនួនេនះេឡយ។ 

 ដូេច�ះ ហក់ដូចជាគណិតវទិ្យោគឺមិនេពញេលញ បុ៉ែន�េយងអចបំេពញចេនា� ះេនះេដយករនិមិត� មានចំ 

នួន មួយែដលផលគុណខ�ួនវេស� 1−  េហថា ចំនួននិមិត� i : 2 1i = − ។ ចំនួននិមិត�េពលេលកជាកេរវឱ្យលទ� 

ផលជាចំនួនអវជិ�មាន: 2imaginary negative→  

ឧទហរណ៍ ៖ 5 , 3.6 , / 2 , 500i i i i−  

ជារមួមក ចំនួនកំុផ�ិចគឺជាកររមួប��ូ លគា� ៃនចំនួនពិត និងចំនួននិមិត� ។ 

ឧទហរណ៍៖ 3.6 4 , 0.02 1.2 , 25 0.3 ,0 2i i i i+ − + − +  

 Uខ. េដចំនួនកំុផ�ិចក�ុងប�ង់កំុផ�ិច Putting a Complex on a Plane 

ឧទហរណ៍៖ េដចំនុច3 4 , 4 2i i+ −  ក�ុងប�ង់កំុផ�ិច 

 

      

 

 

វជាប�ង់កំុផ�ិច៖ 

• កំុផ�ិចេ្រពះវជាកររមួប��ូ លៃនែផ�កពិតនិងនិមិត� 

• ប�ង់េ្រពះវដូចជាប�ង់ធរណីមា្រត (ពីរវមិា្រត) 
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គ.លក�ណៈប�ង់ 

i. ចំនួនកំុផ�ិចជាវុចិទ័រ Complex Number as a Vector 

 េយងអចគិតចំនួនកំុផ�ិចជាវុចិទ័រ៖ វមាន្របែវងនិងទិសេដ 

ឧទហរណ៍៖ ចំនួនកំុផ�ិច 3 4i+  

េយងអចបូកចំនួនកំុផ�ិចជាវុចិទ័រែដរគឺ៖  

• បូកចំនួនពិត  

• បូកចំនួននិមិត�  

ឧទហរណ៍៖ (3 5 ) (4 3 ) 3 4 (5 3) 7 2i i i i+ + − = + + − = +   

ii. ទ្រមង់បូ៉ែលរ Polar Form 

េ្រប 3 4i+ ម�ងេទៀត   

េគបានជាទ្រមង់បូ៉ែលរ    

 

 

 

ឧទហរណ៍៖ ចូរបែម�ង3 4i+ ពីទ្រមង់កូអរេដេនេដកត េទទ្រមង់បូ៉ែលរ 

2 2 2 23 4 25 5r x y= + = + = =  ,  ( ) ( )1 1tan / tan 4 / 3 0.927y xθ − −= = =  

េនាះេយងបាន ្របែវងេស� 5  និងមំុ 0.927 រ៉ដ្យង់ 

េផ��ងផា� ត់  ( )cos 5cos 0.927 5 0.6002... 3x r θ= = = × = , ( )sin 5 sin 0.927 5 0.7998... 4y r θ= = × = × =  

តមពិតវធីិទូេទេដម្បីសរេសរចំនួនកំុផ�ិចជាទ្រមង់បូ៉ែលរគឺ ( )cos sin cos sinx iy r i r iθ θ θ θ+ = + = +  

េហយ cos siniθ θ+  អចសរេសរេដយខ�ីគឺ « cisθ » ដូេច�ះ x iy r cis θ+ =  ( cis ្រគាន់ែតជាពក្យបំ្រព�ញរបស់

cos siniθ θ+ ) 

ដូេច�ះេយងអចសរេសរជា3 4 5 0.927i cis+ =  (មុខវជិា� មួយចំនួនដូចជាខងេអឡិច្រត�និច « cisθ »្រត�វ 

បានេ្របេ្រចនែដលមានអំព�ីទុត r  និង ផាស θ ែដលែតងសរេសរជា r θ∠ ) 

II. នព�ន�កំុផ�ិច (Complex Arithmetic) 

១. ចំនួនពិត ( The Real Numbers) 

េយងកំណត់ចំនួនពិតេនក�ុងសំណំុចំនួនពិត ។ េយងតង 2 {( , ) : , }x y x y= ∈ ∈   ជាលក�ណៈគូ 

ៃនចំនួនពិត។ 

េយងេឃញថាចំនួនកំុផ�ិចជាសំណំុែដលធំជាងសំណំុចំនួនពិត 2
  វជារចនាសម�័ន�ពីជគណិតដ៏ពិេសស។ 

២. ចំនួនកំុផ�ិច ( The Complex Numbers) 

សំណំុចំនួនកំុផ�ិចតងេដយ   េគបានទំនាក់ទំនងពីជគណិតពិេសសមួយេទេលសំណំុេនះេដយករ 

បង� ញតម្របមាណវធីិបូក និងគុណៃនគូចំនួនពិតដូចខងេ្រកម៖ 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, ' , ' ' , '

, ' , ' ' ' , ' '

x y x y x x y y

x y x y xx yy xy yx

+ = + +

⋅ = − +
 

េយងកំណត់ ( )1,0 េដយ 1 េហយ ( )0,1  េដយ i ។ េប α ∈ េនាះេយងបាន α ែដលជាចំនួនកំុផ�ិច 

( ),0α ។ េគបាន ( ) ( ) ( ) ( ), ,0 , ,x y x y x yα α α α⋅ = ⋅ = ។ 

ម្៉យោងេទៀតេប ( ),x y  ជាចំនួនកំុផ�ិចេផ្សងេទៀតេនាះ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,0 0, 1,0 0,1 1x y x y x y x y i x iy= + = ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ ≡ +
 

្រគប់ចំនួនកំុផ�ិច ( ),x y អចសរេសរជាទ្រមង់ 1x y i⋅ + ⋅  ែដល ,x y∈  

ឬ x iy+ ។ េនាះច្បោប់ៃន្របមាណវធីិបូកនិងគុណក� យជា៖ 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

, ' , ' ' '

' ' ' ' ' '

x iy x iy x x i y y

x iy x iy xx yy i xy yx

+ = + + +

+ ⋅ + = − + +
 

ែដល 1i i⋅ = −  េគអចតង ( ),z x y=  , ( )0,1i = េគអចសរេសរ z x iy= +  េនាះ { | , }z x iy x y= = + ∈  ។ 

និយមន័យ១៖ ចំេពះចំនួនកំុផ�ិច z x iy= +  ចំនួន Re z x=  េហថាែផ�កពិត ( )real part ៃន z  និង ចំនួន Im z y=  

េហថាែផ�កនិមិត� ( )imaginary part ។ េប 0x =  េនាះ z  ជាចំនួននិមិត�។ 

លក�ណៈ 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 2 1 1 2 2 1

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1

). ).
). ).

). 0 0 ). 1

). , ). 0 ). 1

i z z z z ii z z z z
iii z z z z z z iv z z z z z z
v z z z vi z z

vii z x y viii z z ix zz−

+ = + =

+ + = + + =

+ = + = ⋅ =

− = − − + − = =

 

 េប ( ) ( ) ( ), , 0,0x y u v+ =  េនាះ u x and v y= − = −  

 េប ( )( ) ( ), , 1,0x y u v =  េនាះ 1 , 0xu yv yu xv− = + =  

ឧទហរណ៍៖  បង� ញថា ៖  

( ) ( )1. 2 1 2 2i i i i− − − = −   ( )( ) ( )2. 2, 3 2,1 1,8− − = −  ( )( ) ( )1 13). 3,1 3, 1 , 2,1
5 10

 − = 
 

 

ក. ចំនួនកំុផ�ិចឆា� ស់ ( Complex Conjugate) 

ចំនូនកំុផ�ិច z a bi= +  មានចំនួនកំុផ�ិចឆា� ស់គឺ z a bi= −  ។ 

លក�ណ៖ ១.  z z=  ២. 1 2 1 2z z z z± = ±  ៣. 1 2 1 2z z z z= ⋅   ៤. 1 1

2 2

z z
z z

 
= 

 
 

ឧទហរណ៍១៖ គណនាតៃម�ខងេ្រកម៖ 

).a z  ចំេពះ 3 15z i= −  

1 2).b z z−  ចំេពះ 1 25 8 3z i and z i= + = − +  

1 2).c z z−  ចំេពះ 1 25 8 3z i and z i= + = − +  

េដយ ( ) 2z z a bi a bi a+ = + + − =  , ( ) 2z z a bi a bi bi− = + − − =  

េហយ Re Imz a and z b= =  េនាះេយងសេង�តេឃញថា៖ Re , Im
2 2

z z z zz z+ −
= =  
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ខ. មូ៉ឌុល (Modulus) 

េដយចំនួនកំុផ�ិច z a bi= + េគបាន មូ៉ឌុលរបស់វគឺ 2 2| |z a b= +  

សមា� ល់  េប z ជាចំនួនពិត ( . . 0 )i e z a i= + េនាះ 2| | | |z a a= =  

លក�ណៈ ១.  ( ) ( )2 22 2 2| | Re Imz a b z z= + = +   ២. ( ) ( ) ( )2 2 22| | Re Im Rez z z z= + ≥  

៣.  | | | Re |z z≥      ៤.  | | | Re | Rez z z≥ ≥  

៥.  | | | Im | Imz z z≥ ≥     ៦.  ( )( ) 2 2zz a bi a bi a b= + − = +  

៧. 2| |zz z=      ៨. | | | |z z=  

៩. | | | |z z− =      ១០. 1 1 2 1 2
2

2 22 2 | |
z z z z z
z zz z

= =  

ឧទហរណ៍១៖ រកមូ៉ឌុលៃន 4 3z i= +  , 3 2z i= −  

ឧទហរណ៍២៖ គណនា 6 3
10 8

i
i

+
+

 

ករណីេនះេយងមាន 1 6 3z i= +  និង 2 10 8z i= +  េគបាន 2 2 2
2 210 8 , | | 10 8 164z i z= − = + =  

េនាះផលែចក ( )( ) 26 3 10 86 3 60 48 30 24 21 9
10 8 164 164 41 82

i ii i i i i
i

+ −+ − + −
= = = −

+
 

លក�ណៈ៖ ១. េប | | 0z =  េនាះ 0z =   ២. 1 2 1 2| | | || |z z z z=   ៣. 1 1

2 2

| |
| |

z z
z z

=  

( )( )2
1 2 1 2 1 2| |z z z z z z= ( )( )1 2 1 2z z z z= 1 2 2zz z z= 2 2

1 2| | | |z z=  

េគបាន 2 2 2
1 2 1 2| | | | | |z z z z=  

វសិមភាព្រតីេកណ និង វ៉រ្យង់ 

១. 1 2 1 2| | | | | |z z z z+ ≤ +   ២. ( )( ) ( )( )2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2| |z z z z z z z z z z+ = + + = + +  

លំហត់ 

១. គណនា  1 2 2).
3 4 5

i ia
i i

+ −
+

−
  

( )( )( )
5).

1 2 3
ib

i i i− − −
  ( )4). 1c i−  

1 3).
2

id
i

− +
−

 

២. កំណត់ 1 2z z+  និង 1 2z z− េដយ៖ 

1 2
2). 2 ,
3

a z i z i= = −    ( ) ( )1 2). 3 , 1 , 3 , 0b z z= − =  

( ) ( )1 2). 3 ,1 , 1,4c z z= − =   1 1 1 2 1 1). ,d z x iy z x iy= + = −  

៣.េ្របលក�ណៈកំុផ�ិចឆា� ស់បង� ញថា៖ 

). 3 3a z i z i+ = −   ).b iz i z= −     

( )2). 2 3 4c i i+ = −   ( )( )). | 2 5 2 | 3 | 2 5 |d z i z+ − = +  

៤. គណនា  ( ) ( ) 3). 1 2 3 2 4 /a i i i+ + + −    ( )( )
( )( )

2 1 2
).

3 1 3
i i

b
i i
− −
− −

  ( ) 2). 1 2c i −+  

៥. េបផលបូកនិងផលគុណៃន២ចំនួនកំុផ�ិចជាចំនួនពិត ចូរបង� ញថាែផ�កពិតរបស់កំុផ�ិចទំងពីរេស�គា�  

េហយែផ�ក និមិត�ជាកំុផ�ិចឆា� ស់គា� ។ 
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៧. បង� ញថា ( )1 / 2z i= ± ±  េផ��ងផា� ត់សមីករ 4 1 0z + =  ចំេពះ្រគប់ស�� ទំងអស់។  

ចេម�យ 

៦. តង ចំនួនកំុផ�ិចទំងពីរគឺ ( ) ( )a bi and c id+ +  

តមលក�ខណ�  គឺ  ( ) ( )( )Im 0a ib c id+ + + =   (១) 

និង  ( )( )( )Im 0a ib c id+ + =  (២) 

 តម (១) េគបាន b d= −  េហយ (២) េគបាន 0ad bc+ =  

 េនាះ ( ) 0b c a− =  េគបាន  0 0b and d= =  (ជាចំនួនពិតទំងពីរ) 

 ឬ a c and b d= = −  (ជាកំុផ�ិចឆា� ស់) 

៧. ករណីស�� វជិ�មានទំងពីរ៖ ( ) ( ) ( )
4

2 3 41 1 11 1 4 6 4 1 4 6 4 1 1
4 42

i i i i i i i + = + + + + = + − − + = −  
 

៣. កយៃនចំនួនកំុផ�ិច (The Complex Numbers as a Field) 

េប 0  តងចំនួន 0 0i+  ។ េប z∈  េនាះ 0z z+ = ។ បែន�មពីេនះ េគបាន z x iy− = − −  េហយ 

( ) 0z z+ − =  

ដូេច�ះរល់ចំនួនកំុផ�ិចគឺមានលក�ណៈ្រតលប់ និងលក�ណៈប��� ស់ដូចជា៖ 

1 1 0i= +  េហយ 1 1z z z⋅ = ⋅ =  ្រគប់ចំនួនកំុផ�ិច , 0z z ≠ េនាះ 2| | 0z ≠  េហយ 
2

2 2
| | 1

| | | |
z zz
z z

 
⋅ = = 
 

 

ឧទហរណ៍១៖ េដយេ្របកយសន�ត់ ចូរបង� ញថា្រគប់ ,z w∈  េនាះ 1 1 1
z w z w

= ⋅
⋅

។ 

េយងចង់បង� ញថា ( ) 1 1 1z w z w− − −⋅ = ⋅  

ចូរកត់សមា� ល់ថា ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1z w z w z w w z− − − −⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ( )1 1 1 11 1z w w z z z z z− − − −= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ =  

ដូេច�ះ ( )z w⋅ គឺជាប��� ស់ផលគុណៃន ( )1 1z w− −⋅  េហយផ�ុយមកវញិ 1 1z w− −⋅  គឺជាប��� សផលគុណៃន z w⋅

។ 

បុ៉ែន� ( ) 1z w −⋅  ក៏ជាប��� សផលគុណៃន z w⋅  េហយេដយលក�ណៈពិេសសៃនប��� សផលគុណេយងបាន 

( ) 1 1 1z w z w− − −⋅ = ⋅ ។ 

ឧទហរណ៍២៖ ឧបមាថា x yi a bi
x yi
−

= +
+

 េនាះេគបាន 2 2 1a b+ = ។ 

តង z x iy= +  េនាះ z x yi= −  េគបាន z a bi
z
= +   

យកមូ៉ឌុលៃនចំនួនកំុផ�ិចទំងពីរជំនួសចូលេគបាន  

2 2
zz a bi a b

z z
= + ⇒ = +  

 េយងដឹងថា | | | |z z=  ្រគប់ z∈  ដូេច�ះ 2 2 2 2| | 1 , 1 1
| |
z a b or a b
z
= = + = +    
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េមេរៀនទី  ២ 

ចំនួនកុំផ�ិចទ្រមង់ពីជគណិត 
 (𝑨𝒍𝒈𝒆𝒃𝒓𝒂  𝒐𝒇  𝑪𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙  𝑵𝒖𝒎𝒃𝒆𝒓) 

 

១. ចំនួនកំុផ�ិច (𝑪𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙  𝑵𝒖𝒎𝒃𝒆𝒓) 

 ក. ចំនួននិម�ិត (𝑰𝒎𝒂𝒈𝒆 𝑵𝒖𝒎𝒃𝒆𝒓) 

និយមន័យៈ  ចំនួននិម�ិតជាផលគុណរវងចំនួនពិត 𝑪 ខុសពីសូន្យនឹង 𝒊 េហថា ចំនួននិម�ិត ។   

𝒊  េហថា “ ឯកតនិម�ិត “  ែដល  𝒊𝟐 = −𝟏  ឬ   𝒊 = √−𝟏 ។ 

 ឧទហរណ៍ៈ ចំនួន  33 , 2 , 3 5 ,
5

i i i i−   ជាចំនួននិម�ិត ។ 

 ខ. ឫសកេរៃនចំនួនអវជិ�មាន (𝑺𝒒𝒖𝒂𝒓𝒆  𝑹𝒐𝒐𝒕𝒔  𝒐𝒇  𝒂  𝑵𝒆𝒈𝒂𝒕𝒊𝒗𝒆  𝑵𝒖𝒎𝒃𝒆𝒓) 

  េប 0>c  េនាះេគបាន   iccic ==− 2  ។ 

 ឧទហរណ៍ៈ  គណនា 

ក. ( ) 24 4 1 4 2i i− = − = =     ខ. 3 + √−16 = 3 + 4𝑖 

គ. −𝟏 − √−𝟏𝟐 = −𝟏 −  √𝟏𝟐𝒊𝟐 = −𝟏 − 𝟐𝒊√𝟑  ឃ. 𝟐 − √−𝟕 = 𝟐 − 𝒊√𝟕 

លក�ណៈ េប  𝒙𝟐 = −𝒂  (𝒂 > 𝟎) េនាះ 𝒙 = ±𝒊√𝒂   �𝒙 = 𝒊√𝒂 ឬ 𝒙 = −𝒊√𝒂� 

  ឧទហរណ៍ៈ  គណនាតៃម� 𝒙 ក�ុងករណីខងេ្រកម៖  

ក. 2 9 9 3x x i=− ⇒ = ± − =±    ខ. 2 18 18 3 2x x i= − ⇒ = ± − = ±  

 គ. និយមន័យចំនួនកំុផ�ិច (𝑫𝒆𝒇𝒊𝒏𝒊𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒐𝒇 𝑪𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙  𝒏𝒖𝒎𝒃𝒆𝒓) 

 និយមន័យៈ ចំនួនកំុផ�ិចជាចំនួនែដលមានរង z a ib= +  ែដល a  និង b  ជាចំនួនពិត ។ េគតងសំណំុ

ចំនួនកំុផ�ិចេដយ ℂ ។ 

ឧទហរណ៍ៈ 𝟏 + 𝟑𝒊 , −𝟐 − 𝟐𝒊 , 𝟔 − 𝟒𝒊 , −𝟏− 𝟑𝒊 , 𝟕𝒊 , −𝟖𝒊 េហថាចំនួនកំុផ�ិច ។ 

 ទ្រមង់ពិជគណិត ឬទ្រមង់ស�ង់ដ ឬទ្រមង់េដកតៃនចំនួនកំុផ�ិចេប a  ជាែផ�កពិត តងេដយ ( )Rea z=

(𝑹𝒆𝒂𝒍  𝑷𝒂𝒓𝒕) b ជាែផ�កនិម�ិត តងេដយ ( )Imb z=  (𝑰𝒎𝒂𝒈𝒊𝒏𝒂𝒓𝒚  𝑷𝒂𝒓𝒕) រងពិជគណិតៃនចំនួនកំុផ�ិចគឺ 

biaz +=  ។ 

 ករណី  0b =   នំាឲ្យ  0a ib a i a+ = + =   ជាចំនួនពិត េនាះ z  ជាចំនួនពិត  

 ករណី  0a =   នំាឲ្យ  0a ib ib ib+ = + =   ជាចំនួននិម�ិត េនាះ z  ជាចំនួននិម�ិត 

 ចំនួនកំុផ�ិច  0a ib+ =  កលណា 0a b= =  

ឧទហរណ៍ៈ  រកែផ�កពិត និងែផ�កនិម�ិតៃន 𝒛 = 𝟐 + 𝟑𝒊 ។ 

    ែផ�កពិតគឺ   𝑹𝒆(𝒛) = 𝟐   និងែផ�កនិម�ិត  𝑰𝒎(𝒛) = 𝟑 ។ 

 ករតងចំនួនកំុផ�ិចតមែបបធរណីមា្រត (ក�ុងប�ង់កំុផ�ិច) 
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េគតងចំនួនកំុផ�ិចេដយចំណុចេនក�ុងត្រម�យអរតូណេមគូមានលំដប់ ( ),a b   ប�ង់កំុផ�ិចជាប�ង់

្របដប់េដយត្រម�យអរតូណេមតងចំនួនកំុផ�ិចែដល 

+ អ័ក្ស ( )xx′ េហថាអ័ក្សៃនចំនួនពិត  + អ័ក្ស ( )yy′ េហថាអ័ក្សៃនចំនួននិមិត� 

 

 

 

 

 ចំនួនកំុផ�ិចឆា� ស់  ជាចំនួនកំុផ�ិចពីរែដលមាន ស�� និម�ិតផ�ុយគា� េហថា ចំនួនកំុផ�ិចឆា� ស់។ ចំនួនកំុផ�ិច

ឆា� ស់ៃន  biaz +=  តងេដយ  z a bi= −  ។ 

ឧទហរណ៏ៈ  ចំនួនកំុផ�ិច 2 3z i= +   នឹង 2 3z i= −  ជាចំនួនកំុផ�ិចពីរឆា� ស់គា�  ។ 

 កំុផ�ិចផ�ុយគា�  ជាចំនួនកំុផ�ិចពីរែដលមាន  ស�� ផ�ុយគា�  េហថា ចំនួនកំុផ�ិចផ�ុយគា�  ។  ចំនួនកំុផ�ិចផ�ុយៃន 

biaz +=  តងេដយ  biaz −−=−  ។ 

ឧទហរណ៍ៈ ចំនួនកំុផ�ិច 2 3z i= +  នឹង (2 3 ) 2 3z i i− = − + = − −  ជាចំនួនកំុផ�ិចពីរផ�ុយគា� ។ 

 ចំនួនកំុផ�ិចពីរេស�គា�  េគមាន 𝒛 = 𝒂 + 𝒃𝒊 និង 𝒘 = 𝒙 + 𝒊𝒚េប 𝒛និង 𝒘េស�គា� កលណា 𝒂 = 𝒙និង 𝒃 = 𝒚។ 

    ប�� ក់ៈ  ចំនួនកំុផ�ិចគា� នលំដប់េទ មានន័យថា េបេយងមានចំនួនកំុផ�ិចពីរ z នឹង w   

េយងមិនអចនិយាយថា  𝑧 > 𝑤  ឬ 𝒘 > 𝒛 បានេទ ។ 

២. ្របមាណវធីិេលចំនួនកំុផ�ិច (𝑂𝑝𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠  𝑜𝑓  𝐶𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥  𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟) 

 ក. ្របមាណវធីិបូក និងដកចំនួនកំុផ�ិច (𝑂𝑝𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑜𝑓 𝐴𝑑𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑎𝑛𝑑 𝑆𝑢𝑏𝑡𝑟𝑎𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛) 

េដម្បីបូក ឬដកចំនួនកំុផ�ិច េគ្រត�វយកែផ�កពិតបូកឬដកែផ�កពិត ែផ�កនិម�ិតបូកឬដកែផ�កនិម�ិត ដច់ 

េដយែឡកពីគា�  ។ 

ជាទូេទ   េប   𝒛𝟏 = 𝒂𝟏 + 𝒊𝒃𝟏 និង   𝒛𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒊𝒃𝟐 េនាះ េគបាន 

 ផលបូកៃនចំនួនកំុផ�ិច  ( ) ( )1 2 1 2 1 2z z a a i b b+ = + + +  

 ផលដកៃនចំនួនកំុផ�ិច  ( ) ( )1 2 1 2 1 2z z a a i b b− = − + −  

ឧទហរណ៍ៈ េគឲ្យចំនួនកំុផ�ិច 𝒛𝟏 = −𝟓+ 𝟑𝒊 និង 𝒛𝟐 = 𝟕 + 𝟔𝒊 ។ គណនា 𝒛𝟏 + 𝒛𝟐  និង 𝒛𝟏 − 𝒛𝟐។ 

េគបាន  𝒛𝟏 + 𝒛𝟐 = (−𝟓+ 𝟑𝒊) + (𝟕 + 𝟔𝒊) = (−𝟓+ 𝟕) + (𝟑 + 𝟔)𝒊 

   ដូចេនះ  𝒛𝟏 + 𝒛𝟐 = 𝟐 + 𝟗𝒊 ។ 

   េគបាន  𝒛𝟏 − 𝒛𝟐 = (−𝟓+ 𝟑𝒊) − (𝟕 + 𝟔𝒊) = (−𝟓− 𝟕) + (𝟑 − 𝟔)𝒊 

  ដូចេនះ  𝑧1 + 𝑧2 = −12− 3𝑖 ។ 

 ខ. វធីិគុណ និង វធីិែចកចំនួនកំុផ�ិច (𝑴𝒖𝒍𝒕𝒊𝒑𝒍𝒊𝒄𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏  𝒂𝒏𝒅  𝑫𝒊𝒗𝒊𝒔𝒊𝒐𝒏) 

 វធីិគុណចំនួនកំុផ�ិច 

  វធីិគុណចំនួនកំុផ�ិច ដូចគា� នឹងវធីិគុណកេន្សោមពិជគណិតែដរ ។ 
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ឧបមាថាេគមានចំនួនកំុផ�ិច 𝒛𝟏 = 𝒂 + 𝒃𝒊 និង 𝒛𝟐 = 𝒄 + 𝒅𝒊 ែដល 𝒂,𝒃 , 𝒄,𝒅 ជាចំនួនពិត 

េគបាន 𝒛𝟏 × 𝒛𝟐 = (𝒂 + 𝒃𝒊)(𝒄 + 𝒅𝒊) 

 = 𝒂𝒄 + 𝒂𝒅𝒊 + 𝒃𝒄𝒊 + 𝒃𝒅𝒊𝟐 = 𝒂𝒄 + 𝒂𝒅𝒊 + 𝒃𝒄𝒊 − 𝒃𝒅  
ដូចេនះ 𝒛𝟏 × 𝒛𝟐 = (𝒂𝒄 − 𝒃𝒅) + (𝒂𝒅 + 𝒃𝒄)𝒊 ។ 

 ឧទហរណ៍ៈ  េគឲ្យចំនួនកំុផ�ិច 𝒛𝟏 = 𝟐 − 𝒊  និង 𝒛𝟐 = 𝟑 + 𝟐𝒊 ។ គណនា 𝒛𝟏 × 𝒛𝟐 ។ 

  េគបាន 𝒛𝟏 × 𝒛𝟐 = (𝟐 − 𝒊)(𝟑 + 𝟐𝒊) = 𝟔 + 𝟒𝒊 − 𝟑𝒊 − 𝟐𝒊𝟐 = 𝟒 + 𝒊 

  ដូចេនះ 𝒛𝟏 × 𝒛𝟐 = 𝟒 + 𝒊 ។ 

 វធីិែចកចំនួនកំុផ�ិច 

  េដម្បីែចកចំនួនកំុផ�ិច េគ្រត�វគុណភាគយក និងភាគែបង នឹងចំនួនកំុផ�ិចឆា� ស់ៃនភាគែបង ។ 

ឧបមាថាេគមានចំនួនកំុផ�ិច 𝒛𝟏 = 𝒂 + 𝒃𝒊 និង 𝒛𝟐 = 𝒄 + 𝒅𝒊 ែដល 𝒂,𝒃 , 𝒄,𝒅 ជាចំនួនពិត 

េគបាន             
𝒛𝟏
𝒛𝟐

=
𝒂 + 𝒃𝒊
𝒄 + 𝒅𝒊

=
(𝒂 + 𝒃𝒊)(𝒄 − 𝒅𝒊)
(𝒄 + 𝒅𝒊)(𝒄 − 𝒅𝒊)

=
(𝒂𝒄 − 𝒃𝒅) + (𝒂𝒅 + 𝒃𝒄)𝒊

𝒄𝟐 + 𝒅𝟐
 

ដូចេនះ             
𝒛𝟏
𝒛𝟐

=
(𝒂𝒄 − 𝒃𝒅) + (𝒂𝒅 + 𝒃𝒄)𝒊

𝒄𝟐 + 𝒅𝟐
  ។ 

ឧទហរណ៍ៈ   េគឲ្យចំនួនកំុផ�ិច  𝒛𝟏 = 𝟐 + 𝟑𝒊  និង 𝒛𝟐 = 𝟒 − 𝟐𝒊។ គណនា 
𝒛𝟏
𝒛𝟐

  ។ 

េគបាន              
𝒛𝟏
𝒛𝟐

=
𝟐 + 𝟑𝒊
𝟒 − 𝟐𝒊

=
(𝟐 + 𝟑𝒊)(𝟒 + 𝟐𝒊)
(𝟒 − 𝟐𝒊)(𝟒 + 𝟐𝒊)

 

      =
8 + 4𝑖 + 12𝑖 − 6

42 − (2𝑖)2
=

2 + 16𝑖
16 + 4

=
2 + 16𝑖

20
2

20
+

16𝑖
20

=
1

10
+

4
5
𝑖 

ដូចេនះ              
𝒛𝟏
𝒛𝟐

=
𝟏
𝟏𝟎

+
𝟒
𝟓
𝒊 

៣. ស�័យគុណៃន i  (𝑃𝑜𝑤𝑒𝑟  𝑜𝑓  𝑖) 

េគមាន 
1 2i ; 1i i= = −  

   

3 4 3

5 4 6 4 2

; 1
; 1

......................

i i i i i i i
i i i i i i i
= − = × = − × =

= × = = × = −  

ជាទូេទ 4 4 11 ;k ki i i   

4 2 4 31 ; ; 0,1,2........k ki i i k     

 ឧទហរណ៏ៈ គណនា 𝑖50    ;      𝑖200    ;      𝑖2017 ។ 

 ចេម�យៈ 𝑖50 = 𝑖4×12+2 = −1   𝑖200 = 𝑖4×50+0 = 1 

   𝑖2017 = 𝑖4×504+1 = 𝑖 
៤. អនុវត�ន៍កំុផ�ិចក�ុងករេដះ�សយសមីករដឺេ្រកទី ២ (𝐴𝑝𝑝𝑙𝑦 𝑡𝑜 𝑆𝑜𝑙𝑣𝑒 𝐸𝑞𝑎𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 𝐷𝑒𝑔𝑟𝑒𝑒 2) 

 េគមសីករដឺេ្រកទី ២  𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0  (∗)  ែដល 𝒂 ,𝒃 និង 𝒄 ជាចំនួនពិត េហយ  𝒂 ≠ 𝟎 ។ 

 ករណីេប  Ä = 𝒃𝟐 − 𝟒𝒂𝒄 ជាកេរ្របាកដ 

ក. េប 0>∆   សមីករមានឫសពីរេផ្សងគា� ជាចំនួនពិត 
a

bx
a

bx
2

,
2 21

∆−−
=

∆+−
=  
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ខ. េប 0=∆   សមីករមានឌុបជាចំនួនពិត 
a

bxx
221 −==  

គ. េប  0<∆  សមីករមានឫសពីរេផ្សងគា� ជាចំនួនកំុផ�ិចឆា� ស់គា�   

1 2;
2 2

b i b ix x
a a

− − −∆ − + −∆
= =  

ឧទហរណ៍ៈ េដះ�សយសមីករ៖ ក. 2 1 0z z+ + =     ខ. 2 3 0z iz i− + =   

ចេម�យ   ក. 2 1 0z z+ + =  

 មាន 2 4 3b ac∆ = − = −  េនាះ 1
1 3

2 2
b i iz

a
− − −∆ − −

= =  និង 2
1 3

2 2
b i iz

a
− + −∆ − +

= =  

ខ. 2 3 0z iz i− + =  

  មាន  2 4 1 4 3b ac i∆ = − = − −  េនាះ 1
3

2 2 2
b iz

a
− − −∆

= = −  និង 1
3 3

2 2 2
b iz

a
− + −∆

= = − +   ។ 

 ករណីេប  Ä = 𝒃𝟐 − 𝟒𝒂𝒄 មិនែមនជាកេរ្របាកដ 

តង   2y u iv   នំាឲ្យ  2 2| |r u v      

េគបាន  1 2 2
r u r uy signv i

          

 2 2 2
r u r uy signv i

        
 �𝒔𝒊𝒈𝒏(𝒗)  ∶ ស�� របស់ 𝒗� 

េនាះ                 𝒛𝟏,𝟐 =
𝟏
𝟐𝒂 �

−𝒃 + 𝒚𝟏,𝟐� 

ឧទហរណ៏ៈ េដះ�សយសមីករ ( )2 8 1 63 16 0z i z i− − + − =   

េគបាន ( )( ) ( ) ( )2
' 4 1 63 16 16 1 2 1 63 16 32 63 16 63 16i i i i i i i∆ = − − − − = − − − + = − − + = − −   

េនាះ   2 263 16 65r = ∆ = + =   

នំាឲ្យ  
( ) ( )1,2

65 63 65 63 1 8
2 2

y i i
 + − + = ± − = ± −
 
 

  

េយងបាន 
( ) ( )

1,2

4 1 1 8
1

i i
z

− ± −
=

 

នំាឲ្យ  1 1

2 2

4 4 1 8 5 12
4 4 1 8 3 4

z i i z i
z i i z i
= − + − = − 

⇒ = − − + = + 
  

 េប á និង â ជាឫសៃនសមីករ (∗) 

េគបាន b
a

α β+ = −   និង 
 

c
a

αβ =  (∗) អចសរេសរជារង  2 ( ) 0x xα β αβ− + + =   ។ 

ឧទហរណ៏ៈេគឲ្យ 𝒛𝟏 = 𝟏 + 𝒊 ជាឫសៃនសមីករ 𝒛𝟐 + (𝟏 − 𝟑𝒊)𝒛 − 𝟒 = 𝟎។ ចូររកឫសមួយេទៀតៃនសមីករ។ 

 ចេម�យៈ តង 𝒛𝟐 ជាឫសមួយេទៀត 

  េគបាន 𝒛𝟐 + 𝟏 + 𝒊 = −(𝟏 − 𝟑𝒊)     ⇒    𝒛𝟐 = −𝟐 + 𝟐𝒊 

  ដូចេនះ 𝒛𝟐 = −𝟐 + 𝟐𝒊 ។ 
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លហំត់ចំនួនកុំផ�ិចទ្រមង់ពីជគណិត 

1. បំែលងចំនួនខងេ្រកមជាចំនួននិម�ិត 

               𝟏.  √−𝟗                    𝟐.  √−𝟏𝟐𝟏                    𝟑.  �−
𝟗
𝟐𝟓

               𝟒.  − √−𝟐𝟖 

2. បំែលងចំនួនខងេ្រកមជាចំនួនកំុផ�ិចែដលមានទ្រមង់ពិជគណិត 

 1.𝑨 =  𝟒 − √−𝟏𝟎𝟎  2.  𝑩 = −𝟓+ √−𝟗   3.  𝑪 = −𝟓 + √−𝟏𝟖 

 4. ( )9 2 4 4D i i= − − −   5. ( ) ( )21 2 4 2E i i i= + − +  6. ( )( ) ( )22 3 1 2F i i i= − − + + −  

 7. ( )( )2 5 3G i i= − +   8. ( )24 2H i= +    9. ( )31 2I i= +  

 10. ( )43 2J i= +   11. 1
4 3

K
i

=
+

  12. 2 3 1 2
1 1

i iL
i i

− −
= +

+ −
  

 13. 
( )( )2 1

1 2
i i

M
i

+ −
=

+
  14. 

( )3

1 3

11 4 3

iN
i

− +
=

−
   15. 

( ) ( )
( ) ( )

2 2

3 3

1 2 1

3 2 2

i i
O

i i

+ − −
=

+ − +
  

 16. 3 3 1
3 3

i iP i
i i

+ −
= + + −

− +
 17. 4 3Q i= −   18. 

5 12 5 12
5 12 5 12

i iR
i i

+ − −
=

+ + −
 

3. េប  1 2 5Z i    និង  2 1 4Z i    សរេសរកេន្សោមខងេ្រកមជារង  a bi  ៖ 

 ក. 1 2Z Z    ខ. 1 2Z Z   គ. 
1

1
Z

   ឃ. 1 2iZ Z  

4. េប  1 1 1Z x iy    និង  2 2 2Z x iy   បង� ញថា  1 2 1 2Z Z Z Z   ជាចំនួនពិត  ។ 

5. េគយក 1 2 3z i= −  និង 2 4z i= − + ។ ចូរសរេសរេ្រកមទ្រមង់ពិជគណិត 

 ក. 1 2z z+   ខ. 1 23 2z z−  គ. 1 2z z  ឃ. ( )( )1 21 5z z− +        ង. 2
1

1
z

 ច. 1

2

1
5

z
z

−
+

 

6.  ចូរសរេសរចំនួនកំុផ�ិចខងេ្រកមជាទ្រមង់ពិជគណិតែដល 1 3
2 2

j i= − +    

 
2

1 2

11.
1

j jz
j j

− +
=

+ −
    

3 2

2 2

12.
1

j j jz
j j j

  − +
= +   + −   

 

7. គណនា  

 ក. 7
7

1 1
2

i
i i
     

  ខ.     
33

101 11 2 3 2 3
1

i i i i
i i

          
 គ. 9 10 11 12 13i i i i i     

 ឃ. គណនា  2 3 4 5, , ,i i i i ។  ទញរក  24i  និង  25i  

 ង. គណនា  2 31 i i i+ + +  ។  រចួទញរក 2013 2012 2011 2010i i i i+ + +  ។ 

8. កំណត់តៃម� x  និង y  េដម្បីឱ្យសមភាពនីមួយៗខងេ្រកមពិត 

ក. ( ) ( ) ( )2 3 3 7 4x iy xi y i i+ − + = +  ខ. ( )( )1 3x iy i i+ − = −   គ. 5 10
4 3 25 25
x iy i

i
+

= +
−

 

ឃ. 1 0
1 1
x iy i

i i
+ −

+ =
− +    

ង. 3 2
5

i x iy
i


 


  ច.    2 14 8 2 1 0x xy i y       

ឆ.  13 2 2 0
9

x y i y x
         

  ជ. ( ) ( )1 2 1 2 1i x i y i− + + = +  
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9. កំណត់ចំនួនពិត  x  េដម្បីឲ្យចំនួនកំុផ�ិចខងេ្រកមៈ 

 ក.  
2

3
1

2 3 2x xZ x x i
x

 
      ខ.     2 3 2 2

2 22 4 log 1x xZ x x i       

 គ.  3 sin 1 sinZ x i x    ឃ.  4 cos 1 cosZ x i x    ង.  5 sin 1 cos 1Z x x i     

1. ជាចំនួនពិត   2.  ជាចំនួននិម�ិត  ។ 

10.  េគមានចំនួនកំុផ�ិច 1 2z i= −  និង 5 3w i= +  ។  

 ក.  បង� ញថា w z w z+ = +    ខ.  z w z w− = −  

 គ.   េគឱ្យ ( ) ( )1 1M i x i y= − + +  ។ កំណត់តៃម� x  និង y  េដម្បីឱ្យ 2 3M z w i= + +   ។ 

11.  េគមានចំនួនកំុផ�ិច 3z i= +  និង 1 8 6z i= +   ។  

 ក.    បង� ញថា  2
1z z=    ។ 

 ខ.    គណនា  1w z z= +    ។ សង់ 1, ,w z z   េនក�ុងប�ង់កំុផ�ិច ។ 

 គ.    េគឱ្យ  ( ) ( )1 3w x y i= + + +   ។ កំណត់តៃម�  x  និង  y    ។ 

12.  េគមានចំនួនកំុផ�ិចមិនសូន្យ  1 2 3 4, , , , . . . , nz z z z z   ។ 

 ក.  បង� ញថា  1 2 3 1 2 3n nz z z z z z z z⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅  ។ 

 ខ.  បង� ញថា  1 2 3 1 2 3. . . . . .n nz z z z z z z z+ + + + = + + + +  ។ 

13. េដះ�សយសមីករខងេ្រកម ក�ុងសំណំុចំនួនកំុផ�ិច   

 21. 2 2 0x x+ + =    ( )22. 1 8 0t + + =   23. 2 5 0z z+ + =   

 ( )24. 2 2 1 6 4 2 0z z− − + − =  ( )5. 1 3 19 5
2

zzz i i
i

+ + + = +
+

 6. 2 1iz z i+ = −  

 27. 2 1 0z z− + =     8. 3 4z z i+ = +     29. 3 4 0x i x     

 9 710. 2 | |
1

iz z
i

−
− =

+
   ( )4 211. 6 1 5 6 0z i z i+ + + + =  ( ) 212. 1 11 0i z z i+ + + =  

 ( ) ( ) ( )213. 3 8 6 25 5 0i z i z i+ + + + + =  214. 1 2 2z i= −   
215. 2 1 2 0z z i+ + + =  

 3 21 1 116. 0
2 2 2

z z z+ + − =   4 217. 10 169 0z z+ + =  18. 0ix iy ize e e+ + =  

 519. log | | 3
7

z izz i+
+ = +   

23 320. 3 4 0
2 2

iz iz
z i z i
+ +   − − =   − −   

 

14. រកចំនួនពិត  ,a b   េដម្បឲី្យ  2 i   ជាឫៃនសមីករ   2 0x ax b     ។ 

15. រកអនុគមន៍ដឺេ្រកទី  ២  2( )f Z Z aZ b     ែដល  ,a b Î   េបេគដឹងថា   1 2 0f i    ។ 

16. េដះ�សយ្របព័ន�សមីករក�ុង  ខងេ្រកម 

( )
3 2 3

1.
1 2 5

ix y i
i x iy i

− = −
 + + = −

   
( ) ( )
( ) ( )
3 4 2 2 6

2.
4 2 2 3 5 4

i x i y i

i x i y i

 − + + = +


+ − + = +
  

( )
( )
2 7 1 2

3.
1 4

i x y i

i x i y i

 + + = +


− − = −
   

( ) ( )
( ) ( )
2 4 2 6

4.
3 2 3 2 8

i x i y

i x i y

 + + + =


+ + − =
   

2 2

3 3

6
5.

9
x y xy
x y

 + =


+ =
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x

a

b

y

M

O

2 2r a b= +

េមេរៀនទី  ៣ 
ចំនួនកុំផ�ិចទ្រមង់្រតីេកណមា្រត 

 (𝑇𝑟𝑖𝑔𝑜𝑛𝑜𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐  𝑜𝑓  𝐶𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥  𝑁𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟) 
 

១. មូ៉ឌុលៃនចំនួនកំុផ�ិច ឬ តៃម�ដច់ខតៃនចំនួនកំុផ�ិចេលប�ង់ 𝑮𝒂𝒖𝒔𝒔  
      (𝑴𝒐𝒅𝒖𝒍𝒖𝒔 𝒐𝒓  𝑨𝒃𝒔𝒐𝒍𝒖𝒕𝒆  𝑽𝒂𝒍𝒖𝒆 𝒐𝒇  𝑪𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙  𝒏𝒖𝒎𝒃𝒆𝒓  𝒐𝒏  𝒕𝒉𝒆  𝒈𝒂𝒖𝒔𝒔𝒊𝒂𝒏  𝑷𝒍𝒂𝒏𝒆) 
 ក.និយមន័យ (𝑫𝒆𝒇𝒊𝒏𝒊𝒕𝒊𝒐𝒏) 

ក�ុងត្រម�យអរតូណរេម (𝒙𝒐𝒚)េគយក 𝑴(𝒂,𝒃)ជារបូភាពៃន  𝒛 = 𝒂 + 𝒊𝒃 ។ រង� ស់ 𝑴𝑶 េហថាមូ៉ឌុលៃន

 𝒛 = 𝒂 + 𝒊𝒃 ។ េគកំណត់មូ៉ឌុលៃន 𝒛 = 𝒂 + 𝒊𝒃 េដយ |𝒛| ឬ 𝒓 ែដល |𝒛| = 𝒓 = 𝑶𝑴 = �𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 ។ 

 

 

 

 

 

 

ក�ុង្រតីេកណែកង 𝑶𝑴𝒂 េគមាន 𝑶𝑴𝟐 = 𝑴𝒂𝟐 + 𝑶𝒂𝟐 (្រទឹស�ីបទពីតគ័រ) 

 េដយ  𝑶𝒂 = 𝒂      ,      𝑴𝒂 = 𝒃     

 េគបាន  𝑶𝑴𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐  ឬ  𝑶𝑴 = �𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 ។ 

 ដូចេនះ |𝒛| = 𝒓 = 𝑶𝑴 = �𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 ។ 

  ឧទហរណ៍ៈ មូ៉ឌុលៃនចំនួនកំុផ�ិច 𝒛 = 𝟏 + 𝟐𝒊  គឺ  |𝒛| = �𝟏𝟐 + 𝟐𝟐 = √𝟓 

    មូ៉ឌុលៃនចំនួនកំុផ�ិច 6w i=  គឺ  |𝒘| = �𝟎𝟐 + 𝟔𝟐 = 𝟔 

  ឧទហរណ៏ៈ េគមានចំនួនកំុផ�ិច 1 1 2z i= − +  និង 2 1z i= +  ។ ចូរេផ��ងផា� ត់ថា  

  ក. 1 2 1 2z z z z⋅ = ⋅   ខ. 11

2 2

zz
z z

=    ក. 1 2 1 2z z z z+ ≤ +  

  ចេម�យៈ 

   ក. 1 1 2z i= − +   េនាះ  ( )2 2
1 1 2 5z = − + =  

     2 1z i= +   េនាះ 2 2
2 1 1 2z = + =   

    េគបាន ( )1 2 5 2 10 1z z⋅ = × =  

    ( )( )1 2 1 2 1 3z z i i i= − + + = − +  េនាះ ( ) ( )2 2
1 2 3 1 10 2z z = − + =   

    តមទំនាក់ទំនង ( )1  និង ( )2  េគបាន 1 2 1 2z z z z⋅ = ⋅   

   ខ. ( )( )
( )( )

2
1

2

1 2 1 1 2 2 1 3
1 1 1 1 2 2

i iz i i i i
z i i

− + − − + + −
= = = +

+ − +
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    េនាះ  ( )
2 2

1

2

1 3 10 1
2 2 2

z
z

   = + =   
   

   

    តមទំនាក់ទំនង ( )1  និង ( )2  េគបាន 11

2 2

zz
z z

=   

   គ.  1 2 1 2 1 3z z i i i+ = − + + + =   

    ( )2 2
1 2 0 3 3 1z z+ = + =   

    ( )1 2 5 2 3 2z z+ = + >   

    តមទំនាក់ទំនង ( )1  និង ( )2  េគបាន 1 2 1 2z z z z+ ≤ +  

២. អគុយម៉ង់ៃនចំនួនកំុផ�ិច (𝑨𝒓𝒈𝒖𝒎𝒆𝒏𝒕  𝒐𝒇  𝑪𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙  𝒏𝒖𝒎𝒃𝒆𝒓)  

ក�ុងត្រម�យអរតូណរេម (𝒙𝒐𝒚) េគយក 𝑴(𝒂,𝒃) ជារបូភាព 𝒛 = 𝒂 + 𝒊𝒃 ។ មំុែដលផ�ុំេដយ (𝑶𝒙�����⃗ ,𝑶𝑴�������⃗ ) េហ

ថាអគុយម៉ង់ៃន 𝒛 = 𝒂 + 𝒊𝒃 ។ េគតង ö ឬ 𝑨𝒓𝒈(𝒛) ជាអគុយម៉ងៃន 𝒛 = 𝒂 + 𝒊𝒃 ។  

េគបាន   ( )arg 2 ,z k kϕ π= + ∈Ζ  

 

 

 

     

ក�ុង្រតីេកណែកង 𝑶𝑴𝑷  

េគមាន 𝒓𝟐 = 𝑶𝑴𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐  ឬ  𝒓 = �𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 (តម្រទឹស�ីពីតគ័រ)  

𝐜𝐨𝐬 ö =
𝑶𝑷
𝑶𝑴

=
𝒂
𝒓

      និង     𝐬𝐢𝐧 ö =
𝑴𝑷
𝑶𝑴

=
𝒃
𝒓

 ។ 

េដម្បីរកអគុយម៉ង់ៃន 𝒛 = 𝒂 + 𝒊𝒃 េគេដះ�សយសមីករៈ 

𝐜𝐨𝐬 ö =
𝒂
𝒓

  និង 𝐬𝐢𝐧 ö =
𝒃
𝒓

  េគបាន 𝑨𝒓𝒈(𝒛) = ö + 𝟐𝒌ð ,𝒌 ∈ ℤ ។ 

ឧទហរណ៏ៈ រកអគុយម៉ង់ៃនចំនួនកំុផ�ិច 𝒛 = √𝟐 − 𝒊√𝟐 

តមរបូមន�  𝒓 = |𝒛| = √𝟐 + 𝟐 = 𝟐 , 𝒄𝒐𝒔 ö = 𝒂
𝒓

= √𝟐
𝟐

និង 𝒔𝒊𝒏 ö = 𝒃
𝒓

= −√𝟐
𝟐

 

ដូចេនះអគុយម៉ង់ៃន 𝒛 គឺ 𝑨𝒓𝒈(𝒛) = −
ð
𝟒

+ 𝟐𝒌ð ,𝒌𝝐ℤ ។ 

៣. ទ្រមង់្រតីេកណមា្រត ឬ ទ្រមង់បូ៉ែលៃនចំនួនកំុផ�ិច 

     (𝑻𝒓𝒊𝒈𝒐𝒏𝒐𝒎𝒆𝒕𝒓𝒊𝒄  𝑭𝒐𝒓𝒎  𝒐𝒓  𝑷𝒐𝒍𝒂𝒓  𝑭𝒐𝒓𝒎 𝒐𝒇  𝑪𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙 𝒏𝒖𝒎𝒃𝒆𝒓) 
 ចំនួនកំុផ�ិច 𝒛 = 𝒂 + 𝒊𝒃 េហថាទ្រមង់ពីជគណិត  ។ េគអចសរេសរជា 𝒛 = 𝒓(𝐜𝐨𝐬 ö + 𝒊 𝐬𝐢𝐧ö) 

 េគបាន 2 2r z a b= = +   េហថាមូ៉ឌុលៃន  𝒛 = 𝒂 + 𝒊𝒃 

   cos a
r

ϕ =   និង sin b
r

ϕ =  ែដល ö េហថាអគុយម៉ង់ៃន 𝒛 ។ 

េគបាន               𝒛 = 𝒂 + 𝒊𝒃 = 𝒓 �
𝒂
𝒓

+ 𝒊
𝒃
𝒓
� = 𝒓(𝐜𝐨𝐬 ö + 𝒊 𝐬𝐢𝐧ö) 

ដូចេនះ  𝒛 = 𝒓(𝐜𝐨𝐬 ö + 𝒊 𝐬𝐢𝐧ö) េហថាទ្រមង់្រតីេកណមា្រត (ទ្រមង់បូ៉ែលរ) ៃនចំនួនកំុផ�ិច z a ib= +  

y

x
aO

b

ϕ

M
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 សមា� ល់ៈ + ចំនួនកំុផ�ិច z ជាចំនួនពិតកលណា sin 0ϕ =  ឬ ,k kϕ π= ∈  

  + ចំនួនកំុផ�ិច z ជាចំនួននិម�ិតកលណា cos 0ϕ =  ឬ ,
2

k kπϕ π= + ∈  

ឧទហរណ៏ៈ  សរេសរចំនួនកំុផ�ិច 1z i= +  ជាទំរង់្រតីេកណមា្រត  ។ 

  េយងមាន  2 21 1 2r z= = + =   និង  

1 2cos
22

1 2sin
22

a
r

b
r


θ = = =



 θ = = =

    ⇒   
4
πθ =    

ដូចេនះ   ( )cos sin 2 cos sin
4 4

z r i iπ π = θ+ θ = + 
 

 ។ 

៤. ្របមាណវធីិចំនួនកំុផ�ិចក�ុងទ្រមង់្រតីេកណមា្រត 

     (𝑶𝒑𝒆𝒓𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏  𝒐𝒇  𝑻𝒓𝒊𝒈𝒐𝒏𝒐𝒎𝒆𝒕𝒓𝒊𝒄 𝑭𝒐𝒓𝒎  𝒐𝒇  𝑪𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙  𝒏𝒖𝒎𝒃𝒆𝒓) 
  ក.ផលគុណៃនចំនួនកំុផ�ិចក�ុងទ្រមង់្រតីេកណមា្រត  (𝑴𝒖𝒍𝒕𝒊𝒑𝒍𝒊𝒄𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏  𝒐𝒇  𝑻𝒓𝒊𝒈𝒐𝒏𝒐𝒎𝒆𝒕𝒓𝒊𝒄  𝑭𝒐𝒓𝒎) 

េគមានចំនួនកំុផ�ិច )sin(cos 1111 αα irZ +=   និង  )sin(cos 2222 αα irZ +=  េគបាន 

[ ][ ]1 2 1 1 1 2 2 2

2 1 1 2 2

(cos sin ) (cos sin )
(cos sin )(cos sin )r

Z Z r i r i
r r i i

α α α α

α α α α

× = + +

= + +
 

          
[ ]

2
1 2 1 2 1 2 1 2 2 1

1 1 2 1 2 1 2 2 12

(cos cos sin cos sin sin sin cos )
cos cos sin sin (sin cos sin cos )

r r i i i
r r i

α α α α α α α α
α α α α α α α α

= + + +

= − + +
 

    ែត    )cos(sinsincoscos 212121 ααααα +=−  

       )sinsin(coscossinsin 212121 αααααα +=+  

ដូេច�ះ [ ])sin()cos( 21212121 αααα +++= irrZZ  

ជាទូេទ េប ( ) ( )( )1 1 1 1cos sinz r iϕ ϕ= +  និង ( ) ( )( )2 2 2 2cos sinz r iϕ ϕ= +  

េនាះេគបាន ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r iϕ ϕ ϕ ϕ=  + + +    

វបិាកៈ តមន័យធរណីមា្រតៃនផលគុណចំនួនកំុផ�ិច 

+  |𝒛𝟏 ∙ 𝒛𝟐| = |𝒛𝟏| ∙ |𝒛𝟐|  +   𝑨𝒓𝒈(𝒛𝟏 ∙ 𝒛𝟐) = 𝑨𝒓𝒈(𝒛𝟏) + 𝑨𝒓𝒈(𝒛𝟐) 
ឧទហរណ៍ៈ េគមានចំនួនកំុផ�ិចពីរ 𝒛𝟏 = √𝟐 �𝒄𝒐𝒔 ð

𝟑
+ 𝒊𝒔𝒊𝒏 ð

𝟑
�    និង 𝒛𝟐 = 𝟏

𝟐
�𝒄𝒐𝒔 ð

𝟔
+ 𝒊𝒔𝒊𝒏 ð

𝟔
� 

ចូរគណនា 𝒛𝟏 ∙ 𝒛𝟐 ្រពមទំងកំណត់មូ៉ឌុល និងអគុយម៉ង់ៃន 𝒛𝟏 ∙ 𝒛𝟐 

ចេម�យ 

- គណនា 𝒛𝟏 ∙ 𝒛𝟐 

េគមាន       𝒛𝟏 = √𝟐 �𝒄𝒐𝒔
ð
𝟑

+ 𝒊𝒔𝒊𝒏
ð
𝟑
�     ,    𝒛𝟐 =

𝟏
𝟐
�𝒄𝒐𝒔

ð
𝟔

+ 𝒊𝒔𝒊𝒏
ð
𝟔
� 

េគបាន      𝒛𝟏 ∙ 𝒛𝟐 = √𝟐 ×
𝟏
𝟐 �
𝐜𝐨𝐬 �

ð
𝟑

+
ð
𝟔
� + 𝒊𝒔𝒊𝒏 �

ð
𝟑

+
ð
𝟔
�� =

√𝟐
𝟐
�𝒄𝒐𝒔

𝟑ð
𝟔

+ 𝒊𝒔𝒊𝒏
𝟑ð
𝟔
� 

    =
√𝟐
𝟐
�𝒄𝒐𝒔

ð
𝟐

+ 𝒊𝒔𝒊𝒏
ð
𝟐
� 

ដូេច�ះ        𝒛𝟏 ∙ 𝒛𝟐 =
√𝟐
𝟐
�𝒄𝒐𝒔

ð
𝟐

+ 𝒊𝒔𝒊𝒏
ð
𝟐
� 
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- កំណត់មូ៉ឌុល - អគុយម៉ង់ៃន 𝒛𝟏 ∙ 𝒛𝟐 

េដយ       𝒛𝟏 ∙ 𝒛𝟐 =
√𝟐
𝟐
�𝒄𝒐𝒔

ð
𝟐

+ 𝒊𝒔𝒊𝒏
ð
𝟐
� 

េនាះេគបាន    |𝒛𝟏 ∙ 𝒛𝟐| =
√𝟐
𝟐

  និង   𝑨𝒓𝒈(𝒛𝟏 ∙ 𝒛𝟐) =
ð
𝟐

 

ដូេច�ះ មូ៉ឌុល |𝒓| = |𝒛𝟏 ∙ 𝒛𝟐| =
√𝟐
𝟐

  និងអគុយម៉ង់ 𝑨𝒓𝒈(𝒛𝟏 ∙ 𝒛𝟐) =
ð
𝟐

 

 ខ. ផលែចកៃនចំនួនកំុផ�ិចតមទ្រមង់្រតីេកណមា្រត   (𝑫𝒊𝒗𝒊𝒔𝒊𝒐𝒏  𝒐𝒇  𝑻𝒓𝒊𝒈𝒐𝒏𝒐𝒎𝒆𝒕𝒓𝒊𝒄  𝑭𝒐𝒓𝒎) 

   ចំនួនកំុផ�ិច  ( ) ( )( )cos sinz r iϕ ϕ= +   

   េនាះចំនួនកំុផ�ិចឆា� ស់គឺ  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )cos sin cos sinz r i r iϕ ϕ ϕ ϕ= − = − + −   

   េគមាន ចំនួនកំុផ�ិច ( ) ( )( )1 1 1 1cos sinz r iϕ ϕ= +  និង ( ) ( )( )2 2 2 2cos sinz r iϕ ϕ= +  

   េគបាន  1 1 2

2 2 2

z z z
z z z

= ⋅   

    
( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 1 1 2 2 2

2 2 2 2 2 2

cos sin cos sin
cos sin cos sin

r i r i
r i r i

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

+ − + −
= ⋅

+ − + −
 

    
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 1 1 2 2

2 2 2 2 2

cos sin cos sin
cos sin cos sin

r i i
r i i

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

+ − + −
=

+ − + −
  

    
( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 1 2 1 2

2 2 2 2 2

cos sin
cos sin

r i
r i

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

− + −
=

− + −
( ) ( )( )
( )

1 1 2 1 2

2

cos sin

cos0 sin 0

r i

r i

ϕ ϕ ϕ ϕ− + −
=

+ 

 

    ( ) ( )1
1 2 1 2

2

cos sinr i
r

ϕ ϕ ϕ ϕ=  − + −     

ជាទូេទ  េបេគមានចំនួនកំុផ�ិច ( ) ( )( )1 1 1 1cos sinz r iϕ ϕ= +  និង ( ) ( )( )2 2 2 2cos sinz r iϕ ϕ= +
 ែដល 2 0z ≠   

   េនាះ ( ) ( )1 1
1 2 1 2

2 2

cos sinz r i
z r

ϕ ϕ ϕ ϕ=  − + −     ។ 

វបិាកៈ  តមន័យធរណីមា្រតៃនផលគុណចំនួនកំុផ�ិច 

   +  11

2 2

zz
z z

=    + ( ) ( )1
1 2

2

arg arg argz z z
z

 
= − 

 
 

ឧទហរណ៏ៈ សរេសរចំនួនកំុផ�ិច 1

cos sin
3 3

iz
iπ π

− +
=

+
 ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រត ។ 

ចេម�យៈ តង 1 1z i= − +  និង 2 cos sin
3 3

z iπ π
= +  

េគមាន 1
2 21 2

2 2
z i i

 
= − + = − +  

   
2 cos sin 2 cos sin

4 4 4 4
i iπ π π ππ π      = − + = − + −            

 

          3 32 cos sin
4 4

iπ π = + 
 

  

េគបាន   1

2

3 32 cos sin
3 34 4 2 cos sin
4 3 4 3cos sin

3 3

i
z i
z i

π π
π π π π

π π

 +       = = − + −        +

5 52 cos sin
12 12

iπ π = + 
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 ដូេច�ះ  1

2

5 52 cos sin
12 12

zz i
z

π π = = + 
 

 

៥. ស�យ័គុណទី  𝒏   ឬ  ដឺម័រៃនចំនួនកំុផ�ិច (𝑷𝒐𝒘𝒆𝒓  𝒏 𝒕𝒉  𝒐𝒓  𝒅𝒆 𝑴𝒐𝒊𝒗𝒓𝒆 𝒐𝒇 𝑪𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙  𝒏𝒖𝒎𝒃𝒆𝒓) 

  េគមានចំនួនកំុផ�ិច ( ) ( )( )cos sinz r iϕ ϕ= + +  

  តមរបូមន� ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r iϕ ϕ ϕ ϕ=  + + +     

  េគបាន  ( ) ( )cos sinzz rr iϕ ϕ ϕ ϕ=  + + +     

    ( ) ( )( )2 2 cos 2 sin 2z r iϕ ϕ= +  

    ( ) ( ) ( ) ( )( )3 2 2 3cos 2 sin 2 cos 3 sin 3z z z r r i r iϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= =  + + +  = +    

    ……………………………………………………………………………………. 

    ( ) ( )( )1 cos sinn n nz z z r n i nϕ ϕ−= = +   

  ជាទូេទ  េប  ( ) ( )( )cos sinz r iϕ ϕ= +   

    េនាះ  ( ) ( )( )cos sin
nnz r iϕ ϕ = +   

     ( ) ( )( )cos sin ,n nz r n i n nϕ ϕ= + ∀ ∈Ν  

    េគបាន ( ) ( )( ) ( ) ( )( )cos sin cos sin
n

i n i nϕ ϕ ϕ ϕ+ = +  េហថា របូមន�ដឺម័រ  ។   

ឧទហរណ៏ៈ   េគមានចំនួនកំុផ�ិច    𝒛 = √𝟐�𝒄𝒐𝒔
ð
𝟔

+ 𝒊𝒔𝒊𝒏
ð
𝟔
�   ។  គណនា 𝒛𝟏𝟐 

េយងមាន            𝒛 = √𝟐�𝒄𝒐𝒔
ð
𝟔

+ 𝒊𝒔𝒊𝒏
ð
𝟔
� 

េគបាន                 𝒛𝟏𝟐 = �√𝟐 �𝒄𝒐𝒔
ð
𝟔

+ 𝒊𝒔𝒊𝒏
ð
𝟔
��
𝟏𝟐

= �√𝟐�
𝟏𝟐
�𝒄𝒐𝒔

𝟏𝟐ð
𝟔

+ 𝒊𝒔𝒊𝒏
𝟏𝟐ð
𝟔
� 

           = 𝟐𝟔(𝒄𝒐𝒔𝟐ð + 𝒊𝒔𝒊𝒏𝟐ð) = 𝟔𝟒(𝒄𝒐𝒔𝟐ð + 𝒊𝒔𝒊𝒏𝟐ð) = 𝟔𝟒 
  ដូេច�ះ    𝒛𝟏𝟐 = 𝟔𝟒 

ឧទហរណ៏ៈ .ចូរគណនា 𝐬𝐢𝐧𝟐á  , 𝐜𝐨𝐬 𝟐á    ជាអនុគមន៏ៃន 𝐬𝐢𝐧 á , 𝐜𝐨𝐬 á   ។ 

តមរបូមន�ដឺម័រ   (𝒄𝒐𝒔á + 𝒊𝒔𝒊𝒏á)𝟐 = 𝐜𝐨𝐬 𝟐á + 𝒊𝒔𝒊𝒏 𝟐á     (1) 

ែត  (𝒄𝒐𝒔á + 𝒊𝒔𝒊𝒏á)𝟐 = 𝒄𝒐𝒔𝟐á + 𝟐𝒊𝒔𝒊𝒏á𝒄𝒐𝒔á + (𝒊𝒔𝒊𝒏á)𝟐  = �𝒄𝒐𝒔𝟐á − 𝒔𝒊𝒏𝟐á� + 𝟐𝒊𝒔𝒊𝒏á𝒄𝒐𝒔á   (2) 

តម (1)  និង (2)   េនាះេគបាន   𝐜𝐨𝐬𝟐á = 𝒄𝒐𝒔𝟐á − 𝒔𝒊𝒏𝟐á   និង 𝒔𝒊𝒏 𝟐á = 𝟐𝒔𝒊𝒏á𝒄𝒐𝒔á          

ដូេច�ះ   𝐜𝐨𝐬 𝟐á = 𝒄𝒐𝒔𝟐á− 𝒔𝒊𝒏𝟐á      ,    𝒔𝒊𝒏 𝟐á = 𝟐𝒔𝒊𝒏á𝒄𝒐𝒔á         

ឧទហរណ៏ៈ ចូរគណនា 𝐬𝐢𝐧𝟒𝒙   , 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙    ជាអនុគមន៏ៃន 𝐬𝐢𝐧 𝒙  , 𝐜𝐨𝐬𝒙   ។ 

េយងមាន (𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝒊𝒔𝒊𝒏𝒙)𝟒 = 𝒄𝒐𝒔𝟒𝒙 + 𝟒𝒊𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙+ 𝟔𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙(𝒊𝒔𝒊𝒏𝒙)𝟐 + 𝟒𝒄𝒐𝒔𝒙(𝒊𝒔𝒊𝒏𝒙)𝟑 + (𝒊𝒔𝒊𝒏𝒙)𝟒 

                       = �𝒄𝒐𝒔𝟒𝒙 − 𝟔𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙+ 𝒔𝒊𝒏𝟒𝒙�+ 𝒊(𝟒𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙 − 𝟒𝒄𝒐𝒔𝒙𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙) (1) 

តមរបូមន�ដឺម័រ   (𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝒊𝒔𝒊𝒏𝒙)𝟒 = 𝐜𝐨𝐬𝟒á + 𝒊𝒔𝒊𝒏 𝟒á      (2) 

តម (1)  និង (2)   េនាះេគបាន  𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙 = 𝒄𝒐𝒔𝟒𝒙 − 𝟔𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙+ 𝒔𝒊𝒏𝟒𝒙    

   𝒔𝒊𝒏 𝟒𝒙 = 𝟒𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙 − 𝟒𝒄𝒐𝒔𝒙𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙         
ដូេច�ះ 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙 = 𝒄𝒐𝒔𝟒𝒙 − 𝟔𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙+ 𝒔𝒊𝒏𝟒𝒙 , 𝒔𝒊𝒏 𝟒𝒙 = 𝟒𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙 − 𝟒𝒄𝒐𝒔𝒙𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙           
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៦. ឫសទី  𝒏 ៃនចំនួនកំុផ�ិចក�ុងទ្រមង់្រតីេកណមា្រត (𝑹𝒐𝒐𝒕𝒔  𝒏 𝒕𝒉  𝑪𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙  𝒏𝒖𝒎𝒃𝒆𝒓) 

េប  𝒘 ជាឬសទី 𝒏 ៃនចំនួនកំុផ�ិច 𝒛 េនាះេគបាន nw z=  ។ ទ្រមង់្រតីេកណមា្រតៃនចំនួន 

កំុផ�ិច  𝒛 និង 𝒘 គឺ ( )cos sinz r iϕ ϕ= +   និង ( )cos sinw s iα α= +   

េគបាន   ( ) ( ) ( )( )cos sin cos sin
nn nw s i s n i nα α α α=  +  = +   

េគទញបាន ( ) ( )( ) ( )cos sin cos sinns n i n r iα α ϕ ϕ+ = +   

ចំនួនកំុផ�ិចពីរេស�គា� មូ៉លឌុលវក៍េស�គា� ែដរ ។ 

េគបាន ns r=  េដយ 0s >  និង 0r >  េនាះ ns r=  េហយ ( ) ( )cos sin cos sinn i n iα α ϕ ϕ+ = +   

េគទញបាន ( )cos cosnα ϕ=  ,  2n kα ϕ π= +  េនាះ 
2 ,k k
n

ϕ πα +
= ∈Ζ   

ជំនួស 
2 k
n

ϕ πα +
=  និង ns r=  ក�ុងទ្រមង់្រតីេកណមា្រតៃនចំនួនកំុផ�ិច w   

េគបាន  2 2cos sinn k kw r i
n n

ϕ π ϕ π + +   = +        
  

េបេគជំនួន 0,1,2, , 1k n= ⋅⋅ ⋅ −  េគបាន n  ឬសេផ្សងគា� ៃនចំនួនកំុផ�ិច 

ជាទូេទ េប ( ) ( )( )cos sin ,z r i nϕ ϕ += + ∈Ζ  េនាះ 𝒛 មានឬសទី 𝒏 គឺ  

  

2 2cos sinn
k

k kw r i
n n

ϕ π ϕ π + +   = +        
 ែដល 0,1,2,3, , 1k n= ⋅⋅ ⋅ −   ។ 

ឧទហរណ៏ៈ ចូរគណនាឬសទី 4 ៃនចំនួនកំុផ�ិច   𝒛 = 𝟏 + 𝒊 

ចេម�យ   គណនាឬសទី 4 ៃនចំនួនកំុផ�ិច  𝒛 = 𝟏 + 𝒊 = √𝟐� 𝟏
√𝟐

+ 𝒊 𝟏
√𝟐
� = √𝟐�√𝟐𝟐 + 𝒊 √𝟐

𝟐
� = √𝟐�𝒄𝒐𝒔 ð

𝟒
+ 𝒊𝒔𝒊𝒏 ð

𝟒
� 

នំាឲ្យ       𝒘𝒌 = �√𝟐
𝟒

�𝐜𝐨𝐬�
ð
𝟒 + 𝟐𝒌ð

𝟒
�+ 𝒊𝒔𝒊𝒏�

ð
𝟒 + 𝟐𝒌ð

𝟒
��   ែដល 𝒌 = 𝟎 ,𝟏 ,𝟐 ,𝟑 

        = √𝟐𝟖 �𝐜𝐨𝐬 �ð+𝟖𝒌ð
𝟏𝟔

�+ 𝒊𝒔𝒊𝒏 �ð+𝟖𝒌ð
𝟏𝟔

�� 

េប   𝒌 = 𝟎     េគបាន           𝒘𝟎 = √𝟐𝟖 �𝐜𝐨𝐬
ð
𝟏𝟔

+ 𝒊𝒔𝒊𝒏
ð
𝟏𝟔
� 

េប   𝒌 = 𝟏     េគបាន           𝒘𝟏 = √𝟐𝟖 �𝐜𝐨𝐬 �
ð + 𝟖ð
𝟏𝟔

� + 𝒊𝒔𝒊𝒏 �
ð + 𝟖ð
𝟏𝟔

�� = √𝟐𝟖 �𝐜𝐨𝐬
𝟗ð
𝟏𝟔

+ 𝒊𝒔𝒊𝒏
𝟗ð
𝟏𝟔
� 

េប    𝒌 = 𝟐     េគបាន           𝒘𝟐 = √𝟐𝟖 �𝐜𝐨𝐬 �
ð + 𝟏𝟔ð
𝟏𝟔

� + 𝒊𝒔𝒊𝒏 �
ð + 𝟏𝟔ð
𝟏𝟔

�� = √𝟐𝟖 �𝐜𝐨𝐬
𝟏𝟕ð
𝟏𝟔

+ 𝒊𝒔𝒊𝒏
𝟏𝟕ð
𝟏𝟔

� 

េប   𝒌 = 𝟑      េគបាន          𝒘𝟑 = √𝟐𝟖 �𝐜𝐨𝐬 �
ð + 𝟐𝟒ð
𝟏𝟔

� + 𝒊𝒔𝒊𝒏 �
ð + 𝟐𝟒ð
𝟏𝟔

�� = √𝟐𝟖 �𝐜𝐨𝐬
𝟐𝟓ð
𝟏𝟔

+ 𝒊𝒔𝒊𝒏
𝟐𝟓ð
𝟏𝟔

� 
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លហំត់ចំនួនកុំផ�ិចទ្រមង់្រតីេកណមា្រត 

1. េគមានចំនួនកំុផ�ិច 1 22 3 , 2z i z i= − = − +   ។  

 ក.  គណនា 
2

1 1 2 2 2 1 2, , , ,z z z z z z z⋅ ⋅  និង 
1 2z z⋅   ។ 

 ខ.  េ្រប�បេធៀប 1z  ជាមួយ 1z   និង 2
2z  ជាមួយ 2 2z z⋅   េហយ  1 2z z⋅  ជាមួយ 1 2z z⋅  ។ 

 គ.  បង� ញថា 11

2 2

zz
z z

= និង 1 2 1 2z z z z+ ≤ +   ។ 

2. គណនាមូ៉ឌុលៃនចំនួនកំុផ�ិចខងេ្រកម 

ក. 1 2015z = −    ខ. ( )( )2 2 3 1z i i i= + +    គ. 
( )( )
( )( )3

2 3 1 2
1 1

i i
z

i i
+ +

=
− + +

  

 ឃ. ( )4

4

1
2

i
z

i
+

=
+

  ង. 
( )
( )

( )
2

5
5 3

1 3
3 4

3

i
z i

i

−
= − −

− +
  ច. 6

2 2
1 1

i iz
i i

+
= +

− +
 

3. រកមូ៉លឌុល និងអគុយម៉ង់ៃនចំនួនកំុផ�ិចខងេ្រកម 

ក. iz 6−=    ខ. 
( )
( )

13

7

1

1

i
z

i

+
=

−
   គ. ( )100

3z i= −  

ឃ. 
210

1 3
2 2

z i
 

= +  
 

  ង. 2 cos sin
3 3

z iπ π =− − 
 

 ច. 3 sin cos
4 4

z iπ π = − + 
 

  

ឆ. cos sinz iθ θ= −   ជ. 7 1 cos sin
7 7

z iπ π
= + +  ឈ. 8 1 cos sin

7 7
z iπ π
= − +  

4. សរេសរចំនួនកំុផ�ិចខងេ្រកម ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រត (ទ្រមង់បូ៉ែលរ) ។ 

១. 1 3z i= +    ២. 3 3z i= +    ៣. 5 15z i= − +  

៤. 1 3z i= − +    ៥. 2 2 3z i= −    ៦. 2 2z i= −  

៧. 1 3z i= − −   ៨. 1z i= − −    ៩. z i= −  

១០. 125z =    ១១. 12z i=    ១២. 2z = −  

១៣. 
4

1 3
z

i
=

+
  ១៤. 6 23

4 4
z i

 
= − −  

 
 ១៥. ( ) ( )1 3 1 3z i= − + − +   

១៦. ( ) ( )2 3 2 3z i= + − +  ១៧. 2 2 2z i= + +    ១៨. 1 2z i= + +  

១៩. 2 3z i= + +   ២០. ( )1 2 3z i= + −   ២១.  2 2 2z i     

5. បែម�ងចំនួនកំុផ�ិចខងេ្រកម ជាទ្រមង់បូ៉ែលរ ៖ 

 ១. 2 sin cos
7 7

z iπ π = + 
 

  ២. 2 sin cos
4 4

z iπ π = − + 
 

   ៣. cos sin
3 3

z i π π
= +  

 ៤. 2 sin cos
3 3

z i iπ π = + 
 

 ៥. 1 cos sin
7 7

z iπ π
= + +   ៦. 1 cos sin

3 3
z iπ π
= + +  

 ៧. 
cos sin
sin cos

x i xz
x i x
−

=
−

   ៨. 
1 cos sin
1 cos sin

x i xz
x i x

− −
=

+ +
   ៩. ( )2

2

1 tan
1 tan

i x
z a

α
+

=
+
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 ១០. 
( )( )
( )( )

1 3 sin cos

2 1 cos sin

i x i x
z

i x i x

+ +
=

− −
  ១១. ( )( )( )1 3 1 cos sinz i i x i x= + + +  

 ១២. ( )1 cos sin 0,2Z iα α α π= − + ∈  ១៣. ( ) ( )sin 1 cos 0,2Z iα α α π= + + ∈  

6. សរេសរចំនួនកំុផ�ិចខងេ្រកមជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រត 

១. 12(1 )z i= +    ២. ( )15
4 3 4z i= − +   ៣. 

251 1
2 2

z i = + 
 

  

៤. 
( )
( )

5

3

1

1

i
z

i

+
=

−
   ៥. 

20
1 3
1

z
i

 +
=   − 

     ៦. ( ) ( ) 681 1 3z i i
−

= + −   

  ៧. ( ) ( )8101 3z i i= − +  ៨. ( ) ( )
15 121 3z i i= −   ៩. 6 2

2
iz −

=  

១០. 
3 3
2 2

z i= −   ១១. ( ) ( )10 10
1 3 1 3z i i= + + −  ១២. ( ) ( )20 201 1z i i= + + −  

១៣. 2 3 2 3z i= + + −  ១៤. 1 tan
3

z i π
= +   ១៥. 1 cot

6
z i π
= +  

7. សរេសរជាទ្រមង់ពិជគណិត 

ក. 2 3 201 ......z i i i i= + + + + +   ខ. 2 3 2016......z i i i i= + + + +  

គ. 2 3 20161 ......z z z z z= + + + + +  េប 1 3z i= +  ។ 

8. សរេសរចំនួនកំុផ�ិច z  ជាទ្រមង់ពិជគណិតេបេគឲ្យ 

ក. 2z =  និង  
3

arg π
=z  ខ. 4=z  និង  

4
3arg π

=z  គ. 1=z  និង 
2

arg π
−=z  

ឃ. 6=z  និង  
6

7arg π
=z  ង. 2=z  និង 

4
5arg π

=z  ច. 3=z  និង 
3

arg π
−=z  

9. សរេសរចំនួនកំុផ�ិចខងេ្រកម ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រត រចួជាទ្រមង់ពិជគណិត 

ក. 
6

cos
6

sin ππ iz +=   ខ. 
9

10sin
9

10cos1 ππ iz ++= គ. 
6

cos
6

sin1 ππ iz ++=  

ឃ. 1 tan
5

z i n
    ង. 

5z tan
8

in
    ច. z sin 2 sin

2
i j

j    

ឆ.  z cos 1 sinij j    ជ. 
1 sin cos

9 9

1 sin cos
9 9

i
z

i

π π

π π

+ +
=

+ −
  ឈ.  

8

2 2 2 2z i     

10. គណនា 

ក. 9 cos sin
4 4

z iπ π = + 
 

  ខ. 5 1 iz +=    គ. 8 1−=z  

ឃ. 6 31 iz +=    ង. 4 322 iz −−=   ច. 5 4)22( iz −=  

ឆ. 3 2 2w i= − +    ជ. 4 4w = −    ឈ. 5 3
8 8

iw
i
−

=
+

 

11. េដះ�សយសមីករក�ុងសំណំុចំនួនកំុផ�ិច 

ក. 0252 =+z  ខ. 083 =+ iz   គ. 0814 =+z   ឃ. ( )4 8 1 3z i= − +   
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ង. 3 4 2 4z i= −    ច. 0
2

1
2

15 =++ iz ឆ. 03884 =++ iz  ជ. 022 =+ zz  

12. ក. ចូរ�សយប�� ក់ថារបូមន�ដឺម័រ ( )cos sin cos sinni n i nθ+ θ = θ+ θ ពិតចំេពះ្រគប់ចំនួនគត់រុឡឺាទីប n   

ខ. េដយេ្របរបូមន�ែដលមាន�សយរចួខងេល បង� ញថាសមភាពខងេ្រកមពិត៖ 

 ១.  1 cos sin
cos sin

i
i

= θ − θ
θ + θ

  ២.  ( )sin cos cos sin
2 2

ni n i nπ π   θ + θ = − θ + − θ   
   

 

13. �សយប�� ក់ថា 

ក. ( ) ( )
( ) ( )

5 3

9 9

cos3 sin 3 cos 2 sin
1

cos 4 sin 4 cos5 sin 5

i i

i i−

θ + θ θ− 2θ
=

θ+ θ θ+ θ
 ។ 

ខ. ( ) ( )1 sin cos cos 90 sin 90
1 sin cos

ni n i n
i

α α α α
α α

+ +     = − + −     + − 
   ។ 

គ. ( ) 21 2 cos sin
4 4

n
n n ni iπ π + = + 

 
 ។   ឃ. ( )3 2 cos sin

6 6
n n n ni iπ π + = + 

 
 ។ 

ង. 
1 tan 1 tan
1 tan 1 tan

ni x i nx
i x i nx

æ ö ÷ç ÷ç ÷çè ø 
 ។  

ច. 
 
 
1 sin cos

cos sin
2 21 sin cos

n

n

x i x
x i x

x i x
n n  æ ö æ ö÷ ÷ç ç   ÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø 

 ។ 

ឆ. េគឲ្យ 
4 4cos sin
5 5

z iπ π
= +  បង� ញថា    3 3 2 6 6(1 ) 8cos cos sin

5 5 5
z iπ π π + = + 

 
 ។ 

ជ. �សយប�� ក់ថាេប   
1 2cosx
x

a    េនាះ  
1 2cosn

nx n
x

a  ។ 

14. គណនាតៃម�ៃនកេន្សោមខងេ្រកម៖ 

១. 
2016

1
i

i
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

   ២. 
20171

2
iæ ö ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

   ៣. 
( )619

1

1 3i+
 

៤. ( )
1

23 i−    ៥. ( )
5

22 2 3i
−

+   ៦. ,ni nÎ  

៧. 
 
 
1

, ,
1

n

m

i
n m

i


Î


   ៨. ( ) 4
cos75 sin 75i

−
+    ៩.  1 cos sin na i a   

១០.    2 21 1i i 
     ១១.  

2 21 1 ,
2 2

p pi i p
æ ö æ ö ÷ ÷ç ç Î÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø

  

15. ក. េដះ�សយសមីករ 𝒁𝟐 − 𝟐𝒁𝐬𝐢𝐧 á − 𝟐𝒊 + 𝐬𝐢𝐧𝟐 á = 𝟎 ; ( á ∈ ℝ)  (𝟏) 

        ខ.  តង 𝒁′  ;    𝒁′′ជាឬសសមីករេនះែដល  𝒁 =
𝒁′ − 𝒁′′

𝟐
+ √𝟐។  គណនា  |𝒁|  ;𝒂𝒓𝒈(𝒁) 

16. េដះ�សយសមីករៈ 

               ក.  �𝒁 − 𝟏 − √𝟐𝒊�
𝐥𝐨𝐠|𝒁|(𝒁𝒁�)

= 𝐥𝐨𝐠|𝒁| �
𝟐 + √𝟑𝒊
𝟐 − √𝟑𝒊

�                            ខ.  
𝒁

𝟑 + 𝟒𝒊
+
𝒁 − 𝟏
𝟓𝒊

=
𝟓

𝟑 − 𝟒𝒊
 

គ. �𝒁𝟐 + 𝒁 + 𝟏� + �𝒁𝟐 + 𝟐𝒁 + 𝟑� +⋯+ �𝒁𝟐 + 𝟐𝟎𝒁 + 𝟑𝟗� = −𝟒𝟓𝟎𝟎 
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17. បង� ញថា េប α  ជាឬសៃនពហុធាមួយមានេមគុណជាចំនួនពិត េនាះ α  ក៏ជាឬសែដរ។ េតលទ�ផល

េនះ្រតឹម្រត�វឬេទ ចំេពះពហុធាមានេមគុណកំុផ�ិច ? 

18. រកចំនួនកំុផ�ិច z  ែដលេផ��ងផា� ត់សមីករ 
50 10 2 9i

zz
− = +  ែដល 2 10z =  ។   

19. ចូរ�សយប�� ក់្រទឹស�ីបទដឺម័រតមវចិរអនុមានរមួណិតវទិ្យោ  ( ) ( )cos sinnz n i nα α= +  ែដល 

cos sinz iα α= +  ចំេពះ 1,2,3,n = ⋅⋅ ⋅   ។ 

20. េគឲ្យពហុធា ( ) ( ) ( )3 22 2 1 2P z z i z i z i= − + + + − ។ចូរគណនា ( )P i រចួេដះ�សយសមីករ ( ) 0P z = ក�ុង។ 

21. េគកំណត់កេន្សោម ( )
2izZ f z

z
= =    

ក. គណនា ( )f i  និង ( )2 3f i−  ជាទ្រមង់ពិជគណិត ។ 

ខ. គណនាមូ៉ឌុល និងអគុយម៉ង់ៃន Z  រចួទញរកតៃម�ៃនអគុយម៉ង់ែដលនំាឲ្យ Z ∈។ 

22. េគមានចំនួនកំុផ�ិច 1 3u i= +   និង 1v i= +   ។ 

ក.  សរេសរ  u  និង v  ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រត ។ 

ខ.  សរេសរ  uw
v

=   ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រត រចួជាទ្រមង់ពីជគណិត ។ 

គ.  ទញរកតៃម�ពិត្របាកដៃន cos
12
π   និង sin

12
π   ។ 

23. េគមានចំនួនកំុផ�ិច 1 3w i= +  និង 1z i= −   ។  

ក.  សរេសរ  z  និង w  ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រត ។ 

ខ.  សរេសរ  wu
z

=  ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រត រចួជាទ្រមង់ពីជគណិត ។ 

គ.  បង� ញថា  1200u   ជាចំនួនពិត ។ 

ឃ.  គណនាតៃម�ពិត្របាកដៃន  7cos
12
π   និង 7sin

12
π ។ 

24. េគឲ្យ ( )
2

cos sin 2 2
12 12

z i iπ π = − + 
 

 

ក  សរេសរ z  ជាទ្រមង់ពិជគណិត និង ទ្រមង់្រតីេកណមា្រត 

ខ  គណនាតៃម�្របាកដៃន 
12

cos π  និង 
12

sin π
   គ  គណនា 2015z  ជាទ្រមង់ពិជគណិត 

25. េគឲ្យចំនួនកំុផ�ិច  3Z i    ។ 

ក. កំណត់ nÎ េដម្បីឲ្យ nZ ជាចំនួនពិត។ ខ. កំណត់ nÎ េដម្បីឲ្យ nZ   ជាចំនួននិម�ិត។ 

26. េគឲ្យចំនួនកំុផ�ិច  cos sinZ ij j     

ក. �សយប�� ក់ថា  2cos , 2 sinn n n nZ Z n Z Z ij j       ។ 

ខ. េ្របលទ�ផលខងេលរកចេម�យៃន     5 5
,Z Z Z Z    និងគណនា cos5 , sin5j j  ជាអនុគមន៍

ៃន  cos , sinj j   និង  cos3 , sin3j j   ។ 

27. ក. សរេសរ   1 2 1Z i     ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រត។ 
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ខ. គណនា  cos
8
n

  និង  sin
8
n

  ។ 

28. េដះ�សយសមីករខងេ្រកមក�ុងចំនួនកំុផ�ិចៈ 

ក. 33 24 0x     ខ. 42 16 0x     គ.    1 1 0n nZ Z n    Î  

29. េគឲ្យចំនួនកំុផ�ិច  cos sin ,Z i j j j  Î   ។ 

ក. �សយប�� ក់ថាចំេពះ្រគប់ចំនួនគត់ 1n³ េគមាន
1 2cosn

nZ n
Z

j  និង
1 2 sinn

nZ i n
Z

j  ។ 

ខ. �សយប�� ក់ថា   4 1cos cos 4 4cos 2 3
8

j j j     និង 5sin sin5 5sin3 10sinj j j j   ។ 

30. េគឲ្យចំនួនកំុផ�ិច  2 2 2Z i     

ក. សរេសរ  Z   ជារងពិជគណិត ។  ខ. សរេសរ  Z   ជារង្រតីេកណមា្រត  ។ 

គ. រកតៃម�ពិត្របាកដៃន  cos sin
8 8

andn n
  ។ 

31. េគឲ្យ  2 2 2 2z i= + + −   

ក. សរេសរ 2z   ជាទ្រមង់ពិជគណិត     

ខ. សរេសរ  2z   និង  z   ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រត  

គ. ទញរកតៃម�្របាកដៃន  cos
8
π

  និង   sin
8
π

  ។ 

32. w  និង z  ជាចំនួនកំុផ�ិច កំណត់េដយ 2 2 3w i= +   និង 4 cos sin
3 3

z i iπ π = + 
 

 

ក.  សរេសរ  z  និង w  ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រត ។   

ខ.  សរេសរ U w z= +  ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រត ។ 

គ.  សរេសរ 2014w  និង 2014z  ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រត ។ 

33. េគមានសមីករៃនចំនួនកំុផ�ិច 23 2 7z i z z i− − + + = +  ។ 

ក. ចូរេដះ�សយសមីករខងេលេដយយក 1z  និង 2z  ជាឫសៃនសមីករែដល 1 2z z< ។ 

ខ. សរេសរ 1z  ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រត ។ 

គ. គណនា 2 3 4 2015
2 1 1 1 1. . .w z z z z z= + + + + +   ។   

34. េប  z  និង 'z  ជាចំនួនកំុផ�ិចមានមូ៉ឌុល 1 េហយ a  ជាចំនួនពិត ។ េគកំណត់ 1Z z z azz′ ′= + + +  និង 

Z z z zz a′ ′ ′= + + +  ។ 

ក. បង� ញថា Z zz Z′ ′=  និង Z Z ′=   ។ 

ខ. េគសន�តថា 1 0zz′+ ≠   ។ បង� ញថា ចំនួន 
1
z zu

zz
′+

=
′+
 ជាចំនួនពិត ។  

35. ក. បង� ញថា ចំេពះ្រគប់ ( ) 2, :u v u v u v u v∈ + ≤ + + −
 ។ 

ខ. សិក្សោថា ចំេពះ្រគប់ ( )1 2 3 4, , ,z z z z ∈  

េគបាន  1 2 3 4 1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4z z z z z z z z z z z z z z z z+ + + ≤ + + + + + + + + + + +     
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36. បង� ញថា  

0 2 6 11. 2 2cos
3 3

n
n n n

nC C C π + + + ⋅ ⋅ ⋅ = + 
 

  
( )1 4 7 212. 2 2cos

3 3
n

n n n

n
C C C

π − 
+ + + ⋅ ⋅ ⋅ = + 

 
 

( )2 5 8 413. 2 cos
3 3

n
n n n

n
C C C

π − 
+ + + ⋅ ⋅ ⋅ = + 

 
  0 4 8 1 214. 2 2 cos

2 4

n
n

n n n
nC C C π− 

+ + + ⋅ ⋅ ⋅ = + 
 

 

1 5 9 1 215. 2 2 sin
2 4

n
n

n n n
nC C C π− 

+ + + ⋅ ⋅ ⋅ = + 
 

  2 6 10 1 216. 2 2 cos
2 4

n
n

n n n
nC C C π− 

+ + + ⋅ ⋅ ⋅ = − 
 

   

3 7 11 1 217. 2 2 sin
2 4

n
n

n n n
nC C C π− 

+ + + ⋅ ⋅ ⋅ = − 
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េមេរៀនទី ៤ 
អនុវត�ន៏ចំនួនកុំផ�ិចក�ងុធរណីមា្រត 

 (𝑪𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙  𝑵𝒖𝒎𝒃𝒆𝒓  𝑨𝒑𝒑𝒍𝒚  𝒕𝒐  𝑮𝒆𝒐𝒎𝒆𝒕𝒓𝒚) 
 

U១. បំែលងៃនចំនួនកំុផ�ិចក�ុងប�ង់ 

ក. បំែលងកិលៃនចំនួនកំុផ�ិច 

ក�ុងប�ង់កំុផ�ិច (𝒙𝒐𝒚) មាន 𝑴ជាអហ�ិចៃន 𝒛  េហយ 𝑴′ ជាអហ�ិចៃន 𝒛′ េបចំណុច 𝑴ផា� ស់ទីេទចំណុច 𝑴′  

តមទិសវុចិទ័រ 𝒗��⃗  ជារបូភាពៃន 𝒛𝒗េនាះេគបាន 𝒛′ = 𝒛 + 𝒛𝒗  ។ 

ស្រមាយប�� ក់ 

   េយងមាន 𝑴𝑴′���������⃗ = 𝒗��⃗  

   េដយ  𝑴𝑴′���������⃗ = 𝒛′ − 𝒛 និង 𝒗��⃗ = 𝒛𝒗 

   នំាឲ្យ  𝒛′ − 𝒛 = 𝒛𝒗                ⟹       𝒛′ = 𝒛 + 𝒛𝒗 

ខ. បំែលងចំងផ�ិត 𝛀 

ក�ុងប�ង់កំុផ�ិច(𝒙𝒐𝒚) េគមាន 𝑴ជាអហ�ិចៃន 𝒛 េហយ 𝑴′ជាអហ�ិចៃន 𝒛′  េបចំណុច 𝑴 ផា� ស់ទីេទចំណុច  

𝑴′ តមបំែលងចំងផ�ិត 𝛀ជារបូភាពៃន 𝒛𝛀 េនាះេគបាន 𝒛′ − 𝒛𝛀 = 𝛌(𝐳 − 𝐳𝛀) ។ 

ស្រមាយប�� ក់  

  េយងមាន 𝛀𝑴′���������⃗ = 𝝀𝛀𝐌�������⃗  

  ែត  𝛀𝑴′���������⃗ (𝒛′ − 𝒛𝛀)  និង 𝛀𝐌�������⃗ (𝒛 − 𝒛𝛀) 

  េគបាន  𝒛′ − 𝒛𝛀 = 𝝀(𝒛 − 𝒛𝛀) 

គ. បំែលងវលិជំុវញិគល់ត្រម�យៃនប�ង់កំុផ�ិច 

េគមានចំនួនកំុផ�ិច ( )cos sinz r iα α= +  មានរបូភាព 𝑴(𝒛) េហយ 𝑴(𝒛) វលិជំុវញិផ�ិត 𝑶 តមមំុ 𝜽 បានរបូ

ភាព 𝑴′(𝒛′) េនាះេគបាន ( )' cos sinz i zθ θ= +  ។  

ស្រមាយប�� ក់ 

តមរបូេយងមាន ( ) ( )' cos sinz iα θ α θ= + + +  

េគបាន   ( )( )' cos sin cos sinz i iα α θ θ= + + ( )cos sini zθ θ= +     

ឧទហរណ៍១ េនក�ុងប�ង់កំុផ�ិច (𝒙𝑶𝒚) េគឲ្យចំណុច 𝑴 ជាចំណុចរភូាពៃន 3z i= +  ។ 

ចូរកំណត់ 'z  េដយដឹងថា 𝑴′(𝒛′) ជារបូភាពៃន 𝑴 តមបំែលងវលិផ�ិត  𝑶 និង មំុ  𝜽 = 𝝅
𝟏𝟐

  ។ 

ចេម�យៈ            េប   𝑴′(𝒛′)  ជារបូភាពៃន  𝑴(𝒛)  តមបំែលងវលិផ�ិត  𝑶  និងមំុ  𝜽 =
𝝅
𝟏𝟐

 

េនាះេគបាន   ' cos sin
12 12

z i zπ π = + 
 

  

េដយ   
3 13 2 2 cos sin

2 2 6 6
z i i iπ π   = + = + = +       
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េគបាន  ' 2 cos sin
12 6 12 6

z iπ π π π    = + + +    
    

   

 ដូចេនះ ' 2 cos sin
4 4

z iπ π = + 
 

 

ឧទហរណ៍២ េនក�ុងប�ង់កំុផ�ិច (𝒙𝑶𝒚)េគឲ្យចំណុច 𝑴 ជាចំណុចរភូាពៃន 1 3z i= −  ។ 

ចូរកំណត់ 'z  េដយដឹងថា 𝐌′(𝐳′) ជារបូភាពៃន 𝑴 តមបំែលងវលិផ�ិត 𝑶 និង មំុ 𝜽 = 𝟐𝝅
𝟑

  ។ 

ចេម�យៈ            េប   𝑴′(𝒛′) ជារបូភាពៃន 𝑴(𝒛)តមបំែលងវលិផ�ិត 𝑶 និងមំុ  𝜽 =
𝟐𝝅
𝟑

 

  េនាះេគបាន  
2 2' cos sin
3 3

z i zπ π = + 
 

 

េដយ    
1 31 3 2( ) 2 cos( ) sin( )
2 2 3 3

z i i iπ π = − = − = − + − 
 

 

  េគបាន  
2 2' 2 cos( ) sin( )
3 3 3 3

z iπ π π π = − + − 
 

 

  ដូចេនះ   ' 2 cos sin
3 3

z iπ π = + 
 

 

 ឃ. បារសីង់ៃន្របព័ន�ចំណុចក�ុងប�ង់កំុផ�ិច 

  េគឲ្យ  (𝑨𝒌 ,𝜶𝒌)𝟏≤𝒌≤𝒏 ជា្របព័ន�មួយមាន  𝒏 ចំណុចេរៀងគា�  ែដលមានរបូភាព 𝒛𝑨𝒌 ។  

េប  ( )
1

0
n

k
k

α
=

≠∑  េនាះបារសីង់  𝑮 ៃន្របព័ន�អហ�ិចមួយ កំណត់េដយ  
( )

( )
1

1

k

n

k A
k

G n

k
k

z
z

α

α

=

=

=
∑

∑
 ។ 

ស្រមាយប�� ក់ 

 តមនិយមន័យ  េប  𝑮  ជាបារសីង់ៃន្របព័ន�   (𝑨𝒌 ,𝜶𝒌)𝟏≤𝒌≤𝒏  គឺ  ( )
1

0
n

k k
k

GAα
=

=∑




 ។ 

 ែត  𝑮𝑨𝒌��������⃗ = 𝑶𝑨𝒌��������⃗ − 𝑶𝑮������⃗  

 េគបាន  ( )
1

0
n

k k k
k

OA OGα α
=

− =∑
 



 

   ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

0
n n n n

k k k k k k
k k k k

OA OG OA OGα α α α
= = = =

− = ⇔ =∑ ∑ ∑ ∑
   



  

   ( ) ( )
( )

( )
1

1 1

1

n

k kn n
k

k k k n
k k

k
k

OA
OG OA OG

α
α α

α

=

= =

=

⋅ = ⇒ =
∑

∑ ∑
∑



  

  

 ដូចេនះ 
( )

( )
( )1

1

,

n

k k
k

G Gn

k
k

OA
z OG z

α

α

=

=

= =
∑

∑
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1y

1x   

  

  

A 

B 

U២. កូអរេដេនៃនចំនួនកំុផ�ិចក�ុងប�ង់ធរណីមា្រត 

 ក.ចមា� យរវងពីរចំណុច 

 េគមានចំនួនកំុផ�ិចពីរ 1 1 1z x y i= +  នឹង 2 2 2z x y i= +   

 តង 𝑨 និង 𝑩 ជាចំណុចៃន 1z  នឹង 2z  ក�ុងប�ង់កំុផ�ិច ( xoy ) ។ 

 េគបាន  ( ) ( )2 2
2 1 2 1AB x x y y= − + −   

 េហយ  ( ) ( )2 1 2 1 2 1z z x x i y y− = − + −   

 េនាះ ( ) ( )2 2
2 1 2 1 2 1z z x x y y− = − + −  

 ដូេច�ះ ( ) ( )2 2
2 1 2 1 2 1AB z z x x y y= − = − + − , ,x y IR∀ ∈  ។ 

ឧទហរណ៏ៈ េគមានចំនួនកំុផ�ិចពីរ 1 1 2z i= + និង 2 2 6z i= − + េហយ 𝑨  ;   𝑩ជាចំណុចរបូេរៀងគា� ៃន 1 2,z z ។ 

រក្របែវង  𝑨𝑩 ។ 

ចេម�យ រក្របែវង 𝑨𝑩  

   េគបាន   2 1AB z z= −  

      ( )2 1 1 2 3 42 6z z i ii− + = − += − + −  

      ( )2 2
2 1 3 4 5z z− = − + =  

   ដូេច�ះ 𝑨𝑩 = 𝟓  ឯកត្របែវង 

ឧទហរណ៍ េគមានចំនួនកំុផ�ិចពីរ 1 2z a i= + +  និង ( )2 3 6 ,z i a a IR= + − ∀ ∈  ក�ុងប�ង់ចំនួនកំុផ�ិច ( )xoy  េគ

តង 𝑨 និង  𝑩 ជាចំណុចរបូភាពៃនចំនួនកំុផ�ិច 1z  នឹង 2z ។ ចូរកំណត់តៃម� a  េដម្បឲី្យចមា� យ 𝑨𝑩  ខ�ីបំផុត។ 

ចេម�យ កំណត់តៃម� a   

  េដយ   2 1AB z z= −  

  េហយ  ( ) ( ) ( )2 1 3 6 2 1 (5 )z z i a a i a i a− = + − − + + = − + −  

  េនាះ   ( ) ( )2 2 2 2
2 1 1 5 1 2 25 10z z a a a a a a− = − + − = − + + − +  

               ( )222 12 26 2 3 8a a a= − + = − +  

  េដម្បីបាន   𝑨𝑩  ខ�ីបំផុតកលណាឲ្យ   ( )23 0a − =   េនាះ 3a =  

  ដូចេនះ ចំនួនពិត  3a =  េនាះ្របែវង  𝑨𝑩  ខ�ីបំផុត 

 ខ.ចំណុចែចកក�ុងអង�ត់តមផលេធៀបមួយ 

េគឲ្យចំនួនកំុផ�ិច ibaz 111 +=  និង ibaz 222 +=  ែដលមានរបូភាពតងេដយចំណុច )( 1zA  និង )( 2zB   

េរៀងគា� ។  តងចំណុច 𝑷(𝒛) ជារបូភាពៃនចំនួនកំុផ�ិច 𝒁 ែដលស�ិតេនេល  [ ]AB  

េហយែចក  [ ]AB  តមផលេធៀប m
n

។ 

េយងចង់រកចំនួនកំុផ�ិច z ។ ភា� ប់ចំណុច 0 និង A ។   
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តមចំណុច  0 េគគូសអង�ត់�សបនិង [ ]AB   និងតមចំណុច 𝑩 គូសបនា� ត់�សបនឹង [ ]0A ភា� ប់េហយអង�ត់ 

ទំងពីរជួបគា� ្រតង់ចំណុចC ។ តមចំណុច P គូសបនា� ត់ [ ]0A  កត់ [ ]C0  ្រតង់ចំណុចQ  តង )(' 1zA −  ជារបូ 

ភាពៃន 1z−  េគបាន )( 1zzQ − ជារបូភាពៃន )( 1zz −+  ឬ 1zz −  
)( 12 zzC − ជារបូភាពៃន )( 12 zz −+  ឬ 12 zz −  

េយងបាន ( )1
1 2 1

2 1

z zm mz z z z
m n z z m n

−
= ⇒ − = −

+ − +
 

2 1 1 1 1 2mz mz mz nz nz mzz
m n m n m n m n

+ +
⇒ = − + =

+ + + +
 

របូភាពម៉្យោងេទៀត  
1

21
21

n
m

z
n
mz

nm
mznzz

+

+
=

+
+

=  

េបេគតង  λ=
n
m

   េគបាន 1 2

1
z zz λ

λ
+

=
+

 

ជាទូេទ  េបេគមាន 1Z  និង 2Z  ជាចំនួនកំុផ�ិចែដលមានរបូភាពេរៀងគា� )( 1zA និង )( 2zB  េហយចំណុច 

P(z) ជារបូភាពៃនចំនួនកំុផ�ិច  Z ែដលស�ិតេនេល [ ]AB េហយែចក [ ]AB  តមផលេធៀប m
n

េនាះេគបាន 

1 2

1
z zz λ

λ
+

=
+

 ែដល λ=
n
m

។ 

សមា� ល់  

 េប 1=λ  េនាះ P ស�ិតេនេលចំណុចកណា� លអង�ត់  [ ]AB  

 េប 0λ >  េនាះ P ស�ិតេនេលចេនា� ះ  𝑨   និង   𝑩 

 េប 0λ <  េនាះ P ស�ិតេនេលបនា� យៃន  [ ]AB  ឬ  េនេ្រក  [ ]AB   ។ 

គ. ចំណុចែចកេ្រកអង�ត់តមផលេធៀបមួយ 

េគឲ្យចំនួនកំុផ�ិច ibaz 111 += និង ibaz 222 += ែដលមានរបូភាពតងេដយចំណុច )( 1zA និង )( 2zB េរៀង 

គា� ។  តងចំណុច 𝑸(𝒛) ជារបូភាពៃនចំនួនកំុផ�ិច 𝒁 ែដលស�ិតេនេល [ ]AB  េហយែចក [ ]AB តមផលេធៀប 𝒎
𝒏
 ។ 

េយងចង់រកចំនួនកំុផ�ិច 𝒛 ។ ភា� ប់ចំណុច O និង A ។ តមចំណុច 0 េគគូសអង�ត់�សបនិង [ ]AB  និងតម 

ចំណុច 𝑩 គូសបនា� ត់�សបនិង [ ]OA ភា� ប់េហយអង�ត់ទំងពីរជួបគា� ្រតង់ចំណុចC ។ 

តមចំណុច 𝑸គូសបនា� ត់ [ ]AO កត់ [ ]OC  ្រតង់ចំណុច 𝑹 តង )(' 1zA −  

ជារបូភាពៃន 1z− ។ េគបាន ( )1R z z− ជារបូភាពៃន )( 1zz −+  ឬ 1zz −  

)( 12 zzC − ជារបូភាពៃន )( 12 zz −+  ឬ 12 zz −  

េយងបាន ( )1
1 2 1

2 1

z zm mz z z z
m n z z m n

−
= ⇒ − = −

− − −
 

2 1 2 1 1 1 2 1
1

mz mz mz mz mz nz mz nzm nz z
m n m n m n m n m n

− + − −−
= − + = =

− − − − −
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របូភាពម៉្យោងេទៀត 
1 2

1 2

1

mz znz mz nz mn m
n

−−
= =

− −
 

េបេគតង  λ=
n
m

   េគបាន 1 2

1
z zz λ

λ
−

=
−

 

ជាទូេទ  េបេគមាន 1Z និង 2Z ជាចំនួនកំុផ�ិចែដលមានរបូភាពេរៀងគា� )( 1zA និង )( 2zB េហយចំណុច P(z)

ជារបូភាពៃនចំនួនកំុផ�ិច  Z ែដលស�ិតេនេល [ ]AB េហយែចក [ ]AB តមផលេធៀប m
n

េនាះេគបាន 1 2

1
z zz λ

λ
−

=
−

  

ែដល λ=
n
m

។ 

ឧទហរណ៍ េគមានពីរចំណុច 𝑨 និង 𝑩 ជារបូភាពៃនចំនួនកំុផ�ិច 2 7Az i= + និង 1Bz i= − +  ។ 𝑷 ជារបូភាពៃន 

Pz  ជាចំណុចែចកក�ុងៃន[ ]AB តមផលេធៀប
1
3

n = និង 𝑸ជារបូភាពៃន Qz ជាចំណុចែចកេ្រកៃន[ ]AB  តមផល 

េធៀប 
2
3

m = ។ ចូរកំណត់ Pz   និង Qz   ។ 

ចេម�យ  កំណត់ Pz   និង Qz  

   េយងមាន  2 7Az i= +  និង 1Bz i= − +  

   េដយ  𝑷  ជារបួភាពៃន Pz  ជាចំណុចែចកក�ុង[ ]AB តមផលេធៀប 
1
3

n =  

   េនាះ   
( ) ( )12 7 1 5 223

11 41
3

A B
p

i iz nz iz
n

+ + − ++ +
= = =

+ +
 

   េដយ  𝑸 ជារបួភាពៃន Qz  ជាចំណុចែចកេ្រក [ ]AB តមផលេធៀប  
1
3

m =  

   េនាះ   
( ) ( )22 1

3 8 1921 1
3

A B
Q

i iz mzz i
m

+ − − +−
= = = +

− −
 

   ដូេច�ះ   
5 11
4 2Pz i= +   និង 8 19Qz i= +   

ឃ. ផលេធៀប្រជ�ងនឹង មំុៃន្រតីេកណក�ុងប�ង់ 

 ក�ុងប�ង់កំុផ�ិច ( )xoy  េគមានបីចំណុច  𝑨  ,𝑩  , 𝑪 ជាចំណុចរបូភាពៃនចំនួនកំុផ�ិច , ,A B Cz z z  ។ សង់វុចិ

ទ័រ 'OB AB=
 

 និង 'OC AC=
 

េនាះេគបាន ' 'OB C∆ និង ABC ជា្រតីេកណបុ៉នគា� េនាះ BAC B OC′ ′∠ = ∠  ។ 

េគបាន  ( )B AOB AB z z= −
 

  និង  ( )' C AOC AC z z= −
 

 

េគមាន  'OC' 'B xOC xOB∠ = ∠ −∠  ឬ ( ) ( )arg argC A B ABAC z z z z∠ = − − −  

    arg C A

B A

z z
z z

 −
=  − 

 េហយផលេធៀប្រជ�ង C A C A

B A B A

z z z zAC
AB z z z z

− −
= =

− −
  

  ដូចេនះ  េប ( ) ( ) ( ), ,A B CA z B z C z  បេង�តបានជា្រតីេកណ  𝑨𝑩𝑪 េនាះេគបាន 
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    C A

B A

z zAC
AB z z

−
=

−
   និង arg C A

B A

z zBAC
z z

 −
∠ =  − 

 ។ 

ឧទហរណ៍ៈ េនក�ុងប�ង់កំុផ�ិច ( )xoy  េគេអយបីចំណុច 𝑨  ,𝑩  , 𝑪 មានអហ�ិចេរៀងគា� 2Az i= + ; z 3 4B i= +

និង 2 9Cz i= − +  ។ ចូរគណនាផលេធៀប្រជ�ង 
AC
AB

និង BAC∠  ។ 

ចេម�យ គណនាផលេធៀប្រជ�ង AC
AB

 និង BAC∠  

េដយ   C A

B A

z zAC
AB z z

−
=

−
  និង arg C A

B A

z zBAC
z z

 −
∠ =  − 

 

េយងមាន 
( ) ( )
( ) ( )

( )( )
( )( )

2 9 2 4 8 1 3
3 4 2 1 3 1 3

C A

B A

i i i iz z
z z i i i i

− + − + − + −−
= =

− + − + + −
 

20 20 2 22 2 2 2
10 2 2

i i i
 +

= = + = +  
 

 

2 2 cos sin
4 4

C A

B A

z z i
z z

π π−  = + −  
 

ដូេច�ះ   2 2C A

B A

z zAC
AB z z

−
= =

−
  និង arg

4
C A

B A

z zBAC
z z

π −
∠ = = − 

 

 ង. សំណំុចំណុចក�ុងប�ង់កំុផ�ិច 

ក�ុងប�ង់កំុផ�ិច្របកបេដយត្រម�យអរតូណម៉ាល់ ( )0, ,i j
 

 េគតងចំណុច ( ),P x y  ជាចំណុចរបូភាពៃនចំនួន 

កំុផ�ិច z x iy= + ។ សំណំុៃនរបូភាព  𝑷 ទំងអស់ែដលអចមានេទតមលក�ខណ� ែដល្រត�វបំេពញៃន z បេង�ត 

បានជាសំណំុចំណុចៃន 𝑷 ក�ុងប�ង់កំុផ�ិច។ 

ឧទហរណ៍ៈ ១. េគេអយចំនួនកំុផ�ិច z េផ��ងផា� ត់ ( ) ( )1 1 4i z i z+ + − = ែដល 𝑷 ជា របូភាពៃនចំនួន z ក�ុង 

ប�ង់កំុផ�ិច ( )xoy  ។ រកសំណំុចំណុចៃន  𝑷 ។ 

ចេម�យ  រកសំណំុចំណុចៃន 𝑷  

តង   z x iy= +  និង  z x iy= −  

េនាះ  ( ) ( )1 1 4i z i z+ + − =  

    ( )( ) ( )( )1 1 4 4i x iy i x iy x iy ix y x iy ix y⇔ + + + − − = ⇔ + + − + − − − =   

    2 2 4x y⇒ − =   េនាះ  2y x⇒ = −  

ដូចេនះ សំណំុចំណុចៃន  𝑷 គឺជាបនា� ត់ែដលមានសមីករ ( ) : 2y x∆ = −  ។ 
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ឧទហរណ៍ៈ ២. េគេអយចំនួនកំុផ�ិច z េផ��ងផា� ត់ | 2 | 4z − =  ែដល 𝑷 ជារបូភាពៃនចំនួន z ក�ុងប�ង់កំុផ�ិច 

( )xoy  ។ រកសំណំុចំណុចៃន  𝑷 ។ 

ចេម�យ  រកសំណំុចំណុចៃន 𝑷  

 តង  z x iy= +   េនាះ  | 2 | 4 | 2 | 4z x iy− = ⇔ + − =  

    ( ) ( )2 22 2 22 4 2 4x y x y− + = ⇔ − + =   

   ដូចេនះ សំណំុចំណុចៃន  𝑷 គឺជារង�ង់ែដលមានផ�ិត ( )2,0I  និង កំ 4R =   

 

 

 

លហំត់ចំនួនកុំផ�ិច 

1. រកសំណំុចំណុច 𝑷 ែដលជារបូភាពៃន  𝒛  េហយេផ��ងផា� ត់លក�ខណ�  

ក. |𝒛| = 𝟐   ខ. |𝒛 + 𝟏| = 𝟑   គ. |𝒛 − 𝒊| = 𝟑 

ឃ. |𝒛 + 𝟏 − 𝒊| = 𝟓  ង. |𝟐𝒛 − 𝟏| = 𝟏  ច. |𝟑 − 𝒛| = 𝟐  

ឆ. |𝒛 − 𝟐 + 𝒊| = 𝟑  ជ. 2 2 1
2

z i
z i
− +

=
−

   ឈ. ( )arg
3

z π
=   

ញ. ( ) 3arg 1
4

z π
+ =    ដ. ( )arg 3

3
z i π
+ =    ឋ. ( )arg 2 2

4
z i π
− + =  

ឌ. |𝒛 − 𝟒| = |𝒛|   ឍ. |𝒛 + 𝟐𝒊| = |𝒛 − 𝟏|  ណ. |𝒛 − 𝟒 + 𝒊| = |𝒛 − 𝟏 − 𝟐𝒊| 

2. េគឲ្យ  𝑷(𝒛)  , 𝑸(𝒊𝒛)  , 𝑹(𝟐 + 𝟐𝒊)  កំណត់សំណំុចំណុច 𝑷  េដម្បឲី្យ  𝑷 ,𝑸 ,𝑹 រត់្រតង់គា�  ។ 

3. ១. េគឲ្យចំនួនកំុផ�ិច 𝒁𝟏 = 𝒄𝒐𝒔 𝝅
𝟒

+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝝅
𝟒

  និង  𝒁𝟐 = 𝒄𝒐𝒔 𝝅
𝟑

+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝝅
𝟑
 ។  

   ក. គណនា  𝑺 = 𝒁𝟏 + 𝒁𝟐    ;    𝑷 = 𝒁𝟏 − 𝒁𝟐   ;      𝑸 = 𝒁𝟏
𝒛𝟐

 ។ 

   ខ. ទញរកមូ៉ឌុល និងអគុយម៉ង់ៃន  𝑺  ;    𝑷  ;   𝑸  ។ 

  ២.ក. េដះ�សយក�ុង ℂ សមីករ �𝒁𝟐 + 𝟒��𝒁𝟐 − 𝟐𝒁 + 𝟓� = 𝟎  (𝟏) ។ 

       ខ. តងរបូភាពៃនចេម�យ (1) ក�ុងប�ង់កំុផ�ិច ។ ្របាប់្របេភទចតុេកណេនះ ។ 

  ៣.ក. េដះ�សយក�ុង ℂ សមីករ 𝒁𝟑 − 𝟕𝒁𝟐 + 𝟏𝟕𝒁 − 𝟏𝟓 = 𝟎 ។ 

   ខ. ក�ុងប�ង់កំុផ�ិចេគតង  𝑴 , 𝑵 , 𝑷 ជាចំនុចអភិចៃនចេម�យៃនសមីករខងេល ។ 

      ចូរសង់របូ រចួបង� ញថា 𝑴𝑵𝑷 ជា្រតីេកណែកងសមបាត ។ 

4. ចំណុច 𝑨,𝑩,𝑪ជារបូភាពេរៀងគា� ៃនចំនួនកំុផ�ិច −𝟑 + 𝒊 ,−𝟐 + 𝟐𝒊 ,𝟏 − 𝟑𝒊។ ្របាប់្របេភទៃន្រតីេកណ𝑨𝑩𝑪 

5. េគមានចំនួនកំុផ�ិច  𝟐 + 𝒊  ,−𝟏  , 𝟑 − 𝟐𝒊  ែដលមានរបូភាពេរៀងគា� តងេដយចំណុច 𝑨 ,𝑩 ,𝑪 ។ គណនា

េមដ្យោនទំងបីៃន្រតីេកណ ។ 
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6. របូខងស� ំបង� ញពីកេរ  𝑶𝑨𝑩𝑪 ។េប 𝑶𝑨������⃗ = 𝟓 + 𝟐𝒊  សរេសរវុចិទ័រខងេ្រកមជាទ្រមង់ 𝒂 + 𝒃𝒊  

ក. 𝑪𝑩������⃗   ខ. 𝑩𝑪������⃗   គ. 𝑶𝑪������⃗  

7. េគឲ្យចំនួនពិត 𝜶 មួយែដល  −𝝅 < 𝜶 < 𝝅 ។ 

  ក.បង� ញថា 𝒔𝒊𝒏𝟐 𝜶 − 𝟐(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝜶) = −𝟒𝒄𝒐𝒔𝟒 𝜶
𝟒
 ។ 

  ខ.េដះ�សយក�ុង ℂ សមីករ  𝒁𝟐 − 𝟐𝒁𝒔𝒊𝒏𝜶 + 𝟐(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝜶) = 𝟎 ។ 

  គ.រកមូ៉ឌុល និង អគុយម៉ង់ ៃនឬសនីមួយៗជាអនុគមន៍  𝜶  ។ 

8. េនក�ុងប�ង់កំុផ�ិចមួយ 𝑨  និង  𝑩 ជារបូតំណាងឲ្យចំនួនកំុផ�ិច 𝒛𝟏 និង  𝒛𝟐 េរៀងគា�  ។ គណនា្របែវង  𝑨𝑩  

និងកូអរេដេនចំណុចកណា� លៃន  𝑨𝑩 េប 

ក. 𝒛𝟏 = 𝟒 + 𝟓𝒊    និង  𝒛𝟐 = 𝟑 + 𝟐𝒊   ខ. 𝒛𝟏 = 𝟏𝟏 − 𝟔𝒊  និង   𝒛𝟐 = −𝟏 

គ. 𝒛𝟏 = 𝟐 + 𝒊  និង  𝒛𝟐 = 𝟐𝒊   ឃ. 𝒛𝟏 = 𝟑 + 𝟐𝒊  និង  𝒛𝟐 = −𝟏 − 𝒊 

9. គណនាចមា� យរវងពីរចំណុច 𝑨 និង 𝑩 ៃនចំនួនកំុផ�ិចខងេ្រកម 

ក.  𝑨  និង 𝑩 មានអហ�ិចេរៀងគា�  𝒛𝟏 = 𝟏 + 𝒊  , 𝒛𝟐 = 𝟐 − 𝟐𝒊  ។ 

ខ.  𝑨  និង 𝑩 មានអហ�ិចេរៀងគា�  𝒛𝟏 = 𝟐 + 𝟐𝒊  , 𝒛𝟐 = √𝟐 + 𝒊√𝟑 ។ 

គ.  𝑨  និង 𝑩 មានអហ�ិចេរៀងគា�  𝒛𝟏 = 𝟑 − 𝟐𝒊  , 𝒛𝟐 = 𝟏 + 𝒊 ។ 

10. េគមានពីរចំណុច 𝑨  និង 𝑩 ជារបូភាពៃនចំនួនកំុផ�ិច 𝒛𝑨 = 𝟐 − 𝟕𝒊 និង 𝒛𝑩 = 𝟏 − 𝒊 ។  𝑷 ជារបូភាពៃន pz  

ជាចំណុចែចកក�ុងៃនអង�ត់ [𝑨𝑩] តមផលេធៀប 
1
4pλ =  េហយ 𝑸 ជារបូភាពៃន Qz ជាចំណុចែចកេ្រកៃន

អង�ត់[𝑨𝑩] តមផលេធៀប 3
4Qλ =  ។ ចូររក pz

 និង Qz ។ 

11. េគមានពីរចំណុច 𝑨  និង 𝑩 ជារបូភាពៃនចំនួនកំុផ�ិច 2 2Az i= +  និង 3 2Bz i= +  ។ 𝑷 ជា របូភាពៃន 

Pz  ជាចំណុចែចកក�ុងៃនអង�ត់ [𝑨𝑩] តមផលេធៀប 
2
3Pλ =  េហយ 𝑸 ជារបូភាពៃន Qz  ជាចំណុចែចកេ្រក

ៃនអង�ត់ [𝑨𝑩] តមផលេធៀប 
3
4Qλ =  ។ ចូររក Pz និង Qz ។ 

12. េគឲ្យចំនួនកំុផ�ិច  𝟐 − 𝟑𝒊 និង  −𝟏 − 𝟑𝒊  មានរបូភាពេរៀងគា� ក�ុងប�ង់កំុផ�ិចតងេដយ 𝑨 និង 𝑩។ 

ក. កំណត់អហ�ិច 𝑷 ៃនចំនួនកំុផ�ិច 𝒛 ែដល 𝑷 ែចកអង�ត់  𝑨𝑩  ខងក�ុងតមផលេធៀប 𝟐:𝟏 ។ 

ខ. កំណត់អហ�ិច 𝑸 ៃនចំនួនកំុផ�ិច 𝒛′ ែដល 𝑸 ែចកអង�ត់  𝑨𝑩  ខងេ្រកតមផលេធៀប 𝟐:𝟏 ។ 

13. ឧបមាថាចំនួនកំុផ�ិច 𝒛 បំេពញលក�ខណ�   |𝒛| = 𝟏 ។ 

ក. ចូររករង់៉ៃនៃនតៃម�  |𝒛 − 𝟐|   ខ. ចូររករង់៉ៃនតៃម�  𝒂𝒓𝒈(𝒛 − 𝟐) ។ 

14. តង 𝜶 , 𝜷 ,𝜸 ជាចំនួនកំុផ�ិចេនេលរង�ង់  |𝒛| = 𝑹 និង  𝜶 + 𝜷 + 𝜸 ≠ 𝟎 ។ ចូររកតៃម� 
αβ βγ γα
α β γ
+ +
+ +

 ។ 
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េមេរៀនទី  ៥ 

ចំនួនកុំផ�ចិទ្រមង់អុចិស្ប ៉ណូង់ែស្យល នងិេលករតី 
(𝑬𝒙𝒑𝒐𝒏𝒆𝒏𝒕𝒂𝒊𝒍  𝒂𝒏𝒅  𝑳𝒐𝒈𝒂𝒓𝒊𝒕𝒉  𝒐𝒇  𝑪𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙  𝑵𝒖𝒎𝒃𝒆𝒓) 

 

១. ទ្រមង់អិចស្ប៉ូណង់ែស្យលៃនចំនួនកំុផ�ិច 

 ក. របូមន�អឹែល (𝑬𝒖𝒍𝒆𝒓’𝒔 𝒇𝒐𝒓𝒎𝒖𝒍𝒂) 

ទ្រមង់អឹែល  xixeix sincos +=  ែដល x ជាមំុេហយ  ...7182,2=e  ជាេគាលេលករតីេនែព ។ 

ស្រមាយប�� ក់េដយេ្របសមីករឌីេផរង់៉ែស្យលលំដប់ទីមួយ 

េគតងអនុគមន៍  xixxg sincos)( +=  

េគមាន   xixxg cossin)(' +−=  

គុណអង�ទំពីរនិង  i   េគបាន xxixig cossin)(' −−=  

េគបាន 0)(')( =+ xigxg  ជាសមីករឌីេផរង៉ែស្យលលំដប់មួយ 

ចេម�យទូេទៃនសមីករគឹ  ixkexg =)(  

េប 0=x  េនាះ kg =)0(   ែត 10sin0cos)0( =+= ig  

េនាះ 1=k    េគបាន ixexg =)(  ។ 

ដូចេនះ  xixeix sincos +=  

ស្រមាយប�� ក់េដយេ្របសមីករឌីេផរង់៉ែស្យលលំដប់ពីរ 

 តង  ixy e=   

 េនាះ  2ix ix ixy ie y i e e′ ′′= ⇒ = = −   

 េគបាន 0ix ixy y e e′′ ′+ = − + =  ជាសមីករឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊រអូមូ៉ែសនលំដប់ពីរ 

 នំាឲ្យចេម�យទូេទៃនសមីករ  0y y′′ ′+ =  គឺ 

   cos siny A x B x= +  (េ្រពះ 2 1 0λ + =  មាន 0∆ <  េហយ 0 iλ = ± ) 

 ែត  (0) cos0 sin 0y A B A= + =  និង  0(0) 1iy e= =  នំាឲ្យ  1A =   

   (0) sin 0 cos0y A B B′ = − + =  និង  0(0)y ie i′ = =    នំាឲ្យ  B i=   

 ដូចេនះ cos sinixe x i x= +   

ស្រមាយប�� ក់េដយេ្របេដរេីវ 

 តង អនុគមន៏អេថរកំុផ�ិចេដយ cos sin( ) ix

x i xf x
e
+

=   

 េគបាន 
( ) ( )

2

sin cos cos sin
( )

ix ix

ix

x i x e ie x i x
f x

e
− + − +

′ =   

   2

sin cos cos sin( ) 0
ix ix ix ix

ix

e x ie x ie x e xf x
e

− + − +′ = =   

 េនាះ ( )f x  ជាអនុគមន៍េថរ្រគប់ x∈   
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 េប  
0

cos0 sin 0( ) (0) 1if x f
e
+

= = =   

 នំាឲ្យ  cos sin 1 cos sinix
ix

x i x e x i x
e
+

= ⇔ = +  

ដូចេនះ  xixeix sincos +=  

របូមន�អឺែលរ Euler cos sinixe x i x= +   

្រទឹស�បីទ Taylor (Taylor’s Theorem) 

 ចំេពះចំណុច x  និង a  ក�ុងចេនា� ះ I េយងបាន '( ) ( ) ( )
x

a

f t dt f x f a= −∫  េនាះ 

 

( ) ( ) 1 '( )

( ) { ( )}' '( )

( ) [ ( ) '( )] ( ) "( )

( ) ( ) '( ) ( ) "( )

x

a
x

a
x

x
a

a
x

a

f x f a f t dt

f a x t f t dt

f a x t f t x t f t dt

f a x a f a x t f t dt

= + ⋅

= + − −

= + − − + −

= + − + −

∫

∫

∫

∫

 

 ចូរកត់សមា� ល់ថា x  គឺជាចំនួនេថរមួយ េហយ t  គឺជាអេថរក�ុងអំងេត្រកល { ( )}' '( )
x

a

x t f t dt− −∫ ។ 

 ករេធ�អំងេត្រកលេដយែផ�កបន�បនា� ប់េយងបាន  

 
'2

2 2

( ) ( ) ( ) '( ) ( ) "( )

( )( ) ( ) '( ) "( )
2

( ) ( )( ) ( ) '( ) "( ) "'( )
2 2

x

a

x

a
x x

a a

f x f a x a f a x t f t dt

x tf a x a f a f t dt

x t x tf a x a f a f t f t dt

= + − + −

 −
= + − + − 

 

   − −
= + − + − − −  

   

∫

∫

∫

 

  

2 2

'2 3

2 3 3
(4)

( ) ( )( ) ( ) '( ) ''( ) "'( )
2 2

( ) ( )( ) ( ) '( ) ''( ) "'( )
2 2 3

( ) ( ) ( )( ) ( ) '( ) ''( ) "'( ) ( )
2 2 3 2 3

x

a

x

a
x

a

x a x af a x a f a f a f t dt

x a x tf a x a f a f a f t dt

x a x a x af a x a f a f a f a f t dt

− −
= + − + +

 − −
= + − + + − ⋅ 

− − −
= + − + + +

⋅ ⋅

∫

∫

∫

 

  
2 3 3

(4)( ) ( ) ( )( ) ( ) '( ) ''( ) "'( ) ( )
2! 3! 3!

x

a

x a x a x af a x a f a f a f a f t dt− − −
= + − + + + ∫  

្របសិនេបេយងបន�វធីិេនះរហូតេយងបាន  
2 3

( ) ( 1)( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) '( ) ''( ) "'( ) ( ) ( )
2! 3! ! !

xn n
n n

a

x a x a x a x tf x f a x a f a f a f a f a f t dt
n n

+− − − −
= + − + + + ⋅⋅⋅ + + ∫  
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 េដយអនុគមន៍ ( ) ( )1nf t+  ជាប់ក�ុងចេនា� ះ [ ],a x  េនាះ ( ) ( )1nf t+ មានតៃម�តួចបំផុតតងេដយ m  និង

តៃម�ធំ បំផុតតងេដយ M  ក�ុង [ ],a x េនាះេយងបាន ( ) ( )1nm f t M+≤ ≤  ចំេពះ a t x≤ ≤  

 អនុគមន៍ ( ) ( )
!

nx t
g t

n
−

=  វជិ�មាន ចំេពះ្រគប់ [ , ]t a x∈  ដូេច�ះេយងបាន  

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1

( )
! ! !

! ! !

n n n
n

n n nx x x
n

a a a

x t x t x tm f t M
n n n

x t x t x t
m dt f t dt M dt

n n n

+

+

− − −
≤ ≤

− − −
≤ ≤∫ ∫ ∫

 

 ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1
1

1 ! ! 1 !

n n nx
n

a

x a x t x a
m f t dt M

n n n

+ +
+− − −

≤ ≤
+ +∫  

េដយអនុគមន៍ ( ) ( )1nf t+ ជាប់េនាះមានតៃម� [ ],a xx ∈ ែដល  ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
1

1 1

! 1 !

n nx
n n

a

x t x a
f t dt f

n n
x

+
+ +− −

=
+∫  

ដូេច�ះេយងបាន  

( )
2 3 1

( ) ( 1)( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) '( ) ''( ) "'( ) ( ) ( )
2! 3! ! 1 !

n n
n nx a x a x a x af x f a x a f a f a f a f a f

n n
x

+
+− − − −

= + − + + + ⋅⋅⋅ + +
+

 

ជាទូេទ ្របសិនេបអនុគមន៍ ( )f x ជាប់ េនាះវមានេដរេីវមិនកំណត់េលចេនា� ះ I  េហយ្របសិនេប  

 ( )
( )

( ) ( )
1

1lim 0
1 !

n
n

n

x a
f

n
x

+
+

→∞

−
=

+
 ែដល [ ],a xx ∈  និង ,a x I∈  េនាះ ( )f x ្រត�វបានេគសរេសរជាេស៊រគឺី  

( ) ( ) ( )
2 3

( )

0

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) '( ) ''( ) "'( ) ( )
2! 3! ! !

kn
kn

k

x ax a x a x af x f a x a f a f a f a f a f a
n k

∞

=

−− − −
= + − + + + ⋅⋅⋅ + + ⋅⋅⋅ =∑

្រទឹស�បីទ េស៊រ ីMaclaurin ( Maclaurin Series ) 

 ឧបមាថាអនុគមន៍ ( )f x  កំណត់េលចេនា� ះ 0 ។ ្របសិនេបេយងតង ( )f x  ក�ុង្រទឹស�ីបទ េស៊រ ី Taylor 

េនាះ េយងបានេស៊រដូីចខងេ្រកម៖ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

( ) 0 ' 0 " 0 "' 0 0
2! 3! !

n
nx x xf x f xf f f f

n
= + + + + ⋅⋅⋅ + + ⋅⋅⋅  

 ( )f x  ( ) ( )
0

0
!

k
k

k

x f
k

∞

=

=∑  េស៊រេីនះេហថា េស៊រ ីMaclaurin ។ 

ឧទហរណ៍៖ 
2 3 4 5 6

cos cos0 sin 0 cos0 sin 0 cos0 sin 0 cos0
2! 3! 4! 5! 6!
x x x x xx x= − − + + − − + ⋅⋅⋅  

2 4 6

cos 1
2! 4! 6!
x x xx = − + − + ⋅⋅⋅  ចំេពះ x−∞ < < ∞  

2 3 4 5 6

sin sin 0 cos0 sin 0 cos0 sin 0 cos0 sin 0
2! 3! 4! 5! 6!
x x x x xx x= + − − + + − − ⋅⋅⋅  

3 5

sin
3! 5!
x xx x= − + − ⋅⋅⋅  ចំេពះ x−∞ < < ∞  

2 3 4 5 6
0 0 0 0 0 0 0

2! 3! 4! 5! 6!
x x x x x xe e xe e e e e e= + + + + + + + ⋅⋅⋅  
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2 3 4 5 6

1
2! 3! 4! 5! 6!

x x x x x xe x= + + + + + + + ⋅⋅⋅  ចំេពះ x−∞ < < ∞  

ចំេពះចំនួនកំុផ�ិច ixe  េយងបាន 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 4 5 6

2 3 4 5 6

2 4 6 3 5

1
2! 3! 4! 5! 6!

1
2! 3! 4! 5! 6!

1
2! 4! 6! 3! 5!

ix ix ix ix ix ix
e ix

x x x x xix i i

x x x x xix i i

= + + + + + + + ⋅⋅⋅

= + − − + + − + ⋅⋅⋅

   
= − + − + ⋅⋅⋅ + − + − ⋅⋅⋅   
   

 

2 4 6 3 5

1
2! 4! 6! 3! 5!
x x x x xi x

   
= − + − + ⋅⋅⋅ + − + − ⋅⋅⋅   
   

 

cos sinixe x i x= +  
ដូចេនះេយងបានរបូមន� Euler cos sinixe x i x= +  

 ខ. ទ្រមង់អិចស្ប៉ូណង់ែស្យល 

 ្រគប់ចំនួនកំុផ�ិច biaz += ែដល ba, ជាចំនួនពិតអចសរេសរជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រតគឹ 

αirexixrz =+= )sin(cos  ែដល 
r
b

r
abar ==+= αα sin,cos,22 ។ ទ្រមង់ αirez = េហថាទ្រមង់ អិុចស្ប៉ូ 

ណង់ែស្យល ៃន biaz += ។ 

 គ. ទំនាក់ទំនងអនុគមន៍្រតីេកណមា្រត 

 េយងមាន  ( )cos sin 1ixe x i x= +  

ជំនួស  x   េដយ   x−   

េគបាន xixxixe ix sincos)sin()cos( −=−+−=−  )2(  

បូកសមីករ )1( និង )2(  

េគបាន  xee ixix cos2=+ −   េគទញបាន   
2

cos
ixix eex

−+
= ។ 

ដកសមីករ )1( និង )2(  

េគបាន  xiee ixix sin2=− −   េគទញបាន   
i
eex

ixix

2
sin

−−
= ។ 

ដូចេនះ  
2

cos
ixix eex

−+
=  ; 

i
eex

ixix

2
sin

−−
=  របូមន�េនះពិតចំេពះ x  ជាចំនួនកំុផ�ិច ។ 

ឧទហរណ៍១៖  បង� ញថា sin 2 2sin cosx x x=  

ចេម�យ  
2 2

sin 2
2

i x xe ex
i

−−
=  

( )( )
2

2 2sin cos
2 2

ix ix ix ix

ix ix ix ix

e e e e

i
e e e e x x

i

− −

− −

− +
=

− +
= ⋅ =
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ឧទហរណ៍២៖ រកតៃម� ( )2 24 cos sinx x+  

ចេម�យ  ( ) ( )
2

22 24 cos sin
ix ix

ix ix e ex x e e
i

−
−  −

+ = + +  
 

 

( )2 2 2 22 2 4ix ix ix ixe e e e− −= + + − − + =  

ឧទហរណ៍៣៖ គណនា 3sin x ជាផលបូកៃនសីុនីស និងកូសីុនីសេដយគា� នស�័យគុណ 

ចេម�យៈ 
3

3sin
2

ix ixe ex
i

− −
=  
 

 

( )

( )( )( )

3
3

3

1
2

1
2

ix ix

ix ix ix ix ix ix

e e
i

e e e e e e
i

−

− − −

 = − 
 

 = − − − 
 

 

( )( )

( )

3
2 2

3
3 3

1 2
2

1 2 2
2

ix ix ix ix

ix ix ix ix ix ix

e e e e
i

e e e e e e
i

− −

− − −

 = − − + 
 

 = − + − + − 
 

 

( ) ( )( )
3

3 3

3 3

1 3
2

1 3
4 2 2

3sin sin3
4

ix ix ix ix

ix ix ix ix

e e e e
i

e e e e
i i

x x

− −

− −

 = − − − 
 

 − − = − − ⋅  
   

−
=

 

 ឃ. ទំនាក់ទំនងជាមួយអនុគមន៍អីែពបូលិក 

េយងមាន  
2

cos
ixix eex

−+
=   ,  

i
eex

ixix

2
sin

−−
=  

ជំនួស  x  េដយ  ix   

េគបាន ( )cos cosh
2

x xe eix x
−+

= =  និង  ( )sin sinh
2 2

x x x xe e e eix i i x
i

− −− −
= = =  

ម្៉យោងវញិេទៀត  
2

cosh
xx eex

−+
=  និង sinh

2

x xe ex
− −

=  

ជំនួស  x  េដយ  ix   

េគបាន ( )cosh cos
2

ix ixe eix x
−+

= =  និង ( )sinh sin
2

ix ixe ei ix i x
−−

= =  

ឧទហរណ៍ៈ សរេសរចំនួនកំុផ�ិចខងេ្រកមជាទ្រមង់អិចស្ប៉ូណង់ែស្យល 

ក.  
3

sin
3

cos1 ππ iz ++=   ខ. 
2016

1
1








+
−

=
i
iz  

ចេម�យ   សរេសរចំនួនកំុផ�ិចខងេ្រកមជាទ្រមង់អិចស្ប៉ូណង់ែស្យល 
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ក. 
3

sin
3

cos1 ππ iz ++=  

េដយ  
6

cos
6

sin2
3

sin,
6

cos2
3

cos1 2 πππππ
==+  

នំាឲ្យ  2 62cos 2sin cos 2cos cos sin 3
6 6 6 6 6 6

i
z i i e

ππ π π π π π = + = + = 
 

 

ខ. 
20161

1
iz
i

− =  + 
 

េគបាន 

2016

2016
7 72 cos sin

1 4 4
1 2 cos sin

4 4

i
iz
i i

π π

π π

  +  −    = = +     +    

  

   

2016 7
4

3024 3024
2016

4

i
i i

i

e e e
e

π

π π
π

×

= = =  

ឧទហរណ៍ៈ េដះ�សយសមីករខងេ្រកមក�ុងចំនួនកំុផ�ិច 

ក. 2cos =x    ខ. 3sin −=x  

ចេម�យ  េដះ�សយសមីករខងេ្រកមក�ុងចំនួនកំុផ�ិច 

ក. 2cos =x  

តមរបូមន�អឺែល 
2

cos
ixix eex

−+
=  

េគបាន  2
2

=
+ −ixix ee

 

04 =−+ −ixix ee  

0142 =+− ixix ee  
តង   ixet =  

េគបានសមីករ  0142 =+− tt  

314' =−=∆  
 េគបានប�ស  1 22 3 ; 2 3t t= − = +  

ចំេពះ   1 2 3t = −  

េគបាន  )32ln()32ln(32 −−=⇒−=⇒−= ixixeix  

ចំេពះ   2 2 3t = +  

េគបាន  )32ln()32ln(32 +−=⇒+=⇒+= ixixeix  

ខ. 3sin −=x  

តមរបូមន�អឺែល 
i
eex

ixix

2
sin

−−
=  
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េគបាន  23 6 1 0
2

ix ix
ix ixe e e e

i

−−
= − ⇒ + − =  

តង   ixet =  

េគបានសមីករ 0162 =−+ tt  

1019' =+=∆  
េគបានប�ស  1 23 10 ; 3 10t t= − − = − +  

ចំេពះ   1 3 10t = − −  

េគបាន  ( ) ( ) ( )3 10ln3 10 3 10 iix ie e e ππ ++= − + = + =  

( ) ( )ln 3 10 ln 3 10ix i x iπ π⇒ = + + ⇒ = − +  

ចំេពះ   2 3 10t = − +  

េគបាន  ( ) ( ) ( )3 10ln3 10 3 10 iix ie e e ππ −+= − − = − =  

( ) ( )ln 3 10 ln 3 10ix i x iπ π⇒ = + − ⇒ = − −
 

ង.ទ្រមង់បូ៉ែលរៃនចំនួនកំុផ�ិច ( Polar Form of a Complex Number) 

• ចំនួនកំុផ�ិច z a bi= + មានទ្រមង់បូ៉ែលរៃនចំនួនកំុផ�ិចគឺ (cos sin )z r iθ θ= +   

ែដល 2 2cos , sin ,a r b r r a bθ θ= = = +  , | |r z=   , ( )1tan /y xθ −=  

ដូេច�ះេពលខ�ះទ្រមង់បូ៉ែលរ្រត�វបានសរេសរជា ( )| | cos sinz z iθ θ= +   ,   

 ែត  cos sinie iθ θ θ= +  េគបាន iz re θ=  

• មំុθ  ្រត�វបានេហថា «អគុយម៉ង់» (argument) កំណត់េដយ arg zθ =  អចរកបានេដយគណនា

tan b
a

θ =  

ឧទហរណ៍៖ រកទ្រមង់បូ៉ែលរៃន ៖ 1).1 i+    2). 3 i−  

• ( ) ( ) ( )1 11 1 1 1 ii i iz re r e r e e
r

θθ θ θ− − −− − − −= = = =  ( )1 1 iz e
r

θ−−⇒ =  

ឬ  ( )1 1 cos( ) sin( )z i
r

θ θ− = − + −  

• េបេគមានចំនួនកំុផ�ិចពីរ 1 2
1 1 2 2

i iz r e and z r eθ θ= =  

េយងបាន  ( )( ) ( )1 21 2
1 2 1 2 1 2

ii iz z r e r e r r e θ θθ θ += =  ឬ ( )1 2 1 2 1 2 1 2cos( ) sin( )z z r r iθ θ θ θ= + + +  

  ( )1
1 2

2

1 1 1

2 22

i
i

i
z r e r e
z rr e

θ
θ θ

θ
−= =    ឬ ( )1 1

1 2 1 2
2 2

cos( ) sin( )z r i
z r

θ θ θ θ= − + −  

• ( )1 2 1 2arg arg argz z z z= +  (1)  េហយ  1
1 2

2
arg arg argz z z

z
 

= − 
 

(2)  

ឧទហរណ៍៖ េយងមាន 1z i=  និង 2 1z = −  ក�ុងករណីេនះេយងបាន 1 2z z i= −  េហយតៃម�េគាលៃនអគុយម៉ង់ 

នីមួយៗគឺ៖ ( ) ( ) ( )arg arg 1 arg
2 2

i iπ ππ= − = − = −  

ែត ( ) ( ) 3arg arg 1
2 2

i π π
+ − = ≠ −  

េរៀបេរៀងេដយ េអា មណីច�នា�  Page 42 

 



វិភគអេថរកុផំ�ិ ច 
 

េរៀបេរៀងេដយ េអា មណីច�នា�  Page 43 

 

ដូេច�ះ (1) មិនអនុវត�ន៍ចំេពះតៃម�េគាលៃនអគុយម៉ង់ ។ េបេយងេ្រប  

 ( ) ( )arg arg 1
2

i π π= − =  េនាះ  ( ) ( ) 3arg arg 1
2

i π
+ − =  

គឺ្រតឹម្រត�វចំេពះ 3
2
π ជាអគុយម៉ង់ចំេពះ i−  ែតវេនែតមិនែមនជាតៃម�េគាលៃនអគុយម៉ង់ 

ចូរកត់សមា� ល់ផងែដរចំេពះ (2)  វេផ��ងផា� ត់ចំេពះឧទហរណ៍េនះេបេយងេ្របអគុយម៉ង់េគាល។ វមិនអនុ វត�

ន៍ទូេទេទ េហតុេនះចូរអនុវត�ន៍េដយ្រប�ង្របយ័ត�។ 

េយងនឹងអនុវត�ែផ�កេនះឱ្យបាន្រតឹម្រត�វពិត្របាកដចំេពះសមភាពៃនចំនួនកំុផ�ិចពីរ។ 

េគមាន  1
1 1

iz r e θ=  និង 2
2 2

iz r e θ=   េដយដឹងថា 1 2z z=  ក�ុងករណីេនះេយងមាន 1 2
1 2

i ir e r eθ θ=  

េនាះេយងបាន 1 2z z= ទញបាន 1 2r r=  េហយ 2 1 2kθ θ π= + +  ចំេពះ្រគប់ចំនួនគត់ ( ). . 0, 1, 1,...k i e k = ± ±  

• េប n  ជាស�័យគុណចំនួនគត់ៃន iz re θ= េគបាន ( )nn i n inz re r eθ θ= =  

• េប 1r = េនាះ ( )nn i inz e eθ θ= = តមរបូមន�ដឺម៉រេគបាន ( ) ( ) ( )cos sin cos sinni n i nθ θ θ θ+ = +

, 0, 1, 2,...n = ± ±  

ឧទហរណ៍៖ គណនា ( )20061 i+  

• គណនាឬសទី n ៃនកំុផ�ិចឯកត 2,3,4,...n =  

េប 1nz =  េនាះ 1z =  ជាឬសមួយៃនសមីករ 

េប 1 2z z=  េនាះ 1 2r r=  េហយ 2 1 2 kθ θ π= +  ចំេពះចំនួនគត់ ( ). . 0, 1, 2,...k i e k = ± ±  

( ) ( ) ( )0 01 1
n i ii n inre e r e eθ θ= ⇒ =  

1 , 0 2 , 0, 1, 2,...nr n k kθ π= = + = ± ±  
21 , , 0, 1, 2,...kr k

n
πθ⇒ = = = ± ±  

េគបានចេម�យសមីករគឺ  2exp , 0, 1, 2,...kz i k
n
π = = ± ± 

 
 

    2 2 2exp cos sin , 0,1,2,..., 1k k ki i k n
n n n
π π π     = + = −     

     
 

េគបានឬសទី n  ៃនកំុផ�ិចឯកតមួយដំបូងកំណត់េដយ 2expn i
n
πω  =  

 
 

េនាះ 2 2exp exp , 0,1,2,... 1
k

k
n i i k n

n n
π πω     = = = −    

    
 

ឧទហរណ៍៖ ១. រកឬសទី៣ៃន 2  

២. គណនា ( )
1
2). 2a i   ( )

1
3). 3b i−  

Uចេម�យ 

២. ).a  2 2exp
2

i iπ =  
 

 0 2
πθ⇒ =  

⇒  2 exp 0,1
4ka i k kπ π  = + =  

  
 េគបាន   
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0 2 exp
4

2 cos sin
4 4

1

a i

i

i

π

π π

 =  
 

    = +    
    

= +

  

1
52 exp
4

5 52 cos sin
4 4

1

a i

i

i

π

π π

  =   
  

    = +    
    

= − −

 

).b  3 2exp
6

i i π  − = −  
  

 

 3 22 exp 0,1,2
18 3k

ka i kπ π  = − + =  
  

 េគបាន 

 

3 3
0

3 3
1

3 3
2

2 exp 2 cos sin 1.24078 0.21878
18 18 18

11 11 112 exp 2 cos sin 0.43092 1.18394
18 18 18

23 23 232 exp 2 cos sin
18 18

a i i i

a i i i

a i i

π π π

π π π

π π

        = − = − + − = +        
        

      = = + = − +      
      

   = = +   
   

0.80986 0.96516
18

iπ   = − −  
  

 

្របតិបត�ិ ៖  

១. សរេសរចំនួនកំុផ�ិចខងេ្រកមជាទ្រមង់បូ៉ែលរ៖ 

 ). 1 3a z = − +    ). 9b z = −   ). 12c z i=  

២. គណនា ( )53 3i+ , ( )1/38i−  

៣. គណនាឬសទី n  ៃនកំុផ�ិចឯកតចំេពះ 2,3, 4n and=  

ចេម�យ  

៣. េប 2n =  2
2exp
2

ii e ππω  = = 
 

 

េនាះ 1 1=  េហយ ( ) ( )2 cos sin 1ie iπω π π= = + = −  ( )2 1 1 , 1z z= ⇒ = −  

េប 3n =  ( )3 1z =  

3
2exp
3

i πω  =  
 

េគបាន  

2
3 3

2 41 1 , exp , exp
3 3

2 2 4 4cos sin cos sin
3 3 3 3

1 3 1 3
2 2 2 2

i i

i i

i i

π πω ω

π π π π

   = = =   
   
       = + = +       
       

= − + = − −

 

េប 4n =  ⇒  4
2exp exp
4 2

i iπ πω    = =   
   

 េនាះ 

1 1=
  4 exp

2
i

i

πω  =  
 

=

  ( )2
4 exp

1
iω π=

= −
  

3
4

3exp
2

i

i

πω  =  
 

= −

 

• ករណី 0
nz z= េគបាន ( ) 0 0

0 0
n i ii n inre r e r e r eθ θθ θ= ⇒ =  

េរៀបេរៀងេដយ េអា មណីច�នា�  Page 44 

 



វិភគអេថរកុផំ�ិ ច 
 

េនាះ  0
0

2, , 0, 1, 2,...n kr r k
n n
θ πθ= = + = ± ±  

 0
0

2exp 0,1,2,..., 1n
k

ka r i k n
n n
θ π  = + = −  
  

 

េគបានឬសទី n ៃន 0z គឺ 2 1, , , ..., n
n n na a a aω ω ω −  

២. ្របមាណវធីិចំនួនកំុផ�ិចតមទ្រមង់អិចស្ប៉ូណង់ែស្យល 

 ក. ្របមាណវធីិគុណចំនួនកំុផ�ិចតមទ្រមង់អិចស្ប៉ូណង់ែស្យល 

េគមានចំនួនកំុផ�ិច  βirez =   និង  αipew =  ែដល   0;0  pr   េហយ  βα ;    ជាចំនួនពិត ។  េគ

បាន )(.. αβαβ +== iii rpeperewz ។ 

 ខ. ្របមាណវធីិែចកចំនួនកំុផ�ិចតមទ្រមង់អិចស្ប៉ូណង់ែស្យល 

េគមានចំនួនកំុផ�ិច    βirez =   និង   αipew =  ែដល   0;0  pr    េហយ   βα ;   ជាចំនួនពិត ។  េគ

បាន )( αβ −= ie
p
r

w
z

 

៣. អនុវត�ន៍ចំនូនកំុផ�ិចក�ុង្រតីេកណមា្រត 

 ក. របូមន�មំុឌុប 

ចំេពះ្រគប់់ចំនួនពិត  𝒙 េគមាន cos
2

ix ixe ex
−+

=  ; sin
2

ix ixe ex
i

−−
=   

  េគបាន   
2 2 2 2 2

2 1 1 1 1cos cos 2
2 4 2 2 2 2 2

ix ix ix ix ix ixe e e e e ex x
− − − + + +

= = = ⋅ + = + 
 

 

េគទញ 2cos2 2cos 1x x= −  

េហយ  
2 2

sin 2 2
2 2 2

ix ix ix ix ix ixe e e e e ex
i i

− − −− − +
= = ⋅ ⋅  

 ដូចេនះ sin 2 2sin cosx x x=   

 ខ. របូមន�មំុ្រទីប 

   េគមាន  
3

3cos
2

ix ixe ex
− +

=  
 

 

      

3 3

3 3
( ) 6( )23( ) 2 2

8 8

ix ix ix ix

ix ix ix ix
e e e e

e e e e
− −

− −
+ +

++ + +
= =  

      
2cos3 6cos cos3 3cos

8 4
x x x x+ +

= =  

   េនាះេគបាន  
34 cos cos 3 3cosx x x= +  

   េគទញបាន 2cos3 4cos 3cosx x x= −  

   េហយ  
3

3sin
2

ix ixe ex
i

− −
=  
 

3 3( ) 3( ) 2 sin 3 6 sin
8 4

ix ix ix ixe e e e i x i x
i

− −− − − −
= =

−
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   េគទញបាន 𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙 = 𝟑𝒔𝒊𝒏𝒙 − 𝟒𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙 ។ 

 គ. របូមន�ផលបូក និង ផលដកៃនមំុពីរ 

   េគមាន ( )i a b ai bie e e+ = ⋅  ្រគប់ចំនួនពិត   𝒂   និង   𝒃  

   េដយ  (cos isin )(cosb isinb)ai bie e a a⋅ = + +  

     (cos cos isin sin ) i(sin cos sin cos )ai bie e a a a b a b b a⋅ = − + +  

   េហយ  ( ) cos( ) sin( )i a be a b i a b+ = + + +  

   ដូនេនះ  cos( ) cos cos sin sina b a b a b+ = −  

     sin( ) sin cos sin cosa b a b b a+ = +  

   ម្៉យោងេទៀត ( )i a b ai bie e e− −= ⋅  ្រគប់ចំនួនពិត  𝒂  និង  𝒃  

   េដយ   (cos isin )(cosb isinb)ai bie e a a−⋅ = + −  

     (cos cos isin sin ) i(sin cos sin cos )ai bie e a a a b a b b a−⋅ = + + −  

   េហយ  ( ) cos( ) sin( )i a be a b i a b− = − + −  

   ដូនេនះ  cos( ) cos cos sin sina b a b a b− = +  

     sin( ) sin cos sin cosa b a b b a− = −  

 ឃ. របូមន�បំែលងពីផលគុណ េទផលបូក 

   េគបាន cos cos
2 2

ia ia ib ibe e e ea b
− −+ +

= ⋅  

          
( ) ( ) ( ) ( )

4

i a b i a b i a b i a be e e e+ − − − − ++ + +
=  

          

( ) ( ) ( ) ( )1
2 2 2

1 [cos( ) cos( )]
2

i a b i a b i a b i a be e e e

a b a b

+ − + − − − + +
= − 

 

= − + − −

 

   ដូនេនះ  
1sin sin [cos( ) cos( )]
2

a b a b a b= − + − −  

៤.អនុវត�ន៍ចំនួនកំុផ�ិចក�ុងស�ុតីៃនចំនួនពិត 

 ចំេពះស�ុីតៃនចំនួនពិត  ( nu )  ែដលេផ��ងផា� ត់ទំនាក់ទំនងកំេណ 2 1 nnnu au bu+ += +  ែដល  ,a b IR∈  ។ 

សមីករសមា� ល់ៃនស�ុីត   2 ar br = +    ឬ   2 0ar br − − =  

ក�ុងករណី  2( ) 4 0a b= − + <   េនាះសមីករមានឬសជាចំនួនកំុផ�ិចឆា� ស់ 

គឺ   1 ' 'a b ir = −    ឬ   2 ' 'a b ir = +   ែដល   ', 'a b IR∈   ។ 

េដម្បីគណនា  ( nu ) េគ្រត�វអនុវត�ន៍ដូចតេទ 

 តងស�ុីតជំនួយ 11n nnz a ra+= −  

 បនា� ប់�សយថា nz  ជាស�ុីតធរណីមា្រតៃនចំនូនកំុផ�ិច 

េរៀបេរៀងេដយ េអា មណីច�នា�  Page 46 

 



វិភគអេថរកុផំ�ិ ច 
 

 ចុងេ្រកយគណនា nz  នឹងទញរក ( nu ) ជាអនុគមន៍ៃន n  

ឧទហរណ៍១ េគមានស�ុីតៃនចំនួនពិត  ( nu ) កំណត់េដយ  2 1 nnnu u u+ += −  ែដល  0 0u = និង  1 1u =  

ែដល {0,1,2, }n =   ។ ចូរគណនា nu  ជាអនុគមន៍ៃន n  ។ 

ចេម�យ  គណនា nu  ជាអនុគមន៍ៃន n  

េយងមាន   2 1 nnnu u u+ += −   

េនាះសមីករសមា� ល់  2 1r r= −    ឬ  2 1 0r r− + =  

 2( 1) 4 3= − − = −  

េនាះេយងបាន 1 2
1 3 1 3;

2 2
i ir r− +

= =  

តងស�ុីតជំនួយ  1 1 1
1 3

2n n nn n
iz u ru u u+ +

 
  
 

−= − = −  

 

1 2 1 1 1

1 1

1

1 3 1 3
2 2

1 3 1 3 2
2 2 1 3

1 3 1 3 1 3 .
2 2 2

n n n n n u

n n n n

n n n

i iz u u u u u

i iu u u u
i

i i iu u z

+ + + + +

+ +

+

   − −
= − = − −      

   
   + +  

= − = −        +    
    + − +

= − =        
    

 

េនាះ 1
1 3 .

2n n
iz z+

 +
=   
 

  , nz  ជាស�ុីតធរណីមា្រតៃនចំនួនកំុផ�ិចែដលមានេរសុង  
1 3

2
iq +

=  

េដយ   
1 3 cos sin

2 3 3
iq iπ π+

= = +  េនាះ  0 1 0
1 3 1

2
iz u u

 +
= − =  

 
 

េគបាន ( )0 cos sin cos sin 1
3 3 3 3

n
n

n
n nz z q i iπ π π π = × = + = + 

 
 

និង  ( )1
1 3 2
2 2n n nz u i u+

  = − +        
 

តម  (𝟏)  និង  (𝟐)  

េគបាន  
3 2sin sin

2 3 33n n
n nu uπ π

= ⇒ =  

េផ��ងផា� ត់ 0
2 0sin 0

33
u π

= =  ពិត   និង  1
2 sin 1

33
u π
= =  ពិត 

ដូចេនះ  
2 sin , 0,1, 2,...

33n
nu nπ

= ∀ =   

ឧទហរណ៍២ េគពិនិត្យស�ុីតៃនចំនួនពិត ( nu ) កំណត់េដយ 1 20, 1u u= = និង 2 12 2n n nu u u+ += − , n∀ ∈។ 

ចូរគណនា nu  ជាអនុគមន៍ៃន n ។ 
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ចំេលយ គណនា ( )nu  ជាអនុគមន៍ៃន n  

  េយងមាន  2 1n n nu u u+ += −  និង 1 20, 1; nu u IN= = ∀ ∈   

  សមីករសមា� ល់  2 2 2r r= −  ឬ 2 2 2 0r r− + =   

  មាន ( )22 8 4 0= − − = − <    េនាះ  
1

2

2 2 1
2

2 2 1
2

ir i

ir i

− = = −
 + = = +


 

  តងស�ុីតជំនួយ  ( )1 1 1 1n n nn nz u ru u i u+ += − = − −  

  េដយ    ( ) ( ) ( )1 1 1 12 2 1 (1 ) 1 1n n nn n n nz u u i u i u i u i z+ + + +  = − − − = + − − = +  

  េនាះ nz  ជាស�ុីតធរណីមា្រតៃនចំនួនកំុផ�ិច មានេរសុង 1q i= +   

   
2 21 2 2 cos sin

2 2 4 4
q i i iπ π   = + = + = +       

 

  និង  ( )1 2 11 1z u i u= − − =  

  េគបាន 
( ) ( )1 1

1 2
1

1 1
2 cos sin 2 cos sin

4 4 4 4

n n
n

n
n n

z z q i i
π ππ π

− −
−

   
         

− −
= × + = +  

  េនាះ   
( ) ( ) ( )

1 1
2 2

1 1
2 cos 2 sin 1

4 4

n n

n

n n
z i

π π− −   − −
= +   

   
 

  ែត   ( )1 21n nnz u iu+= − +  

  តម  (𝟏)  និង  (𝟐)   

  ទញបាន 
1

2 (n 1)2 sin
4

n

nu π− − =  
 

 

  ដូេច�ះ   
( )1

2
1

2 sin
4

n

n

n
u

π−  −
=  

 
 n IN∀ ∈   

  េផ��ងផា� ត់ 1 0u =  ពិត 2 1u = ពិត 
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លហំតច់ំននួកុំផ�ចិ 

1. េគឲ្យ  
5

3 3 6
1 2 3, 2 , 3

i i i
z e z e z e

π π π
− −

= = =  សរេសរជាទ្រមង់អិចស្ប៉ូណង់ែស្យលនូវចំនួនកំុផ�ិច 

ក. 1 2 3z z z⋅ ⋅    ខ. 
1

1
z

    គ. 2
3z     ឃ. 2

3

z
z

  

2. សរេសរជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រត រចួជាទ្រមង់អិចស្ប៉ូណង់ែស្យលនូវចំនួនកំុផ�ិចខងេ្រកម 

ក. 4 4 3z i= −    ខ. 
1

1
z

i
=

+
   គ. 3

2 2 3
iz

i
− +

=
+

  ឃ. 4 cos sin
4 4

z iπ π = − + 
 

  

3. សរេសរចំនួនកំុផ�ិចខងេ្រកមជាទ្រមង់ពិជគណិត 

ក. iz e π=    ខ. 2
i

z e
π

=    គ. 32
i

z e
π

=    ឃ. 2iz e π−=   

4. សរេសរជាទ្រមង់អិចស្ប៉ូណង់ែស្យលនូវចំនួនកំុផ�ិចខងេ្រកម 

ក. ( )113 3z i= − +   ខ. ( )701z i= − −   គ. ( )200
8 8z i= −   ឃ. ( )2017

2 6z i= +   

5. េដយេ្រប  cos
2

i ie eθ θ

θ
−+

=  និង  sin
2

i ie e
i

θ θ

θ
−−

=  បង� ញថា  

ក. 3 3 1sin sin sin3
4 4

θ θ θ= −    ខ. 4 1 1 3cos cos 4 cos 2
8 2 8

θ θ θ= + +   

គ. 2 2cos sin 1θ + =     ឃ. 2 2cos sin cos 2θ θ θ− =   

6. រក្រគប់ចំនួនគត់  n  ែដល  
1 3 1 3 2

2 2

n n
i i   − + − −

+ =      
   

 ។ 

7. ចូរកំណត់តួទី 𝒏 ៃនស�ីតចំនួនពិតខងេ្រកម 

 ក. 0 1

2 1

0 ; 1

n n n

a a
a a a+ +

= =
 = −

  ្រគប់ n∈          ខ. 1 2

2 1

0 ; 2
2 2n n n

a a
a a a+ +

= =
 = −

 ្រគប់ n∈  

គ. 0 1

2 1

0 ; 1

n n n

a a
a a a+ +

= =
 = − −

 ្រគប់ n∈  

8. េគឲ្យស��ីតៃនចំនួនកំុផ�ិច (𝒛𝒏)កំណត់េដយ 1
2 3

2
iz + +

= និង 1
3 2 3
2 2n n

i iz z+
+ − −

= + ែដល 1,2,3,...n =  

ក. តង 𝒘𝒏 = 𝒛𝒏 − 𝟏 ។ បង� ញថា (𝒘𝒏) ជាស��ីធរណីមា្រតៃនចំនួនកំុផ�ិច រចួគណនា 𝒘𝒏 ជា 

     អនុគមន៍ៃន 𝒏 េដយឲ្យលទ�ផលជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រត ។ 

ខ. ទញបង� ញថា  2cos cos sin
12 12 12n
n n nz iπ π π = + 

 
 ។ 

9. េគឲ្យស��ីតៃនចំនួនកំុផ�ិច  (𝒖𝒏) និង (𝒗𝒏)កំណត់េដយ 
1

1

2
2
2

2

u

v


=


 =

 និង  
1

1

2

2

n n
n

n n
n

u vu

u vv

+

+

− =
 + =


ែដល𝒏 ≥ 𝟏 

ក. េគពិនិត្យស��ីតៃនចំនួនកំុផ�ិច 𝒛𝒏 = 𝒖𝒏 + 𝒊𝒗𝒏 ។ �សយថា (𝒛𝒏) ជាស��ីតធរណីមា្រត  រចួ 

      គណនា 𝒛𝒏 ជាអនុគមន៍ៃន 𝒏  េដយឲ្យលទ�ផលជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រត ។ 

ខ. បំែលង 𝒖𝒏  និង  𝒗𝒏  ជាអនុគមន៍ៃន  𝒏 ។ 
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េមេរៀនទី ៦ 
អនុគមនអ៍េថរកុំផ�ចិ 

(𝑪𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙  𝑽𝒂𝒓𝒊𝒂𝒃𝒍𝒆  𝑭𝒖𝒏𝒕𝒊𝒐𝒏) 
 

U១. និយមន័យអនុគមន៍អេថរកំុផ�ិច (𝑫𝒆𝒇𝒊𝒏𝒊𝒕𝒊𝒐𝒏  𝒐𝒇  𝑪𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙  𝑽𝒂𝒓𝒊𝒂𝒃𝒍𝒆  𝑭𝒖𝒏𝒕𝒊𝒐𝒏) 

 ្រគប់តៃម�អេថរកំុផ�ិច  𝒛 = 𝒙 + 𝒚𝒊 �𝒙,𝒚 ជាចំនួនពិត� េនក�ុងែដនកំណត់  𝓓 មានទំនាក់ទំនងជាមួយតៃម� 

អេថរកំុផ�ិច  𝒘 = 𝒖 + 𝒗𝒊  �𝒖,𝒗 ជាចំនួនពិត� េនាះេគនិយាយថា 

𝒘 ជាអនុគមន៍ៃន  𝒛 តមរយៈ 𝒇 េគបាន  𝒘 = 𝒇(𝒛) = 𝒖(𝒙,𝒚) + 𝒊𝒗(𝒙,𝒚)  ។ 

ែដល  𝒖(𝒙,𝒚) ជាែផ�កពិតៃនអនុគមន៍  𝒇(𝒛) 

និង   𝒗(𝒙,𝒚)  ជាែផ�កនិម�ិតៃនអនុគមន៍  𝒇(𝒛) ។ 

U២. អនុគមន៍្រចស់  (𝑰𝒏𝒗𝒆𝒓𝒔𝒆  𝑭𝒖𝒏𝒕𝒊𝒐𝒏) 

េប 𝒘 = 𝒇(𝒛) េយងេឃញថា 𝒛 ជាអនុគមន៍ៃន 𝒘 េគអចសរេសរ 𝒛 = 𝒇−𝟏(𝒘) េហថាអនុគមន៍្រចស់។  

ប�ូរ 𝒛 េទ 𝒘 េហយ 𝒘 េទ 𝒛 េនាះេគបាន 𝒘 = 𝒇−𝟏(𝒛)។ ដូចេនះ 𝒘 = 𝒇(𝒛)និង𝒘 = 𝒇−𝟏(𝒛)ជាអនុគមន៍្រចស់គា� ។ 

U៣. អនុគមន៍ពហុធា  (𝑷𝒐𝒍𝒚𝒏𝒐𝒎𝒊𝒂𝒍  𝑭𝒖𝒏𝒕𝒊𝒐𝒏) 

អនុគមន៍ពហុធាមានរង  𝒘 = 𝑷(𝒛) = 𝒂𝟎𝒛𝒏 + 𝒂𝟏𝒛𝒏−𝟏 +⋯+ 𝒂𝒏−𝟏𝒛 + 𝒂𝒏  ែដល  𝒂𝟎 ≠ 𝟎 ។ 

𝒂𝟎 ,𝒂𝟏 , … … ,𝒂𝒏 ជាចំនួនពិត �េមគុណៃនចំនួនកំុផ�ិច�និង 𝒏 ជាដឺេ្រកៃនពហុធា 𝑷(𝒛)  ែដល 𝒏 ∈ ℕ ។ 

 េប  𝒘 = 𝒂𝒛 + 𝒃  េហថាបនា� ត់ ។ 

ឧទហរណ៍ៈ ១. កំណត់ែផ�កពិត និងែផ�កនិម�ិតៃនអនុគមន៍  𝒘 = 𝒇(𝒛)  េប  𝒘 = 𝒛𝟐 ។ 

 តង  𝒛 = 𝒙 + 𝒊𝒚 

 នំាឲ្យ  𝒘 = 𝒇(𝒛) = 𝒛𝟐 = (𝒙 + 𝒊𝒚)𝟐 = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙𝒚𝒊 − 𝒚𝟐 = �𝒙𝟐 − 𝒚𝟐� + 𝟐𝒙𝒚𝒊 

 ដូចេនះ 𝒖(𝒙,𝒚) = 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 និង 𝒗(𝒙,𝒚) = 𝟐𝒙𝒚 ។ 

ឧទហរណ៍ៈ ២. រកែផ�កពិត និងែផ�កនិម�ិតៃនអនុគមន៍  𝒛 = 𝟑 + 𝒊 េប 𝒘 = 𝒇(𝒛) = 𝟐𝒛𝟐 − 𝟑𝒛 + 𝟗 ។ 

 េយងមាន 𝒛 = 𝟑 + 𝒊 

 នំាឲ្យ  𝒘 = 𝒇(𝒛) = 𝟐𝒛𝟐 − 𝟑𝒛 + 𝟗 = 𝟐(𝟑 + 𝒊)𝟐 − 𝟑(𝟑 + 𝒊) + 𝟗 

    = 𝟏𝟖 + 𝟏𝟐𝒊 − 𝟐 − 𝟗 − 𝟑𝒊 + 𝟗 = 𝟏𝟔 + 𝟗𝒊 
 ដូចេនះ 𝒖(𝒙,𝒚) = 𝟏𝟔 និង 𝒗(𝒙,𝒚) = 𝟗 ។ 

ឧទហរណ៍៣៖ សរេសរ ( ) 4f z z=  ជាទ្រមង់កូអរេដេនេដកត ( ) ( ) ( ) ( ), ,f z f x iy u x y iv x y= + = +  

Uដំេណាះ�សយU េដយេ្របរបូមន�ពហុធា េយងមាន 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

4

2 3 44 3 2

2 3 44 3 2 2 3 4

4 6 4

4 6 4

f z f x iy

x iy

x x iy x iy x iy iy

x x iy x i y x i y i y

= +

= +

= + + + +

= + + + +

 



វិភគអេថរកុផំ�ិ ច 
 

 ( ) ( )
4 3 2 2 3 4

4 2 2 4 3 3

4 6 4

6 4 4

x ix y x y ixy y

x x y y i x y xy

= + − − +

= − + + −
 

េយងេឃញថាែផ�កពិតគឺ  ( ) 4 2 2 4, 6u x y x x y y= − +  

េហយែផ�កនិមិត�គឺ   ( ) 3 3, 4 4v x y x y xy= −  

ឧទហរណ៍៤៖ រកអនុគមន៍ ( ) 2Re[ ] Im[ ]f z z z z z= + +  ជាទ្រមង់កូអរេដេនេដកត 

( ) ( ) ( ) ( ), ,f z f x iy u x y iv x y= + = +  

ដំេណាះ�សយ  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2

2

2 2 2

2 2

Re[ ] Im[ ]

2

2

f z f x iy

x iy x iy x iy x iy

x iy x x iy y

x iy x y ixy y

x y y ixy

= +

= + + + + + +

= − + + +

= − + − + +

= − + +

 

េយងេឃញថាែផ�កពិតគឺ  ( ) 2 2, 2u x y x y y= − +  

េហយែផ�កនិមិត�គឺ   ( ),v x y xy=  

ឧទហរណ៍ទី៣និងទី៤ បង� ញពីរេបៀបរក ( ),u x y  និង ( ),v x y  េនេពលក្ួបនស្រមាប់គណនា ( )f z ្រត�វ 

បានអនុវត�ន៍។ 

ឧទហរណ៍៥៖  េគឲ្យ 2( ) 2 3w f z z z= = − +    េដយ , ,z x iy x y= + ∈  រកកូអរេដេនេដកត? 

 2( ) ( ) 2( ) 3w f x iy x iy x iy= + = + − + + 2 2 2 22 2 2 3 ( 2 3) (2 2 )x ixy y x iy x y x i xy y= + − − − + = − − + + −   

ដូចេនះ 2 2( ) ( , ) ( , ) (x 2 3) (2 2 )w f x iy u x y iv x y y x i xy y= + = + = − − + + −  

ែដល 2 2( , ) 2 3u x y x y x= − − +  និង ( , ) 2 2v x y xy y= −  ជាអនុគមន៍តៃម�ពិត។ 

ផ�ុយមកវញិ ( ),u x y និង ( ),v x y  ជាអនុគមន៍តៃម�ពិតៃនអេថរពិត្របាកដ x and y  ែដលកំណត់អនុគមន៍ 

តៃម�កំុផ�ិច ( ) ( ) ( ) ( ), ,f z f x iy u x y iv x y= + = +  េហយេយងអចេ្របរបូមន� 
2 2

z z z zx and y
i

+ −
= = េដម្បរីករបូមន� 

ស្រមាប់ ( )f z ែដលពក់ព័ន�នឹងអេថរ z and z ។ 

ឧទហរណ៍៦៖ រក ( ) ( ) 2 24 4f z f x iy x i y= + = + េដយេ្របរបូមន�ែដលពក់ព័ន�នឹងអេថរ z and z ។ 

ដំេណាះ�សយ េយងមាន z x iy= +  េហយ 
2 2

z z z zx and y
i

+ −
= =  

េយងបាន  

( ) ( )
2 2

2 22 2

4 4
2 2

2 24 4
4 4

f z f x iy

z z z zi
i

z zz z z zz zi

= +

   + −
= +   

   
   + + − +   = +
   −   
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( )

( ) ( ) ( )

2 22 2

22

2 2

1 2 2 1

z zz z i z zz z

i z i zz i z

= + + − − +

= − + + + −  
ឧទហរណ៍១៖ េគឲ្យ 2( ) (1 ) (3 2 ) 2f z i z i z i= + − + + −   ែដល z∈   

 េគបាន 2( ) (1 )( ) (3 2 )( ) 2f x iy i x iy i x iy i+ = + + − + + + −   

                        

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

(1 )( 2 ) (3 3 2 2 ) 2
2 2 3 3 2 2 2

( 2 3 2 2) ( 2 2 3 1)

i x y ixy x iy ix y i
x y ixy ix iy xy x iy ix y i
x y xy x y i x y xy x y

= + − + − + + − + −

= − + + − − − − − + + −

= − − − + + + − + − − −

  

ដូចេនះ 2 2 2 2( ) ( ) ( 2 3 2 2) ( 2 2 3 1)f z f x iy x y xy x y i x y xy x y= + = − − − + + + − + − − −  ។ 

 ្រទឹស�បីទេទ�ធា binomial theorem 

 2

0

( 1)(1 ) 1 ...
2!

n
n n k k

n
k

n nz nz z z C z
=

−
+ = + + + + =∑  ែដល !

!( )!
k
n

nC
k n k

=
−

 ។ 

ឧទហរណ៍៖ គណនាកេន្សោម ( )81 2i+ ។ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

8 8 0 7 1 6 2 5 3 4 4

3 5 2 6 1 7 0 8

8 8 8 8 8
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

0 1 2 3 4

8 8 8 8
1 2 1 2 1 2 1 2

5 6 7 8

i i i i i i

i i i i

         
+ = + + + +         

         
       

+ + + +       
       

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )8 0 7 1 6 2 5 3 4 4 3 5 2 6 1 7 0 81 1 2 8 1 2 28 1 2 56 1 2 70 1 2 56 1 2 28 1 2 8 1 2 1 1 2i i i i i i i i i= + + + + + + + +

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 3 4 5 6 7 81 1 1 8 1 2 28 1 4 56 1 8 70 1 16 56 1 32 28 1 64 8 1 128 1 1 256i i i i i i i i= + + + + + + + +

1 16 112 448 1120 1792 1792 1024 256 527 336i i i i i= + − − + + − − + = − +  
្របតិបត�ិ៖ គណនា  ១. ( )42 3i+    ២. ( )31 i+     ៣. ( )52 i+  

៤. អនុគមន៍សនិទនពិជគណិត (𝑹𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏𝒂𝒍  𝑨𝒍𝒈𝒆𝒃𝒓𝒂𝒊𝒄  𝑭𝒖𝒏𝒕𝒊𝒐𝒏𝒔) 

ជាអនុគមន៍ែដលមានរង  𝒘 =
𝑷(𝒛)
𝑸(𝒛) =

𝒂𝟎𝒛𝒏 + 𝒂𝟏𝒛𝒏−𝟏 + ⋯+ 𝒂𝒏−𝟏𝒛 + 𝒂𝒏
𝒃𝟎𝒛𝒎 + 𝒃𝟏𝒛𝒎−𝟏 + ⋯+ 𝒃𝒎−𝟏𝒛 + 𝒃𝒎

  ។ 

ករណីពិេសស៖ , 0az bw ad bc
cz d

+
= − ≠

+
េហថា េទ�លីេនែអ៊រ(𝑩𝒊𝒍𝒊𝒏𝒆𝒂𝒓)ឬ្របភាគលីេនែអ៊រ(Fractional Linear)។  

ឧទហរណ៍ៈ ១. េគឲ្យអនុគមន៍ ( ) 1w f z
z

= =  ។ រកែផ�កពិត និងែផ�កនិម�ិតៃនអនុគមន៍  𝒘 = 𝒇(𝒛) ។ 

 តង  𝒛 = 𝒙 + 𝒊𝒚 

 នំាឲ្យ  ( ) 2 2 2 2 2 2
1 1 x iy x yf z i
z x iy x y x y x y

−
= = = = −

+ + + +
  

 ដូចេនះ ( ) 2 2, xu x y
x y

=
+

 និង ( ) 2 2, yv x y
x y

=
+

 ។  

ឧទហរណ៍ៈ ២. េគឲ្យអនុគមន៍ ( )
2 1

2 3
zf z
z
−

=
+

 ។ រកែផ�កពិត និងែផ�កនិម�ិតៃនអនុគមន៍េប 𝒛 = 𝒊 − 𝟏 

 តង  𝒛 = 𝒊 − 𝟏 

 នំាឲ្យ  ( ) ( )
( )

21 1 1 2 1 1 1 2 1
2 1 3 2 2 3 2 1
i i if z
i i i
− − − − + − − −

= = = = −
− + − + +
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 ដូចេនះ ( ), 1u x y = −  និង ( ), 0v x y =  ។  

៥. អនុគមន៍្រតីេកណមា្រត  (𝑻𝒓𝒊𝒈𝒐𝒏𝒐𝒎𝒆𝒕𝒓𝒊𝒄  𝑭𝒖𝒏𝒕𝒊𝒐𝒏) 

េយងកំណត់អនុគមន៍្រតីេកណមា្រត ឬ អនុគមន៍រង�ង់ េដយ  𝐬𝐢𝐧 𝒛   , 𝐜𝐨𝐬 𝒛   , 𝐭𝐚𝐧𝒛…។ ែដលមាន

ទំនាក់ទំនង   

sin , cos
2 2

iz iz iz ize e e ez z
i

− −− +
= =   ;   1 2 1 2sec , csc

cos siniz iz iz iz
iz z

z ze e e e− −= = = =
+ −

 និង 

( )
( )sin costan , cot

cos sin

iz iziz iz

iz iziz iz

i e ez e e zz z
z z e ei e e

−−

−−

+−
= = = =

−+
 …… និងមានរបូមន�ជាេ្រចនេទៀត ។ 

ឧទហរណ៍ៈ ១. �សយរបូមន�  𝟏 + 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒛 = 𝟏
𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒛

= 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒛 ។ 

 េយងមាន  
2 2 2

2 2
2 2 2

sin cos sin 11 tan 1 sec
cos cos cos

z z zz z
z z z

+
+ = + = = =   

 េ្រពះ  
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2cos sin
2 2 4 4

iz iz iz iz iz iz iz ize e e e e e e ez z
i

− − − −   + − + + − +
+ = + = +    −   

  

    
2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 4 1

4 4 4 4

iz iz iz iz iz iz iz ize e e e e e e e− − − −+ + − + + + − + −
= − = = =   

ឧទហរណ៍ៈ ២. �សយរបូមន�  𝟏 + 𝐜𝐨𝐭𝟐 𝒛 = 𝟏
𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒛

= 𝐜𝐬𝐜𝟐 𝒛 ។ 

 េយងមាន  
2 2 2

2 2
2 2 2

cos cos sin 11 cot 1 csc
sin sin sin

z z zz z
z z z

+
+ = + = = =   

ឧទហរណ៍៣៖ រក ( ) 2f z z=  ទំងជាទ្រមង់កូអរេដេនេដកត និងទ្រមង់កូអរេដេនបូ៉ែលរ 

ដំេណាះ�សយ  

• ចំេពះទ្រមង់កូអរេដេនេដកត ( ) ( ) ( ) ( ), ,f z f x iy u x y iv x y= + = + េគបាន 

 ( ) ( ) ( )2 2 2 2f z f x iy x iy x y ixy= + = + = − +  

 េយងេឃញថាែផ�កពិតគឺ  ( ) 2 2,u x y x y= −  

 េហយែផ�កនិមិត�គឺ  ( ), 2v x y xy=  

• ចំេពះទ្រមង់កូអរេដេនបូ៉ែលរ ( ) ( ) ( ) ( ), ,if z f re U r iV rθ θ θ= = + េគបាន 

( ) ( ) ( )2i if z f re reθ θ= = ( )22 ir e θ= 2 2ir e θ= ( )2 2 2cos 2 sin 2 cos 2 sin 2r i r irθ θ θ θ= + = +  

េយងេឃញថាែផ�កពិតគឺ  ( ) 2, cos 2U r rθ θ=  

 េហយែផ�កនិមិត�គឺ  ( ) 2, sin 2V r rθ θ=  

ចំណំា េនេពលេយងបានកំណត់ ( ),u x y  និង ( , )v x y  ចំេពះអនុគមន៍ ( )f z េនក�ុងទ្រមង់េដកត េយង្រត�វេ្រប

និ មិត�ស�� ្របសិនេបេយងចង់រក ( )f z េនក�ុងទ្រមង់បូ៉ែលរ។ ករប�� ក់៖ អនុគមន៍ ( ),u x y  និង ( ),U r θ  គឺ

ពិតជា ខុសគា�  េហយ ( , )v x y  និង ( ),V r θ ក៏ខុសគា� ែដរ។ េបេយងេ្របកូអរេដេនេដកត េយងអចេ្របនិមិត�

ស�� ណាមួយ ជំនួស។ ដូចគា� េនះែដរ្របសិនេបេយងកំពុងគណនាជាមួយកូអរេដេនបូ៉ែលរេយងអចេ្រប

និមិត�ស�� ណាមួយ ែដលេយងបានេ្រជសេរ ស។ 

ឧទហរណ៍៤៖ រក ( ) 5 24 6f z z z= + −  ជាទ្រមង់កូអរេដេនេដកត និងទ្រមង់កូអរេដេនបូ៉ែលរ 
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ដំេណាះ�សយ 

• ចំេពះទ្រមង់េដកត 

េដយ ( )5 5 4 3 2 2 3 4 55 10 10 5a b a a b a b a b ab b+ = + + + + +  េហយ ( )2 2 22a b a ab b+ = + +   

ជំនួស a x= េហយ b iy=  េនាះ 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

5 2

2 3 4 5 25 4 3 2 2

5 3 2 2 2 4 4 2 2 5

4 6

5 10 10 5 4 2 6

( 10 4 4 5 6) 5 10 8

f z f x iy

x iy x iy

x x iy x iy x iy x iy iy x x iy iy

x x y x y xy i x y x y xy y

= +

= + + + −

= + + + + + + + + −

= − + − + − + − + +

 

េយងបានែផ�កពិតគឺ ( ) 5 2 2 2 2 4, 10 4 4 5 6u x y x x y x y xy= − + − + −  

េហយែផ�កនិមិត�គឺ    ( ) 4 2 2 5, 5 10 8v x y x y x y xy y= − + +  

• ចំេពះទ្រមង់បូ៉ែលរ េដយេ្រប iz re θ=  េនាះ 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

5 2

5 2 5 2

4 6

cos5 4 cos 2 6 sin5 4 sin 2

i

i i

f z f re

re re

r r i r r

θ

θ θ

θ θ θ θ

=

= + −

= + − + +

 

េយងបានែផ�កពិតគឺ ( ) 5 2, cos5 4 cos 2 6U r r rθ θ θ= + −  

េហយែផ�កនិមិត�គឺ    ( ) 5 2, sin5 4 sin 2V r r rθ θ θ= +  

្របតិបតិ� 

១. តង ( ) 2 3w f z z z= = + ។ រក u and v  រចួគណនាតៃម�ៃនអនុគមន៍ f  េប 1 3z i= + ។ 

Solution ( ) 2 2Re 3 2 3u f z x y x and v xy y= = − + = + . Also, 

 ( ) ( ) ( )21 3 1 3 3 1 3 1 9 6 3 9 5 15f i i i i i i+ = + + + = − + + + = − +  

This shows that ( )1,3 5u = −  and ( )1,3 15v = . 

២. Let ( ) 2 6w f z iz z= = + . Find u and v and the value of f at 1 4
2

z i= +  

Solution. ( ) ( ) ( )2 6f z i x iy x iy= + + −  gives ( ), 6 2u x y x y= −  and ( ), 2 6v x y x y= − . Also 

 1 1 14 2 4 6 4 8 3 24 5 23
2 2 2

f i i i i i i i     + = + + − = − + − = − −     
     

 

៣. Find Re f , and Im f  and their values at the given point z  

 i). ( ) 25 12 3 2 4 3f z z z i at i= − + + −  

 ii). ( ) ( )1/ 1 1f z z at i= − −  

 iii). ( ) ( ) ( )2 / 2 8f z z z at i= − +  

៦. អនុគមន៍្រចស់ៃនអនុគមន៍្រតីេកណមា្រត  (𝑰𝒏𝒗𝒆𝒓𝒔𝒆  𝑻𝒓𝒊𝒈𝒐𝒏𝒐𝒎𝒆𝒕𝒓𝒊𝒄  𝑭𝒖𝒏𝒕𝒊𝒐𝒏𝒔) 
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 េប  𝒛 = 𝐬𝐢𝐧𝒘 េនាះ  𝒘 = 𝐬𝐢𝐧−𝟏 𝒛  េហថាអនុគមន៍្រតីេកណមា្រត្រចស់ៃន 𝒛 ។  េយងកំណត់អនុគម

ន៍្រចស់្រតីេកណមា្រត ឬ អនុគមន៍្រចស់រង�ង់ េដយ  𝐬𝐢𝐧−𝟏 𝒛 = 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧𝒛  ,  

𝐜𝐨𝐬−𝟏 𝒛 = 𝐚𝐫𝐜𝐜𝐨𝐬 𝒛   , 𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒛 = 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝒛… … ។ ែដលមានទំនាក់ទំនង   

១. ( )1 21sin ln 1z iz z
i

− = + −  

ស្រមាយប�� ក់ 

  េយងមាន 1sin sinw z z w−= ⇒ =   

  េគបាន sin 2
2

iw iw
iw iwe ez w iz e e

i

−
−−

= = ⇔ = −   

    21 2 0 2 1 0iw iw iw
iwe iz e ize

e
− − = ⇔ − − =   

  តង  , 0iwt e t= >   

    2 2 1 0t izt− − =   

    ( )2 2' 1 1iz z∆ = + = −   

  េនាះ  2 2
1 21 0 , 1t iz z t iz z= − − < = + −   

  េយងបាន ( )2 211 ln 1iwe iz z w iz z
i

= + − ⇒ = + −   

  ដូចេនះ ( )1 21sin ln 1z iz z
i

− = + −  

២. ( )1 21cos ln 1z z z
i

− = + −     ៣. 
2

1 1 1csc ln i zz
i z

−
 + − =
 
 

 

៤. 
2

1 1 1 1sec ln zz
i z

−
 + − =
 
 

    ៥. 1 1 1tan ln
2 1

izz
i iz

− + =  − 
 

៦. 1 1cot ln
2

z iz
i z i

− + =  − 
 (�សយដូចគា� ) 

៧. អនុគមន៍អីុែពបូលិក  (𝑯𝒚𝒑𝒆𝒓𝒃𝒐𝒍𝒊𝒄  𝑭𝒖𝒏𝒕𝒊𝒐𝒏𝒔) 

 េយងកំណត់អនុគមន៍អីុែពបូលិក េដយ  𝐬𝐢𝐧𝐡𝒛   , 𝐜𝐨𝐬𝐡𝒛   , 𝐭𝐚𝐧𝐡𝒛… … ។ ែដលមានទំនាក់ទំនង  

sinh , cos
2 2

z z z ze e e ez z
− −− +

= =   ;   1 2 1 2sech , csch
cosh sinhz z z zz z

z ze e e e− −= = = =
+ −

 និង 

sinh coshtanh , coth
cosh sinh

z z z z

z z z z
z e e z e ez z
z ze e e e

− −

− −

− +
= = = =

+ −
 …… និងមានរបូមន�ជាេ្រចនេទៀត ។ 

៨. អនុគមន៍្រចស់ៃនអនុគមន៍អីែពបូលិក (𝑰𝒏𝒗𝒆𝒓𝒔𝒆  𝑯𝒚𝒑𝒆𝒓𝒃𝒐𝒍𝒊𝒄   𝑭𝒖𝒏𝒕𝒊𝒐𝒏) 

េប  𝒛 = 𝐬𝐢𝐧𝐡𝒘 េនាះ  𝒘 = 𝐬𝐢𝐧𝐡−𝟏 𝒛  េហថាអនុគមន៍អីែពបូលិក្រចស់ៃន 𝒛 ។ េយងកំណត់អនុគមន៍អី

ែពបូលិក្រចស់ ឬ អនុគមន៍រង�ង់្រចស់ េដយ  𝐬𝐢𝐧𝐡−𝟏 𝒛 = 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧𝐡𝒛  , 

 𝐜𝐨𝐬𝐡−𝟏 𝒛 = 𝐚𝐫𝐜𝐜𝐨𝐬𝐡𝒛   , 𝐭𝐚𝐧𝐡−𝟏 𝒛 = 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝐡𝒛… … ។ ែដលមានទំនាក់ទំនង   

១. ( )1 2sinh ln 1z z z− = + +  
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ស្រមាយប�� ក់ 

  េយងមាន 1sinh sinhw z z w−= ⇒ =   

  េគបាន sinh 2
2

w w
w we ez w z e e

−
−−

= = ⇔ = −   

    21 2 0 2 1 0w w w
we z e ze

e
− − = ⇔ − − =   

  តង  , 0wt e t= >   

    2 2 1 0t zt− − =   

    2' 1z∆ = +   
  េនាះ  2 2

1 21 0 , 1t z z t z z= − + < = + +   

  េយងបាន ( )2 21 ln 1we z z w z z= + + ⇒ = + +  

  ដូចេនះ ( )1 2sinh ln 1z z z− = + +   

២. ( )1 2cosh ln 1z z z− = + −     ៣. 
2

1 1 1csch ln zz
z

−
 + + =
 
 

 

៤. 
2

1 1 1sech ln zz
z

−
 + − =
 
 

    ៥. 1 1 1tanh ln
2 1

zz
z

− + =  − 
 

៦. 1 1 1coth ln
2 1

zz
z

− + =  − 
 (�សយដូចគា� ) 

៩. អនុគមន៍អិុចស្ប៉ូណង់ែស្យល  (𝑬𝒙𝒑𝒐𝒏𝒆𝒏𝒕𝒂𝒊𝒍   𝑭𝒖𝒏𝒕𝒊𝒐𝒏) 

 ក. និយមន័យ (𝑫𝒆𝒇𝒊𝒏𝒊𝒕𝒊𝒐𝒏) 

អនុគមន៍អិុចស្ប៉ូណង់ែស្យលជាអនុគមន៍ែដលមានរង  𝒆𝒛 េហយអចសរេសរជាអនុគមន៍ៃន 

𝐜𝐨𝐬 𝒚    , 𝐬𝐢𝐧𝒚    និង   𝒆𝒙 ។  េគសរេសរេដយ  𝒆𝒛 = 𝒆𝒙(𝐜𝐨𝐬𝒚 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝒚)  ឬ  𝒆𝒛 = 𝒆𝒙(𝐜𝐨𝐬𝒚 , 𝐬𝐢𝐧𝒚) ។ 

ស្រមាយប�� ក់ 

  េយងតង  𝒛 = 𝒙 + 𝒚𝒊 

  នំាឲ្យ   𝒆𝒛 = 𝒆𝒙+𝒊𝒚 = 𝒆𝒙 ∙ 𝒆𝒊𝒚 = 𝒆𝒙(𝐜𝐨𝐬𝒚 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧  𝒚) 

ឧទហរណ៍ៈ ១. េគឲ្យអនុគមន៍ ( ) 1zf z e += ។ រកែផ�កពិត និងែផ�កនិម�ិតៃនអនុគមន៍េប  𝒛 = 𝟏 + 𝝅𝒊 

 តង  𝒛 = 𝟏 + 𝒊𝝅 

 នំាឲ្យ  𝒘 = 𝒇(𝒛) = 𝒆𝒛 = 𝒆𝟏+𝒊𝝅 = 𝒆 ∙ 𝒆𝒊𝝅 = 𝒆(𝐜𝐨𝐬𝝅 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧𝝅) = −𝒆 

 ដូចេនះ 𝒖(𝒙,𝒚) = −𝒆 និង 𝒗(𝒙,𝒚) = 𝟎 ។ 

 ខ. លក�ណៈ 

  េប  𝒛𝟏 = 𝒓𝟏𝒆𝒊𝜽𝟏  និង   𝒛𝟐 = 𝒓𝟐𝒆𝒊𝜽𝟐 ែដល  𝒓𝟏  , 𝒓𝟐 ∈ ℝ   ;    𝒓𝟏 , 𝒓𝟐 > 𝟎 និង  𝜽𝟏 ,𝜽𝟐 ∈ ℝ 

 +  𝒛𝟏��� = 𝒓𝟏𝒆−𝒊𝜽𝟏  +  −𝒛𝟏 = 𝒓𝟏𝒆𝒊(𝜽𝟏+𝝅)  + 𝒛𝟏𝒛𝟐 = 𝒓𝟏𝒓𝟐𝒆𝒊(𝜽𝟏+𝜽𝟐) 

        + 
𝟏
𝒛𝟏

=
𝟏
𝒓𝟏
𝒆−𝒊𝜽𝟏                     +   

𝒛𝟏
𝒛𝟐

=
𝒓𝟏
𝒓𝟐
𝒆𝒊(𝜽𝟏−𝜽𝟐)                    +  𝒛𝟏𝒏 = 𝒓𝟏𝒏𝒆𝒊𝒏𝜽𝟏    ;    𝒏 ∈ ℕ 
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 សមា� ល់ 2 ; 1
i ie i e

π
π= = −   េប  |𝒛| = 𝒓 = 𝟏 ។ 

១០. អនុគមន៍េលករតី (𝑳𝒐𝒈𝒂𝒓𝒊𝒕𝒉𝒎𝒊𝒄  𝑭𝒖𝒏𝒕𝒊𝒐𝒏𝒔) 

  អនុគមន៍េលករតី កំណត់េដយ  𝒘 = 𝒇(𝒛) = 𝐥𝐧 𝒛 = 𝐥𝐧 𝒓 + 𝒊(𝜽 + 𝟐𝒌𝝅) ជាអនុគមន៍្រចស់ៃនអនុគម

ន៍អិចស្ប៉ូណង់ែស្យល ។ 

ស្រមាយប�� ក់ 

 េយងមាន  𝒛 = 𝒙 + 𝒊𝒚    ែដល   𝒛 ≠ 𝟎 

 េគបាន  𝒘 = 𝐥𝐧 𝒛                ⟹        𝒛 = 𝒆𝒘 

 ប�ូរអេថរ  𝒘 = 𝒖 + 𝒊𝒗 និង 𝒛 = 𝒓𝒆𝒊𝜽  (𝟏) 

 េគបាន  𝒛 = 𝒆𝒘 = 𝒆𝒖+𝒊𝒗 = 𝒆𝒖 ∙ 𝒆𝒊𝒗    (𝟐) 

 តម  (𝟏)  និង   (𝟐) េនាះ 𝒆𝒖 = 𝒓             ⟹             𝒖 = 𝐥𝐧 𝒓 

     𝒆𝒊𝜽 = 𝒆𝒊𝒗         ⟹              𝒗 = 𝜽 + 𝟐𝒌𝝅       (𝟎 ≤ 𝜽 ≤ 𝟐𝝅) 
 េយងបាន  𝒘 = 𝐥𝐧 𝒛 = 𝐥𝐧 𝒓 + 𝒊(𝜽 + 𝟐𝒌𝝅) ែដល 𝒓 = |𝒛| = �𝒙𝟐 + 𝒚𝟐  ;   𝜽 = 𝐚𝐫𝐠(𝒛) 

ឧទហរណ៍ៈ កំណត់ែផ�កពិត និងែផ�កនិម�ិតៃនអនុគមន៍  𝒇(𝒛) = 𝟏 + 𝒛 − 𝐥𝐧𝒛 ែដល  𝒛 = √𝟑 + 𝒊 ។ 

 េយងមាន  𝒛 = √𝟑 + 𝒊 = 𝟐 �𝐜𝐨𝐬 𝝅
𝟔

+ 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝝅
𝟔
�  

 េគបាន  𝒇(𝒛) = 𝟏 + 𝒛 + 𝐥𝐧 𝒛 = 𝟏 + √𝟑 + 𝒊 + 𝐥𝐧𝟐 + 𝒊 �𝝅
𝟔

+ 𝟐𝒌𝝅� 

    𝒇(𝒛) = 𝟏 + √𝟑 + 𝐥𝐧𝟐 + 𝒊 �𝟏 + 𝝅
𝟔

+ 𝟐𝒌𝝅� 

 ដូចេនះ  𝒖(𝒙,𝒚) = 𝟏 + √𝟑 + 𝐥𝐧𝟐 និង 𝒗(𝒙,𝒚) = 𝟏 + 𝝅
𝟔

+ 𝟐𝒌𝝅 

• ជាដំបូងេបេយងសរេសរ (cos sin ) iz x iy r i re θθ θ= + = + =   

 េយងបាន ln lnz r iθ= +  ។ 

 ជាទូេទេគអចសរេសរ ( 2 )i kz re kθ π+= ∀ ∈   

 ដូចេនះ ln ln ( 2 ) ,z r i k kθ π= + + ∈  ។ 

ឧទហរណ៍១៖ គណនា ln( 1)−   

េគមាន i( 2 )1 cos( 2 ) sin( 2 ) kk i k e π ππ π π π +− = + + + =   

េគបាន ln( 1) ( 2 ) (1 2 ) ,i k i k kπ π π− = + = + ∈  ។ 

េប 0k =  េនាះ ln( 1) iπ− =  (េហថាតៃម�េគាល) 

ឧទហរណ៍២៖  រកតៃម�េគាលៃន ii  ។ 

េគមាន 2cos sin
2 2

i
i i e

ππ π
= + =   េនាះ 

2

2 2 2

ii i
ii e e e

π π π
− 

= = = 
 

 ។ 

ឧទហរណ៍៣៖  រកតៃម�េគាលៃន 
1 3
2 2

i

i
 

+  
 

 ។ 

េគមាន 31 3 cos sin
2 2 3 3

i
i i e

ππ π
+ = + =   េនាះ 

2

3 3 31 3
2 2

i ii i

i e e e
π π π

−   
+ = = =       

 ។ 

េរៀបេរៀងេដយ េអា មណីច�នា�  Page 57 

 



វិភគអេថរកុផំ�ិ ច 
 

េរៀបេរៀងេដយ េអា មណីច�នា�  Page 58 

 

U១១. ែដនតំណាងក�ុងប�ង់កំុផ�ិច 

 ឧទហរណ៍ៈ ១. រកែដនតំណាងៃន  |𝒛| ≤ 𝟏  ជាកំ   និងគល់ត្រម�យ  𝒐 ជាផ�ិត ។ 

  

 

 

 

  

ឧទហរណ៍ៈ ២. រកែដនតំណាងៃន  |𝒛| ≥ 𝟏  ជាកំ   និងគល់ត្រម�យ  𝒐 ជាផ�ិត ។ 

 

 

 

  

ឧទហរណ៍ៈ ៣. រកែដនតំណាងៃន  𝟏 ≤ |𝒛 − 𝟏| ≤ 𝟒  ។ 

 

 

 

 

 

 

ឧទហរណ៍ៈ ៤. រកែដនតំណាងៃន  −𝝅 ≤ 𝑹𝒆(𝒛) ≤ 𝝅  ។  

 

លហំត ់

១. គណនាតៃម�អនុគមន៍អេថរកំុផ�ិចខងេ្រកម្រតង់ចំណុច ( ) ( ) ( ) ( )3 , 1 , 2 4 , 9f i f f i f+ − − + −   

 ក. ( ) 3 2f z z z= +     ខ. ( ) 22 3f z z z= + −     គ. ( ) 1
1

f z
z

=
+

  

 ឃ. ( ) 2
1

1
f z

z
=

−
    ង. ( ) 3

1f z
z

=      ច. ( )
21 2

3
z if z
i z

+ −
=

+
 

២. គណនាែផ�កពិត និងែផ�កនិម�ិត ៃនអនុគមន៍ខងេ្រកម 

 ក. ( ) 2 4 1f z z z= + −    ខ. ( ) 3 1f z z= −     គ. ( )
1

zf z
z

=
+

  

 ឃ. ( )
3 8

2
zf z
z
−

=
−

    ង. ( ) 23 4z zf z e e z−= + +    ច. ( ) 2 33 lnzf z e z z= − +   

៣. កំណត់ែដនតំណាងៃនអនុគមន៍ខងេ្រកម 
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 ក. | 4 | 4z i− =     ខ. | 1 2z + + >      គ. 1 | | 6
3

z a< − <   

 ឃ. ( )0 Re
2

z π
< <     ង. ( )Im zπ π− < <     ច. ( )2Im 2z =   

 ឆ. ( )arg
4

z π
≤     ជ. 1 1

1
z
z
+

=
−

    ឈ. | 1| | 1|z z− ≤ +   

៤. បង� ញថា 

 ក. ( )cos cosz z− =    ខ. ( )sin sinz z− = −     គ. ( )tan tanz z− = −   

 ឃ. 2 21 tanh sechz z− =    ង. cos coshiz z=   ច. ( )sin sin cosh cos sinhyx iy x y i x+ = +   

៥. ចូរសរេសរអនុគមន៍អេថរកំុផ�ិចខងេ្រកមជាទ្រមង់ ( , ) ( , )u x y iv x y+   

 ក) 2( )w f z z= =   ខ) ( ) 1
1

zw f z
z
−

= =
+

  

 គ) 2( ) 2w f z z z= = −   ឃ) 4( ) (1 )w f z z= = +   

 ង) ( )
2

1
zw f z

z
= =

+
  ច) 2( ) 2 3 1w f z z z= = − +   

៦. ចូរសរេសរពហុធាអេថរកំុផ�ិចខងេ្រកមជាទ្រមង់ ( , ) ( , )u x y iv x y+  

 ក) 2( ) 1 2f z z iz i= + + −   ខ) 2( ) 3 2f z iz z i= − + +   

 គ) 2( ) (1 ) (1 ) 3 2f z i z i z i= − + + + −   ឃ) 3 2( ) (1 ) 3 2f z z iz i z i= + − + + +   

 ង) 3 2( ) (1 ) (1 ) (2 ) 1 2f z i z i z i z i= + + − + + − +   

៧. ចូរបែម�ងអនុគមន៍ខងេ្រកមជាទ្រមង់ ( , ) ( , )u x y iv x y+  ែដល z x iy= +   

 ក) 3 2( ) 2f z z iz= −   ខ) ( ) sinf z z z=   

 គ) 4( )f z z=   ឃ) 1( )
1

zf z
z

+
=

−
  

៨. ចូរកំណត់្រគប់តៃម�ៃន ៖ ក)
1
2ln( )i   ខ) ln( )ei−   

     គ) ln(1 )i−   ឃ) (1 )ii+   

៩. ចូរកំណត់តៃម�េគាលៃនកំុផ�ិចនីមួយៗខងេ្រកម៖ 

 ក) (1 3)ii+   ខ) 2i   

 គ) 4(1 ) ii−   ឃ) ( 3 )ii+   

១០. ចូរ�សយថា 0ze ≠  ចំេពះ្រគប់ z  ។ 

១១. ចូរកំណត់្រគប់ឬសៃនសមីករ ៖ 

 ក) 3ze = −   ខ) 1lnz
2

iπ=   

 គ) sin 2z =   ឃ) cos 3z =   

១២. ចូរកំណត់តៃម�េគាលៃន ៖ 

  ក) 3
2

i
i +

  
 

     ខ) 1
2

ii+ 
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 គ)

1 3
2

i
i −

  
 

     ឃ)

2 2 2 2
2

i

i + + − 
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េមេរៀនទី ៧ 

លមីីតៃនអនុគមន៍អេថរកុំផ�ិច 
(𝑳𝒊𝒎𝒊𝒕  𝒐𝒇  𝑪𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙  𝑽𝒂𝒓𝒊𝒂𝒃𝒍𝒆  𝑭𝒖𝒏𝒕𝒊𝒐𝒏𝒔) 

១. និយមន័យ (𝑫𝒆𝒇𝒊𝒏𝒊𝒕𝒊𝒐𝒏) 

លីមីតៃនអនុគមន៍អេថរកំុផ�ិចកំណត់េដយ ( )w f z=  េពលែដល  0z z→  េគបាន
0

lim ( )
z z

f z L
→

= កល

ណា  0 , 0ε δ∀ > ∃ >  ែដល  00 | |z z δ< − <  េនាះ ( )f z L ε− <  ។ 

ឧទហរណ៍ៈ េប   ( ) 2f z z=  បង� ញថា  
2

lim ( ) 4
z i

f z
→

= −  ។ 

 េយងមាន  ( ) 2 4f z L zε ε− < ⇔ + <   

    ( )( )2 2 2 2z i z i z i z iε ε− + < ⇔ − + <  

 ែដល   3 3 2 5i z i i z i i< < ⇔ < + <  

| 3 | | 2 | | 5 | 9 | 2 | 25i z i i z i< + < ⇔ < + <  

9 | 2 | | 2 || 2 | 25 | 2 |z i z i z i z i− < − + < −  

 នំាឲ្យ   9 | 2 | | 2 |
9

z i z i εε− < ⇒ − <   

 តង   , 0 , 0
9
εδ ε δ= ∀ > ∃ >  

 េនាះ   0 | 2 |z i δ< − <   

 ដូចេនះ   
2

lim ( ) 4
z i

f z
→

= −  

ឧទហរណ៏ បង� ញថា 
( )

2

2
lim 3 9 12

z i
Z i

→ +
= + ។ 

 េយងមាន ( )2( ) 3 9 12f z L Z iε ε− < ⇔ − + <  
2 23 9 12 3 3 4Z i Z iε ε− − < ⇔ − − <  

( ) ( )22 2 23 4 4 3 2Z i i Z iε ε− + + < ⇔ − + <  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )3 2 2 3 2 2Z i Z i Z i Z iε ε− + + + < ⇔ − + + + <  

   េប  2Z i→ +  

េគបាន  3 2 (2 ) 5 3 13 (2 ) 34i Z i i Z i+ < + + < + ⇔ < + + <  

ឬ   3 13 3 (2 ) 3 344Z i< + + <  

( ) ( ) ( )3 13 Z 2 i 3 2 (2 ) 3 34 2Z i Z i Z i− + < − + + + < − +  

     េគបាន  ( ) ( )3 13 Z 2 i Z 2 i
3 13
εε− + < ⇔ − + <  

      តង   , 0 , 0
3 13
εδ ε δ= ∀ > ∃ >  

ដូចេនះ  (2 )Z i δ− + <  

២. លក�ណៈ 

េប iyxZ 000 +=  
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),(),()( yxivyxuyixf +=+  និង BiAL +=  

េនាះ 
( )

( )

0 0

0

0 0

( , ) ,

( , ) ,

( , )
( )

( , )
x y x y

z z
x y x y

Lim u x y A
Lim f z L

Lim v x y B
→

→
→

=
= ⇔  =

 

៣. ករគណនាលីមីត 

េប  
0 0

1 2( ) , ( )
z z z z
Lim f z w Lim g z w
→ →

= =  

េយងបានលក�ណៈ 

ក. [ ] ( ) ( )
0 0 0

1 2( ) ( )
z z z z z z
Lim f z g z Lim f z Lim g z w w
→ → →

± = ± = ±  

ខ. [ ] ( )
0 0

1( )
z z z z
Lim kf z kLim f z kw
→ →

= =  

គ. [ ] ( ) ( )
0 0 0

1 2( ) ( )
z z z z z z
Lim f z g z Lim f z Lim g z w w
→ → →

× = × = ×  

ឃ. 
( )
( ) ( )( )0

0

0

1

2

( ) , 0
( )

z z

z z
z z

Lim f z wf zLim g z
g z Lim g z w

→

→
→

 
= = ≠ 

 
 

ឧទហរណ៍ គណនាលីមីតខងេ្រកម 

ក. ( )2

2
3 4 5

z i
Lim z z
→

+ −    ខ. 
2

21

15
z i

z z iLim
z i i→− +

− +
− −

   គ. 
4

4
2 1

1z

zLim
z→∞

+
+

  

ឃ. 2

2 2z i
Lim z i
→− +

−     ង. 
2

1

3 2
1z

zLim
z→

+ −
−

   ច. 
2

6
1
1z i

zLim
z→

+
+

  

ចេម�យ  គណនាលីមីត 

 ក. ( ) ( ) ( )22

2
3 4 5 3 2 4 2 5 12 8 5 17 8

z i
Lim z z i i i i
→

+ − = + − = − + − = − +   

ខ. 
( ) ( )22

2 21

1 1 1515 1 2 1 1 15 1 12
0 01z i

i i iz z i i i i iLim
z i i i i i→− +

− + − − + +− + − − + − + +
= = = = ∞

− − − + − −
 

 គ. 

4
4 4

4
4

4

12
2 1 2

11 1
z z

z
z zLim Lim

z z
z

→∞ →∞

 + +  = =
 + + 
 

  

ឃ. ( )
3

22 2
2 2

2 2 4 8 4 9 3
z i

Lim z i i i i i i i
→− +

− = − + − = − − − = − = ×   

ង. 
( )( ) ( )( )

2 2 2

1 1 12 2

3 2 3 4 1 1 1 1
1 2 2 21 3 2 1 3 2z z z

z z zLim Lim Lim
z z z z z→ → →

+ − + − − +
= = = =

− +− + + − + +
 

ច. 
( ) ( )( )

2 2 2

6 3 4 22 4 22

1 1 1 1 1
31 11 11z i z i z i

z z zLim Lim Lim
z i iz z zz→ → →

+ + +
= = = =

+ − ++ − ++
  

៤. ភាពជាប់ៃនអនុគមន៍ 

+ អនុគមន៍  )(zf   ជាប់្រតង់ចំណុច 0z  េប )(zf  មានន័យ្រតង់ 0z  និង ( ) ( )0
0

zfzfLim
zz

=
→

 

+ អនុគមន៍  )(zf   ជាអនុគមន៍ជាប់េនក�ុងែដនកំណត់  D  េប  )(zf   ជាប់្រគប់ចំណុចៃន D ។ 
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+ េបអនុគមន៍ )(zf  និង )(zg  ជាប់្រតង់  0z  េហយ  k ជាចំនួនេថរេនាះ េយងបាន 

)()( zgzf ±• ជាអនុគមន៏ជាប់្រតង់ 0z  

)(zkf•  ជាអនុគមន៍ជាប់្រតង់ 0z  

0)(,
)(
)(

≠• zg
zg
zf

 ជាអនុគមន៍ជាប់្រតង់ 0z  

+ ្រគប់អនុគមន៏ពហុធា ជាអនុគមន៍ជាប់្រតង់  z∀ ∈  

+ ្រគប់អនុគមន៍សនិទន ជាអនុគមន៍ជាប់េលកែលងែតឬសភាគែបង។ 

ឧទហរណ៍ េគឲ្យ 54
2
1)( 2 −+= zzzf ។ បង� ញថា )(zf ជាប់្រតង់  iz += 20 ។ 

ចេម�យ  )(zf ជាអនុគមន៍ជាប់  iz += 20   កលណា ( )0)(
0

zfzfLim
zz

=
→

 

( ) ( )2
0

1 9( ) 2 4 2 5 6 (1)
2 2

f z i i i • = + + + − = +  
 

( ) ( ) ( )

( )

0

2
22

1 14 5 2 4 2 5
2 2

1 3 94 4 1 8 4 5 2 3 4 6 (2)
2 2 2

z z z i
Lim f z Lim z z i i

i i i i i

→ → +

   • = + − = + + + −      

= + − + + − = + + + = +
 

  តម   )1(    និង   )2( នំាឲ្យ ( )
0

0
9( ) 6
2z z

Lim f z f z i
→

= = +  

ដូេច�ះ )(zf ជាអនុគមន៍ជាប់ iz += 20 ។ 

 

លហំត ់

១. េដយេ្របនិយមន័យលីមីតបង� ញថា 

 ក. ( )2

3
2 7

z i
Lim z i i
→

+ − = − −    ខ. 
1

1
1z i

Lim i
z→ −
= −

−
   គ. 

2

21

1 11
22 2z i

z z iLim i
z z→ +

− + −
= −

− +
  

២. គណនាលីមីតខងេ្រកម 

 ក. ( )4 2

2
3 10

z i
Lim iz z i
→

+ −    ខ. 
( )( )

( )2

2

2 3 4

1iz

z z i
Lim

iz→

− +

−
  គ. 

2

21

1
2 2z i

z iLim
z z→ +

− − 
 − + 

  

 ឃ. 
4

2

4 1i

z e

zLim
z zπ

→
+ +

    ង. 
( )( )

2 1 3
2 4 3z

iz iz iLim
z i z i→∞

− + −
+ − −

  ច. ( )2
z
Lim z z i z i
→∞

+ − +   

៣. រក្រគប់ចំណុចែដលេធ�ឲ្យអនុគមន៍ខងេ្រកមមិនជាប់ 

 ក. ( )
2

4
3 4

16
zf z

z
+

=
−

    ខ. ( ) cotf z z=    គ. ( ) 1 secf z z
z

= −   

៤. បង� ញថា  ( ) 2 2 3f z z z= − +  ជាប់្រគប់ចំណុចេនក�ុងប�ង់ ។ 

៥. បង� ញថា  ( )
2

3
1
9

zf z
z

+
=

+
   

 ក. ជាប់ ។   ខ. ជាប់ក�ុងែដន  | | 2z ≤   ។ 
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េមេរៀនទី ៨ 

េដរេីវៃនអនុគមន៍អេថរកុំផ�ិច 
(𝑫𝒆𝒓𝒊𝒗𝒂𝒕𝒊𝒗𝒆  𝒐𝒇  𝑪𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙  𝑽𝒂𝒓𝒊𝒂𝒃𝒍𝒆  𝑭𝒖𝒏𝒕𝒊𝒐𝒏) 

១. េដរេីវ្រតង់ចំណុច 0z  

និយមន័យ  

)(zf   ជាអនុគមន៍ជាប់េលចេនា� ះ I  េហយ 0z ជាចំនួនកំុផ�ិចេនក�ុងចេនា� ះ I  និង  k ជាចំនួន ពិតមិន

សូន្យ ែដល  Ikz ,0 +   ជាចំនួនេដរេីវ្រតង់ចំណុច  0z  ជាលីមីតៃនអ្រតកំេណ នៃនអនុគមន៍ )(zf   រវង 0z  

និង kz +0  កលណា k  ឬ z∆  ខិតេទជិត 0 ។  ចំនួនេដរេីវ្រតង់ 0z  ៃនអនុគមន៍ )(zf  កំណត់េដយ  

k
zfkzf

Lim
z
fLimzf

kz

)()(
)( 00

000
−+

=
∆
∆

=
→→∆

 

ឧទហរណ៍ គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍  zzzf += 2)(   ្រតង់  iz 20 =  ។ 

  តមនិយមន័យលីមីត iz 20 =  េយងបាន 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2

0 0

2 2

0 0

2

0

2 2 2 22 2
2

4 4 2 4 2 4

4
1 4

k k

k k

k

i k i k i if i k f i
f i Lim Lim

k k
ik k i k i ik k kLim Lim

k k

k ik k k
Lim i

k

→ →

→ →

→

 + + + − ++ −  ′ = =

   − + + + + + − + +
= =   

   

+ +
= = +

 

ដូេច�ះ izf 41)(' +=  

 សំគាល់៖  

− zzz −=∆ 0 េហថាបែ្រមប្រម�លអេថរ 

− ( fzfzzf ∆=−∆+ )()( 00 េហថាបែ្រមប្រម�លអនុគមន៍ 

− )( 0zf ជាេដរេីវៃនអនុគមន៍ )(zf ្រតង់ចំណុច 0z  

េដរេីវៃនអនុគមន៍អេថរកំុផ�ិចមានលក�ណៈដូចនឹងេដរេីវៃន អនុគមន៍អេថរពិតែដរ ។  

0

0
0

0

( ) ( )'( )
z z

f z f zf z Lim
z z→

−
=

−
  ។ 

២. លក�ណៈេដរេីវ 

េប  )(zf   និង )(zg   ជាអនុគមន៍អេថរកំុផ�ិចកំណត់ េគបាន 

ក. [ ]( ) ( ) ( ) ( )f z g z f z g z′ ′ ′± = ±    ខ. [ ]( ) ( )kf z kf z′ ′=  

គ. [ ] ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) g'f z g z f z g z z f z′ ′× = × + ×   ឃ. 
[ ]2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

f z f z g z g z f z
g z g z

′ ′ ′  × − ×
= 

 
 

ឧទហរណ៍ គណនាអនុគមន៍អេថរកំុផ�ិចខងេ្រកម ( ) , ( ) , ff g f g
g

′ ′ ′+ ×  
 

 

េរៀបេរៀងេដយ េអា មណីច�នា�  Page 63 

 



វិភគអេថរកុផំ�ិ ច 
 

េប 12)( 2 −+= zzzf    េហយ   2

1)(
z

zg = ។ 

េដយ  2( ) 2 1 ( ) 2 2f z z z f z z′= + − ⇒ = +  

    2 3
1 2( ) ( )g z g z
z z

−′= ⇒ =  

េយងបាន ' ' '
3 3

2 1( ) 2 2 2 1f g f g z z
z z

 • + = + = + − = + − 
 

  ឬ   3

3
4 )1(2

z
zz −+

 

' ' ' 2
3 3

2 2 3 3 2 2

1 2( ) (2 2) ( 2 1)

2 2 2 4 2 2 2 2 1 1

f g f g z z z
z z

z
z zz z z z z z

   • × = + = + + − + −   
   

+     = + − − + = − = −     
     

 

2

2

322

2

'''

1

24222









+++





 +

=
−

=







•

z

zzzz
z

g
fggf

g
f

     

          

2 2 2 3 4 3 2
2 3

4

2 2 2 4 2
4 6 2 4 6 21

z
zz z z z z z z z

z z z
z

+ + + +
 = = + + = + + 
 

 

៣. របូមន�ខ�ះៗ ៃនេដរេីវអេថរកំុផ�ិច 

 មានលក�ណៈដូចអេថរពិតែដរគឺ ៖ 

១. ( )f z a=    េនាះ  ( ) 0 , ( 0)f z a′ = ≠  

២. ( )f z az=    េនាះ  ( )f z a′ =  

៣. 2( )f z az b= +   េនាះ  ( ) 2 , ( , 0)f z az a b′ = ≠  

៤. ( ) nf z z=    េនាះ  1( ) ( 0, 1)nf z nz n n−′ = ≠   

៥. ( )f z z=    េនាះ  
1( ) , ( 0)

2
f z z

z
′ =   

៦. 
1( )f z
z

=    េនាះ  2

1( ) , ( 0)f z z
z

′ = − ≠  

៧. [ ]( ) ( ) nf z u z=   េនាះ  1( ) '( ) ( )nf z nu z u z −′ = ×  

៨. ( ) ( )f z u z=   េនាះ  
'( )( )

2 ( )
u zf z

u z
′ =  

៩. ( ) cosf z z=   េនាះ  ( ) sinf z z′ = −  

១០. ( ) sinf z z=   េនាះ  ( ) cosf z z′ =  

១១. ( ) tanf z z=   េនាះ  2
2

1( ) 1 tan
cos

f z z
z

′ = = +  

១២. ( ) cotf z z=   េនាះ  2
2

1( ) (1 cot )
sin

f z z
z

′ = − = − +  

១៣. ( ) zf z e=    េនាះ  ( ) zf z e′ =  
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១៤. ( ) azf z e=   េនាះ  ( ) azf z ae′ =  

១៥. ( ) lnf z z=   េនាះ  
1( )f z
z

′ =  

ឧទហរណ៍ គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ខងេ្រកម 

ក. ( )22( ) 2f z z z= +    ខ. ( ) 3 ³ 1f z z= +           គ. 
1( )

³ 3
zf z
z
−

=
+

 

ឃ. ( )2
( ) 4f z z z= +    ង. ( ) cos 2zf z e z=   ច. 

1( )
1

z

z

ef z
e
+

=
−

 

ចេម�យ  គណនាេដរេីវ 

ក. 3( ) ( ² 2 )f z z z= +  
2 2 2 4 3 2

5 4 3 4 3 2

( ) 3( 2 ) ( 2 ) 3(2 2)( 4 4 )
6 24 24 6 24 24

f z z z z z z z z z
z z z z z z

′ ′= + + = + + +

= + + + + +
 

5 4 3'( ) 6 30 48 24 ²f z z z z z= + + +

 
ខ. 

1
2( ) 3 ² 1 (3 ² 1)f z z z= + = +  

1 11
2 21 1'( ) (3 ² 1) '(3 ² 1) (6 )(3 ² 1)

2 2
f z z z z z

− −
= + + = +  

3'( )
3 ² 1

zf z
z

=
+

 គ. 
³ 1( )

3
zf z
z
−

=
+

 

2 3 3

2

3 ( 3) ( 1) 3 9 ² ³ 1'( )
( 3) ( 3)²

z z z z z zf z
z z
+ − − + − +

= =
+ +

 

3 2

2

2 9 1'( )
( 3)

z zf z
z
+ +

=
+

 

ឃ. ( )2
( ) 4f z z z= +  

( ) ( ) ( )1'( ) 2 4 4 2 4 4
2

f z z z z z z z
z

 ′= + + = + + 
 

 

( )2'( ) 8 4f z z z
z

 = + + 
 

 

  ង. ( ) cos 2zf z e z=  

'( ) ( cos 2 ) ' ( ) 'cos 2 (cos 2 ) ' cos 2 2 sin 2z z z z zf z e z e z e z e z e z= = + = −  

ច. 
1( )
1

z

z

ef z
e
+

=
−

 

2 2

( 1) '( 1) ( 1) '( 1) ( 1) ( 1)'( )
( 1) ( 1)

z z z z z z z z

z z

e e e e e e e ef z
e e

+ − − − + − − +
= =

− −
 

          2

( 1) ( 1)
( 1)

z z z

z

e e e
e

 − − + =
−   
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៤. អត�ិរភាពៃនេដរេីវ Existence of a Derivative 

ចំេពះអនុគមន៍កំុផ�ិចៃនអេថរកំុផ�ិច ែដល ( ) ( ) ( )f z u z iv z= + ែដល ,z x iy and u v= + ជាអនុគមន៍ពិត្របាកដ 

េដរេីវៃន ( )f z  កំណត់េដយ ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

' lim lim
z z

f z f z z f zdff z
dz z z∆ → ∆ →

∆ + ∆ −
= = =

∆ ∆
  ឱ្យេដយលីមីត ជាករ

ឯករជ្យៃនវធីិស�ស�ពិេសេស្រតង់ចំណុច z េនក�ុងប�ង់កំុផ�ិច។ វែតងែតពិតដូចែដលឱ្យេដយលក�ខណ�  

Cauchy-Riemann (C-R) គឺ ,u v u v
x y y x
∂ ∂ ∂ ∂

= = −
∂ ∂ ∂ ∂

 

ឧទហរណ៍៖ គណនាេដរេីវៃន ( ) 2w z z=   

( ) ( )
( ) ( )

22 2 23

2 2, , 2

2 2

w z z x iy x y

u x y x y and v x y xy
u v u vx and y
x y y y

= = + = −

= − =

∂ ∂ ∂ ∂
= = = − = −

∂ ∂ ∂ ∂

 

េគបាន  2 2 2dw u vi x yi z
dz x x

∂ ∂
= + = + =
∂ ∂

 

ឧទហរណ៍២៖ គណនាេដរេីវៃន ( ) 1w z
z

=  

 ( ) 2 2
1 1 z x iyw z
z z x yz

−
= = ⋅ =

+
 

 ( ) ( )2 2 2 2, ,x yu x y and v x y
x y x y

−
= =

+ +
  or  ( )

2

1/ 1d z
dz z

= −    

លហំត ់

១. គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍តមនិយមន័យេដរេីវ 

 ក. ( )
1

zf z
z

=
+

    ខ. ( ) 2 zf z e=     គ. ( ) cosf z z=  

២. គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ 

 ក. ( ) ( )( )3 21f z z z i= + −    ខ. ( ) z if z
z i
+

=
−

   គ. ( )
( )2

1zf z
z i
+

=
−

  

 ឃ. ( ) 2 1f z z z= + −    ង. ( ) ( )2 cos 2zf z e z i= +   ច. ( ) ( )2ln 1f z z z= + +   

 ឆ. ( ) 1sinf z z−=     ជ. ( ) 1sinhf z z−=    ឈ. ( ) 1sechf z z−=   

៣. គណនាេដរេីវ្រតង់ចំណុច 0z  ៃនអនុគមន៍ខងេ្រកម 

 ក. ( ) ( )63f z z i= +  ្រតង់  0 2z i= +   ខ. ( ) cos3f z z z= +   ្រតង់  0z iπ=   

 គ. ( )
23z zf z e −=       ្រតង់   0 0z =    ឃ. ( ) ( )lnf z z i= −   ្រតង់  0 1z =  

៤. បង� ញថា ក. ( )1
2

1cos
1

d z
dz z

− = −
−

    ខ. ( )cosh sinhd z z
dz

=   

 គ. ( )1
2

1csc
1

d z
dz z z

− = −
−

   ឃ. ( )1
2

1cosh
1

d z
dz z

− =
−

  

 ង. ( )csch csch cothd z z z
dz

= − ⋅    ច. ( )1
2

1tanh
1

d z
dz z

− =
−

   

េរៀបេរៀងេដយ េអា មណីច�នា�  Page 66 

 



វិភគអេថរកុផំ�ិ ច 
 
េមេរៀនទី ៩ 

អនុគមន៍វិភាគៃនអនុគមន៍អេថរកុំផ�ិច 
(𝑨𝒏𝒂𝒍𝒚𝒔𝒊𝒔 𝑭𝒖𝒏𝒕𝒊𝒐𝒏  𝒐𝒇  𝑪𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙  𝑽𝒂𝒓𝒊𝒂𝒃𝒍𝒆  𝑭𝒖𝒏𝒕𝒊𝒐𝒏) 

 

១. អនុគមន៍វភិាគ ឬ អនុគមន៍អូឡូម័រភី (𝑨𝒏𝒂𝒍𝒚𝒔𝒊𝒔  𝑭𝒖𝒏𝒕𝒊𝒐𝒏  𝒐𝒓  𝑯𝒐𝒍𝒐𝒎𝒐𝒑𝒉𝒊𝒄) 

អនុគមន៍ ( )f z េហថា អនុគមន៍វភិាគ ឬ អនុគមន៍អូឡូម័រភី (𝑯𝒐𝒍𝒐𝒎𝒐𝒑𝒉𝒊𝒄)្រតង់ 0z ក�ុង    េបវកំណត់ 

និងមានេដរេីវ្រតង់្រគប់ចំណុចែដលែក្បរៗ 0z  ក�ុង     ឬ  េគអចនិយាយម៉្យោងេទៀតថា មានែដនៃនរង�ង់  

0D z z R= −   ជារង�ង់េបកមួយែដលកំណត់ និងមានេដរេីវ្រតង់្រគប់ចំណុចៃនរង�ង់េបក D  េនាះ  ។ 

២. សមីករកូសីុរែីមន (𝑪𝒉𝒂𝒖𝒄𝒉𝒚 − 𝑹𝒊𝒆𝒎𝒂𝒏𝒏  𝑬𝒒𝒖𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏𝒔) 

្រទឹស�បីទទី១ េប ( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y= + ជាអនុគមន៍វភិាគក�ុងែដនកំណត់ D េនាះវេផ��ងផា� ត់សមីករកូសីុរ ី

ែមន។ ;u v u v
x y y y
∂ ∂ ∂ ∂

= = −
∂ ∂ ∂ ∂

  េនក�ុងែដនកំណត់ D ។ 

ឧទហរណ៍ េគឲ្យ ( ) ³f z z= ែដល z x iy= + ។ បង� ញថា ( )f z ជាអនុគមន៍វភិាគ ។ 

 េយងមាន៖ ( ) ³f z z= និង z x iy= +  

 េយងបាន  ( ) ³ ( )³ ³ 3 ² 3 ² ² ³ ³f z z x iy x x iy xy i y i= = + = + + +  

   ³ 3 ² 3 ² ³ ( ³ 3 ²) (3 ² ³)x x iy xy y i x xy i x y y= + − − = − + −  

េដយ   ( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y= +  

េនាះ   ( , ) ³ 3 ² , ( , ) 3 ² ³u x y x xy v x y x y= − = −  

 
3 ² 3 ²

( )
3 ² 3 ²

u x y
u vx i

v x yx y
y

∂ • = −  ∂ ∂∂ ⇒ =∂ ∂ ∂• = −
∂ 

  
6

( )
( 6 )

u xy
u vy ii
x yv xy

x

∂ • = −  ∂ ∂∂ ⇒ = − ∂ ∂∂ • = − − ∂ 

 

 តម ( )i និង ( )ii េនាះ ( )f z ជាអនុគមន៍វភិាគ។ 

្រទឹស�បីទទី២  េប ,u v  ជាអនុគមន៍មានេដរេីវេដយែផ�ក្រតង់ 0 0( , )x y េផ��ងផា� ត់លក�ខណ�  𝑪𝒉𝒂𝒖𝒄𝒉𝒚 −

𝑹𝒊𝒆𝒎𝒂𝒏𝒏  េនាះ f  មានេដរេីវ្រតង់ 0 0 0z x iy= + ែដល 0
0 0 0 0

'( ) u v v uf z i i
x x y y
∂ ∂ ∂ ∂

= + = −
∂ ∂ ∂ ∂

 

ឧទហរណ៍ បង� ញថា ( ) ²f z z= ែដល z x iy= +  ជាអនុគមន៍វភិាគ។ 

េយងមាន ( ) ²f z z= និង z x iy= +  

  េយងបាន ( ) ² ( )² ² ² 2f z z x iy x y xiy= = + = − +  

'( ) 2 2u vf z i x iy
x x
∂ ∂

• = + = +
∂ ∂

 

'( ) 2 ( 2 ) 2 2v uf z i x iy x iy
y y
∂ ∂

• = − = − − = +
∂ ∂

 

 េដយ '( ) u v v uf z i i
x v y y
∂ ∂ ∂ ∂

= + = −
∂ ∂ ∂ ∂

េនាះ ( )f z ជាអនុគមន៍វភិាគ។ 
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្រទឹស�បីទទី៣ េ្រកមទ្រមង់បូ៉ែលេគបាន )sin(cos αα irZ += េនាះលក�ខណ�  𝑪𝒉𝒂𝒖𝒄𝒉𝒚 − 𝑹𝒊𝒆𝒎𝒂𝒏𝒏  

មានទ្រមង់  










>
∂
∂

−=
∂
∂

+=
∂
∂

=
∂
∂

)0(1

),(),()(/1

ru
rr

v

rivruzfv
rr

u

α

αα
α   

េប   ( )f z   ជាអនុគមន៏វភិាគេនាះ  
r
fisionrzf
∂
∂

+= )(cos)(' αα    ឬ  
r
vi

r
uzf

∂
∂

+
∂
∂

=)('   ។ 

ឧទហរណ៍ េគឲ្យ 4)( zzf = ែដល )(cos)( αα isionrzf += ។  

បង� ញថា ( )f z ជាអនុគមន៍វភិាគ  រចួគណនា )(' zf ។ 

េយងមាន 4)( zzf = និង )(cos)( αα isionrzf +=  

េយងបាន 4 4 4 4 4( ) (cos ) cos 4 4f z z r ision r ir sionα α α α= = + = +  

េដយ  ),(),()( αα rivruzf +=  
នំាឲ្យ  4( , ) cos 4 , ( , ) sin 4u r r v rα α α α= =  

3 414 cos 4 (4 cos 4 )u r r
r r

α α∂
• = =
∂

 

    44 cos 4v r α
α
∂

• =
∂

 

េនាះ     )(1 iv
rr

u
α∂
∂

=
∂
∂

          

α
α

αα

4sin4

)4sin4(14sin4

4

43

ru

r
r

r
r
v

=
∂
∂

•

−−==
∂
∂

•
    

        េនាះ     )(1 iiu
rr

v
α∂
∂

−=
∂
∂

 

     តម ( )i និង ( )ii េនាះ ( )f z ជាអនុគមន៍វភិាគ ។ 

o រក )(' zf  

េដយ  
r
vi

r
uzf

∂
∂

+
∂
∂

=)(' αα 4sin44cos4)(' 33 irrzf +=⇒  

៣. អនុគមន៍អមូ៉និច (𝑯𝒂𝒓𝒎𝒐𝒏𝒊𝒄  𝑭𝒖𝒏𝒕𝒊𝒐𝒏) 

េប ( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y= + ជាអនុគមន៍វភិាគេនាះអនុគមន៍ ( )f z ្រត�វេផ��ងផា� ត់លក�ខណ�  𝐶ℎ𝑎𝑢𝑐ℎ𝑦 −

𝑅𝑖𝑒𝑚𝑎𝑛𝑛  េហយ ( )f z  មានេដរេីវេដយែផ�ក្រគប់លំដប់ និងជាអនុគមន៍ជាប់ផងែដរ។ េយងបាន៖ 
2 2

2

2 2

2

( )

( )

u v u v E
x y x yx
u v u v F
y x x yy

∂ ∂ ∂ ∂
• = ⇒ =
∂ ∂ ∂ ∂∂

∂ ∂ ∂ ∂
• = − ⇒ = −
∂ ∂ ∂ ∂∂

 

 បូក )(E និង )(F េយងបាន៖    02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
u

x
u

 ឬ  0=∆u  ។ 
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សនិដ� ន ែផ�កពិត និងែផ�កនិម�ិតៃនអនុគមន៍វភិាគ ( )f z  ែដល ( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y= + ក�ុងែដនកំណត់ D  

សុទ�សឹងែតជាចេម�យសមីករ 𝑳𝒂𝒑𝒍𝒂𝒄𝒆′𝒔 𝑬𝒒𝒖𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 គឺ 
2 2

2 2 0u uu
x y
∂ ∂

∆ = + =
∂ ∂

;
2 2

2 2 0v vv
x y
∂ ∂

∆ = + =
∂ ∂

េហថា អនុគមន៍  

),( yxu   និង ),( yxv  ជាអនុគមន៍អមូ៉និច ។ 

ឧទហរណ៍ ចូរគណនាែផ�កមួយេទៀតៃនអនុគមន៍ េដម្បីបេង�តបានជាអនុគមន៍អមូ៉និច។ 

  . ( , ) 2 , . ( , ) , . ( , ) cos 2xA u x y xy B v x y xy C u x y e y= = ∈ =  

ចេម�យ៖ 

 xyyxuA 2),(. =  

តមលក�ខណ�  𝑪𝒉𝒂𝒖𝒄𝒉𝒚 − 𝑹𝒊𝒆𝒎𝒂𝒏𝒏 គឺ 
x
v

y
u

y
v

x
u

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ ,  

   ( )22 2u v vy dy ydy y C x
x y y
∂ ∂ ∂

• = = ⇒ = = +
∂ ∂ ∂∫ ∫  ឬ  2 ( )V y C x= +  

   ( )2u v u vx i
y x y x
∂ ∂ ∂ ∂

• = − ⇔ = =−
∂ ∂ ∂ ∂

 

 ែត  2 ( ) '( ) ( )vV y C x C x ii
x
∂

= + ⇒ =
∂

 

 តម ( )i និង ( )ii េយងបាន៖  ( ) 2'( ) 2 '( ) 2C x x C x dx xdx C x x= − ⇒ = − ⇒ = −∫ ∫  

ដូេច�ះ 2 2( , )V x y y x= − ។ 

xyyxvB =),(.  

តមលក�ខណ�  𝑪𝒂𝒖𝒄𝒉𝒚  𝑹𝒊𝒆𝒎𝒂𝒏   
x
v

y
u

y
v

x
u

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ ,  

( )21
2

u v ux dx xdx x C y
x y x
∂ ∂ ∂

• = = ⇒ = = +
∂ ∂ ∂∫ ∫    ឬ ( )2 ( ) '( )uu x c y c y i

y
∂

= + ⇒ =
∂

 

( )u v y ii
y x
∂ ∂

• = − = −
∂ ∂

 

តម ( )i និង ( )ii េយងបាន៖  21'(y) ( )
2

C y C x y= − ⇒ = −  

ដូេច�ះ 2 21( , )
2

V x y x y= − ។ 

. ( , ) cos 2xC u x y e y=  

( )1 1cos 2 cos 2 sin 2 ( ) sin 2 '( )
2 2

x x x xu v v ve y dy e ydy V e y C x e y C x i
x y y x
∂ ∂ ∂ ∂

• = = ⇒ = ⇔ = + ⇒ = +
∂ ∂ ∂ ∂∫ ∫

 ( )( 2 sin 2 ) 2 sin 2x xu v ve y e y ii
y x x
∂ ∂ ∂

• = − = − − ⇔ =
∂ ∂ ∂

  

1 32 sin 2 sin 2 '( ) C'( ) ( sin 2 )
2 2

3 3C( ) sin 2 sin 2
2 2

x x x

x x

e y e y C x x e y

x e ydx e y

= + ⇔ =

⇒ = =∫
 

ដូេច�ះ 1 3( , ) sin 2 sin 2 2 sin 2
2 2

x x xV x y e y e y e y= + =  

ឧទហរណ៍   ចូរបេង�តប�ង់ w ( )w plan− មួយែដល 2w z i= + +  េបេគឲ្យប�ង់កំុផ�ិចមួយែដល ៖ 
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z x iy
z plan c y d

a x b

= +
− ≤ ≤
 ≤ ≤

 ។ 

បំណក�សយ 

 េយងមាន 2w z i= + +   

េដយ   2 ( 2) ( 1)z x iy w x iy i x i y u iv= + ⇒ = + + + = + + + = +  

ែដល  2 2a u b+ ≤ ≤ +  និង         1 1c v d+ ≤ ≤ +   

 

 

 

 

 

 

 

 

លំហត់ 

១. បង� ញថាអនុគមន៍ខងេ្រកមជាអនុគមន៍វភិាគ 

 ក. ( ) 3f z z=  ខ. ( ) 5f z z=   គ. ( ) 6f z z=   ឃ. ( ) 8f z z=   

 ង. ( )f z z z= −   ច. ( ) 1
1

f z
z

=
−

  ឆ. ( ) 4

1f z
z

=   ជ. ( ) 4

1
1

f z
z

=
−

  

 ឈ. ( ) 1f z z
z

= +   ញ. ( ) ( )2Ref z z=   ដ. ( ) ( )2Ref z z=   ឋ. ( ) ( )cos sinzf z e y i y= +   

២. គណនាែផ�កមួយេទៀតៃនអនុគមន៍ខងេ្រកមេដម្បបីេង�តបានអនុគមន៍អមុ៉និក 

 ក. ( ),u x y xy=   ខ. ( ),v x y xy=   គ. ( ) 3 2, 3u x y x xy= −   ឃ. ( ) 2 2, 4v x y y x y= +   

 ង. ( ) 3 3, 3 4u x y x xy= −   ច. ( ) 2, 2 3v x y x y= −   ឆ. ( ) 2 33 1,
2 3

u x y x y= +   ជ. ( ) 3 25 3,
2 4

v x y x xy= − +   

 ឈ. ( ) 2 2

1,v x y
x y

=
+

 ញ. ( ) 2 2, xu x y
x y

=
+

 ដ. ( ), cos 2xu x y e y=   ឋ. ( ) 2, sinxv x y e y=   

៣. េគឲ្យប�ង់កំុផ�ិចមួយែដល  
z x yi

z plane a x b
c y d

= +
− ≤ ≤
 ≤ ≤

 ។ ចូរបេង�តប�ង់  w Plane−  មួយែដល 

 ក. 2 1w z i= − +   ខ. 2w z i= − +   គ. cos sin
4 4

w z iπ π
= + +  ឃ. iw z z eπ= + +   

សមា� ល់ 

 ១. អចេ្រប្រតីេកណប៉ាស� ល់ 
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1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
............................................

  

 ២. អចេ្របពនា� តេទ�ធា 

  ( ) 0 1 1 2 2 2 2 2 2 1 1

0
..........

n
n r n r r n n n n n n n n n

n n n n n n n
r

x y C x y C x C x y C x y C x y C xy C y− − − − − − −

=

+ = = + + + + + +∑   
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េមេរៀនទី ១០ 
អងំេត្រកលៃនអនុគមន៍អេថរកុំផ�ិច 

(𝑰𝒏𝒕𝒆𝒈𝒓𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏  𝒐𝒇  𝑪𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙  𝑽𝒂𝒓𝒊𝒂𝒃𝒍𝒆  𝑭𝒖𝒏𝒕𝒊𝒐𝒏) 
 

U១. អំងេត្រកលតមែខ្សេកងកំុផ�ិច(𝑰𝒏𝒕𝒆𝒈𝒓𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏  𝑺𝒑𝒆𝒏𝒅  𝑩𝒖𝒏𝒅𝒔  𝑪𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙) 

 េប  ( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y= +  ជាអនុគមន៍អេថរកំុផ�ិច 

ជាប់ចំេពះចំណុចេនេលែខ្សេកង ( )C  ក�ុងប�ង់កំុផ�ិច  z  ។ 

្របែវងែខ្ស ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 2 2 1 1......n n nS f z a f z z f b zξ ξ ξ −= − + − + + −   

េយងអចសរេសរ  1k k kz z z −∆ = −  េនាះេគបាន 

1
0 0

( )( ) ( ) (1)
n n

n k k k k k
k k

S f z z f zξ ξ−
= =

= − = ∆∑ ∑  េបចំនួន  n  កន់ 

ែតធំេទៗ េនាះ  លីមីត  [ ]1max ,k kz z − ខិតជិត 0  កលណា n →+∞  ផលបូកេទជា 

( ) ( ) ( )
1

lim ( ) 1
n b

k k C an k
f z f z dz f z dzξ

→∞
=

∆ = =∑ ∫ ∫  ែដល 0 1 2 3; , , ,....., nz a z z z z b= = ជាចំនួនបន�បនា� ប់េនេល 

ែខ្សេកង  C  ;  ( )nf ξ   ជាចំណុចណាមួយ ៃនអង�ត់  [ ]1,k kz z −  របស់ែខ្សេកង ។ 

 អំងេត្រកលៃន  (1)   េយងបាន 

[ ]
[ ]

( )

( ) ( , ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) ( , ) ² ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

c c

c

c

f z dz u x y iv x y dx idy

u x y dx iu x y dy iv x y dx i v x y dy

u x y dx v x y dy i u x y dx v x y dy

+ +

+

+

= + +

= + + +

= − + +  

∫ ∫
∫
∫

 

U២. លក�ណ្របមាណវធីិអំងេត្រកល (𝑶𝒑𝒆𝒓𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏𝒔  𝒐𝒇  𝑰𝒏𝒕𝒆𝒈𝒓𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏) 

ក. [ ]( ) ( ) ( ) ( )
c c c

af z bg z dz a f z dz b g z dz
+ + +

± = ±∫ ∫ ∫  

ខ. 
1 2

( ) ( ) ( )
c c c

f z dz f z dz f z dz
+ + +

= +∫ ∫ ∫  

គ. 
c

dz L
+

=∫  ែដល L ជា្របែវងរបស់ែខ្សងេកង ( )c+  

ឃ. េប  ( )f z M≤   េល  c+  េនាះ  ( ) .
c

f z dz M L
+

≤∫  

ង. ( ) ( )
c c

f z dz f z dz
+ −

= −∫ ∫  

c+• ជាធ�ូរង�ង់មានទិសេដវជិ�មាន 

c−•  ជាធ�ូរង�ង់មានទិសេដអវជិ�មាន 

ឧទហរណ៏ ចូរគណនា  ²
c

z dz
+∫   ែដល 

  ក. c+ ជាអង�ត់ភា� ប់ពីចំណុច  0 2 i→ +  

  ខ. ែខ្សេកង  c+ ផ�ុំេដយែខ្សេកង 1c+  និង 2c+  ែដលភា� ប់ពី 0   េទ 2  រចួពី 2 i+ េទ ។ 

បំណក�សយ  

  ក. សមីករែខ្សេកង c+  ជាបនា� ត់កត់តមចំណុច  0(0,0)   និង  (2,1)A  ។  
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េនេលអ័ក្សចំនួនពិត មានសមីករ  
1
2

y x=   

  ែដល    z x iy= +   េបយក  
1
2

x t y t= ⇒ =  

េនាះ  
1 , 0 2
2

z t i t z= + ≤ ≤  

     
1 1
2 2

idz dt i dt dt ⇒ = + = + 
   

   េនាះ  
2

2

0
² 1

2 2c

i iz dz t t dt
+

   = + +   
   ∫ ∫  

3 3 3 2
2 2

0 0
0

³1 ² 1 ² 1
2 2 2 3

3 3 ³ 8 1 11 8 2 111 ²
2 4 8 3 4 8 3 3 3

i i i tt dt t dt

ii i i i

     = + = + = + ×     
     

   = + + + = + = +   
   

∫ ∫

 

ខ. ែខ្សេកង c+ ផ�ុំេដយែខ្សេកង 1c+ និង 2c+  

+ ចំេពះ 1c+ េចញពី 0 េទ 2  

តង x t= េនាះ 0y =        z t dz dt= ⇒ =  

+ ចំេពះ 2c+ េចញពី 2 េទ 2 i+ ៖ 

តង 2 , 0 1x y t y= ⇒ = ≤ ≤ េនាះ 2z t dz idt= + ⇒ =  

  េយងបាន 

        
1 2

² ² ²
c c c

z dz z dz z dz
+ + +

= +∫ ∫ ∫  

      

2
2 1 12

0 0 0
0

1

0

³² (2 ) (4 4 ²)
3

8 ³ 8 2 114 2 ² 4 2
3 3 3 3 3 3

tt dt it dt it t dt

t ii i it i i

= + + = + + −

 = + + − = + − − = + 
 

∫ ∫ ∫
 

ដូេច�ះ 
2 11²
3 3c

z dz i
+

= +∫   

សន�ិដ� ន អំងេត្រកលៃនអនុគមន៍អេថរកំុផ�ិចមិនទក់ទងនឹងែខ្សេកងរបស់អំេត្រកលេទមានន័យថា ឲ្យែត 

ចំណុចចប់េផ�ម និងចំណុចប�� ប់េស�គា�  គឺមានតៃម�េស�គា� ។ 

៣. របូមន�អំងេត្រកលខ�ះៗ  

 ១. 
1

, 1
1

n
n zz dz n

n

+

= ≠ −
+∫    ២. lndz z

z
=∫  

៣. z ze dz e=∫      ៤. ,
ln

z
z aa dz a

a
= ∈∫   

៥. ( )
( )

, ,
a bi x

a ib x ee dx a b
a ib

+
+ = ∈

+∫    ៦. cos sinzdz z=∫  

 ៧. sin cosz dz z= −∫     ៨. cot ln sin ln csczdz z z= =∫  
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៩. tan ln cos ln seczdz z z= − =∫  

 ឧទហរណ៍ គណនាអំងេត្រកលខងេ្រកម 

  ក. ( )2 33 cos sinz zz e z dz z e z+ − = + −∫   

ខ. ( ) ( )2 21
2

i z i ze dz e
i

+ +=
+∫   

ឃ. ( ) ( ) ( )( )
11

1 1 cos1 sin1
i iz z z i i ize dz ze e ie e e e e i i i= − = − − + = − = − +∫   

ង. ( ) ( ) ( ) ( )2 2sin cos sin cos sin cos sin 1
2 2 2

zi zdz i z z z i i
π π

ππ

π π π π π π π
−−

 = − + = − + − − − − = + 
 ∫  

៤. រេបៀបេដះ�សយ 

 ចំេពះអំងេត្រកល cosaxI e bxdx= ∫  ្រត�វគណនាតម  ( ) ( )Re cos sin Re a ib xaxI e bx i bx dx e dx+= + =∫ ∫   

េហយេ្របរមូន�   ( )
( )a ib x

a ib x ee dx
a ib

+
+ =

+∫  

 ចំេពះអំងេត្រកល sinaxI e bxdx= ∫  ្រត�វគណនាតម  ( ) ( )Im cos sin Im a ib xaxI e bx i bx dx e dx+= + =∫ ∫   

េហយេ្របរមូន�   ( )
( )a ib x

a ib x ee dx
a ib

+
+ =

+∫  

 ឧទហរណ៍ៈ គណនាអំងេត្រកលខងេ្រកម 

  ក. 3 cos5xI e xdx= ∫   

    េគបាន ( )3Re cos5 sin5xI e x i x dx= +∫  េ្របរបូមន� cos sinie iθ θ θ= +   

    េនាះ  ( )3 53 5Re Re i xx ixI e e dx e dx+= =∫ ∫  េ្របរមូន� ( )
( )a ib x

a ib x ee dx
a ib

+
+ =

+∫  

    នំាឲ្យ  ( )
( )3 5 3 5

3 5Re Re Re
3 5 3 5

i x x ix
i x e e eI e dx

i i

+
+    

= = =   + +    
∫   

      
( ) ( )( )3 3

2 2

cos5 sin5 cos5 sin5 3 5
Re Re

3 5 3 5

x xe x i x e x i x i
i

   + + −
= =   

+ +      
  

        

( )

( ) ( )

3

3

3cos5 3 sin5 5 cos5 5sin5
Re

9 25

3cos5 5sin5 3sin5 5cos5
Re

34

x

x

e x i x i x x

e x x i x x

 + − +
=  

+  
 + + −

=  
  

  

េដយអំងេត្រកលែផ�កពិតេនាះ ( )
3

3cos5 5sin5
34

xeI x x c= + +   

   ដូចេនះ ( )
3

3cos5 5sin5 ,
34

xeI x x c c= + + ∈  

  ខ. 3 sin3xI x dx= ∫  

    េគបាន ( )ln33 sin3 Im cos3 sin3
xxI xdx e x i x dx= = +∫ ∫   

      ( ) ( )
( )ln3 3

ln3 3ln3Im e cos3 isin3 Im Im
ln3 3

i x
i xx ex x dx e dx

i

+
+  

= + = =  
+  

∫ ∫  
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( ) ( )( )ln3 ln3

2

cos3 sin3 cos3 sin3 ln3 3
Im Im

ln3 3 ln 3 9

xxe x i x e x i x i
i

  + + −
 = = 

+ +     
 

      

( )

( ) ( )

2

2

3 ln3 cos3 ln3 sin3 3 cos3 3sin3
Im

ln 3 9

3 ln3 cos3 3sin3 ln3 sin3 3cos3
Im

ln 3 9

x

x

x i x i x x

x x i x x

 + − +
=  

+  
 + + −

=  
+  

  

   េដយអំងេត្រកលែផ�កនិម�ិតេនាះ ( )
2

3 ln3 sin3 3cos3
ln 3 9

x x x
I c

−
= +

+
  

    ដូចេនះ ( )
2

3 ln3 sin3 3cos3
ln 3 9

x x x
I c

−
= +

+
 

  គ. 
cos

x

xA dx
e

= ∫  និង  
sin

x

xB dx
e

= ∫   

    យក 
cos sin cos sin

x x x x

x x x xA Bi dx i dx i dx
e e e e

 + = + = + 
 ∫ ∫ ∫   

     

( )

( )

( )

1

1

cos sin

1 1 cos sin 1 cos sin
1 1 2

1 cos sin cos sin
2
sin cos sin cos

2 2

ix
i x

x x

x i
x x

x

x x

x i x edx dx e dx
e e

x i x i x i xe C C C
i i e e

x i x i x x C
e

x x x x i C
e e

−

−

+
= = =

+ − − +   = + = + = +   − −    

= − − − + +

− +   = − +   
   

∫ ∫ ∫

  

  េនាះ  1 1
sin cos sin cos;

2 2x x

x x x xA C B C
e e
− +

= + = − +  

៥. 𝑮𝒓𝒆𝒆𝒏′𝒔 𝑻𝒉𝒆𝒐𝒓𝒆𝒎 ក�ុងប�ង់ 

  េប  z x yi= +  េហយ  ( )w f z u iv= = +  តង  ( ) ( ), ; ,u P x y v Q x y= =  ជាអនុគមន៍ជាប់ េហយមានេដរេីវ

ជាប់េដយែផ�កេនក�ុងប�ង់    និងេនក�ុងែខ្សែដន C  េគបាន
C

Q PPdx Qdy dxdy
x yℜ

 ∂ ∂
+ = − ∂ ∂ 

∫ ∫∫

 ។ 

៦. ្រទឹស�បីទកូសីុ(𝑪𝒂𝒖𝒄𝒉𝒚′𝒔 𝑻𝒉𝒆𝒐𝒓𝒆𝒎) ែដនេនក�ុង្រទឹស�បីទកូសីុមាន 

         

 

 

 

 

ែដនធម�ត   ែដនឌុប   ែដន្រទីប 

៧. ្រទឹស�បីទទី១ េប  ( )f z  ជាអនុគមន៍វភិាគក�ុងែដនសម��្រគប់ែខ្សេកងបិត  C+  ក�ុងែដន D   

   កំណត់េដយ    ( ) 0
C

f z dz
+

=∫  ។ 

�សយប�� ក់ 
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ឧបមាថាមានពីចំណុចេនក�ុងែដន  D  ( )f z  ជាអនុគមន៍វភិាគ  េនាះេគបាន    

អំងេត្រកលពីចំណុច 1z  េទ  2z  គឺ ( ) ( ) ( )
1 2 1 1 2 2 1z Az Bz z Az z Bz

f z dz f z dz f z dz= +∫ ∫ ∫   

   ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 2 1 1 2 1 2

0
z z z z z z z z

f z dz f z dz f z dz f z dz+ = − =∫ ∫ ∫ ∫   

៨. ្រទឹស�បីទទី២ េប  ( )f z  ជាអនុគមន៍វភិាគក�ុងែដនសម�� េហយ  ( )F z  ជា្រពីមីទីវៃន  ( )f z   

   េគបាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b

C a
F z f z dz f z dz F b F a

+
= = = −∫ ∫  ។ 

ឧទហរណ៍ គណនាអំងេត្រកល  
1

3
4

i

i
zdz

−

∫   

�សយប�� ក់    េយងបាន ( ) ( ) ( )
1 1 2 22

33
4 2 2 1 2 3 2 2 2 9 18 4

i i

ii
zdz z i i i i

− −
= = − − = − + × = −∫  

៩. ្រទឹស�បីទទី៣ េប  ( )f z  ជាអនុគមន៍វភិាគក�ុងែដនសម��  D  ។ ្រគប់ចំណុច  0z D∈  និងែខ្ស 

   េកងសម��  C+  េនក�ុង  D  ែដលព័ទ�ជំុវញិ  0z  េគបាន ( ) ( )0
0

2
C

f z
dz i f z

z z
π

+
= ⋅

−∫  ។ 

�សយប�� ក់ 

  តង δ  ជា្របែវងទទឹងចេនា� ះេបកៃនរង�ង់មួយ 

   ε  ជាកំរបស់រង�ង់តូចែដលមានផ�ិត  z   

  យក ( ) ( )( )0 0 0f z F z z z= −   

  នំាឲ្យ ( ) ( )0
0

0

f z
F z

z z
=

−
 ជាអនុគមន៍វភិាគេពលែដល  0z z=   

  តម្រទឹស�ីបទកូសីុេគបាន ( )0 0 0
C

F z dz
+

=∫   

  េប 0δ →  េនាះ  F  ជាប់ និងមានលីមីត េនាះ C+  ជារង�ង់បិទេនាះេនសល់ែត 

   រង�ង់ ធំ  C+  និង រង�ង់តូច  C   

  េគបាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
0 0 0 0

0 0 0
C C C

f z f z f z f z f z f z
F z dz dz dz

z z z z z zε ε ε

− + − 
= = + 

− − − 
∫ ∫ ∫  

   កំណត់យក  f  ជាអនុគមន៍វភិាគ េពល  0Cε →  េប   0ε →   

  េគបាន ( ) ( ) 0
0

0 0
C C

f z dz
dz f z

z z z zε ε

=
− −∫ ∫  

  តង  0 0
it itz z e dz i e dtε ε− −− = ⇒ = −  

  ែដល  0 2t π≤ ≤    

  នំាឲ្យ  ( ) ( ) ( ) ( )
2 20

0 0 00 0
0

2
it

itC

dz i ef z f z dt f z idt i f z
z z eε

π πε π
ε

−

−= − = − = −
−∫ ∫ ∫  

  សមមូល ( ) ( ) ( ) ( )0
0 0

0 0

2 2
C C

f zdzf z i f z i f z dz
z z z zε

π π
+

= − ⇒ =
− −∫ ∫  

 ឧទហរណ៍ គណនា 
C

dz
z+∫  ែដល  C+  ជាបរមិា្រតកេរែដលមានកំពូល −𝟏 − 𝒊  ,−𝟏 + 𝒊  , 

  𝟏 − 𝒊  , 𝟏 + 𝒊  ។ 

 ចេម�យ 

 ( ) 1f z
z

=  ជាអនុគមន៍វភិាគេលកែលង្រតង់ 0z =   
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 េនាះ c+  ជារង�ង់ែដលមានផ�ិត ០ កំ 𝒓 = 𝟏 

 តង cos sinz t i t= +  ែដល  0 2t π≤ ≤   

  ( ) ( )sin cos cos sindz t i t dt i t i t dt izdt= − + = + =   

 េគបាន 
2 2 2

00 0
| 2

C

dz iz dt idt it i
z z

π π π π
+

= = = =∫ ∫ ∫   

១០. ្រទឹស�បីទទី៤ េដរេីវទី n ៃនអេថរកំុផ�ិច 

   តមរបូមន�អំងេត្រកលកូសី:
( ) 2

c
o

f z dz i
z z

π
+

=
−∫ េប  𝒇(𝒛) ជាអនុគមន៍វភិាគេនក�ុង 

  ែដនកំណត់ D  មានេដរេីវ្រគប់លំដប់េនាះ េគបាន៖ 0
1 ( )( ) 2

2 c
o

f zf z dz i
i z z

π
π +

= =
−∫  

  េគបាន 0 02 2
0 0

1 ( ) ( ) 2'( ) '( )
2 ( ) ( ) 1!c c

f z f z if z dz dz f z
i z z z z

π
π + +

= ⇒ =
− −∫ ∫  

 0 03 3
0 0

2! ( ) ( ) 2"( ) "( )
2 ( ) ( ) 2!c c

f z f z if z dz dz f z
i z z z z

π
π + +

= ⇒ =
− −∫ ∫  

 0 04 4
0 0

3! ( ) ( ) 2"'( ) '"( )
2 ( ) ( ) 3!c c

f z f z if z dz dz f z
i z z z z

π
π + +

= ⇒ =
− −∫ ∫  

  ⋮ 

 0 02 2
0 0

! ( ) ( ) 2( ) ( )
2 ( ) ( ) !

n n

c c

n f z f z if z dz dz f z
i z z z z n

π
π + +

= ⇒ =
− −∫ ∫

 

  ឧទហណ៍ គណនាអំងេត្រកលខងេ្រកម  ∫ + −+
+

c
dz

zzz
z

)2()1(
)2(9

2

2

 ែដលជារង�ង់េហយ  

   |𝒛| = 𝟑 ។ 

-  រេបៀបទី១ 

អនុគមន៍  ∫ + −+
+

c
dz

zzz
z

)2()1(
)2(9

2

2

 អចបែបកជា 

𝟗(𝒛𝟐 + 𝟐)
𝒛(𝒛 + 𝟏)𝟑(𝒛𝟐 − 𝟐)

=
𝑨
𝒛

+
𝑩

(𝒛 − 𝟐)
+

𝑪
(𝒛 + 𝟏)

+
𝑫

(𝒛 + 𝟏)𝟐
+

𝑬
(𝒛 + 𝟏)𝟑

 

 គុណអង�ទំងពីរនឹង   𝒛  យក   𝒛 = 𝟎  

 េគបាន  2 9 9
2

A A×
= ⇒ = −

−
  

 គុណអង�ទំងពីរនឹង 𝒛 − 𝟐 យក 𝒛 = 𝟐 

 េគបាន  3

9(4 2) 1
2(2 1)

B B+
= ⇒ =

+
 

 គុណអង�ទំងពីរនឹង (𝒛 + 𝟏)𝟑យក 𝒛 = −𝟏 

 េគបាន៖   
2 3 3

29( 1) ( 1) (( 1) ( 1) ( 1)
( 2) ( 2)
z A z B z c z D z E

z z z z
+ + +

= + + + + + +
− −

 

    9(1 2) 9
1( 1 2)

E E+
= ⇒ =

− − −
 

 គុណអង�ទំងពីរនឹង (𝒛 + 𝟏)𝟑 រចួេធ�េដរេីវទី 𝟏 យក 𝒛 = −𝟏 
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 េគបាន  
'2 2 2

2 2

9( 2) 18 ( 2) 9( 2)(2 2)
( 2) ( 2)
z z z z zD

z z z z
 + − − + −

= = − − 
 

=
𝟏𝟖(−𝟑)− 𝟗(𝟑)(−𝟒)

𝟏(−𝟑)𝟐 =
𝟓𝟒
𝟗

= 𝟔 

 គុណអង�ទំងពីរនឹង (𝒛 + 𝟏)𝟑 រចួេធ�េដរេីវទី2 យក 𝒛 = −𝟏 

 េគបាន  
2 2 2

2 2 4 3 2

18 ( 2) 9( 2)(2 2) 18 36 362
( 2) 4 4

z z z z z zC
z z z z z

′ ′   − − − − − − +
= =   − − +   

 

          
( )

4 3 2 3 2 2

24 3 2

( 18 36)( 4 4 ) (4 12 8 )( 18 36 36)

4 4

z z z z z z z z z

z z z

− − − + − − + − − +
=

− +
 

           2

0 1 ( 4 12 8)( 18 36 360) 24 54 16
(1 4 16) 81

6C

× − − − − − + + ×
= = =

+ +
⇒ =

 

   េយងបាន  
32 )1(

9
)1(

6
1

8
2

19)(
+

+
+

+
+

+
−

+−=
zzzzz

zf  

  េនាះ   ∫∫ ++ +
+

+
+

+
+

−
+−=

cc
dz

zzzzz
dzzf )

)1(
9

)1(
6

1
8

2
19()( 32

 

  ∫ ∫∫∫∫ ++ +
+

+
+

+
+

−
+−=

c cccc
dz

z
dz

z
dz

z
dz

z
dz

z 32 )1(
19

)1(
16

1
18

2
119  

            = −𝟗 × 𝟐𝝅𝒊𝒈(𝟎) = −𝟏𝟖𝝅𝒊         � េ្រពះ 𝒈(𝒛) = 𝟎 នំាឲ្យ 𝒈(𝟎) = 𝟏� 

                                �
𝟏

𝒛 − 𝟐
𝒅𝒛 =𝟐𝝅𝒊𝒈(𝟐) = 𝟐𝝅𝒊                          � េ្រពះ 𝒈(𝒛) = 𝟏 នំាឲ្យ 𝒈(𝟐) = 𝟏� 

                                8�
𝟏

𝒛 + 𝟏
𝒅𝒛 = 𝟖 × 𝟐𝝅𝒊𝒈(−𝟏) = 𝟏𝟔𝝅𝒊         � េ្រពះ 𝒈(𝒛) = 𝟎 នំាឲ្យ 𝒈(−𝟏) = 𝟏� 

                                        𝟔�
𝟏

(𝒛 + 𝟏)𝟐
𝒅𝒛 = 𝟔 ×𝟐𝝅𝒊𝒈′(−𝟏) = 𝟎        � េ្រពះ 𝒈(𝒛) = 𝟏 នំាឲ្យ 𝒈′(𝒛) = 𝒐� 

                                        �
𝟏

(𝒛 + 𝟏)𝟑 𝒅𝒛 = 𝟗 × 𝟐𝝅𝒊𝒈′′(−𝟏) = 𝟎          � េ្រពះ 𝒈′(𝒛) = 𝟎 នំាឲ្យ 𝒈′′ = 𝒐� 

 នំាឲ្យ   021618)( =++−=∫ +
iiidzzf

c
πππ  

- រេបៀបទី២ 

∫∫∫∫ ++++
+==

321

)()()()(
cccc

dzzfdzzfdzzfdzzf  

2 2 2

2 3 3

3 3
2

9( 2) 9( 2) 9( 2
9( 1) ( 1) ( 2) ( 1) ( 2)( )

( 1) ( 2) 2 ( 1)

z z z
z z z z z z zf z

z z z z z z

+ + +
+ + − + −= = + +

+ − − +

 
        

1 2 3

2 2 2

2 3 3

3 3
2

9( 2) 9( 2) 9( 2
9( 1) ( 1) ( 2) ( 1) ( 2)( )

( 1) ( 2) 2 ( 1)c c c c c

z z z
z z z z z z zf z z dz dz dzd

z z z z z z+ + + + +

+ + +
+ + − + −= = + +

+ − − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

1

2

3

1

9( 2)
( 1) ( 2) 2 (0) 2 ( 8) 182

c

z
z z dz ig i

z
π π π

+

+
+ − = = − = −∫  
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េ្រពះ  

2

3

1 1

9( 2)
18( 1) ( 2)( ) (0) 9

1( 20)

z
z zg z g

z

+
+ −= ⇒ = = −

−
 

  
2

2

3

2

9( 2)
( 1) 2 (2) 2 1 2

2c

z
z z dz ig i i

z
π π π

+

+
+ = = × =
−∫  

េ្រពះ  

2

3

2 2 3

9( 2)
9 6( 1)( ) (2) 1

2 2 3

z
z zg z g

z

+
×+= ⇒ = =

− ×
 

3

2

33

9( 2
2( 2) 2 ( 2) 16 16

( 1) 2!c

z
iz z dz ig i

z
ππ π

+

+
− = − = × =
+∫  

េ្រពះ  

2

3 33

9( 2
( 2)( ) ( 2) 16

( 1)

z
z zg z g i
z

π

+
−= ⇒ − =
+

 

ដូចេនះ ( ) 18 2 16 0
c

f z dz i i iπ π π
+

= − + + =∫  

U១១. ្រទឹស�បីទ  (𝑴𝒐𝒓𝒆𝒓𝒂) 

 េប  ( )f z  ជាអនុគមន៍ជាប់ក�ុងែដនសម��  D  េហយ  ( ) 0
C

f z dz
+

=∫  ្រគប់គន�ងបិទជិតក�ុងែដនេនះ 

េនាះ  ( )f z  ជាអនុគមន៍វភិាគក�ុងែដន  D  ។ 

U១២. វសិមភាពកូសីុ  (𝑪𝒂𝒖𝒄𝒉𝒚  𝑰𝒏𝒆𝒒𝒖𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏) 

 េនក�ុងរបូមន�  ( ) ( )
( )

( )
( )

( )0 01 1
0 0

! 2
2 !

n n
n nC C

f z f zn if z dz dz f z
i nz z z z

π
π + ++ += ⇒ =

− −∫ ∫   េប  C+  ជារង�ង់

មានកំ r និងផ�ិត  0z  េហយ  M  ជាតៃម�អតិបរមាៃនអនុគមន៍  ( )f z  ែដល  ( )f z  េនេល C+ ។ 

េគបាន ( ) ( )
( )0 1 1

0

! ! 2
2 2

n
n nC

f zn n Mf z dz r
rz z

π
π π+ + += ≤ × ×

−∫  ;  ( )0 ; 2r z z P rπ= − =  

នំាឲ្យ  ( ) ( )
( )0 1

0

! !
2

n
n nC

f zn Mf z dz n
rz zπ + += ≤ ×

−∫  ។  

U១៣. ្រទឹស�បីទ 𝑳𝒊𝒐𝒗𝒊𝒍𝒍𝒆 

 េប  ( )f z  ជាអនុគមន៍វភិាគេល្រគប់ចំណុច  z  ក�ុងប�ង់ កំុផ�ិច េហយ  ( )f z k≤  ្រគប់ចំណុច z  េនាះ  

( )f z  ជាអនុគមន៍េថរ ។ 

�សយ 

  តង  ,a b  ជាចំណុចពីរេផ្សងគា� ក�ុងប�ង់កំុផ�ិច   

C  ជាែខ្សៃនរង�ង់ែដលមានកំ  r  ែដល  ,a b  េនក�ុងក�ុងែខ្សបិទ 

  តមអំងេត្រកលកូសីុ 

    ( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 2C C

f z f z
f b f a dz dz

i z b i z aπ π
− = −

− −∫ ∫ 
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( )

( )( )2 C

f zb a dz
i z b z aπ

−
=

− −∫  

  េប  | |z a r− =  

  េនាះ  | | | | | | | | | |
2
rz b z a a b z a a b r a b− = − + − ≥ − − − = − − ≥   

  យក r  កន់ែតធំ   េនាះ  | |
2
ra b− <   

ដូចេនះ ( )f z k≤   

    ( ) ( ) ( )
( )( )

2 2 | |
2 2

2
C

b a b a M rf z b a Mf b f a dz ri z b z a rr

π
π π

− − −
− = ≤ =

− −∫  

  េប r →∞    េនាះ  ( ) ( ) ( ) ( )0f b f a f b f a− = ⇒ =   

១៤. េស៊រៃីតល័រ  (𝐓𝐚𝐢𝐥𝐨𝐫 𝐒𝐞𝐫𝐢𝐞𝐬) 

េគមាន 𝒇(𝒛) = 𝒆𝒙 េហយេគចង់បំែបកជាពហុធាស�័យគុណៃនតួ (𝒛 − 𝒛𝒐)។ េដយ 𝒇(𝒛) = 𝒆𝒙  អច

បំែបកជាពហុធា 

𝑷(𝒛) = 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏(𝒛 − 𝒛𝟎) + 𝒂𝟐(𝒛 − 𝒛𝟎)𝟐 + 𝒂𝟑(𝒛 − 𝒛𝟎)𝟑 + … + 𝒂𝒏(𝒛 − 𝒛𝟎)𝒏  
      េប  𝒛 = 𝒛𝟎  នំាឲ្យ 

𝒇(𝒛𝒐)    = 𝑷(𝒛𝟎)    = 𝒂𝟎        →        𝒂𝟎 = 𝒇(𝒛𝒐) = 𝒆𝒛𝟎 
𝒇′(𝒛𝒐)   = 𝑷′(𝒛𝟎)  = 𝒂𝟏        →        𝒂𝟏 = 𝒇′(𝒛𝒐) = 𝒆𝒛𝟎 

𝒇′′(𝒛𝒐)  = 𝑷′′(𝒛𝟎)  = 𝟐!𝒂𝟐  →        𝒂𝟐 =
𝟏
𝟐!
𝒇′′(𝒛𝒐) =

𝒆𝒛𝟎
𝟐!

 

𝒇′′′(𝒛𝒐) = 𝑷′′′(𝒛𝟎) = 𝟑!𝒂𝟑  →        𝒂𝟏 =
𝟏
𝟑!
𝒇′(𝒛𝒐) =

𝒆𝒛𝟎
𝟑!

 

… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … ….     . 

𝒇𝒏(𝒛𝒐) = 𝑷𝒏(𝒛𝟎)   = 𝒏!𝒂𝒏  →         𝒂𝒏 =
𝟏
𝒏!
𝒇′(𝒛𝒐) =

𝒆𝒛𝟎
𝒏!

 

នំាឲ្យ    𝒆𝒙 = 𝒆𝒛𝟎 + 𝒆𝒛𝟎(𝒛 − 𝒛𝟎) +
𝒆𝒛𝟎
𝟐!

(𝒛 − 𝒛𝟎)𝟐 +
𝒆𝒛𝟎
𝟑!

(𝒛 − 𝒛𝟎)𝟑 + ⋯+
𝒆𝒛𝟎
𝒏!

(𝒛 − 𝒛𝟎)𝒏 

ដូចេនះ    𝒆𝒛 = 𝒆𝒛𝟎 �𝟏 + (𝒛 − 𝒛𝟎) +
𝟏
𝟐!

(𝒛 − 𝒛𝟎)𝟐 +
𝟏
𝟑!

(𝒛 − 𝒛𝟎)𝟑 + ⋯+
𝟏
𝒏!

(𝒛 − 𝒛𝟎)𝒏�+ ⋯ 

                                        = 𝒆𝒛𝟎 × �
(𝒛 − 𝒛𝟎)𝒏

𝒏!

+∞

𝒏=𝟎

 

េប          𝒛𝟎 = 𝟎    នំាឲ្យ              𝒆𝒛 = �
(𝒛 − 𝒛𝟎)𝒏

𝒏!

+∞

𝒏=𝟎

     គឺជាេស៊រៃីតល័រ  ។ 

 2 3

0

1 1 ..........
1

n

n
z z z z

z

∞

=

= = + + + +
− ∑  

 ( ) 2 3

0

1 1 1 ..........
1

n n

n
z z z z

z

∞

=

= − = − + − +
+ ∑  

 
1 2 3 4

0
ln(1 ) ............

1 2 3 4

n

n

z z z zz z
n

+∞

=

− = = + + + +
+∑  

 ( ) 1 2 3 4

0

1
ln(1 ) ............

1 2 3 4

n n

n

z z z zz z
n

+∞

=

−
+ = = − + − +

+∑  
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 ( )
2 3

0

1 .......... ......
! 1! 2! 3! !

n n
z

n

z z z z ze z
n n

∞

=

= = + + + + + + −∞ < < +∞∑  

  ( )
( )

( )
( ) ( )

2 1 2 13 5

0

1 1
sin .......... ......

2 1 ! 1! 3! 5! 2 1 !

n nn n

n

z zz z zz z
n n

+ +∞

=

− −
= = − + + + + −∞ < < +∞

+ +∑  

 ( )
( )

( )
( ) ( )

2 22 4

0

1 1
cos 1 .......... ......

2 ! 2! 4! 2 !

n nn n

n

z zz zz z
n n

∞

=

− −
= = − + + + + −∞ < < +∞∑  

១៥. េស៊រឡូីរង៉   (𝑳𝒂𝒖𝒓𝒆𝒏𝒕 𝑺𝒆𝒓𝒊𝒆𝒔) 

េប 𝒇(𝒛) ជាអនុគមន៍វភិាគេលរង�ង់ពីរ 𝒄𝟏និង 𝒄𝟐ែដលមានផ�ិតរមួ្រតង់ 𝒂  េនាះអនុគមន៍ 

𝒇(𝒛) = �𝒂𝒏(𝒛 − 𝒂)𝒏
+∞

𝒏=𝟎

+ �
𝒄𝒏

(𝒛 − 𝒂)𝒏

+∞

𝒏=𝟏

 

        = 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏(𝒛 − 𝒛𝟎) + 𝒂𝟐(𝒛 − 𝒛𝟎)𝟐 +⋯+ 𝒂𝒏(𝒛 − 𝒛𝟎)𝒏 + ⋯+
𝒄𝟏

(𝒛 − 𝒂) +
𝒄𝟐

(𝒛 − 𝒂)𝟐 + ⋯+
𝒄𝒏

(𝒛 − 𝒂)𝒏
 

ែដល ∫∫ ++

+
+ −=

−
=

c

n
nc nn duufau

i
cdu

au
uf

i
a )()(

2
1,

)(
)(

2
1 1

1 ππ
 

ឬ  េគអចសរេសរតងេដយ       𝒇(𝒛) = ∑ 𝑱𝒏(𝒛 − 𝒂)𝒏+∞
−∞  ែដល  ∫ + +−

=
c nn du

au
uf

i
J 1)(

)(
2
1
π

 

ឧទហរណ៍ៈ ចូរបំែបកអនុគមន៍ខងេ្រកមជាេស៊រឡ័ីរង៉ (𝑳𝒂𝒖𝒓𝒆𝒏𝒕 𝑺𝒆𝒓𝒊𝒆𝒔)  ៃនស�័យគុណ   

𝒛   ែដល 𝒇(𝒛) =
𝟏

(𝒛 − 𝟏)(𝒛 − 𝟑)
  េនក�ុងែដន 𝟏 < |𝒛| < 𝟑 ។ 

េយងអចបំែបក្របភាគសនិទនជាផលបូក្របភាគសនិទនងយ៖ 

𝒇(𝒛) =
𝟏

(𝒛 − 𝟏)(𝒛 − 𝟑)
=

𝑨
(𝒛 − 𝟏)

+
𝑩

(𝒛 − 𝟑)
 

- គុណអង�ទំងពីរនឹង   𝒛 − 𝟏   យក   𝒛 = 𝟏 

េគបាន          
𝟏

𝟏 − 𝟑
= 𝑨        →         𝑨 = −

𝟏
𝟐

 

- គុណអង�ទំងពីរនឹង 𝒛 − 𝟑 យក𝒛 = 𝟑 

េគបាន          
𝟏

𝟑 − 𝟏
= 𝑩       →         𝑩 =

𝟏
𝟐

 

នំាឲ្យ              𝒇(𝒛) =
𝟏

(𝒛 − 𝟏)(𝒛 − 𝟑)
= −

𝟏
𝟐(𝒛 − 𝟏)

+
𝟏

𝟐(𝒛 − 𝟑)
 

តមរបូមន�        
𝟏

𝟏 − 𝒖
= �𝒖𝒏 ;  |𝒖| < 𝟏

+∞

𝒏=𝟎

 

េនាះ                  −
𝟏

𝟐(𝒛 − 𝟏) = −
𝟏
𝟐𝒛

�
𝟏

𝟏 − 𝟏
𝒛
� = −

𝟏
𝟐𝒛

� �
𝟏
𝒛
�
𝒏

=
+∞

𝒏=𝟎

−
𝟏
𝟐
��

𝟏
𝒛
�
𝒏+𝟏+∞

𝒏=𝟎

 

េហយ                 
𝟏

𝟐(𝒛 − 𝟑) = −
𝟏
𝟔
�

𝟏

𝟏 − 𝒛
𝟑
� = −

𝟏
𝟔
��

𝒛
𝟑
�
𝒏+∞

𝒏=𝟎

 

ដូចេនះ             𝒇(𝒛) =
𝟏

(𝒛 − 𝟏)(𝒛 − 𝟑) = −
𝟏
𝟐
��

𝟏
𝒛
�
𝒏+𝟏+∞

𝒏=𝟎

−
𝟏
𝟔
��

𝒛
𝟑
�
𝒏+∞

𝒏=𝟎

 

        = −
𝟏
𝟐
� ��

𝟏
𝒛
�
𝒏+𝟏

+
𝟏
𝟑
�
𝒛
𝟑
�
𝒏
�

+∞

𝒏=𝟎
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លហំត ់

១. គណនាអំងេត្រកលតមែខ្សេកង  C+  ៃនរង�ង់  

 ក. 
2

z

C

e dz
z+ −∫    េប C+  ជារង�ង់ែដលមាន 3

2
z =   

 ខ. 
( )2 1

1C

z
dz

z+

−
+∫    េប C+  ជារង�ង់ែដលមាន 1

2
z =   

 គ. 
2

1

z

C

e dz
z+ +∫    េប C+  ជារង�ង់ែដលមាន 1z i− =   

 ឃ. 
( )

1
1C

z dz
z z+

+
−∫   េប C+  ជារង�ង់ែដលមាន 1 2z + =   

 ង. 
( )( )2

2
1 1C

z dz
z z z+

+

− +∫   េប C+  ជារង�ង់ែដលមាន 2 1z − =   

 ច. 
( )2

1
1C

z dz
z z+

+

−∫    េប C+  ជារង�ង់ែដលមាន 1z i+ =   

២. គណនាអំងេត្រកលខងេ្រកម 

 ក. 
2

0

i
zdz∫    ខ. 

2 1

2

i z

i
e dz

+

∫    គ. ( )2 2

1
2 3

i

i
z z dz

+

+
+ −∫    ឃ. ( )2 1 22 1

i

i
z dz

+
−∫   

 ង. ( )
1 3

1

i

i
z i dz

+

−
+∫   ច. cos

i

i
zdz

π

π−∫    ឆ. 2sin zdz
π

π−∫     ជ. 3sin
i

i
zdz

π

π−∫   

 ឈ. 
1

1
cosz zdz

−∫   ញ. 
2

1

i zze dz∫    ដ. 
43

1

i z

i
z e dz

+∫   

៣. គណនាអំងេត្រកលខងេ្រកម 

 ក. 
( )

3

31C

z dz
z +∫   ខ. 

z

C

e dz
z

π

∫    គ. 2
cos

C

z dz
z∫     ឃ. 2

sinz

C

e z dz
z∫   

 ង. 
( ) 11

n

nC

z dz
z ++∫   ច. 2

sin
nC

z dz
z∫    ឆ. 3

sin
C

z dz
z
π

∫    ជ. 
3

3

z

C

e dz
z∫   

៤. គណនាអំេត្រកលតមែខ្សេកងតងឲ្យអនុគមន៍  
( )( )2 21 1C

dz
z z− +∫   

 ក. 2 2z i− =   ខ. 1z i− =    គ. 1
2

z =     ឃ. 1z i+ =   

៥. បង� ញថា  ( )
2 2

sin cos
sin

ax
ax e a bx b bx

e bxdx
a b

−
=

+∫    និង  ( )
2 2

cos sin
cos

ax
ax e a bx b bx

e bxdx
a b

+
=

+∫   
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លហំត់្រសវ្រជាវ 

1. េគមានចំនួនកំុផ�ិច ( )1 1 1 1cos sinz r i= θ + θ   និង ( )2 2 2 2cos sinz r i= θ + θ ែដល ( ) ( )1 1 2 2, , ,r rθ θ  ជា

គូៃនមូ៉ឌុល និងអគុយម៉ង់ៃន 1 2,z z េរៀងគា�  ។ ចូរ�សយប�� ក់របូមន� 

 ក.  ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r i  ⋅ = ⋅ θ + θ + θ + θ    ខ. ( ) ( )1 1
1 2 1 2 2

2 2
cos sin , 0z r i z

z r
  = θ −θ + θ −θ ≠    

2. េដះ�សយសមីករៈ 

               ក.  �𝒁 − 𝟏 − √𝟐𝒊�
𝐥𝐨𝐠|𝒁|(𝒁𝒁�)

= 𝐥𝐨𝐠|𝒁| �
𝟐 + √𝟑𝒊
𝟐 − √𝟑𝒊

�                            ខ.  
𝒁

𝟑 + 𝟒𝒊
+
𝒁 − 𝟏
𝟓𝒊

=
𝟓

𝟑 − 𝟒𝒊
 

គ. �𝒁𝟐 + 𝒁 + 𝟏� + �𝒁𝟐 + 𝟐𝒁 + 𝟑� +⋯+ �𝒁𝟐 + 𝟐𝟎𝒁 + 𝟑𝟗� = −𝟒𝟓𝟎𝟎 

3. ក.  រក 𝒁  ែដល 𝒁𝒏 = 𝒁�   (𝒏 ∈ ℕ)  ខ. រក 𝒁 ែដល  𝒁�𝒏 = 𝒁   (𝒏 ∈ ℕ∗) 

4. េគមានចំនួនកំុផ�ិច 2 3z i= +  និង 5w i= +  ។  

ក.  បង� ញថា  z w z w=   និង  
z z
w w

  = 
 

  ។ 

ខ.  េគឲ្យ ( ) ( )3 2M x y x y i= − + +  ។ កំណត់តៃម� ,x y  េដម្បីឲ្យ M z w= +  ។ 

គ.  សរេសរ 1 3z M= −  ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រត រចួសរេសរ 2016
1z ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រត 

5. ក  េដះ�សយសមីករ  012 =+− zz  ក�ុង C  

ខ  េគឲ្យ  iz
2
3

2
1

1 −=   និង iz
2
3

2
1

2 += ។  សរេសរ
1
1

2

1

−
+

=
z
z

z ជាទ្រមង់ពិជគណិត រចួទញរក មូ៉ឌុ

ល និងអគុយម៉ង់ៃន z   និង  2016z  ។ 

6. កំណត់  Z   េដម្បឲី្យ  7Z   និង  2

1
Z

  គឺជាចំនួនកំុផ�ិចឆា� ស់  ។ 

7. េគឲ្យចំនួនកំុផ�ិច  cos sinZ ij j= +    

ក. �សយប�� ក់ថា  2cos , 2 sinn n n nZ Z n Z Z ij j- -+ = - =   ។ 

ខ. េ្របលទ�ផលខងេលរកចេម�យៃន  ( ) ( )5 5
,Z Z Z Z+ -   និងគណនា cos5 , sin5j j  ជាអនុគមន៍

ៃន  cos , sinj j   និង  cos3 , sin3j j   ។ 

8. ក. សរេសរ  ( )1 2 1Z i= + -   ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រត  ។ 

ខ. គណនា  cos
8
p   និង  sin

8
p   ។ 

9. េគឲ្យចំនួនកំុផ�ិច  cos sin ,Z i j j j= + Î   ។ 

ក. �សយប�� ក់ថាចំេពះ្រគប់ចំនួនគត់ 1n³ េគមាន 1 2cosn
nZ n

Z
j+ = និង 1 2 sinn

nZ i n
Z

j- = ។ 

ខ. �សយប�� ក់ថា  ( )4 1cos cos 4 4cos 2 3
8

j j j= + +   និង 5sin sin5 5sin3 10sinj j j j= - + ។ 

10. ឧបមាថា  ( )1 , 2 , 3 , ............,kA k n=   គឺជាកំពូលៃនចតុេកណនិយ័តចរកឹក�ុងរង�ង់  ផ�ិត  o   កំ  

1R =   និង  M  ជាចំនួនចល័តេលរង�ង់  ។  បង� ញថា  1 2 .......... 2nMA MA MA n+ + + =   ។ 
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11. េគឲ្យ 3 2 2log (log log )
2

x yz i x y+ = + + 
 

 និង 12
1 2

iw
i

+
=

−
 ែដល 0 , 0x y> >  ។ 

ក. សរេសរ  w  ជាទ្រមង់ពិជគណិត ។  ខ. កំណត់ x  និង y  េដម្បឲី្យ z w=  ។ 

12. េគមាន 2 3 2z i= +  និង ( ) ( )1 3 1 3w i= + + −   ។ 

ក. សរេសរ zu
w

=  ជាទ្រមង់ពីជគណិត ។  

ខ.  សរេសរ  ,u z   និង w  ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រត ។ 

គ.  រកតៃម�ពិត្របាកដ ៃន cos
12
π  និង sin

12
π  ។ 

13. េប  z  និង 'z  ជាចំនួនកំុផ�ិចមានមូ៉ឌុល 1 េហយ a  ជាចំនួនពិត ។ េគកំណត់ 1Z z z azz′ ′= + + +  និង 

Z z z zz a′ ′ ′= + + +  ។ 

ក. បង� ញថា Z zz Z′ ′=  និង Z Z ′=   ។ 

ខ. េគសន�តថា 1 0zz′+ ≠   ។ បង� ញថា ចំនួន 
1
z zu

zz
′+

=
′+
 ជាចំនួនពិត ។  

14. បង� ញថា 
( ) 1

* 1

1

1
,

2

n nn
k

k

i ni n i
n ki

+
−

=

− − +
∀ ∈ =∑   រចួសិក្សោផលបូកខងេ្រកម

( ) ( )1 1 3 5 7 1 2 1pS p= − + − + ⋅⋅ ⋅ + − +  និង ( ) 1
2 2 4 6 8 1 2pS p+= − + − + ⋅ ⋅ ⋅ + −   ។ 

15. គណនាផលបូកខងេ្រកម 

( )1
0

1. cos
n

k
S kx

=

=∑    ( )2
0

2. sin
n

k
S kx

=

=∑    ( )2
3

0

3. cos
n

k
S kx

=

=∑   

( )2
4

0

4. sin
n

k
S kx

=

=∑    
( )
( )5

0

cos
5.

cos

n

k
k

kx
S

x=

=∑    
( )
( )6

0

sin
6.

sin

n

k
k

kx
S

x=

=∑   

16. n  ជាចំនួនគត់មានទ្រមង់ ( )3 1k k+ ∈  បង� ញថា ( ) ( )
1

2 2 1
2 1

0

3 2
n

p n n
p

p

−
−

+
=

− =∑ ។ ែណនំា គណនា 

( )2cos isin nϕ ϕ+ ែដល
3
πϕ = ។ 

17. គណនា ( )41 ni+  រចួសិក្សោផលបូក ( ) ( )
2

4
2

0

1
n

p n
p

p=
−∑  និង ( ) ( )

2 1
4

2 1
0

1
n

p n
p

p

−

+
=

−∑   ។  

18. ចូរស្រម�លកេន្សោម 
( )
( )1

1 1
1 1

n

n
k

k k i
P

k k i=

+ + +
=

+ + −∏    ។ 

19. ក. បង� ញថា ចំេពះ្រគប់ ( ) 2, :u v u v u v u v∈ + ≤ + + −  ។ 

ខ. សិក្សោថា ចំេពះ្រគប់ ( )1 2 3 4, , ,z z z z ∈  

េគបាន  1 2 3 4 1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4z z z z z z z z z z z z z z z z+ + + ≤ + + + + + + + + + + +     

20. រកតៃម�ៃនកេន្សោមខងេ្រកម 

ក. ( ) ( ) ( )1 1 1 1 2 1 1 3 1i i i− + − − + − − + − − + ⋅⋅ ⋅   ខ. 1 2 1 3 1 4 1i i i i− + − + − + − + ⋅⋅ ⋅  
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4. អនុគមន៍អេថរកំុផ�ិចេរៀបេរៀងេដយ  អនុបណ�ិ ត ៃថ  ថាល់ 

5. វចនានុ្រកមេសដ�កិច�ទំេនបអង់េគ�ស ែខ�រ ឆា�  ំ ១៩៩៦ 

6. Advanced Mathematics By Dr. Chan roth 

7. Advanced Engineering Mathematics (Seventh Edition) 

-Chapter 12 Complex Number, Complex analysis Fuctions 

8. Complex  Variables   by  MURRAY  R.  SPIEGEL,  Ph.D 
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