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អារម្ភកថា 

  សួសតី ! លោកររ-ូអ្នកររូ  ប្អូនៗសិសានុសិសស មតិ្តអ្នកសិកាជាទីរសឡាញ់ រាប្អ់ាន ។ លសៀវលៅរណិត្វទិា    
«សរាយប្ញ្ជា ក ់  របូ្មនត  រទសឹតីប្ទ  លកខណៈ» ដែលលោកអ្នកកំពុងដត្កានក់នុងដែលនេះ រឺជាលសៀវលៅថ្មីមយួ ដែលប្លងកើត្ 
ល ើងលែើមបលី្វើការរាយប្ញ្ជា ក ់ របូ្មនត  រទឹសតីប្ទ នងិលកខណៈលសសងៗដនលមលរៀនរណិត្វទិា ។  ជាការពិត្ានរបូ្មនត 
ឬរទឹសតីប្ទ ឬលកខណៈមយួចំនួន ានការរាយប្ញ្ជា កក់នុងលសៀវលៅពុមពរប្ស់រកសួងអ្ប្រ់ ំ យុវជន និងកឡីា រចួល ើយ 
កប៏្ ុដនតលៅាន របូ្មនត ឬរទសឹតីប្ទ ឬលកខណៈមយួចំននួ្ំលទៀត្ ដែលអ្នកសិកាជបួ្រប្ទេះ ពុំទានា់នការរាយប្ញ្ជា ក ់
លចេះដត្ថាតាមលរ ល្វើតាមលរត្ៗគ្នន  មនិែឹងពីមូលល តុ្ លពលខ្លេះលយើងចងែ់ឹងពមីូលល តុ្ដែរ ដត្មនិែឹងលៅរកឯណា ។ 
មា ងលទៀត្ ការរាយប្ញ្ជា កដ់ែលានរចួល ើយល េះ រឺានការលំបាកកនុងការអានឱ្យងាយយល់ លររេះលរសរលសរជា 
អ្ត្ថប្ទប្នតគ្នន លោយាររកសួងានការកំណត្ច់ំននួទំពរ័ ។ ល ើយជាពិលសសលៅលទៀត្ល េះ លពលខ្លេះលយើងយល់ លយើងលចេះ 
ពីការរាយប្ញ្ជា ក ់  របូ្មនត ឬរទឹសតីប្ទ ឬលកខណៈទាងំល េះ ដត្លរកាយមក លយើងលលលចខ្លេះ ឬលលលចទាងំរសុង លោយារ 
លយើងខានជួប្យូរ មនិដែលបានរលឹំក ឬរវល់ការងារលសសងៗលរចើនលពក លនេះវាជាលរឿង្មមតារប្ស់មនុសសររប្រ់បូ្លៅល ើយ  
«លត្ើនរណាមយួដែលថា មនិលចេះលលលច ? មនុសស មនិដមនា សីុន !!! » ។  

 ល តុ្លនេះ លែើមបជីួយ សរមលួែល់អ្នកសិកា ដែលចងែ់ឹង ចងយ់ល់ ចងល់ចេះ ពីមលូល តុ្ឫសរល់ ដនរបូ្មនត  
រទឹសតីប្ទ និងលកខណៈលសសងៗដនលមលរៀនរណិត្វទិា លទើប្ខ្្ុ ំបានលរៀប្លរៀងប្លងកើត្លសៀវលៅលនេះល ើង សរលសរដប្ប្ជាអ្ត្ថប្ទ 
ពនយល់ ានប្ញ្ជា កម់ូលល តុ្ចាស់ោស់ ានលរចើនរលប្ៀប្ ។ អ្នករត្ូវែឹងថា កនុងលមលរៀនមយួចំនួនាន របូ្មនត ឬរទឹសតីប្ទ 
ឬលកខណៈខ្លេះ ោកយ់កសិន លររេះវ ិ្ ីដនការរាយប្ញ្ជា កលំ់ហាត្ល់ េះលរៀនមនិទានែ់ល់ ។ 

ែូចដែលបានប្ញ្ជា កក់នុងអារមភកថាដនការលបាេះពុមពលលើកទ១ី ថា ខ្្ុ ំនឹងរាយប្ញ្ជា កថ់ាន កទ់ី៧ ទ៨ី ទី៩ នងិទ១ី០ 
ជាប្នតប្ ទ ប្ត់ាមរយៈ ការល្វើឱ្យទានស់មយ័  Update  កនុងលពលលបាេះពុមពលលើកលរកាយ ។ ែូចលនេះ កនុងការលបាេះពុមពលលើកទី 
២ លនេះ ានការរាយប្ញ្ជា ក ់  របូ្មនត ឬរទឹសតីប្ទ ឬលកខណៈ ថាន កទ់ី១០ ទ១ី១ និងទ១ី២ ។ សូមរងច់កំារលបាេះពុមព 
លលើកលរកាយៗ ដែលានការរាយប្ញ្ជា ករ់បូ្មនត ឬរទសឹតីប្ទ ឬលកខណៈ ដនថាន កតូ់្ចជាងលនេះ និងការរាយប្ញ្ជា កល់លើ 
លំហាត្រ់ណិត្វទិាលសសងៗលទៀត្ ដែលគ្នម នកនុងកមមវ ិ្ ីសិការប្ស់រកសួង លោយលោកអ្នករគ្ននដ់ត្លមើលរកប្ដកងខាងលលើ 
ានោកថ់ា nd rd th2 , 3 , 4 , ...  ។ 

ខ្្ុ ំបាទសូមអ្លយ័លទាសចំលរេះកំ ុសអ្លចត្ ទាងំឡាយ ដែលានលៅកនុងលសៀវលៅលនេះ ខ្្ុ ំបាទនឹងទទួលយក 
ការរេិះរន ់ឬការសតល់ជាលោប្ល់ ឬការសតល់ជារំនិត្ប្ករាយថ្មីៗ ដប្លកៗ លែើមបអី្លវិឌ្ឍ លសៀវលៅលនេះ ឱ្យកានដ់ត្រប្លសើរ ។ 

សូមជូនពរែល់អ្នកសិការរប្រ់បូ្ ានសុខ្ភាពលអ និងទទួលបានលជារជយ័កនុងែំលណើ រជីវតិ្ ។ 
 

        ដរពដវង , ដថ្ៃទី ៣០ ដខ្ កញ្ជា  ឆ្ន  ំ២០១៥ 
           អ្នកលរៀប្លរៀង 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនតក�វិទ្យោ  ថា� កទ់ី ១០ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន តក�វិទ្យោ 

 

1. បង� ញថា សំេណ  p  និងសំេណ  p  ជាសំេណ ែតមយួ ។  

2. ្រសយប�� កល់ក�ណៈដឺមេ៉ជន ( )De Morgan  ៖ ( )i p q p q∧ = ∨  និង ( )ii p q p q∨ = ∧  ។ 

3. បង� ញថា សំេណ  p q⇒  និងសំេណ  q p⇒  មានតៃម�ភាពពិតដូចគា�  ។ 

4. បង� ញថា ( ) ( )p q p q q p⇔ = ⇒ ∧ ⇒  ។ 

5. បង� ញថា េប x  និង y  ជាចំនួនសនិទន េនាះ x y+  ជាចំននួសនិទន ។ 

6. បង� ញថា េប x y>  េនាះ 2 2x y>  ។ 

7. បង� ញថា េប x  និង y  ជាចំនួនគត់េសស េនាះ x y+  ជាចំនួនគតគូ់ ។ 

8. បង� ញថា េប x  និង y  ជាចំនួនគត់េសស េនាះ xy  កជ៏ាចំនួនគតេ់សសែដរ ។ 

9. បង� ញថា េប 2n  ជាចំនួនគតគូ់ េនាះ n  កជ៏ាចំនួនគតគូ់ ។ 

10. បង� ញថា េប mn  មនិែមនជាពហុគុណៃន 3  េនាះ m  និង n  កម៏និែមនជាពហុគុណៃន 3  ែដរ ។ 

11. បង� ញថា េបមុឆំា� ស់ក�ុងពីរៃនបនា� តព់ីរជាមុេំស�គា�  េនាះបនា� ត់ទងំពីរេនាះ្រសបគា�  ។ 

12. បង� ញថា 2  ជាចំនួនអសនិទន ។  

13. បង� ញថា 5  ជាចំនួនអសនិទន ។ 

14. បង� ញថា 3  ជាចំនួនអសនិទន ។ 

15. បង� ញថា 4 2  ជាចំនួនអសនិទន ។ 

16. បង� ញថា p  ជាចំនួនអសនិទន ចំេពះ្រគបចំនួនបឋម p  ។ 

17. បង� ញថា  1 2+  ជាចំនួនអសនិទន ។ 

18. បង� ញថា  2 3+  ជាចំនួនអសនិទន ។ 

19. បង� ញថា 2 5 6 0x x+ + =  លុះ្រតែត 2x = −  ឬ 3x = −  ។ 

20. បង� ញថា 3 4 0x x− =  លុះ្រតែត 0x =  ឬ 2x = −  ឬ 2x =  ។ 

21. បង� ញថា 2 2 0x y+ =  លុះ្រតែត 0x =  និង 0y =  ។ 

22. បង� ញថា អង�ករអស៊នមានសមាជិកមកពី្រគប់្របេទសក�ុងទ�ីបអសីុ ជាសំេណ មនិពិត ។ 

23. បង� ញថា ចំនួនបឋមជាចំនួនគតេ់សស ជាសំេណ មនិពិត ។ 

24. បង� ញថា េប p  និង q  ជាចំនួនបឋម េហយ 2 2n p q= +  េនាះ n  ជាចំនួនបឋម ជាសំេណ មនិពិត ។ 

25. បង� ញថា េប a b>  េនាះ 2 2a b>  ចំេពះ្រគបច់ំនួនពិត a  និង b  ជាសំេណ មនិពិត ។  

26. បង� ញថា េប x  និង y  ជាចំនួនគត់រុឡឺាទីបវជិ�មាន និង xy  ជាចំនួនគតេ់សស េនាះ x  និង y  កជ៏ាចំនួនគតេ់សសែដរ ។ 

27. បង� ញថា េប ( )2 0x x − <  េនាះ 0 2x< <  ។ 

28. បង� ញថា ចេំពះ្រគបច់ំននួគត់ធម�ជាតិ n  េប 2 25n >  េនាះ 5n >  ។ 

29. បង� ញថា 
1 2x
x

+ >  ចំេពះ្រគប់ 1x >  ។ 

30. បង� ញថា គា� នចំនួនគត់រុឡឺាទីប p  និង q  ែដល 
2

2 2p
q

=  ។ 

េរៀបេរៀងេដយ : គរនុិស្សតិ  េ្របស ដរ៉ 1 ឯកេទស : គណិតវទិ្យោ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនតក�វិទ្យោ  ថា� កទ់ី ១០ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន តក�វិទ្យោ 

 

1. បង� ញថា សំេណ  p  និងសំេណ  p  ជាសំេណ ែតមយួ 

េគមាន  សំេណ  p  និងសំេណ  p  មានតៃម�ភាពពិតខុសគា�  

េគសងប់ានតរងតៃម�ភាពពិត ៃនសំេណ  , ,p p p  បានដូចខងេ្រកម 

p  p  p  

1 0  1 
0  1 0  

 

តមតរងតៃម�ភាពពិតេឃញថា សំេណ  p  និងសំេណ  p  មានតៃម�ភាពពិតដូចគា�  

នាឱំ្យ  សំេណ  p  និងសំេណ  p  ជាសំេណ ែតមយួ 

ដូចេនះ      សំេណ  p  និងសំេណ  p  ជាសំេណ ែតមយួ  ្រត�វបានបង� ញ    ។ 

 

2. ្រសយប�� កល់ក�ណៈដមឺេ៉ជន ( )De Morgan  ៖  

្រសយប�� កថ់ា  ( )i p q p q∧ = ∨   

េគនឹងេ្របតរងតៃម�ភាពពិត េដម្បបីង� ញថា  p q p q∧ = ∨  

p  q  p  q  p q∧  p q∧  p q∨  

1 1 0  0  1 0  0  

1 0  0  1 0  1 1 
0  1 1 0  0  1 1 
0  0  1 1 0  1 1 

 

តមតរងតៃម�ភាពពិតេឃញថា សំេណ  p q∧   និងសំេណ  p q∨  មានតៃម�ភាពពិតដូចគា�  

នាឱំ្យ   េគបានសំេណ   p q p q∧ = ∨  

ដូចេនះ      លក�ណៈដឺមេ៉ជន p q p q∧ = ∨   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
 

្រសយប�� កថ់ា  ( )ii p q p q∨ = ∧  

េគនឹងេ្របតរងតៃម�ភាពពិត េដម្បបីង� ញថា  p q p q∧ = ∨  

p  q  p  q  p q∧  p q∧  p q∨  

1 1 0  0  1 0  0  

1 0  0  1 0  1 1 
0  1 1 0  0  1 1 
0  0  1 1 0  1 1 

 

តមតរងតៃម�ភាពពិតេឃញថា សំេណ  p q∧   និងសំេណ  p q∨  មានតៃម�ភាពពិតដូចគា�  

នាឱំ្យ   េគបានសំេណ   p q p q∧ = ∨  

ដូចេនះ      លក�ណៈដឺមេ៉ជន p q p q∧ = ∨   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

េរៀបេរៀងេដយ : គរនុិស្សតិ  េ្របស ដរ៉ 2 ឯកេទស : គណិតវទិ្យោ 
www.facebook.com/7khmer
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនតក�វិទ្យោ  ថា� កទ់ី ១០ 

3. បង� ញថា សំេណ  p q⇒  និងសំេណ  q p⇒  មានតៃម�ភាពពតិដូចគា�  

េគសងត់រងតៃម�ភាពពិៃនសំេណ  p q⇒  និងសំេណ  q p⇒  បានដូចខងេ្រកម ៖ 

p  q  p  q  p q⇒  q p⇒  

1 1 0  0  1 1 
1 0  0  1 0  0  
0  1 1 0  1 1 
0  0  1 1 1 1 

 

តមតរងតៃម�ភាពពិតេឃញថា សំេណ  p q⇒   និងសំេណ  q p⇒  មានតៃម�ភាពពិតដូចគា�   

ដូចេនះ      សំេណ  p q⇒  និងសំេណ  q p⇒  មានតៃម�ភាពពិតដូចគា�   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
 

4. បង� ញថា ( ) ( )p q p q q p⇔ = ⇒ ∧ ⇒  

េគសងត់រងតៃម�ភាពពិៃនសំេណ  ( ) ( )p q q p⇒ ∧ ⇒  និងសំេណ  p q⇔  បានដូចខងេ្រកម ៖ 

p  q  p q⇒  q p⇒  ( ) ( )p q q p⇒ ∧ ⇒  p q⇔  

1 1 1 1 1 1 
1 0  0  1 0  0  
0  1 1 0  0  0  
0  0  1 1 1 1 

 

តមតរងតៃម�ភាពពិតេឃញថា សំេណ  ( ) ( )p q q p⇒ ∧ ⇒  និងសំេណ  p q⇔  មានតៃម�ភាពពិតដូចគា�   

ដូចេនះ      ( ) ( )p q p q q p⇔ = ⇒ ∧ ⇒   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
 

5. បង� ញថា េប x  នងិ y  ជាចនំនួសនទិន េនាះ x y+  ជាចនំនួសនទិន 

េគមាន x  និង y  ជាចំនួនសនិទន 

េគតង 
ax
b

=  និង 
cy
d

=   ែដល  , , ,a b c d  ជាចំនួនគត់រុឡឺាទីប និង 0 , 0b d≠ ≠  

េគបាន 
a c ad bcx y
b d bd

+
+ = + =   

េដយ ad bc+  និង bd  ជាចំនួនគតរុ់ឡឺាទីប 

នាឱំ្យ 
ad bcx y

bd
+

+ =   ជាចំនួនសនិទ ន 

ដូចេនះ      េប x  និង y  ជាចំនួនសនិទន េនាះ x y+  ជាចំនួនសនិទន  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
 

6. បង� ញថា េប x y>  េនាះ 2 2x y>   

េគមាន 0 , 0x y≥ ≥   និង  x y>   េនាះេគបាន  2 2x y>   (មនិប�ូរទិសេដ) 

ែត  2 22 2,x x y y= =    

េគបាន 2 2x y>  អចសរេសរ  2 2x y>  

ដូចេនះ      េប x y>  េនាះ 2 2x y>   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

េរៀបេរៀងេដយ : គរនុិស្សតិ  េ្របស ដរ៉ 3 ឯកេទស : គណិតវទិ្យោ 
www.facebook.com/7khmer
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនតក�វិទ្យោ  ថា� កទ់ី ១០ 

7. បង� ញថា េប x  នងិ y  ជាចនំនួគតេ់សស េនាះ x y+  ជាចនំនួគតគូ់ 

េគមាន x  និង y  ជាចំនួនគតេ់សស 

េគតងបាន 2 1x m= +  និង  2 1y n= +  ែដល ,m n  ជាចំនួនគត ់

នាឱំ្យ 2 1 2 1x y m n+ = + + +  

            ( )
2 2 2
2 1
2 , 1

m n
m n

k k m n

= + +

= + +

= = + +

 

េដយ 2x y k+ =  មានទ្រមង់ជាចំនួនគតគូ់  េនាះ  x y+  ជាចំនួនគតគូ់ 

ដូចេនះ      េប x  និង y  ជាចំនួនគតេ់សស េនាះ x y+  ជាចំនួនគតគូ់  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
 

8. បង� ញថា េប x  នងិ y  ជាចនំនួគតេ់សស េនាះ xy  កជ៏ាចនំនួគតេ់សសែដរ 

េគមាន x  និង y  ជាចំនួនគតេ់សស 

េគតងបាន 2 1x m= +  និង  2 1y n= +  ែដល ,m n  ជាចំនួនគត ់

នាឱំ្យ ( )( )2 1 2 1xy m n= + +  

        ( )
4 2 2 1
2 1
2 1 ,

mn m n
mn m n

k k mn m n

= + + +

= + + +

= + = + +

 

េដយ 2 1xy k= +  មានទ្រមង់ជាចំនួនគតេ់សស េនាះ  xy  ជាចំនួនគតេ់សស 

ដូចេនះ      េប x  និង y  ជាចំនួនគតេ់សស េនាះ xy  កជ៏ាចំនួនគតេ់សសែដរ  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
 

9. បង� ញថា េប 2n  ជាចនំនួគតគូ់ េនាះ n  កជ៏ាចនំនួគតគូ់ 

េគនឹង្រសយតមសំេណ ផ�ុយពីសម�តិកម� េ្រពះេគដឹងថា  p q⇒  និង q p⇒  មានតៃម�ភាពពិតដូចគា�  (បង� ញរចួខងេល) 

េគតង :p  2n  ជាចំនួនគតគូ់    

   :q  n  ជាចំនួនគតគូ់ 

នាឱំ្យ :p  2n  ជាចំនួនគតេ់សស    

   :q  n  ជាចំនួនគត់េសស 

េដយ :q  n  ជាចំនួនគត់េសស  េនាះ  2 1 ,n k k= +  ជាចំនួនគត ់

   េនាះ  ( )22 2 1n k= +  

    ( )
2

2

2

4 4 1

2 2 2 1

2 1 , 2 2

k k

k k

m m k k

= + +

= + +

= + = +

 

   េគបាន  2 2 1n m= +  ជាចំនួនគតេ់សស ជាសំេណ  p  

េដយ េគ្រសយបាន q p⇒  ជាសំេណ ពិត េនាះសំេណ  p q⇒  កជ៏ាសំេណ ពិតែដរ 

ដូចេនះ     េប 2n  ជាចំនួនគតគូ់ េនាះ n  កជ៏ាចំនួនគតគូ់  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

េរៀបេរៀងេដយ : គរនុិស្សតិ  េ្របស ដរ៉ 4 ឯកេទស : គណិតវទិ្យោ 
www.facebook.com/7khmer
fb : Entertainment  And Knowledge



ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនតក�វិទ្យោ  ថា� កទ់ី ១០ 

10. បង� ញថា េប mn  មនិែមនជាពហុគុណៃន 3  េនាះ m  នងិ n  កម៏និែមនជាពហុគុណៃន 3  ែដរ 

េគនឹង្រសយតមសំេណ ផ�ុយពីសម�តិកម� េ្រពះេគដឹងថា  p q⇒  និង q p⇒  មានតៃម�ភាពពិតដូចគា�  (បង� ញរចួខងេល) 

េគតង :p  mn  មនិែមនជាពហុគុណៃន 3  

   :q  m  និង n  មនិែមនជាពហុគុណៃន 3  

នាឱំ្យ :p  mn  ជាពហុគុណៃន 3  

   :q  យ៉ាងេហចណាស់មានមយួក�ុងចំេណាម m  និង n  ជាពហុគុណៃន 3  

េចញពីសំេណ  q  េគនឹង្រសយរហូតបាន p  តមករណីទងំបីដូចខងេ្រកម ៖ 

- ករណី m  ជាពហុគុណៃន 3  និង  n  មនិែមនជាពហុគុណៃន 3  

   េគតង  3m k=  

   េគបាន ( )3 3mn k n kn= ⋅ =  ជាពហុគុណៃន 3  ជាសំេណ  p  

- ករណី m  មនិែមនជាពហុគុណៃន 3  និង  n  ជាពហុគុណៃន 3  

   េគតង  3n =   

   េគបាន ( )3 3mn m m= ⋅ =   ជាពហុគុណៃន 3   ជាសំេណ  p  

- ករណី m  ជាពហុគុណៃន 3  និង  n  ជាពហុគុណៃន 3  

   េគតង  3 , 3m u n v= =  

   េគបាន ( )3 3 3 3mn u v uv= ⋅ =  ជាពហុគុណៃន 3   ជាសំេណ  p  

េឃញថា ្រគបក់រណីេគបានសំេណ  q p⇒  ជាសំេណ ពិត េនាះសំេណ  p q⇒  កជ៏ាសំេណ ពិតែដរ 

ដូចេនះ     េប mn  មនិែមនជាពហុគុណៃន 3  េនាះ m  និង n  កម៏និែមនជាពហុគុណៃន 3  ែដរ   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

11. បង� ញថា េបមុឆំា� ស់ក�ុងពរីៃនបនា� តព់រីជាមុេំស�គា�  េនាះបនា� តទ់ងំពរីេនាះ្រសបគា�  

េគនឹង្រសយតមសំេណ ផ�ុយពីសម�តិកម� េ្រពះេគដឹងថា  p q⇒  និង q p⇒  មានតៃម�ភាពពិតដូចគា�  (បង� ញរចួខងេល) 

េគតង :p  មុឆំា� ស់ក�ុងពីរៃនបនា� តព់ីរជាមុេំស�គា�  

   :q  បនា� តទ់ងំពីរេនាះ្រសបគា�  

នាឱំ្យ :p  មុឆំា� ស់ក�ុងពីរៃនបនា� តព់ីរជាមុមំនិេស�គា�  

   :q  បនា� តទ់ងំពីរេនាះមនិ្រសបគា�  

េចញពីសំេណ  q  េគនឹង្រសយរហូតបាន p  ដូចខងេ្រកម ៖ 

េគមាន :q  បនា� តទ់ងំពីរេនាះមនិ្រសបគា�  មាននយ័ថាបនា� ត្់របសព�គា�  

   តមផលបូកមុេំ្រកៃន្រតីេកណ េគបាន ៖ 

   BAP APB ABx∠ +∠ = ∠  េនាះ  ABx BAP∠ > ∠  

   េគបាន  ABx BAP∠ ≠ ∠  

   មាននយ័ថា  មុឆំា� ស់ក�ុងពីរៃនបនា� តព់ីរជាមុមំនិេស�គា�  ជាសំេណ  p  

នាឱំ្យ q p⇒  ជាសំេណ ពីត េនាះ p q⇒  កព៏ិតែដរ 

ដូចេនះ     េបមុឆំា� ស់ក�ុងពីរៃនបនា� តព់ីរជាមុេំស�គា�  េនាះបនា� ត់ទងំពីរេនាះ្រសបគា�   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

A
P

Bx

េរៀបេរៀងេដយ : គរនុិស្សតិ  េ្របស ដរ៉ 5 ឯកេទស : គណិតវទិ្យោ 
www.facebook.com/7khmer
fb : Entertainment  And Knowledge



ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនតក�វិទ្យោ  ថា� កទ់ី ១០ 

12. បង� ញថា 2  ជាចនំនួអសនទិន 

រេបៀបទ១ី តម្របភាគស្រម�លមនិបាន 

េគនឹងបង� ញថា 2  ជាចំនួនអសនិទន តមសំេណ ផ�ុយពីករពិត េគដឹងថា េប p  មនិពិត េនាះ p  ពិត 

េគតង :p  2  ជាចំនួនអសនិទន    េនាះ   : 2p  ជាចំនួនសនិទន 

ឧបមាថា : 2p  ជាចំនួនសនិទន  ជាសំេណ ពិត 

េគបាន 2 a
b

=   ជា្របភាគស្រម�លមនិបាន (ឬ a  និង b  ជាចំនួនបឋមរវងគា�  ឬតួែចករមួធំបំផុតៃន a  និង b េស� 1) 

  នាឱំ្យ ( )2 22 1a b=  

  េដយ  2 22a b=   មានទ្រមងជ់ាចំនួនគូ េនាះ 2a  ជាចំនួនគូ នាឱំ្យ a  កជ៏ាចំនួនគូែដរ       (េមលលំហត ់ 9 )  

  តងបាន  2a m=  ែដល m  ជាចំនួនគត ់

  េគបាន   ( ) ( )2 2 2 2 2 21 : 2 2 4 2 2m b m b m b= ⇔ = ⇔ =    

  េដយ 2 22b m=  មានទ្រមង់ជាចំនួនគូ េនាះ 2b  ជាចំនួនគូ នាឱំ្យ b  កជ៏ាចំនួនគូែដរ 

  តងបាន  2b n=  ែដល n  ជាចំនួនគត ់

េឃញថា 
22
2

a m
b n

= =  អចស្រម�លនឹង 2  បាន ផ�ុយពីករពិត ែដលថា 2 a
b

=   ជា្របភាគស្រម�លមនិបាន 

នាឱំ្យ សំេណ  : 2p  ជាចំនួនសនិទន ជាសំេណ មនិពិត  មាននយ័ថា  : 2p  ជាចំនួនអសនិទន  ជាសំេណ ពិត 
 

ដូចេនះ     2  ជាចំនួនអសនិទន  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
 

រេបៀបទ២ី តមចនំនួកត� បឋម 

េគតង :p  2  ជាចំនួនអសនិទន    េនាះ   : 2p  ជាចំនួនសនិទន 

ឧបមាថា : 2p  ជាចំនួនសនិទន  ជាសំេណ ពិត 

េគបាន ( )2 22 2 1a a b
b

= ⇔ =  

េដយ ចំនួន a  មានកត� បឋមែតមយួែបបគត ់តងេដយ 1 2 3 ... ma a a a a= × × × ×  មាន m  កត� បឋម  

  ែដល 1 2 3, , ,..., ma a a a  ជាចំនួនបឋម 

  េនាះ ( )22
1 2 3 ... ma a a a a= × × × ×  មាន 2m  កត�  គឺចំនួនគូកត�  

េហយ ចំនួន b  មានកត� បឋមែតមយួែបបគត ់តងេដយ 1 2 3 ... nb b b b b= × × × ×  មាន n  កត� បឋម 

  ែដល 1 2 3, , ,..., nb b b b  ជាចំនួនបឋម 

  េនាះ ( )22
1 2 3 ... nb b b b b= × × × ×  មាន 2n  កត�  គឺចំនួនគូកត�  

  នាឱំ្យ ( )22
1 2 32 2 ... nb b b b b= × × × ×  មាន 2 1n +  កត�  គឺចំននួេសសកត�  

តម ( )1  េឃញថា អង�ទីមយួ 2a  មានគូកត� បឋម ឯអង�ទីពីរ 22b  មានេសសកត� បឋម េនាះ 2a  និង 22b  មានកត� បឋមខុសគា�  

  នាឱំ្យ 2a  និង 22b  មនិេស�គា�  េនាះករឧបមាថា : 2p  ជាចំនួនសនិទន ជាសំេណ មនិពិត 

  េគបាន  :p  2  ជាចំនួនអសនិទន  ជាសំេណ ពិត 

ដូចេនះ     2  ជាចំនួនអសនិទន  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

េរៀបេរៀងេដយ : គរនុិស្សតិ  េ្របស ដរ៉ 6 ឯកេទស : គណិតវទិ្យោ 
www.facebook.com/7khmer
fb : Entertainment  And Knowledge



ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនតក�វិទ្យោ  ថា� កទ់ី ១០ 

13. បង� ញថា 5  ជាចនំនួអសនទិន 

េគនឹងបង� ញថា 5  ជាចំនួនអសនិទន តមសំេណ ផ�ុយពីករពិត េគដឹងថា េប p  មនិពិត េនាះ p  ពិត 

េគតង :p  5  ជាចំនួនអសនិទន    េនាះ   : 5p  ជាចំនួនសនិទន 

ឧបមាថា : 5p  ជាចំនួនសនិទន ជាសំេណ ពិត 

េគបាន 5 a
b

=    ⇔ ( )2 25 1a b=  

 េដយ ចំនួន a  មានកត� បឋមែតមយួែបបគត ់តងេដយ 1 2 3 ... ma a a a a= × × × ×  មាន m  កត� បឋម  ែដល 

  1 2 3, , ,..., ma a a a  ជាចំនួនបឋម  េនាះ ( )22
1 2 3 ... ma a a a a= × × × ×  មាន 2m  កត�  គឺចំនួនគូកត�  

 េហយ ចំនួន b  មានកត� បឋមែតមយួែបបគត ់តងេដយ 1 2 3 ... nb b b b b= × × × ×  មាន n  កត� បឋម  ែដល 

  1 2 3, , ,..., nb b b b  ជាចំនួនបឋម  េនាះ ( )22
1 2 3 ... nb b b b b= × × × ×  មាន 2n  កត�  គឺចំនួនគូកត�  

  នាឱំ្យ ( )22
1 2 35 5 ... nb b b b b= × × × ×  មាន 2 1n +  កត�  គឺចំនួនេសសកត�  

តម ( )1  េឃញថា អង�ទីមយួ 2a  មានគូកត� បឋម ឯអង�ទីពីរ 25b  មានេសសកត� បឋម េនាះ 2a  និង 25b  មានកត� បឋមខុសគា�  

  នាឱំ្យ 2a  និង 25b  មនិេស�គា�  េនាះករឧបមាថា : 5p  ជាចំនួនសនិទន ផ�ុយពីករពិត 

  េគបាន  :p  5  ជាចំនួនអសនិទន  ជាសំេណ ពិត 

ដូចេនះ     5  ជាចំនួនអសនិទន  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

14. បង� ញថា 3  ជាចនំនួអសនទិន 

ឧបមាថា 3  ជាចំនួនសនិទន 

េគបាន 3 a
b

=    ⇔ ( )2 23 1a b=  

 េគតង 1 2 3 ... ma a a a a= × × × ×  មាន m  កត� បឋម  ែដល 1 2 3, , ,..., ma a a a   ជាចំនួនបឋម 

  េនាះ ( )22
1 2 3 ... ma a a a a= × × × ×  មាន 2m  កត� បឋម គឺចំនួនគូកត� បឋម 

 េគតង 1 2 3 ... nb b b b b= × × × ×  មាន n  កត� បឋម  ែដល 1 2 3, , ,..., nb b b b  ជាចំនួនបឋម 

  េនាះ ( )22
1 2 3 ... nb b b b b= × × × ×  មាន 2n  កត� បឋម គឺចំនួនគូកត� បឋម 

  នាឱំ្យ ( )22
1 2 33 3 ... nb b b b b= × × × ×  មាន 2 1n +  កត�  គឺចំនួនេសសកត� បឋម 

តម ( )1  េឃញថា អង�ទីមយួ 2a  មានគូកត� បឋម ឯអង�ទីពីរ 23b  មានេសសកត� បឋម េនាះ 2a  និង 23b  មានកត� បឋមខុសគា�  

  នាឱំ្យ 2a  និង 23b  មនិេស�គា�  េនាះករឧបមាថា 3  ជាចំនួនសនិទន ផ�ុយពីករពិត 

  េគបាន  3  ជាចំនួនអសនិទន  ជាសំេណ ពិត 

ដូចេនះ     3  ជាចំនួនអសនិទន  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

សមា� ល ់ - ្រគបច់ំនួនគតធ់ម�ជាតិ េគអចបំែបកជាផលគុណកត� បឋមបានែតមយួែបបគត់ ។ 

   - ចំនួនពីរេស�គា�  កលណាចំនួនទងំពីរមានផលគុណកត� បឋមដូចគា�  ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនតក�វិទ្យោ  ថា� កទ់ី ១០ 

15. បង� ញថា 4 2  ជាចនំនួអសនទិន 

ឧបមាថា 4 2  ជាចំនួនសនិទន 

េគបាន 4 2 a
b

=   ⇔ ( )4 42 1a b=  

េគតង 1 2 3 ... ma a a a a= × × × ×  មាន m  កត� បឋម  ែដល 1 2 3, , ,..., ma a a a   ជាចំនួនបឋម 

  េនាះ ( )44
1 2 3 ... ma a a a a= × × × ×  មាន ( )4 2 2m m=  កត� បឋម គឺចំនួនគូកត� បឋម 

 េគតង 1 2 3 ... nb b b b b= × × × ×  មាន n  កត� បឋម  ែដល 1 2 3, , ,..., nb b b b  ជាចំនួនបឋម 

  េនាះ ( )44
1 2 3 ... nb b b b b= × × × ×  មាន ( )4 2 2n n=  កត� បឋម គឺចំនួនគូកត� បឋម 

  នាឱំ្យ ( )44
1 2 32 2 ... nb b b b b= × × × ×  មាន ( )2 2 1n +  កត�  គឺចំនួនេសសកត� បឋម 

តម ( )1  េឃញថា អង�ទីមយួ 4a  មានគូកត� បឋម ឯអង�ទីពីរ 42b  មានេសសកត� បឋម េនាះ 4a  និង 42b  មានកត� បឋមខុសគា�  

  នាឱំ្យ 4a  និង 42b   ជាចំនួនមនិេស�គា�  េនាះករឧបមាថា 3  ជាចំនួនសនិទន មនិពិត 

  េគបាន  4 2  ជាចំនួនអសនិទន  ពិត 

ដូចេនះ     4 2  ជាចំនួនអសនិទន  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
 

 

16. បង� ញថា p  ជាចនំនួអសនទិន ចេំពះ្រគបចនំនួបឋម p  

ឧបមាថា p  ជាចំនួនសនិទន 

េគបាន 
ap
b

=    ⇔ ( )2 2 1a pb=  

 េគតង 1 2 3 ... ma a a a a= × × × ×  មាន m  កត� បឋម  ែដល 1 2 3, , ,..., ma a a a   ជាចំនួនបឋម 

  េនាះ ( )22
1 2 3 ... ma a a a a= × × × ×  មាន 2m  កត� បឋម គឺចំនួនគូកត� បឋម 

 េគតង 1 2 3 ... nb b b b b= × × × ×  មាន n  កត� បឋម  ែដល 1 2 3, , ,..., nb b b b  ជាចំនួនបឋម 

  េនាះ ( )22
1 2 3 ... nb b b b b= × × × ×  មាន 2n  កត� បឋម គឺចំនួនគូកត� បឋម 

  នាឱំ្យ ( )22
1 2 3 ... npb p b b b b= × × × ×  មាន 2 1n +  កត�  គឺចំនួនេសសកត� បឋម េ្រពះ p  ជាចំនួនបឋម 

តម ( )1  េឃញថា អង�ទីមយួ 2a  មានគូកត� បឋម ឯអង�ទីពីរ 2pb  មានេសសកត� បឋម េនាះ 2a  និង 2pb  មានកត� បឋមខុសគា�  

  នាឱំ្យ 2a  និង 2pb  ជាចំនួនមនិេស�គា�  េនាះករឧបមាថា p  ជាចំនួនសនិទន មនិពិត 

  េគបាន  p  ជាចំនួនអសនិទន  ពិត 

ដូចេនះ     p  ជាចំនួនអសនិទន  ចំេពះ្រគបចំនួនបឋម p  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

 

 

េរៀបេរៀងេដយ : គរនុិស្សតិ  េ្របស ដរ៉ 8 ឯកេទស : គណិតវទិ្យោ 
www.facebook.com/7khmer
fb : Entertainment  And Knowledge



ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនតក�វិទ្យោ  ថា� កទ់ី ១០ 

17. បង� ញថា  1 2+  ជាចនំនួអសនទិន 

ឧបមាថា 1 2+  ជាចំនួនសនិទន 

េគបាន ( ) ( )221 2 2 2 1a b a b b a b
b

+ = ⇔ = − ⇔ = −   

 តម ( )1  ( )2a b−  ជាពហុគុណៃន 2   េនាះ a b−  កជ៏ាពហុគុណៃន 2  ែដរ  

  េគតង 2a b m− =  ែដល m  ជាចំនួនគតវ់ជិ�មាន 

 េគបាន  ( ) ( ) ( )22 2 21 : 2 2 2 2b m b m= ⇔ =  

តម ( )2  2b  ជាពហុគុណៃន 2   េនាះ b  កជ៏ាពហុគុណៃន 2  ែដរ  

  េគតង 2b k=  ែដល k  ជាចំនួនគតវ់ជិ�មាន 

  េគបាន  ( )2 2 2 2a b m a k m a m k− = ⇔ − = ⇔ = +   

  នាឱំ្យ a  ជាពហុគុណៃន 2   ែដលេគតង 2 ,a m k= = +   

េឃញថា 2a =   និង 2b k=  សុទ�ែតជាចំនួនគូ  េនាះវមានតួែចករមួធំបំផុតខុសពី 1 (មនិែមនជាចំនួនបឋមរវងគា� ) 

នាឱំ្យ ករឧបមាថា 1 2+  ជាចំនួនសនិទន ជាេរឿងមនិពិត  េនាះ  1 2+  ជាចំនួនអសនិទន 

ដូចេនះ     1 2+  ជាចំនួនអសនិទន  ្រត�វបានបង� ញ        ។ 
 
 

18. បង� ញថា   2 3+  ជាចនំនួអសនទិន 

ឧបមាថា 2 3+  ជាចំនួនសនិទន 

េគបាន ( ) ( ) ( )
2 22 2 2 4 2 2
22 3 5 2 6 2 6 5 6 4 5 1a a b a b b a b

b b
+ = ⇔ + = ⇔ = − ⇔ = −   

តម ( )1  ( )22 25a b−  ជាពហុគុណៃន 6  េនាះ 2 25a b−  កជ៏ាពហុគុណៃន 6  ែដរ  េហតុេនះេគតង 2 25 6a b m− =  

 នាឱំ្យ ( ) ( )24 4 2 4 26 4 6 24 36 2 3b m b m b m= ⇔ = ⇔ =  

   េដយ  4b  ជាពហុគុណៃន 3  េនាះ  b  កជ៏ាពហុគុណៃន 3  ែដរ  េហតុេនះេគតង  3b n=  

េគបាន ( ) ( )22 2 2 2 2 2 25 6 5 3 6 6 45 3 2 15a b m a n m a m n a m n− = ⇔ − = ⇔ = + ⇔ = +  

   េដយ 2a  ជាពហុគុណៃន 3  េនាះ a  កជ៏ាពហុគុណៃន 3  ែដរ  េហតុេនះេគតង  3a k=  

ប៉ុែន� ្របសិនេប a  និង b  សុទ�ែតជាពហុគុណៃន 3  េនាះ a  និង b  មនិែមនជាចំនួនបឋមរវងគា� េទ 

   នាឱំ្យ ករឧបមាថា 2 3+  ជាចំនួនសនិទន គឺជាេរឿងមនិពិត 

   េគបាន  2 3+  ជាចំនួនអសនិទន គឺជាេរឿងពិត 

ដូចេនះ     2 3+  ជាចំនួនអសនិទន  ្រត�វបានបង� ញ        ។ 
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19. បង� ញថា 2 5 6 0x x+ + =  លុះ្រតែត 2x = −  ឬ 3x = −  

េគនឹងបង� ញតម ស្រមាយប�� កេ់ទ�លក�ខណ�  េគដឹងថា  ( ) ( )p q p q q p⇔ = ⇒ ∧ ⇒  

េគតង :p 2 5 6 0x x+ + =  

   :q 2x = −  ឬ 3x = −  

េគមាន :p 2 5 6 0x x+ + =  

          ( )( )2 3 0x x+ + =  

   នាឱំ្យ    2 0x + =  ឬ 3 0x + =  

   េគបាន  2x = −  ឬ 3x = −  

   េគ្រសយបានថា   :p 2 5 6 0x x+ + =  េនាះ :q ( 2x = −  ឬ 3x = − )  មាននយ័ថា p q⇒  ( )1  

ម្យោ៉ងេទៀត េប 2x = −   េនាះ  ( ) ( )22 5 6 2 5 2 6 4 10 6 0x x+ + = − + − + = − + =  

   េប 3x = −   េនាះ  ( ) ( )22 5 6 3 5 3 6 9 15 6 0x x+ + = − + − + = − + =  

   េគ្រសយបានថា  :q ( 2x = −  ឬ 3x = − )  េនាះ :p 2 5 6 0x x+ + =   មាននយ័ថា q p⇒   ( )2  

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2  េគបាន p q⇔   គឺ  2 5 6 0x x+ + =  លុះ្រតែត 2x = −  ឬ 3x = −  

ដូចេនះ      2 5 6 0x x+ + =  លុះ្រតែត 2x = −  ឬ 3x = −   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

    

20. បង� ញថា 3 4 0x x− =  លុះ្រតែត 0x =  ឬ 2x = −  ឬ 2x =  

េគនឹងបង� ញតម ស្រមាយប�� កេ់ទ�លក�ខណ�  េគដឹងថា  ( ) ( )p q p q q p⇔ = ⇒ ∧ ⇒  

េគតង :p 3 4 0x x− =  

   :q 0x =  ឬ 2x = −  ឬ 2x =  

េគមាន :p 3 4 0x x− =  

          
( )
( )( )

2 4 0

2 2 0

x x

x x x

− =

+ − =
 

  នាឱំ្យ    0x =  ឬ  2 0x + =  ឬ 2 0x − =  

  េគបាន  0x =  ឬ 2x = −  ឬ 2x =  

  េគ្រសយបានថា   :p 3 4 0x x− =  េនាះ :q ( 0x =  ឬ 2x = −  ឬ 2x = )  មានន័យថា p q⇒  ( )1  

ម្យោ៉ងេទៀត េប 0x =    េនាះ  3 34 0 4 0 0x x− = − ⋅ =  

  េប 2x = −    េនាះ  ( ) ( )33 4 2 4 2 8 8 0x x− = − − − = − + =  

  េប 2x =    េនាះ  ( ) ( )33 4 2 4 2 8 8 0x x− = − = − =  

   េគ្រសយបានថា  :q ( 0x =  ឬ 2x = −  ឬ 2x = )  េនាះ :p 3 4 0x x− =   មានន័យថា q p⇒   ( )2  

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2  េគបាន p q⇔   គឺ  3 4 0x x− =  លុះ្រតែត 0x =  ឬ 2x = −  ឬ 2x =  

ដូចេនះ      3 4 0x x− =  លុះ្រតែត 0x =  ឬ 2x = −  ឬ 2x =   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
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21. បង� ញថា 2 2 0x y+ =  លុះ្រតែត 0x =  នងិ 0y =  

េគនឹងបង� ញតម ស្រមាយប�� កេ់ទ�លក�ខណ�  េគដឹងថា  ( ) ( )p q p q q p⇔ = ⇒ ∧ ⇒  

េគតង :p 2 2 0x y+ =  

   :q 0x =  និង 0y =  

េគមាន :p 2 2 0x y+ =  

   េដយ  2 0x ≥   និង  2 0y ≥  

   េនាះមានែតមយួករណីគត់ែដលនាឱំ្យ  2 2 0x y+ =  គឺ 0x =  និង 0y =  

   េគ្រសយបានថា   :p 2 2 0x y+ =  េនាះ :q ( 0x =  និង 0y = )   មានន័យថា p q⇒  ( )1  

ម្យោ៉ងេទៀត េប 0x =  និង 0y =   េនាះ  2 2 2 20 0 0x y+ = + =  

  េគ្រសយបានថា  :q ( 0x =  និង 0y = )  េនាះ :p 2 2 0x y+ =   មាននយ័ថា q p⇒   ( )2  

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2  េគបាន p q⇔   គឺ  2 2 0x y+ =  លុះ្រតែត 0x =  និង 0y =  

ដូចេនះ      2 2 0x y+ =  លុះ្រតែត 0x =  និង 0y =   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
 

22. បង� ញថា អង�ករអស៊នមានសមាជកិមកព្ីរគប្់របេទសក�ុងទ�បីអសីុ ជាសំេណ មនិពតិ 

េគនឹងបង� ញសំេណ ខងេលជាសំេណ មនិពិត េដយេ្របឧទហរណ៍ផ�ុញ (្រតឹមែតរកឱ្យបានឧទហរណ៍មយួមកផ�ុញ) 

េដយ ្របេទសជប៉ុន ជា្របេទសេនក�ុងទ�ីបអសីុែដរ ែត្របេទសជប៉ុនមនិែមនជាសមាជិកអង�ករអស៊ន 

នាឱំ្យ សំេណ ថា អង�ករអស៊នមានសមាជិកមកពី្រគប់្របេទសក�ុងទ�ីបអសីុ ជាសំេណ មនិពិត 

ដូចេនះ      អង�ករអស៊នមានសមាជិកមកពី្រគប្់របេទសក�ុងទ�ីបអសីុ ជាសំេណ មនិពិត ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
 

23. បង� ញថា ចនំនួបឋមជាចនំនួគតេ់សស ជាសំេណ មនិពតិ 

េគនឹងបង� ញសំេណ ខងេលជាសំេណ មនិពិត េដយេ្របឧទហរណ៍ផ�ុញ (្រតឹមែតរកឱ្យបានឧទហរណ៍មយួមកផ�ុញ) 

េដយ េលខ 2  ជាចំនួនបឋមែដរ ែតេលខ 2  មនិែមនជាចំនួនគតេ់សសេទ 

នាឱំ្យ សំេណ ថា ចំនួនបឋមជាចំនួនគតេ់សស ជាសំេណ មនិពិត 

ដូចេនះ      ចំនួនបឋមជាចំនួនគត់េសស ជាសំេណ មនិពិត  ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
 

24. បង� ញថា េប p  នងិ q  ជាចនំនួបឋម េហយ  2 2n p q= +  េនាះ n  ជាចនំនួបឋម ជាសំេណ មនិពតិ 

េដយ 3p =  និង 5q =  ជាចំនួនបឋមែដរ ប៉ុែន� 2 2 2 23 5 9 25 34n p q= + = + = + =  មនិែមនជាចំនួនបឋមេទ  

នាឱំ្យ សំេណ ថា េប p  និង q  ជាចំនួនបឋម េហយ  2 2n p q= +  េនាះ n  ជាចំនួនបឋម ជាសំេណ មនិពិត 

ដូចេនះ      េប p  និង q  ជាចំនួនបឋម េហយ  2 2n p q= +  េនាះ n  ជាចំនួនបឋម ជាសំេណ មនិពិត  ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
 

25. បង� ញថា េប a b>  េនាះ 2 2a b>  ចេំពះ្រគបច់នំនួពតិ a  នងិ b  ជាសំេណ មនិពតិ 

េដយ ចំេពះ្រគបច់ំនួនពិត a  និង b  េគយក 1 2a b= > = −  ប៉ុែន� ( )22 2 21 2a b= < = −  

នាឱំ្យ សំេណ ថា េប a b>  េនាះ 2 2a b>  ចំេពះ្រគបច់ំនួនពិត a  និង b  ជាសំេណ មនិពិត 

ដូចេនះ      េប a b>  េនាះ 2 2a b>  ចំេពះ្រគបច់នំួនពិត a  និង b  ជាសំេណ មនិពិត  ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនតក�វិទ្យោ  ថា� កទ់ី ១០ 

26. បង� ញថា េប x  នងិ y  ជាចនំនួគតរុ់ឡឺាទបីវជិ�មាន នងិ xy  ជាចនំនួគតេ់សស េនាះ x  នងិ y  កជ៏ាចនំនួគតេ់សសែដរ 

េគនឹង្រសយតមសំេណ ផ�ុយពីសម�តិកម� េ្រពះេគដឹងថា  p q⇒  និង q p⇒  មានតៃម�ភាពពិតដូចគា�  (បង� ញរចួខងេល!) 

េគតង :p  xy  ជាចំនួនគត់េសស 

   :q  x  និង y  ជាចំនួនគតេ់សស 

នាឱំ្យ :p  xy  ជាចំនួនគតគូ់ 

   :q  យ៉ាងេហចណាស់មានមយួក�ុងចំេណាម x  និង y  ជាចំនួនគតគូ់ 

េចញពីសំេណ  q  េគនឹង្រសយរហូតបាន p  តមករណីទងំបីដូចខងេ្រកម ៖ 

- ករណី x  ជាចំនួនគតគូ់ និង y  ជាចំនួនគត់េសស 

   េគតង  2x a=  និង 2 1y b= −  ែដល a  និង b  ជាចំនួនគតធ់ម�ជាតិ 

   េគបាន ( ) ( )2 2 1 2 2xy a b ab a= × − = −  ជាចំនួនគូ  ជាសំេណ  p  

- ករណី x  ជាចំនួនគតេ់សស និង y  ជាចំនួនគតគូ់ 

   េគតង  2 1x c= −  និង 2y d=  ែដល c  និង d  ជាចំនួនគតធ់ម�ជាតិ 

   េគបាន ( ) ( )2 1 2 2 2xy c d cd d= − × = −  ជាចំនួនគូ  ជាសំេណ  p  

- ករណី x  ជាចំនួនគតគូ់ និង y  ជាចំនួនគូ 

   េគតង  2x e=  និង 2y f=  ែដល e  និង f  ជាចំនួនគតធ់ម�ជាតិ 

   េគបាន ( )2 2 2 2xy e f ef= × =  ជាចំនួនគូ  ជាសំេណ  p  

េឃញថា ្រគបក់រណីេគបានសំេណ  q p⇒  ជាសំេណ ពិត េនាះសំេណ  p q⇒  កជ៏ាសំេណ ពិតែដរ 

ដូចេនះ     េប x  និង y  ជាចំនួនគត់រុឡឺាទីបវជិ�មាន និង xy  ជាចំនួនគតេ់សស េនាះ x  និង y  កជ៏ាចំនួនគតេ់សសែដរ       ។ 

 

27. បង� ញថា េប ( )2 0x x − <  េនាះ 0 2x< <  

េគនឹង្រសយតមសំេណ ផ�ុយពីសម�តិកម� េ្រពះេគដឹងថា  p q⇒  និង q p⇒  មានតៃម�ភាពពិតដូចគា�  (បង� ញរចួខងេល!) 

េគតង :p  ( )2 0x x − <  

   :q  0 2x< <  

នាឱំ្យ :p  ( )2 0x x − ≥  

   :q  0x ≤   ឬ  2x ≥  

េចញពីសំេណ  q  េគនឹង្រសយរហូតបាន p  ដូចខងេ្រកម ៖ 

-ចំេពះ 0x ≤   េនាះ  2 2x − ≤ −   នាឱំ្យ  ( )2 2x x x− ≥ −   (្រត�វប�ូរទិសេដ េ្រពះគុណនឹង 0x ≤  អវជិ�មាន) 

   េដយ 0x ≤  េនាះ  2 0x− ≥   េគបាន  ( )2 2 0x x x− ≥ − ≥  នាឱំ្យ  ( )2 0x x − ≥  ជាសំេណ  p  

-ចំេពះ 2x ≥   េនាះ  2 0x − ≥   នាឱំ្យ  ( )2 0x x − ≥   (មនិប�ូរទិសេដ េ្រពះគុណនឹង 2x ≥  វជិ�មាន)  ជាសំេណ  p  

 េឃញថា េគ្រសយបានថា  សំេណ  q p⇒  ជាសំេណ ពិត នាឱំ្យសំេណ  p q⇒  កជ៏ាសំេណ ពិតែដរ 

 េគបាន p q⇒   គឺ  េប ( )2 0x x − <  េនាះ 0 2x< <   ជាសំេណ ពិត 

ដូចេនះ     េប ( )2 0x x − <  េនាះ 0 2x< <   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនតក�វិទ្យោ  ថា� កទ់ី ១០ 

28. បង� ញថា ចេំពះ្រគបច់នំនួគតធ់ម�ជាត ិ n  េប 2 25n >  េនាះ 5n >  

េគនឹង្រសយតមសំេណ ផ�ុយពីសម�តិកម� េ្រពះេគដឹងថា  p q⇒  និង q p⇒  មានតៃម�ភាពពិតដូចគា�  (បង� ញរចួខងេល!) 

េគតង :p  2 25n >  

   :q  5n >  

នាឱំ្យ :p  2 25n ≤  

   :q  5n ≤  

េចញពីសំេណ  q  េគនឹង្រសយរហូតបាន p  ដូចខងេ្រកម ៖ 

េដយ n  ជាចំនួនគតធ់ម�ជាតិ េហយ 5n ≤  េនាះ  1 , 2 , 3 , 4 , 5n =  

   ចំេពះ  1n =    េនាះ  2 1 25n = ≤  ពិត 

   ចំេពះ  2n =    េនាះ  2 4 25n = ≤  ពិត 

   ចំេពះ  3n =    េនាះ  2 9 25n = ≤  ពិត 

   ចំេពះ  4n =    េនាះ  2 16 25n = ≤  ពិត 

   ចំេពះ  5n =    េនាះ  2 25 25n = ≤  ពិត 

 េឃញថា េគ្រសយបានថា  សំេណ  q p⇒  ជាសំេណ ពិត នាឱំ្យសំេណ  p q⇒  កជ៏ាសំេណ ពិតែដរ 

 េគបាន p q⇒   គឺ  េប 2 25n >  េនាះ 5n >  ជាសំេណ ពិត 

ដូចេនះ     េប 2 25n >  េនាះ 5n >   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
 

29. បង� ញថា 
1 2x
x

+ >  ចេំពះ្រគប ់ 1x >  

េគនឹង្រសយតមសំេណ ផ�ុយពីករពិត េ្រពះេគដឹងថា  េបសំេណ  p  មនិពិត េនាះសំេណ  p  ពិត 

េគតង :p  
1 2x
x

+ >   េនាះេគបាន  :p  
1 2x
x

+ ≤  

 េគមាន :p  
1 2x
x

+ ≤    (គុណអង�ទងំពីរ និង 1x >  វជិ�មាន មនិប�ូរទិសេដ) 

   
2

2

1 2
2 1 0
x x

x x
+ ≤

− + ≤
 

         ( )21 0x − ≤    មនិពិត  េ្រពះ  ( )21 0x − >  ចំេពះ្រគប ់ 1x >  

េគបាន សំេណ   :p  
1 2x
x

+ >   ចំេពះ្រគប ់ 1x >   ជាសំេណ ពិត 

ដូចេនះ      
1 2x
x

+ >  ចំេពះ្រគប ់ 1x >   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនតក�វិទ្យោ  ថា� កទ់ី ១០ 

30. បង� ញថា គា� នចនំនួគតរុ់ឡឺាទបី p  នងិ q  ែដល 
2

2 2p
q

=  

ឧបមាថា មានចំនួនគតរុ់ឡឺាទីប p  និង q  ែដលេផ��ងផា� ត ់ 
2

2 2p
q

=  

េគមាន 
2

2 2p
q

=   អចសរេសរ  ( )2 22 1p q=  

 េដយ ្រគបច់ំនួនគតរុ់ឡឺាទីប p  និង q  េគអចបំែបក p  និង q  ជាកត� បឋមបានែតមយួែបបគត ់

េគតង 1 2 3 ... mp p p p p= × × × ×  មាន m  កត� បឋម  ែដល 1 2 3, , ,..., mp p p p   ជាចំនួនបឋម 

  េនាះ ( )22
1 2 3 ... mp p p p p= × × × ×  មាន 2m  កត� បឋម គឺចំនួនគូកត� បឋម 

 េគតង 1 2 3 ... nq q q q q= × × × ×  មាន n  កត� បឋម  ែដល 1 2 3, , ,..., nq q q q  ជាចំនួនបឋម 

  េនាះ ( )22
1 2 3 ... nq q q q q= × × × ×  មាន 2n  កត� បឋម គឺចំនួនគូកត� បឋម 

  នាឱំ្យ ( )22
1 2 32 2 ... nq q q q q= × × × ×  មាន 2 1n +  កត�  គឺចំនួនេសសកត� បឋម 

តម ( )1  េឃញថា អង�ទីមយួ 2p  មានគូកត� បឋម ឯអង�ទីពីរ 22q  មានេសសកត� បឋម េនាះ 2p  និង 22q  មានកត� បឋមខុសគា�  

  នាឱំ្យ 2p  និង 22q  ជាចំនួនមនិេស�គា�   

  េនាះ មនិអចមាន ចំនួនគត់រុឡឺាទីប p  និង q  ែដលេផ��ងផា� ត ់ 
2

2 2p
q

=   េនាះេទ 

ដូចេនះ     គា� នចំនួនគតរុ់ឡឺាទីប p  និង q  ែដល 
2

2 2p
q

=  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនសណំុំ  ថា� ក់ទី ១០ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន សណំុំ 

 

1. ្រសយប�� កល់ក�ណៈដឺមេ៉ជន ( )De Morgan  ៖  

( )i A B A B∪ = ∩  

( )ii A B A B∩ = ∪  ។ 

2. ្រសយប�� កថ់ា េបេគមានបីសំណំុ ,A B  និង C  េនាះេគបានលក�ណៈផ�ុ ំដូចខងេ្រកម ៖ 

ក. ( ) ( )A B C A B C∩ ∩ = ∩ ∩  ។ 

ខ. ( ) ( )A B C A B C∪ ∪ = ∪ ∪  ។ 

3. ្រសយប�� កថ់ា េបេគមានបីសំណំុ ,A B  និង C  េនាះេគបានលក�ណៈបំែបកដូចខងេ្រកម ៖ 

ក. ( ) ( ) ( )A B C A B A C∩ ∪ = ∩ ∪ ∩  ។ 

ខ. ( ) ( ) ( )A B C A B A C∪ ∩ = ∪ ∩ ∪  ។ 

4. ្រសយប�� កថ់ា េបេគមានសំណំុ A  និង U  ជាចំណំុសកល េហយ A  ជាសំណំុរងបំេពញៃន A  េនាះេគបាន ៖ 

ក. A A∩ =∅  ។ 

ខ. A A U∪ =  ។ 

គ. ( ) ( ) ( )n A n A n U+ =  ។ 

5. េគមានពីរសំណំុ A  និង B  ជាសំណំុរបអ់ស់ ៖ 

ក. បង� ញថា ( ) ( ) ( ) ( )n A B n A n B n A B∪ = + − ∩  ។ 

ខ. ទញថា   ( ) ( ) ( ) ( )n A B n A n B n A B∩ = + − ∪  ។ 

6. បង� ញថា េប A B∩ =∅  េនាះ A  និង B  ជាពីរសំណំុដចគ់ា�  ។ 

7. បង� ញថា { }2 4 0A x x= − =  ជាសំណំុរបអ់ស់ ។ 

8. បង� ញថា { }1 2B y y= < <  ជាសំណំុរបម់និអស់ ឬសំណំុអនន� ។ 

9. បង� ញថា េប A  ជាសំណំុរងៃនសំណំុ B  េនាះេគបាន ( ) ( )n A n B≤  ។ 

10. ្រសយប�� កថ់ា ចំនួនសំណំុរងៃនសំណំុមយួែដលមាន n  ធាតុ េស�នឹង 2n  ។  
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនសណំុំ  ថា� កទ់ី ១០ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន សណំុំ 

 
1. ្រសយប�� កល់ក�ណៈដមឺេ៉ជន ( )De Morgan  ៖  

រេបៀបទ១ី :  ្រសយប�� កថ់ា  ( )i A B A B∪ = ∩  

េគមាន {A B x x A∪ = ∈  ឬ }x B∈  

នាឱំ្យ {A B x x A∪ = ∉  និង }x B∉  

              {x x A= ∈  និង }x B∈  

              { } { }x x A x x B= ∈ ∩ ∈  

              A B= ∩  

ដូចេនះ      លក�ណៈដឺមេ៉ជន  A B A B∪ = ∩   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 

 

រេបៀបទ២ី :  ្រសយប�� កថ់ា  ( )i A B A B∪ = ∩   េដយេ្របដ្យោ្រកមវនិ 

 

  ែផ�កឆូត្រសបេ្រទតេទខងស� ំជាសំណំុ A  

  ែផ�កឆូត្រសបេ្រទតេទខងេឆ�ងជាសំណំុ B  

 
 

        ែផ�កឆូតែខ�ងជាសំណំុ A B∪      ែផ�កឆូតែខ�ងជាសំណំុ A B∩      

 តមដ្យោ្រកមវនិទងំពីរ េគសេង�តេឃញថា សំណំុ A B∪  និងសំណំុ A B∩  ជាសំណំុែតមយួ នាឱំ្យ A B A B∪ = ∩  

ដូចេនះ      លក�ណៈដឺមេ៉ជន  A B A B∪ = ∩   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 

 

រេបៀបទ១ី :  ្រសយប�� កថ់ា  ( )ii A B A B∩ = ∪  

េគមាន {A B x x A∩ = ∈  និង }x B∈  

នាឱំ្យ {A B x x A∩ = ∉  ឬ }x B∉  

              {x x A= ∈  ឬ }x B∈  

              { } { }x x A x x B= ∈ ∪ ∈  

              A B= ∪  

ដូចេនះ      លក�ណៈដឺមេ៉ជន  A B A B∩ = ∪   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

U
A B BA

U
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនសណំុំ  ថា� កទ់ី ១០ 

រេបៀបទ២ី :  ្រសយប�� កថ់ា  ( )ii A B A B∩ = ∪   េដយេ្របដ្យោ្រកមវនិ 
 

  ែផ�កឆូត្រសបេ្រទតេទខងស� ំជាសំណំុ A  

  ែផ�កឆូត្រសបេ្រទតេទខងេឆ�ងជាសំណំុ B  

 

            

       ែផ�កឆូតែខ�ងជាសំណំុ A B∩   ែផ�កឆូតមយួជានន់ិងពីរជាន ់ជាសំណំុ A B∪    

 តមដ្យោ្រកមវនិទងំពីរ េគសេង�តេឃញថា សំណំុ A B∩  និងសំណំុ A B∪  ជាសំណំុែតមយួ នាឱំ្យ A B A B∩ = ∪  

ដូចេនះ      លក�ណៈដឺមេ៉ជន  A B A B∩ = ∪   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 

 

2. ្រសយប�� កថ់ា េបេគមានបសំីណំុ ,A B  នងិ C  េនាះេគបានលក�ណៈផ�ុដូំចខងេ្រកម ៖ 

ក. រេបៀបទ១ី :  ្រសយប�� កថ់ា  ( ) ( )A B C A B C∩ ∩ = ∩ ∩  

េគមាន {A B x x A∩ = ∈  និង }x B∈    

   {B C x x B∩ = ∈  និង }x C∈  

េគបាន ( )A B C∩ ∩ = { }x x A∈ ∩ {x x B∈  និង }x C∈  

             {x x A= ∈  និង x B∈  និង }x C∈  

             {x x A= ∈  និង }x B∈ ∩ { }x x C∈  

             ( )A B C= ∩ ∩   

ដូចេនះ      លក�ណៈផ�ុ ំ  ( ) ( )A B C A B C∩ ∩ = ∩ ∩  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 
 

រេបៀបទ២ី :  ្រសយប�� កថ់ា  ( ) ( )A B C A B C∩ ∩ = ∩ ∩  

        

        

 

 

 

     ែផ�កឆូតែខ�ងជាសំណំុ ( )A B C∩ ∩        ែផ�កឆូតែខ�ងជាសំណំុ ( )A B C∩ ∩   

 តមដ្យោ្រកមវនិទងំពីរ េគសេង�តេឃញថា សំណំុ ( )A B C∩ ∩  និងសំណំុ ( )A B C∩ ∩  ជាសំណំុែតមយួ  

នាឱំ្យ ( ) ( )A B C A B C∩ ∩ = ∩ ∩  

ដូចេនះ      លក�ណៈផ�ុ ំ  ( ) ( )A B C A B C∩ ∩ = ∩ ∩   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់        ។ 

 

U

BA
U

A B

A B

C

U
A B

C

U
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនសណំុំ  ថា� កទ់ី ១០ 

ខ. រេបៀបទ១ី :  ្រសយប�� កថ់ា  ( ) ( )A B C A B C∪ ∪ = ∪ ∪  

េគមាន {A B x x A∪ = ∈  ឬ }x B∈    

   {B C x x B∪ = ∈  ឬ }x C∈  

េគបាន ( )A B C∪ ∪ = { }x x A∈ ∪ {x x B∈  ឬ }x C∈  

             {x x A= ∈  ឬ x B∈  ឬ }x C∈  

             {x x A= ∈  ឬ }x B∈ ∩ { }x x C∈  

             ( )A B C= ∪ ∪   

ដូចេនះ      លក�ណៈផ�ុ ំ  ( ) ( )A B C A B C∪ ∪ = ∪ ∪  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 
 

 រេបៀបទ២ី :  ្រសយប�� កថ់ា  ( ) ( )A B C A B C∪ ∪ = ∪ ∪  

 

 

 

 

 

        ែផ�កឆូតជាសំណំុ ( )A B C∪ ∪           ែផ�កឆូតជាសំណំុ ( )A B C∪ ∪  

តមដ្យោ្រកមវនិទងំពីរ េគសេង�តេឃញថា សំណំុ ( )A B C∪ ∪  និងសំណំុ ( )A B C∪ ∪  ជាសំណំុែតមយួ  

នាឱំ្យ ( ) ( )A B C A B C∪ ∪ = ∪ ∪  

ដូចេនះ      លក�ណៈផ�ុ ំ  ( ) ( )A B C A B C∪ ∪ = ∪ ∪   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់        ។ 

 

3. េបេគមានបសំីណំុ ,A B  នងិ C  េនាះេគបានលក�ណៈបែំបកដូចខងេ្រកម ៖ 

ក. ្រសយប�� កថ់ា ( ) ( ) ( )A B C A B A C∩ ∪ = ∩ ∪ ∩  

 

 

 

 

 

       ែផ�កឆូតពីរជានជ់ាសំណំុ ( )A B C∩ ∪            ទងំែផ�កឆូតមយួជានន់ិងពីរជាន ់ជាសំណំុ ( ) ( )A B A C∩ ∪ ∩  

តមដ្យោ្រកមវនិទងំពីរ េគសេង�តេឃញថា សំណំុ ( )A B C∩ ∪  និងសំណំុ ( ) ( )A B A C∩ ∪ ∩  ជាសំណំុែតមយួ  

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( )A B C A B A C∩ ∪ = ∩ ∪ ∩  

ដូចេនះ      លក�ណៈបំែបក  ( ) ( ) ( )A B C A B A C∩ ∪ = ∩ ∪ ∩   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 

 

 

A B

C

U

C

U
A B

A B

C

U
A B

C

U
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនសណំុំ  ថា� កទ់ី ១០ 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  ( ) ( ) ( )A B C A B A C∪ ∩ = ∪ ∩ ∪  

 

 

   

 

 

  ទងំែផ�កឆូតមយួជានន់ិងពីរជាន ់ជាសំណំុ ( )A B C∪ ∩    ែផ�កឆូតពីរជាន់ជាសំណំុ ( ) ( )A B A C∪ ∩ ∪  

តមដ្យោ្រកមវនិទងំពីរ េគសេង�តេឃញថា សំណំុ ( )A B C∪ ∩  និងសំណំុ ( ) ( )A B A C∪ ∩ ∪  ជាសំណំុែតមយួ  

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( )A B C A B A C∪ ∩ = ∪ ∩ ∪  

ដូចេនះ      លក�ណៈបំែបក  ( ) ( ) ( )A B C A B A C∪ ∩ = ∪ ∩ ∪   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់        ។ 

 

4. េគមានសំណំុ A  នងិ U  ជាចណំុំសកល េហយ A  ជាសំណំុរងបេំពញៃន A  ៖ 

ក. ្រសយប�� កថ់ា A A∩ =∅  

 រេបៀបទ១ី 

េគមាន { },A x x A x U= ∉ ∈  

នាឱំ្យ {A A x x A∩ = ∈  និង }x A∉  

              {= គា� ន x  ណាែដលេផ��ងផា� ត ់ x A∈  និង }x A∉  

              { }= =∅  

ដូចេនះ       A A∩ =∅  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 
 

 រេបៀបទ២ី តមដ្យោ្រកមវនិ 

 

 

 

 
 

   តម្រកបេឃញថា គា� នចំណុច្របសព�រវង A  និង A  េសះេឡយ   នាឱំ្យ   A A∩ =∅  
 

ដូចេនះ       A A∩ =∅  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 
 

ខ.  រេបៀបទ១ី  :  ្រសយប�� កថ់ា  A A U∪ =  

េដយ A  ជាសំណំុរងបំេពញៃនសំណំុ A  

េគមាន {A A x x A∪ = ∈ ឬ }x A∈  

              U=  

ដូចេនះ       A A U∪ =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 

A B

C

U
A B

C

U

U
A

A
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនសណំុំ  ថា� កទ់ី ១០ 

 រេបៀបទ២ី  :  តមដ្យោ្រកមវនិ 

 

 

 
 

  ែផ�កឆូតជាសំណំុ A A∪   ែដលែផ�កឆូតទងំអស់ជាសំណំុ U  

ដូចេនះ       A A U∪ =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 
 

គ. ្រសយប�� កថ់ា ( ) ( ) ( )n A n A n U+ =  

េដយ   A A U∪ =   នាឱំ្យ  ( ) ( ) ( )n A n A n U+ =  

ដូចេនះ       ( ) ( ) ( )n A n A n U+ =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 
 

5. េគមានពរីសំណំុ A  នងិ B  ជាសំណំុរបអ់ស់ ៖ 

ក. បង� ញថា ( ) ( ) ( ) ( )n A B n A n B n A B∪ = + − ∩  

េគេ្របដ្យោ្រកមវនិ 

 

 

 
 
 

 តមដ្យោ្រកមវនិ េដម្បរីក ( )n A B∪  េគ្រត�វយក ( ) ( ) ( )n A n B n A B+ − ∩  

 ដូចេនះ       ( ) ( ) ( ) ( )n A B n A n B n A B∪ = + − ∩   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់        ។ 
 

ខ. ទញថា   ( ) ( ) ( ) ( )n A B n A n B n A B∩ = + − ∪  

េគមាន រូបមន�        ( ) ( ) ( ) ( )n A B n A n B n A B∪ = + − ∩  

   ទញបាន   ( ) ( ) ( ) ( )n A B n A n B n A B∩ = + − ∪  

ដូចេនះ       ( ) ( ) ( ) ( )n A B n A n B n A B∩ = + − ∪   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់        ។        
 

6. បង� ញថា េប A B∩ =∅  េនាះ A  នងិ B  ជាពរីសំណំុដចគ់ា�  

េគេ្របដ្យោ្រកមវនិ  

 

 

 

េដយ A B∩ =∅  មាននយ័ថា សំណំុ A  និង B  គា� នធាតុរមួគា� េទ េធ�ឱ្យដ្យោ្រកមរបស់វដចគ់ា�  

ដូចេនះ       េប A B∩ =∅  េនាះ A  និង B  ជាពីរសំណំុដចគ់ា�   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

U
A

A

U

( )n A B∩

A B

( )n A B∪

U A B
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនសណំុំ  ថា� កទ់ី ១០ 

7. បង� ញថា  { }2 4 0A x x= − =  ជាសំណំុរបអ់ស់ 

េគមាន { }2 4 0A x x= − =  

      
( )( ){ }

{ }
2 2 0

2 , 2

x x x= − + =

= −
 

េដយ ( ) 2n A =   ជាចំនួនកំណត ់(ជាចនំួនរបអ់ស់) 

នាឱំ្យ A  ជាសំណំុរបអ់ស់ 

ដូចេនះ      សំណំុ  { }2 4 0A x x= − =  ជាសំណំុរបអ់ស់   ្រត�វបានបង� ញ    ។ 

 

8. បង� ញថា { }1 2B y y= < <  ជាសំណំុរបម់និអស់ ឬសំណំុអនន� 

េគមាន { }1 2B y y= < <  

          { }1.1 , 1.2 , 1.24 , ... , 1.99 , 1.9942 , ...=  

េឃញថា សំណំុ B  មានធាតុេ្រចនរបម់និអស់ 

នាឱំ្យ B  ជាសំណំុរបម់និអស់ ឬសំណំុអនន� 

ដូចេនះ      សំណំុ  { }1 2B y y= < <  ជាសំណំុរបម់និអស់ ឬសំណំុអនន�   ្រត�វបានបង� ញ     ។ 

 

9. បង� ញថា េប A  ជាសំណំុរងៃនសំណំុ B  េនាះេគបាន ( ) ( )n A n B≤  

េដយ A  ជាសំណំុរងៃនសំណំុ B  

េគបាន { }A x x A x B= ∈ ⇒ ∈   មានន័យថា ( ) ( )n A n B<  

ម្យោ៉ងេទៀត េប A B=  េនាះ  សំណំុ A  កជ៏ាសំណំុរងៃនសំណំុ B  ែដរ 

នាឱំ្យ ( ) ( )n A n B≤  

ដូចេនះ      េប A  ជាសំណំុរងៃនសំណំុ B  េនាះេគបាន ( ) ( )n A n B≤    ្រត�វបានបង� ញ     ។ 
 

10. ្រសយប�� កថ់ា ចនំនួសំណំុរងៃនសំណំុមយួែដលមាន n  ធាតុ េស�នងឹ 2n   

សំណំុែដលមាន n  ធាតុមានសំណំុរងែដលមាន 0 ធាតុ , 1 ធាតុ , 2  ធាតុ , ... , n  ធាតុ 

សំណំុរងទងំអស់ៃនសំណំុែដលមាន n  ធាតុ ជាសំណំុបានពីបន្សៃំន 0 ធាតុ , 1 ធាតុ , 2  ធាតុ , ... , n  ធាតុ យកពី n  ធាតុខុសគា�  

េគបាន ចំនួនសំណំុរងៃនសំណំុែដលមាន n  ធាតុ េស�នឹង ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),0 ,1 , 2 ,3 ... ,C n C n C n C n C n n+ + + + +  

តមរូបមន� ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2,0 ,1 , 2 ... ,n n n n na b C n a C n a b C n a b C n n b− −+ = + + + +  

ចំេពះ 1a =  និង 1b =  

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 ,0 ,1 ,2 ... ,n C n C n C n C n n+ = + + + +  

   ( ) ( ) ( ) ( )2 ,0 ,1 ,2 ... ,n C n C n C n C n n= + + + +  

 ដូចេនះ      ចំនួនសំណំុរងៃនសំណំុមយួែដលមាន n  ធាតុ េស�នឹង ( ) ( ) ( ) ( ),0 ,1 , 2 ... , 2nC n C n C n C n n+ + + + =    ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនចំននួ  ថា� កទ់ី ១០ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ចំនួន 

 

1. បង� ញថា សមភាព a a− =  ពិត ចំេពះ្រគបច់ំនួនពិត a  ។ 

2. បង� ញថា 22a a=  ពិត ចំេពះ្រគបច់ំនួនពិត a  ។ 

3. បង� ញថា 2a a=  ពិត ចំេពះ្រគបច់ំនួនពិត a  ។ 

4. បង� ញថា េប 0 , 0a b> >  និង a b<  េនាះេគបាន a b<  ។ 

5. បង� ញថា េប 0a b> >  េនាះេគបាន  2a ab b a b± + = ±  

6. បង� ញថា ចនំួន 10101 ក�ុង្របពន័�របាបេ់គាល 2  េស�នឹងចំនួន 21  ក�ុង្របព័ន�របាបេ់គាល 10  ។ 

7. បង� ញថា ចនំួន 120  ក�ុង្របពន័�របាបេ់គាល 10  េស�នឹងចំនួន 1111000  ក�ុង្របព័ន�របាបេ់គាល 2  ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនចំននួ  ថា� កទ់ី ១០ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ចំនួន 

 

1. បង� ញថា សមភាព a a− =  ពតិ ចេំពះ្រគបច់នំនួពតិ a  

តមលក�ណៈ  
0

0

x x
x

x x

 ≥= 
− <

ebI

ebI
   េគនឹងបង� ញថា  a a− =  ពិត ចំេពះ្រគបច់ំនួនពិត a  

-ចំេពះ 0a ≥  េគបាន  :   a a=     និង  0a− ≤   េនាះ  ( )a a a a− = − − = =    ( )1  

-ចំេពះ 0a <  េគបាន  :   a a= −   និង  0a− >   េនាះ  a a a− = − =        ( )2  

តមករណី ( )1  និង ( )2  ខងេល្រគប់្រគានប់�� ក់ថា  a a− =   ពិត ចំេពះ្រគបច់ំនួនពិត a  

ដូចេនះ     សមភាព a a− =  ពិត ចំេពះ្រគបច់ំនួនពិត a   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
 

2. បង� ញថា 22a a=  ពតិ ចេំពះ្រគបច់នំនួពតិ a   

តមលក�ណៈ  
0

0

x x
x

x x

 ≥= 
− <

ebI

ebI
   េគនឹងបង� ញថា  22a a=  ពិត ចំេពះ្រគបច់ំនួនពិត a  

-ចំេពះ 0a ≥  េគបាន  :   2 2a a=       ( )1  

-ចំេពះ 0a <  េគបាន  :   ( )22 2a a a= − =  ( )2  

តមករណី ( )1  និង ( )2  ខងេល្រគប់្រគានប់�� ក់ថា  22a a=   ពិត ចំេពះ្រគបច់ំនួនពិត a  

ដូចេនះ     សមភាព a a− =  ពិត ចំេពះ្រគបច់ំនួនពិត a   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

 

3. បង� ញថា 2a a=  ពតិ ចេំពះ្រគបច់នំនួពតិ a  

តមលក�ណៈ  2
0

0

x x
x

x x

 ≥= 
− <

ebI

ebI
   និង 

0

0

x x
x

x x

 ≥= 
− <

ebI

ebI
  េគនឹងបង� ញថា  2a a=  ពិត ចំេពះ្រគបច់ំនួនពិត a  

-ចំេពះ 0a ≥  េគបាន  :   2a a=     និង  a a=      នាឱំ្យ  2a a=     ( )1  

-ចំេពះ 0a <  េគបាន  :   2a a= −   និង  a a= −   នាឱំ្យ   2a a=     ( )2  

តមករណី ( )1  និង ( )2  ខងេល្រគប់្រគានប់�� ក់ថា  2a a=   ពិត ចំេពះ្រគបច់ំនួនពិត a  

ដូចេនះ     សមភាព a a− =  ពិត ចំេពះ្រគបច់ំនួនពិត a   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
 

4. បង� ញថា េប 0 , 0a b> >  នងិ a b<  េនាះេគបាន a b<  

េគមាន 0a b a b< ⇔ − <   អចសរេសរ   ( ) ( )2 2
0a b− <  

 ចំេពះ 0 , 0a b> >   េគបាន  ( )( ) 0a b a b− + <      (ែចកអង�ទងំពីរនឹង 0a b+ >  មនិប�ូរទិសេដ) 

 េគបាន 0a b− <   ឬ   a b<  

ដូចេនះ     េប 0 , 0a b> >  និង a b<  េនាះេគបាន a b<   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
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5. បង� ញថា េប 0a b> >  េនាះេគបាន  2a ab b a b± + = ±  

េគមាន 2 22 2a ab b a ab b± + = ± +  

      
( )2

a b

a b

= ±

= ±
 

   េ្រពះ 0a b> >  េនាះ  0a b> >  នាឱំ្យ  0a b± >  

ដូចេនះ     េប 0a b> >  េនាះេគបាន  2a ab b a b± + = ±   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
 

6. បង� ញថា ចនំនួ 10101 ក�ុង្របពន័�របាបេ់គាល 2  េស�នងឹចនំនួ 21  ក�ុង្របពន័�របាបេ់គាល 10  

េគមាន 10101 ក�ុង្របពន័�របាបេ់គាល 2  

េគបាន 4 3 2 1 0
210101 1 2 0 2 1 2 0 2 1 2= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅  

    

4 22 2 1
16 4 1
21

= + +
= + +
=

 

 

ដូចេនះ     210101 21=   ្រត�វបានបង� ញ        ។ 

 

7. បង� ញថា ចនំនួ 120  ក�ុង្របពន័�របាបេ់គាល 10  េស�នងឹចនំនួ 1111000  ក�ុង្របពន័�របាបេ់គាល 2  

េដម្បបីំែបក 120  ក�ុង្របពន័�របាប់េគាល 10  េទចំនួនក�ុង្របពន័�េគាល 2  េគ្រត�វែចករកសំណល់ដូចខងេ្រកម 

   21111 0 0 0  

          

120 2
0 60 2

0 30 2
0 15 2

1 7 2
1 3 2

1 1 2
1 0

 

  
ដូចេនះ     2120 1111000=  ្រត�វបានបង� ញ        ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនពហុធា  ថា� កទ់ី ១០ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ពហុធា 

 

1. បង� ញថា 1 0.4, 2 , 12x x x−  មនិែមនជា ឯកធា ។  

2. បង� ញថា 999  ជាឯកធា ។ 

3. បង� ញថា 22xy  និង 23y x−  ជាឯកធាដូចគា�  ។ 

4. បង� ញថា 2x  និង 22x  ជាឯធាមនិដូចគា�  ។ 

5. បង� ញថា ឯកធា 2 352xy zt−  ជាឯកធាែដលមានដឺេ្រកេស� 7  ។ 

6. បង� ញថា 2 2 2 210 11 2x x x x− + =  ។ 

7. ្រសយប�� កថ់ា ( ) ( ), ,
n nm n m n m m n n na a a a a ab a b+ ×⋅ = = = ⋅  និង 

m
m n

n
a a
a

−=  ែដល 0a ≠  ។ 

8. បង� ញថា 3 2 23 7 12x xyz ab cx+ −  ជាពហុធាែដលមានដឺេ្រកេស� 5  ។ 

9. បង� ញថា 2 4 5x x+ −  ជាពហុធាែដលមានដឺេ្រកេស� 2 លំដបចុ់ះ ។ 

10. បង� ញថា ( )( ) 22 1 3 2 6 2x x x x− + = + −  ។ 

11. បង� ញថា ៖ 

( )
( )

( )( )
( )
( )
( )
( )( )
( )( )

( )( )( )

2 2 2

2 2 2

2 2

2 2 2 2

3 3 2 2 3

3 3 2 2 3

2 2 3 3

2 2 3 3

4 4 2 2

2

2

2 2 2

3 3

3 3

a b a ab b

a b a ab b

a b a b a b

a b c a b c ab ac bc

a b a a b ab b

a b a a b ab b

a b a ab b a b

a b a ab b a b

a b a b a b a b

• + = + +

• − = − +

• − = − +

• + + = + + + + +

• + = + + +

• − = − + −

• − + + = −

• + − + = +

• − = − + +

 

12. បង� ញថា ( ) ( )( )2x a b x ab x a x b+ + + = + +  ។ 

13. បង� ញថា ( ) ( )( )2acx ad bc x bd ax b cx d+ + + = + +  ។ 

14. បង� ញថា 3 6 3 6 6 2 3+ + − = +  ពិត ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនពហុធា  ថា� កទ់ី ១០ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ពហុធា 

 

1. បង� ញថា 1 0.4, 2 , 12x x x−  មនិែមនជា ឯកធា 

តមនិយមនយ័ ឯកធា គឺជាកេន្សោមែដល្របមាណវធិីេលអេថរមានែតវធិីគុណ និងស�័យគុណ  

       ែដលមាននិទស្សន�ជាចំនួនគតវ់ជិ�មាន ឬសូន្យ  ។ 

េដយ 1x−    មាននិទស្សន�ៃនអេថរជាចំនួនគតអ់វជិ�មាន  េនាះ  1x−  មនិែមនជា ឯកធា 

   
1
22 2x x=   មាននិទស្សន�ៃនអេថរមនិែមនជាចំនួនគត ់ េនាះ  2 x  មនិែមនជា ឯកធា 

   0.412x   មាននិទស្សន�ៃនអេថរមនិែមនជាចំនួនគត ់ េនាះ  2 x  មនិែមនជា ឯកធា 

ដូចេនះ       1 0.4, 2 , 12x x x−  មនិែមនជាឯកធា  ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
 

2. បង� ញថា 999  ជាឯកធា 

េដយ 0999 999x=  មាននិទស្សន�ៃនអេថរេស�សូន្យ 

 តមនិយមនយ័ៃនឯកធា ប�� ក់ថា 999  ជាឯកធា 

ដូចេនះ       999  ជាឯកធា  ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
 

3. បង� ញថា 22xy  នងិ 23y x−  ជាឯកធាដូចគា�  

តមនិយមនយ័ ឯកធាដូចគា�  គឺជាឯកធាែដលមានែផ�កអេថរដូចគា�  

េដយ 22xy  និង 23y x−  មានែផ�កអេថរ 2xy  ដូចគា�  

នាឱំ្យ 22xy  និង 23y x−  ជាឯកធាដូចគា�  

ដូចេនះ      22xy  និង 23y x−  ជាឯកធាដូចគា�  ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
 

4. បង� ញថា 2x  នងិ 22x  ជាឯធាមនិដូចគា�  

 តមនិយមនយ័ ឯកធាដូចគា�  គឺជាឯកធាែដលមានែផ�កអេថរដូចគា�  

េដយ 2x  មានែផ�កអេថរេស� x  និង 22x  មានែផ�កអេថរេស� 2x  

នាឱំ្យ 2x  និង 22x  មានែផ�កអេថរមនិដូចគា�   េនាះឯកធាទងំពីរមនិដូចគា� េទ 

ដូចេនះ      2x  និង 22x  ជាឯកធាមនិដូចគា�  ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
 

5. បង� ញថា ឯកធា 2 352xy zt−  ជាឯកធាែដលមានដេឺ្រកេស� 7  

តមនិយមនយ័  ដឺេ្រកៃនឯកធា គឺជាផលបូកនិទស្សន�របស់អេថរនីមយួៗៃនឯធា ។ 

េដយ ឯកធា  2 352xy zt−   មានអេថរ , , ,x y z t  

នាឱំ្យ ផលបូកនិទស្សន�ៃនអេថរនីមយួៗគឺ  1 2 1 3 7+ + + =  

េគបាន 2 352xy zt−  ជាឯកធា ែដលមាននិទស្សន�េស� 7  

ដូចេនះ     ឯកធា 2 352xy zt−  ជាឯកធាែដលមានដឺេ្រកេស� 7  ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
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6. បង� ញថា 2 2 2 210 11 2x x x x− + =  

េដយ 2 2 2, 10 , 11x x x−  ជាឯកធា ែដលមានែផ�កអេថរេស� 2x  ដូចគា�  

នាឱំ្យ េគបូកឬដកែតេលខេមគុណ និងរក្សោែផ�កអេថរទុកេនដែដល 

េគបាន ( )2 2 2 2 210 11 1 10 11 2x x x x x− + = − + =  

ដូចេនះ     2 2 2 210 11 2x x x x− + =  ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

 

7.  ្រសយប�� កថ់ា  m n m na a a +⋅ =   

តមនិយមនយ័  ... n

n
a a a a a× × × × =


ktþa
 

េគបាន 
( )

... ... ...
m nm n

m nm n
a a a a a a a a a a a a a a a a a

+

+

× = × × × × × × × × × = × × × × × × =
(((( (((( ((((((

ktaþ ktþa ktþa
 

ដូចេនះ        m n m na a a +× =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។  

 

 ្រសយប�� កថ់ា  ( )nm m na a ×=  

ពិនិត្យ ( )
...

... n

m m m m
nm m m m m m n

n
a a a a a a a

+ + + +
×= × × × × = =

((((

((((((

ktaþ

ktþa
   (ព្រងីកឱ្យធំ្រស�លេមលស�័យគុណ) 

ដូចេនះ      ( )nm m na a ×=   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។  

 

 ្រសយប�� កថ់ា ( )n n nab a b= ⋅   

ពិនិត្យ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )... ... ... nn n

n n n

a b a a a a b b b b ab ab ab ab ab× = × × × × × × × × × = × × × × =
(((( ((((

((((((((((ktaþ ktþa ktþa

 

ដូចេនះ      ( )n n nab a b= ×   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

 ្រសយប�� កថ់ា  
m

m n
n

a a
a

−=  ែដល 0a ≠  

( ) ( )

... ... ... ...

...

m
m n

n
m n m n

m

n n

a a a a a a a a a a a a a a a a a a
a a a a a a a a a

−

− −

× × × ×
= = × × × × × × × × × = × × × × =

× × × ×

((((

(((( ((((

(((( ((((

ktþa

ktaþ ktþa
ktþa ktþa

 

ដូចេនះ      , 0
m

m n
n

a a a
a

−= ≠   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។  
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនពហុធា  ថា� កទ់ី ១០ 

8. បង� ញថា  3 2 23 7 12x xyz ab cx+ −  ជាពហុធាែដលមានដេឺ្រកេស� 5  

េដយ ដឺេ្រកៃនពហុធា គឺជាដឺេ្រករបស់តួ ែដលមានដឺេ្រកខ�ស់ជាងេគ 

េហយ តួ 33x  មានដឺេ្រកេស� 3   ,  27xyz  មានដឺេ្រកេស� 4  និង 212ab cx−  មានដឺេ្រកេស� 5  

នាឱំ្យ 3 2 23 7 12x xyz ab cx+ −  ជាពហុធាែដលមានដឺេ្រកេស� 5  

ដូចេនះ     3 2 23 7 12x xyz ab cx+ −  ជាពហុធាែដលមានដឺេ្រកេស� 5   ្រត�វបានបង� ញ     ។ 
 

9. បង� ញថា 2 4 5x x+ −  ជាពហុធាែដលមានដេឺ្រកេស� 2 លំដបចុ់ះ 

េដយ ពហុធា 2 4 5x x+ −   មានតួែដលមានដឺេ្រកខ�ស់ជាងេគេស� 2  និងេរៀបតមលំដបចុ់ះៃនដឺេ្រកគឺ 2 , 1 , 0  

នាឱំ្យ 2 4 5x x+ −  ជាពហុធាែដលមានដឺេ្រកេស� 2 លំដបចុ់ះ 

ដូចេនះ     2 4 5x x+ −  ជាពហុធាែដលមានដឺេ្រកេស� 2 លំដបចុ់ះ ្រត�វបានបង� ញ        ។ 
 

10. បង� ញថា ( )( ) 22 1 3 2 6 2x x x x− + = + −  

េយាងតម េដម្បគុីណពហុធានឹងពហុធា េគយកតួនីមយួៗៃនពហុធាទីមយួ គុណឱ្យ្រគបត់ួៃនពហុធាទីពីរ រចួប្រង�មលទ�ផល ។ 

េគបាន ( )( ) 22 1 3 2 6 4 3 2x x x x x− + = + − −  

       26 2x x= + −  

ដូចេនះ     ( )( ) 22 1 3 2 6 2x x x x− + = + −  ្រត�វបានបង� ញ        ។ 

11. បង� ញថា ៖ 

( )
( )( )

2

2 2

2 22

a b

a b a b

a ab ba b
a ab b

• +

= + +

= + + +

= + +

    
( )
( )( )

2

2 2

2 22

a b

a b a b

a ab ba b
a ab b

• −

= − −

= − − +

= − +

    

( )( )
2 2

2 2

a b a b

a ab ba b
a b

• − +

= + − −

= −
    

( )
( )( )

2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

a b c

a b c a b c

a ab ac ba b bc ca cb c
a b c ab ac bc

• + +

= + + + +

= + + + + + + + +

= + + + + +

  

 

( )
( ) ( )
( )( )

3

2

2 2

3 2 2 2 2 3

3 2 2 3

2

2 2
3 3

a b

a b a b

a ab b a b

a a b a b ab b a b
a a b ab b

• +

= + +

= + + +

= + + + + +

= + + +

  

( )
( ) ( )
( )( )

3

2

2 2

3 2 2 2 2 3

3 2 2 3

2

2 2
3 3

a b

a b a b

a ab b a b

a a b a b ab b a b
a a b ab b

• −

= − −

= − + −

= − − + + −

= − + −

 

( )( )2 2

3 2 2 2 2 3

3 3

a b a ab b

a a b ab ba ab b
a b

• − + +

= + + − − −

= −

  
( )( )2 2

3 2 2 2 2 3

3 3

a b a ab b

a a b ab ba ab b
a b

• + − +

= − + + − +

= +
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( )( )( )
( )( )
( ) ( )

2 2

2 2 2 2

2 22 2

4 4

a b a b a b

a b a b

a b

a b

• − + +

= − +

= −

= −

 

 

12. បង� ញថា   ( ) ( )( )2x a b x ab x a x b+ + + = + +  

េគមាន ( )2 2x a b x ab x ax bx ab+ + + = + + +  

          
( ) ( )
( )( )
x a x b x a

x a x b

= + + +

= + +
 

ដូចេនះ     ( ) ( )( )2x a b x ab x a x b+ + + = + +  ្រត�វបានបង� ញ        ។ 

 

13. បង� ញថា   ( ) ( )( )2acx ad bc x bd ax b cx d+ + + = + +  

េគមាន ( )2 2acx ad bc x bd acx adx bcx bd+ + + = + + +  

       
( ) ( )

( )( )
ax cx d b cx d

cx d ax b

= + + +

= + +
 

ដូចេនះ     ( ) ( )( )2acx ad bc x bd ax b cx d+ + + = + +  ្រត�វបានបង� ញ        ។ 

 

14. បង� ញថា   3 6 3 6 6 2 3+ + − = +  ពតិ 

ពិនិត្យ                                                                    3 6 3 6 6 2 3+ + − = +      

   ( )( )

2 2

3 6 3 6 6 2 3

3 6 2 3 6 3 6 3 6 6 2 3

6 2 9 6 6 2 3

   + + − = +      

+ + + + + − = +

+ − = +

 

       6 2 3 6 2 3+ = +    ពិត 

ដូចេនះ     3 6 3 6 6 2 3+ + − = +  ពិត  ្រត�វបានបង� ញ        ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន សមីករ 

 

1. បង� ញថា េប a  ជាចំនួនវជិ�មាន េនាះ a i a− =  ។ 

2. បង� ញថា 2− −  ជាចំនួននិមតិ� ។ 

3. បង� ញថា ( )( )8 18 8 18 144 12− × − = − − = =  ខុស ។ ចូរឱ្យចេម�យែដល្រតឹម្រត�វ ។ 

4. ្រសយប�� ក្់របមាណវធិីេលចំនួនកុំផ�ិច ៖ 

ក. ( ) ( ) ( ) ( )a bi c di a c b d i+ + + = + + +  ខ. ( ) ( ) ( ) ( )a bi c di a c b d i+ − + = − + −  

គ. ( )( ) ( ) ( )a bi c di ac bd ad bc i+ + = − + +  ឃ. 2 2 2 2

a bi ac bd bc ad i
c di c d c d
+ + −

= +
+ + +

 

5. ្រសយថា េប 0A B× =  លុះ្រតែត 0A =  ឬ 0B =  ។ 

6. បង� ញថា 2x = −  ឬ 4x =  ជាឫសៃនសមកីរ 2 2 8 0x x− − =  ។ 

7. បង� ញថា x b=  ឬ x b= −  ជាឫសៃនសមកីរ 2x b=  ។ 

8. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរ 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មានឫស 
2 4

2
b b acx

a
− ± −

=  ។ 

9. ក. ្រសយប�� ក់ថា សមកីរ 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មានឫស 
2

bx
a

− ± ∆
=   ែដល ឌីស្រគីមណីង់ 2 4b ac∆ = −  ។ 

ខ. បង� ញថា  េប 0∆ >  សមកីរមានឫសជាចំនួនពិតពីរេផ្សងគា�  1 2
bx

a
− − ∆

=    ,   2 2
bx

a
− + ∆

=   ។ 

គ. បង� ញថា  េប 0∆ =  សមកីរមានឫសឌុប 1 2 2
bx x
a
−

= =  ។ 

ឃ. បង� ញថា  េប 0∆ <  សមកីរមានឫសពីរជាចំនួនកុំផ�ិចឆា� ស់គា�  1 2
b ix

a
− − −∆

=    ,   2 2
b ix

a
− + −∆

=   ។ 

10. ក. ចំេពះសមកីរ 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មាន b  ជាចំនួនគូ ែដល 2b b′=  េនាះ 2b ac′ ′∆ = −  ។ 

ខ. បង� ញថា េប 0′∆ >  សមកីរមានឫសជាចំនួនពិតពីរេផ្សងគា�  1
bx

a
′ ′− − ∆

=    ,   2
bx

a
′ ′− + ∆

=  ។ 

គ. បង� ញថា េប 0′∆ =  សមកីរមានឫសឌុប 1 2
bx x
a
′−

= =  ។ 

ឃ. បង� ញថា េប 0′∆ <  សមកីរមានឫសពីរជាចំនួនកុំផ�ិចឆា� ស់គា�  1
b ix

a
′ ′− − −∆

=    ,   2
b ix

a
′ ′− + −∆

=   ។ 

11. ចំេពះសមកីរ 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មាន 1x  និង 2x  ជាឫស ។ 

ក. បង� ញថា ផលបូកឫស    1 2
bS x x

a
−

= + =  ។ 

ខ. បង� ញថា ផលគុណឫស  1 2
cP x x
a

= =  ។ 

12. ចំេពះសមកីរ 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មាន 1x  និង 2x  ជាឫស ។ 

ក. បង� ញថា េប 0a b c+ + =  េនាះ 1 21 , cx x
a

= =  ។ 

ខ. បង� ញថា េប 0a b c− + =  េនាះ 1 21 , cx x
a

= − = −  ។ 

េរៀបេរៀងេដយ : គរនុិស្សតិ  េ្របស ដរ៉ 30 ឯកេទស : គណិតវទិ្យោ 
www.facebook.com/7khmer
fb : Entertainment  And Knowledge



ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនសមីករ  ថា� កទ់ី ១០ 

13. ចំេពះសមកីរ 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មានឫសពីរេផ្សងគា� គឺ 1x  និង 2x  ។ 

បង� ញថា េគអចសរេសរកេន្សោមដឺេ្រកទី២ ជាផលគុណកត�  ( )( )2
1 2ax bx c a x x x x+ + = − −  ។ 

14. បង� ញថា េបេគស� ល់ឫសសមកីរគឺ 1x  និង 2x  េនាះេគអចបេង�តសមកីរបាន 2 0x Sx P− + =  ែដល S  ជាផលបូកឫស និង P  

ជាផលគុណឫស ។ 

15. ្រសយប�� ក្់រទឹស�ីបទសំណល់ ៖ េប R  ជាសំណល់ក�ុងករែចកកេន្សោមពហុធា ( )f x  នឹង x α−  េនាះេគបាន ( )R f α=  ។ 

16. ្រសយប�� ក្់រទឹស�ីបទកត�  ៖ ( )f x  ជាពហុធា ។ េប α  ជាចេម�យៃនសមកីរ ( ) 0f x =  េនាះ x α−  ជាកត� ៃន ( )f x  ។ 

17. បង� ញថា ( )f x  ែចកដចន់ឹង ax b+  ្របសិនេប 0bf
a

 − = 
 

 ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន សមីករ 

 

1. បង� ញថា  a i a− =   

េគមាន  a  ជាចំនួនវជិ�មាន 

េដយ   2 1i = −  

េគបាន   ( ) 21a a i a i a− = − ⋅ = ⋅ =  

ដូចេនះ      a i a− =   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

2. បង� ញថា 2− −  ជាចនំនួនមិតិ� 

 តមនិយមនយ័ ចំនួននិមតិ� ជាផលគុណចំនួនពិតនឹងឯកតនិមតិ� i  

េដយ ( ) 22 1 2 2 2i i− − = − − ⋅ = − ⋅ = − ⋅   (ជាផលគុណចំនួនពិតនឹងឯកតនិតមតិ�) 

ដូចេនះ      2− −   ជាចំនួននិមតិ� ្រត�វបានបង� ញ        ។ 

 

3. បង� ញថា  ( )( )8 18 8 18 144 12− × − = − − = =  ខុស  នងិឱ្យចេម�យែដល្រតមឹ្រត�វ 

េគមាន ( )( )8 18 8 18 144 12− × − = − − = =  

េ្រពះ រូបមន� a b a b× = ⋅  េ្របបានែត 0 , 0a b≥ ≥  ប៉ុេណា� ះ 

ចេម�យែដល ្រតឹម្រត�វគឺ  ( )2 2 28 18 8 18 8 18 8 18 1 144 12i i i i i− × − = ⋅ × ⋅ = × = × × = − = −  

ដូចេនះ      8 18 12− × − = ខុស ចេម�យ្រតឹម្រត�វគឺ  8 18 12− × − = −        ។ 

 

4. ្រសយប�� ក្់របមាណវធិេីលចនំនួកុផំ�ចិ ៖ 

ក. ្រសយប�� ក ់ ( ) ( ) ( ) ( )a bi c di a c b d i+ + + = + + +  

េដម្បបីូកចំនួនកុំផ�ិចជាមយួចំនួនកុំផ�ិច េគបូកែផ�កពិតជាមយួែផ�កពិត និងបូកែផ�កនិមតិ�ជាមយួែផ�កនិមតិ�  

េគបាន  ( ) ( ) ( ) ( )a bi c di a c bi di a c b d i+ + + = + + + = + + +  

ដូចេនះ     ( ) ( ) ( ) ( )a bi c di a c b d i+ + + = + + +   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

ខ. ្រសយប�� ក ់ ( ) ( ) ( ) ( )a bi c di a c b d i+ − + = − + −  

េដម្បដីកចំនួនកុំផ�ិចជាមយួចំនួនកុំផ�ិច េគដកែផ�កពិតជាមយួែផ�កពិត និងដកែផ�កនិមតិ�ជាមយួែផ�កនិមតិ�  

េគបាន  ( ) ( ) ( ) ( )a bi c di a c bi di a c b d i+ − + = − + − = − + −  

ដូចេនះ     ( ) ( ) ( ) ( )a bi c di a c b d i+ − + = − + −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 
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គ. ្រសយប�� ក ់ ( )( ) ( ) ( )a bi c di ac bd ad bc i+ + = − + +  

េគមាន ( )( ) 2a bi c di ac adi bci bdi+ + = + + +  

    ( ) ( )
ac bd adi bci
ac bd ad bc i

= − + +

= − + +
 

 ដូចេនះ      ( )( ) ( ) ( )a bi c di ac bd ad bc i+ + = − + +   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

ឃ. ្រសយប�� ក ់ 2 2 2 2

a bi ac bd bc ad i
c di c d c d
+ + −

= +
+ + +

 

េគមាន ( )( )
( )( )
a bi c dia bi

c di c di c di
+ −+

=
+ + −

 

2 2

2 2 2 2

ac bd adi bci
c d

ac bd bc ad i
c d c d

+ − +
=

+
+ −

= +
+ +

 

 ដូចេនះ      2 2 2 2

a bi ac bd bc ad i
c di c d c d
+ + −

= +
+ + +

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 
5. ្រសយថា  េប 0A B× =  លុះ្រតែត 0A =  ឬ 0B =  

េគនឹង្រសយតមេទ�លក�ខណ�    េគដឹងថា   ( ) ( )p q p q q p⇔ = ⇒ ∧ ⇒  

េដយ 0 0A B A× = ⇒ =  ឬ 0B =        ( )1  

ម្យោ៉ងេទៀត េប 0A =   0 0A B B⇒ × = × =  

   េប 0B =   0 0A B A⇒ × = × =  

នាឱំ្យ ( 0A =  ឬ 0)B = ⇒ ( )0 2A B× =  

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2  េគបាន  0A B× =  លុះ្រតែត 0A =  ឬ 0B =  

ដូចេនះ    0A B× =  លុះ្រតែត 0A =  ឬ 0B =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់         ។ 

 

6. បង� ញថា 2x = −  ឬ 4x =  ជាឫសៃនសមកីរ 2 2 8 0x x− − =   

េប 2x = −  ឬ 4x =  ជាឫសៃនសមកីរ 2 2 8 0x x− − =  កលណា 2x = −  ឬ 4x =  េផ��ងផា� តស់មកីរ 2 2 8 0x x− − =  

េដយ ចំេពះ 2x = −  េនាះ  ( ) ( )22 2 8 2 2 2 8 4 4 8 0x x− − = − − ⋅ − − = + − =  ពិត 

   ចំេពះ 4x =    េនាះ  2 22 8 4 2 4 8 16 8 8 0x x− − = − ⋅ − = − − =  ពិត 

នាឱំ្យ 2x = −  ឬ 4x =  ជាឫសៃនសមកីរ 2 2 8 0x x− − =  

ដូចេនះ    2x = −  ឬ 4x =  ជាឫសៃនសមកីរ 2 2 8 0x x− − =  ្រត�វបានបង� ញ        ។ 
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7. បង� ញថា x b=  ឬ x b= −  ជាឫសៃនសមកីរ 2x b=   

េប x b=  ឬ x b= −  ជាឫសៃនសមកីរ 2x b=   កលណា  x b=  ឬ x b= −  េផ��ងផា� ត់សមកីរ 2x b=  

េដយ ចំេពះ x b=     េនាះ  ( )22x b b= =     ពិត 

   ចំេពះ x b= −   េនាះ  ( )22x b b= − =   ពិត 

នាឱំ្យ x b=  ឬ x b= −  ជាឫសៃនសមកីរ 2x b=  

ដូចេនះ      x b=  ឬ x b= −  ជាឫសៃនសមកីរ 2x b=   ្រត�វបានបង� ញ     ។ 

 

8. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរ 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មានឫស 
2 4

2
b b acx

a
− ± −

=  

េគមាន                 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠     (ែចកអង�ទងំពីរនឹង a ) 

   

2

2

2 2
2

2 2

2 2

2

2

2

2

2

2

2

0

2
2

2
2 2 2

2 4

4
2 4

4
2 4

4
2 4

4
2 2

4
2

b cx x
a a

b cx x
a a

b b b cx x
a a a a

b b cx
a a a

b b acx
a a

b b acx
a a

b b acx
a a

b b acx
a a

b b acx
a

+ + =

+ ⋅ ⋅ = −

   + ⋅ ⋅ + = −   
   

 + = − 
 

− + = 
 

−
+ = ±

−
= − ±

−
= − ±

− ± −
=

 

(សូមប�� កថ់ា ្រតង់ 24 2a a=  តមពិត 24 2a a=  ចំេពះ 0a ≠  េគបាន 24 2a a= ±  ែត 
±
= ±

±
 ដែដល) 

ដូចេនះ      2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មានឫស 
2 4

2
b b acx

a
− ± −

=   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 
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9. ក. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរ 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មានឫស 
2

bx
a

− ± ∆
=    

េគមាន 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មានឫស 
2 4

2
b b acx

a
− ± −

=     (បាន្រសយរចួខងេល) 

ចំេពះ ឌីស្រគីមណីង ់ 2 4b ac∆ = −  

េគបាន 
2

bx
a

− ± ∆
=  

ដូចេនះ      សមកីរ 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មានឫស 
2

bx
a

− ± ∆
=   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

ខ. បង� ញថា  េប 0∆ >  សមកីរមានឫសជាចនំនួពតិពរីេផ្សងគា�   1 2
bx

a
− − ∆

=    ,   2 2
bx

a
− + ∆

=  

េគមាន 
2

bx
a

− ± ∆
=  ជាឫសៃនសមកីរ  2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  

ចំេពះ 0∆ >  េគអចសរេសរបាន  1 2
bx

a
− − ∆

=    ,   2 2
bx

a
− + ∆

=  

ដូចេនះ      េប 0∆ >  សមកីរ 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មានឫស 1 2
bx

a
− − ∆

=    ,   2 2
bx

a
− + ∆

=      ។ 

 

គ. បង� ញថា  េប 0∆ =  សមកីរមានឫសឌុប 1 2 2
bx x
a
−

= =  

េគមាន 
2

bx
a

− ± ∆
=  ជាឫសៃនសមកីរ  2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  

ចំេពះ 0∆ =   េគសរេសរបាន  1
0

2 2
b bx

a a
− − −

= =    ,   2
0

2 2
b bx

a a
− + −

= =  

ដូចេនះ      េប 0∆ =  សមកីរមានឫសឌុប 1 2 2
bx x
a
−

= =    ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

 

ឃ. បង� ញថា  េប 0∆ <  សមកីរមានឫសពរីជាចនំនួកុផំ�ចិឆា� ស់គា�  1 2
b ix

a
− − −∆

=    ,   2 2
b ix

a
− + −∆

=  

េគមាន 
2

bx
a

− ± ∆
=  ជាឫសៃនសមកីរ  2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  

ចំេពះ 0∆ <   េគសរេសរបាន   
( ) ( )( ) ( )2

1

1
2 2 2 2

b b b i b ix
a a a a

− − − −∆ − − − −∆ − − ⋅ −∆ − − −∆
= = = =  

      
( ) ( )( ) ( )2

2

1
2 2 2 2

b b b i b ix
a a a a

− + − −∆ − + − −∆ − + ⋅ −∆ − + −∆
= = = =  

      េ្រពះ េគ្រត�វទុករ៉ឌីកងឱ់្យវជិ�មាន  េហតុេនះ −∆  ជាចំនួនវជិ�មាន េដយសរែត 0∆ <  
       

ដូចេនះ      េប 0∆ <  សមកីរមានឫសពីរជាចំនួនកុំផ�ិចឆា� ស់គា�  1 2
b ix

a
− − −∆

=    ,   2 2
b ix

a
− + −∆

=       ។ 
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10. ក. ចេំពះសមកីរ  2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មាន b  ជាចនំនួគូ ែដល 2b b′=  េនាះ  2b ac′ ′∆ = −  

េគមាន 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មានឫស 
2 4

2
b b acx

a
− ± −

=  

ក�ុងករណី 2b b′=  េនាះ  
( )2 2 2 22 2 4 2 4 4 2 2
2 2 2

b b ac b b ac b b ac b b acx
a a a a

′ ′− ± − ′ ′ ′ ′ ′ ′− ± − − ± − − ± −
= = = =    

េដម្បសី្រម�លរងឱ្យងយ េគតង 2b ac′ ′∆ = −   េនាះេគបាន  
bx

a
′ ′− ± ∆

=  

ដូចេនះ      េគបាន  2b ac′ ′∆ = −   ចំេពះ  2b b′=       ។ 
 

ខ. បង� ញថា េប 0′∆ >  សមកីរមានឫសជាចនំនួពតិពរីេផ្សងគា�   1
bx

a
′ ′− − ∆

=    ,   2
bx

a
′ ′− + ∆

=   

ក�ុងករណី 2b ac′ ′∆ = −   េគមាន  
bx

a
′ ′− ± ∆

=  

ចំេពះ 0′∆ >   េគអចសរេសរ   1
bx

a
′ ′− − ∆

=    ,   2
bx

a
′ ′− + ∆

=  

ដូចេនះ      េប 0′∆ >  សមកីរមានឫសជាចំនួនពិតពីរេផ្សងគា�   1
bx

a
′ ′− − ∆

=    ,   2
bx

a
′ ′− + ∆

=       ។ 

 

គ. បង� ញថា េប 0′∆ =  សមកីរមានឫសឌុប  1 2
bx x
a
′−

= =  

េគមាន 
bx

a
′ ′− ± ∆

=  

ចំេពះ 0′∆ =   េគសរេសរបាន  1
0b bx

a a
′ ′− − −

= =    ,    1
0b bx

a a
′ ′− + −

= =  

ដូចេនះ     េប 0′∆ =  សមកីរមានឫសឌុប  1 2
bx x
a
′−

= =     ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

 

ឃ. បង� ញថា េប 0′∆ <  សមកីរមានឫសពរីជាចនំនួកុផំ�ចិឆា� ស់គា�   1
b ix

a
′ ′− − −∆

=    ,   2
b ix

a
′ ′− + −∆

=   

េគមាន 
bx

a
′ ′− ± ∆

=  

ចំេពះ 0′∆ <   េគសរេសរបាន     

  
( ) ( )( ) ( )2

1

1b b b ib b ix
a a a a a

′ ′ ′ ′ ′ ′− − − −∆ − − − −∆ − − ⋅ −∆′ ′ ′ ′− − ∆ − − −∆
= = = = =  

   
( ) ( )( ) ( )2

2

1b b b ib b ix
a a a a a

′ ′ ′ ′ ′ ′− + − −∆ − + − −∆ − + ⋅ −∆′ ′ ′ ′− + ∆ − + −∆
= = = = =  

   េ្រពះ េគ្រត�វទុករ៉ឌីកងឱ់្យវជិ�មាន  េហតុេនះ ′−∆  ជាចំនួនវជិ�មាន េដយសរែត 0′∆ <  
       

ដូចេនះ      េប 0′∆ <  សមកីរមានឫសពីរជាចំនួនកុំផ�ិចឆា� ស់គា�  1
b ix

a
′ ′− − −∆

=    ,   2
b ix

a
′ ′− + −∆

=        ។ 
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11. ចេំពះសមកីរ 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មាន 1x  នងិ 2x  ជាឫស ៖ 

ក. បង� ញថា ផលបកូឫស    1 2
bS x x

a
−

= + =  

េគមាន 1x  និង 2x  ជាឫសៃនសមកីរ  2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠   

   ែដល  
2

1
4

2
b b acx

a
− − −

=    ,   
2

2
4

2
b b acx

a
− + −

=  

េគបាន 
2 2 2 2

1 2
4 4 4 4 2

2 2 2 2
b b ac b b ac b b ac b b ac b bx x

a a a a a
− − − − + − − − − − + − −

+ = + = = = −  

ដូចេនះ     ផលបូកឫស 1 2
bS x x

a
−

= + =   ្រត�វបានបង� ញ        ។  (គួរដឹងថា SumS = =ផលបូក) 

 

ខ. បង� ញថា ផលគុណឫស  1 2
cP x x
a

= ⋅ =   

េគមាន 1x  និង 2x  ជាឫសៃនសមកីរ  2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠   

   ែដល  
2

1
4

2
b b acx

a
− − −

=    ,   
2

2
4

2
b b acx

a
− + −

=  

េគបាន 
( ) ( )22 2

2 2 2 2

1 2 2 2 2

44 4 4 4
2 2 4 4 4

b b acb b ac b b ac b b ac ac cx x
a a a a a a

− − −  − − − − + − − +
+ = = = = =    

  
 

ដូចេនះ     ផលគុណឫស 1 2
cP x x
a

= ⋅ =   ្រត�វបានបង� ញ        ។  (គួរដឹងថា ProductP = =ផលគុណ) 

 

12. ចេំពះសមកីរ 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មាន 1x  នងិ 2x  ជាឫស 

ក. បង� ញថា េប 0a b c+ + =  េនាះ 1 21 , cx x
a

= =  

េគមាន សមកីរ  2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  

េគឱ្យ 1 1x =   េនាះេគបាន  21 1 0a b c⋅ + ⋅ + =   ឬ  0a b c+ + =  

ម្យោ៉ងេទៀត 1 2
cx x
a

⋅ =   ឬ  21 cx
a

⋅ =   េនាះ  2
cx
a

=  

ដូចេនះ     ចំេពះសមកីរ 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠   េប 0a b c+ + =  េនាះ 1 21 , cx x
a

= =       ។ 

 

ខ. បង� ញថា េប 0a b c− + =  េនាះ 1 21 , cx x
a

= − = −  

េគមាន សមកីរ  2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  

េគឱ្យ 1 1x = −   េនាះេគបាន  ( ) ( )21 1 0a b c⋅ − + ⋅ − + =   ឬ  0a b c− + =  

ម្យោ៉ងេទៀត 1 2
cx x
a

⋅ =   ឬ  ( ) 21 cx
a

− ⋅ =   េនាះ  2
cx
a

= −  

ដូចេនះ     ចំេពះសមកីរ 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠   េប 0a b c− + =  េនាះ 1 21 , cx x
a

= − = −       ។ 
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13. ចេំពះសមកីរ 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មានឫសពរីេផ្សងគា� គ ឺ 1x  នងិ 2x  

បង� ញថា េគអចសរេសរកេន្សោមដេឺ្រកទ២ី ជាផលគុណកត�  ( )( )2
1 2ax bx c a x x x x+ + = − −   

េគមាន សមកីរ  2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠   ែដល 1x  និង 2x  ជាឫស 

េគបាន ទំនាកទ់ំនងឫស និងេមគុណគឺ  1 2
bx x

a
−

+ =    ,    1 2
cx x
a

⋅ =  

ពិនិត្យ 2 2 b cax bx c a x x
a a

 + + = + + 
 

 

           

( )

( ) ( )
( )( )

2

2
1 2 1 2

2
1 2 1 2

1 2 1

1 2

b ca x x
a a

a x x x x x x

a x x x x x x x

a x x x x x x

a x x x x

− = − + 
 
 = − + + 
 = − − + 
 = − − − 

= − −

 

ដូចេនះ    េបកេន្សោមដឺេ្រកទី២មានឫស 1x  និង 2x  េនាះដក់ជាផលគុណកត� បាន  ( )( )2
1 2ax bx c a x x x x+ + = − −     ។ 

 

14. បង� ញថា េគអចបេង�តបានសមកីរដេឺ្រកទ២ី  2 0x Sx P− + =   

េដយ 1x  និង 2x  ជាឫសៃនសមកីរ 

េគបាន          ( )( )1 2 0x x x x− − =  

   ( )

2
2 1 1 2

2
2 1 1 2

2

0

0

0

x x x x x x x
x x x x x x

x Sx P

− − + =

− + + =

− + =

 

 

ដូចេនះ    េគអចបេង�តបានសមកីរដឺេ្រកទី២   2 0x Sx P− + =   េបស� ល់ឫស 1 2,x x        ។ 
 

15. ្រសយប�� ក្់រទសឹ�ីបទសំណល់ ៖ សំណល់ ( )R f α=  

េគមាន R  ជាសំណល់ក�ុងករែចកកេន្សោមពហុធា ( )f x  នឹង x α−  

េគតង ( )q x  ជាផលែចកៃនករែចកកេន្សោមពហុធា ( )f x  នឹង x α−  

េនាះេគបាន ទំនាកទ់ំនង  ( ) ( ) ( )f x x q x Rα= − +  

    ឬ  ( ) ( ) ( )f q Rα α α α= − +         (បានពីជំនួស  x  េដយ α ) 

         ( )f Rα =  

 ដូចេនះ      ( )f x  ែចកនឹង x α−   បានសំណល់ R  ែដល ( )R f α=    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 
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16. ្រសយប�� ក្់រទសឹ�ីបទកត�  ៖  េប α  ជាចេម�យៃនសមកីរ ( ) 0f x =  េនាះ  x α−  ជាកត� មយួៃន ( )f x  

េគមាន ( )f x  ជាពហុធា  និង α  ជាចេម�យៃនសមកីរ ( ) 0f x =  

េគតង ( )q x  ជាផលែចកៃនករែចកពហុធា ( )f x  នឹង x α−  

េនាះេគបាន ទំនាកទ់ំនង   ( ) ( ) ( )f x x q x Rα= − +    

    ឬ   ( ) ( ) ( )f q Rα α α α= − +  

          ( )f Rα =  

 េដយ α  ជាចេម�យៃនសមកីរ ( ) 0f x =   េនាះ   ( ) 0f α =  

េគបាន 0R =  មាននយ័ថា  ពហុធា ( )f x  ែចកដចន់ឹង x α−  

នាឱំ្យ x α−  ជាកត� មយួៃន ( )f x  

ដូចេនះ        េប α  ជាចេម�យៃនសមកីរ ( ) 0f x =  េនាះ  x α−  ជាកត� មយួៃន ( )f x         ។ 

 

17. បង� ញថា ( )f x  ែចកដចន់ងឹ ax b+  ្របសិនេប 0bf
a

 − = 
 

 

េគតង R  ជាសំណល់ក�ុងករែចកកេន្សោមពហុធា ( )f x  នឹង ax b+  

   ( )q x  ជាផលែចកៃនករែចកកេន្សោមពហុធា ( )f x  នឹង ax b+  

េនាះេគបាន ទំនាកទ់ំនង  ( ) ( ) ( )f x ax b q x R= + +  

    ឬ  
b b bf a b q R
a a a

      − = ⋅ − + − +            
        (បានពីជំនួស  x  េដយ 

b
a

− ) 

               ( ) bb b q R
a

R

 = − + − + 
 

=

 

ែតេគឱ្យ 0bf
a

 − = 
 

  េនាះ  សំណល់ 0R =   មាននយ័ថា  ( )f x  ែចកដចន់ឹង ax b+      

 ដូចេនះ      ( )f x  ែចកដចន់ឹង ax b+  ្របសិនេប 0bf
a

 − = 
 

   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន វិសមីករ 

 

1. ចូរ្រសយប�� ក់វសិមសភាពៃន្រតីេកណថា ៖ 

-ផលបូករង� ស់្រជ�ងពីរ ្រត�វធំជាង្រជ�ងមយួេទៀត ។ 

-ផលដករង� ស់្រជ�ងពីរ ្រត�វតូចជាង្រជ�ងមយួេទៀត ។ 

2. ក. បង� ញថា េទ�ធា ( )f x ax b= +  មានឫស 
bx
a

= −   ។ 

ខ. បង� ញថា េប 
bx
a

> −  េនាះ ( )f x  មានស�� ដូច a  ។ 

គ. បង� ញថា េប 
bx
a

< −  េនាះ ( )f x  មានស�� ផ�ុយ a  ។ 

3. ចំេពះសមកីរ និងវសិមកីរដឺេ្រកទី១ែដលមានជាបត់ៃម�ដចខ់ត  េហយ 0C >  ៖ 

ក. បង� ញថា េប Ax B C+ =  េនាះ Ax B C+ =  ឬ Ax B C+ = −  ។ 

ខ. បង� ញថា េប Ax B C+ <  េនាះ  C Ax B C− < + <  ។ 

គ. បង� ញថា េប Ax B C+ >  េនាះ  Ax B C+ < −  ឬ Ax B C+ >  ។ 

4. ្រសយថា ្រតីធាដឺេ្រកទី២ ( ) 2f x ax bx c= + +  ែដលមានឫស α  និង β េហយ α β<  មាន ៖ 

-ស�� ផ�ុយ a  កលណា xα β< <  (មានន័យថាេនចេនា� ះឫស) ។ 

-ស�� ដូច a  កលណា x α<  ឬ x β>   (មាននយ័ថាេនេ្រកឫស) ។ 

5. ក. ្រសយថា ្រតីធាដឺេ្រកទី២ ( ) 2 , 0f x ax bx c a= + + ≠  ែដល 0∆ <  មានស�� ដូច a  ជានិច� ។ 

ខ. ្រសយថា ្រតីធាដឺេ្រកទី២ ( ) 2 , 0f x ax bx c a= + + ≠  ែដល 0∆ =  មានស�� ដូច a  េលកែលងែត្រតង ់
2
bx
a

= −  ។ 

6. ចូរបង� ញវសិមភាពខងេ្រកម ៖ 

ក.  2 2a b ab+ ≥   ខ. 2 2 0a ab b+ + ≥   

គ. 2 25 4 6 0x xy y− + ≥   ឃ. ( )( ) ( )22 2 2 2a b x y ax by+ + ≥ +    ។ 

7. ក. ចេំពះ 0 , 0a b> >  បង� ញថា a b a b+ > +  ។ 

ខ. បង� ញវសិមភាព a b a b− < −  ចំេពះ 0a b> >  ។ 

គ. បង� ញថា ចំេពះ 0 , 0a b≥ ≥  េនាះ 
2

a b ab+
≥  (មធ្យមនព�ន� និងមធ្យមធរណីមា្រត) ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន វិសមីករ 

 

1. ្រសយប�� កវ់សិមសភាពៃន្រតេីកណ ៖ ផលបកូរង� ស់្រជ�ងពរី ្រត�វធជំាង្រជ�ងមយួេទៀត 

ែណនា ំ:  េគមនិែមនេចះែតសង្់រតីេកណបាន្រគបក់រណីេនាះេទ ។ 

  ដូចជា ្រតីេកណែដលមាន្រជ�ង 3cm , 6cm , 10cm  

  េគមនិអចសង់្រតីេកណែដលមាន្រជ�ងែបបេនះបានេទ ។ 

  ដូចេនះ ្រជ�ងៃន្រតីេកណ្រត�វមានលក�ខណ� កំណតច់្បោស់លស់ ។ 
 

ឧបមាថា  េគមាន្រតីេកណ ABC  បនា� យ្រជ�ង BC  ឱ្យបាន CM CA=  ។ 

េគមាន BAM BAC CAM∠ = ∠ +∠  េនាះ  ( )1BAM CAM∠ > ∠  

េដយ ACM∆  មាន CM CA=  េនាះ ACM∆  ជា្រតីេកណសមបាត 

  កំពូល C  នាឱំ្យ CAM CMA∠ = ∠  

េគបាន ( )1 BAM CMA∠ > ∠   អចសរេសរ  BAM BMA∠ > ∠  

ក�ុង BAM∆  មាន BAM BMA∠ > ∠  េគបាន BM AB>  

េដយ BM BC CM BC CA= + = +  េ្រពះ CM CA=  

េគបាន BC CA AB+ >  ឬ BC AC AB+ >  ។ 

តមលំនាដូំចគា� ខងេលេនះ េគកអ៏ច្រសយបានថា  AB AC BC+ >  និង AB BC AC+ >  

ដូចេនះ      ក�ុង្រតីេកណមយួ ផលបូករង� ស់្រជ�ងពីរ ្រត�វធំជាង្រជ�ងមយួេទៀត ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 
 

 ្រសយប�� កវ់សិមសភាពៃន្រតេីកណ ៖ ផលដករង� ស់្រជ�ងពរី ្រត�វតូចជាង្រជ�ងមយួេទៀត 

ឧបមាថា ្រតីេកណ ABC  មានរង� ស់្រជ�ង AB AC BC> >  

តមរយៈ ស្រមាយខងេល ក�ុង្រតីេកណមយួ ផលបកូរង� ស់្រជ�ងពីរ ្រត�វធំជាង្រជ�ងមយួេទៀត 

េគបាន 

( )
( )
( )

1

2

3

AB BC AC

AC BC AB

AB AC BC

 + >


+ >
 + >

    

  តម  ( )1  AB AC BC> −  

  តម  ( )2  AC AB BC> −  

  តម  ( )2  BC AB AC> −  

(ក�ុង្រតីេកណមយួ : ្រជ�ងែវងជាងេគ ដក្រជ�ងខ�ី ្រត�វតូចជាង្រជ�ងមយួេទៀត) 

ដូចេនះ      ក�ុង្រតីេកណមយួ ផលដករង� ស់្រជ�ងពីរ ្រត�វតូចជាង្រជ�ងមយួេទៀត ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 
 

 

លំហត់្រស�លយ៉ាងណាក៏េដយ ែតេបេយងមនិេចះគឺវលំបាក ។ 

លំហត់ែដលខ�ុ ំេដះ្រសយបាន គឺជាលំហតែ់ដលខ�ុ ំធា� បជ់ួប ឬមានលំនាដូំចលំហតធ់ា� បជ់ួប ឬបំែបកគំនិតពីលំហតធ់ា� បជ់ួប ឬ ... ។ 

 

10cm

3cm 6cm

A

B C M
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2. ក. បង� ញថា េទ�ធា ( )f x ax b= +  មានឫស 
bx
a

= −  

េដម្បរីកឫសៃនេទ�ធា ( )f x ax b= +  េគ្រត�វឱ្យ ( ) 0f x =   

សមមូល 0 bax b x
a

+ = ⇒ = −  ជាឫស ែដល 0a ≠  

ដូចេនះ     េទ�ធា ( )f x ax b= +  មានឫស 
bx
a

= −  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

ខ. បង� ញថា េប 
bx
a

> −  េនាះ ( )f x  មានស�� ដូច a   (មាននយ័ថា ខងស� ំឫស មានស�� ដូច a ) 

េគមាន ( )1bx
a

> −  ែដល 0a ≠   េគនឹងបង� ញថា ( )f x  មានស�� ដូច a  ្រគបក់រណីៃន a  

-េប 0a >  េនាះ ( )1 : ax b> −   សមមូល 0ax b+ >  ឬ ( ) 0f x >  

   មាននយ័ថា េប a  មានស��  +   េនាះ  េទ�ធា ( )f x  កម៏ានស��  +  ែដរ ។ 

-េប 0a <  េនាះ ( )1 : ax b< −   សមមូល 0ax b+ <  ឬ ( ) 0f x <  

   មាននយ័ថា េប a  មានស��  −   េនាះ  េទ�ធា ( )f x  កម៏ានស��  −  ែដរ ។ 

េឃញថា ្រគបក់រណីៃន 0a ≠  េនាះ ( )f x  មានស�� ដូច a   

ដូចេនះ     េប 
bx
a

> −  េនាះ ( )f x  មានស�� ដូច a  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

គ. បង� ញថា េប 
bx
a

< −  េនាះ ( )f x  មានស�� ផ�ុយ a  (មាននយ័ថា ខងេឆ�ងឫស មានស�� ផ�ុយ a ) 

េគមាន ( )1bx
a

< −  ែដល 0a ≠   េគនឹងបង� ញថា ( )f x  មានស�� ផ�ុយ a  ្រគបក់រណីៃន a  

-េប 0a >  េនាះ ( )1 : ax b< −   សមមូល 0ax b+ <  ឬ ( ) 0f x <  

   មាននយ័ថា េប a  មានស��  +   េនាះ  េទ�ធា ( )f x  មានស��  −  ជាស�� ផ�ុយ a  ។ 

-េប 0a <  េនាះ ( )1 : ax b> −   សមមូល 0ax b+ >  ឬ ( ) 0f x >  

   មាននយ័ថា េប a  មានស��  −   េនាះ  េទ�ធា ( )f x  មានស��  +  ជាស�� ផ�ុយ a  ។ 

េឃញថា ្រគបក់រណីៃន 0a ≠  េនាះ ( )f x  មានស�� ផ�ុយ a   

ដូចេនះ     េប 
bx
a

< −  េនាះ ( )f x  មានស�� ផ�ុយ a  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
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3. ចេំពះសមកីរ នងិវសិមកីរដេឺ្រកទ១ីែដលមានជាបត់ៃម�ដចខ់ត  េហយ 0C >  ៖ 

ក. បង� ញថា េប Ax B C+ =  េនាះ Ax B C+ =  ឬ Ax B C+ = −  

តមលក�ណៈ  
0

0

x x
x

x x

 ≥= 
− <

ebI

ebI
   េគនឹងបង� ញថា េប ( )1Ax B C+ =  េនាះ Ax B C+ =  ឬ Ax B C+ = −  

-ក�ុងករណី 0Ax B+ >  េនាះេគបាន Ax B Ax B+ = +    

   នាឱំ្យ ( )1  េទជា  ( )Ax B C i+ =  

-ក�ុងករណី 0Ax B+ <  េនាះេគបាន ( )Ax B Ax B+ = − +   

   នាឱំ្យ ( )1  េទជា  ( )Ax B C− + =   សមមូល  ( )Ax B C ii+ = −  

តមរយៈ ( )i  និង ( )ii  េគបាន Ax B C+ =  ឬ Ax B C+ = −   

ដូចេនះ     េប Ax B C+ =  េនាះ Ax B C+ =  ឬ Ax B C+ = − ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

ខ. បង� ញថា េប Ax B C+ <  េនាះ  C Ax B C− < + <  

តមលក�ណៈ  
0

0

x x
x

x x

 ≥= 
− <

ebI

ebI
   េគនឹងបង� ញថា  េប ( )1Ax B C+ <  េនាះ  C Ax B C− < + <  

-ក�ុងករណី 0Ax B+ >  េនាះេគបាន Ax B Ax B+ = +   

   នាឱំ្យ ( )1  េទជា  ( )Ax B C i+ <  

-ក�ុងករណី 0Ax B+ <  េនាះេគបាន ( )Ax B Ax B+ = − +   

   នាឱំ្យ ( )1  េទជា  ( )Ax B C− + <   សមមូល  ( )Ax B C ii+ > −  

តមរយៈ ( )i  និង ( )ii  េគអចសរេសរបាន  C Ax B C− < + <  

ដូចេនះ     េប Ax B C+ <  េនាះ  C Ax B C− < + <  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

គ. បង� ញថា Ax B C+ >  េនាះ  Ax B C+ < −  ឬ Ax B C+ >   

តមលក�ណៈ  
0

0

x x
x

x x

 ≥= 
− <

ebI

ebI
   េគនឹងបង� ញថា  េប ( )1Ax B C+ >  េនាះ  Ax B C+ < −  ឬ Ax B C+ >  

-ក�ុងករណី 0Ax B+ >  េនាះេគបាន Ax B Ax B+ = +   

   នាឱំ្យ ( )1  េទជា  ( )Ax B C i+ >  

-ក�ុងករណី 0Ax B+ <  េនាះេគបាន ( )Ax B Ax B+ = − +   

   នាឱំ្យ ( )1  េទជា  ( )Ax B C− + >   សមមូល  ( )Ax B C ii+ < −  

តមរយៈ ( )i  និង ( )ii  េគបាន  Ax B C+ >  ឬ Ax B C+ < −  

ដូចេនះ     េប Ax B C+ >  េនាះ  Ax B C+ < −  ឬ Ax B C+ >  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
 

សមា� ល់ :  េហតុអ�ីបានជាេគមនិឱ្យករណី 0Ax B+ =  ?  េ្រពះថា អង�ទីពីរ 0C >  េបេគឱ្យ 0Ax B+ =  ជាករណីមនិអចមាន ។ 
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4. ្រសយថា ្រតធីាដេឺ្រកទ២ី ( ) 2f x ax bx c= + +  ែដលមានឫស α  នងិ β េហយ α β<  មាន ៖ 

-ស�� ផ�ុយ a  កលណា xα β< <  (មាននយ័ថាេនចេនា� ះឫស) 

-ស�� ដូច a  កលណា x α<  ឬ x β>   (មាននយ័ថាេនេ្រកឫស) 
 

េគមាន េប ( ) 2f x ax bx c= + +  ែដលមាន α  និង β  ជាឫស 

   េនាះេគបាន ( ) ( )( )f x a x xa β= − −    (បាន្រសយប�� ករ់ចួក�ុងេមេរៀនសមកីរ លំហតេ់លខ ១៣) 

   នាឱំ្យ ( )f x  មានស��  ( )( )a x xa β− −  

តរងស��  ៃន ( )( )a x xa β− −  

x   −∞                              α                                   β                             +∞  
x α−  −  +  +  
x β−  −  −  +  

a  a  a  a  

( ) ( )( )f x a x xa β= − −  ស�� ដូច a  ស�� ផ�ុយ a  ស�� ដូច a  
 

តមតរងស��  េគសន�ិដ� នបានថា ៖ 

   -្រតីធា ( )f x  មានស�� ផ�ុយ a  កលណា xα β< <  (មាននយ័ថាេនចេនា� ះឫស) 

   -្រតីធា ( )f x  មានស�� ដូច a  កលណា x α<  ឬ x β>   (មាននយ័ថាេនេ្រកឫស) 

ដូចេនះ     -្រតីធា ( )f x  មានស�� ផ�ុយ a  កលណា xα β< <  (មាននយ័ថាេនចេនា� ះឫសមានស�� ផ�ុយ a ) 

       -្រតីធា ( )f x  មានស�� ដូច a  កលណា x α<  ឬ x β>   (មាននយ័ថាេនេ្រកឫសមានស�� ដូច a  )      ។ 
 

5. ក. ្រសយថា ្រតធីាដេឺ្រកទ២ី ( ) 2 , 0f x ax bx c a= + + ≠  ែដល 0∆ <  មានស�� ដូច a  ជានចិ� 

េគមាន ( ) 2 2 b cf x ax bx c a x x
a a

 = + + = + + 
 

 

                            

2

2 2
2

2 22 2

2

2
2

2
2 2 2

4
2 4 2 4

b ca x x
a a

b b b ca x x
a a a a

b b c b b aca x a x
a a a a a

 = + ⋅ ⋅ + 
 
    = + ⋅ ⋅ + − +    

     
   −   = + − + = + −      
         

 

េដយ 0∆ <  េនាះ 2 4 0b ac− <  និង 24 0a >   នាឱំ្យ 
2

2

4 0
4

b ac
a
−

<  សមមូល 
2

2

4 0
4

b ac
a
−

− >  

ម្យោ៉ងេទៀត 
2

0
2
bx
a

 + ≥ 
 

 េនាះកេន្សោម 
2 2

2

4 0
2 4
b b acx
a a

 − + − >  
   

 

េគបាន ( )
2 2

2

4
2 4
b b acf x a x
a a

 − = + −  
   

  មានស�� ដូច a  ជានិច� 

ដូចេនះ     ្រតីធាដឺេ្រកទី២ ( ) 2 , 0f x ax bx c a= + + ≠  ែដល 0∆ <  មានស�� ដូច a  ជានិច� ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

0
0

00
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ខ. ្រសយថា ្រតធីាដេឺ្រកទ២ី ( ) 2 , 0f x ax bx c a= + + ≠  ែដល 0∆ =  មានស�� ដូច a  េលកែលងែត្រតង ់
2
bx
a

= −  

េគមាន ( ) 2 2 b cf x ax bx c a x x
a a

 = + + = + + 
 

 

                            

2

2 2
2

2 2

2 2

2

2
2

2
2 2 2

2 4

4
2 4

b ca x x
a a

b b b ca x x
a a a a

b b ca x
a a a

b b aca x
a a

 = + ⋅ ⋅ + 
 
    = + ⋅ ⋅ + − +    

     
  = + − +  
   
 − = + −  
   

 

េដយ 0∆ =  េនាះ 2 4 0b ac− =  និង 24 0a ≠   នាឱំ្យ 
2

2

4 0
4

b ac
a
−

=   

េគបាន ( )
2

2
bf x a x
a

 = + 
 

 

េដយ 
2

0
2
bx
a

 + > 
 

   េលកែលងែត  
2
bx
a

= −  

នាឱំ្យ ( )
2

2
bf x a x
a

 = + 
 

  មានស�� ដូច a  េលកែលងែត្រតង ់ 
2
bx
a

= −  

ដូចេនះ     ្រតីធាដឺេ្រកទី២ ( ) 2f x ax bx c= + +  ែដល 0∆ =  មានស�� ដូច a  េលកែលងែត្រតង ់
2
bx
a

= −       ។ 

 

6. បង� ញវសិមភាពខងេ្រកម ៖ 

ក. បង� ញថា 2 2a b ab+ ≥  

េគមាន          2 2a b ab+ ≥   

                                                                                                               

2 2 0a ab b− + ≥  

   

2 2
2 2

2 2
2

2
2

0
2 2

0
2 4

3 0
2 4

b ba ab b

b ba b

ba b

   − + − + ≥   
   

 − − + ≥ 
 

 − + ≥ 
 

 

េដយ 
2

0
2
ba − ≥ 

 
 និង  23 0

4
b ≥   េនាះេគបាន  

2
23 0

2 4
ba b − + ≥ 

 
 

ដូចេនះ       េគបង� ញបានថា  2 2a b ab+ ≥        ។ 
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ខ. បង� ញថា 2 2 0a ab b+ + ≥  

េគមាន   2 2 0a ab b+ + ≥  

    

2 2
2 2

2 2
2

2
2

0
2 2

0
2 4

3 0
2 4

b ba ab b

b ba b

ba b

   + + − + ≥   
   

 + − + ≥ 
 

 + + ≥ 
 

 

េដយ 
2

0
2
ba + ≥ 

 
 និង  23 0

4
b ≥   េនាះេគបាន  

2
23 0

2 4
ba b + + ≥ 

 
 

ដូចេនះ       េគបង� ញបានថា  2 2 0a ab b+ + ≥        ។ 

   

គ. បង� ញថា 2 25 4 6 0x xy y− + ≥  

េគមាន        

2 25 4 6 0x xy y− + ≥  

   

( )

2 2

2 2 2 2

2 2 2

5 4 6 0
4 4 4 2 0

2 4 2 0

x xy y
x xy y x y

x y x y

− + ≥

− + + + ≥

− + + ≥

 

េដយ ( )2 2 22 0 , 4 0 , 2 0x y x y− ≥ ≥ ≥  

នាឱំ្យ ផលបូក  ( )2 2 22 4 2 0x y x y− + + ≥  ជាេរឿង្រតឹម្រត�វ 

ដូចេនះ      កេន្សោម  2 25 4 6 0x xy y− + ≥   ្រត�វបានបង� ញ         ។ 

 

ឃ. បង� ញថា  ( )( ) ( )22 2 2 2a b x y ax by+ + ≥ +  

េគមាន            ( )( ) ( )22 2 2 2a b x y ax by+ + ≥ +  

   

( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2
2

2 0

2 0

a x a y b x b y a x axby b y
a y b x axby

a y axby b x

ay ay bx bx

+ + + ≥ + +

+ ≥

− + ≥

− ⋅ ⋅ + ≥

 

   ( )2 0ay bx+ ≥   ពិត្រគបក់រណីៃន  , ,a b x  និង y  ជាចំនួនពិត 

ដូចេនះ      កេន្សោម  ( )( ) ( )22 2 2 2a b x y ax by+ + ≥ +   ្រត�វបានបង� ញ          ។ 
 

 េហតុអ�បីានជា 2 0x ≥  ្រគប ់ x  ចនំនួពតិ  ?   េ្រពះ   េប 0x <  េនាះ 2 0x >    ពិត 

  េប 0x =  េនាះ 2 0x =    ពិត     នាឱំ្យ  2 0x ≥  ពិត្រគប ់ x  ចំនួនពិត 

  េប 0x >  េនាះ 2 0x >    ពិត 
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7. ក. ចេំពះ 0 , 0a b> >  បង� ញថា a b a b+ > +  

េគមាន a b a b+ > +       (េលកអង�ទងំពីរជាកេរ មនិប�ូរទិសេដ េ្រពះ 0 , 0a b> >  ) 

េគបាន   ( ) ( )2 2
a b a b+ > +  

   

2

2 0

0
0

a ab b a b

ab

ab
ab

+ + > +

>

>
>

 

េដយ 0 , 0a b> >  នាឱំ្យ  0ab >   ជាេរឿងពិត 

ដូចេនះ      a b a b+ > +   ចំេពះ  0 , 0a b> >   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

 

ខ. បង� ញវសិមភាព a b a b− < −  ចេំពះ 0a b> >  

េគមាន a b a b− < −       (េលកអង�ទងំពីរជាកេរ មនិប�ូរទិសេដ េ្រពះ 0a b> >  ) 

េគបាន   ( ) ( )2 2
a b a b− < −  

   

2

2 2

a ab b a b

b ab

b ab
b a

− + < −

<

<
<

 

េដយ េគមាន  0a b> >  នាឱំ្យ  b a<   ជាេរឿងពិត 

ដូចេនះ      a b a b− < −   ចំេពះ  0a b> >   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
 

គ. បង� ញថា ចេំពះ 0 , 0a b≥ ≥  េនាះ 
2

a b ab+
≥  (មធ្យមនព�ន� នងិមធ្យមធរណីមា្រត) 

េគមាន     
2

a b ab+
≥   

 េគបាន 2a b ab+ ≥    

   

( )
2 2

2

2 0

2 0

0

a ab b

a a b b

a b

− + ≥

− ⋅ + ≥

− ≥

 

េដយ   0 , 0a b≥ ≥   នាឱំ្យ  ( )2
0a b− ≥   ពិត 

ដូចេនះ      
2

a b ab+
≥   ចំេពះ  0 , 0a b≥ ≥   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ធរណីមា្រតក�ងុប�ង់ 

 

1. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� យរវងពីរចំណុច ( )A a  និង ( )B b  េនេលបនា� តម់យួកណំតេ់ដយ AB b a a b= − = −  ។ 

2. េគមានចំណុច ( )A a  និង ( )B b  េនេលបនា� តម់យួ ។ ្រសយប�� កថ់ា េបចំណុច ( )P x  ែចកអង�ត ់ AB  ខងក�ុងតមផលេធៀប 

:m n  េនាះ 
mb nax

m n
+

=
+

 ។ 

3. េគមានចំណុច ( )A a  និង ( )B b  េនេលបនា� តម់យួ ។ ្រសយប�� ក់ថា េបចំណុច ( )Q x  ែចកអង�ត់ AB  ខងេ្រកតមផលេធៀប 

:m n  េនាះ 
mb nax

m n
−

=
−

 ។ 

4. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� យរវងពីចំណុច ( )1 1,A x y  និង ( )2 2,B x y  គឺ ( ) ( )2 2
2 1 2 1AB x x y y= − + −  ។ 

5. េបេគមានពីរចំណុច ( ),a aA x y  និង ( ),b bB x y  ជាពីរចំណុចក�ុងត្រម�យកូអរេដេន ។ 

ក. ្រសយប�� ក់ថា េបចំណុច ( ),P x y  ែចកអង�ត ់ AB  ខងក�ុងតមផលេធៀប :m n  េនាះ ,b a b amx nx my nyP
m n m n
+ + 

 + + 
 ។ 

ខ. ្រសយប�� ក់ថា េបចំណុច ( ),Q x y  ែចកអង�ត ់ AB  ខងេ្រកតមផលេធៀប :m n  េនាះ ,b a b amx nx my nyQ
m n m n
− − 

 − − 
 ។ 

6. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរបនា� ត់កតត់មចំណុច ( )1 1,A x y  និងមានេមគុណ្របាបទ់ិស m  គឺ ( )1 1y y m x x− = −  ។ 

7. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរបនា� ត់កតត់មពីរចំណុច ( )1 1,A x y  និង ( )2 2,B x y  គឺ ( )2 1
1 1

2 1

y yy y x x
x x
−

− = −
−

 ែដល 1 2x x≠ ។ 

8. ្រសយប�� កថ់ា បនា� តព់ីរ្រសបគា�  លុះ្រតែតវមានេមគុណ្របាបទ់ិសេស�គា�  ។ 

9. ្រសយប�� កថ់ា បនា� តព់ីរែកងគា�  លុះ្រតែតផលគុណេមគុណ្របាបទ់ិសៃនបនា� ត់ទងំពីរេស� 1−  ។ 

10. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� យ d  រវងចំណុច ( )1 1,P x y  និងបនា� ត ់ : 0L ax by c+ + =  គឺ 1 1

2 2

ax by c
d

a b

+ +
=

+
 ។ 

11. ក. បង� ញថា េមដ្យោនែដលគូសេចញពីកំពូលៃនមុែំកងេស�នឹងពកក់ណា� លអុីប៉ូេតនុស ។ 

ខ. បង� ញថា អង�ត់្រទ�ងៃនចតុេកណេស�ែកងគា�  ។ 

12. ក. ្រសយប�� ក់ថា សមកីរស�ងដ់ៃនរង�ង់ែដលមានផ�ិត ( ),I a b  និងក ំ r  គឺ ( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =  ។ 

ខ. ្រសយប�� ក់ថា សមកីរទូេទៃនរង�ង់មានរង 2 2 0x y Ax By C+ + + + =  ែដល , ,A B C  ជាចំនួនេថរ ។ 

13. ក. ្រសយប�� ក់ថា សមកីរបនា� តប់ះ៉នឹងរង�ង ់ 2 2 2x y r+ =  ្រតងច់ំណុច ( )0 0,x y  គឺ 2
0 0x x y y r+ =  ។ 

ខ. ្រសយប�� ក់ថា សមកីរបនា� តប់ះ៉នឹងរង�ង ់ ( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =  ្រតងច់ំណុច ( )0 0,x y  គឺ 

( )( ) ( )( ) 2
0 0x a x a y b y b r− − + − − =   ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ធរណីមា្រតក�ងុប�ង់ 

 

1. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� យរវងពរីចណុំច ( )A a  នងិ ( )B b  េនេលបនា� តម់យួកណំតេ់ដយ AB b a a b= − = −  

ចមា� យរវងពីរចំណុច គឺជាតៃម�មនិអវជិ�មាន 

េគដឹងថា េនេលបនា� តច់ំនួន ចំនួនែដលេនខងស� ំ ្រត�វធំជាងចំនួនែដលេនខងេឆ�ង 

េហយទីតងំរវងពីចំណុច ( )A a  និង ( )B b  វអច A  េនខងស� ំ B  ឬក ៏អច B  េនខងស� ំ A  

-ករណី A  េនខងស� ំ B  េនាះចមា� យ AB a b= −   (េ្រពះ a b>  ែដលេធ�ឱ្យ 0AB a b= − > ) 

-ករណី B  េនខងស� ំ A  េនាះចមា� យ AB b a= −   (េ្រពះ b a>  ែដលេធ�ឱ្យ 0AB b a= − > ) 

េដម្បឱី្យ្របាកដថា AB  គឺជាតៃម�មនិអវជិ�មាន េគបំពកត់ៃម�ដចខ់ត  

េគបាន  AB b a a b= − = −  

ដូចេនះ      ចមា� យរវងពីរចំណុច ( )A a  និង ( )B b  េនេលបនា� តម់យួកំណតេ់ដយ AB b a a b= − = −      ។ 
 

2. ្រសយប�� កថ់ា េបចណុំច ( )P x  ែចកអង�ត ់ AB  ខងក�ុងតមផលេធៀប :m n  េនាះ 
mb nax

m n
+

=
+

 

េគមាន ចំណុច ( )A a  និង ( )B b  េនេលបនា� តម់យួ និងចំណុចែចកក�ុង ( )P x  

ផលេធៀប ែចកក�ុង :m n  មាននយ័ថា  : :AP PB m n=   អចសរេសរ  
AP PB
m n

=  

 ករណី a b<  េនាះ a x b< <  េ្រពះ P  េនក�ុងអង�ត ់ AB  

នាឱំ្យ ,AP x a PB b x= − = −  

េគបាន 
x a b x nx na mb mx

m n
− −

= ⇔ − = −  

           ( )
mx nx mb na
m n x mb na

mb nax
m n

+ = +

+ = +

+
=

+

 

ដូចេនះ     េបចំណុច ( )P x  ែចកអង�ត់ AB  ខងក�ុងតមផលេធៀប :m n  េនាះ 
mb nax

m n
+

=
+

         ។ 

 

 ករណី a b>   េនាះ a x b> >  េ្រពះ P  េនក�ុងអង�ត ់ AB  

នាឱំ្យ ,AP a x PB x b= − = −  

េគបាន 
a x x b na nx mx mb

m n
− −

= ⇔ − = −  

              ( )
mb na mx nx
mb na m n x

mb nax
m n

+ = +

+ = +

+
=

+

 

ដូចេនះ     េបចំណុច ( )P x  ែចកអង�ត់ AB  ខងក�ុងតមផលេធៀប :m n  េនាះ 
mb nax

m n
+

=
+

         ។ 

( )A a ( )B b( )P x
  

m n

( )B b ( )A a( )P x
  

n m
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនធរណីមា្រតក�ងុប�ង ់  ថា� កទ់ី ១០ 

3. ្រសយប�� កថ់ា េបចណុំច ( )Q x  ែចកអង�ត ់ AB  ខងេ្រកតមផលេធៀប :m n  េនាះ 
mb nax

m n
−

=
−

 

េគមាន ចំណុច ( )A a  និង ( )B b  េនេលបនា� តម់យួ និងចំណុចែចកេ្រក ( )Q x  

ផលេធៀប ែចកេ្រក :m n  មានន័យថា  : :AQ QB m n=   អចសរេសរ  
AQ QB
m n

=  

ករណី  m n>  និង a b<    េនាះចំណុច Q  ្រត�វែតេនខងស� ំ B  (េ្រពះេប Q  េនខងេឆ�ង B  វនឹងេធ�ឱ្យ m n< ) 

នាឱំ្យ ,AQ x a QB x b= − = −  

នាឱំ្យ 
x a x b nx na mx mb

m n
− −

= ⇔ − = −  

           ( )
mx nx mb na
m n x mb na

mb nax
m n

− = −

− = −

−
=

−

 

ករណី  m n>  និង a b>    េនាះចំណុច Q  ្រត�វែតេនខងេឆ�ង B  (េ្រពះេប Q  េនខងស� ំ B  វនឹងេធ�ឱ្យ m n< ) 

នាឱំ្យ ,AQ a x QB b x= − = −  

នាឱំ្យ 
a x b x na nx mb mx

m n
− −

= ⇔ − = −  

           ( )
mx nx mb na
m n x mb na

mb nax
m n

− = −

− = −

−
=

−

 

ករណី  m n<  និង a b<    េនាះចំណុច Q  ្រត�វែតេនខងេឆ�ង B  (េ្រពះេប Q  េនខងស� ំ B  វនឹងេធ�ឱ្យ m n> ) 

នាឱំ្យ ,AQ a x QB b x= − = −  

នាឱំ្យ 
a x b x na nx mb mx

m n
− −

= ⇔ − = −  

           ( )
mx nx mb na
m n x mb na

mb nax
m n

− = −

− = −

−
=

−

 

ករណី  m n<  និង a b>    េនាះចំណុច Q  ្រត�វែតេនខងេឆ�ង B  (េ្រពះេប Q  េនខងស� ំ B  វនឹងេធ�ឱ្យ m n> ) 

នាឱំ្យ ,AQ x a QB x b= − = −  

នាឱំ្យ 
x a x b nx na mx mb

m n
− −

= ⇔ − = −  

           ( )
mx nx mb na
m n x mb na

mb nax
m n

− = −

− = −

−
=

−

 

ដូចេនះ       េបចំណុច ( )Q x  ែចកអង�ត ់ AB  ខងេ្រកតមផលេធៀប :m n  េនាះ 
mb nax

m n
−

=
−

     ។ 

( )A a ( )Q x( )B b
  

m

n

( )Q x ( )A a( )B b
  

m

n

( )Q x ( )B b( )A a
  

n

m

( )Q x( )A a( )B b
  

n

m
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនធរណីមា្រតក�ងុប�ង ់  ថា� កទ់ី ១០ 

4. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� យរវងពរីចណុំច A  នងិ B  គ ឺ ( ) ( )2 2
2 1 2 1AB x x y y= − + −  

េគមាន ពីរចំណុច ( )1 1,A x y  និង ( )2 2,B x y  

េគអច បេង�តបាន្រតីេកណែកង ABC  ែកង្រតង ់C  ែដល C  

  ជា្របសព�រវងអង�តេ់ដកគូសេចញពី A  និងអង�តឈ់រ 

  គូសេចញពី B  

តមរយៈ ្រទឹស�ីបទពីតគ័រ ចំេពះ្រតីេកណែកង ABC  ែកង្រតង ់ C  

េគបាន 2 2 2AB AC BC= +   ឬ   2 2AB AC BC= +  

េដយ ( ) ( )2 22
2 1 2 1 2 1AC x x AC x x x x= − ⇒ = − = −  

  ( ) ( )2 22
2 1 2 1 2 1BC y y BC y y y y= − ⇒ = − = −  

នាឱំ្យ ( ) ( )2 2
2 1 2 1AB x x y y= − + −  

ដូចេនះ       ចមា� យរវងពីរចំណុច A  និង B  គឺ ( ) ( )2 2
2 1 2 1AB x x y y= − + −  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 

   

5. ក. ្រសយប�� កថ់ា េបចណុំច ( ),P x y  ែចកអង�ត ់ AB  ខងក�ុងតមផលេធៀប :m n  េនាះ ,b a b amx nx my nyP
m n m n
+ + 

 + + 
 

េគមាន ( ),a aA x y  និង ( ),b bB x y  ជាពីរចំណុចក�ុងត្រម�យកូអរេដេន 

េគគូស , ,AA PP BB′ ′ ′  ែកងនឹងអក័្សអប់សីុសេរៀងគា� ្រតង ់ , ,A P B′ ′ ′  

េគបាន P′  កជ៏ាចំណុចែចកក�ុងៃន A B′ ′  តមផលេធៀប :m n  ែដរ 

  (េ្រពះតម្រទឹស�ីបទតែលស េបបនា� ត្់រសបគា� កត់េដយខ� ត់ពីរ 

  េនាះេគបានអង�តស់មាមា្រតគា� ) 

នាឱំ្យ 
A P P B
m n
′ ′ ′ ′

=      េដយ ,a bA P x x P B x x′ ′ ′ ′= − = −  

េគបាន a b
a b

x x x x nx nx mx mx
m n
− −

= ⇔ − = −  

                b a
b a

mx nxmx nx mx nx x
m n
+

+ = + ⇒ =
+

 

 

ម្យោ៉ងេទៀត េគគូស , ,AA PP BB′′ ′′ ′′  ែកងនឹងអក័្សអរេដេនេរៀងគា� ្រតង ់ , ,A P B′′ ′′ ′′  

េគបាន P′′  កជ៏ាចំណុចែចកក�ុងៃន A B′′ ′′  តមផលេធៀប :m n  ែដរ  (េ្រពះតម្រទឹស�ីបទតែលស ដូចបានប�� ក់ខងេល) 

នាឱំ្យ 
A P P B

m n
′′ ′′ ′′ ′′

=     េដយ ,a bA P y y P B y y′′ ′′ ′′ ′′= − = −  

េគបាន a b
a b

y y y y ny ny my my
m n
− −

= ⇔ − = − ⇔    b a
b a

my nymy ny my ny y
m n
+

+ = + ⇒ =
+

 

ដូចេនះ     េបចំណុច ( ),P x y  ែចកអង�ត់ AB  ខងក�ុងតមផលេធៀប :m n  េនាះ ,b a b amx nx my nyP
m n m n
+ + 

 + + 
     ។ 

 

2y B

A

2x1x

1y

0



 C

by

0







B

y

ay

ax x bx

m

n

nm

A

P

P′A′ B′

A′′

P′′

B′′

n

m
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ខ. ្រសយប�� កថ់ា េបចណុំច  ( ),Q x y  ែចកអង�ត ់ AB  ខងេ្រកតមផលេធៀប :m n  េនាះ ,b a b amx nx my nyQ
m n m n
− − 

 − − 
 

េគមាន ( ),a aA x y  និង ( ),b bB x y  ជាពីរចំណុចក�ុងត្រម�យកូអរេដេន 

េគគូស , ,QQ AA BB′ ′ ′  ែកងនឹងអក័្សអប់សីុសេរៀងគា� ្រតង ់ , ,Q A B′ ′ ′  

េគបាន Q′  កជ៏ាចំណុចែចកេ្រកៃន A B′ ′  តមផលេធៀប :m n  ែដរ 

  (េ្រពះតម្រទឹស�ីបទតែលស េបបនា� ត្់រសបគា�  កតេ់ដយខ� ត់ពីរ 

  េនាះេគបានអង�តស់មាមា្រតគា� ) 

នាឱំ្យ 
A Q Q B
m n
′ ′ ′ ′

=      េដយ ,a bA Q x x Q B x x′ ′ ′ ′= − = −  

េគបាន a b
a b

x x x x nx nx mx mx
m n
− −

= ⇔ − = −  

                b a
b a

mx nxmx nx mx nx x
m n
−

− = − ⇒ =
−

 

 

ម្យោ៉ងេទៀត េគគូស , ,QQ AA BB′′ ′′ ′′  ែកងនឹងអក័្សអរេដេនេរៀងគា� ្រតង ់ , ,Q A B′′ ′′ ′′  

េគបាន Q′′  កជ៏ាចំណុចែចកេ្រកៃន A B′′ ′′  តមផលេធៀប :m n  ែដរ  (េ្រពះតម្រទឹស�ីបទតែលស) 

នាឱំ្យ 
A Q Q B

m n
′′ ′′ ′′ ′′

=     េដយ ,a bA Q y y Q B y y′′ ′′ ′′ ′′= − = −  

េគបាន a b
a b

y y y y ny ny my my
m n
− −

= ⇔ − = − ⇔    b a
b a

my nymy ny my ny y
m n
−

− = − ⇒ =
−

 

ដូចេនះ     េបចំណុច ( ),Q x y  ែចកអង�ត់ AB  ខងេ្រកតមផលេធៀប :m n  េនាះ ,b a b amx nx my nyQ
m n m n
− − 

 − − 
     ។ 

 

6. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរបនា� តក់តត់មចណុំច ( )1 1,A x y  នងិមានេមគុណ្របាបទ់សិ m  គ ឺ ( )1 1y y m x x− = −  

េគមាន បនា� តក់តត់មចំណុច ( )1 1,A x y  

េដយ េមគុណ្របាបទ់ិសៃនបនា� តម់យួ ជាផលេធៀបរវង បែ្រមប្រម�ល y  និងបែ្រមប្រម�ល x  

េគបាន ្រគបច់ំណុច ( ),M x y  ៃនបនា� ត ់ L  េផ្សងពីចំណុច ( )1 1,A x y  េនាះ ៖ 

  េមគុណ្របាបទ់ិស m  ៃនបនា� ត់ L  កំណតេ់ដយ   1

1

y ym
x x
−

=
−

      (េគអចសរេសរ 1

1

y ym
x x
−

=
−

 កប៏ាន) 

ទញបាន   ( )1 1y y m x x− = −  ែដលេគេហថា សមកីរៃនបនា� ត ់

ដូចេនះ      សមកីរបនា� តក់ត់តមចំណុច ( )1 1,A x y  និងមានេមគុណ្របាបទ់ិស m  គឺ ( )1 1y y m x x− = −       ។ 

7. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរបនា� តក់តត់មពរីចណុំច ( )1 1,A x y  នងិ ( )2 2,B x y  គ ឺ ( )2 1
1 1

2 1

y yy y x x
x x
−

− = −
−

 ែដល 1 2x x≠  

េគមាន សមកីរបនា� តក់ត់តម ( )1 1,A x y  និងមានេមគុណ្របាបទ់ិស m  គឺ ( ) ( )1 1 1y y m x x− = −  

េដយ បនា� តក់តត់មពីរចំណុច ( )1 1,A x y  និង ( )2 2,B x y  េនាះបនា� តម់ានេមគុណ្របាបទ់ិស ( )2 1

2 1

2y ym
x x
−

=
−

 

េគយក ( )2  ជំនួសក�ុង ( )1  េគបាន ( )2 1
1 1

2 1

y yy y x x
x x
−

− = −
−

 

ដូចេនះ       បនា� តក់ត់តមពីរចំណុច  ( )1 1,A x y  និង ( )2 2,B x y  គឺ ( )2 1
1 1

2 1

y yy y x x
x x
−

− = −
−

 ែដល 1 2x x≠      ។ 

by

0







B

ay

y

axx bx

m

n

n

m

A

Q

Q′ A′ B′

Q′′

A′′

B′′

n
m
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនធរណីមា្រតក�ងុប�ង ់  ថា� កទ់ី ១០ 

8. ្រសយប�� កថ់ា បនា� តព់រី្រសបគា�  លុះ្រតែតវមានេមគុណ្របាបទ់សិេស�គា�  

េគតង :D y mx n= +  និង :D y m x n′ ′ ′= +  ជាបនា� ត់្រសបគា�  

េគនឹងបង� ញថា េប / /D D m m′ ′⇔ =    (មានន័យថា េមគុណ្របាបទ់ិសេស�គា� ) 
 

- េគតង A  ជា្របសព�រវង D  និងអក័្សអបសីុ់ស និង B  ជាចំណុច 

េនេល D  េហយ C  ជាចំេណាលែកងៃន B  េលអក័្សអបសីុ់ស េនាះ 

េគបានេមគុណ្របាបទ់ិសៃនបនា� ត ់ D  គឺ 
BCm
AC

=  ។ 
 

- េគតង A′  ជា្របសព�រវង D′  និងអក័្សអបសីុ់ស និង B′  ជាចំណុច 

េនេល D′  េហយ C′  ជាចំេណាលែកងៃន B′  េលអក័្សអបសីុ់ស េនាះ 

េគបានេមគុណ្របាបទ់ិសៃនបនា� ត ់ D′  គឺ 
B Cm
A C
′ ′

′ =
′ ′

 ។ 

 

- េដយ ABC∆  និង A B C′ ′ ′∆  ជា្រតីេកណែកងែដលមាន A A′∠ = ∠  (ជាមុ្ំរត�វគា� េ្រពះ / /D D′ ) 

នាឱំ្យ ABC∆  A B C′ ′ ′∆    (តមលក�ខណ� ដំណូច ម.ម) 

វបិាក  
ABC BC AB BC B C

A B C B C A B AB A B
∆ ′ ′

⇒ = ⇔ =
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∆

   នាឱំ្យ  m m′=  

ដូចេនះ      បនា� តព់ីរ្រសបគា�  លុះ្រតែតវមានេមគុណ្របាបទ់ិសេស�គា�  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
 

9. ្រសយប�� កថ់ា បនា� តព់រីែកងគា�  លុះ្រតែតផលគុណេមគុណ្របាបទ់សិៃនបនា� តទ់ងំពរីេស� 1−  

េគតង 1 :D y mx n= +  និង 2 :D y m x n′ ′= +  ជាបនា� ត់ែកងគា�  

េគនឹងបង� ញថា េប 1 2 1D D m m′⊥ ⇔ × = −    (មានន័យថា ផលគុណេមគុណ្របាបទ់ិសេស� 1− ) 
 

សងប់នា� ត ់ 3 :D y mx=  និង 4 :D y m x′=  

េគតង  P  និង Q  ជាចំណុច្របសព�េរៀងគា�  1x =  និង 3 4,D D  

េគបាន កូអរេដេន  ( )1 ,P m  និង ( )1 ,Q m′  

េដយ  1 2D D⊥  េនាះ  3 4D D⊥   (េ្រពះ 1 3 2 4,D D D D  ) 

នាឱំ្យ  POQ  ជា្រតីេកណែកង ្រតង ់ O  

តម្រទឹស�ីបទពីតគរ័   2 2 2PQ OP OQ= +  

េដយ ( ) ( )2 22 2 21 1 2PQ m m m mm m′ ′ ′= − + − = − +  

  ( ) ( )2 22 21 0 0 1OP m m= − + − = +  

  ( ) ( )2 22 21 0 0 1OQ m m′ ′= − + − = +  

េគបាន 2 2 2 22 1 1m mm m m m′ ′ ′− + = + + +  

   
2 2

1
mm
mm

′− =
′ = −

 

ដូចេនះ      បនា� តព់ីរែកងគា�  លុះ្រតែតផលគុណេមគុណ្របាបទ់ិសៃនបនា� តទ់ងំពីរេស� 1−  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់     ។ 

A A′

B

C

B′

C′O x

y

2D

( )1 ,Q m′
x

y

O

( )1,P m

4D

1D 3D 1x =
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនធរណីមា្រតក�ងុប�ង ់  ថា� កទ់ី ១០ 

10. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� យ d  រវងចណុំច ( )1 1,P x y  នងិបនា� ត ់ : 0L ax by c+ + =  គ ឺ 1 1

2 2

ax by c
d

a b

+ +
=

+
 

េគមាន ចំណុច ( )1 1,P x y  និងបនា� ត ់ : 0L ax by c+ + =  

  េគសន�តថ់ា 0a ≠  និង 0b ≠  

េគគូស PA  ្រសបអក័្សអបសីុ់ស កត់ L  ្រតង់ A   

  PB   ្រសបអក័្សអរេដេន កត ់ L  ្រតង ់ B    

េគបាន កូអរេដេន ( )2 1,A x y  និង ( )1 2,B x y  

េគតង H  ជាចំេណាលែកងៃន P  េលបនា� ត់ L  

នាឱំ្យ APB  ជា្រតីេកណែកង្រតង ់ P  និងមានកម�ស់ PH  

េយងចងគ់ណនាចមា� យពី P  េទ L  គឺចងគ់ណនា ???PH =  

 

េដយ ( )1 1,P x y L∉   មានន័យថា 1 1 0ax by c+ + ≠  

  េគតងបាន ( )1 1 1ax by c k+ + =   ែដល 0k ≠   

េហយ ( )2 1,A x y L∈   េនាះ ( )2 1 0 2ax by c+ + =  

  ( )1 2,B x y L∈   េនាះ ( )1 2 0 3ax by c+ + =  

េគយក ( ) ( ) 1 2 1 21 2 : kax ax k x x
a

− − = ⇒ − =  

  ( ) ( ) 1 2 1 21 3 : kby by k y y
b

− − = ⇒ − =  

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) ( ) ( )2 2 22
1 2 1 1 1 2PA x x y y x x= − + − = −  

  ( ) ( ) ( )2 2 22
1 1 1 2 1 2PB x x y y y y= − + − = −  

  ( ) ( )2 22
1 2 1 2AB x x y y= − + −  

 

តមរយៈ លក�ណៈៃន្រតីេកណែកង PH AB PA PB⋅ = ⋅   ទញបាន 
PA PBPH

AB
⋅

=    

នាឱំ្យ   
( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2 2 4
2 22 2 22 2 2 21 2 1 22

2 2 2 2 2 22 2 22 2 2
1 2 1 2

2 2 2 2

k k k k k
x x y yPA PB ka b a b a bPH

k kAB a bk a bk kx x y y
a ba b a b

   ⋅ ⋅   − ⋅ −⋅    = = = = = =
++− + −     ++   

   

 

ទញបាន 
2 2

1 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

k k ax by ck kPH
a b a b a b a b a b

+ +
= = = = =

+ + + + +
 

េគតង d PH=   (េ្រពះ distanced = =  ចមា� យ) ្រត�វនឹងចមា� យពីចំណុចេទបនា� ត ់េនាះ 1 1

2 2

ax by c
d PH

a b

+ +
= =

+
 

ដូចេនះ     ចមា� យ d  រវងចំណុច ( )1 1,P x y  និងបនា� ត ់ : 0L ax by c+ + =  គឺ 1 1

2 2

ax by c
d

a b

+ +
=

+
      ។ 

 

A

B

x

y
L

2y

1y

1x2x O



H

( )1 1,P x y
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនធរណីមា្រតក�ងុប�ង ់  ថា� កទ់ី ១០ 

11. ក. បង� ញថា េមដ្យោនែដលគូសេចញពកីពូំលៃនមុែំកងេស�នងឹពកក់ណា� លអុបី៉េូតនុស 

េគយក ABC  ជា្រតីេកណែកង្រតង ់ C  ែដល C  ជាគល់ត្រម�យ 

េគតង ( ), 0A a  ជាចំណុចេនេលអក័្សអបសីុ់ស 

  ( )0 ,B b  ជាចំណុចេនេលអក័្សអរេដេន 

  ,
2 2
a bD  

 
 

 ជាចំណុចកណា� លៃន AB  

េគបាន ( ) ( )2 2 2 20 0AB a b a b= − + − = +  

  
1
2

AD AB=  

2 2 2 2 2 2
2 21 10 0

2 2 4 4 4 2 2
a b a b a bCD a b AB+   = − + − = + = = + =   

   
 

នាឱំ្យ 
1
2

AD CD AB= =  មាននយ័ថា CD  ជាេមដ្យោនគូសេចញពីមុែំកង េស�ពកក់ណា� លអុីប៉ូេតនុស AB  

ដូចេនះ      េមដ្យោនែដលគូសេចញពីកំពូលៃនមុែំកងេស�នឹងពកក់ណា� លអុីប៉ូេតនុស   ្រត�វបានបង� ញ     ។ 

 

ខ. បង� ញថា អង�ត្់រទ�ងៃនចតុេកណេស�ែកងគា�  

េគយក OABC  ជាចតុេកណេស�មាន O  ជាគល់ត្រម�យ 

  ( ),0A a  ្រត�តេលអក័្សអប់សីុស 

  ( ),0D b  ជាចំេណាលែកងៃន C  េលអក័្សអបសីុ់ស 

េគនឹងបង� ញថា ( ) ( ) ???CA OB⊥    (អង�ត់្រទ�ងែកងគា� ) 

 

េគតង m  ជាេមគុណ្របាបទ់ិសៃន ( )CA    

នាឱំ្យ  
0C A

C A

y y c cm
x x b a a b

− −
= = = −

− − −
 

េគតង m′  ជាេមគុណ្របាបទ់ិសៃន ( )OB   

នាឱំ្យ  
( )

0

0

0
0

B

B

y y c cm
x x a b a b
− −′ = = =
− + − +

 

នាឱំ្យ 
2

2 2

c c cm m
a b a b a b

−   ′× = − × =   − + −   
 

េដយ ក�ុង្រតីេកណ ODC  ែកង្រតង ់ D  មាន 2 2 2OC OD CD= +  

  អចសរេសរបានថា  2 2 2a b c= +   េនាះ  2 2 2c a b= −  

េគបាន 
( )2 2

2 2 1
a b

m m
a b

− −
′× = = −

−
  ជាផលគុណេមគុណ្របាបទ់ិសៃន អង�ត្់រទ�ង CA  និង OB  នាឱំ្យ ( ) ( )CA OB⊥  

ដូចេនះ        អង�ត្់រទ�ងៃនចតុេកណេស�ែកងគា�   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

( ), 0A a

( )0 ,B b

x

y

C

,
2 2
a bD  

 
 

2
a

2
b

( ), 0A a

B

x

y

O

Cc

( ),0D b
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនធរណីមា្រតក�ងុប�ង ់  ថា� កទ់ី ១០ 

12. ក. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរស�ងដ់ៃនរង�ងែ់ដលមានផ�តិ ( ),I a b  នងិក ំ r  គ ឺ ( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =  

េគតង  ( ),P x y  ជាចំណុចេនេលរង�ង ់េគបាន IP r=   ឬ 2 2IP r=  

ចមា� យពី  I  េទ P  កំណតេ់ដយ ( ) ( )2 2IP x a y b= − + −  

នាឱំ្យ   ( ) ( )2 22IP x a y b= − + −   

េគបាន  ( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =  

ដូចេនះ        សមកីរស�ងដ់រង�ងម់ានផ�តិ ( ),I a b  និងក ំ r  គឺ  

       ( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរទូេទៃនរង�ងម់ានរង 2 2 0x y Ax By C+ + + + =  ែដល , ,A B C  ជាចនំនួេថរ 

េគមាន សមកីរស�ងដ់ៃនរង�ងគឺ់ ( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =  

េគបាន       2 2 2 2 22 2x ax a y by b r− + + − + =  

                2 2 2 2 22 2 0x y ax by a b r+ − − + + − =  

េបតង   2 2 22 , 2 ,A a B b C a b r= − = − = + −  

េនាះេគបាន 2 2 0x y Ax By C+ + + + =  

ដូចេនះ         សមកីរទូេទៃនរង�ងម់ានរង  2 2 0x y Ax By C+ + + + =  ែដល , ,A B C  ជាចំនួនេថរ         ។ 

 

13. ក. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរបនា� តប់ះ៉នងឹរង�ង ់ 2 2 2x y r+ =  ្រតងច់ណុំច ( )0 0,x y  គ ឺ 2
0 0x x y y r+ =  

 េគមាន  សមកីររង�ង ់ 2 2 2x y r+ =   (េធ�េដរេីវេធៀបនឹង x  េលអង�ទងំពីរ) 

  2 2 0 xx y y y
y

′ ′+ = ⇒ = −   ឬ  ( ) 0
0

0

xy x
y

′ = −  

 េដយ សមកីរបនា� តប់ះ៉មានរង  

  ( )( )0 0 0y y x x x y′= − +  

     

( )0
0 0

0
2

0 0
0

0
2 2

0 0 0

0

x x x y
y

x x x y
y

x x x y
y

= − − +

− +
= +

− + +
=

 

 នាឱំ្យ 2 2
0 0 0 0y y x x x y= − + +   ឬ   2 2

0 0 0 0x x y y x y+ = +  

 េដយ  ( )0 0,P x y  ជាចំណុចេនេលរង�ង ់េនាះវេផ��ងផា� ត ់ 2 2 2
0 0x y r+ =   

 ដូចេនះ        សមកីរបនា� តប់ះ៉នឹងរង�ង ់ 2 2 2x y r+ =  ្រតងច់ំណុច ( )0 0,x y  គឺ 2
0 0x x y y r+ =      ។  

 

O

( ),P x y

r

a

Ib

O

( )0 0,P x y

r

y

x
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ខ. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរបនា� តប់ះ៉នងឹរង�ង ់ ( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =   

    ្រតងច់ណុំច ( )0 0,x y  គ ឺ ( )( ) ( )( ) 2
0 0x a x a y b y b r− − + − − =  

 

 េគមាន ( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =    (េធ�េដរេីវេលអង�ទងំពីរេធៀបនឹង x ) 

 េគបាន ( ) ( )2 2 0x a y y b′− + − =   ឬ  x ay
y b
−′ = −
−

 ឬ  ( ) 0
0

0

x ay x
y b
−′ = −
−

 

 សមកីរបនា� តប់ះ៉មានរង      ( )( )0 0 0y y x x x y′= − +  

  

( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )

0
0 0

0

0 0 0 0

0 0 0 0

2 2
0 0 0 0

2 2
0 0 0 0

0

0

x ay x x y
y b

y b y y x a x x

x a x a a x y b y b b y

x a x a x a y b y b y b

x a x a y b y b x a y b

−
= − − +

−

− − = − − −

− − + − + − − + − =

− − − − + − − − − =

− − + − − = − + −

 

េដយ   ( )0 0,P x y  ជាចំណុចេនេលរង�ង ់េនាះវេផ��ងផា� តស់មកីរ  ( ) ( )2 2 2
0 0x a y b r− + − =  

ដូចេនះ         សមកីរបនា� តប់ះ៉រង�ងអ់ចសរេសរ  ( )( ) ( )( ) 2
0 0x a x a y b y b r− − + − − =       ។ 

I

( )0 0,P x yr
b

aO x

y
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន អនុគមន៍ 

 

1. េគឱ្យ f  ជាអនុគមនក៍ំណតេ់លចេនា� ះ [ ],a b ែដល ( ) ( )2 1f f x f x∆ = −  ជាកំេណ អនុគមន ៍និង 2 1x x x∆ = −  ជាកំេណ អេថរ ៖ 

ក. បង� ញថា េប 0f
x

∆
>

∆
 េនាះ f  ជាអនុគមនេ៍កន េលចេនា� ះ [ ],a b  ។ 

ខ. បង� ញថា េប 0f
x

∆
<

∆
 េនាះ f  ជាអនុគមនចុ៍ះ េលចេនា� ះ [ ],a b  ។ 

2. បង� ញថា ( ) 1
3

xg x −
=  ជាអនុគមន្៍រចសៃនអនុគមន ៍ ( ) 3 1f x x= +  ។ 

3. បង� ញថា ្រកបៃនអនុគមន ៍ ( )y f x=  និង្រកបៃនអនុគមន្៍រចសរបស់វ ( )1y f x−=  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងបនា� ត់ y x=  ។ 

4. ក. បង� ញថា ប៉ារ៉បូល 2y ax bx c= + +  អចសរេសរជារង ( )2y a x p q= − +  ែដល p  និង q  ្រត�វកំណត ់។ 

ខ. បង� ញថា ប៉ារ៉បូលេនះមានកំពូល ( ),S p q  និងអក័្សឆ�ុះមានសមកីរ 
2
bp
a

= −   ។ 

5. េគឱ្យអនុគមនដ៍ឺេ្រកទី២ ៖ 2 , 0y ax bx c a= + + ≠  ។ 

ក. បង� ញថា េប 0a >  េនាះអនុគមនម៍ានតៃម� អប្បបរមា េស� 
2 4

4
b acy

a
−

= −  ្រតង់ 
2
bx
a

= −  និងគា� នអតិបរមាេទ ។ 

ខ. បង� ញថា េប 0a <  េនាះអនុគមនម៍ានតៃម� អតិបរមា េស� 
2 4

4
b acy

a
−

= −  ្រតង ់
2
bx
a

= −  និងគា� នអប្បបរមា េទ ។ 

6. បង� ញថា ្រកបៃនអនុគមន ៍ y x=  ឆ�ុះនឹង្រកបៃនអនុគមន ៍ 2y x=  េធៀបនឹងបនា� ត ់ y x=  ែដល្រត�វនឹង 0x ≥  ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន អនុគមន៍ 

 

1. េគឱ្យ  f  ជាអនុគមនក៍ណំតេ់លចេនា� ះ [ ],a b  ៖ 

ក. បង� ញថា េប 0f
x

∆
>

∆
 េនាះ f  ជាអនុគមនេ៍កន េលចេនា� ះ [ ],a b  

េគដឹងថា ចំេពះ្រគប ់ 2 1x x>  ែដល 1x  និង 2x  េនេលចេនា� ះ  [ ],a b  េនាះេគបាន ៖ 

   េប ( ) ( )2 1f x f x>  េគថា f  ជាអនុគមនេ៍កន 

   េប ( ) ( )2 1f x f x<  េគថា f  ជាអនុគមនចុ៍ះ 
 

េគមាន ( ) ( )2 1f f x f x∆ = −  និង 2 1x x x∆ = −  

ចំេពះ 2 1x x>  ែដល 1x  និង 2x  េនេលចេនា� ះ  [ ],a b  នាឱំ្យ 2 1 0x x− >  

   េគបាន  0f
x

∆
>

∆
 សមមូល  

( ) ( )2 1

2 1

0
f x f x

x x
−

>
−

     (គុណអង�ទងំពីរនឹង 2 1x x−  មនិប�ូរទិសេដ) 

          ( ) ( )2 1 0f x f x− >    នាឱំ្យ ( ) ( )2 1f x f x>  

   េឃញថា ( ) ( )2 1f x f x>  េនះប�� កថ់ា f  ជាអនុគមនេ៍កន េលចេនា� ះ [ ],a b  

ដូចេនះ      េប 0f
x

∆
>

∆
 េនាះ f  ជាអនុគមន៍េកន េលចេនា� ះ [ ],a b  ្រត�វបានបង� ញ     ។ 

 

ខ. បង� ញថា េប 0f
x

∆
<

∆
 េនាះ f  ជាអនុគមនចុ៍ះ េលចេនា� ះ [ ],a b  

ចំេពះ 2 1x x<  ែដល 1x  និង 2x  េនេលចេនា� ះ  [ ],a b  នាឱំ្យ 2 1 0x x− <  

   េគបាន  0f
x

∆
<

∆
 សមមូល  

( ) ( )2 1

2 1

0
f x f x

x x
−

<
−

     (គុណអង�ទងំពីរនឹង 2 1x x−  មនិប�ូរទិសេដ) 

          ( ) ( )2 1 0f x f x− <    នាឱំ្យ ( ) ( )2 1f x f x<  

   េឃញថា  ( ) ( )2 1f x f x>  េនះប�� ក់ថា f  ជាអនុគមនចុ៍ះ េលចេនា� ះ [ ],a b  

ដូចេនះ      េប 0f
x

∆
<

∆
 េនាះ f  ជាអនុគមនចុ៍ះ េលចេនា� ះ [ ],a b   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

 

2. បង� ញថា ( ) 1
3

xg x −
=  ជាអនុគមន្៍រចសៃនអនុគមន ៍ ( ) 3 1f x x= +  

េគមានអនុគមន ៍ : ( ) 3 1f x x= +  

ប�ូរ ( )f x  ជា y  : 3 1y x= +  

ប�ូរ y  ជា x  និង x  ជា y  : 3 1x y= +  

ទញរក y  :  
1

3
xy −

=  

នាេំគបានអនុគមន្៍រចស : ( )1 1
3

xf x− −
=  

ដូចេនះ     ( ) ( )1 1
3

xg x f x− −
= =  ជាអនុគមន្៍រចសៃនអនុគមន ៍ ( ) 3 1f x x= +     ។ 
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3. បង� ញថា ្រកបៃនអនុគមន ៍ ( )y f x=  នងិ្រកបៃនអនុគមន្៍រចសរបស់វ ( )1y f x−=  ឆ�ុះគា� េធៀបនងឹបនា� ត ់ y x=  

េគដឹងថា ចំណុច ( ),M x y  ឆ�ុះគា� នឹង ( ),M x y′ ′ ′  េធៀបនឹង បនា� ត ់ y x=  កលណា x y′=  និង y x′=  

 តមនិយមនយ័អនុគមន៍្រចស : េប 1f −  ជាអនុគមន្៍រចសៃនអនុគមន ៍ f  េនាះេគបាន ( ) ( )1f a b f b a−= ⇔ =  

េគតង ( ),P a b  ជាចំណុចេនេល្រកបៃនអនុគមន ៍ f   េនាះេគបាន ( )f a b=  

 េដយ 1f −  ជាអនុគមន្៍រចសៃន f  េនាះេគបាន ( )1f b a− =   េនះប�� កថ់ា ចំណុច ( ),P b a′  េនេល្រកបៃន 1f −  

េគសេង�ត េឃញថា  ( ),P a b  ជាចំណុចៃន f  និង  ( ),P b a′  ជាចំណុចៃន 1f −  

តមនិយមនយ័អនុគមន៍្រចស េគបាន  ( ),P b a′  ជាចំណុចឆ�ុះៃន  ( ),P a b  េធៀបនឹងបនា� ត ់ y x=  

េដយ ្រកបៃនអនុគមន៍ f  និង 1f −  មានគូៗចំណុច ( ),P a b  និង ( ),P b a′  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងបនា� ត ់ y x=  

នាឱំ្យ ្រកបៃនអនុគមន៍ f  និង 1f −  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងបនា� ត ់ y x=  

ដូចេនះ      ្រកបៃនអនុគមន៍ f  និង 1f −  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងបនា� តពុ់ះទី១ y x=      ។ 
 

4. ក. បង� ញថា ប៉ារ៉បលូ 2y ax bx c= + +  អចសរេសរជារង ( )2y a x p q= − +  ែដល p  នងិ q  ្រត�វកណំត ់

េគមាន 2y ax bx c= + +  

     

2

2 2
2

2 2
2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 4

4
2 4

4
2 4

ba x x c
a

b b ba x x c
a a a

b b ba x x a c
a a a

b ba x c
a a

b b aca x
a a

b b aca x
a a

 = + + 
 
    = + + − +    

     
    = + + − +    

     

 = + − + 
 

− = + − 
 

   − = − − + −       

 

ផ�ឹមនឹង ( )2y a x p q= − +    

ទញបាន 
2 4,

2 4
b b acp q
a a

−
= − = −  

ដូចេនះ      សមកីរ 2y ax bx c= + +  អចសរេសរជារង ( )2y a x p q= − +  បានគឺ 

       
2 2 4

2 4
b b acy a x
a a

   − = − − + −       
  ែដលកំណត់បាន  

2 4,
2 4
b b acp q
a a

−
= − = −        ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនអនគុមន ៍  ថា� កទ់ី ១០ 

ខ. បង� ញថា ប៉ារ៉បលូេនះមានកពូំល ( ),S p q  នងិអក័្សឆ�ុះមានសមកីរ 
2
bp
a

= −  

េគដឹងថា 2y ax=  ជាប៉ារ៉បូលែដលមានកំពូល ( )0 , 0O  

េដយ ប៉ារ៉បូល ( )2y a x p q= − +  បានពីរកំិល ប៉ារ៉បូល 2y ax=  ចំនួន p  ឯកត្រសបនឹងអក័្សអបសីុ់ស និង q  ឯកត  

   ្រសបនឹងអក័្សអរេដេន 

នាឱំ្យ កំពូលៃនប៉ារ៉បូល ( )2y a x p q= − +  បានពីរកំិលកំពូល ( )0 , 0O  ៃនប៉ារ៉បូល 2y ax=  ចំនួន p  ឯកត្រសបនឹង  

   អក័្សអបសីុ់ស និង q  ឯកត ្រសបនឹងអក័្សអរេដេន 

េគបាន កំពូលៃនប៉ារ៉បូល  ( )2y a x p q= − +  គឺ ( ),S p q  

ដូចេនះ      ប៉ារ៉បូល  ( )2y a x p q= − +  មានកំពូល ( ),S p q  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

សមា� ល់ :  ប៉ារ៉បលូ 2y ax bx c= + +  មានកពូំល  ( )
2 4, ,

2 4
b b acS p q
a a

 −
= − − 
 

  !!!! 
 ម្យោ៉ងេទៀត ប៉ារ៉បូល 2y ax=  មានអក័្សឆ�ុះ  0x =  

 នាឱំ្យ អក័្សឆ�ុះៃន ( )2y a x p q= − +  គឺបានពីរកំិលអក័្សឆ�ុះ  0x =  ចំនួន p  ឯកត្រសបន់ឹងអក័្សអបសីុ់ស 

េគបាន ប៉ារ៉បូល  ( )2y a x p q= − +  មានអក័្សឆ�ុះ  x p=  ែដល 
2
bp
a

= −  

ដូចេនះ      ប៉ារ៉បូល  ( )2y a x p q= − +  មានអក័្សឆ�ុះ  
2
bx
a

= −  ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

 

5. ក. បង� ញថា េប 0a >  េនាះអនុគមនម៍ានតៃម� អប្បបរមា េស� 
2 4

4
b acy

a
−

= −  ្រតង ់
2
bx
a

= −  នងិគា� នអតបិរមាេទ 

េគមាន 2 2 by ax bx c a x x c
a

 = + + = + + 
 

 

           

2 2
2

2 2
2

2 22 2

2 2

2 2

4
2 4 2 4

b b ba x x c
a a a

b b ba x x a c
a a a

b b b b aca x c a x
a a a a

    = + + − +    
     

    = + + − +    
     

−   = + − + = + −   
   

 

េដយ 0a >  និង 
2

0
2
bx
a

 + ≥ 
 

  នាឱំ្យ   
2

0
2
ba x
a

 + ≥ 
 

   េនាះ  
2 2 24 4

2 4 4
b b ac b acy a x
a a a

− − = + − ≥ − 
 

 

មាននយ័ថា  y  មានតៃម�តូចបំផុត គឺ 
2 4

4
b acy

a
−

= −  កលណា 
2

0
2 2
b ba x x
a a

 + = ⇒ = − 
 

 

ម្យោ៉ងេទៀត 
2 4

4
b acy

a
−

≥ −  គឺមនិអចកំណតត់ៃម�ធំបំផុតៃន y  បានេទ  េនាះ y  គា� នតៃម�អតិបរមាេទ 
 

ដូចេនះ      អនុគមន ៍ 2y ax bx c= + +  មានតៃម� អប្បបរមា 
2 4

4
b acy

a
−

= −  ្រតង ់
2
bx
a

= −  និងគា� នអតិបរមាេទ    ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនអនគុមន ៍  ថា� កទ់ី ១០ 

ខ. បង� ញថា េប 0a <  េនាះអនុគមនម៍ានតៃម� អតបិរមា េស� 
2 4

4
b acy

a
−

= −  ្រតង ់
2
bx
a

= −  នងិគា� នអប្បបរមា េទ 

េគមាន 
2 2

2 4
2 4
b b acy ax bx c a x
a a

− = + + = + − 
 

    (បាន្រសយរចួខងេល) 

េដយ 0a <  និង 
2

0
2
bx
a

 + ≥ 
 

  នាឱំ្យ   
2

0
2
ba x
a

 + ≤ 
 

    

េនាះ   
2 2 24 4

2 4 4
b b ac b acy a x
a a a

− − = + − ≤ − 
 

 

មាននយ័ថា  y  មានតៃម�ធំបំផុត គឺ 
2 4

4
b acy

a
−

= −  កលណា 
2

0
2 2
b ba x x
a a

 + = ⇒ = − 
 

 

ម្យោ៉ងេទៀត 
2 4

4
b acy

a
−

≤ −  គឺមនិអចកំណតត់ៃម�តូចបំផុតៃន y  បានេទ  េនាះ y  គា� នតៃម�អប្បបរមាេទ 
 

ដូចេនះ      អនុគមន ៍ 2y ax bx c= + +  មានតៃម� អតិបរមា 
2 4

4
b acy

a
−

= −  ្រតង ់
2
bx
a

= −  និងគា� នអប្បបរមាេទ    ។ 

 

6. បង� ញថា ្រកបៃនអនុគមន ៍ y x=  ឆ�ុះនងឹ្រកបៃនអនុគមន ៍ 2y x=  េធៀបនងឹបនា� ត ់ y x=  ែដល្រត�វនងឹ 0x ≥  

េគមាន អនុគមន ៍ y x=  និង 2y x=  

េប្រកបៃន  អនុគមន៍ y x=  និង 2y x=  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងបនា� ត ់ 

   y x=  ែដល្រត�វនឹង 0x ≥  លុះ្រតែត អនុគមន ៍

   y x=  ជាអនុគមន្៍រចសៃនអនុគមន ៍ 2y x=  

 
  

  ពិនិត្យអនុគមន ៍ : y x=  

  ប�ូរ y  ជា x  និង x  ជា y  : x y=  

  ទញរក y  : 2y x=  
  

ដូចេនះ ្រកបៃនអនុគមន៍ y x=  ឆ�ុះនឹង្រកបៃនអនុគមន ៍ 2y x=  េធៀបនឹងបនា� ត ់ y x=  ែដល្រត�វនឹង 0x ≥     ។ 

y x=

y x=

2y x=
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន្រតីេកណមា្រត  ថា� កទ់ី ១០ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ផលេធៀប្រតីេកណមា្រត 

 

1. ចូរបង� ញទំនាកទ់ំនងខងេ្រកម ៖ 

ក. 
sintan
cos

AA
A

=  និង 
coscot
sin

AA
A

=    ។ 

ខ. 2 2sin cos 1A A+ =  និង tan cot 1A A× =    ។ 

គ. 2
2

11 tan
cos

A
A

+ =   និង 2
2

11 cot
sin

A
A

+ =    ។ 

2. បង� ញថា ក�ុងរង�ង់្រតីេកណមា្រត ែដលមានមុ ំθ  េនាះេគបាន  2 2sin cos 1θ θ+ =   ។ 

3. ្រសយប�� កផ់លេធៀប្រតីេកណមា្រតៃនមុខំងេ្រកម ៖ 

ក. 
1 3 3sin 30 cos30 tan 30 cot 30 3
2 2 3

° = ° = ° = ° =  

ខ. 
3 1 3sin 60 cos 60 tan 60 3 cot 60

2 2 3
° = ° = ° = ° =  

គ. 
2 2sin 45 cos 45 tan 45 1 cot 45 1

2 2
° = ° = ° = ° =  

4. ក�ុង្រតីេកណ ABC  មានមុែំកង្រតង់ C  ។ បង� ញថា ៖ 

( )sin 90 cosA A° − =  ( )cos 90 sinA A° − =  ( )tan 90 cotA A° − =   ( )cot 90 tanA A° − =   ។ 

5. េដយេ្របរង�ង្់រតីេកណមា្រត បង� ញថា ៖ 

( )cos 180 cosα α°− = −  ( )sin 180 sinα α°− =  ( )tan 180 tanaa °− = −  ( )cot 180 cotα α°− = −  ។ 

6. េដយេ្របរង�ង្់រតីេកណមា្រត បង� ញថា ៖ 

( )cos 90 sinα α°− =  ( )sin 90 cosα α°− =  ( )tan 90 cotaa °− =  ( )cot 90 tanaa °− =  ។ 

7. ្រសយប�� ក្់រទឹស�ីបទសីុនុស ៖ ចំេពះ្រតីេកណ ABC  ចរកឹក�ុងរង�ងក់ ំ R  េនាះេគបាន 2
sin sin sin

a b c R
A B C
= = =  ។ 

8. ក. ្រសយប�� ក់្រទឹស�ីបទកូសីុនុស ៖ ចំេពះ្រតីេកណ ABC  េគបាន ៖ 

    2 2 2 2 2 2 2 2 22 cos , 2 cos , 2 cosa b c bc A b a c ac B c a b ab C= + − = + − = + −   ។ 

ខ. ទញប�� ក់ថា 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

cos , cos , cos
2 2 2

b c a a c b a b cA B C
bc ac ab

+ − + − + −
= = =  ។ 

9. ក. ្រសយប�� ក់ថា ៃផ�្រកឡា S  ៃន្រតីេកណ ABC  គឺ ៖ 
1 1 1sin sin sin
2 2 2

S ab C ac B bc A= = =  ។ 

ខ. ទញបង� ញថា 
2 sin sin sin
abc c b a

S C B A
= = =  ។ 

10. ្រសយប�� កថ់ា េប , ,a b c  ជារង� ស់្រជ�ងៃន្រតីេកណមយួ និង p  ជាកន�ះបរមិា្រត េនាះេគបានរូបមន�េហរ ៉ុង  

ៃផ�្រកឡា ( )( )( )S p p a p b p c= − − −   ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន្រតីេកណមា្រត  ថា� កទ់ី ១០ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ផលេធៀប្រតីេកណមា្រត 

 

1. បង� ញទនំាកទ់នំងខងេ្រកម ៖ 

ក. បង� ញថា 
sintan
cos

AA
A

=   នងិ 
coscot
sin

AA
A

=  

និយមនយ័   sin A  ជាផលេធៀបរវង ្រជ�ងឈម និងអុីប៉ូេតនុស 

  cos A  ជាផលេធៀបរវង ្រជ�ងជាប ់ និងអុីប៉ូេតនុស 

  tan A  ជាផលេធៀបរវង ្រជ�ងឈម និង្រជ�ងជាប ់

  cot A  ជាផលេធៀបរវង ្រជ�ងជាប ់ និង្រជ�ងឈម 

េដយ 
sin tan
cos

A A
A
= = × = =

RAgs Qm
GIsb U; ;ctnss RAsgQm GIbs U; ;ctnss RAgs Qm
RAsgAab; RAsgAab; RAgs Aab;GbIs ;U ;ctnss
GbIs U; ;ctnss

 

េហយ 
cos cot
sin

A A
A
= = × = =

RAgs Aab;
G sIb ;U ;ctnss RAsgAab; G Isb U; ;ctnss RAgs Aab;
RAsgQm RAsgQm RAgs QmGsIb ;U ;ctnss
G sbI ;U ;ctnss

 

ដូចេនះ     
sintan
cos

AA
A

=   និង 
coscot
sin

AA
A

=   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 

 
 

ខ. បង� ញថា  2 2sin cos 1A A+ =  

   ក�ុង្រតីេកណែកង ABC  ែកង្រតង់ C   

េគបាន  sin sinaA a c A
c

= ⇒ =   និង   cos cosbA b c A
c

= ⇒ =  

 តម្រទឹស�ីបទពីតគរ័  2 2 2a b c+ =    ឬ   ( ) ( )2 2 2sin cosc A c A c+ =  

នាឱំ្យ ( ) ( )2 22 2 2sin cosc A c A c⋅ + ⋅ =     (ែចកអង�ទងំពីរនឹង 2c ) 

   ( ) ( )2 2sin cos 1A A+ =       (េគអចសរេសរ  ( )2 2sin sinA A=   និង ( )2 2cos cosA A=  ) 

   2 2sin cos 1A A+ =  

ដូចេនះ     2 2sin cos 1A A+ =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
 

បង� ញថា  tan cot 1A A× =  

េគមាន 
sintan
cos

AA
A

=   និង 
coscot
sin

AA
A

=  

េគបាន 
sin costan cot 1
cos sin

A AA A
A A

× = × =  

ដូចេនះ      tan cot 1A A× =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 

A

C B

c
b

a
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គ. បង� ញថា  2
2

11 tan
cos

A
A

+ =  

េគមាន 2 2sin cos 1A A+ =     (េគែចកអង�ទងំពីរនឹង 2cos A ) 

េគបាន 
2 2

2 2 2

sin cos 1
cos cos cos

A A
A A A
+ =     ឬ   2

2

1tan 1
cos

A
A

+ =  

ដូចេនះ      2
2

11 tan
cos

A
A

+ =    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់         ។ 

 

បង� ញថា  2
2

11 cot
sin

A
A

+ =  

េគមាន 2 2sin cos 1A A+ =     (េគែចកអង�ទងំពីរនឹង 2sin A ) 

េគបាន 
2 2

2 2 2

sin cos 1
sin sin sin

A A
A A A
+ =     ឬ   2

2

11 cot
sin

A
A

+ =  

ដូចេនះ      2
2

11 cot
sin

A
A

+ =    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់         ។ 

 

2. បង� ញថា  2 2sin cos 1θ θ+ =  

តមរង�ង្់រតីេកណមា្រត (រង�ងែ់ដលមានក ំ 1r = ) 

 ចំេពះ ក�ុង្រតីេកណ OAP  ែកង្រតង ់ A  

េគមាន   cosOA OP θ= ⋅  និង sinAP OP θ= ⋅  

តម្រទឹស�ីបទពីតគរ័  ចំេពះ្រតីេកណែកង OAP  

េគបាន  2 2 2OA AP OP+ =  

ឬ  ( ) ( )2 2 2cos sinOP OP OPθ θ⋅ + ⋅ =  

ែត   1OP =  ជាករំង�ង្់រតីេកណមា្រត 

នាឱំ្យ  ( ) ( )2 2 2cos sin 1θ θ+ =   េគអចសរេសរ  2 2cos sin 1θ θ+ =  

ដូចេនះ      2 2cos sin 1θ θ+ =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 
 

3. ្រសយប�� កផ់លេធៀប្រតេីកណមា្រតៃនមុខំងេ្រកម ៖ 

ក. ្រសយប�� កថ់ា 
1sin 30
2

° =  នងិ 
3cos30

2
° =  

េគមាន្រតីេកណសមង័្ស ABC  ែដលមានរង� ស់្រជ�ងេស� a  

េនាះ ABH  ជា្រតីេកណែកងកន�ះសមង័្ស ែដលមាន 
3

2
AH a=  

1
12sin 30
2

aBH
AB a

° = = =  និង  

3
32cos30

2

aAH
AB a

° = = =  

ដូចេនះ     
1sin 30
2

° =  និង 
3cos30

2
° = ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

θ

sinθ

cosθ

1−

1−

1
P

O A

a

2
a

60°

30°

A

B H C
60°

3
2

a
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្រសយប�� កថ់ា 
3tan 30

3
° =  នងិ cot 30 3° =  

េដយ 

1
sin 30 1 2 1 32tan 30
cos30 2 33 3 3

2

°
° = = = × = =

°
 

   

3
cos30 3 22cot 30 31sin 30 2 1

2

°
° = = = × =

°
 

ដូចេនះ     
3tan 30

3
° =  និង cot 30 3° =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា 
3sin 60

2
° =  និង 

1cos 60
2

° =  

េគមាន្រតីេកណសមង័្ស ABC  ែដលមានរង� ស់្រជ�ងេស� a  

េនាះ ABH  ជា្រតីេកណែកងកន�ះសមង័្ស ែដលមាន 
3

2
AH a=  

3
32sin 60

2

aAH
AB a

° = = =  និង  

1
12cos 60
2

aBH
AB a

° = = =  

ដូចេនះ     
3sin 60

2
° =  និង 

1cos 60
2

° =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

្រសយប�� កថ់ា tan 60 3° =  នងិ 
3cot 60

3
° =  

េដយ 

3
sin 60 3 22tan 60 31cos 60 2 1

2

°
° = = = × =

°
 

   

1
cos 60 1 2 1 32cot 60
sin 60 2 33 3 3

2

°
° = = = × = =

°
 

ដូចេនះ     tan 60 3° =  និង 
3cot 60

3
° =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

   េតអ�កដឹងេទថា  េប្រតីេកណសមង័្សមយួមានរង� ស់្រជ�ងេស� a  េនាះេគបានកម�ស់របស់វមានរង� ស់េស� 
3

2
a   ។ 

   េតអ�កដឹងេទថា  េបកេរមយួមានរង� ស់្រជ�ងេស� a  េនាះេគបាន្របែវងអង�ត្់រទ�ងរបស់វមានរង� ស់េស� 2a   ។ 

   េតអ�កដឹងេទថា  េបគូបមយួមានរង� ស់្រជ�ងេស�  a  េនាះេគបាន្របែវងអង�ត្់រទ�ងរបស់វមានរង� ស់េស� 3a   ។ 

 េគអចបក្រសយ េហតុផលខងេល េដយេ្រប ្រទឹស�ីបទពីតគរ័ ។ 

a

2
a

60°

30°

A

B H C
60°

3
2

a
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គ. ្រសយប�� កថ់ា 
2sin 45

2
° =  នងិ 

2cos 45
2

° =  

េគមាន្រតីេកណែកងសមបាត ABC  ែដល AB AC a= =  និង 45B∠ = °  

តម្រទឹស�ីបទពីតគរ័ 2 2 2BC AB AC= +    ឬ   2 2BC AB AC= +  

នាឱំ្យ 2 2 22 2BC a a a a= + = =  

េគបាន 
1 2sin 45

22 2
AC a
BC a

° = = = =  

   
1 2cos 45

22 2
AB a
BC a

° = = = =  

ដូចេនះ     
2sin 45

2
° =  និង 

2cos 45
2

° =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។  
 

្រសយប�� កថ់ា tan 45 1° =  នងិ cot 45 1° =  

េដយ 

2
sin 45 2 22tan 45 1
cos 45 22 2

2

°
° = = = × =

°
 

   

2
cos 45 2 22cot 45 1
sin 45 22 2

2

°
° = = = × =

°
 

ដូចេនះ      tan 45 1° =  និង cot 45 1° = ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 

 

4. បង� ញថា   ( )sin 90 cosA A° − =   នងិ  ( )cos 90 sinA A° − =  

េគមាន  ្រតីេកណ ABC  មានមុែំកង្រតង ់ C   េនាះ  90B A= °−  

តមផលេធៀប្រតីេកណមា្រត  េគបាន៖ 

  cos , sinb bA B
c c

= =   េនាះ  cos sinA B=   ឬ  ( )cos sin 90A A= °−  

  sin , cosa aA B
c c

= =   េនាះ  sin cosA B=   ឬ  ( )sin cos 90A A= °−  

ដូចេនះ      ( )sin 90 cosA A° − =   និង  ( )cos 90 sinA A° − =   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
 

 បង� ញថា    ( )tan 90 cotA A° − =   នងិ ( )cot 90 tanA A° − =  

េដយ ( ) ( )
( )

sin 90 costan 90 cot
cos 90 sin

A AA A
A A

° −
°− = = =

°−
 

   ( ) ( )
( )

cos 90 sincos 90 tan
sin 90 cos

A AA A
A A

° −
°− = = =

°−
 

ដូចេនះ      ( )tan 90 cotA A° − =   និង ( )cot 90 tanA A° − =    ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

a

A

B C

2a

45°

A

B

C

ac

b
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5. េដយេ្របរង�ង្់រតេីកណមា្រត ៖ 

បង� ញថា  ( )cos 180 cosα α°− = −  នងិ  ( )sin 180 sinα α°− =  

ក�ុងរង�ង្់រតីេកណមា្រត   េគតង  AOP α∠ =  និង 180AOP α′∠ = °−  

េគបាន កូអរេដេនៃនចំណុច P  និង P′  គឺ 

   ( )cos , sinP α α  និង ( ) ( )( )cos 180 , sin 180P α α′ ° − °−  

េដយ ចំណុច P  និង P′  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងអក័្សអរេដេន  

   តមលក�ណៈឆ�ុះ េនាះចំណុចទងំពីរមាន អបសីុ់សផ�ុយគា�  និងអរេដេនដូចគា�  

េគបាន ( )cos cos 180α α= − °−   និង  ( )sin sin 180α α= °−  

ដូចេនះ     រូបមន�   ( )cos 180 cosα α°− = −  និង  ( )sin 180 sinα α°− =   ្រត�វបានបង� ញ     ។ 
 

បង� ញថា  ( )tan 180 tanaa °− = −  នងិ ( )cot 180 cotα α°− = −  

េគមាន រូបមន�  ( )sin 180 sinα α°− =   និង  ( )cos 180 cosα α°− = −   (បាន្រសយរចួខងេល) 

េគបាន ( ) ( )
( )

sin 180 sintan 180 tan
cos 180 cos

α αα α
α α

°−
°− = = = −

°− −
 

   ( ) ( )
( )

cos 180 coscot 180 cot
sin 180 sin

α αα α
α α

°− −
°− = = = −

°−
 

ដូចេនះ     រូបមន�   ( )tan 180 tanaa °− = −  និង ( )cot 180 cotα α°− = −  ្រត�វបានបង� ញ     ។ 
 

6. េដយេ្របរង�ង្់រតេីកណមា្រត ៖ 

បង� ញថា  ( )cos 90 sinα α°− =  នងិ  ( )sin 90 cosα α°− =  

ក�ុងរង�ង្់រតីេកណមា្រត   េគតង  AOP α∠ =  និង 90AOP α′∠ = °−  

េគបាន កូអរេដេនៃនចំណុច P  និង P′  គឺ 

   ( )cos , sinP α α  និង ( ) ( )( )cos 90 , sin 90P α α′ ° − °−  

េដយ ចំណុច P  និង P′  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងបនា� តពុ់ះទី១ y x=   

   (េនាះអបសីុ់សៃន P េស�អរេដេនៃន P′   និង  អរេដេនៃន P េស�អបសីុ់សៃន P′ ) 

េគបាន ( )cos sin 90α α= °−  និង ( )sin cos 90α α= °−  

ដូចេនះ      រូបមន�  ( )cos 90 sinα α°− =  និង  ( )sin 90 cosα α°− =    ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

បង� ញថា  ( )tan 90 cotaa °− =  នងិ  ( )cot 90 tanaa °− =  

េគមាន ( )sin 90 cosα α°− =   និង ( )cos 90 sinα α°− =    (បង� ញរចួខងេល) 

េគបាន ( ) ( )
( )

sin 90 costan 90 cot
cos 90 sin

α αα α
α α

°−
°− = = =

°−
 

   ( ) ( )
( )

cos 90 sincot 90 tan
sin 90 cos

α αα α
α α

°−
°− = = =

°−
 

ដូចេនះ     រូបមន�   ( )tan 90 cotaa °− =  និង  ( )cot 90 tanaa °− =   ្រត�វបានបង� ញ     ។ 

α

y

x

1−

1−

1

PP′

AO

180 α°−

α

α

y

x

1−

1−

1

P

P′

A
O

90 α°−

y x=
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7. ្រសយប�� ក្់រទសឹ�ីបទសីុនុស៖   2
sin sin sin

a b c R
A B C
= = =  

េគមាន ្រតីេកណ ABC  ចរកឹក�ុងរង�ងក់ ំ R   ែដល , ,AB c AC b BC a= = =  

េគនឹង្រសយ្រគបក់រណីៃនមុ ំ A  ែដលនាឱំ្យេគបាន 2
sin

a R
A
=  

ចំេពះ្រតីេកណ ABC  ចរកឹក�ុងរង�ង ់េនាះមុ ំ A  អចជាមុ្ំរស�ច  ឬមុទំល  ឬមុែំកង 

ករណី A  ជាមុ្ំរស�ច 

 េគគូសអង�តផ់�ិត CD  េនាះេគបាន BCDD  ជា្រតីេកណែកង្រតង ់ B  

េគបាន   sin BCD
CD

=  

េដយ , 2BC a CD R= =   និង A D∠ = ∠  (មុមំានធ�ូស� តរ់មួ BC ) 

នាឱំ្យ ( )sin 1
2
aA
R

=  

ករណី A  ជាមុទំល 

 េគគូសអង�តផ់�ិត CD  េនាះេគបាន BCDD  ជា្រតីេកណែកង្រតង ់ B  

េគបាន   sin BCD
CD

=   ឬ   sin
2
aD
R

=   េ្រពះ  , 2BC a CD R= =  

ម្យោ៉ងេទៀត ABC  ជា្រតីេកណចរកឹក�ុងរង�ង ់េនាះផលបូកមុឈំម 180A D∠ +∠ = °  

នាឱំ្យ ( )sin sin 180 sinD A A= °− =     េ្រពះ  ( )sin 180 sinα α°− =  

េគបាន ( )sin 2
2
aA
R

=  

ករណី A  ជាមុែំកង 

 េគមាន  sin sin 90 1A = ° =   

េហយ 2BC R=   េនាះ  1
2
BC

R
=   ឬ  1

2
a
R
=  

នាឱំ្យ ( )sin 3
2
aA
R

=  

 

តមរយៈ ( ) ( )1 , 2  និង ( )3  េឃញថា  ្រគបក់រណីៃនមុ ំ A  េគបាន sin
2
aA
R

=    ឬ  2
sin

a R
A
=  

ដូចគា� ែដរ ្រសយដូចខងេលចំេពះមុ ំ B  និង C  េនាះេគបាន  2 , 2
sin sin

b cR R
B C
= =   

ដូចេនះ     ្រទឹស�ីបទសីុនុស   2
sin sin sin

a b c R
A B C
= = =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់        ។ 

 

ប�� ក ់ -មុចំរកឹែដលមានធ�ូស� តរ់មួ ជាមុបំ៉ុនគា�  

   -្រតីេកណចរកឹកន�ះរង�ង ់ជា្រតីេកណមាន្រជ�ងមយួជាអង�តផ់�ិតៃនរង�ង ់េហយ្រតីេកណេនះជា្រតីេកណែកង ។ 

   -ផលបូកមុកំ�ុងទងំបីៃន្រតីេកណមយួ េស�នឹង 180°  ។ 

   -មុចំរកឹស� តេ់ដយធ�ូមយួ មានរង� ស់េស�នឹងពកក់ណា� លធ�ូស� តេ់នាះ ។ 

A

B C



D

O

AB

C



D

O

A

B

C

O
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8. ក. ្រសយប�� ក្់រទសឹ�ីបទកូសីុនុស ៖    

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 cos
2 cos
2 cos

a b c bc A
b a c ac B
c a b ab C

= + − ⋅

= + − ⋅

= + − ⋅

  

េគនឹង្រសយ្រគបក់រណីៃនមុ ំ A  ែដលនាឱំ្យេគបាន្រទឹស�ីបទកូសីុនុស 2 2 2 2 cosa b c bc A= + − ⋅  

ចំេពះ្រតីេកណ ABC  េនាះមុ ំ A  អចជាមុ្ំរស�ច  ឬមុទំល  ឬមុែំកង  

ករណី A  ជាមុ្ំរស�ច 

េគសងក់ម�ស់ CH  ៃន្រតីេកណ ABC  

េគបាន  sinCH b A= ⋅   ,   cosAH b A= ⋅   និង  HB AB AH= −  

តម្រទឹស�ីបទពីតគរ័ ចំេពះ្រតីេកណែកង  BCH ៖ 

េគបាន   2 2 2BC CH HB= +    ឬ  ( )22 2BC CH AB AH= + −  

 នាឱំ្យ ( ) ( )2 22 sin cosa b A c b A= ⋅ + − ⋅  

        ( )
2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

sin 2 cos cos

sin cos 2 cos

2 cos

b A c bc A b A

b A A c bc A

b c bc A

= ⋅ + − ⋅ + ⋅

= + + − ⋅

= + − ⋅

 

 

ករណី A  ជាមុទំល 

េគសងក់ម�ស់ CH  ៃន្រតីេកណ ABC  េលបនា� យ AB  

េគបាន HB AB HA= +   ,   180CAH A∠ = °−  

   ( )sin 180CH b A= ⋅ ° −    ឬ   sinCH b A= ⋅  

   ( )cos 180HA b A= ⋅ ° −    ឬ   cosHA b A= − ⋅   

តម្រទឹស�ីបទពីតគរ័ ចំេពះ្រតីេកណែកង  BCH ៖ 

េគបាន   2 2 2BC CH HB= +    ឬ   ( )22 2BC CH AB HA= + +  

 នាឱំ្យ ( ) ( )2 22 sin cosa b A c b A= ⋅ + − ⋅  

        ( )
2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

sin 2 cos cos

sin cos 2 cos

2 cos

b A c bc A b A

b A A c bc A

b c bc A

= ⋅ + − ⋅ + ⋅

= + + − ⋅

= + − ⋅

 

ករណី A  ជាែកង 

តម្រទឹស�ីបទពីតគរ័  េគបាន  2 2 2a b c= +  

េគអចសរសរ   2 2 2 2 0a b c bc= + − ⋅    

   ឬ  2 2 2 2 cosa b c bc A= + − ⋅   េ្រពះ  cos cos90 0A = ° =  

េឃញថា ទងំបីករណីៃនមុ ំ A  េគបាន  2 2 2 2 cosa b c bc A= + − ⋅  

្រសយដូចគា� ែដរ ចំេពះ្រជ�ង b  និង្រជ�ង c  េនាះេគបាន  2 2 2 2 2 22 cos , 2 cosb a c ac B c a b ab C= + − ⋅ = + − ⋅  

ដូចេនះ      ្រទឹស�ីបទកូសីុនុស 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 cos
2 cos
2 cos

a b c bc A
b a c ac B
c a b ab C

= + − ⋅

= + − ⋅

= + − ⋅

    ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

A B

C

H

ab

c

A B

C

b

c

a

A B

C

H

a
b

c
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ខ. ទញប�� កថ់ា  
2 2 2 2 2 2 2 2 2

cos , cos , cos
2 2 2

b c a a c b a b cA B C
bc ac ab

+ − + − + −
= = =  

េគមាន 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 cos
2 cos
2 cos

a b c bc A
b a c ac B
c a b ab C

= + − ⋅

= + − ⋅

= + − ⋅

  ជា្រទឹស�ីបទកូសីុនុស បាន្រសយប�� ក់រចួខងេល 

នាឱំ្យ 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 cos
2 cos
2 cos

bc A b c a
ac B a c b
ab C a b c

⋅ = + −

⋅ = + −

⋅ = + −

  ទញបាន  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

cos
2

cos
2

cos
2

b c aA
bc

a c bB
ac

a b cC
ab

+ −
=

+ −
=

+ −
=

 

ដូចេនះ     ទញបានថា  
2 2 2 2 2 2 2 2 2

cos , cos , cos
2 2 2

b c a a c b a b cA B C
bc ac ab

+ − + − + −
= = =       ។ 

 

9. ក. ្រសយប�� កថ់ា ៃផ�្រកឡា S  ៃន្រតេីកណ ABC  គ ឺ៖ 
1 1 1sin sin sin
2 2 2

S ab C ac B bc A= = =  

ចំេពះ្រគបក់រណីៃនមុ ំ C  េគនឹង្រសយប�� ក់ថា  
1 sin
2

S ab C=  

ករណី C  ជាមុ្ំរស�ច 

េគមាន 
1
2

S AC BH= × ×     

េដយ sinBH a C=  និង AC b=  

េគបាន 
1 sin
2

S b a C= × ×  ឬ  
1 sin
2

S ab C=  

ករណី C  ជាមុទំល 

េគមាន 
1
2

S AC BH= × ×  

េដយ ( )sin 180 sinBH a C a C= °− =  និង  AC b=  

េគបាន 
1 sin
2

S b a C= × ×  ឬ  
1 sin
2

S ab C=  

ករណី C  ជាែកង 

េគមាន 
1
2

S AC BC= × ×  ឬ  
1 1
2

S AC BC= × × ×  

េដយ ,AC b BC a= =   និង  1 sin 90 sin C= ° =  

េគបាន 
1 sin
2

S b a C= × × ×  ឬ   
1 sin
2

S ab C=  

េឃញថា ្រគបក់រណីៃនមុ ំ C  េគបាន្រកឡាៃផ�ៃន្រតីេកណ ABC  គឺ 
1 sin
2

S ab C=  

្រសយដូចគា�  ចំេពះករណីៃនមុ ំ B  និងមុ ំ A   េនាះេគបាន  
1 sin
2

S ac B=  និង  
1 sin
2

S bc A=  

ដូចេនះ     ៃផ�ៃន្រតីេកណ ABC  គឺ ៖ 
1 1 1sin sin sin
2 2 2

S ab C ac B bc A= = =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

A

B

CH

a

b

c

A

B

C

ca

bH

C

a

A

B

b

c
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ខ. ទញបង� ញថា  
2 sin sin sin
abc c b a

S C B A
= = =   

េគមាន 
1 1 1sin sin sin
2 2 2

S ab C ac B bc A= = =  

នាឱំ្យ 2 sin sin sinS ab C ac B bc A= = =  (បានេដយគុណសមាមា្រតខងេលនឹង 2 ) 

អចសរេសរ 
1 1 1 1

2 sin sin sinS ab C ac B bc A
= = =  (េ្រពះេប a b=  េគអចសរេសរ 

1 1
a b
= ) 

េគបាន 
2 sin sin sin
abc c b a

S C B A
= = =    (បានេដយគុណសមាមា្រតខងេលនឹង abc ) 

ដូចេនះ       
2 sin sin sin
abc c b a

S C B A
= = =   ្រត�វបានបង� ញ        ។ 

 

10. ្រសយប�� កថ់ា រូបមន�េហរ ៉ុង ( )( )( )S p p a p b p c= − − −   

េគមាន ( )1 sin 1
2

S bc A=  

េដយ 2 2sin cos 1A A+ =   េនាះ  2 2sin 1 cosA A= −  

នាឱំ្យ ( )( )2sin 1 cos 1 cosA A A= − +      ែត  
2 2 2

cos
2

b c aA
bc

+ −
=  

   
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2sin 1 1
2 2 2 2

b c a b c a bc b c a bc b c aA
bc bc bc bc

     + − + − − − + + + −
= − + =     
     

 

             

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( )( )

2 22 2

2 2

2 2 2 2

1
4

a b c b c a a b c a b c b c a b c a
bc bc bc bc

a b c a b c b c a b c a
b c

     − − + − − + + − + − + +
  = =          

= − + + − + − + +

 

េដយ 0 180A° < < °   េនាះ  sin 0A >  

េគបាន ( )( )( )( )2 2

1sin
4

A a b c a b c b c a b c a
b c

= − + + − + − + +  

   ( )( )( )( )1sin
2

A a b c a b c b c a b c a
bc

= − + + − + − + +  

នាឱំ្យ ( ) ( )( )( )( )1 11 :
2 2

S bc a b c a b c b c a b c a
bc

= × − + + − + − + +  

            ( )( )( )( ) ( )1 2
4

S a b c a b c b c a b c a= − + + − + − + +  

េដយ p  ជាកន�ះបរមិា្រត  េនាះ  
2

a b cp + +
=    ឬ  2a b c p+ + =  

ទញបាន 2 2 , 2 2 , 2 2a b c p b a b c p c b c a p a− + = − + − = − + − = −  

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )12 : 2 2 2 2 2 2 2
4

S p b p c p a p p b p c p a p= − ⋅ − ⋅ − ⋅ = − − −  

ដូចេនះ       រូបមន�េហរ ៉ុង   ( )( )( )S p p a p b p c= − − −    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់         ។ 

A

B C

c

a

b

H
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ចមា� ស-់បន្ស ំ

 

1. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� ស់ៃន n  ធាតុខុសៗគា� េស� !n  ។ 

2. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� ស់ៃន r  ធាតុយកពី n  ធាតុខុសៗគា�  គឺ ( ) ( )
!,

!
nP n r

n r
=

−
 ។ 

3. បង� ញថា 0! 1=  

4. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� ស់្រចំែដលៃន r  ធាតុយកពី n  ធាតុខុសៗគា�  េស�នឹង rn  ។ 

5. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� ស់វងៃ់ន n  ធាតុេស�នឹង ( )! 1 !n n
n
= −  ។ 

6. ្រសយប�� កថ់ា បន្សៃំន r  ធាតុយកពី n  ធាតុខុសៗគា�  គឺ ( ) ( )
( )

, !,
! ! !

P n r nC n r
r n r r

= =
− ×

 ។ 

7. បង� ញថា ( ) ( ), ,C n n r C n r− =  ។ 

8. បង� ញថា ( ) ( ), 0 ,C n C n n=  ។ 

9. បង� ញថា ( ) ( ) ( ) ( ) 33 , 0 3 , 1 3 , 2 3 , 3 2C C C C+ + + =  ។ 

10. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� ស់ែបងែចកបានៃន n  ធាតុ ែដលមាន្របេភទទី១  1r  , ្របេភទទី២  2r  , ... , ្របេភទទី k   kr   

គឺេស�  
1 2

!
! ! ... !k

n
r r r× × ×

 ។ 

11. បង� ញថា ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 ,0 1 ,1 ,2 ... , ... ,n r na C n C n a C n a C n r a C n n a+ = + + + + + +  ។ 

12. បង� ញថា ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2,0 ,1 , 2 ... , ... ,n n n n n r r na b C n a C n a b C n a b C n r a b C n n b− − −+ = + + + + + +  ។ 

 

 

 

េរៀបេរៀងេដយ : គរនុិស្សតិ  េ្របស ដរ៉ 73 ឯកេទស : គណិតវទិ្យោ 
www.facebook.com/7khmer
fb : Entertainment  And Knowledge
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ចមា� ស-់បន្ស ំ

 

 

1. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� ស់ៃន n  ធាតុខុសៗគា� េស� !n  

តមនិយមនយ័ចមា� ស់ : ចមា� ស់ៃន n  ធាតុខុសគា�  គឺជាតេ្រម�បគិតលំដបៃ់ន n  ធាតុជាជួរេដក ែដលធាតុមយួដកេ់នលំដបទ់ីមយួ  

   ធាតុមយួដប់េនលំដបទ់ីពីរ ធាតុមយួដកេ់នលំដបទ់ីបី និងបន�បនា� ប ់។ (១២ កម�វធិីចស់ ទំពរ័ ១៩១) 

េដយ ធាតុដកេ់នលំដបទ់ី 1  មាន n   រេបៀប 

  ធាតុដកេ់នលំដបទ់ី 2   មាន 1n −   រេបៀប 

  ធាតុដកេ់នលំដបទ់ី 3   មាន 2n −   រេបៀប 

  .................................................................... 

  ធាតុដកេ់នលំដបទ់ី 2n −  មាន 3   រេបៀប 

  ធាតុដកេ់នលំដបទ់ី 1n −   មាន 2   រេបៀប 

  ធាតុដកេ់នលំដបទ់ី n   មាន 1  រេបៀប 

តមេគាលករណ៍ផលគុណៃនករតេ្រម�ប n  វត�ុជាបន�បនា� ប់គា�  រហូតដល់តេ្រម�បវត�ុទី n  េនចុងេគបំផុត 

នាឱំ្យ ចំនួនចមា� ស់ៃន n  ធាតុខុសៗគា�  ( ) ( )1 2 ... 3 2 1n n n= × − × − × × × ×  

េគតង ( ) ( )1 2 ... 3 2 1 !n n n n× − × − × × × × =   (អនថា n  ហ� កតូ់ែរ្យល) 

ដូចេនះ       ចមា� ស់ៃន n  ធាតុខុសៗគា� េស� !n   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 

 

2. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� ស់ៃន r  ធាតុយកព ី n  ធាតុខុសៗគា�  គ ឺ ( ) ( )
!,

!
nP n r

n r
=

−
 

េគចងយ់ក  r  ធាតុពី n  ធាតុខុសគា�   េដម្បយីកមកតេ្រម�ប 

េបេគយក r  ធាតុេចញពី n  ធាតុខុសគា�  េនាះធាតុែដលេនសល់គឺ n r−  

េបេគេរៀប ធាតុេនសល់ គឺបាន ( )!n r−  រេបៀប 

េគតង ( ),P n r  ជាចំនួនតេ្រម�បៃន r  ធាតុយកពី n  ធាតុខុសៗគា�  

  នាឱំ្យ  រេបៀបៃនករេរៀប  r  ធាតុយកពី n  ធាតុខុសៗគា�  គឺ ( ),P n r  រេបៀប 

េដយ ករតេ្រម�ប n  ធាតុខុសៗគា� េស� !n  

តមរយៈ េគាលករណ៍ផលគុណេគបាន  ( ) ( ) ( ) ( )
!! , ! ,

!
nn r P n r n P n r

n r
− × = ⇒ =

−
 

ដូចេនះ     ចមា� ស់ៃន  r   ធាតុយកពី n  ធាតុខុសៗគា�  គឺ ( ) ( )
!,

!
nP n r

n r
=

−
    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 

 

 សមា� ល់ :  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )!, 1 2 ... 1
!

nP n r n n n n r
n r

= = × − × − × × − +
−
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3. បង� ញថា 0! 1=  

រេបៀបទ១ី តមរូបមន� ចមា� ស់ 

េគមាន រូបមន�  ( ) ( )
!,

!
nP n r

n r
=

−
  

េបេគយក r n=  េគបាន ( ) ( ) ( )! !, 1
! 0!

n nP n n
n n

= =
−

 

ែត  េនេពលែដល r n=  មាននយ័ថា ចមា� ស់ៃន n  ធាតុយកពី n  ធាតុខុសគា�  េស�នឹងចមា� ស់ៃន n  ធាតុ 

   េគបាន ( ) ( ), ! 2P n n n=  

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2  េគបាន  
! ! 0! 1

0!
n n= ⇒ =     

ដូចេនះ       តៃម� 0! 1=   ្រត�វបានបង� ញ        ។ 

 

រេបៀបទ២ី តមរូបមន� ហ� កតូ់ែរ្យល 

េគមាន រូបមន�  ( ) ( )! 1 2 ... 3 2 1n n n n= × − × − × × × ×   ែដល n  ជាចំនួនគត ់

 ចំេពះ  n  ជាចំនួនគត ់និង 0n >  នាឱំ្យ  ( ) ( ) ( )1 ! 1 2 ... 3 2 1n n n− = − × − × × × ×  

េគបាន ( )! 1 !n n n= × −     នាឱំ្យ   ( ) !1 ! nn
n

− =  

េបេគឱ្យ 1n =   េនាះេគបាន  ( ) 1!1 1 ! 0! 1
1

− = ⇔ =  

ដូចេនះ       តៃម� 0! 1=   ្រត�វបានបង� ញ        ។ 

 

4. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� ស់្រចែំដលៃន r  ធាតុយកព ី n  ធាតុខុសៗគា�  េស�នងឹ rn  

េគមាន n  ធាតុខុសគា�  

េគយក r  ធាតុមកមកេធ�ចមា� ស់្រចំែដល 

េគបាន ធាតុដកេ់នលំដបទ់ី 1  មាន n   រេបៀប 

  ធាតុដកេ់នលំដបទ់ី 2   មាន n   រេបៀប 

  ធាតុដកេ់នលំដបទ់ី 3   មាន n   រេបៀប 

  .................................................................... 

  ធាតុដកេ់នលំដបទ់ី 2r −  មាន n   រេបៀប 

  ធាតុដកេ់នលំដបទ់ី 1r −   មាន n   រេបៀប 

  ធាតុដកេ់នលំដបទ់ី r   មាន n   រេបៀប 

តមេគាលករណ៍ផលគុណៃនករតេ្រម�ប្រចំែដលៃន r  វត�ុជាបន�បនា� បគ់ា�  យកពី n  ខុសគា�  

នាឱំ្យ ចមា� ស់្រចំែដលៃន r  ធាតុយកពី n  គឺ ... r

r
n n n n n n n× × × × × × =


krþa
 

ដូចេនះ       ចមា� ស់្រចំែដលៃន r  ធាតុយកពី n  ធាតុខុសៗគា�  េស�នឹង rn   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 
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5. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� ស់វងៃ់ន n  ធាតុេស�នងឹ ( )! 1 !n n
n
= −  

េគមាន ចមា� ស់ៃន n  ធាតុខុសៗគា� េរៀបតមជួរេដក េស� !n  

េដយ េពលែដលេរៀប n  ធាតុខុសៗគា�  ជារង�ងេ់ឃញថា េឃញថាវតិចជាង េរៀប n  ធាតុខុសៗគា�  ជាជួរេដក ចំនួន n  ដង 

នាឱំ្យ ចំនួនចមា� ស់វង់ៃន n  ធាតុខុសៗគា�  េស�នឹង 
( ) ( )1 !! 1 !

n nn n
n n

× −
= = −    

ដូចេនះ      ចំនួនចមា� ស់វង់ៃន n  ធាតុខុសៗគា�  េស�នឹង ( )! 1 !n n
n
= −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 

 

6. ្រសយប�� កថ់ា បន្សៃំន r  ធាតុយកព ី n  ធាតុខុសៗគា�  គ ឺ ( ) ( )
( )

, !,
! ! !

P n r nC n r
r n r r

= =
− ×

 

េគមាន ចមា� ស់ៃន r  ធាតុយកពី n  ធាតុខុសៗគា�  គឺជាតេ្រម�បគិតលំដប ់តងេដយ ( ) ( )
!,

!
nP n r

n r
=

−
 

   បន្សៃំន r  ធាតុយកពី n  ធាតុខុសៗគា�  គឺជាតេ្រម�បមនិគិតលំដប់ តងេដយ ( ),C n r  

េដយ បន្សៃំន r  ធាតុយកពី n  ធាតុខុសៗគា�  តិចជាង ចមា� ស់ៃន r  ធាតុយកពី n  ធាតុខុសៗគា�  ចំនួន !r  ដង 

នាឱំ្យ ( ) ( ),
,

!
P n r

C n r
r

=   ឬ   ( ) ( )
( )

!
! ! !,

! ! !

n
n r r nC n r

r n r r
− ×

= =
− ×

   េ្រពះ  ( ) ( )
!,

!
nP n r

n r
=

−
 

ដូចេនះ        បន្សៃំន r  ធាតុយកពី n  ធាតុខុសៗគា�  គឺ ( ) ( )
( )

, !,
! ! !

P n r nC n r
r n r r

= =
− ×

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 

 

7. បង� ញថា ( ) ( ), ,C n n r C n r− =  

េគមាន ( )
( ) ( )

!,
! !

nC n n r
n n r n r

− =
 − − × − 

 

            

( )

( )
( )

!
! !

!
! !

,

n
r n r

n
n r r

C n r

=
× −

=
− ×

=

 

ដូចេនះ     ( ) ( ), ,C n n r C n r− =   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

 

8. បង� ញថា ( ) ( ), 0 ,C n C n n=  

េដយ ( ) ( )
! ! 1 1, 0 1

0 ! 0! ! 0! 0! 1
n nC n

n n
= = = = =

− × ×
  

េហយ ( ) ( )
! ! 1 1, 1
! ! 0! ! 0! 1

n nC n n
n n n n

= = = = =
− × ×

  

ដូចេនះ     ( ) ( ), 0 ,C n C n n=   ្រត�វបានបង� ញ        ។       
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9. បង� ញថា   ( ) ( ) ( ) ( ) 33 , 0 3 , 1 3 , 2 3 , 3 2C C C C+ + + =  

េដយ    ( ) ( ) ( ) ( )3 , 0 3 , 1 3 , 2 3 , 3C C C C+ + +  

   
3

3! 3! 3! 3!
3! 0! 2! 1! 1! 2! 0! 3!
1 3 3 1
8 2

= + + +
× × × ×

= + + +

= =

 

ដូចេនះ      ( ) ( ) ( ) ( ) 33 , 0 3 , 1 3 , 2 3 , 3 2C C C C+ + + =  ្រត�វបានបង� ញ     ។ 

 

10. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� ស់ែបងែចកបានៃន n  ធាតុ ែដលមាន្របេភទទ១ី  1r  , ្របេភទទ២ី  2r  , ... , ្របេភទទី k   kr   

គេឺស�  
1 2

!
! ! ... !k

n
r r r× × ×

 

េគមាន ចមា� ស់ៃន n  ធាតុេស� !n  

-េបក�ុងចំេណាម n  ធាតុ មាន្របេភទទី១ ចំនួន 1r  ដូចគា�   

   េនាះចំនួនចមា� ស់ៃន n  ថយចុះ 1 !r  ដង គឺ 
1

!
!

n
r

 

-េបក�ុងចំេណាម n  ធាតុ មាន្របេភទទី១ ចំនួន 1r  ដូចគា�  និង្របេភទទី២  ចំនួន 2r  ដូចគា�   

   េនាះចំនួនចមា� ស់ៃន n  ថយចុះ 1 2! !r r×  ដង គឺ 
1 2

!
! !
n

r r×
 

.......................................................................................................................................................................... 

-េបក�ុងចំេណាម n  ធាតុ មាន្របេភទទី១ ចំនួន 1r  ដូចគា�  ្របេភទទី២  ចំនួន 2r  ដូចគា�  , ... , ្របេភទទី k   ចនំួន kr  ដូចគា�  

   េនាះចំនួនចមា� ស់ៃន n  ថយចុះ 1 2! ! ... !kr r r× × ×  ដង   គឺ 
1 2

!
! ! ... !k

n
r r r× × ×

 

ដូចេនះ     ចំនួនចមា� ស់អចែបងែចកបានៃន n  ធាតុ ែដលមាន្របេភទទី១  1r  , ្របេភទទី២  2r  , ... , ្របេភទទី k   kr   

       គឺេស�  
1 2

!
! ! ... !k

n
r r r× × ×

 

 

11. បង� ញថា ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 ,0 1 ,1 ,2 ... , ... ,n r na C n C n a C n a C n r a C n n a+ = + + + + + +   

េគអចបំែលងធាតុៃន្រតីេកណប៉ាស� ល់ េទជាបន្សបំានដូចខងេ្រកម ៖ 

 

1 1
1 2 1

1 3 3 1
1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

..............................................

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1,0 1,1

2 ,0 2 ,1 2 , 2

3,0 3,1 3, 2 3,3

4 ,0 4 ,1 4 , 2 4 ,3 4 , 4

5,0 5,1 5, 2 5,3 5, 4 5,5

6 ,0 6 ,1 6 , 2 6 ,3 6 , 4 6 ,5 6 , 6

............................................................................................

C C

C C C

C C C C

C C C C C

C C C C C C

C C C C C C C

.............

 

 េគបាន ៖ 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

2 2 2

3 2 3 2 3

4 2 3 4 2 3 4

5 2 3 4 5 2 3 4

1 1 1,0 1,1

1 1 2 2,0 2,1 2,2

1 1 3 3 3,0 3,1 3,2 3,3

1 1 4 6 4 4,0 4,1 4,2 4,3 4,4

1 1 5 10 10 5 5,0 5,1 5,2 5,3 5,4

a a C C a

a a a C C a C a

a a a a C C a C a C a

a a a a a C C a C a C a C a

a a a a a a C C a C a C a C a

+ = + = +

+ = + + = + +

+ = + + + = + + +

+ = + + + + = + + + +

+ = + + + + + = + + + + ( )

( ) ( ) ( )

55,5
......................................................................... ........................................................................................................

1 ,0 ,1n

C a

a C n C n

+

=

+ = = + ( ) ( ) ( )2 3, 2 ,3 ... , na C n a C n a C n n a+ + + +

 

ដូចេនះ  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 ,0 1 ,1 ,2 ... , ... ,n r na C n C n a C n a C n r a C n n a+ = + + + + + +   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

 

12. បង� ញថា ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2,0 ,1 , 2 ... , ... ,n n n n n r r na b C n a C n a b C n a b C n r a b C n n b− − −+ = + + + + + +  

េគមាន ( )na b+  អចសរេសរ  ( ) 1 1
n n

n nb ba b a a
a a

    + = + = +        
 

តមរូបមន� ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 ,0 1 ,1 ,2 ... , ... ,n r na C n C n a C n a C n r a C n n a+ = + + + + + +         (បាន្រសយរចួ) 

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

1 ,0 1 ,1 ,2 ,3 ... ,
n nb b b b bC n C n C n C n C n n

a a a a a
       + = + + + + +       
       

 

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

2 3,0 1 ,1 ,2 ,3 ... ,
n

n
b b b bC n C n C n C n C n n
a a a a

= + + + + +  

 

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

2 31 ,0 1 ,1 ,2 ,3 ... ,
n n

n n
n

b b b b ba a C n C n C n C n C n n
a a a a a

  + = + + + + +   
   

 

          ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2,0 ,1 , 2 ... ,n n n nC n a C n a b C n a b C n n b− −= + + + +  
 

ដូចេនះ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2,0 ,1 , 2 ... , ... ,n n n n n r r na b C n a C n a b C n a b C n r a b C n n b− − −+ = + + + + + +      ។ 

 

13. បង� ញថា ( ) ( ) ( ) ( ),0 ,1 , 2 ... , 2nC n C n C n C n n+ + + + =  

េគមាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2,0 ,1 , 2 ... , ... ,n n n n n r r na b C n a C n a b C n a b C n r a b C n n b− − −+ = + + + + + +  

ចំេពះ 1a =  និង 1b =  

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 ,0 ,1 ,2 ... ,n C n C n C n C n n+ = + + + +  

   ( ) ( ) ( ) ( )2 ,0 ,1 ,2 ... ,n C n C n C n C n n= + + + +  

 ដូចេនះ      ( ) ( ) ( ) ( ),0 ,1 , 2 ... , 2nC n C n C n C n n+ + + + =       ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
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14. បង� ញថា ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),0 ,1 , 2 ,3 ... 1 , 0nC n C n C n C n C n n− + − + + − =   

េគមាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 31 ,0 1 ,1 ,2 ,3 ... , 1n na C n C n a C n a C n a C n n a+ = + + + + +  

េគយក 1a = −  ជំនួសក�ុង ( )1  

 េគបាន ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 31 1 ,0 ,1 1 ,2 1 ,3 1 ... , 1
n nC n C n C n C n C n n + − = + − + − + − + + −   

        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 ,0 ,1 ,2 ,3 ... 1 ,nC n C n C n C n C n n= − + − + + −  

ដូចេនះ       ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),0 ,1 , 2 ,3 ... 1 , 0nC n C n C n C n C n n− + − + + − =   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនវុិចទ័រ  ថា� កទ់ី ១០ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន វុិចទ័រ 

 

1. េគឱ្យ ,A B  និង C  ជាបីចំណុចរតម់និ្រតងគ់ា�  ។ បង� ញថា AB BC AC+ >
  

 ។ 

2. បង� ញលក�ណៈ្រគឹះៃនវុចិទរ័ខងេ្រកម ៖ 

ក. a b b a+ = +
 

 

    (លក�ណៈ្រតឡប)់ 

ខ. ( ) ( )a b c a b c+ + = + +
 

   

 (លក�ណៈផ�ុ ំ) 

គ. 0 0a a a+ = + =
 

  

 

ឃ. ( ) 0a a+ − =


 

 

3. បង� ញថា ្របមាណវធិីដកវុចិទ័រ PQ OQ OP= −
  

 ។ 

4. បង� ញថា ( )a b a b− + = − −
 

 

 ។ 

5. ្រសយប�� កល់ក�ណៈ្រគឹះៃនវុចិទរ័ខងេ្រកម ៖ 

ក. ( ) ( )mn a m na=
 

 (លក�ណៈផ�ុ ំ) 

ខ. ( )m n a ma na+ = +
  

 (លក�ណៈបំែបក I ) 

គ. ( )m a b ma mb+ = +
 

 

 (លក�ណៈបំែបក II ) 

6. េគមានវុចិទ័រ 0a ≠




 ។ បង� ញថា 
1ai a

a a
= =






 

 ជាវុចិទរ័ឯកត ែដលមានទិសេដដូចទិសេដវុចិទរ័ a  ។ 

7. បង� ញថា េប ( )1 2,a a a=


 ្របែវងៃនវុចិទ័រ a  គឺ 2 2
1 2a a a= +



 ។ 

8. បង� ញករគណនាវុចិទរ័ េដយេ្របកូអរេដេនដូចខងេ្រកម ៖ 

ក. ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2, , ,a a b b a b a b+ = + +  

ខ. ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2, , ,a a b b a b a b− = − −  

គ. ( ) ( )1 2 1 2, ,m a a ma ma=  

9. បង� ញថា េប a  និង b


 ជាពីរវុចិទ័រមនិសូន្យ េនាះេគបាន  a b b a⋅ = ⋅
 

 

  ។ 

10. េដយេ្របនិយមនយ័ផលគុណស� ែល ៖ 

ក. បង� ញថា a b a b⋅ ≤
 

 

 ។ 

ខ. បង� ញថា 2a a a⋅ =
  

 ។ 

11. ក. បង� ញថា េប a b⊥




 លុះ្រតែត 0a b⋅ =




 ។ 

ខ. បង� ញថា េប ( )1 2,a a a=


 និង ( )1 2,b b b=


 េគបាន 1 1 2 2a b a b a b⋅ = +




 ។ 

គ. បង� ញថា a b⊥




 លុះ្រតែត 1 1 2 2 0a b a b+ =  ។ 

ឃ. បង� ញថា 1 1 2 2
2 2 2 2
1 2 1 2

cos a b a ba b
a b a a b b

θ +⋅
= =

+ + +









 ។ 
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12. ចំេពះ្រគបវុ់ចិទរ័ ,a b




 និង c  ៖ 

ក. បង� ញថា ( )a b c a b a c⋅ + = ⋅ + ⋅
 

    

  ខ. បង� ញថា ( )a b c a c b c+ ⋅ = ⋅ + ⋅
 

    

 

គ. បង� ញថា ( ) ( )ma b m a b⋅ = ⋅
 

 

   ឃ. បង� ញថា ( ) ( )a mb m a b⋅ = ⋅
 

 

 

13. ក. បង� ញសមភាព ( )a b c a b a c⋅ − = ⋅ − ⋅
 

    

 ។ 

ខ. បង� ញសមភាព  ( )a b c a c b c− ⋅ = ⋅ − ⋅
 

    

  ។ 

14. ក. ្រសយប�� ក់ថា  
2 22 2a b a a b b+ = + ⋅ +
  

  

 ។ 

ខ. ្រសយប�� ក់ថា  
2 22 2a b a a b b− = − ⋅ +
  

  

 ។ 

15. បង� ញថា ចំេពះវុចិទរ័ពីរ a  និង b


 មនិសូន្យ េហយេប a b a b+ = −
 

 

 េនាះ a b⊥




 ។ 

16. េគឱ្យ ( )A a  និង ( )B b


  បង� ញថា AB b a= −
 



 ។ 

17. ក. ចំណុច ( )C c  ែចក [ ]AB  ខងក�ុងតមផលេធៀប :m n  េហយ ( )A a  និង ( )B b


 ជាវុចិទ័រទីតងំ ។  

 បង� ញថា 
mb nac

m n
+

=
+







 ។ 

ខ. ចំណុច ( )D d
d

 ែចក [ ]AB  ខងេ្រកតមផលេធៀប :m n  េហយ ( )A a  និង ( )B b


 ជាវុចិទ័រទីតងំ ។  

 បង� ញថា 
mb nad

m n
−

=
−

d

d

d

 ។ 

គ. បង� ញថា វុចិទរ័ទីតងំៃនចំណុចកណា� លរបស់អង�ត ់ AB  គឺ 2
a b+





 ។ 

18. បង� ញថា េមដ្យោនទងំបីៃន្រតីេកណមយួ្របសព�គា� បានមយួចំណុច េដយេ្របវុចិទ័រទីតងំ ។ 

19. បង� ញថា អង�តែ់ដលភា� បច់ំណុចកណា� លៃន្រជ�ងពីររបស់្រតីេកណមយួ ្រសបេទនឹង្រជ�ងទីបី េហយេស�ពកក់ណា� លៃន្របែវង 

្រជ�ងទីបីេនះ េដយេ្របវុចិទរ័ទីតងំ ។ 

20. បង� ញថាកូអរេដេនៃនចំណុច C  ែដលែចកអង�ត់ AB  ខងក�ុង ែដលភា� បព់ីចំណុច ( )1 1,A x y  និង ( )2 2,B x y  តមផលេធៀប 

:m n  ឱ្យេដយរូបមន� 2 1 2 1,mx nx my nyx y
m n m n
+ +

= =
+ +

 ។ 

21. បង� ញថា សមកីរប៉ារ៉ែមត៉ៃនបនា� តែ់ដលកតត់មចំណុច ( )0 0 0,P x y  និងមានវុចិទរ័្របាបទ់ិស ( ),u a b=


 កំណត់េដយ ៖ 

ក. 0p p tu= +
  

 ជាសមកីរប៉ារ៉ែម្៉រតទ្រមងវុ់ចិទរ័ ។ 

ខ. 0

0

x x at
y y bt
= +

 = +
 ែដល t  ជាចំនួនពិត   ជាសមកីរប៉ារ៉ែម្៉រតទ្រមងកូ់អរេដេន ។ 

គ. េប 0a ≠  និង 0b ≠  ទញបង� ញថា េគបាន 0 0x x y y
a b
− −

=  រចួទញបន�ថា ( )0 0
by y x x
a

− = −  ។ 

22. បង� ញថា បនា� ត់ែដលកតត់មពីរចំណុច ( )A a  និង ( )B b


 មានសមកីរប៉ារ៉ែម្៉រត ( )p a t b a= + −


  

 ។ 

23. បង� ញថា េដម្បឱី្យចំណុច ( )C c AB∈


 ែដល ( )A a  និង ( )B b


 គឺមានចំនួនពិត m  និង n  ែដល 1m n+ =  េហយ 

c ma nb= +


 

 ។ 
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24. ក. បង� ញថា សមកីរបនា� ត់ែដលកតត់មចំណុច ( )0 0 0,P x y  េហយែកងេទនឹងវុចិទរ័ ( ),n a b=


 គឺ 

( )
( ) ( )

0

0 0

0

0

n p p

a x x b y y

 ⋅ − =


− + − =

  

 ។ 

ខ. េបតង 0 0c ax by= − −  េគអចសរេសរ 0ax by c+ + =  ែដលេគេហថា សមកីរទូេទៃនបនា� ត ់។ 

25. បង� ញថា ចមា� យរវងបនា� ត់ 0ax by c+ + =  និងចំណុច ( )0 0,P x y  គឺេស� 0 0

2 2

ax by c
d

a b

+ +
=

+
 ។ 

26. ក. បង� ញថា សមកីររង�ង់ែដលមានផ�ិត ( )0 0,C x y  និងមានក ំ r  គឺ 
( ) ( )2 2 2

0 0

p c r

x x y y r

 − =


− + − =

 

 ។ 

ខ. បង� ញថា សមកីររង�ង់ែដលមានផ�ិត ( )0 , 0O  និងក ំ r  គឺ 2 2 2x y r+ =  ។ 

27. បង� ញថា េប M  ជាចំណុចកណា� ល្រជ�ង AB  ៃន្រតីេកណ ABC  េនាះេគបាន ( )2 2 2 22AB AC AM BM+ = +  ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន វុិចទ័រ 

 

1. បង� ញថា AB BC AC+ >
  

 

េគមាន ,A B  និង C  ជាបីចំណុចរតម់និ្រតងគ់ា�  

នាឱំ្យ  េយងភា� ប់បាន្រតីេកណ ABC  (ដូចរូប) 

តមវសិមភាពក�ុង្រតីេកណ ផលបូក្រជ�ងពីរ្រត�វធំជាង 

្រជ�ងមយួេទៀត   េនាះេគបាន   AB BC AC+ >  

ែត , ,AB AB BC BC AC AC= = =
  

 

នាឱំ្យ  AB BC AC+ >
  

 

ដូចេនះ AB BC AC+ >
  

 ។ 

2. បង� ញលក�ណៈ្រគះឹៃនវុចិទរ័ខងេ្រកម ៖ 

ក. បង� ញថា a b b a+ = +
 

 

 ខ.  បង� ញថា ( ) ( )a b c a b c+ + = + +
 

   

 

  េគបក្រសយតមរូបដូចខងេ្រកម ៖  េគបក្រសយតមរូបដូចខងេ្រកម ៖ 

  

  

 

 

តមរូបេឃញថា a b+




 និង b a+




  តមរូបេឃញថា ( )a b c+ +


 

 និង ( )a b c+ +


 

 

ជាវុចិទរ័ែតមយួ  ជាវុចិទរ័ែតមយួ 

ដូចេនះ  a b b a+ = +
 

 

 ។  ដូចេនះ  ( ) ( )a b c a b c+ + = + +
 

   

។ 

 

 គ. បង� ញថា 0 0a a a+ = + =
 

  

  ឃ.  បង� ញថា ( ) 0a a+ − =


 

 

  តង   a AB=




  េនាះេគបាន 0 BB=




   តង  a AB=




  េនាះេគបាន a AB BA− = − =
 



 

 នាឱំ្យ  0a AB BB AB a+ = + = =
  



 

  នាឱំ្យ : ( ) 0a a AB BA AA+ − = + = =
  



 

 

 េហយតមស្រមាយ ក. 0 0a a+ = +
 

 

  ដូចេនះ  ( ) 0a a+ − =


 

 ។ 

 ដូចេនះ  0 0a a a+ = + =
 

  

 ។  

3. បង� ញថា ្របមាណវធិដីកវុចិទរ័ PQ OQ OP= −
  

 

តមរូបខងស� ំ េយងបាន   PQ PO OQ= +
  

 (ទំនាកទ់ំនងសល) 

  OQ PO= +
 

 (លក�ណៈ្រតឡប)់ 

  OQ PO= −
 

 (លក�ណៈផ�ុយៃនវុចិទរ័) 

 ដូចេនះ  PQ OQ OP= −
  

 ។ 

A

C

B

a b+




a

a

b


b
b a+





a
b


c
a b+





b c+




( )a b c+ +


 

( )a b c+ +


 

P

O

Q
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4. បង� ញថា ( )a b a b− + = − −
 

 

 

េគអបក្រសយតមរូបដូចខងស� ំ ៖  

តមរូបេឃញថា ( )a b− +




 និង a b− −




 ជាវុចិទរ័ែតមយួ 

ដូចេនះ   ( )a b a b− + = − −
 

 

 ។  

 

5. ្រសយប�� កល់ក�ណៈ្រគះឹៃនវុចិទរ័ខងេ្រកម ៖ 

ក. បង� ញថា  ( ) ( )mn a m na=
 

    (លក�ណៈផ�ុ ំ) 

 រេបៀបទ១ី : េ្របរូបេដម្បបីង� ញ   រេបៀបទ២ី : េ្របកូអរេដេនេដម្បបីង� ញ 

  តង ( )1 2,a a a=


 អចសរេសរ 1 2a a i a j= +
 



 

  េគបាន   ( ) ( )( )1 2mn a mn a i a j= +
 



  

   1 2mna i mna j= +
 

 

តមរូបេឃញថា ( )6 3 2a a=
 

 ឬ ( ) ( )2 3 3 2a a⋅ =
 

  ( )1 2m na i na j= +
 

 

សន�ិដ� ន ( ) ( )mn a m na=
 

 ។  ( ) ( )1 2m n a i a j m na = + = 
 



 

  ដូចេនះ   ( ) ( )mn a m na=
 

  ។ 

ខ. បង� ញថា ( )m n a ma na+ = +
  

    (លក�ណៈបំែបក I ) 

 រេបៀបទ១ី : េ្របរូបេដម្បបីង� ញ   រេបៀបទ២ី : េ្របកូអរេដេនេដម្បបីង� ញ 

  តង ( )1 2,a a a=


 អចសរេសរ 1 2a a i a j= +
 



 

  េគបាន  ( ) ( )( )1 2m n a m n a i a j+ = + +
 



 

   ( ) ( )1 2m n a i m n a j= + + +
 

 

តមរូបេឃញថា 5 3 2a a a= +
  

 ឬ ( )3 2 3 2a a a+ = +
  

  1 1 2 2ma i na i ma j na j= + + +
   

 

សន�ិដ� ន ( )m n a ma na+ = +
  

 ។  ( ) ( )1 2 1 2m a i a j n a i a j= + + +
   

 

   ma na= +
 

 

  ដូចេនះ  ( )m n a ma na+ = +
  

  ។ 

គ. បង� ញថា  ( )m a b ma mb+ = +
 

 

  (លក�ណៈបំែបក II ) 

 រេបៀបទ១ី : េ្របរូបេដម្បបីង� ញ  

 ក�ុង្រតីេកណ ABC  មាន ,AB a BC b= =
  



 និង AC a b= +
 



 

និងមាន  AB BC AC+ =
  

 

តមបំែលងចងំផ�ិត O  ផលេធៀប m  េគបាន ៖ 

( ), ,A B mAB ma B C mBC mb A C mAC m a b′ ′ ′ ′ ′ ′= = = = = = +
      

 

 

តមរូបេគសេង�តេឃញថា  A B B C A C′ ′ ′ ′ ′ ′+ =
  

  ជំនួសបាន ( )ma mb m a b+ = +
 

 

 

ដូចេនះ  ( )ma mb m a b+ = +
 

 

 ។  

a b


a− b−


( )a b− +




a b− −




2a


 2a


 2a




6a


3a


 2a




5a


O
C C′

A

A′

B
B′

1

m

a b+




( )m a b+




a

ma

mb


b

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 រេបៀបទ២ី : េ្របកូអរេដេនេដម្បបីង� ញថា ( )m a b ma mb+ = +
 

 

 

 តង  1 2a a i a j= +
 



 និង 1 2b b i b j= +


 

 

េនាះ  ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2a b a i a j b i b j a b i a b j+ = + + + = + + +


     



 

 េគបាន   ( ) ( )1 2 1 2ma mb m a i a j m b i b j+ = + + +


   



 

  ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2 1 2

1 1 2 2

1 1 2 2

ma i ma j mb i mb j
m a b i m a b j

m a b i a b j m a b

= + + +

= + + +

 = + + + = + 

   

 



 



 

ដូចេនះ  ( )m a b ma mb+ = +
 

 

  ។ 
 

6. បង� ញថា  
1ai a

a a
= =






 

  ជាវុចិទរ័ឯកត ែដលមានទសិេដដូចទសិេដវុចិទរ័ a   

េគមានវុចិទរ័ 0a ≠




 និង a  ជាចំនួនវជិ�មាន េនាះ 
ai
a

=






 មានទិសេដដូច 
a
a





 ឬ មានមានទិសេដដូច a   (េ្រពះ 0a >


) 

តមនិយមនយ័  េប i


 ជាវុចិទ័រឯកត លុះ្រតែត 1i =


 

េគបាន  
1 1 1 1 1ai a a a a

a a a aa
= = = = = =




   

   

   (េ្រពះថា a a=
 

 ជាណមឬ្របែវងដូចគា� ) 

ដូចេនះ   បង� ញបានថា  
1ai a

a a
= =






 

 ជាវុចិទរ័ឯកតមានទិសេដដូចវុចិទ័រ a  ។ 

 

7. បង� ញថា 2 2
1 2a a a= +



  

េគមាន ( )1 2,a a a=


  

តមរូប OHP  ជា្រតីេកណែកង្រតង់ H  

តម្រទឹស�ីបទពីតគរ័  2 2 2OP OP HP= +  

េដយ 1 2, ,OP a OH a HP a= = =


 

េគបាន   2 2 2
1 2a a a= +



 

   2 2
1 2a a a= +



  (េ្រពះ 0a >


) 

ដូចេនះ  បង� ញបានថា  2 2
1 2a a a= +



  ។ 
 

8. បង� ញករគណនាវុចិទរ័ េដយេ្របកូអរេដេនដូចខងេ្រកម ៖ 

ក. បង� ញថា  ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2, , ,a a b b a b a b+ = + +  

តង  ( )1 2,a a a=


 និង ( )1 2,b b b=


 េនាះេគបាន  1 2a a i a j= +
 



  និង  1 2b b i b j= +


 

  

េគបាន    ( ) ( )1 2 1 2, ,a b a a b b+ = +




   ( )1  

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 2,a b a i a j b i b j a b i a b j a b a b+ = + + + = + + + = + +


     



  ( )2  

តម ( )1  និង ( )2  ទញបាន  ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2, , ,a a b b a b a b+ = + +  

ដូចេនះ បង� ញបានថា  ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2, , ,a a b b a b a b+ = + +   ។ 

1a

2a P

y

xO

a

H
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ខ. បង� ញថា  ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2, , ,a a b b a b a b− = − −  

េគតង  ( )1 2,a a a=


 និង ( )1 2,b b b=


 េនាះេគអចសរេសរ  1 2a a i a j= +
 



  និង  1 2b b i b j= +


 

  

េគបាន    ( ) ( )1 2 1 2, ,a b a a b b− = −




   ( )1  

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 2,a b a i a j b i b j a b i a b j a b a b− = + − + = − + − = − −


     



  ( )2  

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2  េគទញបាន  ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2, , ,a a b b a b a b− = − −  

ដូចេនះ បង� ញបានថា  ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2, , ,a a b b a b a b− = − −   ។ 

គ. បង� ញថា  ( ) ( )1 2 1 2, ,m a a ma ma=  

េគតង  ( )1 2,a a a=


 េនាះេគអចសរេសរ  1 2a a i a j= +
 



 

េគបាន ( )1 2,ma m a a=


   ( )1  

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) ( )1 2 1 2 1 2,ma m a i a j ma i ma j ma ma= + = + =
   



  ( )2  

នាឱំ្យបាន ( ) ( )1 2 1 2, ,m a a ma ma=  

ដូចេនះ បង� ញថា ( ) ( )1 2 1 2, ,m a a ma ma=  ។ 
 

9. បង� ញថា  a b b a⋅ = ⋅
 

 

   

េប a  និង b


 ផ�ុ ំបានមុ ំθ  េនាះ b


 ផ�ុ ំជាមយួ a  វញិបានមុ ំ θ−  

តមនិយមនយ័ផលគុណស� ែល   

េគបាន     cosa b a b θ⋅ = ⋅ ⋅
 

 

    ( )1      cosa b a b θ⋅ = ⋅ ⋅
 

 

 

េហយ ( )cos cosb a b a b aθ θ⋅ = ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅
  

  

     ( )2  

  េ្រពះ ( )cos cosθ θ− =   មុផំ�ុយ 

េគដឹងថា a b b a⋅ = ⋅
 

 

 ផលគុណៃនពីរចំនួនមានលក�ណៈ្រតឡប ់

តម ( )1  និង ( )2  េនាះេគបាន a b b a⋅ = ⋅
 

 

 

ដូចេនះ បង� ញបានថា  a b b a⋅ = ⋅
 

 

  ។     ( )cosb a b a θ⋅ = ⋅ ⋅ −
 

 

 

10. េដយេ្របនយិមនយ័ផលគុណស� ែល ៖ 

ក. បង� ញថា a b a b⋅ ≤
 

 

 

តមលក�ណៈ្រតីេកណមា្រត  1 cos 1θ− ≤ ≤   េនាះ  0 cos 1θ≤ ≤  

ចំេពះវសិមកីរ   cos 1θ ≤   គុណអង�ទងំពីរៃនវសិមកីរនឹង 0a b⋅ >




 (េដយសរ  0 , 0a b> >




) 

េគបាន  cos 1a b a bθ⋅ ⋅ ≤ ⋅ ⋅
 

 

   ឬ   cosa b a bθ⋅ ⋅ ≤ ⋅
 

 

 

ម្យោ៉ងេទៀត  cosa b a b θ⋅ = ⋅ ⋅
 

 

  េនាះ cos cos cosa b a b a b a bθ θ θ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅
   

   

 

តម ( )1  និង ( )2   ទញបាន  a b a b⋅ ≤ ⋅
 

 

 

ដូចេនះ បង� ញបានថា  a b a b⋅ ≤ ⋅
 

 

  ។ 

θ−

b


a

θ

b


a
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ខ. បង� ញថា 2a a a⋅ =
  

  

តមនិយមនយ័ផលគុណស� ែល  cosa b a b θ⋅ = ⋅ ⋅
 

 

 

េបេគយក  a b=




 េនាះេគបានមុផំ�ុ ំ  ( )cos cos , cos 0 1a aθ = = ° =
 

 

េគបាន  cos 0a a a a⋅ = ⋅ ⋅ °
   

  នាឱំ្យ  2a a a⋅ =
  

 

ដូចេនះ បង� ញបានថា  2a a a⋅ =
  

  ។ 
 

11. ក. បង� ញថា  េប a b⊥




 លុះ្រតែត 0a b⋅ =




  

តមនិយមនយ័ផលគុណស� ែល  cosa b a b θ⋅ = ⋅ ⋅
 

 

 

េប a b⊥




 េនាះ cos cos90 0θ = ° =  

េគបាន   0 0a b a b⋅ = ⋅ ⋅ =
 

 

 

ដូចេនះ   បង� ញបានថា  0a b a b⊥ ⇔ ⋅ =
 

 

  ។ 
 

ខ. បង� ញថា 1 1 2 2a b a b a b⋅ = +




 

សន�តថ់ាកូអរេដៃនពីរវុចិទរ័ ( )1 2,a a a=


 ,  ( )1 2,b b b=


  

និង  , ,OA a OB b AOB θ= = ∠ =
  



 (ដូចរូបខងស� ំ) 

ក�ុង្រតីេកណ  AOB  តម្រទឹស�ីបទកូសីុនុសគឺ េគបាន ៖ 

   2 2 2 2 cosAB OA OB OA OB θ= + − ⋅  
នាឱំ្យ 2 2 22 cosOA OB OA OB BAθ⋅ = + −    ( )1  

េដយ , ,OA a OB b BA a b= = = −
 

 

 

   

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

222 2 2 2 2
1 2 1 2

222 2 2 2 2
1 2 1 2

22 2 2 2 22
1 1 2 2 1 1 2 2

OA a a a a a

OB b b b b b

BA a b a b a b a b a b

= = + = +

= = + = +

 = − = − + − = − + −  









 

េគបាន ( )1  េទជា  ( ) ( )2 22 2 2 2
1 2 1 2 1 1 2 22 cosa b a a b b a b a bθ  ⋅ ⋅ = + + + − − + − 





 

             
( )

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2

2 2

2

a a b b a a b b a a b b

a b a b

 = + + + − − + + − + 
= +

 

នាឱំ្យ  1 1 2 2cosa b a b a bθ⋅ ⋅ = +




  មាននយ័ថា  1 1 2 2a b a b a b⋅ = +




 

ដូចេនះ    បង� ញបានថា  1 1 2 2a b a b a b⋅ = +




 ។ 

គ. បង� ញថា a b⊥




 លុះ្រតែត 1 1 2 2 0a b a b+ =  

េយងមាន a b⊥




 េគបាន 0a b⋅ =




 (ស្រមាយ ក.) 

ែត 1 1 2 2a b a b a b⋅ = +




  នាឱំ្យេគបាន  1 1 2 2 0a b a b a b⋅ = + =




 

ដូចេនះ  េប a b⊥




 លុះ្រតែត  1 1 2 2 0a b a b+ =   ។ 

90°

b


a

θ

b


aO A

B

a b−



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ឃ. បង� ញថា  1 1 2 2
2 2 2 2
1 2 1 2

cos a b a ba b
a b a a b b

θ +⋅
= =

+ + +









  

តមនិយមនយ័ផលគុណស� ែល  cosa b a b θ⋅ = ⋅ ⋅
 

 

   នាឱំ្យ   cos a b
a b

θ ⋅
=

⋅









 

េដយ   1 1 2 2a b a b a b⋅ = +




  និង  2 2 2 2
1 2 1 2,a a a b b b= + = +





 

េគបាន 1 1 2 2
2 2 2 2
1 2 1 2

cos a b a ba b
a b a a b b

θ +⋅
= =

⋅ + ⋅ +









 

ដូចេនះ បង� ញបានថា  1 1 2 2
2 2 2 2
1 2 1 2

cos a b a ba b
a b a a b b

θ +⋅
= =

⋅ + ⋅ +









  ។ 

 

12. ចេំពះ្រគបវុ់ចិទរ័ ,a b




 នងិ c  ៖ 

ក. បង� ញថា ( )a b c a b a c⋅ + = ⋅ + ⋅
 

    

 

សន�តថ់ាកូអរេដៃនវុចិទ័រ ( )1 2,a a a=


 ,  ( )1 2,b b b=


 និង ( )1 2,c c c=


 

េនាះ ( )1 1 2 2,b c b c b c+ = + +




 

េគបាន ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2a b c a b c a b c⋅ + = + + +


 

 

        ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

a b a c a b a c
a b a b a c a c

a b a c

= + + +

= + + +

= ⋅ + ⋅


 

 

ដូចេនះ បង� ញបានថា  ( )a b c a b a c⋅ + = ⋅ + ⋅
 

    

    ។ 

 

ខ. បង� ញថា ( )a b c a c b c+ ⋅ = ⋅ + ⋅
 

    

 

សន�តថ់ាកូអរេដៃនវុចិទរ័ ( )1 2,a a a=


 ,  ( )1 2,b b b=


 និង ( )1 2,c c c=


 

េនាះ ( )1 1 2 2,a b a b a b+ = + +




 

េគបាន ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2a b c a b c a b c+ ⋅ = + + +


 

 

        ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

a c b c a c b c
a c a c b c b c

a c b c

= + + +

= + + +

= ⋅ + ⋅


  

 

ដូចេនះ បង� ញបានថា  ( )a b c a c b c+ ⋅ = ⋅ + ⋅
 

    

   ។ 
 

គ. បង� ញថា ( ) ( )ma b m a b⋅ = ⋅
 

 

 

សន�តថ់ាកូអរេដៃនវុចិទរ័ ( )1 2,a a a=


 ,  ( )1 2,b b b=


  េនាះ  ( ) ( )1 2 1 2, ,ma m a a ma ma= =


 

េគបាន  ( ) 1 1 2 2ma b ma b ma b⋅ = +


 ( ) ( )1 1 2 2m a b a b m a b= + = ⋅




 

ដូចេនះ  បង� ញបានថា  ( ) ( )ma b m a b⋅ = ⋅
 

 

  ។ 
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ឃ. បង� ញថា ( ) ( )a mb m a b⋅ = ⋅
 

 

 

សន�តថ់ាកូអរេដៃនវុចិទ័រ ( )1 2,a a a=


 ,  ( )1 2,b b b=


   

េនាះ  ( ) ( )1 2 1 2, ,mb m b b mb mb= =


 

េគបាន  ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2a mb a mb a mb m a b a b m a b⋅ = + = + = ⋅
 

 

 

ដូចេនះ   បង� ញបានថា  ( ) ( )a mb m a b⋅ = ⋅
 

 

  ។ 

 

13. ក. បង� ញសមភាព ( )a b c a b a c⋅ − = ⋅ − ⋅
 

    

 

សន�តថ់ាកូអរេដៃនវុចិទ័រ ( )1 2,a a a=


 ,  ( )1 2,b b b=


 និង ( )1 2,c c c=


 

េនាះ   ( )1 1 2 2,b c b c b c− = − −




 

េគបាន ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2a b c a b c a b c⋅ − = − + −


 

 

        ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

a b a c a b a c
a b a b a c a c

a b a c

= − + −

= + − +

= ⋅ − ⋅


  

 

ដូចេនះ បង� ញបានថា   ( )a b c a b a c⋅ − = ⋅ − ⋅
 

    

  ។ 

 

ខ. បង� ញសមភាព  ( )a b c a c b c− ⋅ = ⋅ − ⋅
 

    

  

សន�តថ់ាកូអរេដៃនវុចិទ័រ ( )1 2,a a a=


 ,  ( )1 2,b b b=


 និង ( )1 2,c c c=


 

េនាះ ( )1 1 2 2,a b a b a b− = − −




 

េគបាន ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2a b c a b c a b c− ⋅ = − + −


 

 

        ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

a c b c a c b c
a c a c b c b c

a c b c

= − + −

= + − +

= ⋅ − ⋅


  

 

ដូចេនះ បង� ញបានថា  ( )a b c a c b c− ⋅ = ⋅ − ⋅
 

    

  ។ 

 

14. ក. ្រសយប�� កថ់ា  
2 22 2a b a a b b+ = + ⋅ +
  

  

 

តមលំនា ំ 2a a a⋅ =
  

 េនាះ    ( ) ( )2
a b a b a b+ = + ⋅ +

  

  

 

      

( ) ( )

22

,

2

a b a a b b

a a b a a b b b a b b a

a a b b

= + ⋅ + + ⋅

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅

= + ⋅ +

  

  

     

     



 

 

ដូចេនះ បង� ញបានថា  
2 22 2a b a a b b+ = + ⋅ +
  

  

  ។ 
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ខ. ្រសយប�� កថ់ា  
2 22 2a b a a b b− = − ⋅ +
  

  

 

េដយ  2a a a⋅ =
  

 េនាះ    ( ) ( )2
a b a b a b− = − ⋅ −

  

  

 

             

( ) ( )

22

,

2

a b a a b b

a a b a a b b b a b b a

a a b b

= − ⋅ − − ⋅

= ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅

= − ⋅ +

  

  

     

     



 

 

ដូចេនះ បង� ញបានថា  
2 22 2a b a a b b− = − ⋅ +
  

  

  ។ 

 

15. បង� ញថា ចេំពះវុចិទរ័ពរី a  នងិ b


 មនិសូន្យ េហយេប a b a b+ = −
 

 

 េនាះ a b⊥




 

េគមាន   a b a b+ = −
 

 

 េលកអង�ទងំពីរជាកេរ  េគបាន  
2 2

a b a b+ = −
 

 

 

េដយ 
2 22 2a b a a b b+ = + ⋅ +
  

  

  និង  
2 22 2a b a a b b− = − ⋅ +
  

  

 

េគបាន 
2 22 22 2a a b b a a b b+ ⋅ + = − ⋅ +

   

   

 

          

4 0

0

a b

a b

⋅ =

⋅ =









 

ចំេពះ 0a b⋅ =




  េនាះេគបាន  a b⊥




 

ដូចេនះ បង� ញបានថា    េប  a b a b+ = −
 

 

  េនាះ  a b⊥




     ។ 
 

16. េគឱ្យ ( )A a  នងិ ( )B b


  បង� ញថា AB b a= −
 



 

ក�ុង្រតីេកណ  OAB  មាន  OA AB OB+ =
  

 

ទញបាន AB OB OA= −
  

 

េដយ ,OB b OA a= =
 



  េ្រពះ ( )A a  និង ( )B b


 

នាឱំ្យ AB b a= −
 



 

ដូចេនះ បង� ញបានថា  AB b a= −
 



  ។ 
 

17. ក. បង� ញថា 
mb nac

m n
+

=
+







   (វុចិទរ័ទតីងំែចកក�ុង) 

េគមាន  AC c a= −


 

 និង AB b a= −
 



 

 ផលេធៀប   :m n   មានន័យថា  
AC AB
m m n

=
+

 

 េនាះ  
mAC AB

m n
=

+

 

 

 េគបាន       ( )mc a b a
m n

− = −
+



  

 

 នាឱំ្យ ( )m mb ma ma na mb nac b a a
m n m n m n

− + + +
= − + = =

+ + +

 

   



  

 

 ដូចេនះ      បង� ញបានថា  
mb nac

m n
+

=
+







  ។ 

O ( )A a

( )B b


b a−




a

c

O

( )B b


( )A a

( )C c

b


m

n

m n+
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ខ. បង� ញថា 
mb nad

m n
−

=
−

d

d

d

   (វុចិទរ័ទតីងំែចកេ្រក) 

េយងមាន  AD d a= −
d d

d

 និង AB b a= −
 



 

តផលេធៀប  :m n  មាននយ័ថា 
AD AB
m m n

=
−

 

 េនាះ  
mAD AB

m n
=

−

 

 

េយងបាន     ( )md a b a
m n

− = −
−

dd

dd

 

នាឱំ្យ ( )m mb ma ma na mb nad b a a
m n m n m n

− + − −
= − + = =

− − −

dd

dddd  

dd

dd

 

ដូចេនះ     បង� ញបានថា  
mb nad

m n
−

=
−

d

d

d

  ។ 

គ. បង� ញថា វុចិទរ័ទតីងំៃនចណុំចកណា� លរបស់អង�ត ់ AB  គ ឺ
2

a b+




 

តង ( )M m  ជាវុចិទ័រទីតងំៃនចំណុចកណា� លអង�ត ់ AB  

េប ( )M m  ជាចំណុចែចកក�ុងៃនអង�ត់ AB  បានផលេធៀប :m n  

េគបាន  
mb nam

m n
+

=
+







 

េដយ M  ជាចំណុចកណា� លអង�ត់ AB  េនាះេគបាន : 1:1m n =  

នាឱំ្យ   
1 1

1 1 2 2
b a b a a bm ⋅ + ⋅ + +

= = =
+

  

  



 

ដូចេនះ  វុចិទ័រទីតងំៃនចំណុចកណា� លអង�ត ់ AB  គឺ  2
a b+





  ។ 

 

18. បង� ញថា េមដ្យោនទងំបៃីន្រតេីកណមយួ្របសព�គា� បានមយួចណុំច េដយេ្របវុចិទរ័ទតីងំ 

េគយក , ,a b c


 

 ជាវុចិទរ័ទីតងំេរៀងគា� ៃនកំពូល , ,A B C  

េ្រជសេរ ស D  ជាចំណុចកណា� លៃន [ ]BC  និងមានវុចិទរ័ទីតងំ d
d

 

តមលក�ណៈវុចិទរ័ទីតងំៃនចំណុចកណា� ល  
2

b cd +
=
d

d

d

 

យក ( )G g  ជាចំណុចែចកក�ុងៃនេមដ្យោន AD  ខងក�ុងតម 

ផលេធៀប :m n  េដយយក 2 , 1m n= =  

េនាះេគបាន  

2 1
2
2 1 3

b c a
md na a b cg

m n

 +
+ ⋅ 

+ + + = = =
+ +

d

d

d

dd

ddd 

d

 

ដូចគា� ែដរ  េបេគយក ( ) ( ),E e F f




 ជាចំណុចកណា� លេរៀងគា� ៃន [ ] [ ],AB AC  និង ( ) ( ),G g G g′ ′ ′′ ′′ 

 ជាចំណុចែចកក�ុងៃន 

េមដ្យោន CE  និង BF  េរៀគា� តមផលេធៀម : 2 :1m n =  ដូចគា�   េគនឹងបាន  ,
3 3

a b c a b cg g+ + + +′ ′′= =
 

   

 

 

េឃញថា  , ,G G G′ ′′  មានវុចិទរ័ទីតងំែតមយួគឺ 3
a b c+ +



 

  មានន័យថា េមដ្យោនទងំបី្របសព�គា� ្រតងម់យួចំណុច ។ 

ដូចេនះ េមដ្យោនទងំបី្របសព�គា� បានមយួចំណុច  ែដលេគេហថា ទី្របជុំទម�នៃ់ន្រតីេកណ     ។ 

a

b


O

( )D d


( )A a

( )B b


d


m n−

n

m

a

m

O

( )B b


( )A a

( )M m

b


1

1m n+

( )A a

( )B b
 ( )C c( )D d



( )E e ( )F f


( )G g 




2

1
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19. បង� ញថា អង�តែ់ដលភា� បច់ណុំចកណា� លៃន្រជ�ងពរីរបស់្រតេីកណមយួ ្រសបេទនងឹ្រជ�ងទបី ីេហយេស�ពកក់ណា� លៃន្របែវង្រជ�ងទបីេីនះ  

 េគយក , ,a b c


 

 ជាវុចិទរ័ទីតងំេរៀងគា� ៃនកំពូល , ,A B C  

េ្រជសេរ ស  ( ) ( ),M m N n 

 ជាចំណុចកណា� លេរៀងគា� ៃន [ ] [ ],AB AC  

េគបាន    
2

a bm +
=







  និង  
2

a cn +
=
 



 

ម្យោ៉ងេទៀត 
2 2 2

a c a b c bMN n m + + −
= − = − =

 

   



 

 

នាឱំ្យ 
2

BCMN =




   េ្រពះ  BC c b= −
 



 

េគបាន / /MN BC
 

 ឬ  / /MN BC  និង 
2 2 2

BCBC BCMN MN= = = =







 

ដូចេនះ     អង�តែ់ដលភា� បច់ំណុចកណា� លៃន្រជ�ងពីររបស់្រតីេកណមយួ ្រសបេទនឹង្រជ�ងទីបី  

       េហយេស�ពកក់ណា� លៃន្របែវង្រជ�ងទីបីេនះ  េគេហអង�ត់េនះថា  ជាបាតមធ្យម            ។ 

20. បង� ញថាកូអរេដេនៃនចណុំច C  ែដលែចកអង�ត ់ AB  ខងក�ុង ែដលភា� បព់ចីណុំច ( )1 1,A x y  នងិ ( )2 2,B x y  តមផលេធៀប 

:m n  ឱ្យេដយរូបមន� 2 1 2 1,mx nx my nyx y
m n m n
+ +

= =
+ +

 

េគតង  , ,OA a OB b OC c= = =
  

 

 

េដយ ( )1 1,A x y  និង ( )2 2,B x y  

នាឱំ្យ 1 1a x i y j= +
 



  និង 2 2b x i y j= +


 

 

េប C  ជាចំណុចែចក [ ]AB  ខងក�ុងតមផលេធៀប :m n  

េគបាន 
( ) ( )2 2 1 1m x i y j n x i y jmb nac

m n m n
+ + ++

= =
+ +

   







 

        

2 2 1 1

2 1 2 1 2 1 2 1

mx i my j nx i ny j
m n

mx i nx i my j ny j mx nx my nyi j
m n m n m n m n

+ + +
=

+
+ + + +   = + = +   + + + +   

   

   

 

 

ដូចេនះ     កូអរេដែនៃនចំណុច  C  គឺ  2 1 2 1,mx nx my nyx y
m n m n
+ +

= =
+ +

  ្រត�វបានបង� ញ     ។ 

 

21. ក. បង� ញថា 0p p tu= +
  

 ជាសមកីរប៉ារ៉ែម្៉រតទ្រមងវុ់ចិទរ័ 

េគមាន បនា� តក់តត់ម ( )0 0P p  មានវុចិទរ័្របាប់ទិស ( ),u a b=


 

េគយក ( )P p  ជាចំណុចេនេលបនា� ត ់េនាះ  0 / /P P u




 

េគបាន 0 ,P P tu t= ∈




  

េដយ 0 0P P p p= −


 

  នាឱំ្យ   0p p tu− =
  

  ឬ 0p p tu= +
  

 

ដូចេនះ     បង� ញបានថា  0 ,p p tu t= + ∈
  

  ជាសមកីរប៉ារ៉ែម្៉រតទ្រមងវុ់ចិទ័រ   ។ 

( )A a

( )B b
 ( )C c

( )M m ( )N n



cx

cy
2y

2x1x O

A

B
C

m

n

x

y

O x

y





p

0p

( )0 0P p
( )P p

u
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ខ. បង� ញថា 0

0

x x at
y y bt
= +

 = +
 ែដល t  ជាចនំនួពតិ   ជាសមកីរប៉ារ៉ែម្៉រតទ្រមងកូ់អរេដេន 

េគយក   ( ) ( ) ( )0 0 0, , , , , ,p x y p x y u a b t= = = ∈
  

y  

េគបាន  ( ) ( ) ( )0 0, , ,x y x y t a b= +  

   
( ) ( ) ( )
( ) ( )

0 0

0 0

, , ,

, ,

x y x y ta tb

x y x at y bt

= +

= + +
 

នាឱំ្យ  0

0

x x at
y y bt
= +

 = +
 

ដូចេនះ         បង� ញបានថា  0

0

x x at
y y bt
= +

 = +
  ជាសមកីរប៉ារ៉ែម្រត        ។ 

 

គ. េប 0a ≠  នងិ 0b ≠  ទញបង� ញថា េគបាន 0 0x x y y
a b
− −

=  រចួទញបន�ថា ( )0 0
by y x x
a

− = −  

េយងមាន 0

0

x x at
y y bt
= +

 = +
  នាឱំ្យ  

0

ox x at
y y bt
− =

 − =
  ទញបាន  

0

ox x t
a

y y t
b

− =
 − =


   ឬ   ( )0 1ox x y y t
a b
− −

= =  

តម ( )1  0
0

x xy y b
a
− − =  

 
   ឬ   ( )0 0

by y x x
a

− = −  

ដូចេនះ    បង� ញបានថា 0 0x x y y
a b
− −

=  េហយ ( )0 0
by y x x
a

− = −     ។ 

22. បង� ញថា បនា� តែ់ដលកតត់មពរីចណុំច ( )A a  នងិ ( )B b


 មានសមកីរប៉ារ៉ែម្៉រត ( )p a t b a= + −


  

 

េ្រជសេរ ស ចំណុច ( )P p  េនេលបនា� ត ់ 

 េគបាន / /AP AB
 

 នាឱំ្យ    ,AP t AB t= ∈
 

  

េដយ AP p a= −


 

 និង AB b a= −
 



 

េគបាន ( )p a t b a− = −


  

 នាឱំ្យបាន  ( )p a t b a= + −


  

 

ដូចេនះ      សមកីរប៉ារ៉ែម៉្រត ( )p a t b a= + −


  

  ្រត�វបានបង� ញ        ។ 

23. បង� ញថា c ma nb= +


 

 

េដយ បនា� តក់ត ់ ( )A a  និង ( )B b


 និង ( )C c AB∈


 

េគបាន / /AP AB
 

 នាឱំ្យ   ,AC t AB t= ∈
 

  

 ឬ  ( )c a t b a− = −


  

  េនាះ  ( ) ( )1 1c a tb ta t a tb= + − = − +
 

   

 

េដយ  1m n+ =   េហយេបយក t n=   េនាះ  1m t= −  

េគបាន  ( )1  េទជា c ma nb= +


 

 

ដូចេនះ    បង� ញបានថា  c ma nb= +


 

      ។ 

( )P p

( )A a

( )B b








( )B b


( )A a

( )C c







m

n
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24. ក. បង� ញថា សមកីរបនា� តក់ត ់ ( )0 0 0,P x y  េហយែកងេទនងឹវុចិទរ័ ( ),n a b=


 គ ឺ
( )
( ) ( )

0

0 0

0

0

n p p

a x x b y y

 ⋅ − =


− + − =

  

 

េ្រជសេរ ស ចំណុច ( )P p  មានកូអរេដេន ( ),P x y  េនេលបនា� ត់ 

េគបាន 0n P P⊥




  នាឱំ្យ  0 0n P P⋅ =




 

េដយ 0 0P P p p= −


 

  េគបាន  ( ) ( )0 0 1n p p⋅ − =
  

 

ម្យោ៉ងេទៀត ( )0 0 0,P P x x y y= − −


 និង ( ),n a b=


 

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( )0 0 00 0 2n p p a x x b y y⋅ − = ⇔ − + − =
  

 

តម ( )1  និង ( )2  េគបាន  
( )
( ) ( )

0

0 0

0

0

n p p

a x x b y y

 ⋅ − =


− + − =

  

 

ដូចេនះ      
( )
( ) ( )

0

0 0

0

0

n p p

a x x b y y

 ⋅ − =


− + − =

  

  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

 ខ. បង� ញថា េបតង 0 0c ax by= − −  េគអចសរេសរ 0ax by c+ + =   

 េគមាន ( ) ( )0 0 0a x x b y y− + − =   ពនា� តកេន្សោម 

        

0 0

0 0 0 0

0
0 ,
0

ax ax by by
ax by ax by c ax by

ax by c

− + − =
+ − − = = − −

+ + =

 

 ដូចេនះ     បង� ញបានថា   0ax by c+ + =      ។ 

25. បង� ញថា ចមា� យរវងបនា� ត ់ 0ax by c+ + =  នងិចណុំច ( )0 0,P x y  គេឺស� 0 0

2 2

ax by c
d

a b

+ +
=

+
 

េគតង ( ),H x y  ជាចំណុចេនេលបនា� ត ់ែដល ( )PH L⊥


 

 េគបាន ( )0 0,PH x x y y= − −


 

េប ( ),n a b=


 ជាវុចិទរ័ណរម៉ាល់ៃន បនា� ត់ ( )L  េនាះ  / /PH n




 

នាឱំ្យ  cosPH n PH n θ⋅ = ⋅ ⋅
 

 

 ែដល θ  ជាមុបំេង�តេដយ PH


 និង n  

   េនាះ 180θ = °  ឬ 0θ = °  េធ�ឱ្យ  cos 1θ = ±  

េគបាន PH n PH n⋅ = ± ⋅
 

 

  េនាះ    PH n PH n⋅ = ⋅
 

 

 

េដយ  PH d=
d

 នាឱំ្យ  PH n d n⋅ = ⋅
d

dd

 ទញបាន  ( )1
PH n

d
n

⋅
=

d

d

d

 

េហយ  ( ),H x y  េនាះេនេលបនា� ត់ :L 0ax by c c ax by+ + = ⇒ − = +    

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) ( )0 0 0 0 0 0PH n a x x b y y ax by ax by ax by c⋅ = − + − = + − − = − − −




 

េគបាន 0 0 0 0PH n ax by c ax by c⋅ = − − − = + +




  និង  2 2n a b= +


 

នាឱំ្យ  ( )1  អចសរេសរបាន  0 0

2 2

PH n ax by c
d

n a b

⋅ + +
= =

+

d

d

d

 

ដូចេនះ  0 0

2 2

ax by c
d

a b

+ +
=

+
   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

O x

y





p

0p

( )0 0P p
( )P p

n

O x

y ( )0 0,P x y

( ),H x y

n ( )L
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26. ក. បង� ញថា សមកីររង�ងែ់ដលមានផ�តិ ( )0 0,C x y  នងិមានក ំ r  គ ឺ
( ) ( )2 2 2

0 0

p c r

x x y y r

 − =


− + − =

 

 

េគយក ( )P p  ជាចំណុចេនេលរង�ង ់ 

េគបាន CP r=   ឬ  CP r=


 

ែត CP p c= −


 

  នាឱំ្យ  ( )1p c r− =
 

 

េលក ( )1  ជាកេរ 2 2p c r− =
 

 

េដយ ( ) ( )0 0, , ,p x y c x y= =
 

 

េគបាន ( )0 0,p c x x y y− = − −
 

 

  
( ) ( )
( ) ( )

2 2
0 0

2 22
0 0

p c x x y y

p c x x y y

− = − + −

− = − + −

 

 

 

នាឱំ្យ ( ) ( )2 2 2
0 0x x y y r− + − =  

ដូចេនះ    
( ) ( )2 2 2

0 0

p c r

x x y y r

 − =


− + − =

 

  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

ខ. បង� ញថា សមកីររង�ងែ់ដលមានផ�តិ ( )0 , 0O  នងិក ំ r  គ ឺ 2 2 2x y r+ =  

េគមានសមកីររង�ងផ់�ិត ( )0 0,C x y  គឺ ( ) ( )2 2 2
0 0x x y y r− + − =  

េគយក ផ�ិត ( ) ( )0 0, 0 , 0C x y O=   េនាះ  0 00 , 0x y= =  

េគបាន ( ) ( )2 2 20 0x y r− + − =   ឬ  2 2 2x y r+ =  

ដូចេនះ    បង� ញបានថា  សមកីររង�ង់ផ�ិត ( )0 , 0O  គឺ  2 2 2x y r+ =      ។ 
 

27. បង� ញថា េប M  ជាចំណុចកណា� ល្រជ�ង AB  ៃន្រតីេកណ ABC  េនាះេគបាន ( )2 2 2 22AB AC AM BM+ = +  

េគយក M  ជាគល់ៃនវុចិទ័រ 

េគតង ,a b




 ជាវុចិទ័រទីតងំៃន ,A B  េរៀងគា�   េនាះ C  មានវុចិទ័រទីតងំ b−


 

នាឱំ្យ ,AB b a CA a b= − = +
  

 

 

េគបាន ( ) ( )2 2 2 22 2AB AB b a b a b a b a b a= = − = − ⋅ − = − ⋅ +
     

    

  

   ( ) ( )2 2 222 2AC CA a b a b a b a a b b= = + = + ⋅ + = + ⋅ +
     

    

 

នាឱំ្យ 
2 22 22 2 2 2AB AC b a b a a a b b   + = − ⋅ + + + ⋅ +      

   

   

 

           
( )
( )

22

2 2

2

2

a b

AM BM

= +

= +





 

ដូចេនះ      ្រសយប�� កប់ានថា   ( )2 2 2 22AB AC AM BM+ = +       ។ 

O x

y

( )0 0,C x y

( ),P x y
r

( )A a

( )C c ( )B b


M

a

b


b−

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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន បំែលងរបូក�ងុប�ង់ 

 

1. េបេគបំែលងកិលចំណុច ( ),M x y  តមវុចិទរ័ ( ),p a b=


 បានចំណុចថ�ី ( ),M x y′ ′ ′  ។                                          

បង� ញថា កូអរេដេនចំណុចថ�ីេនាះគឺ ( ),M x a y b′ + +  ។ 

2. បង� ញថា ចំណុច ( ),M x y′ −  ជាចំណុចឆ�ុះៃនចំណុច ( ),M x y  េធៀបនឹងអក័្សអប់សីុស ( )x x′  ។ 

3. បង� ញថា ចំណុច ( ),N x y′ −    ជាចំណុចឆ�ុះៃនចំណុច ( ),N x y  េធៀបនឹងអក័្សអរេដេន ( )y y′  ។ 

4. ក. បង� ញថា បំែលងឆ�ុះ ( ) ( ), , 2a b a k b→ −  េបេធៀបនឹងបនា� ត ់ y k=  ។ 

ខ. បង� ញថា បំែលងឆ�ុះ ( ) ( ), 2 ,a b h a b→ −  េបេធៀបនឹងបនា� ត ់ x h=  ។ 

គ. បង� ញថា បំែលងឆ�ុះ ( ) ( ), ,a b b a→  េបេធៀបនឹងបនា� ត ់ y x=  ។ 

ឃ. បង� ញថា បំែលងឆ�ុះ ( ) ( ), ,a b b a→ − −  េបេធៀបនឹងបនា� ត ់ y x= −  ។ 

5. ក. បង� ញថា បំែលងវលិផ�ិត O  មុ ំ 90θ = °  គឺ  ( ) ( ), ,P x y P y x′→ −  ។ 

ខ. បង� ញថា បំែលងវលិផ�ិត O  មុ ំ 180θ = °  គឺ  ( ) ( ), ,P x y P x y′→ − −  ។ 

គ. បង� ញថា បំែលងវលិផ�ិត O  មុ ំ 270θ = °  ឬមុ ំ 90θ = − °  គឺ  ( ) ( ), ,P x y P y x′→ −  ។ 

6. បង� ញថា រូបភាពៃនចំណុច A  តមបំែលងចងំផ�ិត P  ផលេធៀប c  គឺចំណុច A′  ែដលេផ��ងផា� ត ់ PA cPA′ =
 

 ។ 

7. បង� ញថា បែំលងចងំចំណុច ( ),x y  ផ�ិត ( )0 , 0O  ផលេធៀប 0c ≠  គឺ ( ) ( ), ,hx y cx cy→  ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន បំែលងរបូក�ងុប�ង់ 

 

1. បង� ញថា េបេគបែំលងកលិចណុំច ( ),M x y  តមវុចិទរ័ ( ),p a b=


 បានចណុំចថ� ី ( ),M x y′ ′ ′ ែដល  ( ),M x a y b′ + +   

េគមាន តមរូបេគបានចំណុច ( ),M x y′ ′ ′  ជារូបភាពៃន 

   ចំណុច ( ),M x y  តមបំែលងកិលៃនវុចិទ័រ p  

តមវុចិទរ័ p  េគកំណតេ់ដយ ( ) ( ), ,
tp

M x y M x y′ ′→



 

   ែដល MM p′ =




 

េដយ ្រតីេកណែកង OQP MM N′∆ ≅ ∆  (ករណី អ.ម) 

នាឱំ្យបាន ( ) ( ), ,M x y M x a y b′ ′ ′ ′= + +  ជារូបភាពៃន 

   ( ),M x y  តមបំែលងកិលៃនវុចិទ័រ ( ),p a b=


 

ដូចេនះ      បំែលងកិលចំណុច ( ),M x y  តមវុចិទរ័ ( ),p a b=


 បានចំណុចថ�ីគឺ ( ),M x a y b′ + +       ។ 

 

2. បង� ញថា ចណុំច ( ),M x y′ −  ជាចណុំចឆ�ុះៃនចណុំច ( ),M x y  េធៀបនងឹអក័្សអបសីុ់ស ( )x x′  

 េគតង ( ),M x y  និង ( ),M x y′ ′ ′  

 េបចំណុច ( ),M x y  និង ( ),M x y′ ′ ′  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងអក័្ស x x′  

 េគបាន x x′ =  និង y y′ = −  

 នាឱំ្យ   ( ) ( ), ,
Sx

M x y M x y′→ −   

 ដូចេនះ      ចំណុច ( ),M x y′ −  ជាចំណុចឆ�ុះៃនចំណុច ( ),M x y   

         េធៀបនឹងអក័្សអប់សីុស ( )x x′   ្រត�វបានបង� ញ                       ។ 

 

3. បង� ញថា ចណុំច ( ),N x y′ −    ជាចណុំចឆ�ុះៃនចណុំច ( ),N x y  េធៀបនងឹអក័្សអរេដេន ( )y y′  

 េគតង ( ),N x y  និង ( ),N x y′ ′ ′  

 េបចំណុច ( ),N x y  និង ( ),N x y′ ′ ′  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងអក័្ស y y′  

 េគបាន x x′ = −  និង y y′ =  

 នាឱំ្យ ( ) ( ), ,
Sy

M x y M x y′→ −  

 ដូចេនះ      ចំណុច ( ),N x y′ −  ជាចំណុចឆ�ុះៃនចំណុច ( ),N x y   

         េធៀបនឹងអក័្សអប់សីុស ( )y y′   ្រត�វបានបង� ញ                         ។ 

 

y′





( ),M x y′ ′

( ),M x y N

x

y

( ),P a b

QO x x′

b

b

 

a a

( ),M x y′ ′ ′


( ),M x y

xx′ O

y

( ),N x y′ ′ ′


( ),N x y

xx′ O

y
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4. ក. បង� ញថា បែំលងឆ�ុះ ( ) ( ), , 2a b a k b→ −  េបេធៀបនងឹបនា� ត ់ y k=   

េគតង ( ),A a b  និង ( ),A x y′ ′ ′  

 េបចំណុច ( ),A a b  និង ( ),A x y′ ′ ′  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងបនា� ត ់ y k=  

 េគបាន x a′ =  និង 2y k b′ = −  

 នាឱំ្យ ( ) ( ), , 2A a b A a k b′→ −  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងបនា� ត ់ y k=  

 ដូចេនះ      បំែលងឆ�ុះពីចំណុចែដលមានកូអរេដេន  

        ( ) ( ), , 2a b a k b→ −  េបេធៀបនឹងបនា� ត ់ y k=         ។ 

  

 ខ. បង� ញថា បែំលងឆ�ុះ ( ) ( ), 2 ,a b h a b→ −  េបេធៀបនងឹបនា� ត ់ x h=  

េគតង ( ),B a b  និង ( ),B x y′ ′ ′  

 េបចំណុច ( ),B a b  និង ( ),B x y′ ′ ′  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងបនា� ត ់ x h=  

 េគបាន 2x h a′ = −  និង y b′ =  

 នាឱំ្យ ( ) ( ), 2 ,B a b B h a b′→ −  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងបនា� ត ់ x h=  

 ដូចេនះ      បំែលងឆ�ុះពីចំណុចែដលមានកូអរេដេន  

        ( ) ( ), 2 ,a b h a b→ −  េបេធៀបនឹងបនា� ត ់ x h=         ។ 

 

គ. បង� ញថា បែំលងឆ�ុះ ( ) ( ), ,a b b a→  េបេធៀបនងឹបនា� ត ់ y x=  

 េគតង ( ),M a b  និង ( ),M x y′  

 េបចំណុច ( ),M a b  និង ( ),M x y′   ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងបនា� ត ់ y x=  

 េគបាន x b=  និង y a=  
 

 ដូចេនះ      បំែលងឆ�ុះពីចំណុចែដលមានកូអរេដេន  

        ( ) ( ), ,a b b a→  េបេធៀបនឹងបនា� ត ់ y x=          ។ 

 

ឃ. បង� ញថា បែំលងឆ�ុះ ( ) ( ), ,a b b a→ − −  េបេធៀបនងឹបនា� ត ់ y x= −  

 េគតង ( ),M a b  និង ( ),M x y′  

 េបចំណុច ( ),M a b  និង ( ),M x y′  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងបនា� ត ់ y x= −  

 េគបាន x b= −  និង y a′ = −  
 

 ដូចេនះ      បំែលងឆ�ុះពីចំណុចែដលមានកូអរេដេន  

        ( ) ( ), ,a b b a→ − −  េបេធៀបនឹងបនា� ត ់ y x= −          ។ 

( ),A a b

xx′ O

( ),A x y′ ′ ′

y k=

y′

y

k

a

b

( ),M x y′

( ),M a b

aO

y

b

x

y x=

( ),M x y′

( ),M a b

a O

y

b

x

y x= −

( ),B a b

h xO

( ),B x y′ ′ ′

x h=y

a

b

x′

េរៀបេរៀងេដយ : គរនុិស្សតិ  េ្របស ដរ៉ 98 ឯកេទស : គណិតវទិ្យោ 
www.facebook.com/7khmer
fb : Entertainment  And Knowledge



ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនបំែលងរបូក�ងុប�ង ់  ថា� កទ់ី ១០ 

5. ក. បង� ញថា បែំលងវលិផ�តិ O  មុ ំ 90θ = °  គ ឺ ( ) ( ), ,P x y P y x′→ −  

េគតង ( ),P x y′ ′ ′  ជារូបភាពៃន ( ),P x y  តមបំែលងវលិ ផ�ិត O  មុ ំ 90θ = °   

េនាះេគបាន ( ), , 90OP OP OP OP′ ′= = °
 

 

េដចំណុច  M  និង N  ជាចំេណាលែកងៃនចំណុច P  មកេលអក័្ស 

   Ox


 និង Oy


  េប P  ផា� ស់ទីមក P′  តមមុ ំ 90°  េនាះ  

   M  និង N  កផ៏ា� ស់ទីមក M ′  និង N ′  តមុ ំ 90° ែដរ 

តមរូប  េគបាន x y′ = −  និង y x′ =   

នាឱំ្យ   កូអរេដេន ( ) ( ), ,P x y P y x′ ′ ′ ′= −  

ដូចេនះ     បំែលងវលិផ�ិត O  មុ ំ 90θ = °  គឺ  ( ) ( ), ,P x y P y x′→ −         ។ 

 

 

ខ. បង� ញថា បែំលងវលិផ�តិ O  មុ ំ 180θ = °  គ ឺ ( ) ( ), ,P x y P x y′→ − −  

េគតង ( ),P x y′ ′ ′  ជារូបភាពៃន ( ),P x y  តមបំែលងវលិ ផ�ិត O  មុ ំ 180θ = °   

េនាះេគបាន ( ), , 180OP OP OP OP′ ′= = °
 

 

េដចំណុច  M  និង N  ជាចំេណាលែកងៃនចំណុច P  មកេលអក័្ស 

   Ox


 និង Oy


  េប P  ផា� ស់ទីមក P′  តមមុ ំ180°  េនាះ  

   M  និង N  កផ៏ា� ស់ទីមក M ′  និង N ′  តមុ ំ180° ែដរ 

តមរូប  េគបាន x x′ = −  និង y y′ = −   

នាឱំ្យ   កូអរេដេន ( ) ( ), ,P x y P x y′ ′ ′ ′= − −  

ដូចេនះ     បំែលងវលិផ�ិត O  មុ ំ 180θ = °  គឺ  ( ) ( ), ,P x y P x y′→ − −         ។ 

 

 

គ. បង� ញថា បែំលងវលិផ�តិ O  មុ ំ 270θ = °  ឬមុ ំ 90θ = − °  គ ឺ ( ) ( ), ,P x y P y x′→ −  

េគតង ( ),P x y′ ′ ′  ជារូបភាពៃន ( ),P x y  តមបំែលងវលិ ផ�ិត O  មុ ំ 270θ = °   

េនាះេគបាន ( ), , 270OP OP OP OP′ ′= = °
 

 

េដចំណុច  M  និង N  ជាចំេណាលែកងៃនចំណុច P  មកេលអក័្ស 

   Ox


 និង Oy


  េប P  ផា� ស់ទីមក P′  តមមុ ំ 270°  េនាះ  

   M  និង N  កផ៏ា� ស់ទីមក M ′  និង N ′  តមុ ំ 270°  ែដរ 

តមរូប  េគបាន x y′ =  និង y x′ = −   

នាឱំ្យ   កូអរេដេន ( ) ( ), ,P x y P y x′ ′ ′ ′= −  

ដូចេនះ     បំែលងវលិផ�ិត O  មុ ំ 180θ = °  គឺ  ( ) ( ), ,P x y P y x′→ −         ។ 

 



( ),P x y

xx′ O

y

y

 



M
90°

( ),P x y′ ′ ′
y′

N
M ′

N ′



( ),P x y

x
x′

O

y

y







M
180°

( ),P x y′ ′ ′
y′

N

M ′

N ′



( ),P x y

x
x′

O

y

y







M270°

( ),P x y′ ′ ′y′

N

M ′

N ′
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនបំែលងរបូក�ងុប�ង ់  ថា� កទ់ី ១០ 

6. បង� ញថា រូបភាពៃនចណុំច A  តមបែំលងចងំផ�តិ ( )0 , 0O  ផលេធៀប c  គចឺណុំច  ( ),A cx cy′  

េគតង ( ),A x y′ ′ ′  ជារូបភាពៃន ( ),A x y  តមបំែលងចងំផលេធៀប c  

 តមចំណុច A  និង A′  ទមា� កច់ំេណាលែកងេលអ័ក្ស Ox


  ្រតង ់ B  និង B′  េរៀងគា�  

នាឱំ្យ OAB OA B′ ′∆ ∆  (តមករណី ម.ម ) 

េគបាន ផលេធៀប 
OA OB A B c
OA OB AB

′ ′ ′ ′
= = =  

ទញបាន OB cOB′ =   និង   A B cAB′ ′ =  

េដយ ,OB x OB x′ ′= =  និង ,A B y AB y′ ′ ′= =  

េគបាន x cx′ =  និង y cy′ =  

នាឱំ្យ ចំណុច ( ) ( ), ,A x y A cx cy′ ′ ′ ′=  

ដូចេនះ      រូបភាពៃនចំណុច A  តមបំែលងចងំផ�ិត ( )0 , 0O  ផលេធៀប c  គឺចំណុច  ( ),A cx cy′     ។ 

 

 





x
x′

O

y

y

( ),A x y′ ′ ′
y′
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B B′
x
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនធរណីមា្រតក�ងុលហំ  ថា� កទ់ី ១០ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ធរណីមា្រតក�ងុលហំ 

 

1. បង� ញថា េបបនា� តម់យួ និងប�ង់មយួមានចំណុចរមួពីរេផ្សងគា�  េនាះបនា� តគ់ឺ្រត�វែតស�ិតេនក�ុងប�ងេ់នាះ ។ 

2. បង� ញថា តមចំណុចមយួឋតិេនេ្រកបនា� តម់យួ េគអចគូសបនា� តប់ានែតមយួគត ់ែដល្រសបេទនឹងបនា� តេ់នាះ ។ 

3. ក. បង� ញថា ្រគបប់នា� ត់ែដលេនេ្រកប�ងម់យួ េហយ្រសបនឹងបនា� តម់យួៃនប�ង់  ជាបនា� ត្់រសបនឹងប�ងេ់នាះ ។ 

ខ. បង� ញថា េបបនា� តម់យួ្រសបនឹងប�ងម់យួ េនាះ្រគបប់�ងែ់ដលកតត់មបនា� តេ់នះ ជួបប�ងទ់ី 1 តមបនា� តម់យួ្រសបនឹងបនា� ត់ទី 1 ។ 

គ. បង� ញថា េបបនា� តម់យួ្រសបនឹងប�ងព់ីរ្របសព�គា�  េនាះវ្រសបេទនឹងបនា� ត្់របសព� រវងប�ងទ់ងំពីរេនាះ ។ 

4. ក. បង� ញថា តមចំណុចមយួេនេ្រកប�ង ់ P  មយួេគអចគូសបានប�ង ់Q  ែតមយួ គត ់ែដល្រសបេទនឹងប�ងេ់នាះ ។ 

ខ. បង� ញថា េបប�ងព់ីរ្រសបគា�  េនាះ្រគបប់�ងែ់ដល្រសបនឹងប�ង់មយួ ្រត�វ្រសបនឹងប�ង ់មយួេទៀត ។ 

គ. បង� ញថា ប�ងព់ីរ្រសបគា�  េហយកត់េដយប�ងទ់ីបី េនាះបនា� ត្់របសព� ជាបនា� ត ់្រសបគា�  ។ 

ឃ. បង� ញថា េបប�ងព់ីរ្រសបគា�  េនាះ្រគបប់នា� តក់តប់�ងទ់ី 1 ្រត�វកតប់�ងទ់ី 2  ។ 

ង. បង� ញថា ប�ង់េ្រចន្រសបគា�  កំណតេ់នេលខ� តព់ីរ បានអង�ត្់រត�វគា� សមាមា្រតគា� ។ 

5. ក. បង� ញថា េបបនា� តម់យួ អរតូកូណាល់នឹងបនា� តព់ីរ្របសព�គា� េនក�ុងប�ង់ េនាះ បនា� តម់យួេនាះ ្រត�វែកងនឹងប�ង ់។ 

ខ. បង� ញថា  
/ /a b

b P
a P


⇒ ⊥⊥ 

 ។ 

គ. បង� ញថា  / /
a P

a b
b P
⊥ 

⇒⊥ 
 ។ 

ឃ. បង� ញថា 
/ /

a P
a Q

P Q
⊥ 

⇒ ⊥


 ។ 

6. ក. បង� ញថា េបបនា� ត់ AB  ែកងនឹងប�ង ់ P  ្រតង់ B  េហយ BO  ែកងនឹងបនា� ត ់ a  ៃនប�ង ់ P  ្រតង ់ O  េនាះបនា� ត ់ AO  

ែកងនឹងបនា� ត ់ a  ។ 

ខ. បង� ញថា េបបនា� ត់ AB  ែកងនឹងប�ង ់ P  ្រតង់ B  េហយ AO  ែកងនឹងបនា� ត ់ a  ៃនប�ង ់ P  ្រតង ់ O  េនាះបនា� ត ់ BO  

ែកងនឹងបនា� ត ់ a  ។ 

7. បង� ញថា 
/ /

d P
P Q

d Q
⊥ 

⇒ ⊥


  ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនធរណីមា្រតក�ងុលហំ  ថា� កទ់ី ១០ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ធរណីមា្រតក�ងុលហំ 

 

1. បង� ញថា េបបនា� តម់យួ នងិប�ងម់យួមានចណុំចរមួពរីេផ្សងគា�  េនាះបនា� តគ់្ឺរត�វែតស�ិតេនក�ុងប�ងេ់នាះ  

េគនឹងបង� ញថា េបបនា� ត ់និងប�ងម់ានចំណុចរមួពីរ េនាះបនា� ត្់រត�វស�ិតេនក�ុងប�ង ់តមវធិីេធ�ពិេសធនជ៍ាក់ែស�ង 

េគេដចំណុចពីរ A  និង B  េនក�ុងប�ង្់រកដស ឬក� រេខៀន 

េគយកបនា� ត់្រតងម់យួដកឱ់្យកតត់មពីរចំណុច A  និង B  េនាះ 

េគសេង�តេឃញថា បនា� តឋ់តិេនជាបន់ឹងៃផ�ៃនប�ង្់រកដស់ ឬក� រេខៀន 

េគបាន 
( )
( )

A P

B P

 ∈


∈
  េនាះ  ( )AB P⊂  

េគថា បនា� តស់�ិតេនក�ុងប�ង្់រកដស់ ឬក� រេខៀន 

ដូចេនះ      េបបនា� តម់យួ និងប�ងម់យួមានចំណុចរមួពីរេផ្សងគា�  េនាះបនា� តគ់ឺ្រត�វែតស�ិតេនក�ុងប�ង់េនាះ       ។ 

 

2. បង� ញថា តមចណុំចមយួឋតិេនេ្រកបនា� តម់យួ េគអចគូសបនា� តប់ានែតមយួគត ់ែដល្រសបេទនងឹបនា� តេ់នាះ 

េគបក្រសយតមរយៈករេធ�ពិេសធនជ៍ាក់ែស�ង ៖ 

េគមាន បនា� ត ់   និងចំណុច A  េនក�ុងប�ង ់ P  មយួ 

េគគូស បនា� ត ់ d  កតត់ម A  េហយ្រសបនឹងបនា� ត ់    

េឃញថា េនក�ុងប�ង ់ P  េគគូសបានបនា� ត់ d  ែតមយួគត ់ 

   ែដលកតត់មចំណុច A  េហយ្រសបនឹងបនា� ត ់ d  

ដូចេនះ      តមចំណុចមយួឋតិេនេ្រកបនា� តម់យួ េគអចគូសបនា� តប់ានែតមយួគត ់ែដល្រសបេទនឹងបនា� តេ់នាះ     ។ 

 

3. ក. បង� ញថា ្រគបប់នា� តែ់ដលេនេ្រកប�ងម់យួ េហយ្រសបនងឹបនា� តម់យួៃនប�ង ់ ជាបនា� ត្់រសបនងឹប�ងេ់នាះ 

េគចង្់រសយប�� ក់ថា  
d P
d d
d P

⊄ 
′ 
′ ⊂ 

   េនាះ  d P  

េគដឹងថា  បនា� តព់ីរ្រសបគា�  d d ′  កំណតប់ានប�ងម់យួ តងេដយ 

   Q  ែដល P Q d ′∩ =   

ឧបមាថា  { }d P A∩ =  មាននយ័ថា ,A P A Q∈ ∈  

េនាះេគបាន A d ′∈   េ្រពះ P Q d ′∩ =  

នាឱំ្យ { }d d A′∩ =  ករណីេនះផ�ុយពីសម�តិកម�ែដលថា d d ′  

េគបាន d P∩ =∅   មានន័យថា បនា� ត ់ d  មនិកតប់�ង ់ P  េទ េពលគឺ d P   

ដូចេនះ      ្រគបប់នា� តែ់ដលេនេ្រកប�ង់មយួ េហយ្រសបនឹងបនា� តម់យួៃនប�ង ់ ជាបនា� ត្់រសបនឹងប�ងេ់នាះ       ។ 

 

A
B




A




d

d

d ′

P

Q
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនធរណីមា្រតក�ងុលហំ  ថា� កទ់ី ១០ 

ខ. បង� ញថា េបបនា� តម់យួ្រសបនងឹប�ងម់យួ េនាះ្រគបប់�ងែ់ដលកតត់មបនា� តេ់នះ ជបួប�ងទ់ ី1 តមបនា� តម់យួ្រសបនងឹបនា� តទ់ ី1 

េគចង្់រសយប�� ក់ថា  
d P
d Q
P Q d


⊂ 
′∩ = 



  េនាះ  d d ′  

ឧបមាថា { }d d A′∩ =  េនាះ ,A d A d ′∈ ∈  និង A P∈  ែដរ 

េដយ A d∈  និង A P∈  មាននយ័ថា d  ជួបនឹង P  ជាករណី 

   ផ�ុយពីសម�តិកម� ែដលថា d P  នាឱំ្យ  d d ′  

ដូចេនះ     េបបនា� តម់យួ្រសបនឹងប�ងម់យួ េនាះ្រគបប់�ងែ់ដលកត់តមបនា� តេ់នះ ជួបប�ងទ់ី 1 តមបនា� ត់មយួ្រសបនឹងបនា� តទ់ី1 

 

គ. បង� ញថា េបបនា� តម់យួ្រសបនងឹប�ងព់រី្របសព�គា�  េនាះវ្រសបេទនងឹបនា� ត្់របសព� រវងប�ងទ់ងំពរីេនាះ 

េគចង្់រសយប�� ក់ថា  
d P
d Q
P Q d




′∩ = 



   េនាះ  d d ′  

េគមាន ប�ង ់ P  និង Q  ្រសបនឹង d  និង P Q d ′∩ =  

េគយក O d ′∈  តម O  គូសបនា� ត ់ d d′′
  

េគបាន O P∈  នាឱំ្យ  d P′′∈   

   O Q∈  នាឱំ្យ  d Q′′∈  

នាឱំ្យ P Q d ′′∩ =  មាននយ័ថា d ′′  ្រត�តេល d ′  

 េដយ d d′′
  នាឱំ្យ  d d′

  ែដរ 

ដូចេនះ        េបបនា� តម់យួ្រសបនឹងប�ង់ពីរ្របសព�គា�  េនាះវ្រសបេទនឹងបនា� ត្់របសព� រវងប�ងទ់ងំពីរេនាះ        ។ 

 

4. ក. បង� ញថា តមចណុំចមយួេនេ្រកប�ង ់ P  មយួេគអចគូសបានប�ង ់Q  ែតមយួ គត ់ែដល្រសបេទនងឹប�ងេ់នាះ  

តមនិយមនយ័  ប�ងព់ីរ្រសបគា�  កលណាវគា� នចំណុច្របសព� ។ 

េគមាន ប�ង ់ P  និងចំណុច A  មយួេនេ្រកប�ង ់ P   

េគគូស បនា� ត ់   មយួកត់តមចំណុច A  េហយែកងនឹងប�ង់ P  

េគគូស ប�ង ់ Q  មយួេទៀតែដលកត់តមចំណុច A  េហយែកងនឹងបនា� ត ់   

េឃញថា េគគូសបានប�ង់ Q  ែតមយួគត ់ែដលកតត់មចំណុច A  

   េហយែកងនឹងបនា� ត់   

េដយ 
P
Q
⊥ 

⊥ 

⊥

⊥

  េនាះ  P Q  

ដូចេនះ       តមចំណុចមយួេនេ្រកប�ង ់ P  មយួេគអចគូសបានប�ង ់ Q  ែតមយួ គត ់ែដល្រសបេទនឹងប�ងេ់នាះ   ។ 
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d ′
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
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនធរណីមា្រតក�ងុលហំ  ថា� កទ់ី ១០ 

ខ. បង� ញថា េបប�ងព់រី្រសបគា�  េនាះ្រគបប់�ងែ់ដល្រសបនងឹប�ងម់យួ ្រត�វ្រសបនងឹប�ង ់មយួេទៀត  

េគចង្់រសយប�� ក់ថា  
P Q
P R









  េនាះ  Q R  

េគមាន P  និង Q  ជាប�ង្់រសបគា�  

េគគូស បនា� ត ់   ែកងនឹង P  េនាះ   កែ៏កងនឹង Q  ែដរ 

េបមាន ប�ង ់ R  មយួេទៀត្រសបនឹងប�ង ់ P   

េដយ P R  និង P ⊥ ⊥  េនាះ  R ⊥ ⊥  

េគបាន 
Q
R
⊥ 

⊥ 

⊥

⊥

  េនាះ  Q R  

ដូចេនះ        េបប�ងព់ីរ្រសបគា�  េនាះ្រគបប់�ងែ់ដល្រសបនឹងប�ងម់យួ ្រត�វ្រសបនឹងប�ង ់មយួេទៀត        ។ 

 

គ. បង� ញថា ប�ងព់រី្រសបគា�  េហយកតេ់ដយប�ងទ់បី ីេនាះបនា� ត្់របសព� ជាបនា� ត ់្រសបគា�   

េគមាន ប�ង ់ P  និង Q  ្រសបគា�  

េបមាន ប�ង ់ R  កត់ P  បានបនា� ត ់ d  និងកត់ Q  បាន d ′  

 េគនឹងបង� ញថា d d ′  

ឧបមាថា d  ជួបនឹង d ′  ្រតង ់ A  

េគបាន 
A d
d P
∈ 

⊂ 
 េនាះ  A P∈  

ម្យោ៉ងេទៀត 
A d
d Q

′∈ 
′ ⊂ 

 េនាះ  A Q∈  

េឃញថា A  ជាចំណុចរមួៃន P  និង A  ជាករណីផ�ុយពីសម�តិកម� ែដលថា P Q  

   េនះប�� កថ់ា d  និង d ′  េនក�ុងប�ង ់ R  ែតមយួ និងគា� នចំណុចរមួ នាឱំ្យ d d ′  

ដូចេនះ      ប�ងព់ីរ្រសបគា�  េហយកត់េដយប�ងទ់ីបី េនាះបនា� ត់្របសព� ជាបនា� ត់ ្រសបគា�          ។ 

 

ឃ. បង� ញថា េបប�ងព់រី្រសបគា�  េនាះ្រគបប់នា� តក់តប់�ងទ់ ី1 ្រត�វកតប់�ងទ់ ី 2  

េគមាន ប�ង ់ P  និង Q  ្រសបគា�   

េគតង   ជាបនា� ត់ែដលកតប់�ង ់ P  ្រតង ់ A  មាននយ័ថា  

     មនិ្រសបនឹងប�ង់ P  

េគនឹងបង� ញថា   កក៏តប់�ង ់ Q  ្រតងច់ំណុច B  ណាមយួែដរ 

ឧបមាថា   មនិកតប់�ង ់ Q  នាឱំ្យ Q   

េដយ Q   និង P Q  នាឱំ្យ P    ជាករណីផ�ុយពីសម�តិកម� 

   ែដលថា { }P A∩ =   មាននយ័ថា   កក៏តប់�ង ់ Q  ែដរ 

ដូចេនះ        េបប�ងព់ីរ្រសបគា�  េនាះ្រគបប់នា� តក់តប់�ងទ់ី 1 ្រត�វកតប់�ង់ទី 2       ។ 
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P
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
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនធរណីមា្រតក�ងុលហំ  ថា� កទ់ី ១០ 

ង. បង� ញថា ប�ងេ់្រចន្រសបគា�  កណំតេ់នេលខ� តព់រី បានអង�ត្់រត�វគា� សមាមា្រតគា�  

េគមាន ប�ង្់រសបគា� បីគឺ ,P Q  និង R  េហយកតេ់ដយខ� តព់ីរ ∆  និង ′∆  

   បានចំណុច , ,A B C  និង , ,A B C′ ′ ′  េរៀងគា�  ដូចរូបខងស� ំ ៖ 

ឧបមាថា បនា� ត ់ 1∆  ្រសបនឹង ∆  កត់ , ,P Q R  ្រតង ់ 1 1, ,A B C′  េរៀងគា�  

េគបាន 1 1 1,AB A B BC B C′= =  និង 1AC A C′=  

បនា� ត ់ 1∆   កត ់ ′∆  ្រតងច់ំណុច A′  េហយកំណតប់ានប�ងម់យួ ប�ង់េនះកតប់�ង ់ Q   

   និង R  តមបនា� ត ់ 1B B′  និង 1C C′  េរៀងគា�  ែដល 1 1B B C C′ ′
C  

តម្រទឹស�ីបទតែលស េគបានអង�តស់មាមា្រតគា� គឺ   
1 1 1 1

A B B C A C
A B B C A C
′ ′ ′ ′ ′ ′

= =
′ ′

 

ដូចេនះ       ប�ង់េ្រចន្រសបគា�  កំណត់េនេលខ� តព់ីរ បានអង�ត់្រត�វគា� សមាមា្រតគា�         ។ 
 

5. ក. បង� ញថា េបបនា� តម់យួ អរតូកូណាល់នងឹបនា� តព់រី្របសព�គា� េនក�ុងប�ង ់េនាះ បនា� តម់យួេនាះ ្រត�វែកងនងឹប�ង ់ 

េគនឹង្រសយថា { }
,

,

a b
a b O
a d b d

a a⊂ ⊂ 
∩ = 
⊥ ⊥ 

 េនាះ  d α⊥  

េដម្បបីង� ញថា d α⊥  េគនឹងបង� ញថា d c⊥  ែដល c α⊂  , c  ជាបនា� ត់ 

េគមាន ,a d b d⊥ ⊥  និងសន�តថ់ា { }a b O∩ =  

េ្រជសេរ ស P  និង Q  េនេលបនា� ត់ d  ែដល PO OQ=  

េគគូស បនា� ត ់ m  ក�ុងប�ង ់α  មនិកតត់ម O  ែដល m  

   កតប់នា� ត ់ , ,a b c  េរៀងគា� ្រតង ់ , ,A B C  

េគមាន AOP AOQ∆ ≅ ∆  (ករណី ជ.ម.ជ េ្រពះមាន 

   AO  រមួ , , 90OP OQ AOP AOQ= ∠ = ∠ = ° ) 

   វបិាក PA AQ=   

េហយ BOP BOQ∆ ≅ ∆  (ករណី ជ.ម.ជ េ្រពះមាន 

   BO  រមួ , , 90OP OQ BOP BOQ= ∠ = ∠ = ° ) 

   វបិាក BA BQ=  

េដយ PA AQ=   ,  BA BQ=  និង AB AB=  ជា្រជ�ងរមួ 

   េនាះ ABP ABQ∆ ≅ ∆  (ករណី ជ.ជ.ជ)  វបិាក PAC QAC∠ = ∠  

នាឱំ្យ PAC∆  និង QAC∆  មាន PA AQ=  , AC  ្រជ�ងរមួ និង PAC QAC∠ = ∠  

េគបាន PAC∆ QAC≅ ∆  (ករណី ជ.ម.ជ)  វបិាក  PC CQ=  

េឃញថា PCQ  ជា្រតីេកណសមបាត និងមាន O  កណា� ល PQ  នាឱំ្យ OC  ជាកម�ស់ៃន PCQ∆  

   មាននយ័ថា  CO PQ⊥  េពលគឺ d c⊥  ដូចអ�ីែដលចងប់ង� ញ 

ដូចេនះ       េបបនា� តម់យួ អរតូកូណាល់នឹងបនា� តព់ីរ្របសព�គា� េនក�ុងប�ង ់េនាះ បនា� តម់យួេនាះ ្រត�វែកងនឹងប�ង ់      ។ 

 

Q

R

P

∆

















C C′
1C

B 1B B′

A
A′

′∆ 1∆

A
  





BC
ca b

O

P

Q

d

a

m
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ខ. បង� ញថា  
/ /a b

b P
a P


⇒ ⊥⊥ 

 

េគតង c  និង d  ជាពីរបនា� តេ់នក�ុងប�ង់ P  ្របសព�គា� ្រតង់ O  

េគមាន a P⊥  េនាះ  
a c
a d
⊥

 ⊥
  

   / /a b  េនាះេគបាន b  អរតូកូណាល់នឹង c  និង d  

េដយ a  អរតូកូណាល់េទនឹង្រគបប់នា� ត់ក�ុងប�ង ់ P  និង / /a b  

នាឱំ្យ b  កអ៏រតូកូណាល់េទនឹង្រគបប់នា� តក់�ុងប�ង ់ P  ែដល 

   មាននយ័ថា b P⊥  

ដូចេនះ      
/ /a b

b P
a P


⇒ ⊥⊥ 

  ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

 

គ. បង� ញថា  / /
a P

a b
b P
⊥ 

⇒⊥ 
 

ឧបមាថា បនា� ត ់ b  មនិ្រសបនឹង a   

នាឱំ្យ េគអចគូសបាន b′  ែដល b a′
  េហយ b′  កតត់ម B   

េដយ 
a P

b P
b a
⊥  ′⇒ ⊥′ 

 (បាន្រទឹស�ីបទ ក.) 

បាននយ័ថា  តម B  មានបនា� ត ់ b  និង b′  ែដលែកងនឹងប�ង ់ P  ែតមយួជាករណីមនិអច 

នាឱំ្យ បនា� ត ់ b  មនិ្រសបនឹង a  មនិពិត មាននយ័ថា / /a b  

ដូចេនះ     / /
a P

a b
b P
⊥ 

⇒⊥ 
    ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

 

ឃ. បង� ញថា  
/ /

a P
a Q

P Q
⊥ 

⇒ ⊥


 

េគមាន , / /a P P Q⊥  

េដយ a P⊥  េនាះ a  អរតូកូណាល់្រគបប់នា� ត់ក�ុងប�ង ់ P  

េ្រជសេរ ស បនា� តព់ីរ b  និង c  ្របសព�គា� ្រតង់ O  ក�ុងប�ង ់ P  

   េនាះ a b⊥  និង a c⊥  ្រតងច់ំណុច O  

ម្យោ៉ងេទៀត P Q  នាឱំ្យមានបនា� ត់ ,b b c c′ ′
    ែដល  

   ,b Q c Q′ ′⊂ ⊂  និង { }b c O′ ′ ′∩ =  

េគបាន a b′⊥  និង a c′⊥  ្រតងច់ំណុច O′  

តម្រទឹស�ីបទ 1 ៃនបនា� តែ់កងនឹងប�ង ់េគបាន 
{ }

,a b a c
a Q

b c O
′ ′⊥ ⊥  ⇒ ⊥′ ′ ′∩ = 

 

ដូចេនះ     
/ /

a P
a Q

P Q
⊥ 

⇒ ⊥


    ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

P

a

O

b

c
d

P

a

A

b

 

B

a

P

Q

b

b′

c

c′O′

O
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6. ក. បង� ញថា បនា� ត ់ AO  ែកងនងឹបនា� ត ់ a  

េគមាន បនា� ត ់ AB  ែកងនឹងប�ង ់ P  ្រតង ់ B  

   េហយ BO  ែកងនឹងបនា� ត ់ a  ៃនប�ង់ P  ្រតង ់ O   

េគបាន 
AB P
a P

⊥ 
⊂ 

  េនាះេគបាន  AB a⊥  

   
AB a
BO a

⊥ 
⊥ 

  េនាះ  a AOB⊥  

   
a AOB
AO AOB
⊥ 

⊂ 
  េនាះេគបាន  AO a⊥  

ដូចេនះ        បនា� ត់ AO  ែកងនឹងបនា� ត ់ a  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
 

 ខ. បង� ញថា បនា� ត ់ BO  ែកងនងឹបនា� ត ់ a  

 េគមាន បនា� ត ់ AB  ែកងនឹងប�ង ់ P  ្រតង ់ B   

   េហយ AO  ែកងនឹងបនា� ត ់ a  ៃនប�ង់ P  ្រតង ់ O  

េគបាន 
AB P
a P

⊥ 
⊂ 

  េនាះេគបាន  AB a⊥  

   
AB a
AO a

⊥ 
⊥ 

  េនាះ  a AOB⊥  

   
a AOB
BO AOB
⊥ 

⊂ 
  េនាះេគបាន  BO a⊥  

ដូចេនះ        បនា� ត់ BO  ែកងនឹងបនា� ត ់ a  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

7. បង� ញថា 
/ /

d P
P Q

d Q
⊥ 

⇒ ⊥


  

េគមាន d Q  យ៉ាងេហចណាស់កម៏ានបនា� ត់ a  មយួែដល  

  a Q⊂  និង a d  

េដយ 
d P
a d
⊥ 




  េនាះ  a P⊥  

តមនិយមនយ័ប�ងព់ីរែកងគា�  ៖ េគថាប�ង ់ P  ែកងនឹងប�ង ់ Q  កលណាប�ង ់ P   

មានបនា� តម់យួែកងនឹងប�ង ់ Q  (ឬប�ង ់Q  មានបនា� តម់យួែកងនឹងប�ង ់ P  )  

េដយ ប�ង ់Q  មានបនា� ត ់ a  ែកងនឹងប�ង ់ P  នាឱំ្យ Q P⊥  

ដូចេនះ      
/ /

d P
P Q

d Q
⊥ 

⇒ ⊥


  ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

 

 

A

P

a

O
B

A

P

a

O
B

P

Q d

a
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ស�ុតី និងេសរ៊ ី

 

1. បង� ញថា េប d  ជាផលសងរមួៃនស�ុីតនព�ន� ( )nU  េនាះេគបាន 1n nd U U+= −  ។ 

2. ក. បង� ញថា តទួី n  ៃនស�ុីតនព�ន�មយួកំណត់េដយ ( )1 1nU U n d= + − ×  ែដល 1U  ជាតួទីមយួ និង d  ជាផលសងរមួ។ 

ខ. បង� ញថា េប ( )nU  ជាស�ុីតនព�ន� មានតួទីមយួ 0U  និង d  ជាផលសងរមួ េគបាន 0nU U nd= +   ។ 

3. ្រសយប�� ក ់ផលបកូតួេនេស�ចមា� យពីតួចុង ែដល 1 2 3 2 1, , , ... , , ,n n nU U U U U U− −  មាន  

1 2 1 3 2 1...n n n p n pU U U U U U U U− − − ++ = + = + = = +   ។ 

4. បង� ញថា  េប ,a b  និង c  ជាបីតួតគា� ៃនស�ុីតនព�ន� េនាះ 
2

a cb +
=   (េគេហ b  ថា មធ្យមនព�ន�ៃន a  និង c ) ។  

5. ្រសយប�� កថ់ា ផលបូក n  តួដំបូងៃនស�ុីតធរណីមា្រតកំណត់េដយ ( ) ( )1 12 1
2 2n n
n nS U U U n d = + = + −   ។ 

6. បង� ញថា េប q  ជាផលេធៀបរមួៃនស�ុីតធរណីមា្រត ( )nU  េនាះេគបាន 1n

n

Uq
U

+=  ។ 

7. បង� ញថា រូបមន�តួទី n  ៃនស�ុីតធរណីមា្រតកំណតេ់ដយ :  1
1

n
nU U q −= ×   ។ 

8. បង� ញថា ផលគុណតួេស�ចមា� យពីតួចុង 1 1p n p nU U U U− +× = ×  ។ 

9. បង� ញថា េប , ,a b c  ជាបីតួតគា� ៃនស�ុីតធរណីមា្រត េនាះេគបាន  2ac b=  (េគេហ b  ថា មធ្យមធរណីមា្រតៃន a  និង c )  ។ 

10. ្រសយប�� កថ់ា  ផលបកូ n  តួដំបូងៃនស�ុីតធរណីមា្រតកំណត់េដយ 
( )1 1

1

n

n

U q
S

q
−

=
−

  ។ 

11. ្រសយប�� កថ់ា ផលបូកអនន�តួៃនស�ុីត ( )nU  ែដល 1q <  កំណត់េដយ 1

1
US

q∞ = −
  ។ 

12. បង� ញថា 
( )1

1 2 3 ...
2

n n
n

+
+ + + + =   ។ 

13. បង� ញថា 
( )( )2 2 2 2 1 2 1

1 2 3 ...
6

n n n
n

+ +
+ + + + =   ។ 

14. បង� ញថា 
( )22

3 3 3 3 1
1 2 3 ...

4
n n

n
+

+ + + + =   ។ 

15. ្រសយប�� កល់ក�ណៈៃនផលបូកខងេ្រកម ៖ 

ក. 
1

n

k
c nc

=

=∑      ខ. 
1 1

n n

k k
k k

ca c a
= =

=∑ ∑  

គ. ( )
1 1 1

n n n

k k k k
k k k

a b a b
= = =

± = ±∑ ∑ ∑    ឃ. ( )2 2 2

1 1 1 1
2

n n n n

k k k k k k
k k k k

a b a a b b
= = = =

+ = + +∑ ∑ ∑ ∑  

16. ្រសយប�� កថ់ា ចេំពះ ស�ុីតៃនចំនួនពិត ( )na  ែដល 2n ≥  េគបាន  1n n nS S a−− =   ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ស�ុតី និងេសរ៊ ី

 

1. បង� ញថា េប d  ជាផលសងរមួៃនស�ុីតនព�ន� 1n nd U U+= −   

តមនិយមនយ័ស�ុីតនព�ន� ៖ តួនីមយួៗ េស�តួមុនបនា� ប ់បូកនឹងចំនួនេថរមយួ 

េគបាន 1n nU U d+ = +     (ែដល d  ជាចំនួនេថរ េហថាផលសងរមួ) 

នាឱំ្យ 1n nd U U+= −  

ដូចេនះ     1n nd U U+= −  ្រត�វបានបង� ញ   ។ 

2. ក. បង� ញថា តទួ ី n  ៃនស�ុីតនព�ន�មយួកណំតេ់ដយ ( )1 1nU U n d= + − ×   

េគមាន d  ជាផលសងរមួៃនស៊�ីតនព�ន� និង 1U ជាតួទីមយួ 

 េគបាន ( )2 1 1 2 1U U d U d= + = + −  

  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

3 2 1 1 1

4 3 1 1 1

5 4 1 1 1

2 3 1

2 3 4 1

3 4 5 1

U U d U d d U d U d

U U d U d d U d U d

U U d U d d U d U d

= + = + + = + = + −

= + = + + = + = + −

= + = + + = + = + −  

  ........................................................................................... 

  ........................................................................................... 

  ........................................................................................... 

តមលំនា ំ ( )1 1nU U n d= + − ×  

ដូចេនះ    បង� ញបានថា  ( )1 1nU U n d= + − ×       ។ 

 

ខ. បង� ញថា ស�ុីតនព�ន�មានតទួ ី n  គ ឺ 0nU U nd= +   េប 0U  ជាតទួមីយួ 

េគមាន d  ជាផលសងរមួៃនស៊�ីតនព�ន� និង 0U ជាតួទីមយួ 

 េគបាន 1 0 1 1U U d U d= + = +  

  

( )
( )
( )

2 1 0 0

3 2 0 0

4 3 0 0

2

2 3

3 4

U U d U d d U d

U U d U d d U d

U U d U d d U d

= + = + + = +

= + = + + = +

= + = + + = +  

  .................................................................... 

  .................................................................... 

  .................................................................... 

តមលំនា ំ 0nU U nd= +  

ដូចេនះ    បង� ញបានថា  0nU U nd= +       ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនស�ុតី នងិេសរ៊ ី   ថា� ក់ទី ១១ 

3. ្រសយប�� ក ់ផលបកូេស�ចមា� យពតីចុួង  1 2 1 3 2 1...n n n p n pU U U U U U U U− − − ++ = + = + = = +  

តមរូបមន� តួទី n  ៃនស�ុីតនព�ន�  ( )1 1nU U n d= + −  

េគបាន  ( ) ( )1 1 1 11 2 1nU U U U n d U n d+ = + + − = + −  

 ( ) ( )2 1 1 1 12 2 1nU U U d U n d U n d−+ = + + + − = + −  

 ( ) ( )3 2 1 1 12 3 2 1nU U U d U n d U n d−+ = + + + − = + −  

 .............................................................................................. 

 

( ) ( )

( )

1 1 1

1

1

1 1 1

2
2 1

p n pU U U p d U n p d

U pd d nd pd
U n d

− ++ = + − + + − + −  
= + − + −

= + −

 

េឃញថា ផលបូក ( )1 2 1 3 2 1 1... 2 1n n n p n pU U U U U U U U U n d− − − ++ = + = + = = + = + −  ដូចគា�  

ដូចេនះ      ផលបូកេស�ចមា� យពីតួចុង 1 2 1 3 2 1...n n n p n pU U U U U U U U− − − ++ = + = + = = +  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់     ។ 
 

4. បង� ញថា  េប ,a b  នងិ c  ជាបតីតួគា� ៃនស�ុីតនព�ន� េនាះ 
2

a cb +
=  

រេបៀបទ១ី តមផលបូកេស�ចមា� យពីតួចុង េបមានបីតួតគា�  , ,a b c  

   េគបាន  a c b b+ = +    ឬ   2b a c= +    នាឱំ្យ  
2

a cb +
=  

រេបៀបទ២ី តង a  ជាតួទី១  នាឱំ្យ  , 2b a d c a d= + = +   

   េគបាន 
2 2 2

2 2 2
a c a a d a d a d b+ + + +

= = = + =  

ដូចេនះ      
2

a cb +
=  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

5. ្រសយប�� កថ់ា ផលបកូ n  តដួបំងូៃនស�ុីតនព�ន�គ ឺ ( ) ( )1 12 1
2 2n n
n nS U U U n d = + = + −    

េគមាន  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3 2 1

1 2 3 2 1

1 2 1 3 2 3 2 2 1 1

...

...
2 ...

n n n n

n n n n

n n n n n n n

S U U U U U U
S U U U U U U
S U U U U U U U U U U U U

− −

− −

− − − −

= + + + + + +
+ = + + + + + +

= + + + + + + + + + + + +
 

តមផលបូកេស�ចមា� យពីតួចុង  េគបាន  1 2 1 3 2 ...n n nU U U U U U− −+ = + = + =  

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 12 ...n n n n n n nS U U U U U U U U U U U U= + + + + + + + + + + + +    មាន n  តួៃន ( )1 nU U+  

  
( )

( ) ( )

1

1

2

1
2

n n

n n

S n U U
nS U U

= +

= +
 

ម្យោ៉ងេទៀត  ( )1 1nU U n d= + −  

េនាះ ( )1  េទជា ( ) ( ) ( )1 1 11 2 1 2
2 2n
n nS U U n d U n d   = + + − = + −     

តម ( )1  និង ( )2  េគបាន  ( ) ( )1 12 1
2 2n n
n nS U U U n d = + = + −   

ដូចេនះ    ( ) ( )1 12 1
2 2n n
n nS U U U n d = + = + −    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់    ។ 
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6. បង� ញថា េប q  ជាផលេធៀបរមួៃនស�ុីតធរណីមា្រត េនាះេគបាន 1n

n

Uq
U

+=  

តមនិយមនយ័ស�ុីតធរណីមា្រត ៖ តួនីមយួៗ េស�តួមុនបនា� ប ់គុណនឹងចំនួនេថរមយួ 

េគបាន 1n nU U q+ = ×     (ែដល q  ជាចំនួនេថរ េហថាផលេធៀបរមួ) 

នាឱំ្យ 1n

n

Uq
U

+=  

ដូចេនះ     1n

n

Uq
U

+=   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

7. បង� ញថា រូបមន�តទួ ី n  ៃនស�ុីតធរណីមា្រតកណំតេ់ដយ :  1
1

n
nU U q −= ×   

េគមាន q  ជាផលេធៀបរមួៃនស�ុីតធរណីមា្រត និង 1U ជាតួទីមយួ 

េគបាន 2 1
2 1 1U U q U q −= × = ×  

  

( )
( )
( )

2 3 1
3 2 1 1 1

2 3 4 1
4 3 1 1 1

3 4 5 1
5 4 1 1 1

U U q U q q U q U q

U U q U q q U q U q

U U q U q q U q U q

−

−

−

= × = × × = × = ×

= × = × × = × = ×

= × = × × = × = ×  

  .................................................................................... 

តមលំនា ំ 1
1

n
nU U q −= ×  

ដូចេនះ    បង� ញបានថា  1
1

n
nU U q −= ×       ។ 

8. បង� ញថា ផលគុណតេួស�ចមា� យពតីចុួង  1 2 1 3 2 1...n n n p n pU U U U U U U U− − − +× = × = × = = ×  

តមរូបមន� តួទី n  ៃនស�ុីតធរណីមា្រត  1
1

n
nU U q −= ×  

េគបាន  1 2 1
1 1 1 1

n n
nU U U U q U q− −× = × × = ×  

 
2 2 1

2 1 1 1 1
2 3 2 1

3 2 1 1 1

n n
n

n n
n

U U U q U q U q
U U U q U q U q

− −
−

− −
−

× = × × × = ×

× = × × × = ×
 

  ..................................................................... 

 

( )1 11
1 1 1

2 1
1
2 1 2 1

1 1

n pp
p n p

p n p

p n p n

U U U q U q

U q q
U q U q

− + −−
− +

− −

− + − −

× = × × ×

= × ×

= × = ×

 

េឃញថា ផលគុណ 2 1
1 2 1 3 2 1 1... n

n n n p n pU U U U U U U U U q −
− − − +× = × = × = = × = ×  ដូចគា�  

ដូចេនះ     1 2 1 3 2 1...n n n p n pU U U U U U U U− − − +× = × = × = = ×  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
 

9. បង� ញថា េប , ,a b c  ជាបតីតួគា� ៃនស�ុីតធរណីមា្រត េនាះេគបាន  2ac b=   

រេបៀបទ១ី  តមផលគុណេស�ចមា� យពីតួចុង េបមានបីតួតគា�  , ,a b c  េគបាន  a c b b× = ×    ឬ   2b ac=    

រេបៀបទ២ី េបមានបីតួតគា�  , ,a b c   េគបាន 
b cq
a b

= =  នាឱំ្យបាន 2b ac=  

ដូចេនះ      2ac b=  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
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10. ្រសយប�� កថ់ា  ផលបកូ n  តដួបំងូៃនស�ុីតធរណីមា្រតកណំតេ់ដយ 
( )1 1

1

n

n

U q
S

q
−

=
−

 

េគមាន 1 2 3 2 1...n n n nS U U U U U U− −= + + + + + +  

  ( )2 3 2 1
1 1 1 1 1 1... 1n n n

nS U U q U q U q U q U q− − −= + + + + + +  

នាឱំ្យ ( )2 3 2 1
1 1 1 1 1 1... 2n n n

nqS U q U q U q U q U q U q− −= + + + + + +   (បានេដយយក ( )1 គុណនឹង q ) 

េគយក  ( ) ( )2 1−  

េគបាន 
( )

2 3 3 2 1
1 1 1 1 1 1 1

2 3 3 2 1
1 1 1 1 1 1 1

1 1

...

...
1

n n n n
n

n n n
n

n
n

qS U q U q U q U q U q U q U q

S U U q U q U q U q U q U q
q S U q U

− − −

− − −

 = + + + + + + +− 
= + + + + + + +

− = −
 

នាឱំ្យ               
( )1 1

1

n

n

U q
S

q
−

=
−

 

ដូចេនះ      ផលបូក n  តួដំបូងៃនស�ុីតធរណីមា្រតគឺ 
( )1 1

1

n

n

U q
S

q
−

=
−

 ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 

 

11. ្រសយប�� កថ់ា ផលបកូអនន�តៃួនស�ុីតធរណីមា្រត 1

1
US

q∞ = −
  

េគមាន  
( )1 1

1

n

n

U q
S

q
−

=
−

    ចំេពះ 1q ≠  អចសរេសរជា  1 1

1 1

n

n
U q US
q q

= −
− −

 

េប 1q <    េនាះ nq  កនែ់តតូចេទៗកលណាចំនួនត ួ n  កនែ់តធំេទៗមាននយ័ថា  0nq →  េពល n →+∞   

េគបាន  1 10
1 1n

U US S
q q∞= = − =
− −  

 (េ្រពះេពល n →+∞  េនាះ 0nq →  នាឱំ្យ 1 0
1

nU q
q

→
−

) 

ដូចេនះ     ផលបូកអនន�តួៃនស�ុីត ( )nU ែដល 1q <  កំណតេ់ដយ  1

1
US

q∞ = −
      ។ 

 

12. បង� ញថា  
( )1

1 2 3 ...
2

n n
n

+
+ + + + =  

រេបៀបទ១ី តង  ( )1 2 3 ... 1nS n= + + + +    

   ឬ      ( ) ( ) ( )1 2 ... 3 2 1 2nS n n n= + − + − + + + +  

   េដយយក ( ) ( )1 2+  េគបាន 

   

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 2 3 ... 2 1

1 2 ... 3 2 1
2 1 1 1 ... 1 1 1

1

n

n

n

n

S n n n

S n n n
S n n n n n n

n

 = + + + + − + − ++
= + − + − + + + +
= + + + + + + + + + + + +

+
((((((((((((((((((((

man tY

 

        
( )
( )

2 1

1
2

n

n

S n n

n n
S

= +

+
=

 

ដូចេនះ       
( )1

1 2 3 ...
2

n n
n

+
+ + + + =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 
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រេបៀបទ២ី ចំេពះស�ុីត 1 , 2 , 3 , ... , n  ជាស�ុីតនព�ន� ែដលមាន 1 1 , nU U n= =  និង 2 1 2 1 1d U U= − = − =  

   តមរូបមន� ( ) ( ) ( )
1

1
1

2 2 2n n

n nn nS U U n
+

= + = + =  

ដូចេនះ      
( )1

1 2 3 ...
2

n n
n

+
+ + + + =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

រេបៀបទ៣ី តមវចិរកំេណ ន ៖  តង  
( )1

1 2 3 ...
2n

n n
S n

+
= + + + + =  

េប 1n =   េនាះ 
( )1 1 1

1
2
+

=
 

1 1⇔ =    ពិត 

េប 2n =  េនាះ 
( )2 2 1

1 2
2
+

+ =
 

3 3⇔ =   ពិត 

ឧបមាថាវពិតដល់ n k=  េនាះ  
( )1

2k

k k
S

+
=    ពិត 

េយងនឹង្រសយថាវពិតដល់ 1n k= +  េនាះេគបាន 
( )

1

1 ( 2)
2k

k k
S +

+ +
=  

េគមាន ( )1 1k kS S k+ = + +
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 1 1 2

1
2 2 2

k k k k k k k
k

+ + + + + +
= + + = =   

ដូចេនះ      
( )1

1 2 3 ...
2

n n
n

+
+ + + + =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 

 

13. បង� ញថា 
( )( )2 2 2 2 1 2 1

1 2 3 ...
6n

n n n
S n

+ +
= + + + + =  

រេបៀបទ១ី  េគមាន ( )3 3 21 3 3 1k k k k+ = + + +   េបេគយក 1 , 2 , 3 ,... ,k n=    រចួបូកអង�និងអង�េដយស្រម�លគា�  េគបាន៖ 

  
( )

( ) ( ) ( )

3 3 2

3 3 2

3 3 2

3 3 2

3 3 2 2 2 2

2 1 3 1 3 1 1
3 2 3 2 3 2 1
4 3 3 3 3 3 1
....................................

1 3 3 3 1

1 1 3 1 2 3 ... 3 1 2 3 ...

n n n

n n n n

 = + ⋅ + ⋅ +


= + ⋅ + ⋅ +
+ = + ⋅ + ⋅ +


 + = + ⋅ + ⋅ +
+ = + + + + + + + + + + +

 េដយ   2 2 2 21 2 3 ...nS n= + + + +  និង 
( )1

1 2 3 ...
2

n n
n

+
+ + + + =    (្រសយប�� ករ់ចួខងេល) 

នាឱំ្យ   ( ) ( )3 1
1 1 3 3

2n

n n
n S n

+
+ = + + ⋅ +

 

េនាះ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3
3 3 1 2 1 3 1 2 1

3 1 1
2 2n
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+ + − + − +
= + − − − =  

       
( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 21 2 2 1 3 2 1 2 1 2 1

2 2 2

n n n n n n n n n n + + + − − + + + + = = =  

េគបាន 
( )( )1 2 1

6n

n n n
S

+ +
=  

ដូចេនះ    
( )( )2 2 2 2 1 2 1

1 2 3 ...
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n n n
S n

+ +
= + + + + =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់    ។ 
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រេបៀបទ២ី  ្រសយតមវចិរកំេណ ន  េគមាន 
( )( )2 2 2 2 1 2 1

1 2 3 ...
6n

n n n
S n

+ +
= + + + + =  

េប 1n =   េគបាន  
( )( )2 1 1 1 2 1

1
6

+ +
=  1 1⇔ =  ពិត 

េប 2n =   េគបាន  
( )( )2 2 2 2 1 4 1

1 2
6

+ +
+ =  5 5⇔ =  ពិត 

ឧបមាថា វពិតរហូតដល់  n k=  េគបាន  
( )( )1 2 1

6k

k k k
S
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េគនឹង្រសយថាវពិតរហូតដល់ 1n k= +  េគបាន  
( )( )( )

1

1 2 2 3
6k

k k k
S +

+ + +
=  

េដយ ( )2
1 1k kS S k+ = + +  

         

( )( ) ( )
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2

2
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2
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6
1 2 2 3

6

k k k
k

k k k k

k k k k

k k k k

k k k k

k k k k

k k k

+ +
= + +
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=

+ + + +  =
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ដូចេនះ    
( )( )2 2 2 2 1 2 1

1 2 3 ...
6n

n n n
S n

+ +
= + + + + =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់    ។ 

 

14. បង� ញថា  
( )22

3 3 3 3 1
1 2 3 ...

4n

n n
S n

+
= + + + + =  

រេបៀបទ១ី តមវចិរកំេណ ន  

េប 1n =   េគបាន  
( )22

3 1 1 1
1

4
⋅ +

=  1 1⇔ =  ពិត 

េប 2n =   េគបាន  
( )22

3 3 2 2 1
1 2

4
⋅ +

+ =  9 9⇔ =  ពិត 

ឧបមាថា វពិតរហូតដល់  n k=  េគបាន  
( )22 1

4k

k k
S

+
=  

េគនឹង្រសយថាវពិតរហូតដល់ 1n k= +  េគបាន  
( ) ( )2 2

1

1 2
4k

k k
S +

+ +
=  
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េដយ  ( )3
1 1k kS S k+ = + +  
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2 32
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4
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k
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+
= + +
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=
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( )22

3 3 3 3 1
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4n

n n
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+
= + + + + =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

រេបៀបទ២ី េគមាន ( )4 4 3 21 4 6 4 1k k k k k+ = + + + +     

េបេគយក  1 , 2 , 3 ,... ,k n=    រចួបូកអង�និងអង�េដយស្រម�លគា�   េគបាន៖ 
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នាឱំ្យ   
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15. ្រសយប�� កល់ក�ណៈៃនផលបកូខងេ្រកម ៖ 

ក. ្រសយប�� កថ់ា 
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n

k
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=

=∑  
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=
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=
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ខ. ្រសយប�� កថ់ា 
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គ. ្រសយប�� កថ់ា ( )
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16. ្រសយប�� កថ់ា ចេំពះ 2n ≥  េគបាន  1n n nS S a−− =   

េគមាន ( )1 2 3 1... 1n n nS a a a a a−= + + + + +    និង ( )1 1 2 3 1... 2n nS a a a a− −= + + + +  

េគយក ( ) ( )1 2−  េគបាន ៖ 

1 2 3 1

1 1 2 3 1

1

...

...
n n n

n n

n n n

S a a a a a

S a a a a
S S a

−

− −

−

= + + + + +− 
= + + + +

− =
  

ដូចេនះ      ្រសយប�� ក់បានថា  1n n nS S a−− =   ពិតចំេពះ 2n ≥     ។  
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន អិចស្ប ៉ណូង់ែស្យល 

 

1. បង� ញលក�ណៈៃនស�័យគុណខងេ្រកម ៖ 

ក. m n m na a a +× =  ខ. ( )nm m na a ×=  គ. ( )n n nab a b= ×  ឃ. , 0
n n

n
a a b
b b

  = ≠ 
 

 

ង. , 0
m

m n
n

a a a
a

−= ≠  ច. 0 1 , 0a a= ≠  ឆ. 
1 , 0n

n a a
a

−= ≠  ជ. n n na b ab× =  

ឈ. , 0
n

n
n

a a b
bb

= ≠  ញ. 
m

n m na a=  ដ. n k n ka a⋅=  ឋ. n k nm k ma a⋅ ⋅=  ។ 

2. បង� ញថាេគេ្របរូបមន� 0 1
nt

t
iP P
n

 = + 
 

ស្រមាប់គណនា្របាក់សរុបរយៈេពល t  ឆា�  ំែដល 0P  ជា្របាកេ់ដម , i  ជាអ្រតករ្របាក់ 

ក�ុងមយួឆា�  ំ, t  ជាចំនួនឆា�  ំ, tP  ជា្របាកស់រុបរយៈេពល t ឆា�  ំ, ទូទត់ចំនួន n  ដងក�ុងមយួឆា�  ំ។ 

3. បង� ញថា ្រកបៃនអនុគមន ៍ xy a=  កតត់មចំណុចែដលមានកូអរេដេន ( )0 , 1  ជានិច� ។ 

4. ចូរបង� ញថា េប ( ) xf x a=  េនាះ ( ) ( ) ( )f x f y f x y= +  ។ 

5. េគមានអនុគមន ៍ ( )
12 2

2 2

x

x
f x

+ +
=

+
 ។ ចំេពះ្រគប់ចំនួនគត ់ m  និង n  ែដល 1m n+ =  ចូរបង� ញថា ( ) ( ) 3f m f n+ = ។ 

6. េគមានអនុគមន ៍ ( )
x x

x x

e ef x
e e

−

−

−
=

+
 ។ ចំេពះ្រគប់ចំននួពិត a  និង b  ចូរ្រសយប�� កថ់ា ( ) ( ) ( )

( ) ( )1
f a f b

f a b
f a f b

+
+ =

+
 ។ 

7. េប ( )1 1,x y  និង ( )2 2,x y  ជាពីរចំណុចេនេលែខ្សេកង ( ) xf x a=  េនាះចំណុចទងំពីរ ( )1 2 1 2,x x y y+  និង 1
1 2

2

, yx x
y

 
− 

 
 

កជ៏ាពីរចំណុចេនេលែខ្សេកង ( ) xf x a=  ែដរ ។ 

8. េបចំណុច ( )1 1,x y  េនេលែខ្សេកង ( ) xf x a=  េនាះចំណុចទងំពីរ ( )2
1 12 ,x y និង 

1
1

1,x
y

 
− 
 

 កេ៏នេលែខ្សេកង  ( ) xf x a=  

ែដរ ។ 
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1. បង� ញលក�ណៈៃនស�័យគុណខងេ្រកម ៖ 

ក. បង� ញលក�ណៈៃនស�័យគុណ m n m na a a +× =  
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n
a a a a a× × × × =
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ktþa
 

េគបាន 
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m nm n
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+

+

× = × × × × × × × × × = × × × × × × =
(((( (((( ((((((

ktaþ ktþa ktþa
 

ដូចេនះ      លក�ណៈ  m n m na a a +× =   ្រត�វបានបង� ញ      ។  
 

ខ. បង� ញលក�ណៈៃនស�័យគុណ ( )nm m na a ×=  

ពិនិត្យ ( )
...

... n

m m m m
nm m m m m m n

n
a a a a a a a

+ + + +
×= × × × × = =

((((

((((((

ktaþ

ktþa
   (ព្រងីកឱ្យធំ្រស�លេមលស�័យគុណ) 

ដូចេនះ      លក�ណៈ  ( )nm m na a ×=   ្រត�វបានបង� ញ      ។  
 

គ. បង� ញលក�ណៈៃនស�័យគុណ ( )n n nab a b= ×  

ពិនិត្យ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )... ... ... nn n

n n n

a b a a a a b b b b ab ab ab ab ab× = × × × × × × × × × = × × × × =
(((( ((((

((((((((((ktaþ ktþa ktþa

 

ដូចេនះ      លក�ណៈ  ( )n n nab a b= ×   ្រត�វបានបង� ញ      ។  
 

ឃ. បង� ញលក�ណៈៃនស�័យគុណ , 0
n n

n
a a b
b b

  = ≠ 
 

 

ពិនិត្យ 
... ...
...

nn

n

n

n n

a a a a a a a a a a
b b b b b b b b b b

× × × ×  = = × × × × =  × × × ×  



 

ktþa

ktþa ktþa

 

ដូចេនះ      លក�ណៈ  , 0
n n

n
a a b
b b

  = ≠ 
 

  ្រត�វបានបង� ញ      ។  

 

ង. បង� ញលក�ណៈៃនស�័យគុណ , 0
m

m n
n

a a a
a

−= ≠  

( ) ( )

... ... ... ...

...

m
m n

n
m n m n

m

n n

a a a a a a a a a a a a a a a a a a
a a a a a a a a a

−

− −

× × × ×
= = × × × × × × × × × = × × × × =

× × × ×

((((

(((( ((((

(((( ((((

ktþa

ktaþ ktþa
ktþa ktþa

 

ដូចេនះ      លក�ណៈ  , 0
m

m n
n

a a a
a

−= ≠   ្រត�វបានបង� ញ      ។  
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ច. បង� ញលក�ណៈៃនស�័យគុណ 0 1 , 0a a= ≠  

េគមាន ( )... ... 1 1 1 ... 1 1 1
...

n

n
n

n

n n

a a a a a a a a a
a a a a a a a a a

× × × ×
= = × × × × = × × × × =

× × × ×

((((

((((

(((( ((((

ktþa

ktþa
ktaþ ktþa

 

ម្យោ៉ងេទៀត ( )0 2
n

n n
n

a a a
a

−= =  

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2  េគបាន 0 1 , 0a a= ≠  

ដូចេនះ      លក�ណៈ  0 1 , 0a a= ≠   ្រត�វបានបង� ញ      ។  
 

ឆ. បង� ញលក�ណៈៃនស�័យគុណ 
1 , 0n

n a a
a

−= ≠  

េគមាន 
0

01 , 0n n
n n

a a a a
a a

− −= = = ≠  

ដូចេនះ      លក�ណៈ  
1 , 0n

n a a
a

−= ≠   ្រត�វបានបង� ញ      ។  
 

ជ. បង� ញលក�ណៈៃនស�័យគុណ n n na b ab× =  ែដល 0 , 0a b> >  នងិ n  ជាចនំនួគតវ់ជិ�មាន 2n ≥  

េគដឹងថា n na a=    (សូមកុំ្រចឡំថា n na a=  េ្រពះក�ុងខណៈេនះេយងសិក្សោែត 0 , 0a b> >  ) 

េគតង nx a=   េនាះ  nx a=  

   ny b=   េនាះ  ny b=  

េគបាន n nx y ab=   ឬ  ( )nxy ab=   ឬ   nxy ab=   ឬ  n n na b ab× =  

ដូចេនះ      លក�ណៈ  n n na b ab× =   ្រត�វបានបង� ញ      ។  
 

ឈ. បង� ញលក�ណៈៃនស�័យគុណ 
n

n
n

a a
bb

=   ែដល 0 , 0a b> >  នងិ n  ជាចនំនួគតវ់ជិ�មាន 2n ≥  

េគតង nx a=   េនាះ  nx a=  

   ny b=   េនាះ  ny b=  

េគបាន 
n

n
x a
y b

=   ឬ  
n

x a
y b

 
= 

 
  ឬ  n

x a
y b
=   ឬ   

n
n

n

a a
bb

=  

ដូចេនះ      លក�ណៈ  , 0
n

n
n

a a b
bb

= ≠   ្រត�វបានបង� ញ      ។  

ញ. បង� ញលក�ណៈៃនស�័យគុណ 
m

n m na a=  

េគតង n mx a=   ⇒   n mx a=   ឬ  ( ) ( )
1 1

n mn nx a=   ⇒   
1 1n m
n nx a

× ×
=    ឬ  

m
nx a=  នាឱំ្យ  

m
n m na a=  

ដូចេនះ      លក�ណៈ  
m

n m na a=   ្រត�វបានបង� ញ      ។  
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ដ. បង� ញលក�ណៈៃនស�័យគុណ n k n ka a⋅=  

េគតង nn k kx a x a= ⇒ =  ឬ  ( )knx a=   ឬ  nkx a=  ឬ  nkx a=   នាឱំ្យ   n k n ka a⋅=  

ដូចេនះ      លក�ណៈ  n k n ka a⋅=   ្រត�វបានបង� ញ      ។  

 

ឋ. បង� ញលក�ណៈៃនស�័យគុណ n k nm k ma a⋅ ⋅=  

េគតង n m n mx a x a= ⇒ =   ឬ  ( ) ( )k kn m kn kmx a x a= ⇒ =   ឬ kn kmx a=   នាឱំ្យ  n k nm k ma a⋅ ⋅=  

ដូចេនះ      លក�ណៈ  n k nm k ma a⋅ ⋅=   ្រត�វបានបង� ញ      ។  
 

2. បង� ញថា េគេ្របរូបមន� 0 1
nt

t
iP P
n

 = + 
 

ស្រមាបគ់ណនា្របាកស់រុបរយៈេពល t  ឆា�  ំ 

េគមាន 0P  ជា្របាកេ់ដម , i  ជាអ្រតករ្របាក ់ក�ុងមយួឆា�  ំ,  

  t  ជាចំនួនឆា�  ំ, tP  ជា្របាកស់រុបរយៈេពល t ឆា�  ំ, ទូទតច់ំនួន n  ដងក�ុងមយួឆា�  ំ

េគបាន ចំនួនករ្របាកេ់នឆា� ទំី១គឺ 0P i  

នាឱំ្យ ចំនួន្របាកស់រុបេនឆា� ទំី១ : ( )1 0 0 0 1P P P i P i= + = +  

  ចំនួន្របាកស់រុបេនឆា� ទំី២ : ( ) ( ) ( )( ) ( )2
2 0 0 0 01 1 1 1 1P P i P i i P i i P i= + + + = + + = +  

  ចំនួន្របាកស់រុបេនឆា� ទំី៣ : ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 3
3 0 0 0 01 1 1 1 1P P i P i i P i i P i= + + + = + + = +  

  ចំនួន្របាកស់រុបេនឆា� ទំី៤ : ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 4
4 0 0 0 01 1 1 1 1P P i P i i P i i P i= + + + = + + = +  

  ................................... : .................................................................................................... 

  ចំនួន្របាកស់រុបេនឆា� ទំី t  : ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
0 0 0 01 1 1 1 1t t t t

tP P i P i i P i i P i− − −= + + + = + + = +  

េគបាន  ស្រមាបក់រទូទតក់�ុងមយួឆា�  ំ1 ដង ( )0 1 t
tP P i= +  

   ស្រមាបក់រទូទតក់�ុងមយួឆា�  ំ 2  ដង ឬមយួឆមាសទូទតម់�ង  េគេ្របរូបមន� 
2

0 1
2

t

t
iP P  = + 

 
  េ្រពះ មយួឆា� ទូំទត ់

  ករ្របាក ់ 2  ដង នាឱំ្យ t  ឆា�  ំទូទត់ 2t  េហយមយួឆា� ទំទួលអ្រតករ្របាក ់ i  នាឱំ្យមយួឆមាសទទួលអ្រតករ្របាក់ / 2i ។ 

   ស្រមាបក់រទូទតក់�ុងមយួឆា�  ំ 4  ដង ឬមយួ្រតីមាសទូទតម់�ង  េគេ្របរូបមន� 
4

0 1
4

t

t
iP P  = + 

 
  េ្រពះ មយួឆា� ទូំទត ់

  ករ្របាក ់ 4  ដង នាឱំ្យ t  ឆា�  ំទូទត់ 4t  េហយមយួឆា� ទំទួលអ្រតករ្របាក ់ i  នាឱំ្យមយួ្រតីមាសទទួលអ្រតករ្របាក ់ / 4i ។ 

   ស្រមាបក់រទូទតក់�ុងមយួឆា�  ំ n  ដង   េគេ្របរូបមន�  0 1
nt

t
iP P
n

 = + 
 

  េ្រពះ មយួឆា� ទូំទត់ករ្របាក ់ n  ដង  នាឱំ្យ   

  t  ឆា�  ំទូទត ់ nt  េហយមយួឆា� ទំទួលអ្រតករ្របាក ់ i  េនាះករទូទត ់ n  ដងក�ុងមយួឆា� ទំទួលអ្រតករ្របាក ់ /i n ។ 
 

ដូចេនះ    េគេ្របរូបមន�  0 1
nt

t
iP P
n

 = + 
 

 ស្រមាបគ់ណនា្របាក់សរុបរយៈេពល t  ឆា�  ំក�ុងករណីទូទត ់ n  ដងក�ុងមយួឆា�  ំ  ។
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3. បង� ញថា ្រកបៃនអនុគមន ៍ xy a=  កតត់មចណុំចែដលមានកូអរេដេន ( )0 , 1  ជានចិ� 

េគមាន xy a=  ជាអនុគមនអ៍ិចស្ប៉ូណង់ែស្យលែដល 0a >  និង 1a ≠  

 ចំេពះ 0x =  េនាះេគបាន  0 1y a= =  , 0a > និង 1a ≠  

ម្យោ៉ងេទៀត 1y =   េនាះេគបាន  1xa =  ឬ  0xa a=  នាឱំ្យ 0x =  

ដូចេនះ      ្រកបៃនអនុគមន៍   xy a=  កតត់មចំណុច   ( )0 , 1     ។  

 

4. បង� ញថា េប ( ) xf x a=  េនាះ ( ) ( ) ( )f x f y f x y= +  

េគមាន ( ) xf x a=  

  ( ) yf y a=  

  ( ) x yf x y a ++ =  

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( )x y x yf x f y a a a f x y+= × = = +  

ដូចេនះ      ( ) xf x a=   េនាះ  ( ) ( ) ( )f x f y f x y= +   ្រត�វបានបង� ញ      ។  

 

5. បង� ញថា  ( ) ( ) 3f m f n+ =  

េគមាន ( )
12 2 2 2 2

2 2 2 2

x x

x x
f x

+ + ⋅ +
= =

+ +
   និង  1m n+ =  

នាឱំ្យ ( ) 2 2 2
2 2

m

m
f m ⋅ +

=
+

   

  ( ) 2 2 2
2 2

n

n
f n ⋅ +

=
+

 

េគបាន ( ) ( ) 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

m n

m n
f m f n ⋅ + ⋅ +

+ = +
+ +

 

   

( )( ) ( )( )
( )( )

( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

4 2 3 2 2 3 2 2 4 , 1
2 2 2 2 2 2

12 3 2 2 3 2 2
4 2 2 2 2

3 4 2 2 2 2

4 2 2 2 2
3

m n n m

m n

m n m n m n n m

m n m n

m n m n

m n m n

m n

m n

m n

m n

m n

+ +

+

+

+

⋅ + + + ⋅ + +
=

+ +

⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅ + ⋅ +
=

+ ⋅ + ⋅ +

⋅ + ⋅ + ⋅ +
= + =

+ ⋅ + ⋅ +

+ ⋅ + ⋅
=

+ ⋅ + ⋅

+ ⋅ + ⋅
=

+ ⋅ + ⋅
=

 

 

ដូចេនះ      ( ) ( ) 3f m f n+ =   ្រត�វបានបង� ញ        ។ 
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6. ្រសយប�� កថ់ា ( ) ( ) ( )
( ) ( )1

f a f b
f a b
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 េនេលែខ្សេកងតង ( ) xf x a=      ។ 
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8. បង� ញថា  ចណុំចទងំពរី ( )2
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 េនេលែខ្សេកងតង ( ) xf x a=      ។ 
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  េបពីរចំណុច  ( ),P x y  និង ( ),P x y′ ′ ′  ជាចំណុចឆ�ុះគា� េធៀបនឹងបនា� ត់ y x=  លុះ្រតែត x y′=  និង y x′=   ។ 
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loglog
log

b
a

b

xx
a

=    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។  

  
ច. ្រសយប�� កល់ក�ណៈ  01log =a  

តមអនុគមន្៍រចស    logx
aa k x k= ⇔ =  

េដយ  0 1 0 log 1aa = ⇔ =    

ដូចេនះ      លក�ណៈេលករតី  01log =a    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។  
 

ឆ. ្រសយប�� កល់ក�ណៈ  log x
a a x=  

េគមាន log logx
a aa x a=    ឬ   log x

a a x=  

ដូចេនះ      លក�ណៈេលករតី  log x
a a x=    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។  

  

ជ. ្រសយប�� កល់ក�ណៈ  log , 0a xa x x= >  

តមអនុគមន្៍រចស    logx
aa k x k= ⇔ =  

 េគបាន log log loga x
a aa x x x= ⇔ =  

េដយ log loga ax x=  ពិត   នាឱំ្យ  loga xa x=   កព៏ិតែដរ 

ដូចេនះ      លក�ណៈេលករតី  log x
a a x=    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 

 

ឈ. ្រសយប�� កល់ក�ណៈ  1log =aa  

េដយ 1a a=   សមមូល  1log =aa  

ដូចេនះ      លក�ណៈេលករតី  1log =aa    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 
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3. ្រសយប�� កថ់ា្រកបៃនអនុគមន ៍ logay x=  កតត់មចណុំចែដលមានកូអរេដេន ( )1 , 0  ជានចិ� 

េគមាន logay x=  

ចំេពះ 1x =   េគបាន  log 1 0ay = =  

ចំេពះ 0 log 0ay x= ⇒ =   េនាះ  0 1x a= =  

តមករណីទងំពីរខងេលប�� កថ់ា  ្រកបៃនអនុគមន ៍ logay x=  កតត់មចំណុច ( )1 , 0  ជានិច�  

ដូចេនះ      ្រកបៃនអនុគមន៍  logay x=   កត់តមចំណុច ( )1 , 0  ជានិច� ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។  
 

 

4. បង� ញថា  log xy
abM

a b
=

+
   

េគមាន log x M a=  និង log y M b=  

េដយ 
1 1 1 1 1log 1 1 1 1log log log

log log

xy
M M M

x y

abM b axy x y a b
M M a b ab

= = = = = =
++ ++ +

 

ដូចេនះ        log xy
abM

a b
=

+
   ្រត�វបានបង� ញ      ។  

 

5. បង� ញថា   ( ) ( )
1
x yf x f y f

xy
 +

+ =  + 
 

េគមាន ( ) 1lg
1

xf x
x

+
=

−
   េនាះ  ( ) 1lg

1
yf y
y

+
=

−
   ,    

េគបាន 
( ) ( )
( ) ( )

11 1 111 1lg lg lg lg11 1 1 11
1 1

x y xy x y
x y xx y xy x yxy xyf x y xy x yxy xy x y x y x

xy xy

+ + + +
+

+ + + + + + ++ += = = =  + + − −+ + − − − − −  −
+ +

 

         
( )( )
( )( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1lg lg lg lg
1 1 1 1 1 1

x y x y x y f x f y
x y x y x y

+ +  + + + +
= = × = + = + − − − − − − 

 

ដូចេនះ      ( ) ( )
1
x yf x f y f

xy
 +

+ =  + 
   ្រត�វបានបង� ញ      ។  

 

6. បង� ញថា  ( ) ( ) ( )f xy f x f y= +  

េគមាន ( ) logaf x x=   េនាះ  ( ) logaf y y=  

េគបាន ( ) logaf xy xy=  

             
( ) ( )

log loga ax y
f x f y

= +

= +
 

ដូចេនះ      ( ) ( ) ( )f xy f x f y= +    ្រត�វបានបង� ញ      ។  
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7. បង� ញថា ចណុំច 1
1 2

2

,x y y
x

 
− 

 
 ស�ិតេនេលែខ្សេកង logay x=   

េគមាន ( )1 1,x y  និង ( )2 2,x y  ជាពីរចំណុចេនេលែខ្សេកង logay x=  

នាឱំ្យ 1 1logay x=   និង  2 2logay x=  

េគបាន 1
1 2 1 2

2

log log loga a a
x x x y y
x

= − = −   េនះប�� កថ់ា  ចំណុច 1
1 2

2

,x y y
x

 
− 

 
 ស�ិតេនេលែខ្សេកង logay x=  

ដូចេនះ      ចំណុច 1
1 2

2

,x y y
x

 
− 

 
 ស�ិតេនេលែខ្សេកង logay x=   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

8. បង� ញថា ចណុំច ( )2
1 1, 2x y  នងិ 1

1

1 , y
x

 
− 

 
 ជាចណុំចស�ិតេនេលែខ្សេកង logay x=   

េគមាន ( )1 1,x y  ជាចំណុចេនេលែខ្សេកង logay x=  

នាឱំ្យ 1 1logay x=  

េដយ 2
1 1 1log 2log 2a ax x y= =   េនះប�� កថ់ា  ចំណុច ( )2

1 1, 2x y  ស�ិតេនេលែខ្សេកង logay x=  

េហយ 1 1
1

1log log 1 loga a a x y
x
= − = −   េនះប�� កថ់ា ចំណុច 1

1

1 , y
x

 
− 

 
 ស�ិតេនេលែខ្សេកង logay x=  

ដូចេនះ      ចំណុច ( )2
1 1, 2x y  និង 1

1

1 , y
x

 
− 

 
 ស�ិតេនេលែខ្សេកង logay x=   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

9. ក. ្រសយប�� កថ់ា  
1log logn aa

x x
n

=   ែដល  0 1 , 0 , 0a x n< ≠ > >  

េគមាន 
1 1 1 1 1log log

log log logn ana
x x x

x x
a n a n a n

= = = × =  

ដូចេនះ     
1log logn aa

x x
n

=    ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  
( )

2 3

11 1 1 1...
log log log log 2logna aa a a

n n
x x x x x

+
+ + + + =     ែដល  0 1 , 0 1a x< ≠ < ≠  

េគមាន    
2 3

1 1 1 1...
log log log log na a a a

x x x x
+ + + +  

  

( ) ( ) ( )

1 1 1 1...1 1 1log log log log
2 3

1 2 3 ...
log log log log

1 11 11 2 3 ...
log 2 log 2log

n

n

a
a a a

a a a a

a a a

x x x x
n

n
x x x x

n n n n
n

x x x

= + + + +

= + + + +

+ +
= × + + + + = × =

 

ដូចេនះ     
( )

2 3

11 1 1 1...
log log log log 2logna aa a a

n n
x x x x x

+
+ + + + =     ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ្រតីេកណមា្រត 

 

1. ្រសយប�� ក ់រូបមន�មុ ំθ  និង 2kθ π+  ៃនអនុគមន្៍រតីេកណមា្រតែដលមាន k∈  ដូចខងេ្រកម ៖ 

( ) ( )
( ) ( )

sin 2 sin cos 2 cos

tan tan cot cot

k k

k k

θ π θ θ π θ

θ π θ θ π θ

+ = + =

+ = + =
 

2. ្រសយប�� ក ់រូបមន�មុផំ�ុយ θ  និង θ−  ដូចខងេ្រកម ៖ 

( ) ( )
( ) ( )

sin sin cos cos

tan tan cot cot

θ θ θ θ

θ θ θ θ

− = − − =

− = − − = −
 

3. ្រសយប�� ក ់រូបមន�មុបំំេពញ 
2
π θ − 
 

 និង θ  ដូចខងេ្រកម ៖ 

sin cos cos sin
2 2

tan cot cot tan
2 2

π πθ θ θ θ

π πθ θ θ θ

   − = − =   
   
   − = − =   
   

 

4. ្រសយប�� ក ់រូបមន�មុែំដលមានផលសងេស� 2
π

 ដូចខងេ្រកម ៖ 

( ) ( )

( ) ( )

sin cos cos cos sin sin
2 2

tan cot cot cot tan tan
2 2

π πθ θ θ θ θ θ

π πθ θ θ θ θ θ

   + = − = + = − = −   
   
   + = − = − + = − = −   
   

 

5. ្រសយប�� ករូ់បមន�មុបំែន�ម ( )π θ−  និង θ  ដូចខងេ្រកម ៖ 

( ) ( )
( ) ( )

sin sin cos cos

tan tan cot cot

π θ θ π θ θ

π θ θ π θ θ

− = − = −

− = − − = −
 

6. ្រសយប�� ករូ់បមន�មុែំដលមានផលសងេស� π  ដូចខងេ្រកម ៖ 

( ) ( )
( ) ( )

sin sin cos cos

tan tan cot cot

π θ θ π θ θ

π θ θ π θ θ

+ = − + = −

+ = + =
 

7. ្រសយប�� កខ់ួបៃនអនុគមន៍្រតីេកណមា្រត ដូចខងេ្រកម ៖ 

ក. អនុគមន ៍ sin x   និងអនុគមន ៍ cos x   មានខួប 2p p=  

ខ. អនុគមន ៍ sin ax   និងអនុគមន ៍ cos ax   មានខួប 
2T
a
π

=  

គ. អនុគមន ៍ tan x   និងអនុគមន ៍ cot x   មានខួប p p=  

ឃ.អនុគមន ៍ tan ax  និងអនុគមន ៍ cot ax   មានខួប T
a
π

=  

8. ្រសយប�� កភ់ាពគូ-េសស ៃនអនុគមន្៍រតីេកណមា្រតដូចខងេ្រកម ៖ 

ក. អនុគមន ៍ ( ) cosf x x=  ជាអនុគមនគូ៍ ។ 

ខ. អនុគមន ៍ ( ) ( )sin , tanf x x f x x= =  និង ( ) cotf x x=  ជាអនុគមនេ៍សស  ។ 
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9. ក. ្រសយប�� ក់ថា  ( )cos cos cos sin sinα β α β α β− = +   តមពីររេបៀបខុសគា�  ។ 

ខ. បង� ញថា ( )cos cos cos sin sinα β α β α β+ = −  

   

( )
( )

( )

( )

( )

( )

sin sin cos sin cos

sin sin cos sin cos
tan tantan

1 tan tan
tan tantan

1 tan tan
cot cot 1cot
cot cot
cot cot 1cot
cot cot

α β α β β α

α β α β β α
α βα β
α β

α βα β
α β

α βα β
β α
α βα β
β α

+ = +

− = −

+
+ =

−
−

− =
+

−
+ =

+
+

− =
−

 

10. ្រសយប�� ករូ់បមន� ដូចខងេ្រកម ៖ 

2 2 2 2

2

2

2

2

sin 2 2sin cos
cos 2 cos sin 1 2sin 2cos 1

2 tantan 2
1 tan

sin 2sin cos
2 2

1 coscos
2 2

1 cossin
2 2

1 costan
2 1 cos

α α α

α α α α α
αα
α

α αα

α α

α α

α α
α

=

= − = − = −

=
−

=

+
=

−
=

−
=

+

 

11. ្រសយប�� ករូ់បមន� ដូចខងេ្រកម េបេគតង tan
2

ta
=   ៖ 

2

2

2

2

1cos
1

2sin
1

2tan
1

t
t

t
t
t
t

α

α

α

−
=

+

=
+

=
−

 

12. ្រសយប�� កទ់ំនាកទ់ំនងខងេ្រកម  ៖ 
3 2 3

2 3 3

cos3 cos 3cos sin 4cos 3cos
sin 3 3cos sin sin 4sin 3sin

α α α α α α
α α α α α α

= − = −
= − = − +

 

4 4 2 2

3 3

cos 4 cos sin 6cos sin
sin 4 4cos sin 4cos sin

α α α α α
α α α α α

= + −
= −
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13. ្រសយប�� ករូ់បមន� បំែលងពីផលគុណេទផលបូក ខងេ្រកម ៖ 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1cos cos cos cos
2

1sin sin cos cos
2
1sin cos sin sin
2
1sin cos sin sin
2

α β α β α β

α β α β α β

α β α β α β

β α α β α β

= + + −  

= − − +  

= + + −  

= + − −  

 

14. ្រសយប�� ករូ់បមន� បំែលងពីផលបូក េទផលគុណ ខងេ្រកម ៖ 

( )

( )

( )

( )

cos cos 2cos cos
2 2

cos cos 2sin sin
2 2

sin sin 2sin cos
2 2

sin sin 2sin cos
2 2

sin
tan tan

cos cos
sin

tan tan
cos cos
sin

cot cot
sin sin

sin
cot cot

sin sin

p q p qp q

p q p qp q

p q p qp q

p q p qp q

p q
p q

p q
p q

p q
p q
p q

p q
p q

p q
p q

p q

+ −
+ =

+ −
− = −

+ −
+ =

− +
− =

+
+ =

−
− =

+
+ =

−
− = −
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ្រតីេកណមា្រត 

 

1. ្រសយប�� ក ់រូបមន�មុ ំθ  នងិ 2kθ π+  ៃនអនុគមន្៍រតេីកណមា្រតែដលមាន k∈  ដូចខងេ្រកម ៖ 

្រសយប�� កថ់ា  ( )sin 2 sinkθ π θ+ =   និង  ( )cos 2 coskθ π θ+ =  

រេបៀបទ១ី  តមវុចិទរ័ 

េដយ មុ ំθ   និងមុ ំ 2kθ π+  ជាមុែំដលមានវុចិទ័រគល់ និងវុចិទ័រចុងដូចគា�  

នាឱំ្យ ( )sin 2 sinkθ π θ+ =  និង ( )cos 2 coskθ π θ+ =  

ដូចេនះ      ( )sin 2 sinkθ π θ+ =  និង ( )cos 2 coskθ π θ+ =  
 

រេបៀបទ២ី  តមនិមយនយ័ខួបៃនអនុគមន ៍

និមយនយ័ f  ជាអនុគមនម៍ានែដនកំណត ់ D  ។ f  ជាអនុគមន៍មានខួប p  លុះ្រតែត p  ជាចំនួនវជិ�មានតូចបផុំតែដល 

   ,x D∀ ∈ ( ) ( )f x p f x+ =  ។ 

   ពីនិយមនយ័ទញបាន  ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ...f x f x p f x p p f x p p p= + = + + = + + + =  

      ឬ    ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ...f x f x p f x p p f x p p p= − = − − = − − − =  

េដយ 2π  ជាចំនួនវជិ�មានតូចបំផុតែដល ( )sin 2 sinθ π θ+ =  និង ( )cos 2 cosθ π θ+ =  

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) ( )( ) ( )( )( )sin sin 2 sin 2 2 sin 2 2 2 ...θ θ π θ π π θ π π π= + = + + = + + + =  

   ( ) ( )( ) ( )( )( )cos cos 2 cos 2 2 cos 2 2 2 ...θ θ π θ π π θ π π π= + = + + = + + + =  

        ឬ ( ) ( )( ) ( )( )( )sin sin 2 sin 2 2 sin 2 2 2 ...θ θ π θ π π θ π π π= − = − − = − − − =  

   ( ) ( )( ) ( )( )( )cos cos 2 cos 2 2 cos 2 2 2 ...θ θ π θ π π θ π π π= − = − − = − − − =  

នាឱំ្យ ( )sin 2 sinkθ π θ+ =  និង ( )cos 2 coskθ π θ+ =   ែដល k∈  

ដូចេនះ      ( )sin 2 sinkθ π θ+ =  និង ( )cos 2 coskθ π θ+ =       ។ 
 

្រសយប�� កថ់ា  ( )tan tankθ π θ+ =   និង  ( )cot cotkθ π θ+ =  

តមនិយមនយ័ខួបៃនអនុគមន ៍(មានបង� ញរចួខងេល) 

 េប f  មានខួប 0p >  េគបាន ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ...f x f x p f x p p f x p p p= + = + + = + + + =  

           ឬ    ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ...f x f x p f x p p f x p p p= − = − − = − − − =  

េដយ π  ជាចំនួនវជិ�មានតូចបំផុតែដល ( )tan tanθ π θ+ =  និង ( )cot cotθ π θ+ =  

េគបាន ( ) ( )( ) ( )( )( )tan tan tan tan ...θ θ π θ π π θ π π π= ± = ± ± = ± ± ± =  

   ( ) ( )( ) ( )( )( )cot cot cot cot ...θ θ π θ π π θ π π π= ± = ± ± = ± ± ± =  

នាឱំ្យ ( )tan tankθ π θ+ =  និង ( )cot cotkθ π θ+ =  

ដូចេនះ      ( )tan tankθ π θ+ =  និង ( )cot cotkθ π θ+ =       ។ 

2θ π+
θ

sinθ

cosθπ

1−

1−

1
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2. ្រសយប�� ក ់រូបមន�មុផំ�ុយ θ  នងិ θ−  ដូចខងេ្រកម ៖ 

្រសយប�� កថ់ា  ( )sin sinθ θ− = −  នងិ ( )cos cosθ θ− =  

មុពំីរផ�ុយគា�  កលណាផលបូករង� ស់វេស�សូន្យតម 2π  

េគតង ( ),OA OP θ=
 

 និង ( ),OA OP θ′ ′=
 

 

   េហយ 0θ θ ′+ =  តម 2π  េនាះ  θ θ ′= −  តម 2π  

េគបាន កូអរេដេនៃនចំណុច P  និង P′  គឺ  

   ( )cos , sinP θ θ  និង ( ) ( ) ( )( )cos , sin cos , sinP Pθ θ θ θ′ ′ ′ ′= − −  

េដយ P  និង P′  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងអក័្សអប់សីុស  (េនាះចំណុចទងំពីរមាន អបសីុ់សដូចគា�  និងអរេដេនផ�ុយគា� ) 

   េគបាន  ( )cos cosθ θ− =  និង ( )sin sinθ θ− = −  

ដូចេនះ      រូបមន�  ( )sin sinθ θ− = −   និង ( )cos cosθ θ− =    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 

 

្រសយប�� កថ់ា  ( )tan tanθ θ− = −  នងិ ( )cot cotθ θ− = −  

េគមាន ( )sin sinθ θ− = −   និង ( )cos cosθ θ− =   (្រសយរចួខងេល) 

េដយ ( ) ( )
( )

sin sintan tan
cos cos

θ θθ θ
θ θ

− −
− = = = −

−
   

   ( ) ( )
( )

cos coscot cot
sin sin

θ θθ θ
θ θ
−

− = = = −
− −

 

ដូចេនះ      រូបមន�  ( )tan tanθ θ− = −   និង ( )cot cotθ θ− = −    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 

 

3. ្រសយប�� ក ់រូបមន�មុបំេំពញ 
2
π θ − 
 

 នងិ θ  ដូចខងេ្រកម ៖ 

្រសយប�� កថ់ា  sin cos
2
π θ θ − = 
 

 នងិ cos sin
2
π θ θ − = 
 

 

ក�ុងរង�ង្់រតីេកណមា្រត   េគតង  ( ),OA OP θ=
 

 និង ( ),
2

OA OP π θ ′ = − 
 

 

 

េគបាន កូអរេដេនៃនចំណុច P  និង P′  គឺ 

   ( )cos , sinP θ θ  និង cos , sin
2 2

P π πθ θ    ′ − −    
    

 

េដយ ចំណុច P  និង P′  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងបនា� តពុ់ះទី១ y x=   

   (េនាះ អប់សីុសៃន P េស�អរេដេនៃន P′   និង  អរេដេនៃន P េស�អបសីុ់សៃន P′ ) 

េគបាន cos sin
2
πθ θ = − 
 

 និង sin cos
2
πθ θ = − 
 

 

ដូចេនះ      រូបមន�  sin cos
2
π θ θ − = 
 

  និង cos sin
2
π θ θ − = 
 

   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 

សមា� ល់ ្របសិនេបើអ�កសា� ក់េស�ើរ លក�ណៈឆ� �ះេធៀបនឹងអ័ក្ស ឬេធៀបនឹងបន‌� ត់ y x=  សូមេមើលេមេរៀនបំែលងរូបក� �ងប�ង់   ។ 

θ

y

x

1−

1−

1

P

P′

A
O

2
π θ−

y x=

θ

y

x

1−

1−

1

θ ′

P

P′

A
O
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្រសយប�� កថ់ា  tan cot
2
π θ θ − = 
 

 នងិ cot tan
2
π θ θ − = 
 

 

េគមាន sin cos
2
π θ θ − = 
 

  និង cos sin
2
π θ θ − = 
 

   (្រសយរចួខងេល) 

េគបាន 
sin

cos2tan cot
2 sincos

2

π θ
π θθ θ

π θθ

 −    − = = =     − 
 

 

   
cos

sin2cot tan
2 cossin

2

π θ
π θθ θ

π θθ

 −    − = = =     − 
 

 

ដូចេនះ     រូបមន�   tan cot
2
π θ θ − = 
 

 និង cot tan
2
π θ θ − = 
 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

4. ្រសយប�� ក ់រូបមន�មុែំដលមានផលសងេស� 2
π

 ដូចខងេ្រកម ៖ 

្រសយប�� កថ់ា  ( )sin cos cos
2
π θ θ θ + = − = 
 

 នងិ ( )cos sin sin
2
π θ θ θ + = − = − 
 

 

េគមាន រូបមន� sin cos
2
π θ θ − = 
 

  និង cos sin
2
π θ θ − = 
 

 

   រូបមន�  ( )cos cosθ θ− =   និង ( )sin sinθ θ− = −  

េគបាន ( ) ( )sin sin cos cos
2 2
π πθ θ θ θ   + = − − = − =   
   

 

   ( ) ( )cos cos sin sin
2 2
π πθ θ θ θ   + = − − = − = −   
   

 

ដូចេនះ     រូបមន�   ( )sin cos cos
2
π θ θ θ + = − = 
 

 និង ( )cos sin sin
2
π θ θ θ + = − = − 
 

 ្រត�វបាន្រសយ     ។ 

 

្រសយប�� កថ់ា  ( )tan cot cot
2
π θ θ θ + = − = − 
 

 នងិ ( )cot tan tan
2
π θ θ θ + = − = − 
 

 

េគមាន រូបមន� tan cot
2
π θ θ − = 
 

 និង cot tan
2
π θ θ − = 
 

 

   រូបមន�  ( )tan tanθ θ− = −   និង ( )cot cotθ θ− = −  

េគបាន ( ) ( )tan tan cot cot
2 2
π πθ θ θ θ   + = − − = − = −   
   

 

   ( ) ( )cot cot tan tan
2 2
π πθ θ θ θ   + = − − = − = −   
   

 

ដូចេនះ     រូបមន�   ( )tan cot cot
2
π θ θ θ + = − = − 
 

 និង ( )cot tan tan
2
π θ θ θ + = − = − 
 

 ្រត�វបាន្រសយ     ។ 
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5. ្រសយប�� ករូ់បមន�មុបំែន�ម ( )π θ−  នងិ θ  ដូចខងេ្រកម ៖ 

្រសយប�� កថ់ា  ( )sin sinπ θ θ− =  នងិ ( )cos cosπ θ θ− = −  

ក�ុងរង�ង្់រតីេកណមា្រត   េគតង  ( ),OA OP θ=
 

 និង ( ) ( ),OA OP π θ′ = −
 

 

េគបាន កូអរេដេនៃនចំណុច P  និង P′  គឺ 

   ( )cos , sinP θ θ  និង ( ) ( )( )cos , sinP π θ π θ′ − −  

េដយ ចំណុច P  និង P′  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងអក័្សអរេដេន  

   (េនាះចំណុចទងំពីរមាន អប់សីុសផ�ុយគា�  និងអរេដេនដូចគា� ) 

េគបាន ( )cos cosπ θ θ− = −   និង  ( )sin sinπ θ θ− =  

ដូចេនះ     រូបមន�   ( )sin sinπ θ θ− =   និង  ( )cos cosπ θ θ− = −   ្រត�វបាន្រសយ   ។ 
 

្រសយប�� កថ់ា  ( )tan tanπ θ θ− = −  នងិ  ( )cot cotπ θ θ− = −  

េគមាន រូបមន�  ( )sin sinπ θ θ− =   និង  ( )cos cosπ θ θ− = −   (បាន្រសយរចួខងេល) 

េគបាន ( ) ( )
( )

sin sintan tan
cos cos

π θ θπ θ θ
π θ θ
−

− = = = −
− −

 

   ( ) ( )
( )

cos coscot cot
sin sin

π θ θπ θ θ
π θ θ
− −

− = = = −
−

 

ដូចេនះ     រូបមន�   ( )tan tanπ θ θ− = −  និង  ( )cot cotπ θ θ− = −  ្រត�វបាន្រសយ     ។ 
 

6. ្រសយប�� ករូ់បមន�មុែំដលមានផលសងេស� π  ដូចខងេ្រកម ៖ 

្រសយប�� កថ់ា  ( )sin sinπ θ θ+ = −  នងិ  ( )cos cosπ θ θ+ = −  

រេបៀបទ១ី តមមុ ំ ( )π θ−  

េគមាន រូបមន�  ( )sin sinπ θ θ− =   និង  ( )cos cosπ θ θ− = −   (បាន្រសយប�� ករ់ចួខងេល) 

   រូបមន�  ( )cos cosθ θ− =   និង ( )sin sinθ θ− = −  

េគបាន ( ) ( )( ) ( )sin sin sin sinπ θ π θ θ θ+ = − − = − = −  

   ( ) ( )( ) ( )cos cos cos cosπ θ π θ θ θ+ = − − = − − = −  

ដូចេនះ     រូបមន�  ( )sin sinπ θ θ+ = −  និង  ( )cos cosπ θ θ+ = −   ្រត�វបាន្រសយ       ។ 
 

រេបៀបទ២ី តមលក�ណៈឆ�ុះេធៀបនឹងគល់ត្រម�យ 

ក�ុងរង�ង្់រតីេកណមា្រត   េគតង  ( ),OA OP θ=
 

 និង ( ) ( ),OA OP π θ′ = +
 

 

េគបាន កូអរេដេនៃនចំណុច P  និង P′  គឺ 

   ( )cos , sinP θ θ  និង ( ) ( )( )cos , sinP π θ π θ′ + +  

េដយ ចំណុច P  និង P′  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងគល់ O    

េគបាន ( )sin sinπ θ θ+ = −  និង  ( )cos cosπ θ θ+ = −  

ដូចេនះ     រូបមន�  ( )sin sinπ θ θ+ = −  និង  ( )cos cosπ θ θ+ = −   ្រត�វបាន្រសយ     ។ 

θ

y

x

1−

1−

1

PP′

AO

π θ−

θ

y

x

1−

1−

1

P

P′

AO

π θ+
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្រសយប�� កថ់ា  ( )tan tanπ θ θ+ =  នងិ  ( )cot cotπ θ θ+ =  

េគមាន រូបមន� ( )sin sinπ θ θ+ = −  និង  ( )cos cosπ θ θ+ = −    (បាន្រសយប�� ករ់ចួខងេល) 

 េគបាន ( ) ( )
( )

sin sintan tan
cos cos

π θ θπ θ θ
π θ θ
+ −

+ = = =
+ −

 

   ( ) ( )
( )

cos coscot cot
sin sin

π θ θπ θ θ
π θ θ
+ −

+ = = =
+ −

 

ដូចេនះ     រូបមន�  ( )sin sinπ θ θ+ = −  និង  ( )cos cosπ θ θ+ = −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 

 

7. ្រសយប�� កខ់បួៃនអនុគមន្៍រតេីកណមា្រត ដូចខងេ្រកម ៖ 

ក. ្រសយប�� កថ់ា អនុគមន ៍sin x  នងិអនុគមន ៍ cos x   មានខបួ 2p p=  

និមយនយ័ f  ជាអនុគមនម៍ានែដនកំណត ់ D  ។ f  ជាអនុគមន៍មានខួប p  លុះ្រតែត p  ជាចំនួនវជិ�មានតូចបំផុតែដល 

   ,x D∀ ∈ ( ) ( )f x p f x+ =  ។ 

 េដយ 2π  ជាចំនួនវជិ�មានតូចបំផុតែដល ( )sin 2 sinθ π θ+ =  និង ( )cos 2 cosθ π θ+ =  

ដូចេនះ     អនុគមន ៍ sin x  និងអនុគមន ៍ cos x  មានខួប 2p p=        ។ 

 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា អនុគមន ៍sin ax  មានខបួ  
2T
a
π

=  

 េគតង ( ) sinf x ax=   

 េដយ ( ) ( )2 2 2sin sin sin 2 sinf x a x a x ax ax f x
a a a
π π π π

     + = + = ± = ± = =             
 

 នាឱំ្យ 
2T
a
π

=  ជាខួបៃនអនុគមន ៍ ( ) sinf x ax=  

 ដូចេនះ       អនុគមន៍   ( ) sinf x ax=  មានខួប 
2T
a
π

=       ។ 

 ្រសយប�� កថ់ា  អនុគមន ៍ cos ax  មានខបួ  
2T
a
π

=  

 េគតង ( ) cosf x ax=   

 េដយ ( ) ( )2 2 2cos cos cos 2 cosf x a x a x ax ax f x
a a a
π π π π

     + = + = ± = ± = =             
 

 នាឱំ្យ 
2T
a
π

=  ជាខួបៃនអនុគមន ៍ ( ) cosf x ax=  

 ដូចេនះ       អនុគមន៍   ( ) cosf x ax=  មានខួប 
2T
a
π

=       ។ 
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គ. ្រសយប�� កថ់ា អនុគមន ៍ tan x  នងិអនុគមន ៍ cot x   មានខបួ p p=  

និមយនយ័ f  ជាអនុគមនម៍ានែដនកំណត ់ D  ។ f  ជាអនុគមន៍មានខួប p  លុះ្រតែត p  ជាចំនួនវជិ�មានតូចបំផុតែដល 

   ,x D∀ ∈ ( ) ( )f x p f x+ =  ។ 

 េដយ π   ជាចំនួនវជិ�មានតូចបំផុតែដល ( )tan tanθ π θ+ =  និង ( )cot cotθ π θ+ =  

ដូចេនះ     អនុគមន ៍ tan x  និងអនុគមន ៍ cot x  មានខួប p p=          ។ 

 

ឃ. ្រសយប�� កថ់ា អនុគមន ៍ tan ax  មានខបួ T
a
π

=  

 េគតង ( ) tanf x ax=   

 េដយ ( ) ( )tan tan tan tanf x a x a x ax ax f x
a a a
π π π π

     + = + = ± = ± = =             
 

 នាឱំ្យ T
a
π

=  ជាខួបៃនអនុគមន ៍ ( ) tanf x ax=  

 ដូចេនះ       អនុគមន៍   ( ) tanf x ax=  មានខួប T
a
π

=       ។ 

 

្រសយប�� កថ់ា អនុគមន ៍ cot ax  មានខបួ  T
a
π

=  

 េគតង ( ) cotf x ax=   

 េដយ ( ) ( )cot cot cot cotf x a x a x ax ax f x
a a a
π π π π

     + = + = ± = ± = =             
 

 នាឱំ្យ T
a
π

=  ជាខួបៃនអនុគមន ៍ ( ) cotf x ax=  

 ដូចេនះ       អនុគមន៍   ( ) cotf x ax=  មានខួប T
a
π

=       ។ 

 

8. ្រសយប�� កភ់ាពគូ-េសស ៃនអនុគមន្៍រតេីកណមា្រតដូចខងេ្រកម ៖ 

ក. ្រសយប�� កថ់ា អនុគមន ៍ ( ) cosf x x=  ជាអនុគមនគូ៍ 

និយមនយ័ េប f  ជាអនុគមនម៍ានែដនកំណត ់ D  ។ 

   f  ជាអនុគមនគូ៍       លុះ្រតែត  ( ) ( ), ,x D x D f x f x∀ ∈ − ∈ − =     ។ 

   f  ជាអនុគមនេ៍សស លុះ្រតែត  ( ) ( ), ,x D x D f x f x∀ ∈ − ∈ − = −   ។ 

 េគមាន ( ) cosf x x=  

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( ), , cos cosx D x D f x x x f x∀ ∈ − ∈ − = − = =  

ដូចេនះ      អនុគមន ៍  ( ) cosf x x=  ជាអនុគមនគូ៍      ។ 
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ខ. ្រសយប�� កថ់ា អនុគមន ៍ ( ) ( )sin , tanf x x f x x= =  នងិ ( ) cotf x x=  ជាអនុគមនេ៍សស  

និយមនយ័ េប f  ជាអនុគមនម៍ានែដនកំណត ់ D  ។ 

   f  ជាអនុគមនគូ៍       លុះ្រតែត  ( ) ( ), ,x D x D f x f x∀ ∈ − ∈ − =     ។ 

    f  ជាអនុគមនេ៍សស លុះ្រតែត  ( ) ( ), ,x D x D f x f x∀ ∈ − ∈ − = −   ។ 

េគមាន  ( ) ( )sin , tanf x x f x x= =  និង ( ) cotf x x=  ែដលមានែដនកំណតត់ងេដយ  D  

   ,x D x D∀ ∈ − ∈  េគបាន ៖ 

ចំេពះ  ( ) ( ) ( ) ( )sin sin sinf x x f x x x f x= ⇒ − = − = − = −  េនាះ  ( ) sinf x x=  ជាអនុគមនេ៍សស 

ចំេពះ  ( ) ( ) ( ) ( )tan tan tanf x x f x x x f x= ⇒ − = − = − = −  េនាះ  ( ) tanf x x=  ជាអនុគមនេ៍សស 

ចំេពះ  ( ) ( ) ( ) ( )cot cot cotf x x f x x x f x= ⇒ − = − = − = −  េនាះ  ( ) cotf x x=  ជាអនុគមនេ៍សស 

ដូចេនះ       អនុគមន៍   ( ) ( )sin , tanf x x f x x= =  និង ( ) cotf x x=  ជាអនុគមនេ៍សស      ។ 

 

9. ក. ្រសយប�� កថ់ា  ( )cos cos cos sin sinα β α β α β− = +   តមពរីរេបៀបខុសគា�  

រេបៀបទ១ី តមនិយមនយ័ផលគុណស� ែល 

ពិនិត្យរង�ង្់រតីេកណមា្រត  ខងស� ំ  

េគមាន  ( ),OA OM β=
 

 និង ( ),OA ON α=
 

   នាឱំ្យ  ( ),OM ON α β= −
 

 

តមនិយមនយ័ផលគុណស� ែល  ( )cosOM ON OM ON α β⋅ = ⋅ ⋅ −
 

 

េដយ 1OM ON r= = =  (ករំង�ង្់រតីេកណមា្រត) 

នាឱំ្យ ( ) ( )cos 1OM ON α β⋅ = −
 

 

 ម្យោ៉ងេទៀត កូអរេដេនៃនវុចិទរ័ ( ) ( )cos , sin , cos , sinOM ONβ β α α= =
 

 

តមកេន្សោមវភិាគផលគុណស� ែល  ( )cos cos sin sin 2OM ON α β α β⋅ = +
 

 

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2  េគបាន  ( )cos cos cos sin sinα β α β α β− = +  

ដូចេនះ       រូបមន�  ( )cos cos cos sin sinα β α β α β− = +  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

រេបៀបទ២ី តម្រទឹស�ីបទកូសីុនុស និងរូបមន�ចមា� យរវងពីរចំណុច 

ពិនិត្យរង�ង្់រតីេកណមា្រត  ខងស� ំ 

េគមាន  ( ),OA OM β=
 

 និង ( ),OA ON α=
 

  នាឱំ្យ  ( ),OM ON α β= −
 

 

នាឱំ្យ កូអរេដេន  ( ) ( )cos , sin , cos , sinOM ONβ β α α= =
 

 

 ក�ុង្រតីេកណ OMN  តម្រទឹស�ីបទកូសីុនុស   

េគបាន ( )2 2 2 2 cosMN OM ON OM ON α β= + − ⋅ ⋅ −  

   
( )

( ) ( )

2 2 21 1 2 1 1 cos

2 2cos 1

MN α β

α β

= + − ⋅ ⋅ ⋅ −

= − −
 

             េ្រពះ  1OM ON r= = =  ករំង�ង់្រតីេកណមា្រត 

β

y

x

1−

1−

1

M

N

AO

α β−
α

β

y

x

1−

1−

1

M

N

AO

α β−
α
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ម្យោ៉ងេទៀត តមរូបមន�ចមា� យរវងពីរចំណុច ( )cos , sinM β β  និង ( )cos , sinN α α=  

     ( ) ( )2 2cos cos sin sinMN α β α β= − + −  

   

( ) ( )

( ) ( )

2 22

2 2 2 2

cos cos sin sin

cos 2cos cos cos sin 2sin sin sin
2 2cos cos 2sin sin
2 2 cos cos sin sin 2

MN α β α β

α α β β α α β β
α β α β
α β α β

= − + −

= − + + − +
= − −

= − +

 

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2  ខងេល េគផ�ឹមបាន ៖ 

   

( ) ( )
( ) ( )
( )

2 2cos 2 2 cos cos sin sin

2cos 2 cos cos sin sin

cos cos cos sin sin

α β α β α β

α β α β α β

α β α β α β

− − = − +

− − = − +

− = +

 

ដូចេនះ       រូបមន�  ( )cos cos cos sin sinα β α β α β− = +  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

ខ. បង� ញថា  ( )cos cos cos sin sinα β α β α β+ = −  

េគមាន ( )cos cos cos sin sinα β α β α β− = +      (បាន្រសយប�� ករ់ចួខងេល) 

េបេគជំនួស  β  េដយ β−   

េគបាន ( )( ) ( ) ( )cos cos cos sin sinα β α β α β− − = − + −  

នាឱំ្យ ( )cos cos cos sin sinα β α β α β+ = −             

   េ្រពះមុផំ�ុយ  ( ) ( )cos cos , sin sinβ β β β− = − = −  

ដូចេនះ       រូបមន�  ( )cos cos cos sin sinα β α β α β+ = −  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

បង� ញថា  ( )sin sin cos sin cosα β α β β α+ = +  

តមលក�ណៈមុបំំេពញ  cos sin
2
π θ θ − = 
 

   េគអចសរេសរ   ( ) ( ) ( )cos sin 1
2
π α β α β − + = + 
 

 

តមរូបមនុ� ( )cos cos cos sin sinα β α β α β− = +  

នាឱំ្យ ( )cos cos
2 2
π πα β α β    − + = − −    
    

 

           

( )

cos cos sin sin
2 2

sin cos cos sin
sin cos sin cos 2

π πα β α β

α β α β
α β β α

   = − + −   
   

= +

= +

 

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2  េគបាន ( )sin sin cos sin cosα β α β β α+ = +  

ដូចេនះ       រូបមន�  ( )sin sin cos sin cosα β α β β α+ = +   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 
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បង� ញថា  ( )sin sin cos sin cosα β α β β α− = −  

េគមាន ( )sin sin cos sin cosα β α β β α+ = +      េបេគជំនួស β  េដយ β−  

េគបាន ( )( ) ( ) ( )sin sin cos sin cosα β α β β α+ − = − + −  

នាឱំ្យ ( )sin sin cos sin cosα β α β β α− = −  

   េ្រពះមុផំ�ុយ  ( ) ( )cos cos , sin sinβ β β β− = − = −  

ដូចេនះ       រូបមន�  ( )sin sin cos sin cosα β α β β α− = −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 
 

បង� ញថា  ( ) tan tantan
1 tan tan

a βa β
a β
+

+ =
−

 

ពិនិត្យ ( ) ( )
( )

sin sin cos sin costan
cos cos cos sin sin

a β a β β aa β
a β a β a β
+ +

+ = =
+ −

      (ែចកភាគយក និងភាគែបង នឹង cos cosα β ) 

េគបាន ( )

sin cos sin cos sin cos sin cos
tan tancos cos cos cos cos costan cos cos sin sin cos cos sin sin 1 tan tan

cos cos cos cos cos cos

a β β aa  β β a
a βa β a β a βa β a β a β a β a β a β

a β a β a β

+
+

+
+ = = =

− −−
 

ដូចេនះ       រូបមន�  ( ) tan tantan
1 tan tan

a βa β
a β
+

+ =
−

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

បង� ញថា   ( ) tan tantan
1 tan tan

a βa β
a β
−

− =
+

 

េគមាន ( ) tan tantan
1 tan tan

a βa β
a β
+

+ =
−

       េបេគជំនួស β  េដយ β−  

េគបាន ( )( ) ( )
( )

tan tan
tan

1 tan tan
a β

a β
a β
+ −

+ − =
− −

   (េដយ ( )tan tanβ β− = − ) 

នាឱំ្យ ( ) tan tantan
1 tan tan

a βa β
a β
−

− =
+

 

ដូចេនះ       រូបមន�  ( ) tan tantan
1 tan tan

a βa β
a β
−

− =
+

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

បង� ញថា  ( ) cot cot 1cot
cot cot

a b
b a

ab  −
+ =

+
 

ពិនិត្យ ( ) ( )
( )

cos cos cos sin sincot
sin sin cos sin cos

α β α β α βα β
α β α β β α
+ −

+ = =
+ +

      (ែចកភាគយក និងភាគែបង នឹង sin sinα β ) 

េគបាន ( )

cos cos sin sin cos cos sin sin
cot cot 1sin sin sin sin sin sincot sin cos sin cos sin cos sin cos cot cot

sin sin sin sin sin sin

α β α β α β α β
α βα β α β α βα β α β β α α β β α β α

α β α β α β

−
−

−
+ = = =

+ ++
 

ដូចេនះ       រូបមន�  ( ) cot cot 1cot
cot cot

α βα β
β α

−
+ =

+
  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
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បង� ញថា  ( ) cot cot 1cot
cot cot
α βα β
β α

+
− =

−
 

េគមាន ( ) cot cot 1cot
cot cot

α βα β
β α

−
+ =

+
 

េបេគជំនួស β  េដយ β−  

េគបាន ( )( ) ( )
( )

cot cot 1
cot

cot cot
α β

α β
β α

− −
+ − =

− +
 

នាឱំ្យ ( ) ( )
( )
cot cot 1cot cot 1 cot cot 1cot

cot cot cot cot cot cot
α βα β α βα β

β α β α β α
− +− − +

− = = =
− + − − −

 

ដូចេនះ       រូបមន�  ( ) cot cot 1cot
cot cot
α βα β
β α

+
− =

−
  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

10. ្រសយប�� ករូ់បមន�  sin 2 2sin cosα α α=  

េគមាន ( )sin sin cos sin cosα β α β β α+ = +      េបេគយក β α=  

េគបាន ( )sin sin cos sin cosα α α α α α+ = +  

នាឱំ្យ sin 2 2sin cosα α α=  

ដូចេនះ       រូបមន�  sin 2 2sin cosα α α=   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

្រសយប�� ករូ់បមន�  ( ) ( ) ( )2 2 2 2cos 2 cos sin 1 2sin 2cos 1α α α α α= − = − = −  

េគមាន  ( )cos cos cos sin sinα β α β α β+ = −  

េបេគយក β α=   

េគបាន ( )cos cos cos sin sinα α α α α α+ = −  

នាឱំ្យ 
( )

( )

2 2 2

2 2

2 2 2

1 sin sin 1 2sin
cos 2 cos sin

cos 1 cos 2cos 1

α α α
α α α

α α α

 − − = −
= − =
 − − = −

      េ្រពះ  2 2sin cos 1α α+ =  

ដូចេនះ       រូបមន�  ( ) ( ) ( )2 2 2 2cos 2 cos sin 1 2sin 2cos 1α α α α α= − = − = −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

្រសយប�� ករូ់បមន�  2

2 tantan 2
1 tan

aa
a

=
−

 

េគមាន ( ) tan tantan
1 tan tan

a βa β
a β
+

+ =
−

      េបេគយក  β α=  

េគបាន ( ) tan tantan
1 tan tan

aa aa
aa
+

+ =
−

 

នាឱំ្យ 2

2 tantan 2
1 tan

aa
a

=
−

 

ដូចេនះ       រូបមន�  2

2 tantan 2
1 tan

aa
a

=
−

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 
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្រសយប�� ករូ់បមន�  sin 2sin cos
2 2
α αα =  

េគមាន sin 2 2sin cosα α α=    េបជំនួស  α  េដយ 
2
α

 

េគបាន sin 2 2sin cos
2 2 2
α α α ⋅ = 

 
 

នាឱំ្យ sin 2sin cos
2 2

a α α
=  

ដូចេនះ     រូបមន�  sin 2sin cos
2 2
α αα =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

្រសយប�� ករូ់បមន�  2 1 coscos
2 2
α α+
=  

េគមាន 2cos 2 2cos 1α α= −     ឬ   2 cos 2 1cos
2
αα +

=  

េបេគចំនួស α  េដយ 
2
α

    េគបាន 2
cos 2 1

2cos
2 2

α
α ⋅ +
=    ឬ   2 cos 1cos

2 2
α α +
=  

ដូចេនះ     រូបមន�  2 1 coscos
2 2
α α+
=   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។  

 

្រសយប�� ករូ់បមន�  2 1 cossin
2 2
α α−
=  

េគមាន 2cos 2 1 2sinα α= −   ឬ   2 1 cos 2sin
2

αα −
=  

េបេគចំនួស α  េដយ 
2
α

    េគបាន 2
1 cos 2 1 cos2sin

2 2 2

α
α α− ⋅ −
= =  

ដូចេនះ     រូបមន�  2 1 cossin
2 2
α α−
=   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។  

 

្រសយប�� ករូ់បមន�  2 1 costan
2 1 cos
α α

α
−

=
+

 

េគមាន 2 1 cossin
2 2
α α−
=   និង  2 1 coscos

2 2
α α+
=      (បាន្រសយប�� ក់រចួខងេល) 

េគបាន 

2

2

2

1 cossin 1 cos2 2tan 1 cos2 1 coscos
2 2

α α
α α

α α α

−
−

= = =
+ +  

ដូចេនះ     រូបមន�  2 1 costan
2 1 cos
α α

α
−

=
+

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។  
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11. ្រសយប�� ករូ់បមន� ដូចខងេ្រកម េបេគតង tan
2

ta
=   ៖ 

្រសយប�� ករូ់បមន�  
2

2

1cos
1

t
t

α −
=

+
 

េគមាន 2 2cos 2 cos sinα α α= −      េបជំនួស α  េដយ 
2
α

 

េគបាន 2 2cos 2 cos sin
2 2 2
α α α ⋅ = − 

 
 

   2 2cos cos sin
2 2
α αα = −       (េដយ 2 2cos sin 1

2 2
α α
+ = ) 

េគសរេសរ 

2 2

2 2

cos sin
2 2cos

cos sin
2 2

α α

α α α

−
=

+
     (ែចកទងំភាគយក និងភាគែបងនឹង 2cos

2
α

) 

េគបាន 

2

2

1 tan
2cos

1 tan
2

a

a a

−
=

+
     េបេគតង tan

2
ta

=   នាឱំ្យ   
2

2

1cos
1

t
t

α −
=

+
 

ដូចេនះ     រូបមន�  
2

2

1cos
1

t
t

α −
=

+
  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។  

 

្រសយប�� ករូ់បមន�   2

2sin
1

t
t

α =
+

 

េគមាន sin 2sin cos
2 2
α αα =        (េដយ 2 2cos sin 1

2 2
α α
+ = ) 

េគសរេសរ 
2 2

2sin cos
2 2sin

cos sin
2 2

α α

α α α=
+

   (ែចកទងំភាគយក និងភាគែបងនឹង 2cos
2
α

) 

េគបាន 
2

2 tan
2sin

1 tan
2

a

a a=
+

    េបេគតង tan
2

ta
=   នាឱំ្យ  2

2sin
1

t
t

α =
+

 

ដូចេនះ     រូបមន�  2

2sin
1

t
t

α =
+

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។  

 

្រសយប�� ករូ់បមន�   2

2tan
1

t
t

α =
−

 

េគមាន 2

2sin
1

t
t

α =
+

  និង  
2

2

1cos
1

t
t

α −
=

+
     េគបាន  

22

2 2 2 2

2

2
sin 2 1 21tan

1cos 1 1 1
1

t
t t tt

t t t t
t

aa
a

++= = = × =
− + − −
+

 

ដូចេនះ     រូបមន�  2

2tan
1

t
t

α =
−

  ែដល tan
2

t a
=   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។  
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12. ្រសយប�� កទ់នំាកទ់នំងខងេ្រកម  ៖ 

្រសយប�� កថ់ា  3 2 3cos3 cos 3cos sin 4cos 3cosα α α α α α= − = −  

ពិនិត្យ ( )cos3 cos 2α α α= +  

            

( )
( )
( )

2 2

2 2 2 2

2 2 2

3 2 2

3 2

cos 2 cos sin 2 sin

2cos 1 cos 2sin cos

2cos cos sin cos 2sin cos

cos sin cos 2sin cos

cos sin cos 2sin cos
cos 3sin cos

α α α α

α α α α

α α α α α α

α α α α α

α α α α α

α α α

= −

= − −

= − − −

= − −

= − −

= −

 

ម្យោ៉ងេទៀត ( )cos3 cos 2α α α= +  

    

( )
( )

2 2

3 2

3 3

3

cos 2 cos sin 2 sin

2cos 1 cos 2sin cos

2cos cos 2 1 cos cos

2cos cos 2cos 2cos
4cos 3cos

α α α α

α α α α

α α α α

α α α α

α α

= −

= − −

= − − −

= − − +

= −

 

 ដូចេនះ     រូបមន�  3 2 3cos3 cos 3cos sin 4cos 3cosα α α α α α= − = −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។  

 

្រសយប�� កថ់ា  2 3 3sin 3 3cos sin sin 4sin 3sinaα α α α α= − = − +  

ពិនិត្យ ( )sin 3 sin 2α α α= +  

   

( )

( )
( )

2

2 2

2 2

2 2

2 3

sin 2 cos sin cos 2

2sin cos cos sin 2cos 1

2sin cos 2sin cos sin

3sin cos sin cos sin

3sin cos sin cos 1

3sin cos sin

α α α α

α α α α α

α α α α α

α α α α α

α α α α

α α α

= +

= + −

= + −

= + −

= + −

= −

 

ម្យោ៉ងេទៀត ( )sin 3 sin 2α α α= +  

   

( )

( )

2

2 3

2 3

3 3

3

sin 2 cos sin cos 2

2sin cos cos sin 1 2sin

2sin cos sin 2sin

2sin 1 sin sin 2sin

2sin 2sin sin 2sin
3sin 4sin

α α α α

α α α α α

α α α α

α α α α

α α α α

α α

= +

= + −

= + −

= − + −

= − + −

= −

 

ដូចេនះ     រូបមន�  2 3 3sin 3 3cos sin sin 4sin 3sinaα α α α α= − = − +   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។  
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្រសយប�� កថ់ា  4 4 2 2cos 4 cos sin 6cos sinα α α α α= + −  

ពិនិត្យ ( )cos 4 cos 3α α α= +  

           

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

3 3

4 2 2 4

4 4 4 2 2 4

4 4 4 2 2 4

4 4 2 2 2 2

cos3 cos sin 3 sin

4cos 3cos cos 3sin 4sin sin

4cos 3cos 3sin 4sin

cos sin 3cos 3cos 3sin 3sin

cos sin 3 cos cos sin sin

cos sin 3 cos cos 1 sin 1 sin

α α α α

α α α α α α

α α α α

α α α α α α

α α α α α α

α α α α α α

= −

= − − −

= − − +

= + + − − +

= + + − − +

= + + − − −

( )
( )

4 4 2 2 2 2

4 4 2 2

4 4 2 2

cos sin 3 cos sin sin cos

cos sin 3 2cos sin

cos sin 6cos sin

xα α α α α

α α α α

α α α α




= + + − −

= + + −

= + −

 

 ដូចេនះ     រូបមន�  4 4 2 2cos 4 cos sin 6cos sinα α α α α= + −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។  
  

 ្រសយប�� កថ់ា  3 3sin 4 4cos sin 4cos sinα α α α α= −  

ពិនិត្យ ( )sin 4 sin 3α α α= +  

          

( )

( ) ( )3 3

3 3

3 3

sin 3
sin 3 cos sin cos3

3sin 4sin cos sin 4cos 3cos

3sin cos 4sin cos 4sin cos 3sin cos
4sin cos 4sin cos

α α

α α α α

α α α α α α

α α α α α α α α

α α α α

= +

= +

= − + −

= − + −

= −

 

 ដូចេនះ     រូបមន�  3 3sin 4 4cos sin 4cos sinα α α α α= −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។  

 

13. ្រសយប�� ករូ់បមន� បែំលងពផីលគុណេទផលបកូ ខងេ្រកម ៖ 

្រសយប�� កថ់ា  ( ) ( )1cos cos cos cos
2

α β α β α β= + + −    

េគមាន ( ) ( )cos cos cos sin sin 1α β α β α β+ = −  

   ( ) ( )cos cos cos sin sin 2α β α β α β− = +  

េគបូកអង� និងអង�ៃន ( )1  និង ( )2   េគបាន៖ 

   ( ) ( )cos cos 2cos cosα β α β α β+ + − =  

នាឱំ្យ ( ) ( )1 cos cos cos cos
2

α β α β α β+ + − =    

ដូចេនះ     រូបមន�  ( ) ( )1cos cos cos cos
2

α β α β α β= + + −     ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
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្រសយប�� កថ់ា   ( ) ( )1sin sin cos cos
2

α β α β α β= − − +    

េគមាន ( ) ( )cos cos cos sin sin 1α β α β α β− = +  

   ( ) ( )cos cos cos sin sin 2α β α β α β+ = −  

េគដកអង� និងអង�ៃន ( )1  និង ( )2   េគបាន៖ 

   ( ) ( )cos cos 2sin sinα β α β α β− − + =           

នាឱំ្យ ( ) ( )1 cos cos sin sin
2

α β α β α β− − + =    

ដូចេនះ     រូបមន�  ( ) ( )1sin sin cos cos
2

α β α β α β= − − +     ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

្រសយប�� កថ់ា   ( ) ( )1sin cos sin sin
2

α β α β α β= + + −    

េគមាន ( ) ( )sin sin cos sin cos 1α β α β β α+ = +  

   ( ) ( )sin sin cos sin cos 2α β α β β α− = −  

េគបូកអង� និងអង�ៃន ( )1  និង ( )2   េគបាន៖ 

   ( ) ( )sin sin 2sin cosα β α β α β+ + − =  

នាឱំ្យ ( ) ( )1 sin sin sin cos
2

α β α β α β+ + − =    

ដូចេនះ     រូបមន�  ( ) ( )1sin cos sin sin
2

α β α β α β= + + −     ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

្រសយប�� កថ់ា  ( ) ( )1sin cos sin sin
2

β α α β α β= + − −    

េគមាន ( ) ( )sin sin cos sin cos 1α β α β β α+ = +  

   ( ) ( )sin sin cos sin cos 2α β α β β α− = −  

េគដកអង� និងអង�ៃន ( )1  និង ( )2   េគបាន៖ 

   ( ) ( )sin sin 2sin cosα β α β β α+ − − =  

នាឱំ្យ ( ) ( )1 sin sin sin cos
2

α β α β β α+ − − =    

ដូចេនះ     រូបមន�  ( ) ( )1sin cos sin sin
2

β α α β α β= + − −     ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
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14. ្រសយប�� ករូ់បមន� បែំលងពផីលបកូ េទផលគុណ ខងេ្រកម ៖ 

្រសយប�� កថ់ា   cos cos 2cos cos
2 2

p q p qp q + −
+ =  

េគមាន ( ) ( )cos cos cos sin sin 1α β α β α β− = +  

   ( ) ( )cos cos cos sin sin 2α β α β α β+ = −  

េគបូកអង� និងអង�ៃន ( )1  និង ( )2   េគបាន៖  ( ) ( ) ( )cos cos 2cos cos *α β α β α β+ + − =  

េបេគតង pα β+ =  និង qα β− =  

 េគបាន ( ) ( ) p qα β α β+ + − = +   នាឱំ្យ  2 p qα = +   ឬ 
2

p qα +
=  

   ( ) ( ) p qα β α β+ − − = −    នាឱំ្យ  2 p qβ = −   ឬ 
2

p qβ −
=  

នាឱំ្យ ( )*   េទជា  cos cos 2cos cos
2 2

p q p qp q + −
+ =  

ដូចេនះ     រូបមន�  cos cos 2cos cos
2 2

p q p qp q + −
+ =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

្រសយប�� កថ់ា  cos cos 2sin sin
2 2

p q p qp q + −
− = −  

េគមាន ( ) ( )cos cos cos sin sin 1α β α β α β+ = −  

   ( ) ( )cos cos cos sin sin 2α β α β α β− = +  

េគដកអង� និងអង�ៃន ( )1  និង ( )2   េគបាន៖  ( ) ( ) ( )cos cos 2sin sin *α β α β α β+ − − = −  

េបេគតង pα β+ =  និង qα β− =    នាឱំ្យ  
2

p qα +
=  និង 

2
p qβ −

=  

 េគបាន ( )*  េទជា  cos cos 2sin sin
2 2

p q p qp q + −
− = −  

ដូចេនះ     រូបមន�  cos cos 2sin sin
2 2

p q p qp q + −
− = −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

្រសយប�� កថ់ា  sin sin 2sin cos
2 2

p q p qp q + −
+ =  

េគមាន ( ) ( )sin sin cos sin cos 1α β α β β α+ = +  

   ( ) ( )sin sin cos sin cos 2α β α β β α− = −  

េគបូកអង� និងអង�ៃន ( )1  និង ( )2   េគបាន៖   ( ) ( ) ( )sin sin 2sin cos *α β α β α β+ + − =  

េបេគតង pα β+ =  និង qα β− =    នាឱំ្យ  
2

p qα +
=  និង 

2
p qβ −

=  

 េគបាន ( )*  េទជា  sin sin 2sin cos
2 2

p q p qp q + −
+ =  

ដូចេនះ     រូបមន�  sin sin 2sin cos
2 2

p q p qp q + −
+ =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
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្រសយប�� កថ់ា  sin sin 2sin cos
2 2

p q p qp q − +
− =  

េគមាន ( ) ( )sin sin cos sin cos 1α β α β β α+ = +  

   ( ) ( )sin sin cos sin cos 2α β α β β α− = −  

េគដកអង� និងអង�ៃន ( )1  និង ( )2   េគបាន៖   ( ) ( ) ( )sin sin 2sin cos *α β α β β α+ − − =  

េបេគតង pα β+ =  និង qα β− =    នាឱំ្យ  
2

p qα +
=  និង 

2
p qβ −

=  

 េគបាន ( )*  េទជា  sin sin 2sin cos
2 2

p q p qp q − +
− =  

ដូចេនះ     រូបមន�  sin sin 2sin cos
2 2

p q p qp q − +
− =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

្រសយប�� កថ់ា   
( )sin

tan tan
cos cos

p q
p q

p q
+

+ =  

េគមាន 
sin sintan tan
cos cos

p qp q
p q

+ = +  

             
( )

( )

sin cos sin cos , sin sin cos sin cos
cos cos

sin
cos cos

p q q p p q p q q p
p q

p q
p q

+
= + = +

+
=

 

ដូចេនះ     រូបមន�  
( )sin

tan tan
cos cos

p q
p q

p q
+

+ =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

 ្រសយប�� កថ់ា  
( )sin

tan tan
cos cos

p q
p q

p q
−

− =  

េគមាន 
sin sintan tan
cos cos

p qp q
p q

− = −  

             
( )

( )

sin cos sin cos , sin sin cos sin cos
cos cos

sin
cos cos

p q q p p q p q q p
p q

p q
p q

−
= − = −

−
=

 

ដូចេនះ     រូបមន�  
( )sin

tan tan
cos cos

p q
p q

p q
−

− =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
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្រសយប�� កថ់ា   
( )sin

cot cot
sin sin

p q
p q

p q
+

+ =  

េគមាន 
cos coscot cot
sin sin

p qp q
p q

+ = +  

             ( )

( )

cos sin cos sin
sin sin

sin cos sin cos , sin sin cos sin cos
sin sin

sin
sin sin

p q q p
p q

p q q p p q p q q p
p q

p q
p q

+
=

+
= + = +

+
=

 

ដូចេនះ     រូបមន�  
( )sin

cot cot
sin sin

p q
p q

p q
+

+ =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

្រសយប�� កថ់ា   
( )sin

cot cot
sin sin

p q
p q

p q
−

− = −  

រេបៀបទ១ី 

េគមាន 
cos coscot cot
sin sin

p qp q
p q

− = −  

             ( )

( )

cos sin cos sin
sin sin

sin cos sin cos , sin sin cos sin cos
sin sin

sin
sin sin

p q q p
p q

p q q p p q p q q p
p q

p q
p q

−
=

−
= − − = −

−
= −

 

ដូចេនះ     រូបមន�  
( )sin

cot cot
sin sin

p q
p q

p q
−

− = −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

  

រេបៀបទ២ី 

េគមាន  
( )sin

cot cot
sin sin

p q
p q

p q
+

+ =     (បាន្រសយប�� ករ់ចួខងេល) 

េបេគជំនួស q  េដយ q−   

េគបាន  ( ) ( )( )
( )

sin
cot cot

sin sin
p q

p q
p q
+ −

+ − =
−

      េដយ    ( )sin sinq q− = −  

           
( )sin

cot cot
sin sin

p q
p q

p q
−

− = −  

ដូចេនះ     រូបមន�  
( )sin

cot cot
sin sin

p q
p q

p q
−

− = −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន ម៉ា្រទីស និងេដែទមីណង ់   ថា� ក់ទី ១១ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ម៉ា្រទីស និងេដែទមីណង់ 

 

1. ្រសយប�� កល់ក�ណៈៃនម៉ា្រទីសខងេ្រកម េប A  និង B  ជាម៉ា្រទីសមានលំដបដូ់ចគា�  េហយ ,k h  ជាចំនួនេថរ ៖  

ក. A B B A+ = +  (លក�ណៈ្រតឡបៃ់នវធិីបូក) 

ខ. ( ) ( )A B C A B C+ + = + +  (លក�ណៈផ�ុ ំៃនវធិីបូក) 

គ. ( ) ( )k mA km A=  (វធិីគុណេដយស� ែលមានលក�ណៈផ�ុ ំ) 

ឃ. ( )k A B kA kB+ = +  (វធិីគុណនឹងស� ែលមានលក�ណៈបំែបក ចំេពះវធិីបូក)  ។ 

2. បង� ញថាម៉ា្រទីស្រចសៃនម៉ា្រទីស 
a b

A
c d
 

=  
 

 គឺ 1 1 d b
A

c aad bc
− − 
=  −−  

  ែដល 0ad bc− ≠  ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន ម៉ា្រទីស និងេដែទមីណង ់   ថា� ក់ទី ១១ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ម៉ា្រទីស និងេដែទមីណង់ 

 

1. េប A  នងិ B  ជាម៉ា្រទសីមានលំដបដូ់ចគា�  េហយ ,k h  ជាចនំនួេថរ ៖  

ក. ្រសយប�� កថ់ា  A B B A+ = +    (លក�ណៈ្រតឡបៃ់នវធិបីកូ) 

េគតង  ,ij ijm n m n
A a B b

× ×
   = =      

េគបាន ij ij ij ijA B a b a b     + = + = +       

             

ij ij

ij ij

b a

b a

B A

 = + 
   = +   

= +

 

ដូចេនះ     លក�ណៈៃនម៉ា្រទីស A B B A+ = +   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 

 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  ( ) ( )A B C A B C+ + = + +    (លក�ណៈផ�ុៃំនវធិបីកូ) 

េគតង ,ij ijm n m n
A a B b

× ×
   = =     និង ij m n

C c
×

 =     

េគបាន ( ) ( )ij ij ijA B C a b c     + + = + +       

           

( )
( )
( )

( )

ij ij ij

ij ij ij

ij ij ij

a b c

a b c

a b c

A B C

 = + + 
 = + + 

     = + +     
= + +

 

ដូចេនះ     លក�ណៈៃនម៉ា្រទីស ( ) ( )A B C A B C+ + = + +   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 

 

គ. ្រសយប�� កថ់ា  ( ) ( )k mA km A=      (វធិគុីណេដយស� ែលមានលក�ណៈផ�ុ)ំ 

េគតង ij m n
A a

×
 =    

េគបាន ( ) ( )ij ijk mA k ma k ma  = =     

    
( ) ( )
( )

ij ijkm a km a

km A

   = =   
=

 

ដូចេនះ     លក�ណៈៃនម៉ា្រទីស ( ) ( )k mA km A=   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 

 

ឃ. ្រសយប�� កថ់ា ( )k A B kA kB+ = +    (វធិគុីណនងឹស� ែលមានលក�ណៈបែំបក ចេំពះវធិបីកូ) 

េគតង ,ij ijm n m n
A a B b

× ×
   = =     

េគបាន  ( ) ( )ij ij ij ijk A B k a b ka kb   + = + = +   ij ijka kb kA kB   = + = +     

ដូចេនះ     លក�ណៈៃនម៉ា្រទីស ( )k A B kA kB+ = +   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន ម៉ា្រទីស និងេដែទមីណង ់   ថា� ក់ទី ១១ 

2. បង� ញថាម៉ា្រទសី្រចសៃនម៉ា្រទសី 
a b

A
c d
 

=  
 

 គ ឺ 1 1 d b
A

c aad bc
− − 
=  −−  

  ែដល 0ad bc− ≠  

េគមាន 
a b

A
c d
 

=  
 

  និង  1 1 d b
A

c aad bc
− − 
=  −−  

 

េគតង 
d b

M
c a

− 
=  − 

 

េគបាន ( ) ( )0 1 0
0 0 1

a b d b ad bc ab ba ad bc
AM ad bc ad bc I

c d c a cd dc bc ad ad bc
− − − + −         

= = = = − = −         − − − + −         
 

  ( ) ( )0 1 0
0 0 1

d b a b ad bc bd bd ad bc
AM ad bc ad bc I

c a c d ac ac bc ad ad bc
− − − −         

= = = = − = −         − − + − + −         
 

ករណី ( )AM ad bc I= −   េនាះ  
1I AM

ad bc
=

−
 

  តមនិយមនយ័ 1A−  ជាម៉ា្រទីសៃន A  េនាះ  1 1AA A A I− −= =  

  េគបាន   1 11 1AA AM A M
ad bc ad bc

− −= ⇒ =
− −

   ឬ  1 1 d b
A

c aad bc
− − 
=  −−  

 

ករណី ( )MA ad bc I= −   េនាះ  
1I MA

ad bc
=

−
 

  តមនិយមនយ័ 1A−  ជាម៉ា្រទីសៃន A  េនាះ  1 1AA A A I− −= =  

  េគបាន   1 11 1A A MA A M
ad bc ad bc

− −= ⇒ =
− −

   ឬ  1 1 d b
A

c aad bc
− − 
=  −−  

 

តមពីរករណីខងេល ប�� កថ់ាម៉ា្រទីស្រចសៃនម៉ា្រទីស A  គឺ 1 1 d b
A

c aad bc
− − 
=  −−  

 

ដូចេនះ     ម៉ា្រទីស្រចសៃនម៉ា្រទីស 
a b

A
c d
 

=  
 

 គឺ  1 1 d b
A

c aad bc
− − 
=  −−  

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន បំែលងលេីនែអ ៊   ថា� ក់ទី ១១ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន បំែលងលេីនែអ៊ 

 

1. បង� ញរូបមន�បំែលងឆ�ុះតមករណីដូចខងេ្រកម ៖ 

 ក. បំែលងលីេនែអរ៊ឆ�ុះេធៀបនឹងអក័្ស xx′  គឺ  















−

=







′
′

′ y
x

y
x

S xx 10
01

: ។ 

 ខ. បំែលងលីេនែអរ៊ឆ�ុះេធៀបនឹងអក័្ស y y′  គឺ  














−
=








′
′

′ y
x

y
x

S yy 10
01

: ។ 

 គ. បំែលងលីេនែអរ៊ឆ�ុះេធៀបនឹងគល់ O  គឺ  















−

−
=








′
′

y
x

y
x

SO 10
01

: ។ 

2. បង� ញរូបមន�បំែលងចងំ ដូចខងេ្រកម ៖ 

 បំែលងចងំ H  ែដលមានផលេធៀប k  គឺៈ ( ) 















=








′
′

y
x

k
k

y
x

kH
0

0
:,0   ។ 

3. បង� ញរូបមន�បំែលងវលិដូចខងេ្រកម ៖ 

 បំែលងវលិៃនមុ ំα  គឺៈ  ( ) 














 −
=








′
′

ℜ
y
x

y
x

αα
αα

α
cossin
sincos

:,0  ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន បំែលងលេីនែអ ៊   ថា� ក់ទី ១១ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន បំែលងលេីនែអ៊ 
 

1. បង� ញរូបមន�បែំលងឆ�ុះតមករណីដូចខងេ្រកម ៖ 

 ក. បង� ញរូបមន� បែំលងលីេនែអរ៊ឆ�ុះេធៀបនងឹអក័្ស xx′  គ ឺ 















−

=







′
′

′ y
x

y
x

S xx 10
01

:  

 េគតង ( ),M x y  និង ( ),M x y′ ′ ′  

 េបចំណុច ( ),M x y  និង ( ),M x y′ ′ ′  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងអក័្ស x x′  

 េគបាន x x′ =  និង y y′ = −  

 េគសរេសរ  
x xS

M M
′

′→   :  
x x
y y
′ =

 ′ = −
  អចសរេសរ  

1 0
0 1

x x y
y x y
′ = ⋅ + ⋅

 ′ = ⋅ − ⋅
 

 េគអចសរេសរជាទ្រមង់ម៉ា្រទីស  















−

=







′
′

′ y
x

y
x

S xx 10
01

:  

 ដូចេនះ       រូបមន� បំែលងលីេនែអរ៊ឆ�ុះេធៀបនឹងអក័្ស xx′  គឺ  















−

=







′
′

′ y
x

y
x

S xx 10
01

:   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

 ខ. បង� ញរូបមន� បែំលងលីេនែអរ៊ឆ�ុះេធៀបនងឹអក័្ស y y′  គ ឺ 














−
=








′
′

′ y
x

y
x

S yy 10
01

:  

 េគតង ( ),M x y  និង ( ),M x y′ ′ ′  

 េបចំណុច ( ),M x y  និង ( ),M x y′ ′ ′  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងអក័្ស y y′  

 េគបាន x x′ = −  និង y y′ =  

 េគសរេសរ  
y yS

M M
′

′→   :  
x x
y y
′ = −

 ′ =
  អចសរេសរ  

1 0
0 1

x x y
y x y
′ = − ⋅ + ⋅

 ′ = ⋅ + ⋅
 

 េគអចសរេសរជាទ្រមង់ម៉ា្រទីស  














−
=








′
′

′ y
x

y
x

S yy 10
01

:  

 ដូចេនះ       រូបមន� បំែលងលីេនែអរ៊ឆ�ុះេធៀបនឹងអក័្ស y y′  គឺ  














−
=








′
′

′ y
x

y
x

S yy 10
01

:   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

  

 គ. បង� ញរូបមន� បែំលងលីេនែអរ៊ឆ�ុះេធៀបនងឹគល់ O  គ ឺ 















−

−
=








′
′

y
x

y
x

SO 10
01

:  

 េគតង ( ),M x y  និង ( ),M x y′ ′ ′  

 េបចំណុច ( ),M x y  និង ( ),M x y′ ′ ′  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងគល់ O  

 េគបាន x x′ = −  និង y y′ = −  

 េគសរេសរ  
OS

M M ′→   :  
x x
y y
′ = −

 ′ = −
  អចសរេសរ  

1 0
0 1

x x y
y x y
′ = − ⋅ + ⋅

 ′ = ⋅ − ⋅
 

 េគអចសរេសរជាទ្រមង់ម៉ា្រទីស  















−

−
=








′
′

y
x

y
x

SO 10
01

:  

 ដូចេនះ       រូបមន� បំែលងលីេនែអរ៊ឆ�ុះេធៀបនឹងអក័្ស y y′  គឺ  















−

−
=








′
′

y
x

y
x

SO 10
01

:   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

( ),M x y′ ′ ′


( ),M x y

xx′ O

y

( ),M x y′ ′ ′


( ),M x y

xx′ O

y

( ),M x y′ ′ ′

( ),M x y

x
x′

O

y′

y
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2. បង� ញរូបមន� បែំលងចងំ H  ែដលមានផលេធៀប k  គៈឺ ( ) 















=








′
′

y
x

k
k

y
x

kH
0

0
:,0  

េប ( ),M x y′ ′ ′  ជារូបភាពៃន ( ),M x y  តមបំែលងចងំ H  ែដលមានផលេធៀប k  ែដល 0k ≠  

េនាះេគបានកូអរេដេន  ,x kx y ky′ ′= =   អចសរេសរជា  
0

0
x k x y
y x k y
′ = ⋅ + ⋅

 ′ = ⋅ + ⋅
 

េដម្បងីយ្រស�សសិក្សោ េគសរេសរជាទ្រមងម៉់ា្រទីស   ( ) 















=








′
′

y
x

k
k

y
x

kH
0

0
:,0  

 ដូចេនះ       រូបមន�បំែលងចងំ H  ែដលមានផលេធៀប k  គឺៈ  ( ) 















=








′
′

y
x

k
k

y
x

kH
0

0
:,0   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

  

3. បង� ញរូបមន�  បែំលងវលិបែំលងវលិៃនមុ ំα  គៈឺ  ( ) 














 −
=








′
′

ℜ
y
x

y
x

αα
αα

α
cossin
sincos

:,0  

េប ( ),M x y′ ′ ′  ជារូបភាពៃន ( ),M x y  តមបំែលងវលិ ( )0,αℜ  េនាះេគបាន 

( ), ,OM OM OM OM α′ ′= =
 

 

េគេដចំណុច P  និង Q  ជាចំេណាលែកងៃនចំណុច M  មកេលអក័្ស Ox


 និង Oy


 

េប M  ផា� ស់ទីមក M  តមមុ ំα  េនាះ P  និង Q  កផ៏ា� ស់ទីមក P′  និង Q′  តមុ ំα ែដរ 

តមរូប េបេគយកកូអរេដេន ( )cos , sinP x xα α′  និង ( )sin , cosP y yα α′ −  

ចំេពះចតុេកណ  OP M Q′ ′ ′   េគមាន  OM OP OQ′ ′ ′= +
  

 

េដយ   OM x i y j′ ′ ′= +


 

  និង   

  ( ) ( )cos sin sin cosOP OQ x i x j y i y jα α α α′ ′+ = + + − +
 

   

 

េគបាន ( ) ( )cos sin sin cosx i y j x i x j y i y jα α α α′ ′+ = + + − +
     

 

     ( ) ( )cos sin sin cosx y i x y jα α α α= − + +
 

 

ទញបាន  
cos sin
sin cos

x x y
y x y

α α
α α

′ = −
 ′ = +

  ឬ  
cos sin
sin cos

x x y
y x y

α α
α α

′ = ⋅ − ⋅
 ′ = ⋅ + ⋅

  

េគអចសរេសរជាទ្រមង់ម៉ា្រទីស ៃនបំែលងវលិមុ ំα  ែដលមាន O  ជាផ�ិត គឺ ( ) 














 −
=








′
′

ℜ
y
x

y
x

αα
αα

α
cossin
sincos

:,0  

 ដូចេនះ       រូបមន�បំែលងវលិបំែលងវលិៃនមុ ំα  គឺៈ  ( ) 














 −
=








′
′

ℜ
y
x

y
x

αα
αα

α
cossin
sincos

:,0   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

 

( ),M x y′ ′ ′



( ),M x y

xx′ O

y

P







P′
Q

Q′

α
αα
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ធរណីមា្រតក�ងុលហំ 

 

1. ្រសយប�� កថ់ា  េបេគមានវុចិទរ័ ( ), ,u x y z=


 ផ�ុ ំជាមយួអក័្ស ,ox oy  និង oz  បានមុេំរៀងគា�   ,α β  និង γ  េនាះេគបាន 
2 2 2cos cos cos 1α β γ+ + =  ។ 

2. បង� ញថា ចំេពះ្រគបវុ់ចិទរ័ u  េគបាន 22u u=
 

 ។ 

3. ្រសយប�� កថ់ា  AB AC AB AH⋅ = ⋅
 

 ែដល H  ជាចំេណាលែកងៃន C  េល AB


 ។ 

4. ្រសយប�� កថ់ា៖  

ក.  u v v u⋅ = ⋅
   

      ខ. 0u v u v⊥ ⇔ ⋅ =
   

 ែដល 0 , 0u v≠ ≠
 

 

  

គ. ( ) ( )mu v m u v⋅ = ⋅
   

    ឃ. u v u v⋅ ≤ ⋅
   

    (វសិមភាពកូសីុ) 

ង.  u v u v+ ≤ +
   

    (វសិមភាព្រតីេកណ) ។ 

5. ្រសយប�� កថ់ា  េប  ( ), ,u x y z=


 និង ( ), ,v x y z′ ′ ′=


 េនាះេគបាន u v xx yy zz′ ′ ′⋅ = + +
 

 ។ 

6. ្រសយប�� កថ់ា  ចំេពះ្រគប ់ ( ), ,u x y z=


 ក�ុងេគាលណរម៉ាល់ ( ), ,i j k


 

 េនាះេគបាន ៖ 

, ,u i x u j y u k z⋅ = ⋅ = ⋅ =


 

  

   ។ 

7. ្រសយប�� កថ់ា  ្របែវងៃនវុចិទ័រ ( ), ,u x y z=


 គឺ  2 2 2u x y z= + +


  ។ 

8. ្រសយប�� កថ់ា  េប  ( ), ,u x y z=


 និង ( ), ,v x y z′ ′ ′=


 ផ�ុ ំបានមុ ំθ  េនាះេគបាន ៖ 

2 2 2 2 2 2
cos u v xx yy zz

u v x y z x y z
θ

′ ′ ′⋅ + +
= =

⋅ ′ ′ ′+ + ⋅ + +

 

 

   ។ 

9. ្រសយប�� កថ់ា  េប  ,AB a AC b= =
  



 ជា្រជ�ងៃន្រតីេកណ ABC  េនាះវមានៃផ� ( )2221
2

S a b ab= ⋅ −
 

 

  ។ 

10. ្រសយប�� កថ់ា  ៖    

ក. ( )u v w u v u w⋅ + = ⋅ + ⋅
      

  ខ. ( )u v w u w v w+ ⋅ = ⋅ + ⋅
      

 

គ. ( ) ( )u mv m u v⋅ = ⋅
   

   ឃ. ( ) ( )mu v m u v⋅ = ⋅
   

   ។ 

11. ្រសយប�� កថ់ា  ចមា� យរវងពីរចំណុច ( )1 1 1, ,P x y z  និង ( )2 2 2, ,Q x y z  កំណតេ់ដយ  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 2 1 2 1,d P Q PQ x x y y z z= = − + − + −   ។ 

12. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរែស�៊ែដលមានផ�ិត ( ), ,C a b c  និងក ំ r  កំណតេ់ដយ ( ) ( ) ( )2 2 2 2x a y b z c r− + − + − =  ។ 

13. ្រសយប�� កថ់ា វសិមកីរតំបន់ែផ�កខងក�ុងៃនែស�៊ ែដលមានផ�ិតេន្រតង់ ( ), ,I a b c  និងមានក ំ r  គឺ : 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2 2 2, , /x y z x a y b z c r− + − + − <  ។ 

14. ្រសយប�� កថ់ា វសិមកីរតំបន់ែផ�កខងេ្រកៃនែស�៊ ែដលមានផ�ិតេន្រតង់ ( ), ,I a b c  និងមានក ំ r  គឺ : 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2 2 2, , /x y z x a y b z c r− + − + − >  ។ 

15. ្រសយប�� កថ់ា វុចិទ័រទីតងំ c  ៃនចំណុច C  ែចកអង�ត ់ [ ]AB  ខងក�ុងតមផលេធៀប :m n  គឺ 
mb nac

m n
+

=
+







 ។ 

16. ្រសយប�� កថ់ា វុចិទ័រទីតងំ d
d

 ៃនចំណុច D  ែចកអង�ត ់[ ]AB  ខងេ្រកតមផលេធៀប :m n  គឺ 
mb nad

m n
−

=
−

d

d

d

 ។ 
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17. ្រសយប�� កថ់ា វុចិទ័រទីតងំ 
3

a b cg + +
=



 



 ៃនចំណុច G  ែដល G  ជាទី្របជុំទម�ន់របស់្រតីេកណ ABC  មានកំពូល 

( ) ( ),A a B b




 និង ( )C c  ។ 

18. េគឱ្យបនួចំណុច , , ,O A B C  េនក�ុងលំហ ។ បង� ញថា  េប [ ] [ ]OB CA⊥  និង [ ] [ ]OC AB⊥  េនាះេគបាន 

[ ] [ ]OA BC⊥  ។ 

19. េគឱ្យចតុមុខនិយត័ ABCD  មយួក�ុងលំហ ែដល , ,AB b AC c AD d= = =
d d ddd

d

 ។ បង� ញថា  [ ] [ ]AB CD⊥  ។ 

20. បង� ញថា  េបបនួចំណុច , ,A B C  និង D  េនក�ុងលំហ ែដលេផ��ងផា� ត ់ 2 2 2 2AB CD AC BD+ = +  េនាះ [ ] [ ]AD BC⊥  ។ 

21. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរបនា� ត់ក�ុងលំហ កតត់មចំណុច ( )0 0 0, ,P x y z  និងមានវុចិទរ័្របាបទ់ិស ( ), ,u a b c=


 

មានសមកីរ ប៉ារ៉ែម៉្រត  
0

0

0

,
x x at
y y bt t
z z ct

= +
 = + ∈
 = +

y   រចួទញប�� ក់ថា  0 0 0x x y y z z
a b c
− − −

= =  ែដលេគេហថា សមកីរឆ�ុះ ។ 

22. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរៃនបនា� តែ់ដលកតត់មពីរចំណុច  ( )0 0 0, ,P x y z  និង ចំណុច ( )1 1 1 1, ,P x y z  គឺ 

0 0 0

1 0 1 0 1 0

x x y y z z
x x y y z z
− − −

= =
− − −

  ។ 

23. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរប�ងែ់ដលកតត់មចំណុច ( )0 0 0, ,P x y z  និងមានវុចិទរ័ណរម៉ាល់ ( ), ,n a b c=


 មានសមកីរគឺ 

( ) ( ) ( )0 0 0 0a x x b y y c z z− + − + − =  ។ 

24. ក. បង� ញថា ប�ង់ ( )xoy  មានសមកីរ 0z =  ។ 

ខ. បង� ញថា ប�ង់ ( )xoz  មានសមកីរ 0y =  ។ 

គ. បង� ញថា ប�ង់ ( )yoz  មានសមកីរ 0x =  ។ 

25. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� យពីចំណុច ( )0 0 0 0, ,P x y z  េទប�ង ់ : 0ax by cz da + + + =  គឺ 

( ) 0 0 0
0 2 2 2

,
ax by cz d

d P
a b c

a
+ + +

=
+ +

 ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ធរណីមា្រតក�ងុលហំ 

 

1. ្រសយប�� កថ់ា  2 2 2cos cos cos 1α β γ+ + =   

េគមាន េគមានវុចិទ័រ ( ), ,u x y z=


 ផ�ុ ំជាមយួអក័្ស  

  ,ox oy  និង oz  បានមុេំរៀងគា�   ,α β  និង γ   

េគយក P  ជាចំណុចមយួក�ុងលំហ ែដល u OP=




 

េគបាន 
2 2 2 2OP x y z= + +



 

្រតីេកណែកង OxP  មាន cos cosx x OP
OP

α α= ⇒ = ⋅



 

្រតីេកណែកង OyP  មាន cos cosy y OP
OP

β β= ⇒ = ⋅



 

្រតីេកណែកង OzP  មាន cos cosz z OP
OP

γ γ= ⇒ = ⋅
γγγ

γγγ
 

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( )2 2 22
cos cos cosOP OP OP OPα β γ= ⋅ + ⋅ + ⋅

γγγ γγγ γγγ γγγ

 

  ( )2 2 2 2 2cos cos cosOP OP α β γ= + +
γγγ γγγ

   េនាះ  2 2 2cos cos cos 1α β γ+ + =  

ដូចេនះ      2 2 2cos cos cos 1α β γ+ + =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

2. បង� ញថា ចេំពះ្រគបវុ់ចិទរ័ u  េគបាន  22u u=
 

 

តមនិយមនយ័ផលគុណស� ែល  cosu v u v θ⋅ = ⋅ ⋅
   

   ែដល θ  ជាមុផំ�ុ ំរវង u  និង v  

េដយមុផំ�ុ ំរវង u  និង u  គឺ 0θ = °   (វុចិទរ័្រត�តសីុគា� ) 

េគបាន cos 0u u u u⋅ = ⋅ ⋅ °
   

   េនាះ  22u u=
 

 

ដូចេនះ      22u u=
 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

3. ្រសយប�� កថ់ា  AB AC AB AH⋅ = ⋅
 

 ែដល H  ជាចេំណាលែកងៃន C  េល AB


 

តមនិយមនយ័ផលគុណស� ែល  cosAB AC AB AC θ⋅ = ⋅ ⋅
   

 

េដយ AB AB=


 និង AC AC=


 

នាឱំ្យ ( )cos 1AB AC AB AC θ⋅ = ⋅ ⋅
 

  

ក�ុង្រតីេកណែកង  AHC  មាន cos AH
AC

θ =   េនាះ  cosAH AC θ= ⋅  

េគបាន ( )1 : AB AC AB AH⋅ = ⋅
 

 

ដូចេនះ      AB AC AB AH⋅ = ⋅
 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

x

y

y

x
y

y

α
β

γ
O

P

A

C

H B
θ
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4. ក. ្រសយប�� កថ់ា   u v v u⋅ = ⋅
   

 

េគតង θ  ជាមុផំ�ុ ំរវង u  និង v  

នាឱំ្យ មុផំ�ុ ំរវង v  និង u  គឺ θ−  

តមនិយមនយ័ផលគុណស� ែល  ( )cos 1u v u v θ⋅ = ⋅ ⋅
   

 

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) ( )cos cos 2v u v u u vθ θ⋅ = ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅
     

     (េ្រពះ  u v v u⋅ = ⋅
   

  និង ( )cos cosθ θ− =  មុផំ�ុយ) 

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2  នាឱំ្យ  u v v u⋅ = ⋅
   

 

ដូចេនះ      u v v u⋅ = ⋅
   

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  0u v u v⊥ ⇔ ⋅ =
   

 ែដល 0 , 0u v≠ ≠
 

 

  

តមនិយមនយ័ផលគុណស� ែល  cosu v u v θ⋅ = ⋅ ⋅
   

 ែដល θ  ជាមុផំ�ុ ំរវង u  និង v  

េដយ u v⊥
 

  េនាះ  90θ = °  

េគបាន cos90 0 0u v u v u v⋅ = ⋅ ⋅ ° = ⋅ ⋅ =
     

 

ម្យោ៉ងេទៀត 0 , 0u v≠ ≠
 

 

  ,   0 0 cos90u v u v u v⋅ = = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ °
     

  េនាះ  u v⊥
 

 

ដូចេនះ      0u v u v⊥ ⇔ ⋅ =
   

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
 

គ. ្រសយប�� កថ់ា  ( ) ( )mu v m u v⋅ = ⋅
   

 ែដល m  ជាចនំនួពតិ 

េប u  ជាវុចិទរ័មយួ េនាះ  mu  ជាវុចិទ័រថ�ីមយួេទៀត ែដល ( )/ /u mu 

 និង mu m u=
 

 

េគតង θ  ជាមុផំ�ុ ំរវង u  និង v   េនាះ  cosu v u v θ⋅ = ⋅ ⋅
   

 

េគបាន  េប 0m >  េនាះ ( )mu  ផ�ុ ំនិង v  បានមុ ំθ  

    ( ) ( )cos cosmu v mu v m u v m u vθ θ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅
       

 

   េប 0m <  េនាះ ( )mu  ផ�ុ ំនិង v  បានមុ ំ180 θ°−  

    
( ) ( ) ( )

( ) ( )
cos 180 cos

cos cos

mu v mu v m u v

m u v m u v m u v

θ θ

θ θ

⋅ = ⋅ ⋅ ° − = ⋅ ⋅ ⋅ −

= − ⋅ ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅

     

     

 

   េប 0m =  េនាះ  ( ) ( )0 0 0 cosmu v v u v m u vθ⋅ = ⋅ = = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅


      

 

េឃញថា ្រគបច់ំនួនពិតៃន m  េគបាន ( ) ( )mu v m u v⋅ = ⋅
   

  

ដូចេនះ     ( ) ( )mu v m u v⋅ = ⋅
   

 ្រត�វបាន្រសយប�� ក់     ។ 
 

ឃ.្រសយប�� កថ់ា u v u v⋅ ≤ ⋅
   

    (វសិមភាពកូសីុ) 

តមនិយមនយ័ផលគុណស� ែល cosu v u v θ⋅ = ⋅ ⋅
   

 

េគបាន ( )cos cos cos 1u v u v u v u vθ θ θ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅
       

 

េដយ 1 cos 1 cos 1θ θ− ≤ ≤ ⇒ ≤    គុណអង�ទងំពីរនឹង u v⋅ 

 េគបាន   ( )cos 2u v u vθ⋅ ⋅ ≤ ⋅
   

 

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2   េគបាន  u v u v⋅ ≤ ⋅
   

 

ដូចេនះ     u v u v⋅ ≤ ⋅
   

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
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ង. ្រសយប�� កថ់ា u v u v+ ≤ +
   

    (វសិមភាព្រតេីកណ)  

តមវសិមភាពក�ុង្រតីេកណ ABC  

េគបាន AC AB BC< +   ឬ  ( )1u v u v+ < +
   

 

  េ្រពះ , ,AC u v AB u BC v= + = =
   

 

ម្យោ៉ងេទៀត ្រជ�ង្រតីេកណមនិអចសូន្យ ប៉ុែន�វុចិទរ័អចសូន្យ 

  េប 0u v= =


 

  េគបាន ( )2u v u v+ = +
   

  

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2   នាឱំ្យ  u v u v+ ≤ +
   

 

ដូចេនះ     u v u v+ ≤ +
   

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
 

5. ្រសយប�� កថ់ា  u v xx yy zz′ ′ ′⋅ = + +
 

  

េគមាន ( ), ,u x y z=


 និង ( ), ,v x y z′ ′ ′=


 

េគបាន u xi yj zk= + +


 



 និង  v x i y j z k′ ′ ′= + +


 



 

នាឱំ្យ ( ) ( )u v xi yj zk x i y j z k′ ′ ′⋅ = + + ⋅ + +
 

   

 

 

         2 2 2xx i xy i j xz i k x yj i yy j yz j k x zk i y zk j zz k′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅ + ⋅ +
    

         

 

េដយ 2 2 2 1i j k= = =


 

   និង  0 , 0 , 0i j j i i k k i j k k i⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ =
   

       

 

  េ្រពះ  , ,i j k


 

 ជាវុចិទរ័ឯកត េហយ , ,i j i k j k⊥ ⊥ ⊥
 

   

  (ែដល ( )cos90 cos 90 0° = − ° = ) 

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 0 0 1 0 0 0 1u v xx xy xz x y yy yz x z y z zz′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⋅ = + + + + + + + +
 

 

         xx yy zz′ ′ ′= + +  

ដូចេនះ      រូបមន�  u v xx yy zz′ ′ ′⋅ = + +
 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
 

6. ្រសយប�� កថ់ា  , ,u i x u j y u k z⋅ = ⋅ = ⋅ =


 

  

  

េគមាន ( ), ,u x y z=


 និង  ( ) ( ) ( )1 , 0 , 0 , 0 , 1 , 0 , 0 , 0 , 1i j k= = =


 

 

េគបាន ( )( ) ( )( ) ( )( )1 0 0u i x y z x⋅ = + + =




 

  ( )( ) ( )( ) ( )( )0 1 0u j x y z y⋅ = + + =




 

  ( )( ) ( )( ) ( )( )0 0 1u k x y z z⋅ = + + =




 

ដូចេនះ      , ,u i x u j y u k z⋅ = ⋅ = ⋅ =


 

  

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
 

7. រេបៀបទ១ី :   ្រសយប�� កថ់ា  ្របែវងៃនវុចិទរ័ ( ), ,u x y z=


 គ ឺ 2 2 2u x y z= + +


 

េគមាន 22u u=
 

  បាន្រសយរចួលំហតេ់លខ 2  

ម្យោ៉ងេទៀត 2 2 2 2u xx yy zz x y z= + + = + +


 

េគបាន 2 2 2 2u x y z= + +


  នាឱំ្យ  2 2 2u x y z= + +


  េ្រពះ  0u ≥


 

ដូចេនះ     រូបមន�  2 2 2u x y z= + +


   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់   ។ 

A

B

C

u v

u v+ 
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រេបៀបទ២ី :   ្រសយប�� កថ់ា  ្របែវងៃនវុចិទរ័ ( ), ,u x y z=


 គ ឺ 2 2 2u x y z= + +


 

េគតង u OP=




 នាឱំ្យ  u OP OP= =




 

ក�ុង្រតីេកណែកង  OQP  មាន 2 2 2OP OQ PQ= +  

េដយ 2 2 2OQ x y= +  និង 2 2PQ z=  

េគបាន 2 2 2 2OP x y z= + +   ឬ  2 2 2OP x y z= + +  

នាឱំ្យ 2 2 2u OP OP x y z= = = + +




 

ដូចេនះ     រូបមន�  2 2 2u x y z= + +


   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់   ។ 

 

8. ្រសយប�� កថ់ា   
2 2 2 2 2 2

cos u v xx yy zz
u v x y z x y z

θ
′ ′ ′⋅ + +

= =
⋅ ′ ′ ′+ + ⋅ + +

 

 

  

េគមាន ( ), ,u x y z=


 និង ( ), ,v x y z′ ′ ′=


 ផ�ុ ំបានមុ ំθ   

តមនិយមនយ័ផលគុណស� ែល cosu v u v θ⋅ = ⋅ ⋅
   

    នាឱំ្យ cos u v
u v

θ ⋅
=

⋅

 

 

 

េដយ u v xx yy zz′ ′ ′⋅ = + +
 

  និង  2 2 2u x y z= + +


   ,  2 2 2v x y z′ ′ ′= + +


 

េគបាន 
2 2 2 2 2 2

cos u v xx yy zz
u v x y z x y z

θ
′ ′ ′⋅ + +

= =
⋅ ′ ′ ′+ + ⋅ + +

 

 

 

ដូចេនះ     រូបមន�  
2 2 2 2 2 2

cos u v xx yy zz
u v x y z x y z

θ
′ ′ ′⋅ + +

= =
⋅ ′ ′ ′+ + ⋅ + +

 

 

   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់   ។ 

 

9. ្រសយប�� កថ់ា  ៃផ�្រតេីកណ ( )2221
2

S a b ab= ⋅ −
 

 

 

េគមាន ,AB a AC b= =
  



 ជា្រជ�ងៃន្រតីេកណ ABC  

េគបាន 
1
2ABCS = ×បាត×កម�ស់   ឬ  

1
2ABCS AB CH= × ×  

េដយ AB a=


 និង sinCH b θ= ⋅


 

េគបាន 
1 sin
2ABCS a b θ= ⋅ ⋅ ⋅





 

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) ( )222 22 21 1 cos
2 2

S a b ab a b a b θ= ⋅ − = ⋅ − ⋅ ⋅
   

   

 

     
( )2 2 22 2 22 2

22 2

1 1cos 1 cos
2 2
1 1sin sin
2 2 ABC

a b a b a b

a b a b S

θ θ

θ θ

= ⋅ − ⋅ ⋅ = ⋅ −

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ =

  

  

 

 

 

ដូចេនះ        ៃផ�្រកឡា្រតីេកណ ABC  គឺ  ( )2221
2

S a b ab= ⋅ −
 

 

 ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់  ។ 

A

C

B

b


a
θ

H

x

y

z

x

y
O

P

z

Q

u
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10. ្រសយប�� កល់ក�ណៈៃនផលគុណស� ែលក�ុងលំហដូចខងេ្រកម ៖ 

ក. ្រសយប�� កថ់ា  ( )u v w u v u w⋅ + = ⋅ + ⋅
      

 

េគតង ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,u u u u v v v v= =
 

 និង ( )1 2 3, ,w w w w=


 

េគបាន ( )1 1 2 2 3 3, ,v w v w v w v w+ = + + +
 

 

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 3 3 3u v w u v w u v w u v w⋅ + = + + + + +
  

 

       ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

u v u w u v u w u v u w
u v u v u v u w u w u w

u v u w

= + + + + +

= + + + + +

= ⋅ + ⋅
   

 

ដូចេនះ     លក�ណៈ  ( )u v w u v u w⋅ + = ⋅ + ⋅
      

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់   ។ 

 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  ( )u v w u w v w+ ⋅ = ⋅ + ⋅
      

 

េគតង ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,u u u u v v v v= =
 

 និង ( )1 2 3, ,w w w w=


 

េគបាន ( )1 1 2 2 3 3, ,u v u v u v u v+ = + + +
 

 

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 3 3 3u v w u v w u v w u v w+ ⋅ = + + + + +
  

 

        ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

u w v w u w v w u w v w
u w u w u w v w v w v w

u w v w

= + + + + +

= + + + + +

= ⋅ + ⋅
   

 

 

ដូចេនះ     លក�ណៈ  ( )u v w u v u w⋅ + = ⋅ + ⋅
      

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់   ។ 

 

គ. ្រសយប�� កថ់ា  ( ) ( )u mv m u v⋅ = ⋅
   

 

េគតង ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,u u u u v v v v= =
 

  េនាះ  ( )1 2 3, ,mv mv mv mv=


 

េគបាន ( ) 1 1 2 2 3 3u mv u mv u mv u mv⋅ = + +
 

 

    
( )
( )

1 1 2 2 3 3m u v u v u v

m u v

= + +

= ⋅
 

 

ដូចេនះ     លក�ណៈ  ( ) ( )u mv m u v⋅ = ⋅
   

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់   ។ 

 

ឃ. ្រសយប�� កថ់ា ( ) ( )mu v m u v⋅ = ⋅
   

 

េគតង ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,u u u u v v v v= =
 

  េនាះ  ( )1 2 3, ,mu mu mu mu=


 

េគបាន ( ) 1 1 2 2 3 3mu v mu v mu v mu v⋅ = + +
 

 

    
( )
( )

1 1 2 2 3 3m u v u v u v

m u v

= + +

= ⋅
 

 

ដូចេនះ     លក�ណៈ  ( ) ( )mu v m u v⋅ = ⋅
   

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់   ។ 
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11. ្រសយប�� កថ់ា  ចមា� យរវងពរីចណុំច  ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 2 1 2 1,d P Q PQ x x y y z z= = − + − + −  

េគមាន ពីរចំណុច ( )1 1 1, ,P x y z  និង ( )2 2 2, ,Q x y z  

 ក�ុង្រតីេកណែកង PQR  តមពីតគ័រ 2 2 2PQ PR QR= +  

   ែដល  ( ) ( )2 22 2
2 1 2 1PR AB x x y y= = − + −  

   េហយ  ( )22
2 1QR z z= −  

េគបាន ( ) ( ) ( )2 2 22
2 1 2 1 2 1PQ x x y y z z= − + − + −  

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 2 1 2 1PQ x x y y z z= − + − + −  

េគតង d PQ=   (េ្រពះ distanced = =  ចមា� យ) 

េគសរេសរ ( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 2 1 2 1d PQ x x y y z z= = − + − + −  

ដូចេនះ     ចមា� យ ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 2 1 2 1,d P Q PQ x x y y z z= = − + − + −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

12. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរែស�៊កណំតេ់ដយ ( ) ( ) ( )2 2 2 2x a y b z c r− + − + − =  

េគមាន  ែស�៊ែដលមានផ�ិត ( ), ,C a b c  និងក ំ r  

េគតង ( ), ,P x y z  ជាចំណុចទូេទេនេលែស�៊ 

តមនិយមនយ័ែស�៊  េគបាន  2 2CP r=  

តមរូបមន� ចមា� យ ( ) ( ) ( )2 2 22CP x a y b z c= − + − + −  

េគបាន   ( ) ( ) ( )2 2 2 2x a y b z c r− + − + − =  

ដូចេនះ     សមកីរែស�៊  ( ) ( ) ( )2 2 2 2x a y b z c r− + − + − =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 

 

13. ្រសយប�� កថ់ា វសិមកីរតបំនែ់ផ�កខងក�ុងៃនែស�៊ គ ឺ: ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2 2 2, , /x y z x a y b z c r− + − + − <  

េគមាន ែស�៊ផ�ិត ( ), ,I a b c  និងមានក ំ r  

តមនិយមនយ័ វសិមកីរតំបនែ់ផ�កខងក�ុងៃនែស�៊គឺ 

  ចំណុចែដលមានចមា� យពីផ�ិតតូចជាងក ំ 

េគបាន   IP r<   ឬ  2 2IP r<  

តមរូបមន� ចមា� យពីរចំណុច ( ) ( ) ( )2 2 22IP x a y b z c= − + − + −  

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( )2 2 2 2x a y b z c r− + − + − <  

ដូចេនះ     វសិមកីរតំបនែ់ផ�កខងក�ុងៃនែស�៊គឺ : ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2 2 2, , /x y z x a y b z c r− + − + − <       ។ 

 

 

( )1 1 1, ,P x y z

z

y

x



1z


( )2 2 2, ,Q x y z

1x
2x

1y 2y

2z







R

d

A
B

r

( ), ,C a b c

( ), ,P x y z


r
( ), ,I a b c

( ), ,P x y z

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14. ្រសយប�� កថ់ា វសិមកីរតបំនែ់ផ�កខងេ្រកៃនែស�៊ គ ឺ: ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2 2 2, , /x y z x a y b z c r− + − + − >  

េគមាន ែស�៊ផ�ិត ( ), ,I a b c  និងមានក ំ r  

តមនិយមនយ័ វសិមកីរតំបនែ់ផ�កខងេ្រកៃនែស�៊គឺ 

  ចំណុចែដលមានចមា� យពីផ�ិតធំជាងក ំ 

េគបាន   IP r>   ឬ  2 2IP r>  

តមរូបមន� ចមា� យពីរចំណុច ( ) ( ) ( )2 2 22IP x a y b z c= − + − + −  

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( )2 2 2 2x a y b z c r− + − + − >  

ដូចេនះ     វសិមកីរតំបនែ់ផ�កខងេ្រកៃនែស�៊គឺ : ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2 2 2, , /x y z x a y b z c r− + − + − >       ។ 

 

15. ្រសយប�� កថ់ា  
mb nac

m n
+

=
+







   (វុចិទរ័ទតីងំែចកក�ុង) 

េគមាន  AC c a= −


 

 និង AB b a= −
 



 

 ផលេធៀប :m n   មានន័យថា  
AC AB
m m n

=
+

 

  េនាះ  
mAC AB

m n
=

+

 

 

 េគបាន       ( )mc a b a
m n

− = −
+



  

 

 នាឱំ្យ ( )m mb ma ma na mb nac b a a
m n m n m n

− + + +
= − + = =

+ + +

 

   



  

 

 ដូចេនះ      
mb nac

m n
+

=
+







  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

16. ្រសយប�� កថ់ា   
mb nad

m n
−

=
−

d

d

d

   (វុចិទរ័ទតីងំែចកេ្រក) 

េយងមាន  AD d a= −
d d

d

 និង AB b a= −
 



 

ផលេធៀប :m n  មាននយ័ថា 
AD AB
m m n

=
−

 

 េនាះ  
mAD AB

m n
=

−

 

 

េយងបាន      ( )md a b a
m n

− = −
−

dd

dd

 

នាឱំ្យ  ( )m mb ma ma na mb nad b a a
m n m n m n

− + − −
= − + = =

− − −

dd

dddd  

dd

dd

 

ដូចេនះ      
mb nad

m n
−

=
−

d

d

d

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

 

 

a

c

O

( )B b


( )A a

( )C c

b


m

n

m n+

a

b


O

( )D d


( )A a

( )B b


d


m n−

n

m

r
( ), ,I a b c

( ), ,P x y z

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17. ្រសយប�� កថ់ា វុចិទរ័ទតីងំៃនទ្ីរបជុទំម�ន ់ 
3

a b cg + +
=



 



  

េគមាន កំពូល ( ) ( ),A a B b




 និង ( )C c  និង ( )G g  ជាទី្របជុំទម�ន ់

េគយក ( )D d
d

 ជាចំណុចកណា� លៃន [ ]BC  

េគបាន ( )D d
d

 ែចកក�ុងៃន [ ]BC  តមផលេធៀប : 1:1m n =  

េគបាន   
1 1

1 1 2 2
mc nb c b c b b cd

m n
+ ⋅ + ⋅ + +

= = = =
+ +

dddd  

dddd  

d

 

 

ម្យោ៉ងេទៀត ( )G g  ជាចំណុចែចកក�ុងៃនេមដ្យោន AD  ខងក�ុងតម 

   ផលេធៀប :m n  េដយយក 2 , 1m n= =  

េគបាន   

2 1
2
2 1 3

b c a
md na a b cg

m n

 +
+ ⋅ 

+ + + = = =
+ +

d

d

d

dd

ddd 

d

 

ដូចេនះ     វុចិទ័រទីតងំៃនទី្របជុំទម�នគ់ឺ   3
a b cg + +

=


 



  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់   ។ 

 

18. បង� ញថា  [ ] [ ]OA BC⊥   

េគមាន បនួចំណុច , , ,O A B C  េនក�ុងលំហ និងយក O  ជាគល់ 

  [ ] [ ]OB CA⊥  និង [ ] [ ]OC AB⊥  

េដយ [ ] [ ]OB CA⊥   េនាះ  0OB CA⋅ =
 

 

  នាឱំ្យ  ( ) 0b a c⋅ − =


 

  ឬ  ( )1b a b c⋅ = ⋅
 

 

 

េហយ [ ] [ ]OC AB⊥  េនាះ  0OC AB⋅ =
 

 

  នាឱំ្យ  ( ) 0c b a⋅ − =


 

  ឬ  ( )2c b c a⋅ = ⋅


  

 

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2  េគបាន  b a c a⋅ = ⋅


  

  

  នាឱំ្យ  0c a b a⋅ − ⋅ =


  

  េនាះ  ( ) 0a c b⋅ − =


 

 

  េគបាន  0OA BC⋅ =
 

  នាឱំ្យ  OA BC⊥
 

  ឬ  [ ] [ ]OA BC⊥  

ដូចេនះ     បង� ញបានថា  [ ] [ ]OA BC⊥       ។ 

 

( )A a

( )B b
 ( )C c( )D d



( )G g 

2

1

O

( )B b


( )C c

( )A a
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19. បង� ញថា   [ ] [ ]AB CD⊥  

េគមាន ចតុមុខនិយត័ ABCD  និង , ,AB b AC c AD d= = =
d d ddd

d

 

េគយក A  ជាគល់ 

តមរូប េគបាន ( )AB CD b d c b d b c⋅ = ⋅ − = ⋅ − ⋅
d d ddddd   

dd

 

  ែត  cos 60b d b d⋅ = ⋅ ⋅ °
dddd  

  និង cos 60b c b c⋅ = ⋅ ⋅ °
 

 

 

  នាឱំ្យ  0b d b c⋅ − ⋅ =
ddd 

d

 

  េ្រពះ  ABCD  ជាចតុមុខនិយត័ ែដល b c d= =
dd

d

 

េគបាន 0AB CD⋅ =
 

 េនាះ  AB CD⊥
 

 ឬ  [ ] [ ]AB CD⊥  

ដូចេនះ      បង� ញបានថា  [ ] [ ]AB CD⊥       ។ 

 

20. បង� ញថា   [ ] [ ]AD BC⊥  

េគមាន បនួចំណុច , ,A B C  និង D  េនក�ុងលំហ   េផ��ងផា� ត់ 2 2 2 2AB CD AC BD+ = +  

េគតង វុចិទរ័ទីតងំ , , ,a b c d
dd

dd

  េរៀងគា� ៃនចំណុច  , , ,A B C D  

ចំេពះ 2 2 2 2AB CD AC BD+ = +  

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22b a d c c a d b− + − = − + −
dddd  

dddd  

 

  

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2

2 2 2 2

0

0

0

0

b b a a d d c c c c a a d d b b

b a d c c a d b

b a d c c a d b

b a c a d c d b

a c b d c b

c b d a

BC AD

− ⋅ + + − ⋅ + = − ⋅ + + − ⋅ +

− ⋅ − ⋅ = − ⋅ − ⋅

⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅

⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ =

− − + ⋅ − =

− ⋅ − =

⋅ =

dddddddd      

dddddddd      

dddd  

dddd  

dddd  

dddd  

dddd  

dddd  

ddd 

ddd 

dd

dd

d d

 

េដយ 0BC AD⋅ =
 

 នាឱំ្យ  [ ] [ ]BC AD⊥  ឬ  [ ] [ ]AD BC⊥  

ដូចេនះ      បង� ញបានថា  [ ] [ ]AD BC⊥       ។ 

 

 

 

A

( )B b


( )C c

( )D d

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21. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរបនា� តក់�ុងលំហ មានសមកីរប៉ារ៉ែម្៉រត  
0

0

0

,
x x at
y y bt t
z z ct

= +
 = + ∈
 = +

y    

 

េគមាន បនា� តក់តត់មចំណុច ( )0 0 0, ,P x y z  

  បនា� តម់ានវុចិទ័រ្របាបទ់ិស ( ), ,u a b c=


 

េគយក ( ), ,Q x y z  ជាចំណុចេនេលបនា� ត់ 

េគបាន PQ u




    េនាះ  ,PQ tu t=




 ជាចំនួនពិត 

នាឱំ្យ ( ) ( )0 0 0, , , ,x x y y z z t a b c− − − =  

  ( ) ( )0 0 0, , , ,x x y y z z ta tb tc− − − =  

ទញបាន 
0 0

0 0

0 0

x x at x x at
y y bt y y bt
z z ct z z ct

− = = + 
 − = ⇒ = + 
 − = = + 

 

ដូចេនះ      សមកីរបនា� តក់�ុងលំហ មានសមកីរប៉ារ៉ែម៉្រត  
0

0

0

,
x x at
y y bt t
z z ct

= +
 = + ∈
 = +

y   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់     ។ 

 

រចួទញប�� កថ់ា  0 0 0x x y y z z
a b c
− − −

= =   ែដលេគេហថា សមកីរឆ�ុះ 

េគមាន 

0

0
0

0

0
0

x x t
ax x at

y yy y bt t
b

z z ct z z t
c

− =
− = 

− − = ⇒ = 
 − = −

=

  ទញបាន    0 0 0x x y y z z t
a b c
− − −

= = =    ែដល , ,a b c  មនិសូន្យ្រពមគា�  

ដូចេនះ      0 0 0x x y y z z
a b c
− − −

= =   ែដលេគេហថា សមកីរឆ�ុះ ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 

 

សមា� ល់ េប 0a =  េគសរេសរ 0 0
0 , y y z zx x

b c
− −

= =  ។  េប 0a b= =  េគសរេសរ 0
0 0, , z zx x y y t

c
−

= = =  ។ 

22. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរៃនបនា� តែ់ដលកតត់មពរីចណុំច P  នងិ 1P  គ ឺ 0 0 0

1 0 1 0 1 0

x x y y z z
x x y y z z
− − −

= =
− − −

 

េគមាន 0 0 0x x y y z z
a b c
− − −

= =   ជាសមកីរបនា� តក់�ុងលំហ 

េដយ បនា� តក់តច់ំណុច  ( )0 0 0, ,P x y z  និង ចំណុច ( )1 1 1 1, ,P x y z  

នាឱំ្យ បនា� តម់ានវុចិទ័រ្របាបទ់ិស ( )1 1 0 1 0 1 0, ,u PP x x y y z z= = − − −




 

  េនាះ 1 0 1 0 1 0, ,a x x b y y c z z= − = − = −  

េគបាន 0 0 0

1 0 1 0 1 0

x x y y z z
x x y y z z
− − −

= =
− − −

 ជាសមកីរបនា� តក់តច់ំណុច P  និង 1P  

ដូចេនះ     សមកីរបនា� ត់  0 0 0

1 0 1 0 1 0

x x y y z z
x x y y z z
− − −

= =
− − −

 ្រត�វបាន្រសយប�� ក់     ។ 

( )0 0 0, ,P x y z ( )1 1 1 1, ,P x y z

z

y
x





O

( )0 0 0, ,P x y z

( ), ,Q x y z

( ), ,u a b c=


z

y

x




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23. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរប�ងគ់ ឺ ( ) ( ) ( )0 0 0 0a x x b y y c z z− + − + − =   

េគមាន ប�ងក់តត់មចំណុច ( )0 0 0, ,P x y z   

   ប�ងម់ានវុចិទរ័ណរម៉ាល់ ( ), ,n a b c=


 

ចំេពះ ្រគបច់ំណុច ( ), ,Q x y z  ៃនប�ងេ់នាះ PQ n⊥




 

េគបាន 0n PQ⋅ =




  ែដល ( )0 0 0, ,PQ x x y y z z= − − −


 

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( )0 0 0 0a x x b y y c z z− + − + − =  

ដូចេនះ     ប�ងម់ានសមកីរស�ងដ់ ( ) ( ) ( )0 0 0 0a x x b y y c z z− + − + − =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់     ។ 

 

 

24. ក. បង� ញថា ប�ង ់ ( )xoy  មានសមកីរ 0z =  

សមកីរប�ង់ មានរង ( ) ( ) ( )0 0 0 0a x x b y y c z z− + − + − =    

េដយ ប�ង ់ ( )xoy  កត់តមគល់ ( )0 , 0 , 0O  េនាះ 0 0 00 , 0 , 0x y z= = =  

  ប�ង ់ ( )xoy  មានវុចិទរ័ណរម៉ាល់  k


 (ែកងនឹងអក័្សកូត)  េនាះ 0 , 0 , 1a b c= = =  

េគបាន ប�ង ់ ( )xoy  អចសរេសរ   ( ) ( ) ( )0 0 0 0 1 0 0x y z− + − + − =   នាឱំ្យ  0z =  

ដូចេនះ      ប�ង ់ ( )xoy  មានសមកីរ 0z =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 

 

 

 ខ. បង� ញថា ប�ង ់ ( )xoz  មានសមកីរ 0y =  

សមកីរប�ង់ មានរង ( ) ( ) ( )0 0 0 0a x x b y y c z z− + − + − =    

េដយ ប�ង ់ ( )xoz  កត់តមគល់ ( )0 , 0 , 0O  េនាះ 0 0 00 , 0 , 0x y z= = =  

  ប�ង ់ ( )xoz  មានវុចិទរ័ណរម៉ាល់  j


 (ែកងនឹងអក័្សអរេដេន)  េនាះ 0 , 1 , 0a b c= = =  

េគបាន ប�ង ់ ( )xoz  អចសរេសរ   ( ) ( ) ( )0 0 1 0 0 0 0x y z− + − + − =   នាឱំ្យ  0y =  

ដូចេនះ      ប�ង ់ ( )xoz  មានសមកីរ 0y =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 

 

 

 គ. បង� ញថា ប�ង ់ ( )yoz  មានសមកីរ 0x =  

សមកីរប�ង់ មានរង ( ) ( ) ( )0 0 0 0a x x b y y c z z− + − + − =    

េដយ ប�ង ់ ( )yoz  កត់តមគល់ ( )0 , 0 , 0O  េនាះ 0 0 00 , 0 , 0x y z= = =  

  ប�ង ់ ( )yoz  មានវុចិទរ័ណរម៉ាល់  i


 (ែកងនឹងអក័្សអបសីុ់ស)  េនាះ 1 , 0 , 0a b c= = =  

េគបាន ប�ង ់ ( )yoz  អចសរេសរ   ( ) ( ) ( )1 0 0 0 0 0 0x y z− + − + − =   នាឱំ្យ  0x =  

ដូចេនះ     ប�ង ់ ( )yoz  មានសមកីរ 0x =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 

 

( ), ,n a b c=


z

y

x



P Q

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25. ្រសយប�� កថ់ា  ក�ុងលំហចមា� យពចីណុំចេទប�ងក់ណំតេ់ដយ  ( ) 0 0 0
0 2 2 2

,
ax by cz d

d P
a b c

a
+ + +

=
+ +

 

េគមាន ចំណុច ( )0 0 0 0, ,P x y z  និងប�ង ់ : 0ax by cz da + + + =  

  ែដលប�ង ់α  មាន ( ), ,u a b c=


 ជាវុចិទរ័ណរម៉ាល់ 

េគយក ( ), ,H H HH x y z  ជាចំណុចក�ុងប�ង ់α  ែដល 0P H


 ែកងនឹង α  

  នាឱំ្យ  ្របែវង 0P H  ជាចមា� យ្រត�វរក 

េគតង ( )1 1 1 1, ,P x y z  ជាចំណុចែដល 0 1P P u=




 

េគបាន 0 1 0 0P P P H u P H⋅ = ⋅
  



 

       

( ) ( ) ( )

( )

0 0 0

0 0 0

0 0 0

H H H

H H H

H H H

a x x b y y c z z
ax ax by by cz cz
ax by cz ax by cz

= − + − + −

= − + − + −

= + + − − −

 

  េដយ H α∈  នាឱំ្យ  0H H Hax by cz d+ + + =   

      ឬ  H H Hax by cz d+ + = −  

  0 1 0 0 0 0P P P H d ax by cz⋅ = − − − −
d d

 

ម្យោ៉ងេទៀត 0 1 0 0 1 0 cosP P P H P P P H θ⋅ = ⋅ ⋅
   

   ែដល θ  ជាមុផំ�ុ ំរវង 0 1P P


 និង 0P H


 

  ទញបាន  0 1 0
0

0 1 cos
P P P HP H
P P θ

⋅
=

⋅

 




 

  េដយ  0 1 0 0 0 0P P P H ax by cz d⋅ = − − − −
d d

  និង  0 1P P u=




 

  នាឱំ្យ   0 0 0
0 cos

ax by cz dP H
u θ

− − − −
=

⋅

d

d

 

  េដយ  0 0P H P H=


 ជាចមា� យ េនាះ 0 0P H >


 នាឱំ្យ 0 0 0

cos
ax by cz d

u θ
− − − −

⋅
d

 ជាចំនួនវជិ�មាន 

េគបាន 0 0 0 0 0 00 0 0
0 0 2 2 2cos cos cos

ax by cz d ax by cz dax by cz dP H P H
u u a b cθ θ θ

− − − − + + +− − − −
= = = =

⋅ ⋅ + + ⋅

d

dd

 

  ែត  0 1 0P P P H
 

  េនាះ 0θ = °  ឬ 180θ = °   នាឱំ្យ cos 1θ =  

  នាឱំ្យ  0 0 0
0 0 2 2 2

ax by cz d
P H P H

a b c

+ + +
= =

+ +

d

 

  េគតង ( )0 0,d P P Hα =   ( 0distance from toP a )  េគសរេសរបាន ( ) 0 0 0
0 2 2 2

,
ax by cz d

d P
a b c

a
+ + +

=
+ +

 

ដូចេនះ     ចមា� យពីចំណុចេទប�ងក់ំណតេ់ដយ ( ) 0 0 0
0 2 2 2

,
ax by cz d

d P
a b c

a
+ + +

=
+ +

 ្រត�វបាន្រសយប�� ក់    ។ 

   

   

 

u

z

y

x 

H

O



α

( )0 0 0 0, ,P x y z

 1P

( ), ,H H Hx y z
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ចំនួនកុំផ�ិច 

 

1. ្រសយប�� កព់ីភាពទូេទៃន ni  ចំេពះ្រគប ់ n∈  ។ 

2. េប Z  និង W  ជាចំនួនកុំផ�ិចមានកុំផ�ិចឆា� ស់េរៀងគា� គឺ Z  និង W  បង� ញថា េគបាន ៖ 

ក. Z W Z W+ = +  ខ. Z W Z W− = −  គ. ZW Z W= ×  ឃ. , 0Z Z W
W W
  = ≠ 
 

  ។ 

3. ក. ្រសយប�� ក់ថា  z z+  និង z z⋅  ជាចំនួនពិត ។ 

ខ. ្រសយប�� ក់ថា  0z z⋅ =  នាឱំ្យ 0z =   ។ 

4. ្រសយប�� កថ់ា េប z a bi= +  េនាះម៉ូឌុលៃនចំនួនកុំផ�ិច z  គឺ  2 2z r a b= = +   ។ 

5. ្រសយប�� កថ់ា  េប 1 2, ,z z z  ជាចំនួនកុំផ�ិចេគបាន ៖ 

ក. z z=  ខ. 2z z z= ⋅  គ. 1 2 1 2z z z z⋅ = ⋅  ឃ. 11

2 2

zz
z z

=  ង. 1 2 1 2z z z z+ ≤ +   ។ 

6. េបេគមាន  ( )1111 sincos αα irz +=   និង  ( )2222 sincos αα irz +=    

ក. ្រសយប�� ក់ថា  ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r iα α α α= + + +    ។ 

ខ. ្រសយប�� ក់ថា  ( ) ( )1 1
1 2 1 2

2 2

cos sinz r i
z r

α α α α= × − + −    ។ 

7. ក. ្រសយប�� ក់ថា  េបេគមាន  ( )cos sinz r iθ θ= +  េនាះេគបាន  ( )cos sinn nz r n i nθ θ= +  ។ 

ខ. ្រសយប�� ក់ រូបមន�ដឺម័រ  ( )cos sin cos sinni n i nθ θ θ θ+ = +    ។ 

8. ្រសយប�� កថ់ា  
1 sin cos cos sin
1 sin cos 2 2

n
i n i n
i

ϕ ϕ π πϕ ϕ
ϕ ϕ

     + +    = − + −        + −        
 ។ 

9. ្រសយប�� ក ់រូបមន�ខងេ្រកម ៖ 

ក. 




=
−=

ααα
ααα

cossin22sin
sincos2cos 22

 

ខ. 




+−=−=
−=−=

aaaaaa
aaaaaa

sin3sin4sinsincos33sin
cos3cos4sincos3cos3cos

332

323

 

គ. 




−=
−+=

aaaaa
aaaaa

33

2244

sincos4sincos44sin
sincos6sincos4cos

  ។ 

10. ្រសយប�� កថ់ា េបេគមាន 1z  និង 2z  ជាចំនួនកុំផ�ិចែដលមានរូបភាពេរៀងគា�  ( )1A z  និង ( )2B z  េហយចំណុច ( )P z  ជារូបភាព 

ៃនចំនួនកុំផ�ិច z  ែដល P ស�ិតេនេល AB  េហយែចក AB  តមផលេធៀប :m n  េនាះេគបាន ៖ 1 2

1
z zz λ

λ
+

=
+

 ែដល 
m
n

λ = ។ 

11. ្រសយប�� កថ់ា  េប ( ) ( )1,A z B z  និង ( )2C z  បេង�តបានជា្រតីេកណ ABC  េនាះេគបាន 2

1

z zAC
AB z z

−
=

−
 េហយ 

2

1

arg z zBAC
z z

 −
∠ =  − 

 ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ចំនួនកុំផ�ិច 

 

1. ្រសយប�� កព់ភីាពទូេទៃន ni  ចេំពះ្រគប ់ n∈   

េគមាន 1i i=  អចសរេសរជាទ្រមង ់ 1 4 0 1i i i× += =  

  2 1i = −  អចសរេសរជាទ្រមង់ 2 4 0 2 1i i × += = −  

  3 2i i i i= × = −  អចសរេសរជាទ្រមង់ 3 4 0 3i i i× += = −  

  4 2 2( ) 1i i= =  អចសរេសរជាទ្រមង់ 4 4 1 0 1i i × += =  

  5 4i i i i= × =  អចសរេសរជាទ្រមង់ 5 4 1 1i i i× += =  

  6 4 2 1i i i= × = −  អចសរេសរជាទ្រមង់ 6 4 1 2 1i i × += = −  

  7 4 3i i i i= × = −  អចសរេសរជាទ្រមង់ 7 4 1 3i i i× += = −  

  8 4 4 1i i i= × =  អចសរេសរជាទ្រមង់ 8 4 2 0 1i i × += =  

  9 8i i i i= × =  អចសរេសរជាទ្រមង់ 9 4 2 1i i i× += =  

  .................................................................................. 

  .................................................................................. 

តមលំនា ំ ni   អចសរេសរជាទ្រមង ់ 4n k Ai i +=   

សន�ិដ� ន ្រគប ់ n  ជាចំនួនគតរុ់ឡឺាទីបវជិ�មាន េគអចសរេសរបាន 4n k Ai i +=  ែដល k  ជាចំនួនគតរុ់ឡឺាទីបមនិអវជិ�មាន      

និង { }0 , 1 , 2 , 3A =   េនាះេគបានតៃម�ៃន ni  តមតៃម� A  ដូចខងេ្រកម ៖ 

 -េប 0A =   នាឱំ្យ   4 0 1n ki i += =  

 -េប 1A =  នាឱំ្យ   4 1n ki i i+= =  

 -េប 2A =   នាឱំ្យ   4 2 1n ki i += = −  

 -េប 3A =   នាឱំ្យ   4 3n ki i i+= = −                    ។ 
 

2. េប Z  នងិ W  ជាចនំនួកុផំ�ចិមានកុផំ�ចិឆា� ស់េរៀងគា�  Z  នងិ W  ៖ 

េគតង dicWbiaZ +=+= ,  េនាះ dicWbiaZ −=−= ,    

ក. ្រសយប�� កថ់ា Z W Z W+ = +   

( ) ( ) ( ) ( )Z W a bi c di a c b d i+ = + + + = + + +    េនាះ ( ) ( )Z W a c b d i+ = + − +  

( ) ( ) ( ) ( )idbcadicbiaWZ +−+=−+−=+  

ដូចេនះ        Z W Z W+ = +   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា Z W Z W− = −  

( ) ( ) ( ) ( )Z W a bi c di a c b d i− = + − + = − + −   េនាះ   ( ) ( )Z W a c b d i− = − − −  

( ) ( ) ( ) ( )idbcadicbiaWZ −−−=−−−=−  

ដូចេនះ        Z W Z W− = −  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
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គ.  ្រសយប�� កថ់ា ZW Z W= ×  

( )( ) ( ) ( )Z W a bi c di ac bd ad bc i× = + + = − + +    េនាះ   ( ) ( )Z W ac bd ad bc i× = − − +  

( )( ) ( ) ( )ibcadbdacbciadibdacdicbiaWZ +−−=−−−=−−=×  

ដូចេនះ       ZW Z W= ×  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់         ។ 

ឃ. ្រសយប�� កថ់ា , 0Z Z W
W W
  = ≠ 
 

 

( )( )
( )( ) 2 2 2 2 2 2

a bi c diZ a bi ac bd adi bci ac bd bc ad i
W c di c di c di c d c d c d

+ −+ + − + + −
= = = = +

+ + − + + +
 

2 2 2 2

Z ac bd bc ad i
W c d c d

+ −  = −  + + 
 

( )( )
( )( ) 2 2 2 2 2 2

a bi c diZ a bi ac bd adi bci ac bd bc ad i
c di c di c di c d c d c dW

− +− + + − + −
= = = = −

− − + + + +
  

ដូចេនះ       
Z Z
W W
  = 
 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 

 

3. ក. ្រសយប�� កថ់ា  z z+  នងិ z z⋅  ជាចនំនួពតិ 

េគតង  z a bi= +   េនាះ  z a bi= −    ែដល ,a b  ជាចំនួនពិត  

េគបាន ( ) ( ) 2z z a bi a bi a+ = + + − =   ជាចំនួនពិត  

េហយ ( )( ) ( )22 2 2z z a bi a bi a bi a b⋅ = + − = − = +  ជាចំនួនពិត  

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  z z+  និង z z⋅  ជាចំនួនពិត       ។ 
 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  េប 0z z⋅ =  នាឱំ្យ 0z =  

េគតង  z a bi= +   េនាះ  z a bi= −    ែដល ,a b  ជាចំនួនពិត  

េហយ ( )( ) ( )22 2 2z z a bi a bi a bi a b⋅ = + − = − = +  

េគមាន 0z z⋅ =  េនាះ 2 2 0a b+ =  

េដយ 2 0a ≥  និង 2 0b ≥  េនាះ 2 2 0a b+ =  មានគូចេម�យែតមយួគតគ់ឺ 0a =  និង 0b =  

នាឱំ្យ 0 0 0z a bi i= + = + =  

 ដូចេនះ      ្រសយប�� កប់ានថា  េប 0z z⋅ =  នាឱំ្យ 0z =       ។ 
 

4. ្រសយប�� កថ់ា េប z a bi= +  េនាះម៉ឌុូលៃនចនំនួកុផំ�ចិ z  គ ឺ 2 2z r a b= = +  

តង ( ),M a b  ជារូបភាពៃនចំនួនកុំផ�ិច z a bi= +  ែដល OM z r= =  

ក�ុង្រតីេកណែកង OHM  ត្រទស�ីបទពីតគរ័  2 2 2OM OH HM= +  

េដយ ,OH a HM b= =  េនាះ  2 2 2OM a b= +  នាឱំ្យ  2 2OM a b= +  

ដូចេនះ      ម៉ូឌុលៃនចំនួនកុំផ�ិច z  គឺ 2 2OM z r a b= = = +  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 

a

b

H

y

xO

r z=

M
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5. េប 1 2, ,z z z  ជាចនំនួកុផំ�ចិ 

ក. ្រសយប�� កថ់ា z z=           

 េគតង z a bi= +   េនាះ  z a bi= −  

 េគបាន 2 2 (1)z a b= +  

 េហយ 2 2 2 2( ) (2)z a b a b= + − = +   

 តម (1)  និង (2)  ប�� កប់ានថា z z=  

 ដូចេនះ     z z=   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 ខ.្រសយប�� កថ់ា 2z z z= ⋅   

 េគតង z a bi= +   េនាះ  z a bi= −   េហយ  2 2z a b= +  

 េគបាន ( ) ( )
22 2 2 2 2 1z a b a b= + = +  

 េហយ 2 2 2 2( )( ) ( ) (2)z z a bi a bi a bi a b× = + − = − = +    េ្រពះ  2 1i = −  

 តម (1)  និង (2)  ប�� កប់ានថា  2z z z= ⋅  

 ដូចេនះ     2z z z= ⋅  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 

 គ. ្រសយប�� កថ់ា 1 2 1 2z z z z⋅ = ⋅  

 េគតង 1z a bi= +   និង  2z c di= +    េនាះ   2 2 2 2
1 2,z a b z c d= + = +  

 េគបាន ( )( )1 2 ( ) ( )z z a bi c di ac bd ad bc i⋅ = + + = − + +  

 នាឱំ្យ 2 2
1 2 ( ) ( )z z ac bd ad bc⋅ = − + +  

               

( ) ( )
( )( )

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

( ) ( )

2 2

(1)

ac bd ad bc

a c abcd b d a d abcd b c

a c a d b d b c

a c d b c d

a b c d

= − + +

= − + + + +

= + + +

= + + +

= + +

 

 ម្យោ៉ងេទៀត ( )( )2 2 2 2
1 2z z a b c d⋅ = + +  

    ( )( )2 2 2 2 (2)a b c d= + +  

 តម (1)  និង (2)  ប�� កប់ានថា    1 2 1 2z z z z⋅ = ⋅  

 ដូចេនះ      1 2 1 2z z z z⋅ = ⋅  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 
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 ឃ. ្រសយប�� កថ់ា 11
2

2 2

, 0
zz z

z z
= ≠   

 េគតង 1z a bi= +   និង  2z c di= +     

 នាឱំ្យ 2 2
1z a b= +  និង 2 2

2z c d= +  

 េគបាន 1

2

z a bi
z c di

+
=

+
 

          

2

2 2

2
2 2

2 2 2 2

( )( )
( )( )

( )
( ) ( ) , 1

a bi c di
c di c di

ac adi bci bdi
c di

ac bd bc ad i i
c d

ac bd bc ad i
c d c d

+ −
=

+ −

− + −
=

−
+ + −

= = −
+

+ −   = +   + +   

 

 នាឱំ្យ 
2 2

1
2 2 2 2

2

z ac bd bc ad
z c d c d

+ −   = +   + +   
 

               

( ) ( )
( )

( )

( )
( ) ( )

( )
( )( )

( )

2 2

22 2

2 2 2 2 2 2 2 2

22 2

2 2 2 2 2 2 2 2

22 2

2 2 2 2 2 2

22 2

2 2 2 2

22 2

2 2

2 2

2 2

(1)

ac bd bc ad

c d

a c abcd b d b c abcd a d

c d

a c a d b d b c

c d

a c d b c d

c d

c d a b

c d

a b
c d

+ + −
=

+

+ + + − +
=

+

+ + +
=

+

+ + +
=

+

+ +
=

+

+
=

+  

 ម្យោ៉ងេទៀត ( )
2 2 2 2

1
2 22 2

2

2
z a b a b
z c dc d

+ +
= =

++
 

 តមរយៈទំនាកទ់ំនង (1)  និង (2)  ប�� កប់ានថា    11

2 2

zz
z z

=  

 ដូចេនះ      11

2 2

zz
z z

=    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 
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ង. ្រសយប�� កថ់ា 1 2 1 2z z z z+ ≤ +  

 រេបៀបទ១ី តមលក�ណៈវសិមភាព 

 េគតង 1z a bi= +   និង  2z c di= +    េនាះ   2 2
1z a b= +  និង 2 2

2z c d= +  

 េគបាន 2 2 2 2
1 2z z a b c d+ = + + +  ែដល 1 2 0z z+ >  

 េហយ ( ) ( ) ( ) ( )1 2z z a bi c di a c b d i+ = + + + = + + +  

 នាឱំ្យ ( ) ( )2 2
1 2z z a c b d+ = + + +   ែដល 1 2 0z z+ >  

 ឧបមាថា 1 2 1 2z z z z+ ≤ +  

 េគបាន    ( ) ( )2 2 2 2 2 2a c b d a b c d+ + + ≤ + + +    (េលកអង�ទងំពីរជាកេរ) 

   

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2

2 2 2

2 2

2
2

0 2

a c b d a b a b c d c d

a ac c b bd d a b a b c d c d

ac bd a b c d

ac bd a b c d

a c abcd b d a c a d b c b d
abcd a d b c

a d abcd b c

+ + + ≤ + + + + + +

+ + + + + ≤ + + + + + +

+ ≤ + +

+ ≤ + +

+ + ≤ + + +

≤ +

≤ − +

 

             ( )20 ad bc≤ −   ពិត្រគប់ , , ,a b c d  ជាចំនួនពិត 

 ដូចេនះ       1 2 1 2z z z z+ ≤ +    ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
 

 រេបៀបទ២ី តមវសិមភាពក�ុង្រតីេកណ 

 េគតង  1 2,M M  ជារូបភាពេរៀងគា� ៃនចំនួនកុំផ�ិច 1 2,z z   

 េគបាន  M  ជារូបភាពៃន 1 2z z+   

 តមវសិមភាពក�ុង្រតីេកណ 1OM M   

 េគបាន   1 1OM OM M M< +  ឬ  ( )1 2 1 2 1z z z z+ < +  

 េ្រពះ     1 2 1 1 1 2, ,OM z z OM z M M z= + = =  

 ម្យោ៉ងេទៀត េប 1 2 0z z= =  េនាះ  ( )1 2 1 2 2z z z z+ = +  

តមរយៈ ( )1  និង ( )2  េគបាន  1 2 1 2z z z z+ ≤ +    

ដូចេនះ       1 2 1 2z z z z+ ≤ +    ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
 

6. ក. ្រសយប�� កថ់ា  ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r iα α α α= + + +    

េគមាន   ( )1111 sincos αα irz +=   និង  ( )2222 sincos αα irz +=  

រលឹំករូបមន� ( )cos cos cos sin sina b a b a b+ = −  

  ( )sin sin cos sin cosa b a b b a+ = +  

a

b

y

xO

2M

1M

d

c

M

1z

2z
1 2z z+
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េគបាន ( ) ( )1 2 1 1 1 2 2 2cos sin cos sinz z r i r iα α α α× = + × +  

          

( )( )
( )
( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 1 2 2

2
1 2 1 2 1 2 2 1 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 2 1

1 2 1 2 1 2

cos sin cos sin

cos cos cos sin cos sin sin sin

cos cos sin sin cos sin cos sin

cos sin

r r i i

r r i i i

r r i

r r i

α α α α

α α α α α α α α

α α α α α α α α

α α α α

= + +

= + + +

= − + +  
= + + +  

  

ដូចេនះ       ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r iα α α α= + + +      ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  ( ) ( )1 1
1 2 1 2

2 2

cos sinz r i
z r

α α α α= × − + −    

េគមាន ( )1111 sincos αα irz +=   និង  ( )2222 sincos αα irz +=  

រលឹំករូបមន� ( )cos cos cos sin sina b a b a b− = +  

  ( )sin sin cos sin cosa b a b b a− = −  

  2 2sin cos 1a a+ =  

េគបាន 
( )
( )

1 1 11

2 2 2 2

cos sin
cos sin

r iz
z r i

α α
α α

+
=

+
 

     

( )( )
( )( )

( ) ( )

1 1 2 21

2 2 2 2 2

1 1 2 1 2 2 1 1 2
2 2 2

2 2 2

1 2 1 2 2 1 1 21
2 2

2 2 2

1
1

2

cos sin cos sin
cos sin cos sin

cos cos cos sin cos sin sin sin
cos sin

cos cos sin sin cos sin cos sin
cos sin

cos

i ir
r i i
r i i
r i

ir
r
r
r

α α α α
α α α α
α α α α α α α α

α α

α α α α α α α α
α α

α α

+ −
= ×

+ −

− + +
= ×

−

+ + − 
=  + 

= −( ) ( )2 1 2sini α α+ −  

 

ដូចេនះ       ( ) ( )1 1
1 2 1 2

2 2

cos sinz r i
z r

α α α α= × − + −      ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 

7. ក. ្រសយប�� កថ់ា  េបេគមាន  ( )cos sinz r iθ θ= +  េនាះេគបាន  ( )cos sinn nz r n i nθ θ= +  

េគមាន ( )cos sinz r iθ θ= +  

េ្របរូបមន� ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r iα α α α= + + +    

េគបាន [ ] ( )2 2cos( ) sin( ) cos 2 sin 2z z z rr i r iα α α α α α= × = + + + = +  

   

[ ] ( )
[ ] ( )

3 2 2 3

4 3 3 4

cos(2 ) sin(2 ) cos3 sin 3

cos(3 ) sin(3 ) cos 4 sin 4
............................................................................................................

z z z r r i r i

z z z r r i r i

α α α α α α

α α α α α α

= × = + + + = +

= × = + + + = +

......
..................................................................................................................

 

តមលំនា ំ េគអចសរេសរបាន ( )z cos sin ,n nr n i n nα α= + ∈  

ដូចេនះ     ( )z cos sin ,n nr n i n nα α= + ∈  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 
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ខ. ្រសយប�� កថ់ា  រូបមន�ដមឺរ័  ( )cos sin cos sinni n i nθ θ θ θ+ = +   

រេបៀបទ១ី តមលក�ណៈផលគុណ 

េគតង 1 1 1 2 2 2 3 3 3cos sin , cos sin , cos sin , ... , cos sinn n nz i z i z i z iθ θ θ θ θ θ θ θ= + = + = + = +  

តមរូបមន� ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r iα α α α= + + +    

 េគបាន ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3... cos ... sin ...n n nz z z z iθ θ θ θ θ θ θ θ× × = + + + + + + + + +  

េបេគយក 1 2 3 1 2 3... , ...n nz z z z z θ θ θ θ θ= = = = = = = = = =  

េគបាន ( ) ( )... cos ... sin ...z z z z iθ θ θ θ θ θ θ θ⋅ ⋅ × × = + + + + + + + + +  

ឬ  ( ) ( )cos sinnz n i nθ θ= +  

ដូេនះ     រូបមន�ដឺមរ័  ( )cos sin cos sinni n i nθ θ θ θ+ = +   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 
 

រេបៀបទ២ី តមវចិរកំេណ ន 

ចំេពះ 1n =  េនាះ ( )1cos sin cos sini iθ θ θ θ+ = +  ពិត 

ចំេពះ 2n =  េនាះ                    ( )2cos sin cos 2 sin 2i iθ θ θ θ+ = +  

     
( )

( )

2

2 2

2

cos sin cos 2 sin 2

cos 2 cos sin sin cos 2 sin 2

1 2sin 2 cos sin cos 2 sin 2

i i

i i

i i

θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ

+ = +

+ − = +

− + = +

 

     cos 2 sin 2 cos 2 sin 2i iθ θ θ θ+ = +  ពិត 

ឧបមាថាវពិតរហូតដល់ n k=  េនាះ  ( )cos sin cos sinki k i kθ θ θ θ+ = +  

េគនឹង្រសយថាវេនែតពិតរហូតដល់ 1n k= +  េនាះ  ( ) ( ) ( )1cos sin cos 1 sin 1ki k i kθ θ θ θ++ = + + +  

េគមាន ( ) ( ) ( )1cos sin cos sin cos sink ki i iθ θ θ θ θ θ++ = + ⋅ +  

        
( )( )

( ) ( )
( ) ( )

cos sin cos sin

cos sin

cos 1 sin 1

k i k i

k i k

k i k

θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ

= + +

= + + +

= + + +

 

ដូចេនះ     រូបមន�ដឺមរ័  ( )cos sin cos sinni n i nθ θ θ θ+ = +   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

8. ្រសយប�� កថ់ា  
1 sin cos cos sin
1 sin cos 2 2

n
i n i n
i

ϕ ϕ π πϕ ϕ
ϕ ϕ

     + +    = − + −        + −        
 ។ 

រលឹំករូបមន� កេរៃន្រតីធា ( )2 2 2 2 2 2 2a b c a b c ab ac bc+ + = + + + + +  

  មុបំំេពញ sin cos
2
πθ θ = − 
 

 

   cos sin
2
πθ θ = − 
 

  

  ដឺមរ័ ( )cos sin cos sinni n i nθ θ θ θ+ = +  

តមរូបមន�ខងេល េគអច្រសយប�� ក់សមភាពេនះបានដូចតេទ ៖ 
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 េគមាន   
( )

( )( )

21 sin cos1 sin cos
1 sin cos 1 sin cos 1 sin cos

ii
i i i

ϕ ϕϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

+ ++ +
=

+ − + − + +
  (គុណនឹងកុំផ�ិចឆា� ស់ៃនភាគែបង) 

          

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

22 2

2 2

2 2 2

2 2 2

2

1 sin cos 2sin 2 cos 2sin cos
1 sin cos

1 sin cos 2sin 2 cos 2sin cos
1 2sin sin cos

2sin 2sin 2 cos 2sin cos
2 2sin

sin 2sin 2 cos 2 2sin
2 2sin

2sin 2 sin c

i i i
i

i i

i i

i

i

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ

ϕ ϕ ϕ
ϕ

ϕ ϕ

+ + + + + ⋅
=

+ −

+ − + + + ⋅
=

+ + +

+ + + ⋅
=

+

+ + +
=

+

+ +
=

( )os
2 2sin

sin cos

cos sin
2 2

i

i

ϕ
ϕ

ϕ ϕ
π πϕ ϕ

+
= +

   = − + −   
   

 

តមដឺមរ័  
1 sin cos cos sin
1 sin cos 2 2

n n
i i
i

ϕ ϕ π πϕ ϕ
ϕ ϕ

 + +     = − + −      + −      
 

           cos sin
2 2

n i nπ πϕ ϕ      = − + −            
     (ដូចបំណងែដលចង្់រសយប�� ក)់ 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
1 sin cos cos sin
1 sin cos 2 2

n
i n i n
i

ϕ ϕ π πϕ ϕ
ϕ ϕ

     + +    = − + −        + −        
    ។ 

 

9. ្រសយប�� ក ់រូបមន�ខងេ្រកម ៖ 

ក. ្រសយប�� ក ់ រូបមន�  




=
−=

ααα
ααα

cossin22sin
sincos2cos 22

 

េគយក ( )cos sinz r iα α= +    តមដឺមរ័េនាះ  ( )cos sinn nz r n i nα α= +  

េប 2n =  េនាះ ( ) ( )2 2 cos 2 sin 2 1z r iα α= +  

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) ( )2 cos sin cos sinz z z r i r iα α α α= ⋅ = + × +  

        

( )

( )

22

2 2 2 2

2 2 2

cos sin

cos 2 sin cos sin

cos sin 2sin cos (2)

r i

r i i

r i

α α

α α α α

α α α α

= +

 = + + 

= − +

 

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2   :   ( ) ( )2 2 2 2cos 2 sin 2 cos sin 2sin cosr i r iα α α α α α+ = − +  

ឬ  2 2cos sin 2sin cos cos 2 sin 2i iα α α α α α− + = +  

តមនិយមនយ័ចំនួនកុំផ�ិចេស�គា�   េគផ�ឹមបាន  
2 2cos 2 cos sin

sin 2 2sin cos
α α α
α α α

 = −


=
 

ដូចេនះ      រូបមន�  
2 2cos 2 cos sin

sin 2 2sin cos
α α α
α α α

 = −


=
  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
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ខ. ្រសយប�� ក ់ រូបមន� 
3 2 3

2 3 3

cos3 cos 3cos sin 4cos 3cos
sin 3 3cos sin sin 4sin 3sin

a a a a a a
a a a a a a

 = − = −


= − = − +
 

េគយក ( )cos sinz r iα α= +    តមដឺមរ័េនាះ  ( )cos sinn nz r n i nα α= +  

េប 3n =  េនាះ ( ) ( )3 3 cos3 sin 3 1z r iα α= +  

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) 33 cos sinz r a i a= +    

       

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )

33

2 33 3 2

3 3 2 2 3

3 3 2 2 3

3 3 3 3 3

3 3

cos sin

cos 3cos sin 3cos sin sin

cos 3cos sin 3cos sin sin 2

cos 3cos 1 cos 3 1 sin sin sin

cos 3cos 3cos 3sin 3sin sin

4cos

r a i a

r a a i a a i a i a

r a a a i a a a

r a a a i a a a

r a a a i a a a

r a

= +

 = + ⋅ + + 
 = − + − 
 = − − + − − 
 = − + + − − 

= −( ) ( ) ( )33cos 4sin 3sin 3a i a a + − + 

 

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( ) ( )1 , 2  និង ( )3    េដយស្រម�ល 3r  េគបាន ៖  

( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 3 3 3cos3 sin 3 cos 3cos sin 3cos sin sin 4cos 3cos 4sin 3sini a a a i a a a a a i a aaa + = − + − = − + − +  

តមនិយមនយ័ចំនួនកុំផ�ិចេស�គា�   េគផ�ឹមបាន 
3 2 3

2 3 3

cos3 cos 3cos sin 4cos 3cos
sin 3 3cos sin sin 4sin 3sin

a a a a a a
a a a a a a

 = − = −


= − = − +
 

ដូចេនះ      រូបមន�  
3 2 3

2 3 3

cos3 cos 3cos sin 4cos 3cos
sin 3 3cos sin sin 4sin 3sin

a a a a a a
a a a a a a

 = − = −


= − = − +
  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 

 

គ. ្រសយប�� ក ់ រូបមន�  




−=
−+=

aaaaa
aaaaa

33

2244

sincos4sincos44sin
sincos6sincos4cos

 

េគយក ( )cos sinz r iα α= +    តមដឺមរ័េនាះ  ( )cos sinn nz r n i nα α= +  

េប 4n =  េនាះ ( ) ( )4 4 cos 4 sin 4 1z r iα α= +  

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) 44 cos sinz r a i a= +    

       

( )

( ) ( )

44

4 4 3 2 2 3 4

4 4 2 2 4 3 3

cos sin

cos 4cos ( sin ) 6cos ( sin ) 4cos ( sin ) ( sin )

cos 6cos sin sin 4cos sin 4cos sin (2)

r a i a

r a a i a a i a a i a i a

r a a a a i a a a a

= +

 = + + + + 
 = − + + − 

  

តម ( )1  និង ( )2  :  ( ) ( ) ( )4 4 4 4 2 2 3 3cos 4 sin 4 cos sin 6cos sin 4cos sin 4cos sinr a i a r a a a a i a a a a + = + − + −   

ស្រម�លនឹង 4r        ( ) ( )4 4 2 2 3 3cos 4 sin 4 cos sin 6cos sin 4cos sin 4cos sina i a a a a a i a a a a+ = + − + −  

តមនិយមនយ័ចំនួនកុំផ�ិចេស�គា�   េគផ�ឹមបាន 
4 4 2 2

3 3

cos 4 cos sin 6cos sin
sin 4 4cos sin 4cos sin

a a a a a
a a a a a

 = + −


= −
 

ដូចេនះ      រូបមន�  
4 4 2 2

3 3

cos 4 cos sin 6cos sin
sin 4 4cos sin 4cos sin

a a a a a
a a a a a

 = + −


= −
  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 
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10. ្រសយប�� កថ់ា  េប P  េនេល [ ]AB  េហយែចក [ ]AB  តមផលេធៀប :m n  េនាះេគបាន ៖ 1 2

1
z zz λ

λ
+

=
+

  

ែដល  
m
n

λ =    ,   ( )P z  ,  ( )1A z  នងិ ( )2B z   

ភា� បច់ំណុច O  និង A    

គូសអង�ត ់ / /OC AB  និង / /AO BC  ែដល OC  ្របសព� BC  ្រតង ់ C  

គូសអង�ត ់ / /PQ AO   ែដល Q  ស�ិតេនេលអង�ត ់OC  

តង ( )A z′ −  ជារូបភាពៃន 1z−  

េគបាន ( )2 1C z z−  ជារូបភាពៃន ( )2 1z z+ −  ឬ 2 1z z−  

  ( )1Q z z−    ជារូបភាពៃន ( )1z z+ −    ឬ 1z z−  

ពិនិត្យ 1

2 1

z zm
m n z z

−
=

+ −
   េនាះ  ( )1 2 1

mz z z z
m n

− = −
+

 

នាឱំ្យ ( ) 2 1 1 1 2 1
2 1 1

mz mz mz nz mz nzmz z z z
m n m n m n m n

− + +
= − + = + =

+ + + +
       (ែចកភាគយក និងភាគែបង េដយ n ) 

េគបាន 
2 1 1 2

1 2

11 1

m mz z z z z zn nz m m
n n

λ
λ

+ + +
= = =

++ +
    េ្រពះ  

m
n

λ =  

ដូចេនះ 1 2

1
z zz λ

λ
+

=
+

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។  

ចំណាំ    េប 1λ =   េនាះចំណុច P  ស�ិតេនកណា� ល AB   

   េប 1λ >  េនាះចំណុច P  ស�ិតេនចេនា� ះ AB   

    េប 1λ <  េនាះចំណុច P  ស�ិតេនេ្រក AB  ឬ បនា� យៃន AB   ។ 
 

11. ្រសយប�� កថ់ា  2

1

z zAC
AB z z

−
=

−
 េហយ 2

1

arg z zBAC
z z

 −
∠ =  − 

 

េគមាន  ( ) ( )1,A z B z  និង ( )2C z  បេង�តបានជា្រតីេកណ ABC  

េគសងវុ់ចិទ័រ OB AB′ =
 

 និង OC AC′ =
 

  េនាះ  BAC B AC′ ′∠ = ∠  

េគបាន   BAC B AC′ ′∆ ≅ ∆  (ជ.ម.ជ) 

េហយ   AB


 ជារូបភាពៃន 1z z−   និង  AC


 ជារូបភាពៃន 2z z−  

េគបាន 2 2

1 1

AC z z z zAC
AB z z z zAB

− −
= = =

− −




 

េដយ ( ) ( )1, argOx OB z z′ = −
gg ggg

  និង  ( ) ( )2, argOx OC z z′ = −
gg gggg

  

េហយ  ( ) ( ) 2
2 1

1

arg arg arg z zBAC B AC z z z z
z z

 −′ ′∠ = ∠ = − − − =  − 
 

ដូចេនះ ្រសយប�� កប់ានថា  2

1

z zAC
AB z z

−
=

−
  េហយ   2

1

arg z zBAC
z z

 −
∠ =  − 

      ។  

y

x
O

( )1A z m

( )2B z
( )P z

( )2 1C z z−

n

m
n

( )1Q z z−

( )1A z′ −

y

xO

( )1B z

C′

( )A z

( )2C z

B′
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន លមីីត 

 

1. ្រសយប�� ក្់រទឹស�ីបទ L'Hospital  ៖ ចំេពះ  
( )
( )

lim
x c

f x
g x→

 មានរងមនិកំណត ់
0
0

 ឬ 
∞
∞

 េគបាន 
( )
( )

( )
( )

lim lim
x c x c

f x f x
g x g x→ →

′
=

′
  ។ 

2. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតី្រតីេកណមា្រតខងេ្រកម ៖ 

ក. 
0 0

sinlim lim 1
sinx x

x x
x x→ →

= =  ខ. 
0

1 coslim 0
x

x
x→

−
=  គ. 

0 0

tanlim lim 1
tanx x

x x
x x→ →

= =   ។ 

3. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតីអនុគមនអ៍ិចស្ប៉ូណងែ់ស្យលខងេ្រកម ៖ 

ក. lim x

x
e

→+∞
= +∞  ខ. lim 0x

x
e

→−∞
=  គ. lim

x

x

e
x→+∞
= +∞   

ឃ. lim , 0
x

nx

e n
x→+∞

= +∞ >  ង. lim 0 , 0
n

xx

x n
e→+∞

= >  ច. 
0

1lim 1
x

x

e
x→

−
=   

ឆ. 
0

1lim 1
u

u

e
u→

−
=  ជ. 

( )
0

1 1
lim

n

x

x
n

x→

+ −
=  ឈ. 

0

1lim ln
x

x

a a
x→

−
=  , 0 1a< ≠  

ញ. 
1lim 1

x

x
e

x→+∞

 + = 
 

 ដ. ( )
1

0
lim 1 x
x

x e
→

+ =  

4. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតីអនុគមនេ៍លករតីេនែពខងេ្រកម ៖ 

ក. lim ln
x

x
→+∞

=+∞  ខ. 
0

lim ln
x

x
+→

=−∞  គ. 
lnlim 0

x

x
x→+∞

=   

ឃ. 
0

lim ln 0
x

x x
+→

=  ង. 
lnlim 0nx

x
x→+∞

=  ច. 
0

lim ln 0n

x
x x

+→
=  

ឆ. lim lnn

x
x x

→+∞
=+∞  ជ. 

0

lnlim nx

x
x+→

= −∞  ឈ. 
( )

0

ln 1
lim 1 , 1
x

x
x

x→

+
= > −   

5. ្រសយប�� កថ់ា េបអនុគមន ៍ f  ជាប ់េហយេកនដច់ខត ឬចុះដចខ់តេលចេនា� ះបិទ [ ],a b េនាះចំេពះ្រគបច់ំនួន k  េនចេនា� ះ 

( )f a  និង ( )f b  សមកីរ ( )f x k=  មានចេម�យែតមយួគតក់�ុងចេនា� ះ [ ],a b  ។ 

6. ចំេពះេស៊រអីនន� 
1

n
n

a
∞

=
∑  ្រសយប�� កថ់ា ៖ 

ក. េបេស៊រ ី
1

n
n

a
∞

=
∑  ជាេស៊ររីមួេនាះ lim 0nn

a
→+∞

=  ។ 

ខ. េបស�ុីត ( )na  មនិរមួរក 0  េនាះ 
1

n
n

a
∞

=
∑  ជាេស៊ររីកី ។ 

7. ្រសយប�� កថ់ា េបអនុគមន ៍ f  ជាបេ់លចេនា� ះបិទ [ ],a b  និង k  ជាចំនួនមយួេនចេនា� ះ ( )f a  និង ( )f b  េនាះមានចំនួន c  

មយួយ៉ាងតិចក�ុងចេនា� ះបិទ [ ],a b  ែដល ( )f c k=  ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន លមីីត 

 

1. ្រសយប�� ក្់រទសឹ�ីបទ L'Hospital  ៖ ចេំពះ  
( )
( )

lim
x c

f x
g x→

 មានរងមនិកណំត ់
0
0

 ឬ 
∞
∞

 េគបាន 
( )
( )

( )
( )

lim lim
x c x c

f x f x
g x g x→ →

′
=

′
 

េគមាន ( ) ( )lim lim 0
x c x c

f x g x
→ →

= =  ឬ ( ) ( )lim lim
x c x c

f x g x
→ →

= = ±∞  

តមលក�ណៈសមាមា្រត 
( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

f x f c f x f c
g x g c g x g c

−
= =

−
 

េគបាន 
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

lim lim
x c x c

f x f x f c
g x g x g c→ →

−
=

−
   (ែចកភាគយក និងភាគែបងេដយ x c− ) 

       

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

lim

lim

lim

lim

x c

x c

x c

x c

f x f c
x c

g x g c
x c

f x f c
x c

g x g c
x c

f c f x
g c g x

→

→

→

→

−
−=
−
−
−
−=
−
−

′ ′
= =

′ ′

 

       េ្រពះតមនិយមន័យេដរេីវ   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim , lim
x c x c

f x f c g x g c
f c g c

x c x c→ →

− −
′ ′= =

− −
 

ដូចេនះ    ្រទឹស�ីបទ L'Hospital  េប 
( )
( )

lim
x c

f x
g x→

 រង 
0
0

 ឬ 
∞
∞

 េនាះ 
( )
( )

( )
( )

lim lim
x c x c

f x f x
g x g x→ →

′
=

′
 ្រត�វបាន្រសយប�� ក់   ។ 

 

សមា� ល់ :  ្រតមឹក្រមតិថា� កទ់១ី២ មនិមានេ្រប L'Hospital  េនាះេទ ប៉ែុន�អ�កេរៀបេរៀងចងឱ់្យមានករ្រសយប�� កេ់្រចនរេបៀប េហតុេនះ  

  េទបមានករ្រសយប�� ក្់រទសឹ�ីបទ L'Hospital  ជាមនុ េដម្បយីក្រទសឹ�ីេនះ បក្រសយរូបមន�េផ្សងៗេទៀត ។ 
 

2. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតី្រតេីកណមា្រតខងេ្រកម ៖ 

ក. ្រសយប�� កថ់ា 
0 0

sinlim lim 1
sinx x

x x
x x→ →

= =   

រេបៀបទ១ី តម្រទឹស�ីបទ L'Hospital  

េគមាន  
0

sinlim
x

x
x→

 មានរងមនិកំណត់ 
0
0

  តម្រទឹស�ីបទ L'Hospital  េគបាន 
( )

0 0 0

sinsinlim lim lim cos 1
x x x

xx x
x x→ → →

′
= = =

′
 

េហយ   
0

lim
sinx

x
x→

 មានរងមនិកំណត់ 
0
0

  តម្រទឹស�ីបទ L'Hospital  េគបាន 
( )0 0 0

1lim lim lim 1
sin cossinx x x

x x
x xx→ → →

′
= = =

′
 

ដូចេនះ    រូបមន�  
0 0

sinlim lim 1
sinx x

x x
x x→ →

= =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
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រេបៀបទ២ី  តមៃផ�្រកឡាចេ្រម�កថាស 

េគមាន x  ជារង� ស់មុគំិតជារ៉ដ្យង់ ែដល 0
2

xπ
− < <  ឬ 0

2
x π

< <  េគបាន ៖ 

ៃផ�្រកឡា OAT∆ ≥ ៃផ�្រកឡាចេ្រម�កថាស OAP ≥ ្រកឡាៃផ� OAP∆  

             21 1
2 2 2

xOA AT r OA HPπ
π

× × ≥ × ≥ × ×  

ែត 1 , tan , sinr OA AT x HP x= = = =  

េគបាន    21 11 tan 1 1 sin
2 2 2

xx xπ
π

× × ≥ × × ≥ × ×  

   
( )

tan sin
sin sin 1
cos

x x x
x x x
x

≥ ≥

≥ ≥
 

េគគុណវសិមភាព ( )1  នឹង 
1

sin x
 េគបានទិសេដវសិមភាពែ្រប្រប�ល ឬមនិែ្រប្រប�លដូចខងេ្រកម ៖ 

 េប 0
2

xπ
− < <  េនាះ 

1 0
sin x

<   េគបាន ( ) 11 : 1
cos sin

x
x x
≤ ≤    

      នាឱំ្យ   
0 0 0

1lim lim lim1
cos sinx x x

x
x x→ → →
≤ ≤   ឬ  

0
1 lim 1

sinx

x
x→

≤ ≤   េនាះ 
0

lim 1
sinx

x
x→
=  

 េប  0
2

x π
< <    េនាះ 

1 0
sin x

>   េគបាន ( ) 11 : 1
cos sin

x
x x
≥ ≥    

      នាឱំ្យ   
0 0 0

1lim lim lim1
cos sinx x x

x
x x→ → →
≥ ≥   ឬ  

0
1 lim 1

sinx

x
x→

≥ ≥   េនាះ 
0

lim 1
sinx

x
x→
=  

ម្យោ៉ងេទៀត 
0 0

sin 1 1lim lim 1
1

sin
x x

x
xx

x
→ →

= = =  

ដូចេនះ   រូបមន�  
0

lim 1
sinx

x
x→
=  និង 

0

sinlim 1
x

x
x→

=  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់   ។ 

 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  
0

1 coslim 0
x

x
x→

−
=  

រេបៀបទ១ី   េ្របរូបមន�  21 cos 2 2sinx x− =   ឬអចសរេសរ  21 cos 2sin
2
xx− =  

េគបាន 

2 2

0 0 0 0

2sin 2sin sin1 cos 2 2 2lim lim lim lim sin 1 0 0
22

2 2
x x x x

x x x
x x

x xx x→ → → →

 
 −

= = = × = × = 
 ×
 

 

រេបៀបទ២ី  េ្រប្រទឹស�ីបទ L'Hospital  

េគបាន 
( )

0 0 0

1 cos1 coslim lim limsin 0
x x x

xx x
x x→ → →

′−−
= = =

′
 

ដូចេនះ      រូបមន�  
0

1 coslim 0
x

x
x→

−
=  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់   ។ 

 

P

A

T

O H
x

1r =
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គ. ្រសយប�� កថ់ា  
0 0

tanlim lim 1
tanx x

x x
x x→ →

= =   

រេបៀបទ១ី   េ្របរូបមន�  
sintan
cos

xx
x

=  

េគបាន 
0 0 0 0

sin
tan sin sin 1coslim lim lim lim 1 1 1

cos cosx x x x

x
x x xx

x x x x x x→ → → →

 = = = × = × = 
 

 

េហយ 
0 0 0

lim lim lim cos 1 1 1sintan sin
cos

x x x

x x x xxx x
x

→ → →

 = = × = × = 
 

 

រេបៀបទ២ី   េ្រប្រទឹស�ីបទ  L'Hospital  

េគបាន 
( )

2 20 0 0

tantan 1 1lim lim lim 1
cos 1x x x

xx
x x x→ → →

′
= = = =

′
 

េហយ 
( )0 0 0

2 2

1 1 1lim lim lim 11 1tan 1tan
cos 1

x x x

x x
x x

x
→ → →

′
= = = = =

′
 

ដូចេនះ     រូបមន�   
0

tanlim 1
x

x
x→

=  និង 
0

lim 1
tanx

x
x→
=   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់    ។ 

 

3. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតីអនុគមនអ៍ចិស្ប៉ូណងែ់ស្យលខងេ្រកម ៖ 

ក. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតី lim x

x
e

→+∞
= +∞  

េគេ្របតរងតៃម�េលខេដម្បបីង� ញតៃម�ៃន xe  េពល x →+∞  ដូចខងេ្រកម ៖ 

   x  1 5  10  50  100  600  ... +∞  

   xe  2.7  148.4  42.2 10×  215.2 10×  432.7 10×  2603.8 10×  ... +∞  

តមតងរងេនះេគសេង�តេឃញថា េប x  យកតៃម�វជិ�មានកនែ់តធំេទៗគា� នទីប��ប់ េនាះ xe  កម៏ានតៃម�វជិ�មានកន់ែតធំេទៗ 

គា� នទីប��បែ់ដរ ។ តមេហតុផលេនះេគបាន  lim x

x
e

→+∞
= +∞  ។ 

 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  lim x

x
e

→+∞
= +∞      ។ 

 

ខ. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតី lim 0x

x
e

→−∞
=  

រេបៀបទ១ី េ្របតរងតៃម�េលខ 

េគេ្របតរងតៃម�េលខេដម្បបីង� ញតៃម�ៃន xe  េពល x →−∞  ដូចខងេ្រកម ៖ 

   x  1−  5−  10−  60−  200−  700−  ... −∞  

   xe  0.4  0.006  44.5 10−×  278.8 10−×  871.8 10−×  3059.9 10−×  ... 0  

តមតងរងេនះេគសេង�តេឃញថា េប x  យកតៃម�អវជិ�មានកនែ់តតូចេទៗគា� នទីប��ប ់េនាះ xe  មានតៃម�វជិ�មានកនែ់តតូចេទៗ 

េស�រែតសូន្យ ។ តមេហតុផលេនះេគបាន  lim 0x

x
e

→−∞
=  ។ 

 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  lim x

x
e

→+∞
= +∞      ។ 
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រេបៀបទ២ី េ្របទំនាកទ់ំនង lim x

x
e

→+∞
= +∞  

េគចងគ់ណនា  lim x

x
A e

→−∞
=   

េគតង    t x x t= − ⇒ = −  

េប  x t→−∞ ⇒ →+∞  

េគបាន 
1 1lim lim lim 0

lim
x t

t tx t t
t

A e e
e e

−

→−∞ →+∞ →+∞
→+∞

= = = = =  េ្រពះេប ភាគែបងធំមនិកំណត ់េនាះ 
1

lim t

t
e

→+∞

េស�រែតសូន្យ  ។ 

 ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  lim x

x
e

→+∞
= +∞      ។ 

  

គ. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតី lim
x

x

e
x→+∞
= +∞   

រេបៀបទ១ី េ្របតរងតៃម�េលខ 

េគេ្របតរងតៃម�េលខេដម្បបីង� ញតៃម�ៃន 
xe

x
 េពល x →+∞  ដូចខងេ្រកម ៖ 

   x  1 5  10  60  300  700  ... +∞  

   
xe

x
 2.7  29.7  32.2 10×  241.9 10×  1276.5 10×  3011.4 10×  ... +∞  

តមតងរងេនះេគសេង�តេឃញថា េប x  យកតៃម�វជិ�មានកនែ់តធំេទៗគា� នទីប��ប់ េនាះ 
xe

x
 មានតៃម�វជិ�មានកនែ់តធំេទៗ 

គា� នទីប��បែ់ដរ ។ តមេហតុផលេនះេគបាន  lim
x

x

e
x→+∞
= +∞  ។ 

 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  lim
x

x

e
x→+∞
= +∞      ។ 

រេបៀបទ២ី   េ្រប្រទឹស�ីបទ  L'Hospital  

េគមាន 
( )

lim lim lim
xx

x

x x x

ee e
x x→+∞ →+∞ →+∞

′
= = = +∞

′
     (េ្រពះ lim x

x
e

→+∞
= +∞ ) 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  lim
x

x

e
x→+∞
= +∞      ។ 

ឃ. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតី lim , 0
x

nx

e n
x→+∞

= +∞ >        ( n  ជាចំនួនកំណតម់យួ) 

រេបៀបទ១ី េ្របតរងតៃម�េលខ 

េគេ្របតរងតៃម�េលខេដម្បបីង� ញតៃម�ៃន 
x

n
e
x

 េពល x →+∞  េដយសន�តយ់ក 10n =  ដូចខងេ្រកម ៖ 

   x  1 5  10  60  300  700  ... +∞  

   10

xe
x

 2.7  51.5 10−×  62.2 10−×  81.9 10×  1053.3 10×  2753.6 10×  ... +∞  

តមតងរងេនះេគសេង�តេឃញថា េប x  យកតៃម�វជិ�មានកនែ់តធំេទៗគា� នទីប��ប់ េនាះ 10

xe
x

 មានតៃម�វជិ�មានកនែ់តធំេទៗ 

គា� នទីប��បែ់ដរ ។ តមេហតុផលេនះេគបាន  lim
x

nx

e
x→+∞

= +∞  ។ 
 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  lim
x

nx

e
x→+∞

= +∞      ។ 
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េគេធ�េដរេីវបន�បនា� ប់ៃន lim
x

nx

e
x→+∞

 រហូតអស់រងមនិកំណត់ 
∞
∞

 

 
( )
( )

( )
( )

( )
( )( )

( )
( )( )( )1 2 3

lim lim lim lim lim ... lim
!1 1 2

x x x xx x

nx x x x x xn n n n

e e e ee e
x nx nx n n x n n n x

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞ →+∞ →+∞− − −

′ ′ ′ ′
= = = = = = = +∞

′ ′ ′ ′− − −
      

(េ្រពះ lim
!

x

x

e
n→+∞

= +∞ ) 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  lim
x

nx

e
x→+∞

= +∞      ។ 

ង. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតី lim 0 , 0
n

xx

x n
e→+∞

= >  

រេបៀបទ១ី េគមាន  lim
x

nx

e
x→+∞

= +∞  

នាឱំ្យ 
1lim lim 0

n

xxx x

n

x
ee
x

→+∞ →+∞
= =  េ្រពះ េបភាគែបងកនែ់តធំេទៗមនិកំណត់ វនឹងេធ�ឱ្យតៃម�កេន្សោមេស�រេស�សូន្យ ។ 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  lim 0 , 0
n

xx

x n
e→+∞

= >      ។ 
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េគេធ�េដរេីវបន�បនា� ប់ៃន lim
n

xx

x
e→+∞

 រហូតអស់រងមនិកំណត់ 
∞
∞

 

 
( )
( )

( )
( )

( )( )
( )

( )( )( )
( )

1 2 31 1 2 !lim lim lim lim lim ... lim 0
n n n nn

x xx x x x x xx x x x

x nx n n x n n n xx n
e ee e e e

− − −

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞ →+∞ →+∞

′ ′ ′ ′− − −
= = = = = = =

′ ′ ′ ′
      

(េ្រពះ 
!lim 0xx

n
e→+∞

= ) 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  lim 0 , 0
n

xx

x n
e→+∞

= >      ។ 

ច. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតី
0

1lim 1
x

x

e
x→

−
=   

រេបៀបទ១ី េ្របតរងតៃម�េលខ 

េគេ្របតរងតៃម�េលខេដម្បបីង� ញតៃម�ៃន 
1xe

x
−

 េពល 0x →  ដូចខងេ្រកម ៖ 

   x  1 0.1  0.001  0.00001  0.000001  0.0000001  ... 0  
1xe

x
−

 1.7  1.05  1.0005  1.000005  1.0000005  1.00000005  ... 1 

តមតងរងេនះេគសេង�តេឃញថា េប x  យកតៃម�វជិ�មានកនែ់តតូចេទៗេស�រសូន្យ េនាះ 
1xe

x
−

 មានតៃម�វជិ�មានេស�រេស�មយួ ។  
 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
0

1lim 1
x

x

e
x→

−
=      ។ 
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េគមាន 
( ) 0

0 0 0

11lim lim lim 1
xx

x

x x x

ee e e
x x→ → →

′−−
= = = =

′
  

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
0

1lim 1
x

x

e
x→

−
=      ។ 

ឆ.្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតី 
0

1lim 1
u

u

e
u→

−
=   

ដូចស្រមាយ ច. ខងេល្រគាន់ែតប�ូរអេថរ x  េទជា u    ដូចេនះ  េគបាន  
0

1lim 1
u

u

e
u→

−
=   ។ 

ជ. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតី
( )

0

1 1
lim

n

x

x
n

x→

+ −
=  

រេបៀបទ១ី   េ្របស�័យគុណៃនេទ�ធា 

េគមាន 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3

0 0

1 1 1 1 1 ... 1 11 1
lim lim

n n nn

x x

x x x x xx
x x

− − −

→ →

 + − + + + + + + + + + + −    =  

     
( ) ( ) ( ) ( )1 2 3

0
lim 1 1 1 ... 1 1

1 1 1 ... 1

n n n

x

n

x x x x

n

− − −

→
 = + + + + + + + + + 

= + + + + =
((((

tY

 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
( )

0

1 1
lim

n

x

x
n

x→

+ −
=      ។ 
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េគមាន 
( ) ( )

0 0

1 11 1
lim lim

nn

x x

xx
x x→ →

′ + −+ −  =
′

 

   

( ) ( )

( )
0

0

lim 1 1

lim 1

1

n

x

n

x

n

n x x

n x

n n

→

→

 ′= + +  
 = + 

= × =

 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
( )

0

1 1
lim

n

x

x
n

x→

+ −
=      ។ 

ឈ. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតី 
0

1lim ln
x

x

a a
x→

−
=  ែដល 0 1a< ≠  

េគេ្រប្រទឹស�ីបទ  L'Hospital  

េគមាន 
( )

0 0

11lim lim
xx

x x

aa
x x→ →

′−−
=

′
 

        0

0
lim ln ln lnx

x
a a a a a

→
= = × =    េ្រពះ  ( ) lnx xa a a′ =  

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
0

1lim ln
x

x

a a
x→

−
=           ។ 
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ញ. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតី 
1lim 1

x

x
e

x→+∞

 + = 
 

 

េគេ្របតរងតៃម�េលខេដម្បបីង� ញតៃម�ៃន 
11

x

x
 + 
 

 េពល x →+∞  ដូចខងេ្រកម ៖ 

x  
1
x

 
11
x

+  11
x

x
 + 
 

 

1 1 2 2.000  000  00 
10 0.1 110−=  1.1 11 10−= +  2.593  742  46 

210  20.01 10−=  1.01 21 10−= +  2.704  813  83 
310  310−  1.001 31 10−= +  2.716  923  93 
410  410−  1.0001 41 10−= +  2.718  145  93 

510  510−  1.00001 51 10−= +  2.718  268  24 
610  610−  1.000001 61 10−= +  2.718  280  47 
710  710−  1.0000001 71 10−= +  2.718  281  69 
810  810−  1.00000001 81 10−= +  2.718  281  81 
910  910−  91 10−+  2.718  281  83 e≈  

        

តមតងរងេនះេគសេង�តេឃញថា េប x  យកតៃម�វជិ�មានកនែ់តធំេទៗគា� នទីប��ប់ េនាះ 
11

x

x
 + 
 

 មានតៃម�វជិ�មានកនែ់តខិតេទ 

រកតៃម�លីមតីមយួេស� 2.718281e =  ។ តមេហតុផលេនះេគបាន  
1lim 1

x

x
e

x→+∞

 + = 
 

 ។ 
 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
1lim 1

x

x
e

x→+∞

 + = 
 

     ។ 

ដ. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតី ( )
1

0
lim 1 x
x

x e
→

+ =  

េគមាន ( )
1

0
lim 1 x
x

x e
→

+ =  

េគតង 
1 1t x
x t

= ⇒ =  

េប  0x t+→ ⇒ →+∞  

េគបាន ( )
1

0

1lim 1 lim 1
t

x
x t

x e
t→ →+∞

 + = + = 
 

  េ្រពះតមស្រមាយ ញ. 
1lim 1

x

x
e

x→+∞

 + = 
 

 

ដូចេនះ       ្រសយប�� ក់បានថា  ( )
1

0
lim 1 x
x

x e
→

+ =     ។ 
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4. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតីអនុគមនេ៍លករតីេនែពខងេ្រកម ៖ 

ក. ្រសយប�� ករូ់បមន� lim ln
x

x
→+∞

=+∞   

េគេ្របតរងតៃម�េលខេដម្បបីង� ញតៃម�ៃន ln x  េពល x →+∞  ដូចខងេ្រកម ៖ 

   x  20  50  200  1000  10000  1000000  ... +∞  

   ln x  2.996  3.912  5.298  6.908  9.210  13.816  ... +∞  

តមតងរងេនះេគសេង�តេឃញថា េប x  យកតៃម�វជិ�មានកនែ់តធំេទៗគា� នទីប��ប់ េនាះ ln x  កម៏ានតៃម�វជិ�មានកន់ែតធេំទៗ 

គា� នទីប��បែ់ដរ ។ តមេហតុផលេនះេគបាន  lim ln
x

x
→+∞

=+∞  ។ 
 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  lim ln
x

x
→+∞

=+∞      ។ 

ខ.្រសយប�� ករូ់បមន� 
0

lim ln
x

x
+→

=−∞   

េគមាន 
0

lim ln
x

x
+→

 

េគតង 
1 1x t
t x

= ⇒ =  

េប  0x t+→ ⇒ →+∞  

េគបាន ( ) ( ) ( )1

0

1lim ln lim ln lim ln lim ln lim ln
t t t tx

x t t t
t+

−

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞→
= = = − = − = − +∞ = −∞  

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
0

lim ln
x

x
+→

=−∞        ។ 

គ. ្រសយប�� ករូ់បមន� 
lnlim 0

x

x
x→+∞

=   

រេបៀបទ១ី  តមតរងតៃម�េលខ 

េគេ្របតរងតៃម�េលខេដម្បបីង� ញតៃម�ៃន 
ln x

x
 េពល x →+∞  ដូចខងេ្រកម ៖ 

   x  20  50  200  1000  10000  1000000  ... +∞  

  
ln x

x
 0.1498  0.0782  0.0265  0.00691  0.00092  0.00001  ... 0  

តមតងរងេនះេគសេង�តេឃញថា េប x  យកតៃម�វជិ�មានកនែ់តធំេទៗគា� នទីប��ប់ េនាះ 
ln x

x
 មានតៃម�វជិ�មានកនែ់តតូចេទៗ 

េស�រែតសូន្យ ។ តមេហតុផលេនះេគបាន  
lnlim 0

x

x
x→+∞

=  ។ 
 
 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
lnlim 0

x

x
x→+∞

=          ។ 

 

រេបៀបទ២ី  េគេ្រប្រទឹស�ីបទ  L'Hospital  

េគមាន 
( )lnln 1lim lim lim 0

x x x

xx
x x x→+∞ →+∞ →+∞

′
= = =

′
  េ្រពះ  េប x →+∞  េនាះ  

1 0
x
→  

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
lnlim 0

x

x
x→+∞

=          ។ 
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ឃ. ្រសយប�� ករូ់បមន� 
0

lim ln 0
x

x x
+→

=  

េគមាន 
0

lim ln
x

x x
+→

 

េគតង 
1 1x t
t x

= ⇒ =  

េប  0x t+→ ⇒ →+∞  

េគបាន 1

0

1 1 1 ln lnlim ln lim ln lim ln lim lim 0 0
t t t tx

t tx x t
t t t t t+

−

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞→

 = = = − = − = − = 
 

   េ្រពះ  
lnlim 0

x

x
x→+∞

=  
 

 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
0

lim ln 0
x

x x
+→

=          ។ 

 

ង. ្រសយប�� ករូ់បមន� 
lnlim 0nx

x
x→+∞

=  

រេបៀបទ១ី  តមតរងតៃម�េលខ 

េគេ្របតរងតៃម�េលខេដម្បបីង� ញតៃម�ៃន 
ln

n
x

x
 េពល x →+∞  េដយសន�តថ់ា 4n =  ដូចខងេ្រកម  ៖ 

   x  2  3  5  8  15  20  ... +∞  

 4

ln x
x

 0.04332  0.01356  0.00258  0.00051  0.00005  0.00002  ... 0  

តមតងរងេនះេគសេង�តេឃញថា េប x  យកតៃម�វជិ�មានកនែ់តធំេទៗគា� នទីប��ប់ េនាះ 
ln

n
x

x
 មានតៃម�វជិ�មានកនែ់តតូចេទៗ 

េស�រែតសូន្យ ។ តមេហតុផលេនះេគបាន  
lnlim 0nx

x
x→+∞

=  ។ 
 
 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
lnlim 0nx

x
x→+∞

=          ។ 

 

រេបៀបទ២ី  េគេ្រប្រទឹស�ីបទ  L'Hospital  

េគមាន 
( )

( )
1

1
lnln 1lim lim lim lim 0n n nx x x xn

xx x
x nx nxx

−→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

′
= = = =

′
  េ្រពះ  េប x →+∞  េនាះ  

1 0nnx
→  

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
lnlim 0nx

x
x→+∞

=          ។ 

 

ច. ្រសយប�� ករូ់បមន� 
0

lim ln 0n

x
x x

+→
=   

េគមាន 
0

lim lnn

x
x x

+→
 

េគតង 
1 1x t
t x

= ⇒ =  

េប  0x t+→ ⇒ →+∞  

េគបាន 
1

0

1 1 ln lnlim ln lim ln lim lim 0 0
n

n
n nt t tx

t tx x
t t t t+

−

→+∞ →+∞ →+∞→

 = = = − = − = 
 

   េ្រពះ  
lnlim 0nx

x
x→+∞

=  
 

 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
0

lim ln 0n

x
x x

+→
=          ។ 
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ឆ. ្រសយប�� ករូ់បមន� lim lnn

x
x x

→+∞
=+∞   

េគមាន ( )( )lim ln lim lim lnn n

x x x
x x x x

→+∞ →+∞ →+∞
= × = +∞ +∞ = +∞  

េ្រពះ កលណា x →+∞  េនាះ nx →+∞  និង ln x →+∞  

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  lim lnn

x
x x

→+∞
=+∞          ។ 

ជ. ្រសយប�� ករូ់បមន� 
0

lnlim nx

x
x+→

= −∞  

េគមាន 
0

lnlim nx

x
x+→

 

េគតង 
1 1x t
t x

= ⇒ =  

េប  0x t+→ ⇒ →+∞  

េគបាន ( )1

0

1lnlnlim lim lim ln lim ln
1

n n
nn t t tx

x t t t t t
x

t

+

−

→+∞ →+∞ →+∞→
= = = − = − +∞ = −∞

 
 
 

   េ្រពះ  lim lnn

x
x x

→+∞
=+∞  

 

 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
0

lnlim nx

x
x+→

= −∞          ។ 

ឈ. ្រសយប�� ករូ់បមន� 
( )

0

ln 1
lim 1 , 1
x

x
x

x→

+
= > −   

រេបៀបទ១ី  េគេ្របទំនាកទ់ំនងរូបមន�មាន្រសប ់

េគមាន 
( ) ( )

0 0

ln 1 1lim lim ln 1
x x

x
x

x x→ →

+  = +  
 

  

( )

( )

1

0

1

0

lim ln 1

ln lim 1

ln
1

x
x

x
x

x

x

e

→

→

= +

 = +  
=
=

 

 េ្រពះ ( )
1

0
lim 1 x
x

x e
→

+ =   បាន្រសយរចួេហយ   

 ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
( )

0

ln 1
lim 1 , 1
x

x
x

x→

+
= > −          ។ 

  

 រេបៀបទ២ី  េគេ្រប្រទឹស�ីបទ  L'Hospital  

េគមាន 
( ) ( ) ( )

0 0 0 0

ln 1ln 1 1 1 1lim lim lim lim 1
1 1 1 0x x x x

xx x
x x x x→ → → →

′ ′+ + + = = = = =
′ + + +

 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
( )

0

ln 1
lim 1 , 1
x

x
x

x→

+
= > −          ។ 
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5. ្រសយប�� កថ់ា េបអនុគមន ៍ f  ជាប ់េហយេកនដចខ់ត ឬចុះដចខ់តេលចេនា� ះបទិ [ ],a b េនាះចេំពះ្រគបច់នំនួ k  េនចេនា� ះ 

( )f a  នងិ ( )f b  សមកីរ ( )f x k=  មានចេម�យែតមយួគតក់�ុងចេនា� ះ [ ],a b  
 

អនុគមន ៍ f  ជាបន់ិងេកនដចខ់តេលចេនា� ះបិទ [ ],a b  ។ 

f  េកនដច់ខត មាននយ័ថា េប x  និង x′  េនក�ុងចេនា� ះ [ ],a b   

ែដល x x′<  េនាះេគបាន ( ) ( )f x f x′<  ។ 
 

ឱ្យចំនួន k  េនចេនា� ះ ( )f a  និង ( )f b  , ( ) ( )( )f a k f b< <   

និង f  ជាអនុគមន៍ជាប ់តម្រទឹស�ីបទប�� កថ់ា មានចំនួន c  មយួេន 

ចេនា� ះ a  និង b  ែដល ( )f c k=  ។ 
 

ឧបមាថា មានចំនួនមយួេទៀត c′  ខុសពី c  េផ��ងផា� តគ់ា�  ( )f c k′ =  

េនាះ ( ) ( )f c f c′=  ជាករណីផ�ុយពីសម�តិកម�ែដលថា f  ជាអនុកមន ៍

េកនដចខ់ត ។ 
 

ដូចេនះ មានចំនួន c  មយួគតែ់ដលេផ��ងផា� ត ់ ( )f c k=  គឺសមកីរ ( )f x k=  មានចេម�យែតមយួគត ់។ 
 

6. ចេំពះេស៊រអីនន� 
1

n
n

a
∞

=
∑   

ក. ្រសយប�� កថ់ាេបេស៊រ ី 
1

n
n

a
∞

=
∑  ជាេស៊ររីមួេនាះ lim 0nn

a
→+∞

=   

ឧបមាថា េស៊រអីនន� 
1

n
n

a
∞

=
∑  រមួ 

េគតង  
1

n
n

S a
∞

=

=∑  និង nS  ជាផលបូក n  តួៃនេស៊រេីនះ 

េគបាន 1 2 3 1 1
1

...n n n n n
n

S a a a a a a S a
∞

− −
=

= = + + + + + = +∑  

នាឱំ្យ 1n n na S S −= −   

  ( )1lim lim 0n n nn n
a S S S S−→+∞ →+∞

= − = − =  

ដូចេនះ      ្រសយប�� កប់ានថា  េបេស៊រអីនន�  
1

n
n

a
∞

=
∑  ជាេស៊ររីមួេនាះ lim 0nn

a
→+∞

=       ។ 

 

ខ. ្រសយប�� កថ់ាេបស�ុីត ( )na  មនិរមួរក 0  េនាះ 
1

n
n

a
∞

=
∑  ជាេស៊ររីកី  

តមសំេណ ផ�ុយពីសម�តិកម�ក�ុងស្រមាយ ក. គឺ េប lim 0nn
a

→+∞
≠  េនាះេស៊រអីនន�  

1
n

n
a

∞

=
∑  ជាេស៊ររីកី 

េដយសំេណ ក�ុងស្រមាយ ក. ពិត នាឱំ្យសំេណ ផ�ុយពីសម�តិកម�របស់វកព៏ិតែដរ ។ 

ដូចេនះ     េគអចសន�ិដ� នបានថា  េប na  មនិរមួេទរក 0  េនាះេស៊រ ី
1

n
n

a
∞

=
∑  រកី           ។ 

 

aO

y

xc b

( )f a

( )f b

k
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន េដរេីវ 

 

1. េដយេ្របនិយមនយ័េដរេីវ  រកេដរេីវៃនអនុគមនខ៍ងេ្រកម៖ 

ក.  ( )f x c=  , c  េថរ េនាះ ( ) 0f x′ =  ខ.  ( )f x cx=  , c  េថរ េនាះ ( )f x c′ =  

គ. ( )f x ax b= + , ,a b  េថរ េនាះ ( )f x a′ =  ឃ.  ( ) 2 2f x x x= +  េនាះ ( ) 2 2f x x′ = +  

ង.  ( ) 3f x x=  េនាះ ( ) 23f x x′ =  ច.  ( )f x x=  េនាះ  ( ) 1
2

f x
x

′ =   

ឆ. ( ) 3f x x=  េនាះ ( )
3 2

1
3

f x
x

′ =  ជ.  ( ) 1f x
x

=  េនាះ ( ) 2

1f x
x

′ = −  

ឈ.  ( ) 1f x
x

=   េនាះ ( ) 1
2

f x
x x

′ = −  ញ.  ( ) nf x x=  េនាះ ( ) 1nf x nx −′ =  

ដ. 
a
xxy a ln

lnlog ==  េនាះ   
ax

y
ln
1

=′  ឋ. 10, ≠<= aay x  េនាះ  aay x ln=′   

2. េប u  និង v  ជាអនុគមនៃ៍ន x  ្រសយប�� ក់ថា  ៖ 

ក.  y au=  , a  េថរ េនាះ y u′ ′=  ខ. nuy =  េនាះ 1−′=′ nuuny   

គ. y u v w= + −  េនាះ y u v w′ ′ ′ ′= + −  ឃ. y uv=  េនាះ y u v v u′ ′ ′= +   

ង. 
uy
v

=  េនាះ 2

u v v uy
v

′ ′−′ =  ច. uy =  េនាះ 
u

uy
2
′

=′   

ឆ. 
u

y 1
=  េនាះ 2u

uy
′

−=′   

3. ្រសយប�� កថ់ា  េប ( )y f u=  និង ( )u g x=   េនាះេគបាន  
dy dy du
dx du dx

= ×   ឬ   ( ) ( ) ( )d f u x f u u x
dx

′ ′  = ×   ។ 

4. ្រសយប�� កថ់ា េប ny u=  និង u  ជាអនុគមនៃ៍ន x  េនាះ  1 1n ndy dunu nu u
dx dx

− − ′= × = ×   ។ 

5. ្រសយប�� ករូ់បមន�េដរេីវៃនអនុគមន្៍រតីេកណមា្រតខងេ្រកម ៖ 

ក. xy sin=  េនាះ  xy cos=′  ខ. xy cos=  េនាះ  xy sin−=′  

គ. xy tan=  េនាះ x
x

y 2
2 tan1

cos
1

+==′  ឃ. xy cot=     េនាះ ( )x
x

y 2
2 cot1

sin
1

+−=−=′  

ង. uy sin=  េនាះ uuy cos′=′  ច. uy cos=  េនាះ uuy sin′−=′  

ឆ. uy tan=  េនាះ ( )uu
u

uy 2
2 tan1

cos
+′=

′
=′  ជ. uy cot=  េនាះ   ( )uu

u
uy 2

2 cot1
sin

+′−=
′

−=′  

6. ្រសយប�� ករូ់បមន�េដរេីវៃនអនុគមនអ៍ិចស្ប៉ូណងែ់ស្យលខងេ្រកម ៖ 

ក. xey =  េនាះ xey =′  ខ. uey =  េនាះ ueuy ′=′  

គ. xy a=  េនាះ aay x ln=′   ែដល 0 1a< ≠  ឃ. uay =  េនាះ aauy u ln′=′   

7. ្រសយប�� ករូ់បមន�េដរេីវៃនអនុគមនេ៍លករតីខងេ្រកម ៖ 

ក. 0,ln >= xxy  េនាះ 
x

y 1
=′  ខ. uy ln=  េនាះ 

u
uy
′

=′   

គ. 
a
xxy a ln

lnlog ==    េនាះ   
ax

y
ln
1

=′  ឃ. uy alog=  េនាះ 
au

uy
ln
′

=′  
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8. វសិមភាពកំេណ នមានកំណត ់: េគឱ្យ f  ជាអនុគមនក៍ំណតន់ិងជាបេ់ហយមានេដរេីវេលចេនា� ះ I  ។ េបមានពីរចំនួនពិត m  និង M  

ែដលចំេពះ្រគប ់ ( ),x I m f x M′∈ ≤ ≤  េនាះ្រគបច់ំនួនពិត ,a b I∈  ែដល a b<  េគបាន 

( ) ( ) ( ) ( )m b a f b f a M b a− ≤ − ≤ −  ។ 

9. េគឱ្យអនុគមន ៍ f  មានេដរេីវេលចេនា� ះ [ ],a b  ។ េបមានចំនួនពិត M  ែដល ( )f x M′ ≤  ចំេពះ [ ],x a b∈  េនាះ េគបាន 

វសិមភាព ( ) ( )f b f a M b a− ≤ −  ។ 

10. ្រទឹស�ីបទរ ៉ូល :  េប f  ជាអនុគមន៍ជាបេ់លចេនា� ះ [ ],a b  មានេដរេីវេលចេនា� ះ ( ),a b  និង ( ) ( )f a f b=  េនាះមានចំនួន 

( ),c a b∈  យ៉ាងតិចមយួែដល ( ) 0f c′ =  ។ 

11. ្រទឹស�ីបទតៃម�មធ្យម :  េប f  ជាអនុគមនជ៍ាបេ់លចេនា� ះ [ ],a b មានេដរេីវេលចេនា� ះ ( ),a b  េនាះមាន ( ),c a b∈  មយួយ៉ាងតិច 

ែដល  ( ) ( ) ( )f b f a
f c

b a
−

′ =
−

 ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន េដរេីវ 

 

1. េដយេ្របនយិមនយ័េដរេីវ  ្រសយប�� ករូ់បមន�េដរេីវៃនអនុគមនខ៍ងេ្រកម៖ 

ក.  ្រសយប�� កថ់ា ( )f x c=  , c  េថរ   េនាះ ( ) 0f x′ =   

តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 
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0

0

0

0

lim

lim

0lim

lim 0 0

h

h

h

h

f x h f x
f x

h
c c

h

h

→

→

→

→

+ −
′ =

−
=

=

= =

 

ដូចេនះ       រូបមន� េប ( )f x c=  , c  េថរ  េនាះ ( ) 0f x′ =    ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 

ខ.  ្រសយប�� កថ់ា ( )f x cx=  , c  េថរ   េនាះ  ( )f x c′ =  

តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 
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ដូចេនះ       រូបមន� េប  ( )f x cx=  , c  េថរ   េនាះ  ( )f x c′ =     ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់          ។ 

 

គ.  ្រសយប�� កថ់ា ( )f x ax b= + , ,a b  េថរ  េនាះ  ( )f x a′ =  

តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 

( ) ( ) ( )
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ដូចេនះ       រូបមន�  េប  ( )f x ax b= + , ,a b  េថរ  េនាះ  ( )f x a′ =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
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ឃ.  ្រសយប�� កថ់ា ( ) 2 2f x x x= +  េនាះ ( ) 2 2f x x′ = +   

តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 

( ) ( ) ( )
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ដូចេនះ      រូបមន� េប ( ) 2 2f x x x= +  េនាះ ( ) 2 2f x x′ = +   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 

 

ង.  ្រសយប�� កថ់ា ( ) 3f x x=  េនាះ  ( ) 23f x x′ =  

តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 
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ដូចេនះ          រូបមន� េប  ( ) 3f x x=   េនាះ  ( ) 23f x x′ =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 

 

ច.  ្រសយប�� កថ់ា ( )f x x=   េនាះ ( ) 1
2

f x
x

′ =  

តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 
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ដូចេនះ        រូបមន� េប ( )f x x=   េនាះ  ( ) 1
2

f x
x

′ =     ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
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ឆ. ្រសយប�� កថ់ា  ( ) 3f x x=   េនាះ  ( )
3 2

1
3

f x
x

′ =  

តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 
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ដូចេនះ             រូបមន�  េប ( ) 3f x x=  េនាះ  ( )
3 2

1
3

f x
x

′ =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់         ។ 

ជ.  ្រសយប�� កថ់ា   ( ) 1f x
x

=   េនាះ  ( ) 2

1f x
x

′ = −  

តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 
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ដូចេនះ        រូបមន�   េប ( ) 1f x
x

=   េនាះ  ( ) 2

1f x
x

′ = −     ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 
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ឈ.  ្រសយប�� កថ់ា   ( ) 1f x
x

=   េនាះ  ( ) 1
2

f x
x x

′ = −  

តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 
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ដូចេនះ         រូបមន�  េប ( ) 1f x
x

=   េនាះ  ( ) 1
2

f x
x x

′ = −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 

ញ.  ្រសយប�� កថ់ា   ( ) nf x x=   េនាះ  ( ) 1nf x nx −′ =  

តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 
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ដូចេនះ     រូបមន�  េប  ( ) nf x x=   េនាះ  ( ) 1nf x nx −′ =    ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 
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ដ. ្រសយប�� កថ់ា   
a
xxy a ln

lnlog ==   េនាះ  
ax

y
ln
1

=′  

លក�ខណ�  0 1 , 0a x< ≠ >  

តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 
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ដូចេនះ     រូបមន�  េប  a
xxy a ln

lnlog ==   េនាះ  
ax

y
ln
1

=′     ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

ឋ. ្រសយប�� កថ់ា   10, ≠<= aay x   េនាះ   aay x ln=′  

តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 
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ដូចេនះ         រូបមន� េប 10, ≠<= aay x   េនាះ   aay x ln=′      ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 
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2. េប u  នងិ v  ជាអនុគមនៃ៍ន x  ៖ 

ក. ្រសយប�� កថ់ា y au=   េនាះ  y au′ ′=  ែដល a  ជាចនំនួេថរ 

េគយក  ( )u u x=  តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 
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ដូចេនះ          រូបមន�  េប  y au=   េនាះ  y au′ ′=   ែដល a  ជាចំនួនេថរ  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា nuy =   េនាះ  1−′=′ nuuny  

េគយក  ( )u u x=  តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 

     

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

0

1 2 2 1

0

1 2 2 1

0 0

1 2

lim

lim

...
lim

lim lim ...

...

h

n n

h

n n n n

h

n n n n

h h

n n

f x h f x
f x

h
u x h u x

h
u x h u x u x h u x h u x u x h u x u x

h
u x h u x

u x h u x h u x u x h u x u x
h

u x u x u x u x u x

→

→

− − − −

→

− − − −

→ →

− −

+ −
′ =

   + −   =

  + − + + + ⋅ + + + ⋅ +   =

 + −   = × + + + ⋅ + + + ⋅ + 

′= × + ⋅ + + ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1

1 1 1 1

1 1

...

n n

n n n n

n n

n

u x u x

u x u x u x u x u x

u x nu x nu u

− −

− − − −

− −

 ⋅ + 
′  = × + + + + 

′ ′= × =

((((((((((((((((

tY

  

ដូចេនះ        រូបមន�  េប  nuy =   េនាះ  1−′=′ nuuny   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់          ។ 

គ. ្រសយប�� កថ់ា  y u v w= + −   េនាះ  y u v w′ ′ ′ ′= + −  

េគយក  ( ) ( ),u u x v v x= =  និង ( )w w x=  តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 
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ដូចេនះ        រូបមន� េប  y u v w= + −   េនាះ  y u v w′ ′ ′ ′= + −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់        ។ 
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ឃ. ្រសយប�� កថ់ា  y uv=   េនាះ  y u v v u′ ′ ′= +  

េគយក  ( )u u x=  និង ( )v v x=    តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 
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ដូចេនះ        រូបមន�  េប  y uv=   េនាះ  y u v v u′ ′ ′= +  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 
 

ង. ្រសយប�� កថ់ា  
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ដូចេនះ            រូបមន�  េប  
uy
v

=   េនាះ  2

u v v uy
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′ ′−′ =    ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 
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ច. ្រសយប�� កថ់ា  uy =   េនាះ  
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ដូចេនះ        រូបមន� េប u
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េរៀបេរៀងេដយ : គរនុិស្សតិ  េ្របស ដរ៉ 203 ឯកេទស : គណិតវទិ្យោ 
www.facebook.com/7khmer
fb : Entertainment  And Knowledge



ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន េដរេីវ  ថា� កទ់ី ១២ 

3. ្រសយប�� កថ់ា  
dy dy du
dx du dx

= ×   ឬ   ( ) ( ) ( )d f u x f u u x
dx

′ ′  = ×   

េគមាន ( )y f u=  និង ( )u g x=   

េគតង  ( ) ( )F x y f u= =  េនាះ  ( ) ( )F x f g x =    
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េដយេ្របនិយមនយ័ភាពមានេដរេីវ្រតង ់ 0x x=   េគបាន ៖ 
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ដូចេនះ         រូបមន�    
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dx du dx

= ×   ឬ  ( ) ( ) ( )d f u x f u u x
dx

′ ′  = ×     ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 

 

4. ្រសយប�� កថ់ា 1 1n ndy dunu nu u
dx dx

− − ′= × = ×   

េគមាន ny u=  និង u  ជាអនុគមនៃ៍ន x   

េយងមានទំនាកទ់ំនង   
dy dy du
dx du dx

= ×   (បាន្រសយរចួខងេល) 
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ដូចេនះ        រូបមន�    1 1n ndy dunu nu u
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− − ′= × = ×   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
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5. ្រសយប�� ករូ់បមន�េដរេីវៃនអនុគមន្៍រតេីកណមា្រតខងេ្រកម ៖ 

ក. ្រសយប�� កថ់ា xy sin=   េនាះ  xy cos=′  

រេបៀបទ១ី : តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖           រេបៀបទ២ី : តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 
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ដូចេនះ     រូបមន�  េប xy sin=   េនាះ  xy cos=′      ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  xy cos=   េនាះ   xy sin−=′  
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គ. ្រសយប�� កថ់ា  xy tan=   េនាះ  x
x

y 2
2 tan1

cos
1

+==′  

េយងមាន 
sintan
cos

xy x
x

= =     តមរូបមន�  2

u u v v u
v v

′ ′ ′−  = 
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  េគបាន ៖ 
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x
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=

+
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ដូចេនះ              រូបមន�  េប  xy tan=   េនាះ  x
x

y 2
2 tan1

cos
1

+==′  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

ឃ. ្រសយប�� កថ់ា xy cot=  េនាះ  ( )x
x

y 2
2 cot1

sin
1

+−=−=′  

េយងមាន   
coscot
sin

xy x
x

= =     តមរូបមន�  2

u u v v u
v v

′ ′ ′−  = 
 

  េគបាន ៖ 
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2

2 2

2 2

2
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cos sin sin cos
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sin cos 1
sin sin
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=
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ដូចេនះ       រូបមន�  េប  xy cot=  េនាះ  ( )x
x

y 2
2 cot1

sin
1

+−=−=′   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 
 

ង. ្រសយប�� កថ់ា  uy sin=   េនាះ  uuy cos′=′  

េគយក  ( )u u x=   តមរូបមន�េដរេីវៃនអនុគមនប៍ណា� ក ់  
dy dy du
dx du dx

= ×  

េគបាន            ( )sindy d duu x
du du dx

 = ×   

  

( ) ( )
( ) ( )
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cos
cos

u x u x

u x u x
u u

′= ×

′=

′=
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ច. ្រសយប�� កថ់ា  uy cos=   េនាះ  uuy sin′−=′  

េគយក  ( )u u x=   តមរូបមន�េដរេីវៃនអនុគមនប៍ណា� ក ់  
dy dy du
dx du dx

= ×  

េគបាន        ( )cosdy d duu x
du du dx

 = ×   

                           

( ) ( )
( ) ( )

sin

sin
sin

u x u x

u x u x
u u

′= − ×

′= −

′= −
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ឆ. ្រសយប�� កថ់ា  uy tan=   េនាះ  ( )uu
u

uy 2
2 tan1

cos
+′=

′
=′  

េគយក  ( )u u x=   តមរូបមន�េដរេីវៃនអនុគមនប៍ណា� ក ់  
dy dy du
dx du dx

= ×  

េគបាន          ( )tandy d duu x
du du dx

 = ×          ម្យោ៉ងេទៀត   ( )tandy d duu x
du du dx

 = ×   
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( )
( )

2

2
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cos

cos
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u x
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u
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′
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′
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( ) ( )
( ) ( )

( )

2

2

2

1 tan
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1 tan

u x u x

u x u x

u u

′ = + × 
′  = + 
′= +  

 

ដូចេនះ                រូបមន�   េប  uy tan=   េនាះ  ( )uu
u

uy 2
2 tan1

cos
+′=

′
=′    ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 

ជ. ្រសយប�� កថ់ា  uy cot=   េនាះ  ( )uu
u

uy 2
2 cot1

sin
+′−=

′
−=′  

េគយក ( )u u x=   តមរូបមន�េដរេីវៃនអនុគមនប៍ណា� ក ់  
dy dy du
dx du dx

= ×  

េគបាន          ( )cotdy d duu x
du du dx

 = ×          ម្យោ៉ងេទៀត   ( )cotdy d duu x
du du dx

 = ×   
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2
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sin
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u x
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u
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ដូចេនះ                រូបមន�  េប  uy cot=   េនាះ  ( )uu
u

uy 2
2 cot1

sin
+′−=

′
−=′    ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 
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6. ្រសយប�� ករូ់បមន�េដរេីវៃនអនុគមនអ៍ចិស្ប៉ូណងែ់ស្យលខងេ្រកម ៖ 

ក. ្រសយប�� កថ់ា  xey =   េនាះ  xey =′  

តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 
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1
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ដូចេនះ      រូបមន�   េប  xey =   េនាះ  xey =′      ។ 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  uey =   េនាះ  ueuy ′=′  

េគយក  ( )u u x=   តមរូបមន�េដរេីវៃនអនុគមនប៍ណា� ក ់  
dy dy du
dx du dx

= ×  

េគបាន          ( )u xdy d due
dx du dx

 = ×   
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ដូចេនះ      រូបមន�   េប  uey =   េនាះ  ueuy ′=′   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 
 

គ. ្រសយប�� កថ់ា xy a=   េនាះ  aay x ln=′   ែដល 0 1a< ≠  

តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 
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−
=   េមលករ្រសយប�� កក់�ុងេមេរៀនលីមតី) 

ដូចេនះ     រូបមន� 10, ≠<= aay x   េនាះ   aay x ln=′    ្រត�វបាន្រសយ      ។ (លំហត់េនះបាន្រសយរចួម�ងេហយ) 
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ឃ. ្រសយប�� កថ់ា  uay =   េនាះ  aauy u ln′=′  

េគយក  ( )u u x=   តមរូបមន�េដរេីវៃនអនុគមនប៍ណា� ក ់  
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dx du dx
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7. ្រសយប�� ករូ់បមន�េដរេីវៃនអនុគមនេ៍លករតីខងេ្រកម ៖ 

ក. ្រសយប�� កថ់ា  0,ln >= xxy   េនាះ  
x

y 1
=′  

តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 
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ដូចេនះ         រូបមន�  េប  0,ln >= xxy   េនាះ  
x
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=′    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  uy ln=   េនាះ  
u
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′

=′   

េគយក  ( )u u x=   តមរូបមន�េដរេីវៃនអនុគមនប៍ណា� ក ់  
dy dy du
dx du dx
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ដូចេនះ        រូបមន�  េប  uy ln=   េនាះ  
u
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=′     ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 
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គ. ្រសយប�� កថ់ា 
a
xxy a ln

lnlog ==   េនាះ  
ax

y
ln
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=′  

លក�ខណ�  0 1 , 0a x< ≠ >  

តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 
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=′    ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។  (្រសយរចួម�ងេហយ) 

ឃ. ្រសយប�� កថ់ា uy alog=   េនាះ  
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uy
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′

=′  

េគមាន  
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         (មាន  ln a  ជាចំនួនេថរ) 
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ដូចេនះ           រូបមន�   េប  uy alog=   េនាះ  
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=′   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់         ។ 
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8. ្រសយប�� កវ់សិមភាពកេំណ នមានកណំត ់ ( ) ( ) ( ) ( )m b a f b f a M b a− ≤ − ≤ −  

េគមាន  ( ),x I m f x M′∈ ≤ ≤  និង ,a b I∈  ែដល a b<  

េគបាន   ( ) 0f x m′ − ≥  និង ( ) 0f x M′ − ≤  

តងអនុគមន ៍ ( ) ( )g x f x mx= −  និង ( ) ( )h x f x Mx= −  ែដល g  និង f  មានេដរេីវេលចេនា� ះ I  

    ( ) ( )g x f x m′ ′= −  និង ( ) ( )h x f x M′ ′= −  

 នាឱំ្យ ( ) 0g x′ ≥ ្រគប ់ x I∈  មាននយ័ថា  ( )g x  ជាអនុគមន៍េកនេល I  និងេល [ ],a b េគបាន ៖ 

    

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0

0

0

1

g b g a

f b mb f a ma

f b mb f a ma

f b f a mb ma

f b f a m b a

− ≥

   − − − ≥   
− − + ≥

− ≥ −

− ≥ −

 

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) 0h x′ ≥ ្រគប ់ x I∈  មាននយ័ថា  ( )h x  ជាអនុគមន៍ចុះេល I  និងេល [ ],a b េគបាន ៖ 

    

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0

0

0

2

h b h a

f b Mb f a Ma

f b Mb f a Ma

f b f a Mb Ma

f b f a M b a

− ≤

   − − − ≤   
− − + ≤

− ≤ −

− ≤ −

 

តមទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2  េគបាន  ( ) ( ) ( ) ( )m b a f b f a M b a− ≤ − ≤ −  

ដូចេនះ      វសិមភាពកំេណ នមានកំណត់  ( ) ( ) ( ) ( )m b a f b f a M b a− ≤ − ≤ −  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់   ។ 
 

9. ្រសយប�� កថ់ា េប ( )f x M′ ≤  ចេំពះ [ ],x a b∈  េនាះ េគបាន វសិមភាព ( ) ( )f b f a M b a− ≤ −   

េគមាន f  មានេដរេីវេលចេនា� ះ [ ],a b  និង ( )f x M′ ≤  ចំេពះ្រគប ់ x I∈  

នាឱំ្យ ( )M f x M′− ≤ ≤  េហយ  0M ≥  េ្រពះ ( ) 0f x′ ≥  

តមវសិមភាពកំេណ នមានកំណត ់ ៖ 

 -ចំេពះ   a b<   េគបាន ( ) ( ) ( ) ( )M b a f b f a M b a− − ≤ − ≤ −  

                          
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )1

f b f a M b a

f b f a M b a

− ≤ −

− ≤ −
 

 -ចំេពះ   a b>   េគបាន ( ) ( ) ( ) ( )M a b f a f b M a b− − ≤ − ≤ −  

     

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2

M a b f b f a M a b

M a b f b f a M a b

f b f a M a b

f b f a M a b

− ≥ − ≥ − −

− − ≤ − ≤ −

− ≤ −

− ≤ −

 

តមទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2  នាឱំ្យេគបាន  ( ) ( )f b f a M b a− ≤ −   េ្រពះថា  b a a b− = −  

 ដូចេនះ េប  ( )f x M′ ≤  ចំេពះ [ ],x a b∈  េនាះ េគបាន វសិមភាព ( ) ( )f b f a M b a− ≤ −      ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន េដរេីវ  ថា� កទ់ី ១២ 

10. ្រសយប�� ក្់រទសឹ�ីបទរ ៉លូ :  េប ( ) ( )f a f b=  េនាះមានចនំនួ ( ),c a b∈  យ៉ាងតចិមយួែដល ( ) 0f c′ =   

េគមាន f  ជាអនុគមនជ៍ាប់េលចេនា� ះ [ ],a b  មានេដរេីវេលចេនា� ះ ( ),a b  និង ( ) ( )f a f b=  

េគតង ( ) ( )f a f b d= =  

េគមានបីករណីក�ុងករសិក្សោទីតងំរវង ( )f x  និងបនា� ត ់ d  េដម្បរីកឱ្យេឃញថា មាន ( ),c a b∈  មយួយ៉ាងតិចែដល ( ) 0f c′ =  

• ករណីទី ១:  េប ( )f x d=  េនាះ្រគប់ [ ],x a b∈  េគបាន ៖ 

   f  ជាអនុគមនេ៍ថរេលចេនា� ះ [ ],a b  

   នាឱំ្យ  ( ) 0f x′ =  មាន [ ],x c a b= ∈  ែដល ( ) 0f c′ =  

• ករណីទី ២:  េប ( )f x d>  េនាះ្រគប់ [ ],x a b∈  េគបាន ៖ 

   f  ជាអនុគមនម៍ានតៃម�អតិបរមាមយួយ៉ាងតិច្រតង ់ x c=  

   េដយ f  មានេដរេីវ្រតង ់ x c=   េគបាន ( ) 0f c′ =  

• ករណីទី ៣:  េប ( )f x d<  េនាះ្រគប់ [ ],x a b∈  េគបាន ៖ 

   f  ជាអនុគមនម៍ានតៃម�អប្បបរមាមយួយ៉ាងតិច្រតង ់ x c=  

   េដយ f  មានេដរេីវ្រតង ់ x c=   េគបាន ( ) 0f c′ =  

 េឃញថា ្រគបក់រណីខងេលេគរកបាន ( ) 0f c′ =  

 ដូចេនះ      ្រទឹស�ីបទរ ៉ូល : េប ( ) ( )f a f b=  េនាះមានចំនួន ( ),c a b∈  យ៉ាងតិចមយួែដល ( ) 0f c′ =  ្រត�វបាន្រសយ     ។ 
 

11. ្រសយប�� ក ់្រទសឹ�ីបទតៃម�មធ្យម :   ( ) ( ) ( )f b f a
f c

b a
−

′ =
−

 

េគមាន  f  ជាអនុគមន៍ជាបេ់លចេនា� ះ [ ],a b មានេដរេីវេលចេនា� ះ ( ),a b   

បនា� តក់តត់មពីរចំណុច ( )( ),a f a  និង ( )( ),b f b  មានសមកីរ  
( ) ( ) ( )y f a f b f a

x a b a
− −

=
− −

 

នាឱំ្យ    
( ) ( ) ( ) ( )f b f a

y x a f a
b a
−

= − +
−

 

េគតង ( ) ( )g x f x y= −    

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f b f a
g x f x x a f a

b a
−

= − − −
−

 

  ( ) ( ) ( ) ( )f b f a
g x f x

b a
−

′ ′= −
−

 

 ចំេពះ x a=  េនាះ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
f b f a

g a f a a a f a
b a
−

= − − − =
−

 

 ចំេពះ x b=  េនាះ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
f b f a

g b f b b a f a
b a
−

= − − − =
−

 

េដយ g  ជាអនុគមនព៍ហុធាជាបេ់ល [ ],a b  និង ( ) ( ) 0g a g b= =   តម្រទឹស�ីបទរ ៉ូល មានចំនួន ( ),c a b∈  មយួយ៉ាងតិច 

ែដល ( ) 0g c′ =  េនាះ  ( ) ( ) ( ) ( ) 0
f b f a

g c f c
b a
−

′ ′= − =
−

 ទញបាន ( ) ( ) ( )f b f a
f c

b a
−

′ =
−

  ។ 
 

ដូចេនះ     ្រទឹស�ីបទតៃម�មធ្យម  ( ) ( ) ( )f b f a
f c

b a
−

′ =
−

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 

( ) 0f c′ =

a bc

d

y

x0

( ) ( )f a f b=

( ) 0f c′ =

a bc

d

y

x0

( ) ( )f a f b=
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន សកិ្សោអនគុមន ៍  ថា� កទ់ី ១២ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន សកិ្សោអនុគមន៍ 

 

1. ្រសយប�� ក្់រទឹស�ីបទ : េប f  ជាអនុគមនជ៍ាបេ់លចេនា� ះ [ ],a b  និងមានេដរេីវេលចេនា� ះ ( ),a b  ៖ 

ក. េប ( ) 0f x′ >  ចំេពះ្រគប ់ ( ),x a b∈  េនាះ f  ជាអនុគមនេ៍កនេលចេនា� ះ [ ],a b  ។ 

ខ. េប ( ) 0f x′ <  ចំេពះ្រគប ់ ( ),x a b∈  េនាះ f  ជាអនុគមនចុ៍ះេលចេនា� ះ [ ],a b  ។ 

គ. េប ( ) 0f x′ =  ចំេពះ្រគប ់ ( ),x a b∈  េនាះ f  ជាអនុគមនេ៍ថរេលចេនា� ះ [ ],a b  ។ 

2. ្រសយប�� កត់ៃម�បរមាេធៀប : េគមានអនុគមន ៍ f  ជាបេ់លចេនា� ះ [ ],a b  និងមាន ( ),c a b∈  ែដល ( ) 0f c′ =  ។              

េប f  មានេដរេីវេលចេនា� ះ ( ),a b  េលកែលងែត្រតង់ c  េនាះ ( )f c  ្រត�វបានេគកំណតដូ់ចខងេ្រកម ៖ 

ក. េប ( )f x′  ប�ូរស�� ពី −  េទ +  ្រតង ់ c   េនាះ ( )f c  គឺជាតៃម�អប្បបរមាៃន f  ។ 

ខ. េប ( )f x′  ប�ូរស�� ពី +  េទ −  ្រតង ់ c   េនាះ ( )f c  គឺជាតៃម�អតិបរមាៃន f  ។ 

3. ្រសយប�� កព់ីបរមា េដយេ្របេដរេីវទី២ : េប f  ជាអនុគមន៍ែដល ( ) 0f c′ =  និងមានេដរេីវេលចេនា� ះ I  ែដលមាន c  េនាះេគថា៖ 

ក. េប ( ) 0f c′′ >  េនាះ ( )f c  គឺជាតៃម�អប្បរមា ។ 

ខ. េប ( ) 0f c′′ <  េនាះ ( )f c  គឺជាតៃម�អតិរមា ។ 

គ. េប ( ) 0f c′′ =  និងស�� េនសងខង ( )f c′′  ែ្រប្រប�ល េនាះេគថាអនុគមនម៍ានចំណុចរបត់្រតង ់ c  ។ 

4. បង� ញថា េប អនុគមន ៍ f  មានេដរេីវេលចេនា� ះ ( ),I a b=  េនាះ f  ជាបេ់លចេនា� ះ I  ។ 

5. ្រសយប�� កថ់ា : េប ( ),I a b  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេកង C  តងអនុគមន ៍ f  លុះ្រតែតវេផ��ងផា� ត់ ( ) ( )2 2f a x f x b− + =  ។ 

6. បង� ញថា ្រកបៃនអនុគមនដ៍ឺេ្រកទី៣ មានចំណុចរបតម់យួ ែដលជាផ�ិតឆ�ុះរបស់វ ។ 

7. ្រសយប�� កថ់ា  េប 
( )lim

x

f x
a

x→±∞
=  និង ( )lim

x
f x ax b

→±∞
 − =   េនាះបនា� តែ់ដលមានសមកីរ y ax b= +  គឺជាអសីុមតូត 

េ្រទតៃន្រកបតង f  ។ 

8. ្រសយប�� កថ់ា  បនា� តប់ះ៉្រកបតងអនុគមន ៍ f  ្រតង ់ 0x  មានសមកីរ ( )( ) ( )0 0 0y f x x x f x′= − +  ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន សកិ្សោអនគុមន ៍  ថា� កទ់ី ១២ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន សកិ្សោអនុគមន៍ 

 
1. រលឹំក :  ចំេពះ 1x  និង 2x  ែដល 2 1x x>  េហយ f  គា� នបរមាេនចេនា� ះ ( )1 2,x x  េគកំណត ់៖ 

-េប ( ) ( )2 1f x f x>  េនាះ f  ជាអនុគមន ៍េកន ។ 

-េប ( ) ( )2 1f x f x>  េនាះ f  ជាអនុគមន ៍ចុះ ។ 

-េប ( ) ( )2 1f x f x=  េនាះ f  ជាអនុគមន ៍េថរ ។ 

ក. ្រសយប�� ក្់រទសឹ�ីបទ : េប ( ) 0f x′ >  ចេំពះ្រគប ់ ( ),x a b∈  េនាះ f  ជាអនុគមនេ៍កនេលចេនា� ះ [ ],a b  

េគមាន ( ) 0f x′ >  ចំេពះ្រគប់ ( ),x a b∈  

េគតង 1 2x x<  ែដល ( )1 2, ,x x a b∈  

តម្រទឹស�ីបទតៃម�មធ្យម : មាន c  ែដល 1 2x c x< <   

េគបាន ( ) ( ) ( )2 1

2 1

f x f x
f c

x x
−

′ =
−

 

េដយ ( ) 0f x′ >  ចំេពះ្រគប់ ( ),x a b∈  េនាះ ( ) 0f c′ >  

នាឱំ្យ 
( ) ( )2 1

2 1

0
f x f x

x x
−

>
−

    (គុណអង�ទងំពីរនឹង 2 1 0x x− >  មនិប�ូរទិសេដ) 

  ( ) ( )2 1 0f x f x− >  

                ( ) ( )2 1f x f x>   េនះប�� កថ់ា f  ជាអនុគមនេ៍កន 

ដូចេនះ     េប ( ) 0f x′ >  េនាះ f  ជាអនុគមនេ៍កន       ។ 

 

ខ. ្រសយប�� ក្់រទសឹ�ីបទ : េប ( ) 0f x′ <  ចេំពះ្រគប ់ ( ),x a b∈  េនាះ f  ជាអនុគមនចុ៍ះេលចេនា� ះ [ ],a b  

េគមាន ( ) 0f x′ <  ចំេពះ្រគប់ ( ),x a b∈  

េគតង 1 2x x<  ែដល ( )1 2, ,x x a b∈  

តម្រទឹស�ីបទតៃម�មធ្យម : មាន c  ែដល 1 2x c x< <   

េគបាន ( ) ( ) ( )2 1

2 1

f x f x
f c

x x
−

′ =
−

 

េដយ ( ) 0f x′ <  ចំេពះ្រគប់ ( ),x a b∈  េនាះ ( ) 0f c′ <  

នាឱំ្យ 
( ) ( )2 1

2 1

0
f x f x

x x
−

<
−

    (គុណអង�ទងំពីរនឹង 2 1 0x x− >  មនិប�ូរទិសេដ) 

  ( ) ( )2 1 0f x f x− <  

                ( ) ( )2 1f x f x<   េនះប�� កថ់ា f  ជាអនុគមនចុ៍ះ 

ដូចេនះ     េប ( ) 0f x′ <  េនាះ f  ជាអនុគមនចុ៍ះ        ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន សកិ្សោអនគុមន ៍  ថា� កទ់ី ១២ 

គ. ្រសយប�� ក្់រទសឹ�ីបទ : េប ( ) 0f x′ =  ចេំពះ្រគប ់ ( ),x a b∈  េនាះ f  ជាអនុគមនេ៍ថរេលចេនា� ះ [ ],a b  

េគមាន ( ) 0f x′ =  ចំេពះ្រគប់ ( ),x a b∈  

េគតង 1 2x x<  ែដល ( )1 2, ,x x a b∈  

តម្រទឹស�ីបទតៃម�មធ្យម : មាន c  ែដល 1 2x c x< <   

េគបាន ( ) ( ) ( )2 1

2 1

f x f x
f c

x x
−

′ =
−

 

េដយ ( ) 0f x′ =  ចំេពះ្រគប់ ( ),x a b∈  េនាះ ( ) 0f c′ =  

នាឱំ្យ 
( ) ( )2 1

2 1

0
f x f x

x x
−

=
−

    (គុណអង�ទងំពីរនឹង 2 1 0x x− >  មនិប�ូរទិសេដ) 

   ( ) ( )2 1 0f x f x− =  

                ( ) ( )2 1f x f x=   េនះប�� កថ់ា f  ជាអនុគមនេ៍ថរ 

ដូចេនះ     េប ( ) 0f x′ =  េនាះ f  ជាអនុគមនេ៍ថរ        ។ 

 

2. ្រសយប�� កត់ៃម�បរមាេធៀប :  

ក. ្រសយប�� កថ់ា េប ( )f x′  ប�ូរស�� ព ី−  េទ +  ្រតង ់ c   េនាះ ( )f c  គជឺាតៃម�អប្បបរមាៃន f  

េដយ ក�ុងចេនា� ះ ( ),a b  មានេដរេីវទី១ ( )f x′  ប�ូរស�� ពី −  េទ +  ្រតង ់ c  េនាះ ៖ 

 េគបាន ( ) 0f x′ <   ចំេពះ ( ),x a c∈   នាឱំ្យ f  ជាអនុគមនចុ៍ះេលចេនា� ះ ( ),a c  

  ( ) 0f x′ >   ចំេពះ ( ),x c b∈   នាឱំ្យ f  ជាអនុគមនេ៍កនេលចេនា� ះ ( ),c b  

នាឱំ្យ ្រកបៃន f  ចុះដល់ ( )f c  រចួេហយេកនវញិ េនាះ f  មានអប្បបរមា្រតង ់ x c=  

ដូចេនះ     េប ( )f x′  ប�ូរស�� ពី −  េទ +  ្រតង ់ c   េនាះ ( )f c  គឺជាតៃម�អប្បបរមាៃន f      ។ 

  
ខ. ្រសយប�� កថ់ា េប ( )f x′  ប�ូរស�� ព ី+  េទ −  ្រតង ់ c   េនាះ ( )f c  គជឺាតៃម�អតបិរមាៃន f  

េដយ ក�ុងចេនា� ះ ( ),a b  មានេដរេីវទី១ ( )f x′  ប�ូរស�� ពី +  េទ −  ្រតង ់ c  េនាះ ៖ 

 េគបាន ( ) 0f x′ >   ចំេពះ ( ),x a c∈   នាឱំ្យ f  ជាអនុគមនេ៍កនេលចេនា� ះ ( ),a c  

  ( ) 0f x′ <   ចំេពះ ( ),x c b∈   នាឱំ្យ f  ជាអនុគមនចុ៍ះេលចេនា� ះ ( ),c b  

នាឱំ្យ ្រកបៃន f  េកនដល់ ( )f c  រចួេហយចុះវញិ េនាះ f  មានអតិបរមា្រតង ់ x c=  

ដូចេនះ     េប ( )f x′  ប�ូរស�� ពី  +  េទ −  ្រតង់ c   េនាះ ( )f c  គឺជាតៃម�អតិបរមាៃន f      ។ 

 

 

ចណំា ំ ចេំពះអនុគមន ៍ f  េន្រតង ់ 0x x=   

  េប  ( )0 0f x′ =   នងិប�ូរស��   មាននយ័ថា អនុគមនម៍ានបរមា ្រតងច់ណុំច ( )( )0 0,x f x  

េប  ( )0 0f x′′ =   នងិប�ូរស��   មាននយ័ថា អនុគមនម៍ានចណុំចរបត ់ ្រតងច់ណុំច ( )( )0 0,x f x  
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន សកិ្សោអនគុមន ៍  ថា� កទ់ី ១២ 

3. ្រសយប�� កព់បីរមា េដយេ្របេដរេីវទ២ី :  

ក. ្រសយប�� កថ់ា េប  ( ) 0f c′ =  នងិ ( ) 0f c′′ >  េនាះ ( )f c  គជឺាតៃម�អប្បរមា េលចេនា� ះ I  

តមនិយមនយ័េដរេីវ   េគបាន  ( ) ( ) ( )lim
x c

f x f c
f c

x c→

′ ′−
′′ =

−
  

           ឬ  ( ) ( )lim
x c

f x
f c

x c→

′
′′ =

−
        េ្រពះ  ( ) 0f c′ =  

េដយ ( ) 0f c′′ >   េនាះ  
( )lim 0

x c

f x
x c→

′
>

−
 

-េប x c<  េនាះ 0x c− <   នាឱំ្យ  ( ) 0f x′ <  មាននយ័ថា ( )f x′  ជាអនុគមនចុ៍ះ  

-េប x c>  េនាះ 0x c− >   នាឱំ្យ  ( ) 0f x′ >  មាននយ័ថា ( )f x′  ជាអនុគមន៍េកន 

េឃញថា ក�ុងចេនា� ះ I ្រកបៃន f  ចុះដល់ ( )f c  រចួេកនវញិ មាននយ័ថា f  មានតៃម�អប្បបរមា្រតង ់ x c=  

ដូចេនះ     េប  ( ) 0f c′ =  និង ( ) 0f c′′ >  េនាះ ( )f c  គឺជាតៃម�អប្បរមាេលចេនា� ះ I        ។ 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា េប ( ) 0f c′ =  នងិ ( ) 0f c′′ <  េនាះ ( )f c  គជឺាតៃម�អតរិមា េលចេនា� ះ I  

តមនិយមនយ័េដរេីវ   េគបាន  ( ) ( ) ( )lim
x c

f x f c
f c

x c→

′ ′−
′′ =

−
  

           ឬ  ( ) ( )lim
x c

f x
f c

x c→

′
′′ =

−
        េ្រពះ  ( ) 0f c′ =  

េដយ ( ) 0f c′′ <   េនាះ  
( )lim 0

x c

f x
x c→

′
<

−
 

-េប x c<  េនាះ 0x c− <   នាឱំ្យ  ( ) 0f x′ >  មាននយ័ថា ( )f x′  ជាអនុគមន៍េកន 

-េប x c>  េនាះ 0x c− >   នាឱំ្យ  ( ) 0f x′ <  មាននយ័ថា ( )f x′  ជាអនុគមនចុ៍ះ  

េឃញថា ក�ុងចេនា� ះ I ្រកបៃន f  េកនដល់ ( )f c  រចួចុះវញិ មាននយ័ថា f  មានតៃម�អតិបរមា្រតង ់ x c=  

ដូចេនះ     េប ( ) 0f c′ =  និង ( ) 0f c′′ <  េនាះ ( )f c  គឺជាតៃម�អតិរមាេលចេនា� ះ I        ។ 

គ. ្រសយប�� កថ់ា េប ( ) 0f c′′ =  នងិស�� េនសងខង ( )f c′′  ែ្រប្រប�ល េនាះេគថាអនុគមនម៍ានចណុំចរបត្់រតង ់ c  

រលឹំក :   អនុគមនម៍យួមានចំណុចរបត់្រតងច់ំណុច ( ),I a b  កលណាេន្រតងច់ំណុច I  េនះ  អនុគមនផ៍ា� ស់ប�ូរភាពេប៉ាង ឬផត ។ 
  

េគមាន f  ជាអនុគមនែ៍ដល ( ) 0f c′ =  , ( ) 0f c′′ =  និងស�� េនសងខង ( )f c′′  ែ្រប្រប�ល 

េដយ ( ) 0f c′′ =  េនះប�� ក់ថាអនុគមនគ៍ា� នបរមាេទ ្រតង ់ c  

េហយ ស�� េនសងខង ( )f c′′  ែ្រប្រប�ល មាននយ័ថា អនុគមនផ៍ា� ស់ប�ូរភាពេប៉ាង ឬផត មានពីរករណីគឺ ៖ 

  -េប្រតង ់ c  , ( ) 0f c′′ =  េហយប�ូរស�� ពី +  េទ −  េនាះ្រកបៃនអនុគមនប៍�ូរពីផត េទេប៉ាង  

  -េប្រតង ់ c  , ( ) 0f c′′ =  េហយប�ូរស�� ពី −  េទ +  េនាះ្រកបៃនអនុគមនប៍�ូរពីេប៉ាង េទផត 

េឃញថា f  ផា� ស់ប�ូរភាពេប៉ាង ឬផត ្រតង់ c  នាឱំ្យ f  មានចំណុចរបតេ់ន្រតង ់ c  

ដូចេនះ      អនុគមន ៍ f  មានចំណុចរបតេ់ន្រតង ់ c     ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន សកិ្សោអនគុមន ៍  ថា� កទ់ី ១២ 

4. ្រសយប�� កថ់ា  េប អនុគមន ៍ f  មានេដរេីវេលចេនា� ះ ( ),I a b=  េនាះ f  ជាបេ់លចេនា� ះ I  

េប f  មានេដរេីវេលចេនា� ះ ( ),I a b=  េនាះ ចំេពះ្រគប ់ ox I∈   

េគបាន ( ) ( ) ( )
0

0
0

0

lim
x x

f x f x
f x

x x→

−
′ =

−
 

េដយ  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0
0 0 0

0

lim lim 0 0
x x x x

f x f x
f x f x x x f x

x x→ →

 −
′ − = ⋅ − = ⋅ =   − 

 

នាឱំ្យ    ( ) ( )
0

0lim 0
x x

f x f x
→

 − =    

  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 0

0

0

0

0

0

lim lim 0

lim 0

lim

x x x x

x x

x x

f x f x

f x f x

f x f x

→ →

→

→

− =

− =

=

 

េដយ ( ) ( )
0

0lim
x x

f x f x
→

=  ពិតចំេពះ្រគប់ ox I∈  េនាះប�� កថ់ា f  ជាអនុគមន៍ជាបេ់លចេនា� ះ I  

ដូចេនះ     េប អនុគមន ៍ f  មានេដរេីវេលចេនា� ះ ( ),I a b=  េនាះ f  ជាប់េលចេនា� ះ I        ។ 
 

5. ្រសយប�� កថ់ា : េប ( ),I a b  ជាផ�តិឆ�ុះៃនែខ្សេកង C  តងអនុគមន ៍ f  លុះ្រតែតវេផ��ងផា� ត ់ ( ) ( )2 2f a x f x b− + =  

ក�ុងប�ង ់ ( )P  ្របកបេដយត្រម�យ អរតូណរម៉ាល់ ( ), ,O i j
 

 

េគយក I  មានកូអរេដេន ( ),a b  

តមបំែលងឆ�ុះផ�ិត ( ),I a b  ចំណុច ( ),M x y  មានរូបភាព ( ),M x y′ ′ ′  

យ I  ជាចំណុចកណា� លៃន [ ]MM ′   

េគបាន 2

2

x xa

y yb

′+ =
 ′+ =


  េនាះ 
2
2

x a x
y b y
′ = −

 ′ = −
 

ែខ្សេកង ( )C  ៃនអនុគមន ៍ ( )y f x=  មាន I  ជាផ�ិតឆ�ុះលុះ្រតែត ៖ 

 ( )M C∈   សមមូល ( )fx D∈  និង ( )y f x=  

 ( )M C′∈  សមមូល ( )fx D′∈  ឬ ( )2 fa x D− ∈  និង 2y b y′ = −  

េគបាន ( ) ( )2f x b f x′ = −   អចសរេសរ ( ) ( ) 2f x f x b′ + =  

          ឬ   ( ) ( )2 2f a x f x b− + =  

ដូចេនះ     េប ( ),I a b  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេកង C  តងអនុគមន ៍ f  លុះ្រតែត ( ) ( )2 2f a x f x b− + =     ។ 
 

a

M ′


I

xx′

y′
b
y M
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6. បង� ញថា ្រកបៃនអនុគមនដ៍េឺ្រកទ៣ី មានចណុំចរបតម់យួ ែដលជាផ�តិឆ�ុះរបស់វ 

េគតង ( ) 3 2 , 0y f x ax bx cx d a= = + + + ≠  ជាអនុគមនដ៍ឺេ្រកទី៣ 

នាឱំ្យ ( ) 23 2f x ax bx c′ = + +  

  ( ) 6 2f x ax b′′ = +  

េគឱ្យ ( ) 0 6 2 0f x ax b′′ = ⇔ + =  នាឱំ្យ  
3
bx
a

= −  

  

3 2

3 3

2 2

3

2

3 3 3 3

27 9 3
2

27 3

b b b bf a b c d
a a a a

b b bc d
a a a

b bc d
a a

       − = − + − + − +       
       

= − + − +

= − +

 

តរងស��  ( )f x′′    

x  −∞             
3
b
a

−               +∞  

( )f x′′  ស�� ផ�ុយ a  ស�� ដូច a  

្រតង ់
3
bx
a

= −  , ( ) 0f x′′ =  និងប�ូរស��  មាននយ័ថា ្រកបៃន f  មានចំណុចរបត ់
3

2

2,
3 27 3
b b bcI d
a a a

 
− − + 
 

     ( )1  

ម្យោ៉ងេទៀត េប ( )
3

2

2, ,
3 27 3
b b bcI a b I d
a a a

 
= − − + 

 
 ជាផ�ិតឆ�ុះៃន f  លុះ្រតែតវេផ��ងផា� ត់ ( ) ( )2 2f a x f x b− + =  

េគបាន ( ) 22
3

bf a x f x
a

 − = − − 
 

 

      

3 2

3 2 2 2
3 2

3 2 2

3 2 3 2
2 3 2

2 2

3
3 2

2

2 2 2
3 3 3

8 12 6 4 4 2
27 9 3 9 3 3

8 4 4 4 22
27 3 9 3 3

4 2 2
27 3

b b ba x b x c x d
a a a

b b x bx b bx bca x b x cx d
a a a a a a

b b x b b x bcbx ax bx cx d
a a a a a

b bc d ax bx cx
a a

     = − − + − − + − − +     
     
   

= − − − − + + + − − +   
   

= − − − − + + + − − +

= − + − − −

( )

( )

( )

3
3 2

2

3

2

4 2 2
27 3

22
27 3

2

d

b bc d ax bx cx d
a a

b bc d f x
a a

b f x

−

= − + − + + +

 
= − + − 

 
= −

 

នាឱំ្យ ( ) ( )2 2f a x f x b− + =  េនះប�� ក់ថា  
3

2

2,
3 27 3
b b bcI d
a a a

 
− − + 
 

 ជាផ�ិតឆ�ុះៃន្រកបតងអនុគមន ៍ f    ( )2  

តម ( )1  និង ( )2  ្រកបៃនអនុគមនដ៍ឺេ្រកទី៣ មានចំណុចរបតម់យួ ែដលជាផ�ិតឆ�ុះរបស់វ 

ដូចេនះ      បង� ញបានថា ្រកបៃនអនុគមនដ៍ឺេ្រកទី៣ មានចំណុចរបត់មយួ ែដលជាផ�ិតឆ�ុះរបស់វ      ។ 

0
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7. ្រសយប�� កថ់ា  េប 
( )lim

x

f x
a

x→±∞
=  នងិ ( )lim

x
f x ax b

→±∞
 − =   េនាះបនា� ត ់ y ax b= +  គជឺាអសីុមតូត េ្រទត  

តមនិយមនយ័  បនា� ត ់ y ax b= +  ជាអសីុមតូតេ្រទតៃន្រកបតងអនុគមន ៍ f  កលណា ( ) ( )lim 0
x

f x ax b
→−∞

 − + =   ឬ 

( ) ( )lim 0
x

f x ax b
→+∞

 − + =   ។ 

ពីនិយមនយ័ខងេល េគអចសរេសរបាន ( ) ( ) ( )f x ax b xε− + =  ែដល ( )lim 0
x

xε
→−∞

=  ឬ ( )lim 0
x

xε
→+∞

=   

េគបាន 
( ) ( ) ( )f x ax b x
x x x

ε+
− =  

        

( ) ( )

( ) ( )

f x xba
x x x

f x xba
x x x

ε

ε

− − =

= + +

 

នាឱំ្យ 
( ) ( )lim lim 0 0

x x

f x xba a a
x x x

ε
→±∞ →±∞

 
= + + = + + = 

 
 

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) ( )f x ax b xε− = +  

នាឱំ្យ ( ) ( )lim lim 0
x x

f x ax b x b bε
→±∞ →±∞

   − = + = + =     

ដូចេនះ   េប 
( )lim

x

f x
a

x→±∞
=  និង ( )lim

x
f x ax b

→±∞
 − =   េនាះបនា� ត់ y ax b= +  គឺជាអសីុមតូតេ្រទតៃន្រកបតង f    ។ 

 

8. ្រសយប�� កថ់ា  បនា� តប់ះ៉្រកបតងអនុគមន ៍ f  ្រតង ់ 0x  មានសមកីរ ( )( ) ( )0 0 0y f x x x f x′= − +   

េគមានចំណុច ( )( )0 0,M x f x  និង ( )( ),N x f x  េល្រកបតងអនុគមន ៍ f  

ខ� ត ់ MN  មានេមគុណ្របាបទ់ិស  
( ) ( )0

0

f x f x
x x
−
−

 

េប N  ផា� ស់ទីេល្រកបខិតេទរក M  េនាះខ� ត ់ MN  ងករកទីតងំលីមតី 

MT  ែដលេហថា បនា� តប់ះ៉្រកបៃនអនុគមន ៍ f  ្រតង់  ( )( )0 0,M x f x ។ 

ក�ុងករណី 0x x→  េនាះេមគុណ្របាបទ់ិសៃនខ� ត់ MN  ក� យជាេមគុណ 

្របាបទ់ិសៃនបនា� តប់ះ៉ MT  គឺ  
( ) ( )

0

0

0

lim
x x

f x f x
m

x x→

−
=

−
  ឬ ( )0m f x′=  

 

េដយ  បនា� តប់ះ៉ MT  មានេមគុណ្របាបទ់ិស ( )0f x′  េនាះេគបាន ៖ 

    

( )

( )( )
( )( )

0
0

0

0 0 0

0 0 0

y y f x
x x
y y f x x x

y f x x x y

− ′=
−

′− = −

′= − +

 

    ( )( ) ( )0 0 0y f x x x f x′= − +      េ្រពះ  ( )0 0y f x=  

ដូចេនះ      បនា� តប់ះ៉្រកបតងអនុគមន៍ f  ្រតង់ 0x  មានសមកីរ ( )( ) ( )0 0 0y f x x x f x′= − +       ។ 

0x

0y

x

y

M

O

N

T









1N

2N

3N

( )y f x=
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន អងំេត្រកល 

 

1. ្រសយប�� កថ់ា  េប ( )F x  ជា្រពីមទីីវមយួៃន ( )f x  េនាះ្រពីមទីីវទងំអស់ៃន f  មានទ្រមងទូ់េទ ( )F x c+  ែដល c  

ជាចំនួនេថរ ។ 

2. ្រសយប�� ករូ់បមន�្រគឹះៃនអងំេត្រកលខងេ្រកម ែដលមាន ,k c  ជាចំនួនេថរ ៖ 

ក. kdx kx c= +∫  ែដល 0k ≠  ខ. ( ) ( )kf x dx k f x dx=∫ ∫   ែដល 0k ≠  

គ. 
1

1

n
n xx dx c

n

+

= +
+∫ ែដល 1n ≠ −  ឃ. c

x
dx

x
+−=∫

11
2  

ង. cxdx
x

+=∫ 21
 ច. ( ) ( )[ ] ( ) ( )dxxgdxxfdxxgxf ∫∫∫ ±=±  

ឆ. 
1 1 lndx ax b c

ax b a
= + +

+∫  ជ. 2 lnx x bdx ax b c
ax b a a

= − + +
+∫  

ឈ. 
( ) ( ) c

baxa
dx

bax
+

+
−=

+∫
11

2  ញ. 
( )

1 1 ln xdx c
x ax b b ax b

= +
+ +∫  

ដ. ( ) ( )
( ) c
na

baxdxbax
n

n +
+

+
=+

+

∫ 1

1

 ឋ. 
1

, 1
1

n
n uu du c n

n

+

= + ≠ −
+∫  

ឌ. 
1 lndu x c
x

= +∫ ែដល 0x ≠  ឍ. ( ) cbax
a

dx
bax

++=
+∫

21
 

ណ. 0,ln
2
11

22 ≠+
+
−

=
−∫ ac

ax
ax

a
dx

xa
 ត. 2 2

2 2

1 lndx x x a c
x a

= + + +
+

∫  

ថ. ( ) ( ) cxkfdxxfk +=′∫  ទ. ( )[ ] ( ) ( )[ ] 1,
1

1

−≠+
+

=′
+

∫ nc
n

xfdxxfxf
n

n
 

ធ. 
( )
( ) ( ) cxfdx
xf
xf

+=
′

∫ ln  ន. 
( )
( )[ ] ( ) c

xf
dx

xf
xf

+
−

=
′

∫
1

2  

ប. ( )
( ) ( ) ( ) 1

1

1
n n

f x
dx c

f x n f x
−

′ −
= +

   −   
∫  ផ. ( )

( )
( ) cxfdx

xf
xf

+=
′

∫ 2  

3. ្រសយប�� ករូ់បមន�អងំេត្រកលៃនអនុគមន្៍រតីេកណមា្រត ៖ 

ក. ∫ +−= cxxdx cossin  ខ. ∫ += cxxdx sincos  

គ. 
sintan ln cos
cos

xxdx dx x c
x

= = − +∫ ∫  ឃ.  
coscot ln sin
sin

xxdx dx x c
x

= = +∫ ∫  

ង. ( )2
2

1 1 tan tan
cos

dx x dx x c
x

= + = +∫ ∫  ច. ( )2
2

1 1 cot cot
sin

dx x dx x c
x

= + = − +∫ ∫  

ឆ. ∫ +−= cax
a

axdx cos1sin  ជ.  ∫ += cax
a

axdx sin1cos   

ឈ. ∫ +=⋅ cax
a

axdxax 2sin
2
1cossin  ឈ. 

( )
11sin cos sin

1
n nax axdx ax c

n a
+= +

+∫  

ដ. 
( )

11cos sin cos
1

n nax axdx ax c
n a

+−
= +

+∫  ឋ. ( ) ( ) ( )sin cosf x f x dx f x c′ = − +      ∫  
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ឌ. ( ) ( ) ( )cos sinf x f x dx f x c′ = +      ∫   

ឍ. 
( )
( ) ( ) ( )2

2 1 tan
cos

f x
dx f x f x dx

f x
′

  ′= +      
∫ ∫ ( )tan f x c= +    

ណ. 
( )
( ) ( ) ( )2

2 1 cot
sin

f x
dx f x f x dx

f x
′

  ′= +      
∫ ∫ ( )cot f x c= − +    

4. ្រសយប�� ករូ់បមន�អងំេត្រកលៃនអនុគមនអ៍ិចស្ប៉ូណងែ់ស្យល ៖ 

ក. cedxe xx +=∫  ខ.  c
a

edxe
ax

ax +=∫  គ. ce
a

dxe baxbax += ++∫
1

 

ឃ. 
ln

x
x aa dx c

a
= +∫  ង. cedue uu +=∫  ច. ( ) ( ) ( ) cedxexf xfxf +=′∫  

5. ្រសយប�� ករូ់បមន�អងំេត្រកលៃនអនុគមនេ៍លករតី ៖ 

ក. ∫ +−= cxxxxdx lnln  ខ. xdx
x
x 2ln

2
1ln

∫ =  គ. c
n

xdx
x

x nn

+
+

=
+

∫ 1
lnln 1

 

ឃ. ( ) cxdx
xx

+=∫ lnln
ln
1

 

6. ្រសយប�� ករូ់បមន�អងំេត្រកលេដយែផ�ក ៖  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x g x g x f x dx′ ′= −∫ ∫  ។ 

7. ្រសយប�� កនូ់វលក�ណៈៃនអងំេត្រកលកំណតខ់ងេ្រកម ៖ 

ក. ( ) ( )∫∫ −=
a

b

b

a
dxxfdxxf   

ខ. ( ) 0=∫ dxxf
a

a
 

គ. េប f ជាបន់ិងកំណតេ់លចេនា� ះ [ ],a b  និង a b c< <  េគបាន   ( ) ( ) ( )∫∫∫ =+
c

a

c

b

b

a
dxxfdxxfdxxf  ។ 

ឃ. ( ) ( ) ,
b b

a a
kf x dx k f x dx k= ∈∫ ∫   

ង.  េបមាន ( )dxxf
b

a∫  និង ( )dxxg
b

a∫  េនាះេគបាន ៖   

     
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

)

)

b b b

a a a
b b b

a a a

i f x g x dx f x dx g x dx

ii f x g x dx f x dx g x dxα β α β

± = ±  

± = ±  

∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫

 

     ែដលមាន α  និង β  ជាចំនួនពិតេថរ ។ 

8. ្រសយប�� ក ់រូបមន�អងំេត្រកលកំណត់េដយែផ�ក ៖  f  និង g  ជាអនុគមនជ៍ាបេ់លចេនា� ះ [ ],a b និងមានេដរេីវេលចេនា� ះ 

( ),a b  េនាះេគបាន ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )dxxfxgxgxfdxxgxf
b

a

b
a

b

a
′−=′ ∫∫    ។ 

9. ្រសយប�� ក ់រូបមន�អងំេត្រកលកំណត់េដយប�ូរអេថរ ៖  េប ( )u g x=  ជាបន់ិងមានេដរេីវេលចេនា� ះ [ ],a b េនាះអងំេត្រកល  

( ) ( ) ( )
( )

( )b g b

a g a
f g x g x dx f u du′  = ∫ ∫   ។ 

10. ្រសយប�� កថ់ា េប f  ជាអនុគមនជ៍ាបេ់លចេនា� ះ [ ],a b េនាះអនុគមន ៍ F  កំណត់េលចេនា� ះ [ ],a b  េដយ ( ) ( )
x

a
F x f t dt= ∫  

ជាបេ់នេលចេនា� ះ [ ],a b  និងមានេដរេីវ្រតង់្រគបច់ំណុចៃនចេនា� ះ [ ],a b  េហយ ( ) ( ) ( )
x

a

d dF x f t dt f x
dx dx

 = =     ∫  ។ 
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11. ្រសយប�� កថ់ា : ្របែវងធ�ូៃន្រកបតងអនុគមន ៍ f  ែដលេនចេនា� ះបនា� តឈ់រ x a=  និង x b=  កំណត់េដយ 

( ) 2
1

b

a
L f x dx′ = +  ∫   ។ 

12. ្រសយប�� កថ់ា េបអនុគមន ៍ f  មានអងំេត្រកលេលចេនា� ះ [ ],a b  េនាះេគបាន  ( ) ( )
b b

a a
f x dx f x dx≥∫ ∫  ។ 

13. បង� ញថា អនុគមន ៍ ( )y f x=  ជាអនុគមនជ៍ាបម់និអវជិ�មានេលចេនា� ះ [ ],a b  ។ មាឌៃនសូលីតបរវិត�ែដលបេង�តេឡងេដយរង�ិល 

ជុំវញិអក័្សអប់សីុសៃនៃផ�ែដលខណ� េដយែខ្សេកងតងអនុគមន ៍ ( )y f x=  និងអក័្សអប់សីុស បនា� ត់ឈរ x a=  និង x b=  

កំណតេ់ដយ ( ) ( )2 2

1
lim

n b

k an k
V f x x f x dxπ π

→+∞
=

   = ∆ =   ∑ ∫  ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន អងំេត្រកល 

 

1. ្រសយប�� កថ់ា  េប ( )F x  ជា្រពមីទីវីមយួៃន ( )f x  េនាះ្រពមីទីវីទងំអស់ៃន f  មានទ្រមងទូ់េទ ( )F x c+  ែដល c  ជាចនំនួេថរ 

េគមាន   ( )F x  ជា្រពីមទីីវៃន ( )f x  

តមនិយមនយ័ េគបាន  ( ) ( )F x f x′ =  

េដយ ( ) ( ) ( )F x c F x f x′ ′ + = =   

ដូចេនះ     ្រពីមទីីវទងំអស់ៃន ( )f x  មានទ្រមងទូ់េទ  ( )F x c+     ។ 
 

2. ្រសយប�� ករូ់បមន�្រគះឹៃនអងំេត្រកលខងេ្រកម ែដលមាន ,k c  ជាចនំនួេថរ ៖ 

ក. ្រសយប�� ករូ់បមន� kdx kx c= +∫  ែដល 0k ≠  

េដយ ( )kx c k′+ =  

តមនិយមនយ័ េគបាន  kdx kx c= +∫  

ដូចេនះ     រូបមន�  kdx kx c= +∫  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 

 

សមា� ល់ :  េប 1k =  េគបាន dx x c= +∫  ែដល c  ជាចនំួនេថរ  ។ 

ខ. ្រសយប�� ករូ់បមន� ( ) ( )kf x dx k f x dx=∫ ∫   ែដល 0k ≠  

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( ) ( ) ( ) ( )k f x dx k f x dx k F x c kf x′ ′ ′   = = + =     ∫ ∫  

នាឱំ្យ ( ) ( )kf x dx k f x dx=∫ ∫  

( េដម្បងីយយល់អ�ក្រត�វគិតថា  A B′ =  នាឱំ្យេគបាន  B A=∫ ) 

 ដូចេនះ      រូបមន�  ( ) ( )kf x dx k f x dx=∫ ∫  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
 

គ. ្រសយប�� ករូ់បមន� 
1

1

n
n xx dx c

n

+

= +
+∫ ែដល 1n ≠ −  

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( )
1

1
1 1

n n
nx xc n x

n n

+ ′ 
+ = + ⋅ = + + 

 

នាឱំ្យ 
1

1

n
n xx dx c

n

+

= +
+∫  ែដល 1n ≠ −  

ដូចេនះ      រូបមន�  
1

1

n
n xx dx c

n

+

= +
+∫  ែដល 1n ≠ −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 
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ឃ. ្រសយប�� ករូ់បមន� c
x

dx
x

+−=∫
11

2  

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( ) ( )1 1 1 1 2
2

1 11c x c x x x
x x

− − − − −
′  ′′ − + = − + = − = − − = =   

 

នាឱំ្យ c
x

dx
x

+−=∫
11

2  

ដូចេនះ     រូបមន�  c
x

dx
x

+−=∫
11

2   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
 

ង. ្រសយប�� ករូ់បមន� cxdx
x

+=∫ 21
 

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( ) 1 12 2
2

x c
x x

′+ = ⋅ =  

នាឱំ្យ cxdx
x

+=∫ 21
 

ដូចេនះ     រូបមន�  cxdx
x

+=∫ 21
  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

ច. ្រសយប�� ករូ់បមន� ( ) ( )[ ] ( ) ( )dxxgdxxfdxxgxf ∫∫∫ ±=±  

តមនិយមនយ័  ( ) ( ) 1f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )1F x c f x′ + =   

  ឬ  ( ) ( ) 2g x dx G x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )2G x c g x′ + =   

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 2,F x G x c F x G x f x g x c c c′ ′ ′ ± + = ± = ± = ±    

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx F x G x c ± = ± + ∫        ( )1  

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2,f x dx g x dx F x c G x c F x G x c c c c   ± = + ± + = ± + = ±   ∫ ∫        ( )2  

តម ( )1  និង ( )2  េគបាន  ( ) ( )[ ] ( ) ( )dxxgdxxfdxxgxf ∫∫∫ ±=±  

ដូចេនះ    រូបមន�  ( ) ( )[ ] ( ) ( )dxxgdxxfdxxgxf ∫∫∫ ±=±   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
 

ឆ. ្រសយប�� ករូ់បមន� 
1 1 lndx ax b c

ax b a
= + +

+∫  

រេបៀបទ១ី តមនិយមនយ័  ( ) ( ) 1f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )1F x c f x′ + =   

េដយ 
( )1 1 1 1 1ln ln
ax b aax b c ax b

a a a ax b a ax b ax b

′′ +  ′ + + = + = × = × =   + + + 
     េ្រពះ  ( )ln uu

u
′′ =  

នាឱំ្យ 
1 1 lndx ax b c

ax b a
= + +

+∫  

ដូចេនះ       រូបមន�  
1 1 lndx ax b c

ax b a
= + +

+∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
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រេបៀបទ២ី េគមាន  
1 dx

ax b+∫   តង u ax b du adx= + ⇒ =  

  េគបាន  
1 1 1 1 1dx adx du

ax b a ax b a u
= ⋅ =

+ +∫ ∫ ∫    

    
1 1 1 1ln lndu u c ax b c
a u a a

= = + = + +∫     េ្រពះ  ( ) 1ln x
x

′ =  

ដូចេនះ       រូបមន�  
1 1 lndx ax b c

ax b a
= + +

+∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

ជ. ្រសយប�� ករូ់បមន�  2 lnx x bdx ax b c
ax b a a

= − + +
+∫  

រេបៀបទ១ី េគមាន 
( )1 bax bx a adx dx

ax b ax b

+ −
=

+ +∫ ∫  

( )

1 2

1 22

1

1 1

1 ln

ln ,

bax b
a adx dx

ax b ax b
bdx dx

a a ax b
x bc ax b c
a a a
x b ax b c c c c
a a

+
= −

+ +

= −
+

= + − × + +

= − + + = +

∫ ∫

∫ ∫  

ដូចេនះ       រូបមន�  2 lnx x bdx ax b c
ax b a a

= − + +
+∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

រេបៀបទ២ី តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ  
( )

2 2

1ln
ax bx b bax b c

a a a a ax b

′′ + − + + = − ⋅  + 
 

       

( )
( )
( )

( )

2

1

1

b a
a a ax b

b
a a ax b

ax b b
a ax b

ax
a ax b

x
ax b

= − ⋅
+

= −
+

+ −
=

+

=
+

=
+

 

 នាឱំ្យេគបាន 2 lnx x bdx ax b c
ax b a a

= − + +
+∫  

ដូចេនះ       រូបមន�  2 lnx x bdx ax b c
ax b a a

= − + +
+∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
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ឈ. ្រសយប�� ករូ់បមន� 
( ) ( ) c

baxa
dx

bax
+

+
−=

+∫
11

2  

េគមាន 
( )2

1 dx
ax b+∫    តង u ax b du adx= + ⇒ =  

េគបាន 
( ) ( )2 2

1 1 1dx adx
aax b ax b

= ⋅
+ +∫ ∫  

          

( )

2

1 1 1 1

1 1

1

du c
a u a u

c
a ax b

c
a ax b

 = = × − + 
 

 = × − + + 

= − +
+

∫

 

ដូចេនះ       រូបមន�  
( ) ( ) c

baxa
dx

bax
+

+
−=

+∫
11

2   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

ញ. ្រសយប�� ករូ់បមន� 
( )

1 1 ln xdx c
x ax b b ax b

= +
+ +∫  

េគមាន 
( )

1 A B
x ax b x ax B

= +
+ +

   ែដល A  និង B  ជាចំនួនែដល្រត�វកំណត ់

  
( )

( )
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3. ្រសយប�� ករូ់បមន�អងំេត្រកលៃនអនុគមន្៍រតេីកណមា្រត ៖ 

ក. ្រសយប�� ករូ់បមន� ∫ +−= cxxdx cossin  

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( ) ( ) ( )cos cos sin sinx c x x x′ ′− + = − = − − =  

នាឱំ្យ ∫ +−= cxxdx cossin  

ដូចេនះ       រូបមន�  ∫ +−= cxxdx cossin   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

ខ. ្រសយប�� ករូ់បមន� ∫ += cxxdx sincos  

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( ) ( )sin sin cosx c x x′ ′+ = =  

នាឱំ្យ ∫ += cxxdx sincos  

ដូចេនះ       រូបមន�  ∫ += cxxdx sincos   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់         ។ 

 

គ. ្រសយប�� ករូ់បមន� 
sintan ln cos
cos

xxdx dx x c
x

= = − +∫ ∫  

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

- េប cos 0x >   េគបាន  [ ] ( )cos sinln cos tan
cos cos

x xx c x
x x

′ −′− + = − = − =        នាឱំ្យ   tan ln cosxdx x c= − +∫  

- េប cos 0x <   េគបាន  ( ) ( )cos sinln cos tan
cos cos

x xx c x
x x

′−′ − − + = − = =  −
   នាឱំ្យ   ( )tan ln cosxdx x c= − − +∫  

តមពីរករណីខងេល  េគសរសរបាន  
sintan ln cos
cos

xxdx dx x c
x

= = − +∫ ∫  

ដូចេនះ       រូបមន�  
sintan ln cos
cos

xxdx dx x c
x

= = − +∫ ∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់         ។ 
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ឃ.  ្រសយប�� ករូ់បមន� 
coscot ln sin
sin

xxdx dx x c
x

= = +∫ ∫  

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

- េប sin 0x >   េគបាន  [ ] ( )sin cosln sin cot
sin sin

x xx c x
x x

′
′+ = = =             នាឱំ្យ   cot ln sinxdx x c= +∫  

- េប sin 0x <   េគបាន  ( ) ( )sin cosln sin cot
sin sin

x xx c x
x x

′−′ − + = = =  −
   នាឱំ្យ   ( )cot ln sinxdx x c= − +∫  

តមពីរករណីខងេល  េគសរសរបាន  
coscot ln sin
sin

xxdx dx x c
x

= = +∫ ∫  

ដូចេនះ       រូបមន�  
coscot ln sin
sin

xxdx dx x c
x

= = +∫ ∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់         ។ 

ង. ្រសយប�� ករូ់បមន�  ( )2
2

1 1 tan tan
cos

dx x dx x c
x

= + = +∫ ∫  

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ    ( ) 2
2

1tan 1 tan
cos

x c x
x

′+ = + =  

នាឱំ្យ ( )2
2

11 tan tan
cos

x dx dx x c
x

+ = = +∫ ∫  

ដូចេនះ       រូបមន�  ( )2
2

11 tan tan
cos

x dx dx x c
x

+ = = +∫ ∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់         ។ 

 

ច. ្រសយប�� ករូ់បមន� ( )2
2

1 1 cot cot
sin

dx x dx x c
x

= + = − +∫ ∫  

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( ) ( )2 2
2

1cot 1 cot 1 cot
sin

x c x x
x

′  − + = − − + = + =   

នាឱំ្យ ( )2
2

1 1 cot cot
sin

dx x dx x c
x

= + = − +∫ ∫  

ដូចេនះ       រូបមន�  ( )2
2

1 1 cot cot
sin

dx x dx x c
x

= + = − +∫ ∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់         ។ 

ឆ. ្រសយប�� ករូ់បមន� ∫ +−= cax
a

axdx cos1sin  

រេបៀបទ១ី  េ្របអេថរជំនួយ 

េគមាន sin axdx∫   តង  t ax dt adx= ⇒ =  

េគបាន ( )1 1 1 1sin sin sin cos cosaxdx ax adx tdt t c ax c
a a a a

= ⋅ = = − + = − +∫ ∫ ∫  

ដូចេនះ       រូបមន�  ∫ +−= cax
a

axdx cos1sin   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់         ។  
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រេបៀបទ២ី   តមនិយមន័យ  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( ) ( ) ( )1 1 1cos cos sin sinax c ax ax ax ax
a a a

′  ′ ′− + = − = − ⋅ − = 
 

 

នាឱំ្យ ∫ +−= cax
a

axdx cos1sin  

ដូចេនះ       រូបមន�  ∫ +−= cax
a

axdx cos1sin   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់         ។  

 

ជ.  ្រសយប�� ករូ់បមន� ∫ += cax
a

axdx sin1cos  

រេបៀបទ១ី  េ្របអេថរជំនួយ 

េគមាន cos axdx∫   តង  t ax dt adx= ⇒ =  

េគបាន ( )1 1 1 1cos cos cos sin sinaxdx ax adx tdt t c ax c
a a a a

= ⋅ = = + = +∫ ∫ ∫  

ដូចេនះ       រូបមន�  ∫ += cax
a

axdx sin1cos   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់         ។  

 រេបៀបទ២ី  តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( ) ( ) ( )1 1 1sin sin cos cosax c ax ax ax ax
a a a

′  ′ ′+ = = ⋅ = 
 

 

នាឱំ្យ ∫ += cax
a

axdx sin1cos  

ដូចេនះ       រូបមន�  ∫ += cax
a

axdx sin1cos   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់         ។  

 

ឈ. ្រសយប�� ករូ់បមន� ∫ +=⋅ cax
a

axdxax 2sin
2
1cossin  

េគមាន sin cosax axdx⋅∫     តង  sin cost ax dt a axdx= ⇒ =  

េគបាន 
1sin cos sin cosax axdx ax a axdx
a

⋅ = ⋅∫ ∫  

    

2

2

2

1 1
2

1
2
1 sin

2

ttdt c
a a

t c
a

ax c
a

= = × +

= +

= +

∫

 

ដូចេនះ       រូបមន�  ∫ += cax
a

axdx sin1cos   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់         ។  
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ញ. ្រសយប�� ករូ់បមន� 
( )

11sin cos sin
1

n nax axdx ax c
n a

+= +
+∫  

េគមាន sin cosn ax axdx∫    តង  sin cost ax dt a axdx= ⇒ =  

េគបាន 1sin cos sin cosn nax axdx ax a axdx
a

= ⋅∫ ∫  

     
( )

( )

1

1

1

1 1
1

1
1

1 sin
1

n
n

n

n

tt dt c
a a n

t c
a n

ax c
a n

+

+

+

= = × +
+

= +
+

= +
+

∫
 

ដូចេនះ       រូបមន�  
( )

11sin cos sin
1

n nax axdx ax c
n a

+= +
+∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។  

 

ដ. ្រសយប�� ករូ់បមន� 
( )

11cos sin cos
1

n nax axdx ax c
n a

+−
= +

+∫  

េគមាន cos sinn ax axdx∫    តង  cos sint ax dt a axdx= ⇒ = −  

េគបាន ( )1cos sin cos sinn nax axdx ax a ax dx
a

= − −∫ ∫  

   
( )

( )

1

1

1

1 1
1

1
1

1 cos
1

n
n

n

n

tt dt c
a a n

t c
a n

ax c
a n

+

+

+

= − = − × +
+

= − × +
+

= − +
+

∫
 

ដូចេនះ       រូបមន�  
( )

11cos sin cos
1

n nax axdx ax c
n a

+−
= +

+∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។  

 

ឋ. ្រសយប�� ករូ់បមន� ( ) ( ) ( )sin cosf x f x dx f x c′ = − +      ∫  

េគមាន ( ) ( )sin f x f x dx′  ∫   តង  ( ) ( )t f x dt f x dx′= ⇒ =  

េគបាន ( ) ( ) ( )sin sin cos cosf x f x dx tdt t c f x c′ = = − + = − +      ∫ ∫  

ដូចេនះ       រូបមន�  ( ) ( ) ( )sin cosf x f x dx f x c′ = − +      ∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។  

 

ឌ. ្រសយប�� ករូ់បមន�  ( ) ( ) ( )cos sinf x f x dx f x c′ = +      ∫  

េគមាន ( ) ( )cos f x f x dx′  ∫     តង  ( ) ( )t f x dt f x dx′= ⇒ =  

េគបាន ( ) ( ) ( )cos cos sin sinf x f x dx tdt t c f x c′ = = + = +      ∫ ∫  

ដូចេនះ       រូបមន�  ( ) ( ) ( )cos sinf x f x dx f x c′ = +      ∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។  
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ឍ. ្រសយប�� ករូ់បមន�
( )
( ) ( ) ( ) ( )2

2 1 tan tan
cos

f x
dx f x f x dx f x c

f x
′

  ′= + = +         
∫ ∫  

េគមាន 
( )
( )2cos

f x
dx

f x
′

  
∫  និង ( ) ( )21 tan f x f x dx  ′+    ∫    

តង   ( ) ( )u f x du f x dx′= ⇒ =  

េគបាន 
( )
( ) ( )22

1 tan tan
coscos

f x
dx du u c f x c

uf x
′

= = + = +    
∫ ∫  

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) ( ) ( )2 21 tan 1 tan tan tanf x f x dx u du u c f x c  ′  + = + = + = +        ∫ ∫  

ដូចេនះ    រូបមន�  
( )
( ) ( ) ( ) ( )2

2 1 tan tan
cos

f x
dx f x f x dx f x c

f x
′

  ′= + = +         
∫ ∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់   ។

  

ណ. ្រសយប�� ករូ់បមន� ( )
( ) ( ) ( ) ( )2

2 1 cot cot
sin

f x
dx f x f x dx f x c

f x
′

  ′= + = − +         
∫ ∫  

េគមាន ( )
( )2sin

f x
dx

f x
′

  
∫  និង ( ) ( )21 cot f x f x dx  ′+    ∫    

តង   ( ) ( )u f x du f x dx′= ⇒ =  

េគបាន 
( )
( ) ( )22

1 cot cot
sinsin

f x
dx du u c f x c

uf x
′

= = − + = − +    
∫ ∫  

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) ( ) ( )2 21 cot 1 cot cot cotf x f x dx u du u c f x c  ′  + = + = − + = − +        ∫ ∫  

ដូចេនះ    រូបមន�  ( )
( ) ( ) ( ) ( )2

2 1 tan tan
cos

f x
dx f x f x dx f x c

f x
′

  ′= + = +         
∫ ∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់   ។ 

4. ្រសយប�� ករូ់បមន�អងំេត្រកលៃនអនុគមនអិ៍ចស្ប៉ូណងែ់ស្យល ៖ 

ក. ្រសយប�� ករូ់បមន� cedxe xx +=∫  

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ x xe c e′ + =   

នាឱំ្យ cedxe xx +=∫  

ដូចេនះ      រូបមន�  cedxe xx +=∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។  
 

ខ.  ្រសយប�� ករូ់បមន� c
a

edxe
ax

ax +=∫  

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( ) ( )1 1ax
ax ax axe c e ax e e

a a a

′  ′ ′+ = = ⋅ ⋅ = 
 

 នាឱំ្យ c
a

edxe
ax

ax +=∫  

ដូចេនះ      រូបមន�  cedxe xx +=∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។  
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន អងំេត្រកល  ថា� កទ់ី ១២ 

គ. ្រសយប�� ករូ់បមន� ce
a

dxe baxbax += ++∫
1

 

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( ) ( )1 1 1ax b ax b ax b ax be c e ax b e e
a a a

+ + + +
′  ′ ′+ = ⋅ = ⋅ + ⋅ =  

 

នាឱំ្យ ce
a

dxe baxbax += ++∫
1

 

ដូចេនះ      រូបមន�  ce
a

dxe baxbax += ++∫
1

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។   

 

ឃ. ្រសយប�� ករូ់បមន� 
ln

x
x aa dx c

a
= +∫  

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( )1 1 ln
ln ln ln

x
x x xa c a a a a

a a a

′  ′+ = ⋅ = ⋅ = 
 

 

នាឱំ្យ 
ln

x
x aa dx c

a
= +∫  

ដូចេនះ      រូបមន�  
ln

x
x aa dx c

a
= +∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។  

 

ង. ្រសយប�� ករូ់បមន� cedue uu +=∫  

តមស្រមាយប�� កក់�ុងលំហត ់ក.  

េគបាន cedxe xx +=∫    

នាឱំ្យបាន  cedue uu +=∫  

ដូចេនះ      រូបមន�  cedue uu +=∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។  

 

ច.្រសយប�� ករូ់បមន� ( ) ( ) ( ) cedxexf xfxf +=′∫  

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( ) ( ) ( )f x f xe c f x e′  ′+ =   

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( ) cedxexf xfxf +=′∫  

ដូចេនះ      រូបមន�  ( ) ( ) ( ) cedxexf xfxf +=′∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។  
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន អងំេត្រកល  ថា� កទ់ី ១២ 

5. ្រសយប�� ករូ់បមន�អងំេត្រកលេដយែផ�ក ៖  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x g x g x f x dx′ ′= −∫ ∫   

តមរូបមន�  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x g x f x′ ′ ′= +    

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x f x g x′′ ′= −      បំពកអ់ងំេត្រកលេលអង�ទងំពីរ 

េគបាន  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x g x f x g x dx ′′ ′= −    ∫ ∫  

      
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

f x g x dx f x g x dx

f x g x g x f x dx

′ ′= −  

′= −

∫ ∫
∫

 

ដូចេនះ        រូបមន�អងំេត្រកលេដយែផ�ក ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x g x g x f x dx′ ′= −∫ ∫  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
 

យល់ដងឹ  េពលខ�ះេគសរេសរ  f g fg g f′ ′= −∫ ∫        ែដល  ( )f f x=   និង ( )g g x=  

   ឬកេ៏គអចសរេសរ    udv uv vdu= −∫ ∫        ែដល   ( )u u x=    និង ( )v v x=  
 

6. ្រសយប�� ករូ់បមន�អងំេត្រកលៃនអនុគមនេ៍លករតី ៖ 

ក. ្រសយប�� ករូ់បមន� ∫ +−= cxxxxdx lnln  ែដល 0x >  

រេបៀបទ១ី តមអងំេត្រកលេដយែផ�ក 

េគមាន ln xdx∫  

េគតង   
1lnu x du dx
x

= ⇒ =  

  dv dx v x= ⇒ =  

តមរូបមន� អងំេត្រកលេដយែផ�ក  udv uv vdu= −∫ ∫  

េគបាន 
1ln lnxdx x x x dx
x

= − ⋅∫ ∫  

 
ln

ln

x x dx

x x x c

= −

= − +
∫  

ដូចេនះ      រូបមន�  ∫ +−= cxxxxdx lnln   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។  

 

រេបៀបទ២ី តមនិយមនយ័ 

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ [ ] ( ) ( ) 1ln ln ln 1 ln 1 ln 1 1 lnx x x c x x x x x x x x
x

′ ′ ′− + = + − = + ⋅ − = + − =  

នាឱំ្យ ∫ +−= cxxxxdx lnln  

ដូចេនះ        រូបមន�  ∫ +−= cxxxxdx lnln   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។  
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន អងំេត្រកល  ថា� កទ់ី ១២ 

ខ. ្រសយប�� ករូ់បមន� xdx
x
x 2ln

2
1ln

∫ =  

រេបៀបទ១ី តមអងំេត្រកលេដយែផ�ក 

េគមាន 
ln x dx

x∫  

េគតង   
1lnu x du dx
x

= ⇒ =  

  
1 lndv dx v x
x

= ⇒ =  

តមរូបមន� អងំេត្រកលេដយែផ�ក  udv uv vdu= −∫ ∫  

េគបាន 
ln lnln lnx xdx x x dx

x x
= ⋅ −∫ ∫  

ឬ  2ln2 lnx dx x
x

=∫  

 នាឱំ្យ xdx
x
x 2ln

2
1ln

∫ =  

 ដូចេនះ      រូបមន�  xdx
x
x 2ln

2
1ln

∫ =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។  

 

រេបៀបទ២ី តមវធិីេដយេ្របអេថរជំនួយ 

េគមាន 
ln 1lnx dx x dx

x x
= ⋅∫ ∫  

េគតង 
1lnu x du dx
x

= ⇒ =  

េគបាន 
2 2ln 1 lnln

2 2
x u xdx x dx udu c

x x
= ⋅ = = + =∫ ∫ ∫   (យក 0c = ) 

ដូចេនះ      រូបមន�  xdx
x
x 2ln

2
1ln

∫ =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 

 

រេបៀបទ២ី តមនិយមនយ័ 

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( )21 1ln 2 ln ln
2 2

x x x
′  ′= ⋅ ⋅  

 

     
1 lnln xx
x x

= ⋅ =  

នាឱំ្យ xdx
x
x 2ln

2
1ln

∫ =  

ដូចេនះ      រូបមន�  xdx
x
x 2ln

2
1ln

∫ =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន អងំេត្រកល  ថា� កទ់ី ១២ 

គ. ្រសយប�� ករូ់បមន�  c
n

xdx
x

x nn

+
+

=
+

∫ 1
lnln 1

 

រេបៀបទ១ី តមវធិីេដយេ្របអេថរជំនួយ 

េគមាន 
1lnn x dx
x
⋅∫  

តង 
1lnu x du dx
x

= ⇒ =  

េគបាន 
1 11 lnln
1 1

n n
n n u xx dx u du c c

x n n

+ +

⋅ = = + = +
+ +∫ ∫  

ដូចេនះ          រូបមន�  c
n

xdx
x

x nn

+
+

=
+

∫ 1
lnln 1

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 

 

រេបៀបទ២ី តមនិយមនយ័ 

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( ) ( )( )
1

1ln 1 1 1 lnln 1 ln ln ln
1 1 1

n n
n n nx xc x n x x x

n n n x x

+
+

′  ′ ′+ = = + = ⋅ = + + + 
 

នាឱំ្យ c
n

xdx
x

x nn

+
+

=
+

∫ 1
lnln 1

 

ដូចេនះ          រូបមន�  c
n

xdx
x

x nn

+
+

=
+

∫ 1
lnln 1

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 

 

រេបៀបទ៣ី តមអងំេត្រកលេដយែផ�ក 

េគមាន 
lnn xdx

x∫  

តង ( )
1

1 lnln ln ln
n

n n n xu x du n x xdx dx
x

−
−′= ⇒ = ⋅ ⋅ =  

  
1 lndv dx v x
x

= ⇒ =  

តមរូបមន� អងំេត្រកលេដយែផ�ក  udv uv vdu= −∫ ∫  

េគបាន 
1ln lnln ln ln

n n
nx n xdx x x x dx

x x

−

= ⋅ − ⋅∫ ∫  

ln lnln ln
n n

nx xdx x x n dx
x x

= ⋅ −∫ ∫  

( )

1

1
1

ln ln ln

ln ln ln1 ln
1

n n
n

n n n
n

x xn dx dx x
x x

x x xn dx x dx
x x n

+

+
+

+ =

+ = ⇒ =
+

∫ ∫

∫ ∫
 

ដូចេនះ          រូបមន�  c
n

xdx
x

x nn

+
+

=
+

∫ 1
lnln 1

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន អងំេត្រកល  ថា� កទ់ី ១២ 

ឃ. ្រសយប�� ករូ់បមន� ( ) cxdx
xx

+=∫ lnln
ln
1

  ែដល  1x >  

រេបៀបទ១ី តមវធិីេដយេ្របអេថរជំនួយ 

េគមាន 
1 1 1
ln ln

dx dx
x x x x

= ⋅∫ ∫  

េគតង 
1lnu x du dx
x

= ⇒ =  

េគបាន ( )1 1 1 1 ln ln ln
ln ln

dx dx du u c x c
x x x x u

= ⋅ = = + = +∫ ∫ ∫  

ដូចេនះ          រូបមន�  ( ) cxdx
xx

+=∫ lnln
ln
1

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 

 

រេបៀបទ២ី តមនិយមនយ័ 

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( ) ( ) ( )ln 1 1 1 1ln ln ln
ln ln ln ln

x
x c x

x x x x x x

′
′ ′ + = = × = × =   

នាឱំ្យ ( ) cxdx
xx

+=∫ lnln
ln
1

 

ដូចេនះ          រូបមន�  ( ) cxdx
xx

+=∫ lnln
ln
1

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 

 

7. ្រសយប�� កនូ់វលក�ណៈៃនអងំេត្រកលកណំតខ់ងេ្រកម ៖ 

ក. ្រសយប�� កនូ់វលក�ណៈ ( ) ( )∫∫ −=
a

b

b

a
dxxfdxxf   

តមនិយមនយ័  ( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a= −∫   ែដល  ( )F x  ជា្រពីមទីីវៃន ( )f x  

េគមាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b a

a b
f x dx F b F a F a F b f x dx = − = − − = − ∫ ∫  

ដូចេនះ       លក�ណៈ   ( ) ( )∫∫ −=
a

b

b

a
dxxfdxxf   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់         ។ 

  

ខ. ្រសយប�� កនូ់វលក�ណៈ ( ) 0=∫ dxxf
a

a
 

តមនិយមនយ័  ( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a= −∫   ែដល  ( )F x  ជា្រពីមទីីវៃន ( )f x  

េគមាន  ( ) ( ) ( ) 0
a

a
f x dx F a F a= − =∫  

ដូចេនះ      លក�ណៈ   ( ) 0=∫ dxxf
a

a
  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 

 

េតអ�កដងឹេទថា   «ក�ុងករបក្រសយរូបមន� េគែតងែតេ្របនិយមនយ័ េដម្បជីាេយាងក�ុងករបក្រសយ» ? 

គតិទងំអស់គា�  «ស�័យសត្យជាអ�ី?  និយមន័យជាអ�ី?  ជាទូេទជាអ�ី?  លក�ណៈជាអ�ី?  ្រទឹស�ីបទជាអ�ី?  រូបមន�ជាអ�ី?  វបិាកជាអ�ី? ...» 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន អងំេត្រកល  ថា� កទ់ី ១២ 

គ. ្រសយប�� កនូ់វលក�ណៈ  ( ) ( ) ( )∫∫∫ =+
c

a

c

b

b

a
dxxfdxxfdxxf  

េគមាន  f ជាបន់ិងកំណតេ់លចេនា� ះ [ ],a b  និង a b c< <   

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b c

a b
f x dx f x dx F b F a F c F b   + = − − −   ∫ ∫  

                 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
c

a

F b F a F c F b

F c F a

f x dx

= − + −

= −

= ∫

 

ដូចេនះ   លក�ណៈ   ( ) ( ) ( )∫∫∫ =+
c

a

c

b

b

a
dxxfdxxfdxxf   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 

 

ឃ. ្រសយប�� កនូ់វលក�ណៈ  ( ) ( ) ,
b b

a a
kf x dx k f x dx k= ∈∫ ∫   

េគមាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b

a a
kf x dx kF b kF a k F b F a k f x= − = − =  ∫ ∫  

ដូចេនះ   លក�ណៈ   ( ) ( ) ( )∫∫∫ =+
c

a

c

b

b

a
dxxfdxxfdxxf   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 

 

ង.  -្រសយប�� កនូ់វលក�ណៈ   ( ) ( ) ( ) ( ))
b b b

a a a
i f x g x dx f x dx g x dx± = ±  ∫ ∫ ∫  

េគមាន   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b

a
f x g x dx F b G b F a G a+ = + − +          ∫  

          

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
b b

a a

F b G b F a G a

F b F a G b G a

f x dx g x dx

= + − −

= − + −      

= +∫ ∫

 

ម្យោ៉ងេទៀត   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b

a
f x g x dx F b G b F a G a− = − − −          ∫  

          

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
b b

a a

F b G b F a G a

F b F a G b G a

f x dx g x dx

= − − +

= − − −      

= −∫ ∫

 

ដូចេនះ   លក�ណៈ   ( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx± = ±  ∫ ∫ ∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

-្រសយប�� កនូ់វលក�ណៈ  ( ) ( ) ( ) ( ))
b b b

a a a
ii f x g x dx f x dx g x dxα β α β± = ±  ∫ ∫ ∫  

េគមាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b

a
f x g x dx F b G b F a G aα β α β α β+ = + − +          ∫  

             

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
b b

a a

F b F a G b G a

F b F a G b G a

f x dx g x dx

α α β β

α β

α β

= − + −

= − + −      

= +∫ ∫
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ម្យោ៉ងេទៀត    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b

a
f x g x dx F b G b F a G aα β α β α β− = − − −          ∫  

             

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
b b

a a

F b G b F a G a

F b F a G b G a

F b F a G b G a

f x dx g x dx

α β α β

α α β β

α β

α β

= − − +

= − − +

= − − −      

= −∫ ∫

 

ដូចេនះ   លក�ណៈ   ( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dxα β α β± = ±  ∫ ∫ ∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

8. ្រសយប�� ក ់រូបមន�អងំេត្រកលកណំតេ់ដយែផ�ក ៖  ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )dxxfxgxgxfdxxgxf
b

a

b
a

b

a
′−=′ ∫∫   

េគមាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x g x f x′ ′ ′= +            (រូបមន�េដរេីវ) 

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g x f x f x g x f x g x′′ ′= −            (បំពកអ់ងំេត្រកលកំណតព់ី a  េទ b  េលអង�ទងំពីរ) 

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a
g x f x dx f x g x dx f x g x dx′′ ′= −  ∫ ∫ ∫  

 ឬ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b bb

aa a
f x g x dx f x g x g x f x dx′ ′= −  ∫ ∫  

ដូចេនះ   លក�ណៈ   ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )dxxfxgxgxfdxxgxf
b

a

b
a

b

a
′−=′ ∫∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

9. ្រសយប�� ក ់រូបមន�អងំេត្រកលកណំតេ់ដយប�ូរអេថរ ៖    ( ) ( ) ( )
( )

( )b g b

a g a
f g x g x dx f u du′  = ∫ ∫   

េគមាន ( )u g x=   េនាះ   ( )du g x dx′=  

េគតង ( )F u  ជា្រពីមទីីវៃន ( )f u   េនាះ  ( ) ( )F u f u′ =  

េគបាន ( ) ( ) ( )
b b

a a
f g x g x dx f u du′  = ∫ ∫  

            

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( )

( )

bb

a a

g b

g a

F u F g x

F g b F g a

f u du

  = =   

   = −   

= ∫

 

ដូចេនះ   រូបមន�  ( ) ( ) ( )
( )

( )b g b

a g a
f g x g x dx f u du′  = ∫ ∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

10. ្រសយប�� កថ់ា  ( ) ( ) ( )
x

a

d dF x f t dt f x
dx dx

 = =     ∫  

េគមាន ( ) ( )
x

a
F x f t dt= ∫  

េគតង ( )F t  ជា្រពីមទីីវៃន  ( )f t   េនាះ   ( ) ( )F t f t′ =  

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
x x

aa

d d d d dF x f t dt F t F x F a F x F x f x
dx dx dx dx dx

  ′       = = = − = − = =         ∫  

ដូចេនះ    ( ) ( ) ( )
x

a

d dF x f t dt f x
dx dx

 = =     ∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 

េរៀបេរៀងេដយ : គរនុិស្សតិ  េ្របស ដរ៉ 242 ឯកេទស : គណិតវទិ្យោ 
www.facebook.com/7khmer
fb : Entertainment  And Knowledge



ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន អងំេត្រកល  ថា� កទ់ី ១២ 

11. ្រសយប�� កថ់ា  ្របែវងធ�ូៃន្រកបតងអនុគមន ៍ f  េនចេនា� ះបនា� តឈ់រ x a=  នងិ x b=  គ ឺ ( ) 2
1

b

a
L f x dx′ = +  ∫  

េគមាន f  ជាអនុគមនជ៍ាប់ និងកំណត់េដយ ( )y f x=  និងមាន្រកប C  

េគែចក [ ],a b  ជា n  ចំែណក 

េគយក ចំណុច ( )( )0 ,P x f x  និង ( )( )1 ,P x x f x x+ ∆ + ∆  

  ែដល  a x x x b≤ < + ∆ ≤  

េគតង ( ) ( )y f x x f x∆ = + ∆ −  និងតង  0 1L P P∆ =  

ចំេពះ 0 1L P P∆ =   េគបាន ៖ 

  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

22

2 2

2
2

2

1

1

L x x x f x x f x

x y

yx
x

y x
x

 ∆ = + ∆ − + + ∆ − 

= ∆ + ∆

 ∆ = ∆ +  ∆   

∆ = + ⋅∆ ∆ 

 

េគបាន 
2

1 dydL dx
dx

 = + ⋅ 
 

 

នាឱំ្យ ្របែវងធ�ូ L  ៃន្រកបតង ( )y f x=  េនចេនា� ះបនា� តឈ់រ x a=  និង x b=  គឺ 

  
2

1
b

a

dyL dx
dx

 = + ⋅ 
 ∫   ឬ  ( ) 2

1
b

a
L f x dx′ = + ⋅ ∫  

ដូចេនះ      ្របែវងធ�ូៃន្រកបតងអនុគមន ៍ f  េនចេនា� ះបនា� ត់ឈរ x a=  និង x b=  គឺ  ( ) 2
1

b

a
L f x dx′ = +  ∫      ។ 

 

12. ្រសយប�� កថ់ា  ( ) ( )
b b

a a
f x dx f x dx≥∫ ∫   

េគមាន f  មានអងំេត្រកលេលចេនា� ះ [ ],a b  

េដយ ( ) ( ) ( )f x f x f x− ≤ ≤                   (េធ�អងំេត្រកលកំណតព់ី a  េទ b  េលវសិមភាព) 

េគបាន ( ) ( ) ( )
b b b

a a a
f x dx f x dx f x dx− ≤ ≤∫ ∫ ∫  

  ( ) ( ) ( )
b b b

a a a
f x dx f x dx f x dx− ≤ ≤∫ ∫ ∫       (តមលក�ណៈ  M x M x M− ≤ ≤ ⇔ ≤ ) 

នាឱំ្យ ( ) ( )
b b

a a
f x dx f x dx≤∫ ∫  

ដូចេនះ     ទំនាកទ់ំនង  ( ) ( )
b b

a a
f x dx f x dx≥∫ ∫  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់    ។ 

 

 

x

x x x+ ∆ ba

( )f x

( )f x x+ ∆

0P

1P

L∆ y∆

x∆

0

( )y f x=

x

y
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន សមីករឌីេផរង៉់ែស្យល 

 

1. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរឌីេផរង៉ែ់ស្យលលីេនែអ៊លំដបទ់ី១ េមគុនេថរអង�ទី២េស�សូន្យ 0y ay′ + =  មានចេម�យទូេទ  axy Ae−=  

ែដល A  ជាចំនួនេថរ ។ 

2. បង� ញថា សមកីរ ( ) ( ), 0y ay p x p x′ + = ≠  មានចេម�យទូេទ c py y y= +  ែដល ax
cy ce−=  និង 

( )ax ax
py e e p x dx−= ∫   ។ 

3. ្រសយប�� ក ់សមកីរ ( ) : 0E y by cy′′ ′+ + =  ែដលសមកីរសមា� ល់ 2 0by cλ + + =  មានចេម�យទូេទគឺ ៖ 

ក. ,x xy Ae Be Aα β= + និង B  ជាចំនួនេថរណាមយួក៏បាន ក�ុងករណី 0∆ >  សមកីរសមា� ល់មានឫស 1 2,λ α λ β= =  ។ 

ខ. ,x xy Axe Be Aα α= + និង B  ជាចំនួនេថរណាមយួក៏បាន ក�ុងករណី 0∆ =  សមកីរសមា� ល់មានឫស 1 2λ λ α= =  ។ 

គ. ( )cos sin ,xy C x D x e Cαβ β= +  និង D  ជាចំនួនេថរណាមយួក៏បាន ក�ុងករណី 0∆ <  សមកីរសមា� ល់មានឫសជាចំនួន 

កុំផ�ិចឆា� ស់គា�   1 iλ α β= −  និង 2 iλ α β= +  ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន សមីករឌីេផរង៉់ែស្យល 

 

1. បង� ញថា សមកីរឌេីផរង៉ែ់ស្យល 0y ay′ + =  មានចេម�យទូេទ  axy Ae−=  ែដល A  ជាចនំនួេថរ  

េគមាន 0y ay′ + =  

          
dy ay
dx

= −    ឬ    dy aydx= −      

            
dy adx
y
= −       (បំពកអ់ងំេត្រកលេលអង�ទងំពីរ) 

          

ln

,

ax c

c ax

ax c

dy adx
y
y ax c

y e

y e e
y Ae A e

− +

−

−

= −

= − +

=

= ± ⋅

= = ±

∫ ∫

 

ដូចេនះ     ចេម�យទូេទៃនសមកីរ 0y ay′ + =  គឺ axy Ae−=  ែដល A  ជាចនំួនេថរ ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 
 

2. បង� ញថា សមកីរ ( ) ( ), 0y ay p x p x′ + = ≠  មានចេម�យទូេទ c py y y= +   

េគមានសមកីរ 0y ay′ + =  មានចេម�យទូេទ  axy Ae−=  

េគេធ�បែ្រមប្រម�លចនំួនេថរ A  េទជា ( )A x   

េគបាន ( ) axy A x e−=  

   ( ) ( ) ( )
( ) ( )

ax ax

ax ax

y A x e e A x

A x e aA x e

− −

− −

′′ ′= +

′= −
 

យកតៃម� ( ) axy A x e−=  និង  ( ) ( )ax axy A x e aA x e− −′ ′= −  ជំនួសក�ុងសមកីរ ( )y ay p x′ + =  

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( )ax ax axA x e aA x e aA x e p x− − −′ − + =  

           

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

ax

ax

ax

ax

A x e p x

A x e p x

A x dx e p x dx c

A x e p x dx c

−′ =

′ =

′ = +

= +

∫ ∫
∫

 

នាឱំ្យ ( ) axy A x e−=  

      
( )( )

( )

ax ax

ax ax ax

e p x dx c e

e e p x dx ce

−

− −

= +

= +

∫
∫

 

      p cy y= +    េ្រពះេគឱ្យ  ax
cy ce−=  និង ( )ax ax

py e e p x dx−= ∫  

ដូចេនះ       សមកីរ ( ) ( ), 0y ay p x p x′ + = ≠  មានចេម�យទូេទ c py y y= +  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន សមីករឌីេផរង៉់ែស្យល  ថា� កទ់ី ១២ 

3. ក. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរ ( ) : 0E y by cy′′ ′+ + =  មានចេម�យទូេទគ ឺ x xy Ae Beα β= +  ក�ុងករណី 0∆ >  

េគមាន ( ) : 0E y by cy′′ ′+ + =  មានសមកីរសមា� ល់  2 0by cλ + + =   ែដលមានឫស 1 2,λ α λ β= =  

តមែវ្យត ផលបូកឫស bα b+ = −  និងផលគុណឫស cαβ =  

េគបាន ( ) ( ) ( ): 0E y y yα β αβ′′ ′− + + =  

             

( ) ( )

0

0

y y y y

y y y y

α β αβ

α β α

′′ ′ ′− − + =

′′ ′− − − =
 

 េគតង y y Zα′− =   េនាះ  ( )y y Zα ′′ ′− =  

 េគបាន 0Z Zβ′ − =    (ជាសមកីរឌីេផរង៉ែ់ស្យលលំដប១់ អូម៉ូែសន) 

           
dZ Z
dx

β=       ឬ     
dZ dx
Z

β=    (បំពក់អងំេត្រកលេលអង�ទងំពីរ) 

                

1 1

ln

,

x c

c x x c

dZ dx
Z
Z x c

Z e

Z e e c e c e

β

β β

β

β
+

=

= +

=

= ± ⋅ = = ±

∫ ∫
 

 នាឱំ្យ y y Zα′− =  េទជា  ( )1 1xy y c eβα′ − =   (ជាសមកីរឌីេផរង៉ែ់ស្យលលំដប១់ មនិអូម៉ូែសន) 

េគនឹងេដះ្រសយសមកីរ 0y yα′− =  រចួេហយេធ�បែ្រមប្រម�លចំនួនេថរ 

េគបាន 
dy ay
dx

=     ឬ    dy aydx=     ឬ    
dy adx
y
=       (បំពក់អងំេត្រកលេលអង�ទងំពីរ) 

            

2 2

ln

,

x c

c x x c

dy dx
y
y x c

y e

y e e c e c e

α

α α

α

α
+

=

= +

=

= ± ⋅ = = ±

∫ ∫
 

េគេធ�បែ្រមប្រម�លចំនួនេថរ 2c  េទជា ( )2c x   

េគមាន ( ) ( )2 2xy c x eα=    េនាះ    ( ) ( ) ( )2 2
x xy c x e e c xα α ′′ ′= +  

       ( ) ( )2 2
x xc x e c x eα αα′= +  

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 11 : x x x xc x e c x e c x e c eα α α βα α′ + − =  

          ( )2 1
x xc x e c eα β′ =  

               ( )2 1
x xc x c eβ α−′ =    (បំពកអ់ងំេត្រកលេលអង�ទងំពីរ) 

នាឱំ្យ ( ) ( )
2 1

xc x dx c e dxβ α−′ =∫ ∫     ឬ    ( ) ( )1
2

xcc x e Aβ α

β α
−= +

−
    ឬ   ( ) ( ) 1

2 ,x cc x Be A Bβ α

β α
−= + =

−
 

េគបាន ( ) ( )2 : x x x xy Be A e Ae Beβ α α α β− = + = +    ែដល  A  និង B  ជាចំនួនេថរណាមយួកប៏ាន   

ដូចេនះ       សមកីរ 0y by cy′′ ′+ + =  មានចេម�យទូេទគឺ  x xy Ae Beα β= +  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់     ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន សមីករឌីេផរង៉់ែស្យល  ថា� កទ់ី ១២ 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរ ( ) : 0E y by cy′′ ′+ + =  មានចេម�យទូេទគ ឺ x xy Axe Beα α= +  ក�ុងករណី 0∆ =  

េគមាន ( ) : 0E y by cy′′ ′+ + =  មានសមកីរសមា� ល់  2 0by cλ + + =   ែដលមានឫសឌុប 1 2λ λ α= =  

តមែវ្យត ផលបូកឫស bα α+ = −  និងផលគុណឫស cαα =  

េគបាន ( ) ( ) ( ): 0E y y yα α αα′′ ′− + + =  

             

( ) ( )

0

0

y y y y

y y y y

α α αα

α α α

′′ ′ ′− − + =

′′ ′− − − =
 

 េគតង y y Zα′− =   េនាះ  ( )y y Zα ′′ ′− =  

 េគបាន 0Z Zα′− =    (ជាសមកីរឌីេផរង៉ែ់ស្យលលំដប១់ អូម៉ូែសន) 

           
dZ Z
dx

α=       ឬ     
dZ dx
Z

α=    (បំពក់អងំេត្រកលេលអង�ទងំពីរ) 

                ln

,

x c

c x x c

dZ dx
Z
Z x c

Z e

Z e e Ae A e

α

α α

α

α
+

=

= +

=

= ± ⋅ = = ±

∫ ∫
 

 នាឱំ្យ y y Zα′− =   េទជា  ( )1xy y Aeαα′ − =   (ជាសមកីរឌីេផរង៉់ែស្យលលំដប១់ មនិអូម៉ូែសន) 

េគនឹងេដះ្រសយសមកីរ 0y yα′− =  រចួេហយេធ�បែ្រមប្រម�លចំនួនេថរ 

េគបាន 
dy ay
dx

=     ឬ    dy aydx=     ឬ    
dy adx
y
=       (បំពក់អងំេត្រកលេលអង�ទងំពីរ) 

            

1 1

ln

,

x c

c x x c

dy dx
y
y x c

y e

y e e c e c e

α

α α

α

α
+

=

= +

=

= ± ⋅ = = ±

∫ ∫
 

េគេធ�បែ្រមប្រម�លចំនួនេថរ 1c  េទជា ( )1c x   

េគមាន ( ) ( )1 2xy c x eα=    េនាះ    ( ) ( ) ( )1 1
x xy c x e e c xα α ′′ ′= +  

       ( ) ( )1 1
x xc x e c x eα αα′= +  

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( )1 1 11 : x x x xc x e c x e c x e Aeα α α αα α′ + − =  

          ( )1
x xc x e Aeα α′ =  

               ( )1c x A′ =    (បំពកអ់ងំេត្រកលេលអង�ទងំពីរ) 

នាឱំ្យ ( )1c x dx Adx′ =∫ ∫     ឬ    ( )1c x Ax B= +     ែដល B  ជាចំនួនេថរ 

េគបាន ( ) ( )2 : x x xy Ax B e Axe Beα α α= + = +   ែដល  A  និង B  ជាចំនួនេថរណាមយួកប៏ាន   

ដូចេនះ       សមកីរ 0y by cy′′ ′+ + =  មានចេម�យទូេទគឺ  x xy Axe Beα α= +  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់     ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន សមីករឌីេផរង៉់ែស្យល  ថា� កទ់ី ១២ 

គ. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរ ( ) : 0E y by cy′′ ′+ + =  មានចេម�យទូេទគ ឺ ( )cos sin xy C x D x eαβ β= +  

េគមាន    ( ) : 0E y by cy′′ ′+ + =  មានសមកីរសមា� ល់  2 0by cλ + + =    

តមវធិីេដះ្រសយសមកីរឌីេផរង៉ែ់ស្យលលីេនែអលំ៊ដបទ់ី២ សមកីរសមា� ល់មានឫសពីរេផ្សងគា�  1 2,λ λ  េនាះេគបានចេម�យទូេទ 

ៃនសមកីរ ( )E  គឺ :   1 2x xy Ae Beλ λ= +    ែដល  A  និង B  ជាចំនួនេថរណាមយួកប៏ាន 

េគជំនួស 1 iλ α β= −  និង 2 iλ α β= +  

េគបាន ( ) ( )i x i xy Ae Beα β α β− += +  

   ( )
x i x x i x

i x i x x

Ae e Be e

Ae Be e

α β α β

β β α

−

−

= ⋅ + ⋅

= +
 

តមរូបមន� Euler   :     cos sinixe x i x= +  េនាះ cos sini xe x i xβ β β= +  

  cos sinixe x i x− = −  េនាះ cos sini xe x i xβ β β− = −  

នាឱំ្យ ( ) ( )cos sin cos sin xy A x i x B x i x eαβ β β β = − + +   

    

[ ]
[ ]
( ) ( )
( )

cos sin cos sin

cos cos sin sin

cos sin

cos sin

x

x

x

x

A x iA x B x iB x e

A x B x iB x iA x e

A B x i B A x e

C x D x e

α

α

α

α

β β β β

β β β β

β β

β β

= − + +

= + + −

 = + + − 
= +

 

     ែដលេគតង  C A B= +  និង ( )D i B A= −   ឬ  C  និង D  ជាចំនួនេថរណាមយួកប៏ាន 

ដូចេនះ     សមកីរ 0y by cy′′ ′+ + =  មានចេម�យទូេទគឺ  ( )cos sin xy C x D x eαβ β= +   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន ធរណីមា្រត ក�ងុលហំ  ថា� កទ់ី ១២ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ធរណីមា្រតក�ងុលហំ 

 

1. ្រសយប�� កល់ក�ណៈផលគុណៃនពីរវុចិទ័រ ដូចខងេ្រកម ៖  

េប ,u v 

 និង w  ជាវុចិទរ័េនក�ុងលំហ និង c  ជាចំនួនពិត េនាះេគបាន ៖ 

ក.  ( )u v v u× = − ×
   

  

ខ.  ( ) ( ) ( )u v w u v u w× + = × + ×
      

 

គ.  ( ) ( ) ( )c u v cu v u cv× = × = ×
     

 

ឃ. u O O u O× = × =
  

 

 

ង.  u u O× =


 

 

ច.  ( ) ( )u v w u v w⋅ × = × ⋅
     

 

2. េប u  និង v  ជាវុចិទរ័មនិសូន្យ េនក�ុងលំហ និង θ  ជាមុផំ�ុ ំរវង u  និង v  េនាះេគបាន ៖ 

ក. u v× 

 អរតូកូណាល់េទនឹង u  ផង និង អរតូកូណាល់េទនឹង v  ផង ។ 

ខ. sinu v u v θ× = ⋅ ⋅
   

 

គ. េប 0u v× =


 

 េនាះ u  និង v  ជាវុចិទរ័កូលីេនែអន៊ឹងគា�  ។ 

ឃ. u v× =
 

 ៃផ�្រកឡារបស់្របេលឡូ្រកម ែដលសងេ់លវុចិទរ័ u  និង v  ។ 

ង.  
1
2

u v× =
 

 ៃផ�្រកឡារបស់្រតីេកណ ែដលសងេ់លវុចិទ័រ u  និង v  ។ 

3. ្រសយប�� កថ់ា  េប្របេលឡូ្រកមសងវុ់ចិទ័រ u  និង v  េហយមុ ំθ  ជាមុផំ�ុ ំរវង u  និង v  េនាះេគបាន ៖ 

ក. កម�ស់ៃន្របេលឡូ្រកម េស� sinv θ⋅


 ។ 

ខ. ៃផ�្រកឡា្របេលឡូ្រកម sinS u v u vθ= = ×
   

 ។ 

4. ្រសយប�� កថ់ា  ចំេពះវុចិទ័រឯកត  ,i j
 

 និង k


 េគបាន ៖  

ក. k i j= ×


 

 ខ. i j k= ×


 

   គ. j k i= ×


 

   ។ 

5. ្រសយប�� កថ់ា  េបេគមានបីវុចិទរ័ 1 2 3 1 2 3,u u i u j u k v v i v j v k= + + = + +
 

   

 

 និង 1 2 3w w i w j w k= + +


 



 េនាះេគបាន ៖  

( )
1 2 3

1 2 3

1 2 3

u u u
u v w v v v

w w w
⋅ × =
  

  ។ 

6. ្រសយប�� កថ់ា មាឌ V  របស់្របេលពីែបត៉ែដលសងេ់លវុចិទ័រ ,u v 

 និង w  គឺ ៖ ( )V u v w= ⋅ ×
  

 និង មាឌ W  របស់េត 

្រតែអតគឺ ( )1
6

W u v w= ⋅ ×
  

 បាននយ័ថា យកមាឌរបស់្របេលពីែបត៉ែចកនឹង 6  ។ 

7. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរបនា� ត់ក�ុងលំហ កតត់មចំណុច ( )0 0 0, ,P x y z  និងមានវុចិទរ័្របាបទ់ិស ( ), ,u a b c=


 មានសមកីរ 

ប៉ារ៉ែម្៉រត  
0

0

0

,
x x at
y y bt t
z z ct

= +
 = + ∈
 = +

y   រចួទញប�� ក់ថា  0 0 0x x y y z z
a b c
− − −

= =  ែដលេគេហថា សមកីរឆ�ុះ ។ 
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8. ្រសយប�� កថ់ា េបប�ងម់យួកតត់មចំណុច ( )0 0 0, ,P x y z  និងមានវុចិទរ័ណរម៉ាល់ ( ), ,n a b c=


 េនាះប�ងេ់នាះមានសមកីរ 

ស�ងដ់ ( ) ( ) ( )0 0 0 0a x x b y y c z z− + − + − =  ។ 

9. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរទូេទៃនប�ងគ់ឺ 0ax by cz d+ + + =  បានពីពនា� តសមកីរស�ងដ់ 

( ) ( ) ( )0 0 0 0a x x b y y c z z− + − + − =  ែដល ( )0 0 0d ax by cz= − + +  ។ 

10. ្រសយប�� កថ់ា  េបមុ ំθ  ជាមុផំ�ុ ំរវងប�ងព់ីរ 1α  និង 2α  ែដលមាន 1n  និង 2n  ជាវុចិទរ័ណរម៉ាល់េរៀងគា�  េនាះេគបាន 

1 2

1 2

cos
n n
n n

θ
⋅

=
 

 

 ។ 

11. ្រសយប�� កថ់ា  េបប�ងព់ីរមានវុចិទរ័ណរម៉ាល់េរៀងគា�   1n  និង 2n  េនាះេគបាន ៖ 

ក. ប�ងទ់ងំពីរែកងគា�   េប  1 2 0n n⋅ =
 

 ។ 

ខ. ប�ងទ់ងំពីរ្រសបគា�   េប 1 2n kn=
 

 ែដល k  ជាចំនួនេថរខុសពីរសូន្យ ។ 

12. ្រសយប�� កថ់ា  េបេគមានពីរចំណុច ( )1 1 1, ,P x y z  និង ( )2 2 2, ,Q x y z  ក�ុងលំហ េនាះេគបានចមា� យពីរចំណុចេនះ 

កំណតេ់ដយ ( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 2 1 2 1d PQ x x y y z z= = − + − + −  ។ 

13. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរែស�៊ែដលមានផ�ិត ( )0 0 0, ,C x y z  និងមានក ំ r  កំណតេ់ដយ 

( ) ( ) ( )2 2 2 2
0 0 0x x y y z z r− + − + − =   ។ 

14. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរទូេទៃនែស�៊ 2 2 2
0 0 02 2 2 0x y z x x y y z z k+ + − − − + =  ែដល 2 2 2 2

0 0 0k x y z r= + + −  ជាសមកីរ 

ទូេទបានពីពនា� តសមកីរស�ង់ដ ( ) ( ) ( )2 2 2 2
0 0 0x x y y z z r− + − + − =  ។ 

15. ្រសយប�� កថ់ា  ចមា� យពីចំណុច Q  េទប�ង ់α  ែដលចំណុច Q  មនិេនក�ុងប�ង ់α  កំណតេ់ដយ 
PQ n

D
n

⋅
=







 ែដល P  

ជាចំណុចេនក�ុងប�ង់ និង n  ជាវុចិទរ័ណរម៉ាល់ៃនប�ង់ ។ 

16. ្រសយប�� កថ់ា  ចមា� យពីចំណុច ( )0 0 0, ,Q x y z  េទប�ង ់ : 0ax by cz da + + + =  កំណត់េដយ 

0 0 0

2 2 2

ax by cz d
D

a b c

+ + +
=

+ +
  ។ 

17. ្រសយប�� កថ់ា  ចមា� យពីចំណុច Q  េទបនា� ត ់ L  ក�ុងលំហ កំណតេ់ដយ 
PQ u

D
u

×
=







 ែដល u  ជាវុចិទរ័្របាបទ់ិសៃនបនា� ត់ L  

និង P  ជាចំណុចមយួេនេលបនា� ត ់ L  ។ 

18. ្រសយប�� កថ់ា  ចមា� យពីបនា� ត ់ 1L  េទបនា� ត់ 2L  កំណតេ់ដយ  ( )
( )1 2 1 2

1 2
1 2

,
M M u u

d L L
u u

⋅ ×
=

×

d

dd

dd

 ែដល 1 2,M M  

ជាចំណុចេនេលបនា� ត ់ 1 2,L L  េរៀងគា�  េហយ 1 2,u u 

 ជាវុចិទរ័្របាបទ់ិសេរៀងគា� ៃនបនា� ត់ 1 2,L L  ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ធរណីមា្រតក�ងុលហំ 

 

1. ្រសយប�� កល់ក�ណៈផលគុណៃនពរីវុចិទរ័ ដូចខងេ្រកម ៖  

េប ,u v 

 នងិ w  ជាវុចិទរ័េនក�ុងលំហ នងិ c  ជាចនំនួពតិ េនាះេគបាន ៖ 

ក.  ្រសយប�� កល់ក�ណៈ ( )u v v u× = − ×
   

  

េគតង ( )1 2 3, ,u u u u=


 និង ( )1 2 3, ,v v v v=


 

េគបាន ( ) ( ) ( )1 2 3 3 2 2 3 3 1 1 3 2 1 1 2

1 2 3

i j k
v u v v v u v u v i u v u v j u v u v k

u u u
× = = − − − + −



 



 

 

 

េហយ ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3

i j k
u v u u u u v u v i u v u v j u v u v k

v v v
× = = − − − + −



 



 

 

 

       
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )

3 2 2 3 3 1 1 3 2 1 1 2

3 2 2 3 3 1 1 3 2 1 1 2

u v u v i u v u v j u v u v k

u v u v i u v u v j u v u v k

v u

= − − + − − −

 = − − − − + − 
= − ×



 



 

 

 

ដូចេនះ     លក�ណៈ  ( )u v v u× = − ×
   

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 

 

ខ.   ្រសយប�� កល់ក�ណៈ  ( ) ( ) ( )u v w u v u w× + = × + ×
      

 

េគតង ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,u u u u v v v v= =
 

 និង ( )1 2 3, ,w w w w=


 

នាឱំ្យ ( )1 1 2 2 3 3, ,v w v w v w v w+ = + + +
 

 

េគបាន ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3

i j k
u v u u u u v u v i u v u v j u v u v k

v v v
× = = − − − + −



 



 

 

 

េហយ ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3

i j k
u w u u u u w u w i u w u w j u w u w k

w w w
× = = − − − + −



 



 

 

 

េគបាន  
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           ( )u v w× +
  

 

        

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ ] [ ] [ ]
( ) ( ) ( )

1 2 3

1 1 2 2 3 3

2 3 3 3 2 2 1 3 3 3 1 1 1 2 2 2 1 1

2 3 2 3 3 2 3 2 1 3 1 3 3 1 3 1 1 2 1 2 2 1 2 1

2 3 3 2 2 3 3 2 1 3 3 1 1

i j k
u u u

v w v w v w

u v w u v w i u v w u v w j u v w u v w k

u v u w u v u w i u v u w u v u w j u v u w u v u w k

u v u v u w u w i u v u v u w

=
+ + +

     = + − + − + − + + + − +     

= + − − − + − − + + − −

 = − + − − − + 



 



 



 



( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

3 3 1 1 2 2 1 1 2 2 1

2 3 3 2 2 3 3 2 1 3 3 1 1 3 3 1 1 2 2 1 1 2 2 1

2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

u w j u v u v u w u w k

u v u v i u w u w i u v u v j u w u w j u v u v k u w u w k

u v u v i u v u v j u v u v k u w u w i u w u w j u w u w k

u v u

   − + − + −   

= − + − − − − − + − + −

   = − − − + − + − − − + −   
= × + ×





 

   

 

   

  ( )w

 

ដូចេនះ     លក�ណៈ  ( ) ( ) ( )u v w u v u w× + = × + ×
      

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 
 

គ.   ្រសយប�� កល់ក�ណៈ ( ) ( ) ( )c u v cu v u cv× = × = ×
     

 

េគតង ( )1 2 3, ,u u u u=


  និង ( )1 2 3, ,v v v v=


 

នាឱំ្យ ( )1 2 3, ,cu cu cu cu=


 និង ( )1 2 3, ,cv cv cv cv=


 

េគបាន ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3

i j k
u v u u u u v u v i u v u v j u v u v k

v v v
× = = − − − + −



 



 

 

 

េនាះ ( ) ( ) ( ) ( )2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1c u v c u v u v i u v u v j u v u v k × = − − − + − 


 

 

 

     ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1 1

c u v u v i c u v u v j c u v u v k

cu v cu v i cu v cu v j cu v cu v k

= − − − + −

= − − − + −



 



 

 

េហយ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3

2
i j k

cu v cu cu cu cu v cu v i cu v cu v j cu v cu v k
v v v

× = = − − − + −



 



 

 

 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3

3
i j k

u cv u u u cu v cu v i cu v cu v j cu v cu v k
cv cv cv

× = = − − − + −



 



 

 

 

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( ) ( )1 , 2  និង ( )3    េគបាន  ( ) ( ) ( )c u v cu v u cv× = × = ×
     

 

ដូចេនះ     លក�ណៈ  ( ) ( ) ( )c u v cu v u cv× = × = ×
     

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 
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ឃ.  ្រសយប�� កល់ក�ណៈ u O O u O× = × =
  

 

 

េគតង ( )1 2 3, ,u u u u=


  និង ( )0 , 0 , 0O =


 

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 1 3 1 20 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0

i j k
u O u u u u u i u u j u u k i j k O× = = ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ = + + =



 

  
   



 

   ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 1 2 1

1 2 3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2
i j k

O u u u i u u j u u k i j k O
u u u

× = = ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ = + + =



 

  
   



 

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2    េគបាន  u O O u O× = × =
  

 

 

ដូចេនះ     លក�ណៈ  u O O u O× = × =
  

 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 
 

ង.   ្រសយប�� កល់ក�ណៈ  u u O× =


 

 

េគតង ( )1 2 3, ,u u u u=


 

េគបាន ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 2 3 1 3 1 3 1 2 1 2

1 2 3

0 0 0
i j k

u u u u u u u u u i u u u u j u u u u k i j k O
u u u

× = = − − − + − = + + =



 

  
   

 

 

ដូចេនះ     លក�ណៈ  u u O× =


 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 
 

ច.   ្រសយប�� កល់ក�ណៈ  ( ) ( )u v w u v w⋅ × = × ⋅
     

 

េគតង ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,u u u u v v v v= =
 

 និង ( )1 2 3, ,w w w w=


 

េគបាន ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3

i j k
v w v v v v w v w i v w v w j v w v w k

w w w
× = = − − − + −



 



 

 

 

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 3 2 2 1 3 3 1 3 1 2 2 1u v w u v w v w u v w v w u v w v w⋅ × = − − − + −
  

 

        
( )

1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1

1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1 1
u v w u v w u v w u v w u v w u v w
u v w u v w u v w u v w u v w u v w

= − − + + −

= + + − − −
 

េហយ ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3

i j k
u v u u u u v u v i u v u v j u v u v k

v v v
× = = − − − + −



 



 

 

 

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( ) ( )2 3 3 2 1 1 3 3 1 2 1 2 2 1 3u v w u v u v w u v u v w u v u v w× ⋅ = − − − + −
  

 

         
( )

2 3 1 3 2 1 1 3 2 3 1 2 1 2 3 2 1 3

1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1 2
u v w u v w u v w u v w u v w u v w
u v w u v w u v w u v w u v w u v w

= − − + + −

= + + − − −
 

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2   េគបាន  ( ) ( )u v w u v w⋅ × = × ⋅
     

 

ដូចេនះ     លក�ណៈ  ( ) ( )u v w u v w⋅ × = × ⋅
     

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 
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2. េប u


 នងិ v  ជាវុចិទរ័មនិសូន្យ េនក�ុងលំហ នងិ θ  ជាមុផំ�ុរំវង u  នងិ v  េនាះេគបាន ៖ 

ក. -្រសយប�� កថ់ា  u v× 

 អរតូកូណាល់េទនងឹ u   

េគតង ( )1 2 3, ,u u u u=


 និង ( )1 2 3, ,v v v v=


 

េដយ ( ) ( ) 0u v u u v u× ⊥ ⇔ × ⋅ =
     

 

េគបាន ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3

i j k
u v u u u u v u v i u v u v j u v u v k

v v v
× = = − − − + −



 



 

 

 

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( ) ( )2 3 3 2 1 1 3 3 1 2 1 2 2 1 3u v u u v u v u u v u v u u v u v u× ⋅ = − − − + −
  

 

       

( ) ( ) ( )2 3 3 2 1 1 3 3 1 2 1 2 2 1 3

1 2 3 1 3 2 1 2 3 2 3 1 1 3 2 2 3 1

0

u v u v u u v u v u u v u v u
u u v u u v u u v u u v u u v u u v

= − − − + −

= − − + + −
=

 

ដូចេនះ     u v× 

 អរតូកូណាល់េទនឹង  u   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 
 

-្រសយប�� កថ់ា  u v× 

 អរតូកូណាល់េទនងឹ v  

េគតង ( )1 2 3, ,u u u u=


 និង ( )1 2 3, ,v v v v=


 

េដយ ( ) ( ) 0u v v u v v× ⊥ ⇔ × ⋅ =
     

 

េគបាន ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3

i j k
u v u u u u v u v i u v u v j u v u v k

v v v
× = = − − − + −



 



 

 

 

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( ) ( )2 3 3 2 1 1 3 3 1 2 1 2 2 1 3u v v u v u v v u v u v v u v u v v× ⋅ = − − − + −
  

 

       

( ) ( ) ( )2 3 3 2 1 1 3 3 1 2 1 2 2 1 3

2 1 3 3 1 2 1 2 3 3 1 2 1 2 3 2 1 3

0

u v u v v u v u v v u v u v v
u v v u v v u v v u v v u v v u v v

= − − − + −

= − − + + −

=

 

ដូចេនះ     u v× 

 អរតូកូណាល់េទនឹង  v   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 
 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  sinu v u v θ× = ⋅ ⋅
   

 

េគតង ( )1 2 3, ,u u u u=


 និង ( )1 2 3, ,v v v v=


 

េគបាន ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3

i j k
u v u u u u v u v i u v u v j u v u v k

v v v
× = = − − − + −



 



 

 

 

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( )22 2
2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1u v u v u v u v u v u v u v × = − + − − + − 

 

 

             ( ) ( ) ( )2 2 2
2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1u v u v u v u v u v u v= − + − + −  

ម្យោ៉ងេទៀត 2 2sin cos 1θ θ+ =   េនាះ  2sin 1 cosθ θ= −      េ្រពះ  0 θ π< <  

u v× 

u
θ

HO

v

A

B

u v× 

u
θ

HO

v

A

B

u v× 

u
θ

HO

v

A

B
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នាឱំ្យ 
2

sin 1 u v
u v

θ
 ⋅

= −   
 

 

 

                (េ្រពះ  cos u v
u v

θ ⋅
=
 

 

  េដយសរនិយមនយ័  cosu v u v θ⋅ =
   

) 

            
( ) ( )

22 2
22 2

2 2
1u v u v

u v u v
u vu v

− ⋅
= = − ⋅

   

   

 

 

 

 េគបាន ( ) ( )2 22 2 2 21sinu v u v u v u v u v u v
u v

θ⋅ ⋅ = ⋅ − ⋅ = − ⋅
           

 

 

េដយ 2 2 2
1 2 3u u u u= + +



 េនាះ 2 2 2 2
1 2 3u u u u= + +



   

     2 2 2
1 2 3v v v v= + +



  េនាះ 2 2 2 2
1 2 3v v v v= + +



 

   1 1 2 2 3 3u v u v u v u v⋅ = + +
 

 

នាឱំ្យ  

( )( ) ( )

( )

22 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 1 3 2 1 2 2 2 3 3 1 3 2 3 3 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 1 1 3 3 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 3 2 1 2 3 3 1

sin

2 2 2

u v

u u u v v v u v u v u v

u v u v u v u v u v u v u v u v u v u v u v u v u v u v u v u v u v u v

u v u v u v u v u v u

θ⋅ ⋅

= + + + + − + +

= + + + + + + + + − + + + + +

= + + + + +

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2
3 2 1 1 2 2 1 1 3 3 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 3 2 2 3 3 3 2 1 3 1 1 3 3 3 1 1 2 1 1 2 2 2 1

2 2 2
2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

2 2 2

2 2 2

v u v u v u v u v u v u v

u v u v u v u v u v u v u v u v u v u v u v u v

u v u v u v u v u v u v

u v

− − −

= − + + − + + − +

= − + − + −

= ×
 

 

ដូចេនះ     sinu v u v θ× = ⋅ ⋅
   

   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 
 

គ. ្រសយប�� កថ់ា   េប  0u v× =


 

 េនាះ u  នងិ v  ជាវុចិទរ័កូលីេនែអន៊ងឹគា�  

េគតង ( )1 2 3, ,u u u u=


 និង ( )1 2 3, ,v v v v=


  ែដល  0 , 0u v≠ ≠
 

 

 

េគបាន ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3

i j k
u v u u u u v u v i u v u v j u v u v k

v v v
× = = − − − + −



 



 

 

 

េដយ 0u v× =


 

   េនាះ   ( ) ( ) ( )2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1 0 0 0u v u v i u v u v j u v u v k i j k− − − + − = − +
 

   

 

ទញបាន 

32

2 3
2 3 3 2 2 3 3 2

3 31 1 2
1 3 3 1 1 3 3 1

1 3 1 2 3
1 2 2 1 1 2 2 1

1 2

1 2

0
0
0

uu
v vu v u v u v u v

u uu u uu v u v u v u v
v v v v v

u v u v u v u v
u u
v v


=

− = = 
 − = ⇔ = ⇔ = ⇒ = =  

  − = =  
=



 

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង  31 2

1 2 3

uu u
v v v
= =   ប�� កថ់ា  u v 

  

ដូចេនះ     េប  0u v× =


 

 េនាះ u  និង v  ជាវុចិទរ័កូលីេនែអន៊ឹងគា�   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 
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u v× 

u
θ

HO

v

A

B

ឃ. ្រសយប�� កថ់ា  u v× =
 

 ៃផ�្រកឡារបស់្របេលឡូ្រកម ែដលសងេ់លវុចិទរ័ u  នងិ v   

េគមាន ៃផ�្រកឡារបស់្របេលឡូ្រកម OA BH= ×  

េដយ OA u=


  និង  OB v=


 

   ក�ុង្រតីេកណែកង OHB  មាន sin sinBH OB vθ θ= ⋅ = ⋅


   

នាឱំ្យ ៃផ�្រកឡារបស់្របេលឡូ្រកម sinu v u vθ= ⋅ ⋅ = ×
   

 

   េ្រពះ  sinu v u vθ⋅ ⋅ = ×
   

  (បាន្រសយរចួខងេល) 

ដូចេនះ     u v× =
 

ៃផ�្រកឡារបស់្របេលឡូ្រកម  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

ង. ្រសយប�� កថ់ា   
1
2

u v× =
 

 ៃផ�្រកឡារបស់្រតេីកណ ែដលសងេ់លវុចិទរ័ u  នងិ v  

េគមាន ៃផ�្រកឡារបស់្រតីេកណ 
1
2

OA BH= × ×  

េដយ OA BH× = ៃផ�្រកឡារបស់្របេលឡូ្រកម u v= ×
 

 

នាឱំ្យ ៃផ�្រកឡារបស់្រតីេកណ
1
2

u v= ×
 

 

ដូចេនះ     ៃផ�្រកឡារបស់្រតីេកណ
1
2

u v= ×
 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

3. ្រសយប�� កថ់ា  េប្របេលឡូ្រកមសងវុ់ចិទរ័ u  នងិ v  េហយមុ ំθ  ជាមុផំ�ុរំវង u  នងិ v  េនាះេគបាន ៖ 

ក. កម�ស់ៃន្របេលឡូ្រកម េស� sinv θ⋅


 

ក�ុង្របេលឡូ្រកម មាន BH  ជាកម�ស់ 

ក�ុង្រតីេកណែកង OHB  មាន sin BH
OB

θ =   េនាះ   sinBH OB θ= ⋅  

េដយ OB v=


 

នាឱំ្យ កម�ស់្របេលឡូ្រកម  sinBH v θ= ⋅


 

ដូចេនះ     កម�ស់ៃន្របេលឡូ្រកម េស� sinv θ⋅


  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

ខ. ៃផ�្រកឡា្របេលឡូ្រកម sinS u v u vθ= = ×
   

  

េគមាន ៃផ�្រកឡារបស់្របេលឡូ្រកម S OA BH= ×  

េដយ OA u=


 និង  sinBH v θ= ⋅


 

នាឱំ្យ ៃផ�្រកឡារបស់្របេលឡូ្រកម sinS u v θ=
 

 

ែត  sinu v u v θ× =
   

    

េនាះ ៃផ�្រកឡារបស់្របេលឡូ្រកម sinS u v u vθ= = ×
   

 

ដូចេនះ     ៃផ�្រកឡារបស់្របេលឡូ្រកម sinS u v u vθ= = ×
   

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 

u v× 

u
θ

HO

v

A

B

u v× 

u
θ

HO

v

A

B

u v× 

u
θ

HO

v

A

B
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4. ចេំពះវុចិទរ័ឯកត  ,i j
 

 នងិ k


 េគបាន ៖  

ក. ្រសយប�� កថ់ា  k i j= ×


 

 

រេបៀបទ១ី  

េគមាន sini j i j kθ× = ⋅


   

 

េដយ ,i j
 

 និង k


 ជាវុចិទរ័ឯកត  េហយែកងេរៀងគា� ទងំបី 

នាឱំ្យ 1 , 1i j= =
 

 និង 90θ = °  

េគបាន 1 1sin 90i j k k× = ⋅ ° ⋅ =
 

 

 

ដូចេនះ     k i j= ×


 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

រេបៀបទ២ី 

េគមាន វុចិទរ័ឯកត  ( ) ( )1 , 0 , 0 , 0 , 1 , 0i j= =
 

 និង ( )0 , 0 , 1k =


 

េគបាន ( ) ( ) ( )1 0 0 0 0 0 0 1 0
0 1 0

i j k
i j i j k k× = = − − − + − =



 

 

   

 

ដូចេនះ     k i j= ×


 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  i j k= ×


 

  

រេបៀបទ១ី  

េគមាន sinj k j k iθ× = ⋅
 

  

 

េដយ ,i j
 

 និង k


 ជាវុចិទរ័ឯកត  េហយែកងេរៀងគា� ទងំបី 

នាឱំ្យ 1 , 1j k= =




 និង 90θ = °  

េគបាន 1 1 sin 90j k i i× = ⋅ ⋅ ° ⋅ =


  

 

ដូចេនះ     i j k= ×


 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

រេបៀបទ២ី 

េគមាន វុចិទរ័ឯកត  ( ) ( )1 , 0 , 0 , 0 , 1 , 0i j= =
 

 និង ( )0 , 0 , 1k =


 

េគបាន ( ) ( ) ( )0 1 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1

i j k
j k i j k i× = = − − − + − =



 

 

   

 

ដូចេនះ     i j k= ×


 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
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គ. ្រសយប�� កថ់ា  j k i= ×


 

 

រេបៀបទ១ី 

េគមាន sink i k i jθ× = ⋅
 

  

 

េដយ ,i j
 

 និង k


 ជាវុចិទរ័ឯកត  េហយែកងេរៀងគា� ទងំបី 

នាឱំ្យ 1 , 1k i= =




 និង 90θ = °  

េគបាន 1 1 sin 90k i j j× = ⋅ ⋅ ° ⋅ =


  

 

ដូចេនះ     j k i= ×


 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
 

រេបៀបទ២ី 

េគមាន វុចិទរ័ឯកត  ( ) ( )1 , 0 , 0 , 0 , 1 , 0i j= =
 

 និង ( )0 , 0 , 1k =


 

េគបាន ( ) ( ) ( )0 0 1 0 0 0 1 0 0
1 0 0

i j k
k i i j k j× = = − − − + − =



 

 

   

 

ដូចេនះ     j k i= ×


 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
 

5. ្រសយប�� កថ់ា    ( )
1 2 3

1 2 3

1 2 3

u u u
u v w v v v

w w w
⋅ × =
  

  

េគមាន 1 2 3 1 2 3,u u i u j u k v v i v j v k= + + = + +
 

   

 

  និង 1 2 3w w i w j w k= + +


 



  

េគបាន ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3

i j k
v w v v v v w v w i v w v w j v w v w k

w w w
× = = − − − + −



 



 

 

 

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 3 2 2 1 3 3 1 3 1 2 2 1 1u v w u v w v w u v w v w u v w v w⋅ × = − − − + −
  

 

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3

1 2 3 1 2 3 3 2 2 1 3 3 1 3 1 2 2 1

1 2 3

2
u u u
v v v u v w v w u v w v w u v w v w
w w w

= − − − + −  

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2   េគបាន  ( )
1 2 3

1 2 3

1 2 3

u u u
u v w v v v

w w w
⋅ × =
  

 

ដូចេនះ     ( )
1 2 3

1 2 3

1 2 3

u u u
u v w v v v

w w w
⋅ × =
  

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ (េគេហថា ផលគុណច្រម�ះ) 
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6. ្រសយប�� កថ់ា មាឌ្របេលពែីបត៉ ( )V u v w= ⋅ ×
  

  

េគតង θ  ជាមុផំ�ុ ំរវង u  និង h   ( h ជាកម�ស់្របេលពីែបត៉) 

េគមាន V =  ៃផ�បាត ×  កម�ស់ 

   V S h= ×  

េដយ ៃផ�្របេលឡូ្រកម S v w= ×
 

 

   កម�ស់ cosh u θ= ⋅


  ែដល 0 90θ° < < °  

េគបាន ( )cos 1V v w u θ= × ⋅ ⋅
  

 

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) ( )cos 2u v w u v w θ⋅ × = ⋅ × ⋅
     

 

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2  េគបាន ( )V u v w= ⋅ ×
  

 

ក�ុងករណី 90 180θ° < < °   េនាះ  cos 0θ <   នាឱំ្យ  ( )V u v w= − ⋅ ×
  

 

សរុបមក ( )V u v w= ⋅ ×
  

 

ដូចេនះ      មាឌ្របេលពីែបត៉ ( )V u v w= ⋅ ×
  

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់     ។ 
 

្រសយប�� កថ់ា  មាឌេត្រតែអត ( )1
6

W u v w= ⋅ ×
  

 

េគមាន មាឌេត្រតែអត៊ 
1
3

= × ៃផ�បាត ×  កម�ស់ 

   
1
3

W S h= × ×  

េដយ ៃផ�បាតជា្រតីេកណ 
1
2

S v w= ×
 

 

   កម�ស់ cosh u θ= ⋅


  ែដល 0 90θ° < < °  

េគបាន 
1 1 cos
3 2

W v w u θ= ⋅ × ⋅ ⋅
  

 

       
( )

1 cos
6
1
6

v w u

u v w

θ= × ⋅ ⋅

 = ⋅ × 

  

  

 

ក�ុងករណី 90 180θ° < < °   េនាះ  cos 0θ <   នាឱំ្យ ( )1
6

W u v w = − ⋅ × 
  

 

សរុបមក ( )1
6

W u v w= ⋅ ×
  

 

ដូចេនះ      មាឌ្របេលពីែបត៉ ( )1
6

W u v w= ⋅ ×
  

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់     ។ 

 

េឃញថា មាឌ្របេលពីែបត៉  ( )V u v w= ⋅ ×
  

   រឯីមាឌេត្រតែអត៊ ( )1
6

W u v w= ⋅ ×
  

 

សន�ដិ� ន មាឌេត្រតែអត៊ េស�មាឌ្របេលពីែបត៉ែចកនឹង 6  ។ 

 

u v× 

u θ

v

w

O

θ

h

u v× 

u θ

v

w

O

θ

h
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7. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរបនា� តក់�ុងលំហ មានសមកីរ ប៉ារ៉ែម្៉រត  
0

0

0

,
x x at
y y bt t
z z ct

= +
 = + ∈
 = +

y  

េគមាន បនា� តក់តត់មចំណុច ( )0 0 0, ,P x y z  

  បនា� តម់ានវុចិទ័រ្របាបទ់ិស ( ), ,u a b c=


 

េគយក ( ), ,Q x y z  ជាចំណុចេនេលបនា� ត់ 

េគបាន PQ u




    េនាះ  ,PQ tu t=




 ជាចំនួនពិត 

នាឱំ្យ ( ) ( )0 0 0, , , ,x x y y z z t a b c− − − =  

  ( ) ( )0 0 0, , , ,x x y y z z ta tb tc− − − =  

ទញបាន 
0 0

0 0

0 0

x x at x x at
y y bt y y bt
z z ct z z ct

− = = + 
 − = ⇒ = + 
 − = = + 

 

ដូចេនះ      សមកីរបនា� តក់�ុងលំហ មានសមកីរប៉ារ៉ែម៉្រត  
0

0

0

,
x x at
y y bt t
z z ct

= +
 = + ∈
 = +

y   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់     ។ 

 

រចួទញប�� កថ់ា  0 0 0x x y y z z
a b c
− − −

= =   ែដលេគេហថា សមកីរឆ�ុះ 

េគមាន 

0

0
0

0

0
0

x x t
ax x at

y yy y bt t
b

z z ct z z t
c

− =
− = 

− − = ⇒ = 
 − = −

=

    

ទញបាន    0 0 0x x y y z z t
a b c
− − −

= = =  

ដូចេនះ      0 0 0x x y y z z
a b c
− − −

= =   ែដលេគេហថា សមកីរឆ�ុះ ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 

 

8. ្រសយប�� កថ់ា ប�ងម់ានសមកីរស�ងដ់  ( ) ( ) ( )0 0 0 0a x x b y y c z z− + − + − =  

េគមាន ប�ងក់តត់មចំណុច ( )0 0 0, ,P x y z   

   ប�ងម់ានវុចិទរ័ណរម៉ាល់ ( ), ,n a b c=


 

ចំេពះ ្រគបច់ំណុច ( ), ,Q x y z  ៃនប�ងេ់នាះ PQ n⊥




 

េគបាន 0n PQ⋅ =




  ែដល ( )0 0 0, ,PQ x x y y z z= − − −


 

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( )0 0 0 0a x x b y y c z z− + − + − =  

ដូចេនះ     ប�ងម់ានសមកីរស�ងដ់ ( ) ( ) ( )0 0 0 0a x x b y y c z z− + − + − =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់     ។ 

( )0 0 0, ,P x y z

( ), ,Q x y z

( ), ,u a b c=


z

y

x





( ), ,n a b c=


z

y

x



P Q

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9. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរទូេទៃនប�ងគ់ ឺ 0ax by cz d+ + + =   

េគមាន ( ) ( ) ( )0 0 0 0a x x b y y c z z− + − + − =  

       
( )

0 0 0

0 0 0

0
0

ax ax by by cz cz
ax by cz ax by cz

− + − + − =

+ + − + + =
 

េដយ ( )0 0 0d ax by cz= − + +  

នាឱំ្យ 0ax by cz d+ + + =  

ដូចេនះ     ប�ងទូ់េទៃនប�ងម់ានរង 0ax by cz d+ + + =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 

 

10. ្រសយប�� កថ់ា  េបមុ ំθ  ជាមុផំ�ុរំវងប�ងព់រី េនាះេគបាន 1 2

1 2

cos
n n
n n

θ
⋅

=
 

 

 

េគមាន ប�ងព់ីរ 1α  និង 2α  មានវុចិទរ័ណរម៉ាល់េរៀងគា�  1n  និង 2n  

េហយ មុផំ�ុ ំរវងប�ង ់ 1α  និង 2α  េស�នឹងមុផំ�ុ ំរវងវុចិទរ័ណរម៉ាល់ 1n  និង 2n  

   (េ្រពះមុទំងំពីរមាន្រជ�ង្រត�វគា� ែកងេរៀងគា� ) 

តមនិយមនយ័ផលគុណស� ែលៃន 1n  និង 2n   

េគបាន 1 2 1 2 cosn n n n θ⋅ = ⋅ ⋅
   

 

ទញបាន 1 2

1 2

cos n n
n n

θ ⋅
=

⋅

 

 

 

ម្យោ៉ងេទៀត មុផំ�ុ ំរវងប�ងព់ីរ មានពីរខុសគា�  មានមយួ្រស�ច មយួេទៀតទល ែដលមុទំងំពីរជាមុបំែន�មគា�  េបេគតងមុ្ំរស�ចេដយ θ  េនាះ 

   មុទំលគឺ π θ−   មាននយ័ថា េបស� ល់មុ ំθ  េគក៏ស� ល់មុ ំπ θ−  ែដរ ។ ក�ុងករសិក្សោ េគគិតែតមុ្ំរស�ចប៉ុេណា� ះ 

នាឱំ្យ cos 0θ >   េគសរេសរ  1 2 1 2 1 21 2

1 2 1 21 2 1 2

cos
n n n n n nn n

n n n nn n n n
θ

⋅ ⋅ ⋅⋅
= = = =

⋅ ⋅⋅

     

 

      

 

ដូចេនះ     មុផំ�ុ ំរវងប�ងព់ីរគឺ  1 2

1 2

cos
n n
n n

θ
⋅

=
 

 

   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 

 

11. េបប�ងព់រីមានវុចិទរ័ណរម៉ាល់េរៀងគា�   1n  នងិ 2n  ៖ 

ក. ្រសយប�� កថ់ា ប�ងទ់ងំពរីែកងគា�   េប  1 2 0n n⋅ =
 

 

េគមាន 1n  និង 2n  ជាវុចិទរ័ណរម៉ាល់ៃនប�ងព់ីរ ែដលផ�ុ ំបានមុ ំθ  

េគបាន 1 2

1 2

cos
n n
n n

θ
⋅

=
 

 

 

េបប�ងទ់ងំពីរ ែកងគា� េនាះ 90θ = °  

នាឱំ្យ 1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2

cos90 0 0 0
n n n n

n n n n
n n n n
⋅ ⋅

° = ⇔ = ⇔ ⋅ = ⇒ ⋅ =
   

   

   

   (េ្រពះ 1 20 , 0n n≠ ≠
 

) 

ដូចេនះ     េបប�ងព់ីរែកងគា�  េនាះ  1 2 0n n⋅ =
 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 

 

2α

1α θ

θ

1n

2n
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ខ. ្រសយប�� កថ់ា ប�ងទ់ងំពរី្រសបគា�   េប 1 2n kn=
 

  

េដយ 1 2n kn=
 

  េនាះ  1 2n n 

  

នាឱំ្យ 1n  ែកងនឹងប�ងទ់ី១ផង និង 1n  ែកងនឹងប�ងទ់ី២ផង 

មាននយ័ថា ប�ងព់ីរមានវុចិទ័រណរម៉ាល់ដូចគា�   េនាះប�ងទ់ងំពីរជាប�ង់្រសបគា�  

 ដូចេនះ     ប�ងព់ីរ្រសបគា�  េប 1 2n kn=
 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 

 

12. ្រសយប�� កថ់ា  ចមា� យពរីចណុំច P  នងិ Q  កណំតេ់ដយ  ( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 2 1 2 1d PQ x x y y z z= = − + − + −  

េគមាន ពីរចំណុច ( )1 1 1, ,P x y z  និង ( )2 2 2, ,Q x y z  

 ក�ុង្រតីេកណែកង PQR  តមពីតគ័រ 2 2 2PQ PR QR= +  

   ែដល  ( ) ( )2 22 2
2 1 2 1PR AB x x y y= = − + −  

   េហយ  ( )22
2 1QR z z= −  

េគបាន ( ) ( ) ( )2 2 22
2 1 2 1 2 1PQ x x y y z z= − + − + −  

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 2 1 2 1PQ x x y y z z= − + − + −  

េគតង d PQ=   (េ្រពះ distanced = =  ចមា� យ) 

េគសរេសរ ( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 2 1 2 1d PQ x x y y z z= = − + − + −  

ដូចេនះ     ចមា� យ ( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 2 1 2 1d PQ x x y y z z= = − + − + −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

13. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរែស�៊កណំតេ់ដយ  ( ) ( ) ( )2 2 2 2
0 0 0x x y y z z r− + − + − =   ។ 

េគមាន  ែស�៊ែដលមានផ�ិត ( )0 0 0, ,C x y z  និងក ំ r  

េគតង  ( ), ,P x y z  ជាចំណុចទូេទេនេលែស�៊ 

តមនិយមនយ័ែស�៊  េគបាន  2 2CP r=  

តមរូបមន� ចមា� យ ( ) ( ) ( )2 2 22
0 0 0CP x x y y z z= − + − + −  

េគបាន   ( ) ( ) ( )2 2 2 2
0 0 0x x y y z z r− + − + − =  

ដូចេនះ     សមកីរែស�៊  ( ) ( ) ( )2 2 2 2
0 0 0x x y y z z r− + − + − =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 

 

14. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរទូេទៃនែស�៊  2 2 2
0 0 02 2 2 0x y z x x y y z z k+ + − − − + =  ែដល  2 2 2 2

0 0 0k x y z r= + + −  

េគមាន ( ) ( ) ( )2 2 2 2
0 0 0x x y y z z r− + − + − =  

   
2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0
2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0

2 2 2

2 2 2 0

x x x x y y y y z z z z r

x y z x x y y z z x y z r

− + + − + + − + =

+ + − − − + + + − =
 

   2 2 2
0 0 02 2 2 0x y z x x y y z z k+ + − − − + =            (េ្រពះ 2 2 2 2

0 0 0k x y z r= + + − ) 

ដូចេនះ     សមកីរទូេទៃនែស�៊  2 2 2
0 0 02 2 2 0x y z x x y y z z k+ + − − − + =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

( )1 1 1, ,P x y z

z

y

x



1z


( )2 2 2, ,Q x y z

1x
2x

1y 2y

2z







R

d

A
B

r

( )0 0 0, ,C x y z

( ), ,P x y z

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15. ្រសយប�� កថ់ា  ចមា� យពចីណុំចេទប�ងក់ណំតេ់ដយ 
PQ n

D
n

⋅
=







  

េគមាន ប�ង ់α  មានចំណុច P  និងចំណុច Q  មនិេនក�ុងប�ង ់α  

េហយ n  ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់ៃនប�ង់ 

េគតង H  ជាចំេណាលែកងៃន Q  េល n  

េគបាន cosPQ n n PQ θ⋅ = ⋅ ⋅
 

 

  (ជានិយមន័យផលគុណស� ែល) 

   ក�ុង្រតីេកណែកង PHQ  មាន cosPH PQ θ= ⋅
 

 

នាឱំ្យ PQ n n PH⋅ = ⋅
 

 

  ឬ  PQ n n D⋅ = ⋅


 

   (េ្រពះ PH D=


) 

ទញបាន 
PQ nD

n
⋅

=






   ែត  D  ជាចមា� យ្រត�វែតមានតៃម�វជិ�មាន  េនាះ  
PQ n

D
n

⋅
=







 

ដូចេនះ     ចមា� យពីចំណុចេទប�ងគ់ឺ  
PQ n

D
n

⋅
=







 ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

16. ្រសយប�� កថ់ា  ចមា� យពចីណុំចេទប�ងក់ណំតេ់ដយ 0 0 0

2 2 2

ax by cz d
D

a b c

+ + +
=

+ +
 

េគមាន ចំណុច ( )0 0 0, ,Q x y z  និងប�ង ់ : 0ax by cz da + + + =  

តមរយៈ ចមា� យពីចំណុចេទប�ងគ់ឺ 
PQ n

D
n

⋅
=







  (បាន្រសយរចួខងេល) 

   ែដលមាន ( ), ,n a b c=


 ជាវុចិទរ័ណរម៉ាល់ៃនប�ង ់និង P  ជាចំណុចេនក�ុងប�ង ់

េគយក ( ), ,P x y z  ជាចំណុចេនក�ុងប�ង ់

ចំេពះ ( ) ( ) ( )0 0 0PQ n a x x b y y c z z⋅ = − + − + −




 

              0 0 0

0 0 0

ax ax by by cz cz
ax by cz ax by cz

= − + − + −
= + + − − −

 

េដយ : 0ax by cz da + + + =   នាឱំ្យ  ax by cz d+ + = −  

នាឱំ្យ 0 0 0PQ n d ax by cz⋅ = − − − −
d

d

 

េហយ ( ), ,n a b c=


 ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់ៃនប�ង ់α  េនាះ  2 2 2n a b c= + +


 

េគបាន 0 0 0

2 2 2

d ax by cz
D

a b c

− − − −
=

+ +
  ឬ   0 0 0

2 2 2

ax by cz d
D

a b c

+ + +
=

+ +
     (េ្រពះថា ,x x x− = ∀ ជាចំនួនពិត) 

ដូចេនះ       ចមា� យពីចំណុចេទប�ងក់ំណតេ់ដយ 0 0 0

2 2 2

ax by cz d
D

a b c

+ + +
=

+ +
  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

 

Q

P

H

D

n

θ

α
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17. ្រសយប�� កថ់ា  ចមា� យពចីណុំចេទបនា� តក់�ុងលំហកណំតេ់ដយ 
PQ u

D
u

×
=







 

េគមាន u   ជាវុចិទរ័្របាបទ់ិស និង P  ជាចំណុចមយួៃនបនា� ត់ L  

  ក�ុង្រតីេកណែកង  PHQ  មាន sinD PQ θ= ⋅


 

េដយ sinPQ u u PQ θ× = ⋅ ⋅
 

 

     (បាន្រសយរចួក�ុងលំហតេ់លខ 2 ) 

  ឬ PQ u u D× = ⋅


 

   នាឱំ្យ  
PQ u

D
u

×
=







 

ដូចេនះ       ចមា� យពីចំណុចេទបនា� តក់ំណតេ់ដយ 
PQ u

D
u

×
=







  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

18. ្រសយប�� កថ់ា  ចមា� យពបីនា� តេ់ទបនា� តក់ណំតេ់ដយ  ( )
( )1 2 1 2

1 2
1 2

,
M M u u

d L L
u u

⋅ ×
=

×

d

dd

dd

   

េគមាន 1 2,M M  ជាចំណុចេនេលបនា� ត ់ 1 2,L L  េរៀងគា�  

   េហយ 1 2,u u 

 ជាវុចិទរ័្របាបទ់ិសេរៀងគា� ៃនបនា� ត់ 1 2,L L  

្រគបប់នា� ត ់ 1 2,L L  ក�ុងលំហេគអចសងប់ាន ្របេលពីែបត៉បានដូចរូបៈ 

 េដយ មាឌ្របេលពីែបត៉  1 2V u u d= × ⋅
dd

         ( )1  

ម្យោ៉ងេទៀត មាឌ្របេលពីែបត៉  ( )1 2 1 2V M M u u= ⋅ ×


 

    ( )2  

តមរយៈ ( )1  និង ( )2  េគបាន  ( )1 2 1 2 1 2u u d M M u u× ⋅ = ⋅ ×
d

dddd  

 

ទញបាន 
( )1 2 1 2

1 2

M M u u
d

u u

⋅ ×
=

×

d

dd

dd

 

ដូចេនះ      ចមា� យរវងពីរបនា� តក់�ុងលំហកណំត់េដយ ( )
( )1 2 1 2

1 2
1 2

,
M M u u

d L L
u u

⋅ ×
=

×

d

dd

dd

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 

P
L

Q

H
θ

u

D

2L

1L

d

1M

2M
2u

1u
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន េកនកិ  ថា� កទ់ី ១២ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន េកនិច 

 

ប៉ារ៉បូល 

1. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ង់ដៃនប៉ារ៉បូលែដលមានកំពូលជាគល់ត្រម�យ និងអក័្សឆ�ុះជាអ័ក្សអបសីុ់ស គឺ 2 4y px=  េហយមាន 

បនា� ត្់របាបទ់ិស x p= −  ។ 

2. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ង់ដៃនប៉ារ៉បូលែដលមានកំពូលជាគល់ត្រម�យ និងអក័្សឆ�ុះជាអ័ក្សអរេដេន គឺ 2 4x py=  េហយមាន 

បនា� ត្់របាបទ់ិស y p= −  ។ 

3. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ង់ដៃនប៉ារ៉បូលែដលមានកំពូល ( ),V h k   និងអក័្សឆ�ុះ្រសបនឹងអក័្ស ៖ 

ក. អរេដេន  គឺ ( ) ( )2 4x h p y k− = −  ។ 

ខ. អបសីុ់ស គឺ ( ) ( )2 4y k p x h− = −  ។ 

4. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរទូេទៃនប៉ារ៉បូលមានរង ៖ 

ក. ( )2 0 , 0Ax Cx Dy E A+ + + = ≠  េបមានអក័្សឆ�ុះជាអក័្សឈរ ។ 

ខ. ( )2 0 , 0By Cx Dy E B+ + + = ≠  េបមានអក័្សឆ�ុះជាអក័្សេដក ។ 

5. ្រសយប�� កថ់ា  លក�ណៈអុបទិចៃនប៉ារ៉បូល ៖ បនា� ត់្រសបនឹងអក័្សឆ�ុះៃនប៉ារ៉បូល ែដលកត់ប៉ារ៉បូល្រតង់ P  និងបនា� ត ់ PF  ផ�ុ ំជា 

មយួបនា� តប់ះ៉ប៉ារ៉បូល្រតង ់ P  បានមុេំស�គា�  ។ 

េអលបី 

6. ្រសយប�� កថ់ា 2 2 2a b c= +  ៃនេអលីបែដលមាន a  ជាចមា� យពីផ�ិតេទកំពូល , c  ជាចមា� យពីផ�ិតេទកំណំុ , b ជាកន�ះអក័្សតូច។ 

7. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ង់ដៃនេអលីបែដលមានផ�ិតជាគល់ត្រម�យគឺ ៖ 

ក. 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  េបមានអក័្សធំ ជាអក័្សអប់សីុស ។ 

ខ. 
2 2

2 2 1x y
b a

+ =  េបមានអក័្សធ ំជាអក័្សអរេដេន ។ 

8. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ង់ដៃនេអលីបែដលមានផ�ិត ( ),h k  ៖ 

ក. 
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

a b
− −

+ =  េបមានអក័្សធ ំ្រសបនឹងអក័្សអបសីុ់ស ។ 

ខ. 
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

b a
− −

+ =  េបមានអក័្សធ ំ្រសបនឹងអក័្សអរេដេន ។ 

9. ្រសយប�� កថ់ា  េអលីបមានសមកីរទូេទ 2 2 0Ax By Cx Dy E+ + + + =  ែដល 0A B⋅ >  និង A B≠  បានពីស្រម�លរង 

ពីសមកីរស�ងដ់ ។ 

អុីែពបូល 

10. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ង់ដៃនអុីែពបូលែដលមានផ�ិតជាគល់ត្រម�យគឺ (េគកំណតយ់ក 2 2 2b c a= − ) ៖ 

ក. 
2 2

2 2 1x y
a b

− =  េបមានអក័្សទទឹង ជាអក័្សអបសីុ់ស និងមានសមកីរអសីុតូតេ្រទត 
by x
a

= ± ។ 

ខ. 
2 2

2 2 1y x
a b

− =  េបមានអក័្សទទឹង ជាអក័្សអរេដេន និងមានសមកីរអសីុតូតេ្រទត 
ay x
b

= ± ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន េកនកិ  ថា� កទ់ី ១២ 

11. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ង់ដៃនអុីេពបូលែដលមានផ�ិត ( ),h k  ៖ 

ក. 
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

a b
− −

− =  េបមានអក័្សទទឹង ្រសបនឹងអក័្សអបសីុ់ស និងមានសមកីរអសីុតូតេ្រទត ( )by k x h
a

= ± −  ។ 

ខ. 
( ) ( )2 2

2 2 1
y h x h

a b
− −

− =  េបមានអក័្សទទឹង ្រសបនឹងអក័្សអបសីុ់ស និងមានសមកីរអសីុតូតេ្រទត ( )ay k x h
b

= ± −  ។ 

12. ្រសយប�� កថ់ា  អុីែពបូលមានសមកីរទូេទ 2 2 0Ax By Cx Dy E+ + + + =  ែដល 0AB <  បានពីស្រម�លរងសមកីរស�ង់ដ ។ 

េរៀបេរៀងេដយ : គរនុិស្សតិ  េ្របស ដរ៉ 266 ឯកេទស : គណិតវទិ្យោ 
www.facebook.com/7khmer
fb : Entertainment  And Knowledge



ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន េកនកិ  ថា� កទ់ី ១២ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន េកនិច 
 

ប៉ារ៉បូល 

1. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ងដ់ៃនប៉ារ៉បលូែដលមានកពូំលជាគល់ត្រម�យ នងិអក័្សឆ�ុះជាអក័្សអបសីុ់ស គ ឺ 2 4y px=  េហយមាន 

បនា� ត្់របាបទ់សិ x p= −  
 

ឧបមាថា  ប៉ារ៉បូលមានកំពូល V  ជាគល់អក័្សកូអរេដេន និង 

   កំណំុ F  ស�ិតេនេលអក័្សអប់សីុស 

េបពីកំពូល V  េទកំណំុ F  មានចមា� យ p  ឯកត េនាះ ( ),0F p  

និងបនា� ត្់របាបទ់ិស ∆  មានសមកីរ x p= −  
 

តង ( ),P x y  ជាចំណុចមយួស�ិតេនេលប៉ារ៉បូល និង D  ជាចំណុច 

មយួែដលមានកូអរេដេន ( ),p y−  តមនិយមនយ័ប៉ារ៉បូលេគបាន ៖ 

  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2

0

0

2 2
4

PF PD

p x y x p y y

p x y x p y y

p px x y x px p
y px

=

− + − = + + −

− + − = + + −

− + + = + +

=

 

 

ដូចេនះ    ប៉ារ៉បូលមានកំពូលជាគល់អក័្ស និងអក័្សឆ�ុះជាអក័្សអបសីុ់ស មានសមកីរស�ង់ដ  2 4y px=      ។ 
 

2. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ងដ់ៃនប៉ារ៉បលូែដលមានកពូំលជាគល់ត្រម�យ នងិអក័្សឆ�ុះជាអក័្សអរេដេន គ ឺ 2 4x py=  េហយមាន 

បនា� ត្់របាបទ់សិ y p= −   

ឧបមាថា  ប៉ារ៉បូលមានកំពូល V  ជាគល់អក័្សកូអរេដេន  

   និងកំណំុ F  ស�ិតេនេលអក័្សអរេដេន 

េបពីកំពូល V  េទកំណំុ F  មានចមា� យ p  ឯកត េនាះ  

( )0,F p  និងបនា� ត្់របាបទ់ិស ∆  មានសមកីរ y p= −  
 

តង ( ),P x y  ជាចំណុចមយួស�ិតេនេលប៉ារ៉បូល និង  

D  ជាចំណុចមយួែដលមានកូអរេដេន ( ),x p−  តម 

និយមនយ័ប៉ារ៉បូលេគបាន ៖ 

  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2

0

0

2 2
4

PF PD

x p y x x p y

x p y x x p y

x p py y p py y
x py

=

− + − = − + − −

− + − = − + − −

+ − + = + +

=

 

 

ដូចេនះ    ប៉ារ៉បូលមានកំពូលជាគល់អក័្ស និងអក័្សឆ�ុះជាអក័្សអបសីុ់ស មានសមកីរស�ង់ដ  2 4x py=      ។ 

 x( ),0F p

( ),D p y−

p

y

O
V

( ),P x y

: x p∆ = −

x

( )0,F p

( ),D x p−

p

y

O
V

( ),P x y

: y p∆ = −




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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន េកនកិ  ថា� កទ់ី ១២ 

3. ក. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរស�ងដ់ប៉ារ៉បលូមានកពូំល ( ),V h k   នងិអក័្សឆ�ុះ្រសបនងឹអក័្សអរេដេន គ ឺ ( ) ( )2 4x h p y k− = −  

េគមាន កំពូល ( ),V h k    អក័្សឆ�ុះ្រសបអ័ក្ស y y′ និង 

p  ជាចមា� យពីកំពូលេទកំណំុ ឬពីកំពូលេទបនា� ត្់របាបទ់ិស 

នាឱំ្យ កំណំុមានកូអរេដេន  ( ),F h k p+  
 

 យក ( ),P x y  ជាចំណុចេនេលប៉ារ៉បូល និង D  េនេល  

បនា� ត្់របាបទ់ិស ែដលមានកូអរេដេន ( ),x k p−  
 

តមនិយមនយ័ប៉ារ៉បូលេគបាន៖  PF PD=  ឬ 2 2PF PD=  

េដយ 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

22

2 22 2

2 2 2 2

2

2 2 2

PF x h y k p

PF x h y y k p k p

x h y yk yp k kp p

 = − + − + 

= − + − + + +

= − + − − + + +

 

 

( ) ( )

( ) ( )

22

22 2

2 2 2

2

2 2 2

PD x x k p y

PD k p k p y y

k kp p yk yp y

 = − + − − 

= − − − +

= − + − + +

 

 

េគបាន    ( )2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2x h y yk yp k kp p k kp p yk yp y− + − − + + + = − + − + +  

        

( )
( ) ( )

2

2

4 4

4

x h kp yp

x h p y k

− = − +

− = −
 

 

ដូចេនះ  សមកីរស�ង់ដៃនប៉ារ៉បូល មានកំពូល ( ),V h k  អក័្សឆ�ុះឈរ គឺ ( ) ( )2 4x h p y k− = −      ។ 
 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរស�ងដ់ប៉ារ៉បលូមានកពូំល ( ),V h k   នងិអក័្សឆ�ុះ្រសបនងឹអក័្សអបសីុ់សគ ឺ ( ) ( )2 4y k p x h− = −  

េគមាន កំពូល ( ),V h k    អក័្សឆ�ុះ្រសបអ័ក្ស x x′ និង 

p  ជាចមា� យពីកំពូលេទកំណំុ ឬពីកំពូលេទបនា� ត្់របាបទ់ិស 

នាឱំ្យ កំណំុមានកូអរេដេន  ( ),F h p k+  
 

 យក ( ),P x y  ជាចំណុចេនេលប៉ារ៉បូល និង D  េនេល  

បនា� ត្់របាបទ់ិស ែដលមានកូអរេដេន ( ),h p k−  
 

តមនិយមនយ័ប៉ារ៉បូលេគបាន៖  PF PD=  ឬ 2 2PF PD=  

េដយ 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

2 2

2 22 2

22 2 2

2

2 2 2

FP x h p y k

FP x x h p h p y k

x xh xp h hp p y k

 = − + + − 

= − + + + + −

= − − + + + + −

 

x

( ),F h k p+

( ),D x k p−

p

y

O

V

( ),P x y

: y k p∆ = −







h

k

x

( ),F h p k+

( ),D h p y−

p

y

O

V

( ),P x y

: x h p∆ = −









k

h
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( ) ( )

( ) ( )

2 2

22 2

2 2 2

2

2 2 2

PD x h p y y

PD x x h p h p

x xh xp h hp p

 = − − + − 

= − − + −

= − + + − +

 

េគបាន  ( )22 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2x xh xp h hp p y k x xh xp h hp p− − + + + + − = − + + − +  

     

( )
( )
( ) ( )

2

2

2

2 2 2 2

4 4

4

xp hp y k xp hp

y k xp hp

y k p x h

− + + − = −

− = −

− = −

 

ដូចេនះ  សមកីរស�ង់ដៃនប៉ារ៉បូល មានកំពូល ( ),V h k  អក័្សឆ�ុះេដក គឺ ( ) ( )2 4y k p x h− = −      ។ 
 

4. ក. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរទូេទៃនប៉ារ៉បលូមានរង ( )2 0 , 0Ax Cx Dy E A+ + + = ≠  េបមានអក័្សឆ�ុះជាអក័្សឈរ  

េគមានសមកីរស�ងដ់ែដលមានអក័្សឆ�ុះឈរគឺ ( ) ( )2 4x h p y k− = −     

េគពនា� តបាន ៖ 

      

2 2

2 2

2 2

2 4 4
2 4 4 0
2 4 4 0

x xh h py pk
x xh h py pk
x hx py h pk

− + = −

− + − + =

− − + + =

 

េដម្បឱី្យវទូេទ េគតង B  ជាេមគុណ 2x  ,  2 , 4C h D p= − = −  និង 2 4E h pk= +  

នាឱំ្យេគបានសមកីរទូេទៃនប៉ារ៉បូលមានអក័្សឆ�ុះឈរគឺ ( )2 0 , 0Ax Cx Dy E A+ + + = ≠  

ដូចេនះ សមកីរទូេទៃនប៉ារ៉បូលមានអ័ក្សឆ�ុះជាអក័្សឈរមានរង ( )2 0 , 0Ax Cx Dy E A+ + + = ≠    ។ 
 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរទូេទៃនប៉ារ៉បលូមានរង ( )2 0 , 0By Cx Dy E B+ + + = ≠  េបមានអក័្សឆ�ុះជាអក័្សេដក 

េគមានសមកីរស�ងដ់ែដលមានអក័្សឆ�ុះឈរគឺ ( ) ( )2 4y k p x h− = −  

េគបានពនា� តបាន ៖ 

      

2 2

2 2

2 2

2 4 4
2 4 4
4 2 4 0

y ky k px ph
y ky k px ph
y px ky k ph

− + = −

− + − + =

− − + + =

 

េដម្បឱី្យវទូេទ េគតង B  ជាេមគុណ 2y  ,  4 , 2C p D k= − = −  និង 2 4E k ph= +  

នាឱំ្យេគបានសមកីរទូេទៃនប៉ារ៉បូលមានអក័្សឆ�ុះឈរគឺ ( )2 0 , 0Ax Cx Dy E A+ + + = ≠  

ដូចេនះ សមកីរទូេទៃនប៉ារ៉បូលមានអ័ក្សឆ�ុះជាអក័្សឈរមានរង ( )2 0 , 0By Cx Dy E B+ + + = ≠    ។ 
 

សមា� ល់ :  ជាធម�តេគេ្រចនឱ្យេយងបំែលងពីសមកីរទូេទៃនប៉ារ៉បូល ឱ្យេទជាសមកីរស�ង់ដ ។ 

   សមកីរស�ងដ់ ជាសមកីរែដលេគងយេមលធាតុពិេសសៃនប៉ារ៉បូល ដូចជា កំពូល កំណំុ អក័្សឆ�ុះ បនា� ត្់របាបទ់ិស ។ 

   ក��ករ់ងប៉ារ៉បូល កម៏ានលក�ណៈចងំផា� តដូចក��កប់�ងែ់ដរ (សូមេមលស្រមាយប�� កខ់ងេ្រកម) ។ 
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5. ្រសយប�� ក ់ លក�ណៈអបុទចិៃនប៉ារ៉បលូ ៖ បនា� ត្់រសបនងឹអក័្សឆ�ុះៃនប៉ារ៉បលូ ែដលកតប៉់ារ៉បលូ្រតង ់ P  នងិបនា� ត ់ PF  ផ�ុជំា 

មយួបនា� តប់ះ៉ប៉ារ៉បលូ្រតង ់ P  បានមុេំស�គា�   

ឧបមាថា េគមានប៉ារ៉បូល 2 4x py=  

គូសបនា� ត ់ ( )  បះ៉ប៉ារ៉បលូ្រតង ់ ( )0 0,P x y  េហយ 

កតអ់ក័្សអរេដេន្រតង ់ ( )0,Q q  

តង  α  ជាមុផំ�ុ ំរវង FP  និងបនា� ត ់ ( )  

  β  ជាមុផំ�ុ ំរវង បនា� ត ់ ( ) និងបនា� ត់ឈរ្រសបនឹងអក័្សឆ�ុះ 

  β ′ជាមុផំ�ុ ំរវងអក័្សអរេដេន និងបនា� ត ់ ( )  

េគបាន β β ′=  (ជាមុ្ំរត�វគា� ) 

េគនឹង្រសយថា មុចំំណាំងបះ៉េស�នឹងមុចំំណាំងផា� ត គឺ  β α=  ???  

 

េគមាន ប៉ារ៉បូល 2 4x py=  េនាះ 
2

4
xy
p

=  នាឱំ្យ 
2
4

xy
p

′ =   ឬ  
2
xy
p

′ =     េហយម្យោ៉ងេទៀត 
2
0

0 4
xy
p

=  

នាឱំ្យ េមគុណ្របាបទ់ិសៃនបនា� តប់ះ៉ប៉ារ៉បូល្រតង់ ( )0 0,P x y  គឺ ( ) 0
0 2

xy x
p

′ =  

សមកីរបនា� តប់ះ៉មានរង  ( )( )0 0 0y y x x x y′= − +  

េដយ បនា� តប់ះ៉កតត់ម ( )0 ,Q q  េគបាន ៖ ( )0
0 00

2
xq x y
p

= − +    ឬ  
2 2 2 2
0 0 0 0

02 2 4 4
x x x xq y
p p p p

= − + = − + = −  

( ) ( ) ( )
2 2

2 2 2 0 00 0
4 4
x xQF p q p q p q p p
p p

 
= − + − = − = − = − − = + 

 
 

( ) ( )
22

2 2 2 0
0 0 0

2 22 2 2 2
2 2 2 20 0 0 0
0 0

2 22 2 2 2
2 20 0 0 0

22 2
0 0

0
4

2
4 4 4 2

2
4 2 4 4

4 4

xFP x y p x p
p

x x x xx p p x p
p p p

x x x xp p p
p p p

x xp p
p p

 
= − + − = + − 

 

   
= + − ⋅ + = + − +   

   

   
= + + = + ⋅ ⋅ +   

   

 
= + = + 

 

 

េឃញថា  ក�ុង្រតីេកណ FPQ  មាន 
2
0

4
xQF FP p
p

= = +  នាឱំ្យវជា្រតីេកណសមបាត   វបិាក មុបំាត α β′=  ឬ α β=  

ដូចេនះ       មុចំងំបះ៉ក�ុងប៉ារ៉បូល េស�នឹងមុចំងំផា� ត ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

សន�ិដ� ន :  ្រគបក់ពំន�ឺ្រសបនឹងអក័្សឆ�ុះៃនប៉ារ៉បូល ែដលមកបះ៉នឹងប៉ារ៉បូល ចងំផា� តេទចំណុែតមយួគឺកំណំុៃនប៉ារ៉បូល ។ 

 

x

( )0,F p

y

O

( )0 0,P x y



( )0,Q q

α

β

β ′



i
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េអលបី 

6. ្រសយប�� កថ់ា 2 2 2a b c= +  ៃនេអលីបែដលមាន a  ជាចមា� យពផី�តិេទកពូំល , c  ជាចមា� យពផី�តិេទកណំុំ , b  កន�ះអក័្សតូច 
 

ឧបមាថា េគមានេអលីបែដលមាន ផ�ិត ( )0, 0O  និង P  េនេលេអលីប 

ក�ុង្រតីេកណែកង 1POF  តម្រទឹស�ីបទពីតគរ័ 

េគបាន ( ) ( ) ( )2 2 2
2 2PF OP OF= +  ឬ     ( ) ( )2 2 2

2 1PF b c= +  
 

ក�ុង្រតីេកណសមបាត 1 2PF F  មាន 1 2PF PF=  (េ្រពះ 

P  ជាចំណុចស�ិតេលេមដ្យោទរ័ៃន [ ]1 2F F ) 

តមនិយមនយ័េអលីប  1 2 2PF PF a+ =   ឬ  22 2PF a=   ឬ 2PF a=  

ជំនួស 2PF a=  ក�ុង ( )1  េគបាន  2 2 2a b c= +  

ដូចេនះ  ក�ុងេអលីប  2 2 2a b c= +     ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 
 

7. ក. ្រសយប�� កថ់ា  
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  ជាសមកីរស�ងដ់ៃនេអលីបែដលមានផ�តិជាគល់ត្រម�យ នងិអក័្សធ ំជាអក័្សអបសីុ់ស 

ឧបមាថា  េគមានេអលីបផ�ិត ( )0 , 0O  ជាគល់ត្រម�យ និងអក័្សធំ 

េនេលអក័្សអប់សីុស ។ យក ( ),P x y  ជាចំណុចេនេលេអលីប 

តមនិយមនយ័េអលីប េគបាន ៖  2 1 2F P PF a+ =  

េដយ  ( ) ( )2 2 2 2 2
2 0 2F P x c y x xc c y= + + − = + + +  

          ( ) ( )2 2 2 2 2
1 0 2PF c x y c xc x y= − + − = − + +  

េគបាន៖ 

( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 4 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 4 2

2 2 2

2 2 2

2 4 4 2 2

4 4 4 2

2

2 2

2 2

x xc c y c xc x y a

x xc c y a c xc x y

x xc c y a a c xc x y c xc x y

xc a a c xc x y

a c xc x y a xc

a c xc x y a a xc x c

a c a xc a x a y a a xc x

+ + + + − + + =

+ + + = − − + +

+ + + = − − + + + − + +

= − − + +

− + + = −

− + + = − +

− + + = − +

( ) ( )
( )

2 2

2 2 2 2 2 2 4 2 2

2 2 2 2 2 2 4 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

,

1

c
a c a x a y a x c
a x x c a y a a c

x a c a y a a c b a c

b x a y a b

+ + = +

− + = −

− + = − = −

+ =

 

ែចកអង�ទងំពីរៃន ( )1  នឹង 2 2a b   េគបាន  
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  

ដូចេនះ    សមកីរេអលីបមានផ�ិតជាគល់ត្រម�យ និងអក័្សធំេនេលអក័្សអបសីុ់សគឺ 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =     ។ 

 



 

( ),P x y

y

xO
2F 1F

2V 1Vc
b

 



 

( ),P x y

y

xO( )2 ,0F c− ( )1 ,0F c
2V 1V
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ខ. ្រសយប�� កថ់ា 
2 2

2 2 1x y
b a

+ =  ជាសមកីរស�ងដ់ៃនេអលីបែដលមានផ�តិជាគល់ត្រម�យ នងិអក័្សធ ំជាអក័្សអរេដេន 

 

ឧបមាថា  េគមានេអលីបផ�ិត ( )0 , 0O  ជាគល់ត្រម�យ និងអក័្សធំ 

េនេលអក័្សអរេដេន ។ យក ( ),P x y  ជាចណុំចេនេលេអលីប 
 

តមនិយមនយ័េអលីប េគបាន ៖  1 2 2F P PF a+ =  

េដយ  ( ) ( )2 2 2 2 2
1 0 2F P x y c x y cy c= − + − = + − +  

          ( ) ( )2 2 2 2 2
2 0 2F P x y c x y cy c= − + + = + + +  

 

េគបាន៖ 
 

( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 4 2 2 2

2 2 2 2 2 2 4 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 4 4 2 2

4 2 4 4

2

2 2

x y cy c x y cy c a

x y cy c a x y cy c

x y cy c a a x y cy c x y cy c

a x y cy c a cy

a x y cy c a cy

a x y cy c a a cy c y

a x a y a c a c y
a x a y

+ + + + + − + =

+ + + = − + − +

+ + + = − + − + + + − +

+ − + = −

+ − + = −

+ − + = − +

+ + = +

+

( ) ( )
( )

2 2 4 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

,

1

c y a a c

a x a c y a a c b a c

a x b y a b

− = −

+ − = − = −

+ =

 

ែចកអង�ទងំពីរៃន ( )1  នឹង 2 2a b   េគបាន  
2 2

2 2 1x y
b a

+ =  

ដូចេនះ    សមកីរេអលីបមានផ�ិតជាគល់ត្រម�យ និងអក័្សធំេនេលអក័្សអរេដេនគឺ 
2 2

2 2 1x y
b a

+ =     ។ 

 

8.  រេបៀបទ ី១ : តមបំែលងកិល 

 ក. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ងដ់ៃនេអលីប ផ�តិ ( ),h k  នងិអក័្សធ្ំរសបនងឹអក័្សអបសីុ់សគ ឺ 
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

a b
− −

+ =  

េគេធ�បំែលងកិលេអលីប  
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  ពីផ�ិត ( )0 , 0O  េទជាផ�ិត ( ),I h k  េដយ ៖ 

-រកំិល h  ឯកត្រសបអក័្សអប់សីុស  េប 0h >  រកំិលេទខងស� ំ  ែតេប 0h <  រកំិលេទខងេឆ�ង ។ 

-រកំិល k  ឯកត្រសបអក័្សអរេដេន   េប 0k >  រកំិលេទខងេល  ែតេប 0k <  រកំិលេទខងេ្រកម ។ 

ដូចេនះ សមកីរស�ងដ់ៃនេអលីប ផ�ិត ( ),h k  និងអក័្សធំ្រសបនឹងអក័្សអប់សីុសគឺ  
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

a b
− −

+ =      ។ 











( ),P x y

y

xO

( )2 0,F c−

( )1 0,F c

2V

1V
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ខ. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ងដ់ៃនេអលីប ផ�តិ ( ),h k  នងិអក័្សធ្ំរសបនងឹអក័្សអរេដេនគ ឺ 
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

b a
− −

+ =   

េគេធ�បំែលងកិលេអលីប  
2 2

2 2 1x y
b a

+ =  ពីផ�ិត ( )0 , 0O  េទជាផ�ិត ( ),I h k  េដយ ៖ 

-រកំិល h  ឯកត្រសបអក័្សអប់សីុស  េប 0h >  រកំិលេទខងស� ំ  ែតេប 0h <  រកំិលេទខងេឆ�ង ។ 

-រកំិល k  ឯកត្រសបអក័្សអរេដេន   េប 0k >  រកំិលេទខងេល  ែតេប 0k <  រកំិលេទខងេ្រកម ។ 

ដូចេនះ សមកីរស�ងដ់ៃនេអលីប ផ�ិត ( ),h k  និងអក័្សធំ្រសបនឹងអក័្សអរេដេនគឺ  
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

b a
− −

+ =      ។ 

 

 រេបៀបទ ី២ :  តមនិយមនយ័េអលីប 

ក. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ងដ់ៃនេអលីប ផ�តិ ( ),h k  នងិអក័្សធ្ំរសបនងឹអក័្សអបសីុ់សគ ឺ 
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

a b
− −

+ =  

េគមាន េអលីបផ�ិត ( ),h k  និងអក័្សធំ្រសបអក័្សអបសីុ់ស 

នាឱំ្យ  កំណំុ  ( )1 ,F h c k+  និង  ( )2 ,F h c k−  

យក ( ),P x y  ជាចំណុចេនេលេអលីប 

តមនិយមនយ័េអលីបេគបាន  1 2 2F P PF a+ =   

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2
1

2 2

2 22

2 22

2

2 2

F P x h c y k

x h c y k

x h x h c c y k

x h xc hc c y k

 = − + + − 

 = − − + − 

= − − − + + −

= − − + + + −

 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2
2

2 2

2 22

2 22

2

2 2

F P x h c y k

x h c y k

x h x h c c y k

x h xc hc c y k

 = − − + − 

 = − + + − 

= − + − + + −

= − + − + + −

 

 េគបាន ៖ 

( ),P x y
y

xO

( )2 ,F h c k− ( )1 ,F h c k+
2V

1V( ),h k

h

k



   
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 22 2

2 2 2 22 2

2 2 2 2 2 22 2 2 2

2 22 2

2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 4 4 2 2 2 2

4 4 4 4 2 2

x h xc hc c y k x h xc hc c y k a

x h xc hc c y k a x h xc hc c y k

x h xc hc c y k a a x h xc hc c y k x h xc hc c y k

xc hc a a x h xc hc c y k

xc hc a

− − + + + − + − + − + + − =

− − + + + − = − − + − + + −

− − + + + − = − − + − + + − + − + − + + −

− + = − − + − + + −

− + = ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 22

2 22 2

2 22 2 4 2 2 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2 4 2 2 2

2 2

2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

a x h xc hc c y k

a x h xc hc c y k a xc hc

a x h xc hc c y k a x c h c a xc a hc xhc

a x h a xc a hc a c a y k a x c h c a xc a hc xhc

a x h a c a y k a x c h c

− − + − + + −

− + − + + − = + −

 − + − + + − = + + + − − 

− + − + + − = + + + − −

− + + − = + +

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2 22 2 2 2 4 2

2 2 22 2 2 4 2 2

2 22 2 2 2 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2

2 2

2 2

2

,

1

xhc

a x h a c a y k a c x h

a x h c x h a y k a a c

a c x h a y k a a c b a c

b x h a y k a b

x h y k
a b

−

− + + − = + −

− − − + − = −

− − + − = − = −

− + − =

− −
+ =

 

 

ដូចេនះ សមកីរស�ងដ់ៃនេអលីប ផ�ិត ( ),h k  និងអក័្សធំ្រសបនឹងអក័្សអប់សីុសគឺ  
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

a b
− −

+ =      ។ 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ងដ់ៃនេអលីប ផ�តិ ( ),h k  នងិអក័្សធ្ំរសបនងឹអក័្សអរេដេនគ ឺ 
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

b a
− −

+ =  

េគមាន េអលីបផ�ិត ( ),h k  និងអក័្សធំ្រសបអក័្សអេដេន េនាះកំណំុ  ( )1 ,F h c k+  និង  ( )2 ,F h c k−  ។ 

យក ( ),P x y  ជាចំណុចេនេលេអលីប 
 

តមនិយមនយ័េអលីបេគបាន  1 2 2F P PF a+ =   

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

22
1

22

2 2 2

2 2 2

2

2 2

F P x h y k c

x h y k c

x h y k y k c c

x h y k yc kc c

 = − + − + 

 = − + − − 

= − + − − − +

= − + − − + +

 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

22
2

22

2 2 2

2 2 2

2

2 2

F P x h y k c

x h y k c

x h y k y k c c

x h y k yc kc c

 = − + − − 

 = − + − + 

= − + − + − +

= − + − + − +

 











( ),P x y

y

xO

( )2 ,F h k c−

( )1 ,F h k c+

2V

1V



( ),h k

h

k
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 េគបាន ៖ 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 22 2

2 2 2 22 2

2 2 2 2 2 22 2 2 2

2 22 2

2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 4 4 2 2 2 2

4 4 4 4 2 2

x h y k yc kc c x h y k yc kc c a

x h y k yc kc c a x h y k yc kc c

x h y k yc kc c a a x h y k yc kc c x h y k yc kc c

yc kc a a x h y k yc kc c

a x h y k

− + − − + + + − + − + − + =

− + − − + + = − − + − + − +

− + − − + + = − − + − + − + + − + − + − +

− + = − − + − + − +

− + −

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2 2 2

2 22 2 4 2 2 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2 4 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2 4 2

2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2

yc kc c a yc kc

a x h y k yc kc c a y c k c a yc a kc ykc

a x h a y k a yc a kc a c a y c k c a yc a kc ykc

a x h a y k a c a y c k c ykc

a x h a y k a c a c

+ − + = + −

 − + − + − + = + + + − − 

− + − + − + = + + + − −

− + − + = + + −

− + − + = + ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2

2 2 22 2 2 4 2 2

2 22 2 2 2 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2

2 2

2 2

,

1

y k

a x h a y k c y k a a c

a x h a c y k a a c b a c

a x h b y k a b

x h y k
b a

−

− + − − − = −

− + − − = − = −

− + − =

− −
+ =

 

 

ដូចេនះ សមកីរស�ងដ់ៃនេអលីប ផ�ិត ( ),h k  និងអក័្សធំ្រសបនឹងអក័្សអរេដេនគឺ  
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

b a
− −

+ =      ។ 

 

9. ្រសយប�� កថ់ា  េអលីបមានសមកីរទូេទ 2 2 0Ax By Cx Dy E+ + + + =  ែដល 0A B⋅ >  នងិ A B≠   

-េគពនា� ត សមកីរស�ងដ់              
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

a b
− −

+ =           គុណអង�ទងំពីរនឹង  2 2a b   េគបាន   

 

( ) ( )
( ) ( )

2 22 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2
2 2 0

b x h a y k a b

b x hx h a y ky k a b

b x b hx b h a y a ky a k a b
b x a y b hx a ky b h a k a b

− + − =

− + + − + =

− + + − + =

+ − − + + − =

 

 

-េគពនា� ត សមកីរស�ងដ់             
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

b a
− −

+ =            គុណអង�ទងំពីរនឹង 2 2a b   េគបាន   

 

( ) ( )
( ) ( )

2 22 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2
2 2 0

a x h b y k a b

a x hx h b y ky k a b

a x a hx a h b y b ky b k a b
a x b y a hx b ky a h b k a b

− + − =

− + + − + =

− + + − + =

+ − − + + − =

 

េ្រកយពីពនា� តសមកីរស�ង់ដទងំពីរមានរង  2 2 0Ax By Cx Dy E+ + + + =    ែដល  2 2 0AB a b= >  

ដូចេនះ     សមកីរទូេទៃនេអលីបគឺ  2 2 0Ax By Cx Dy E+ + + + =  ែដល 0 ,AB A B> ≠     ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន េកនកិ  ថា� កទ់ី ១២ 

អុីែពបូល 

10. ក. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ងដ់ៃនអុែីពបលូែដលមានផ�តិជាគល់ត្រម�យ នងិអក័្សទទងឹជាអក័្សអបសីុ់សគ ឺ  
2 2

2 2 1x y
a b

− =  

េគមាន  អុីែពបូលមានផ�ិតេនគល់ត្រម�យ និងអក័្សទទឹងជាអក័្សអបសីុ់ស 

េគយក ( ),P x y  េនេលប៉ារ៉បូល  និងយក  2 2 2b c a= −  

េគបាន កំណំុ ( )1 0 ,F c  និង ( )2 0 ,F c−  
 

តមនិយមនយ័ អុីែពបូល េគបាន  1 2 2F P F P a− =  

ឬ    1 2 2F P F P a− = ±     ឬ    1 22F P a F P= ± +  
 

េដយ   ( ) ( )2 2 2 2 2
1 0 2F P x c y x xc c y= − + − = − + +  

  ( ) ( )2 2 2 2 2
2 2F P x c y c x xc c y= + + − = + + +  

េគបាន  

( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 4 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2

2 2 2 2 2 2 4 2 2

2 2 2

2 4 4 2 2

4 4 4 2

2

2 2

2 2

x xc c y a x xc c y

x xc c y a a x xc c y x xc c y

xc a a x xc c y

a x xc c y a xc

a x xc c y a a xc x c

a x a xc a c a y a a xc x c
a x a c a y a x c

− + + = ± − + + +

− + + = + + + + + + +

− = + + +

± + + + = +

+ + + = + +

+ + + = + +

+ + = +





( ) ( )

( )

2 2 4 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

,

1 1

a c a x c a x a y

a c a c a x a y b c a

a b b x a y
x y
a b

− = − −

− = − − = −

= −

= −

 

ទញរក y  ពីសមកីរ ( )1  េគបាន  
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 21 1 1y x x xy b y b

b a a a
   

= − ⇔ = − ⇒ = ± −   
   

 មាននយ័លុះ្រតែត 

2
2 2

2 1 0x x a
a

− ≥ ⇒ ≥   នាឱំ្យ    x a≥  ឬ x a≤ −    េគបាន  
2 2 2

2
2 2 21 1x a b ay b y x

a x a x
 

= ± ⋅ − ⇔ = ± − 
 

 

េប x →+∞  េនាះកេន្សោម 
2

21 1a
x

− →  េហយ អរេដេន  y  ៃនចំណុច ( ),P x y េនេលអុីែពបូលខិតជិត 
b x
a

  ឬ  
b x
a

−   ។ 

ដូចេនះចំណុច ( ),P x y  ខិតជិតបនា� ត ់
by x
a

=  កលណា 0y >  និងខិតជិតបនា� ត ់
by x
a

= −  កលណា 0y <  ។ 

ស� នភាពដូចគា�  េប x a≤ −  េនាះ x →−∞  ។ បនា� តម់ានសមកីរ 
by x
a

= ±  ជាអសីុមតូតៃនអុីែពបូល  
2 2

2 2 1x y
a b

− =  

ដូចេនះ     សមកីរស�ងដ់ៃនអុីែពបូលែដលមានផ�ិតជាគល់ត្រម�យ និងអក័្សទទឹងជាអក័្សអបសីុ់សគឺ   
2 2

2 2 1x y
a b

− =       ។  

( ),P x y

O



( )1 ,0F c( )2 ,0F c− 1V2V
x

y

េរៀបេរៀងេដយ : គរនុិស្សតិ  េ្របស ដរ៉ 276 ឯកេទស : គណិតវទិ្យោ 
www.facebook.com/7khmer
fb : Entertainment  And Knowledge



ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន េកនកិ  ថា� កទ់ី ១២ 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ងដ់ៃនអុែីពបលូែដលមានផ�តិជាគល់ត្រម�យ នងិអក័្សទទងឹជាអក័្សអរេដេនគ ឺ 
2 2

2 2 1y x
a b

− =   

េគមាន  អុីែពបូលមានផ�ិតេនគល់ត្រម�យ និងអក័្សទទឹងជាអក័្សអរេដេន 

េគយក ( ),P x y  េនេលប៉ារ៉បូល  និងកំណតយ់ក  2 2 2b c a= −  

េគបាន  កំណំុ ( )1 0 ,F c  និង ( )2 0 ,F c−  

តមនិយមនយ័ អុីែពបូល េគបាន  1 2 2F P F P a− =  

ឬ    1 2 2F P F P a− = ±     ឬ    1 22F P a F P= ± +  

េដយ   ( ) ( )2 2 2 2 2
1 0 2F P x y c x y yc c= − + − = + − +  

  ( ) ( )2 2 2 2 2
2 0 2F P x y c x y yc c= − + + = + + +  

េគបាន  

( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 4 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2

2 2 2 2 2 2 4 2 2

2 2 2

2 4 4 2 2

4 4 4 2

2

2 2

2 2

x y yc c a x y yc c

x y yc c a a x y yc c x y yc c

yc a a x y yc c

a x y yc c a yc

a x y yc c a a yc y c

a x a y a yc a c a a yc y c
a x a y a c a y c

+ − + = ± − + + +

+ − + = + + + + + + +

− = + + +

± + + + = +

+ + + = + +

+ + + = + +

+ + = +





( ) ( )
2 2 4 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

,

1

a c a y c a y a x

a c a c a y a x b c a

a b b y a x
y x
a b

− = − −

− = − − = −

= −

− =

 

ដូចេនះ        សមកីរស�ង់ដៃនអុីែពបូលែដលមានផ�ិតជាគល់ត្រម�យ និងអក័្សទទឹងជាអក័្សអរេដេនគឺ  
2 2

2 2 1y x
a b

− =      ។ 

 

11. រេបៀបទ ី១ : តមបំែលងកិល 

ក. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ងដ់ៃនអុែីពបលូមានផ�តិ ( ),h k នងិអក័្សទទងឹ្រសបនងឹអក័្សអបសីុ់សគ ឺ 
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

a b
− −

− =  

េគេធ�បំែលងកិលអុីែពបូល  
2 2

2 2 1x y
a b

− =  ពីផ�ិត ( )0 , 0O  េទជាផ�ិត ( ),I h k  េដយ ៖ 

-រកំិល h  ឯកត្រសបអក័្សអប់សីុស  េប 0h >  រកំិលេទខងស� ំ  ែតេប 0h <  រកំិលេទខងេឆ�ង ។ 

-រកំិល k  ឯកត្រសបអក័្សអរេដេន   េប 0k >  រកំិលេទខងេល  ែតេប 0k <  រកំិលេទខងេ្រកម ។ 

ដូចេនះ សមកីរស�ងដ់ៃនអុីេពបូលមានផ�ិត ( ),h k និងអក័្សទទឹង្រសបនឹងអក័្សអបសីុ់សគឺ  
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

a b
− −

− =      ។ 

 



 ( ),P x y( )1 0,F c

( )2 0,F c−

2V

1V

O
x



y
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន េកនកិ  ថា� កទ់ី ១២ 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ងដ់ៃនអុែីពបលូមានផ�តិ ( ),h k នងិអក័្សទទងឹ្រសបនងឹអក័្សអេដេនគ ឺ 
( ) ( )2 2

2 2 1
y h x h

a b
− −

− =  

េគេធ�បំែលងកិលអុីែពបូល  
2 2

2 2 1y x
a b

− =  ពីផ�ិត ( )0 , 0O  េទជាផ�ិត ( ),I h k  េដយ ៖ 

-រកំិល h  ឯកត្រសបអក័្សអប់សីុស  េប 0h >  រកំិលេទខងស� ំ  ែតេប 0h <  រកំិលេទខងេឆ�ង ។ 

-រកំិល k  ឯកត្រសបអក័្សអរេដេន   េប 0k >  រកំិលេទខងេល  ែតេប 0k <  រកំិលេទខងេ្រកម ។ 

ដូចេនះ សមកីរស�ងដ់ៃនអុីេពបូលមានផ�ិត ( ),h k និងអក័្សទទឹង្រសបនឹងអក័្សអរេដេនគឺ  
( ) ( )2 2

2 2 1
y h x h

a b
− −

− =      ។ 

 

រេបៀបទ ី២ : តមនិយមន័យអុីែពបូល 

ក. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ងដ់ៃនអុែីពបលូមានផ�តិ ( ),h k នងិអក័្សទទងឹ្រសបនងឹអក័្សអបសីុ់សគ ឺ 
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

a b
− −

− =  

េគមាន  អុីែពបូលែដលមានផ�ិត ( ),h k  និងអក័្សទទឹង្រសបអក័្សអបសីុ់ស 

េគបាន  កំណំុ ( )1 ,F h c k+  និង ( )2 ,F h c k−  

យក ( ),P x y  ជាចំណុចេនេលអុីែពបូល និងយក 2 2 2b c a= −  
 

តមនិយមនយ័ អុីែពបូល េគបាន 1 2 2F P F P a− =  

ឬ    1 2 2F P F P a− = ±     ឬ    1 22F P a F P= ± +  

េដយ    

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2
1

2 2

2 22

2 22

2

2 2

F P x h c y k

x h c y k

x h x h c c y k

x h xc hc c y k

 = − + + − 

 = − − + − 

= − − − + + −

= − − + + + −

 

 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2
2

2 2

2 22

2 22

2

2 2

F P x h c y k

x h c y k

x h x h c c y k

x h xc hc c y k

 = − − + − 

 = − + + − 

= − + − + + −

= − + − + + −

 

េគបាន ៖ 

( ),P x y

( )1 ,F h c k+( )2 ,F h c k−

O x

y

k

h

( ),h k

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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 22 2

2 2 2 2 2 22 2 2 2

2 22 2

2 22 2

2 22 2

2 2 2 2 2

2 2 4 4 2 2 2 2

4 4 4 4 2 2

2 2

2 2

x h xc hc c y k a x h xc hc c y k

x h xc hc c y k a a x h xc hc c y k x h xc hc c y k

xc hc a a x h xc hc c y k

a x h xc hc c y k a xc hc

a x h xc hc c y k

− − + + + − = ± − − + − + + −

− − + + + − = − + − + + − + − + − + + −

− + = − + − + + −

− + − + + − = + −

− + − + + −





( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

4 2 2 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2 4 2 2 2 2 2

2 2 22 2 2 2 4 2

2 2 22 2 4 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

2

a x c h c a xc a hc xhc

a x h a xc a hc a c a y k a x c h c a xc a hc xhc

a x h a c a y k a x c h c xhc

a x h a c a y k a c x h

a c a c x h a x h a y k

a c a c

  = + + + − − 

− + − + + − = + + + − −

− + + − = + + −

− + + − = + −

− = − − − − −

− = −( )( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 22 2 2 2 2

2 22 2 2 2

2 2

2 2

,

1

a x h a y k b c a

a b b x h a y k

x h y k
a b

− − − = −

= − − −

− −
= −

 

ដូចេនះ សមកីរស�ងដ់ៃនអុីេពបូលមានផ�ិត ( ),h k និងអក័្សទទឹង្រសបនឹងអក័្សអបសីុ់សគឺ  
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

a b
− −

− =      ។ 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ងដ់ៃនអុែីពបលូមានផ�តិ ( ),h k នងិអក័្សទទងឹ្រសបនងឹអក័្សអេដេនគ ឺ 
( ) ( )2 2

2 2 1
y h x h

a b
− −

− =  

េគមាន  អុីែពបូលែដលមានផ�ិត ( ),h k  និងអក័្សទទឹង្រសបអក័្សអេដេន 

េគបាន  កំណំុ ( )1 ,F h k c+  និង ( )2 ,F h k c−  

យក ( ),P x y  ជាចំណុចេនេលអុីែពបូល និងយក 2 2 2b c a= −  
 

តមនិយមនយ័ អុីែពបូល េគបាន 1 2 2F P F P a− =  

ឬ    1 2 2F P F P a− = ±     ឬ    1 22F P a F P= ± +  

េដយ    

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

22
1

22

2 2 2

2 2 2

2

2 2

F P x h y k c

x h y k c

x h y k y k c c

x h y k yc ck c

 = − + − + 

 = − + − − 

= − + − − − +

= − + − − + +

 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

22
2

22

2 2 2

2 2 2

2

2 2

F P x h y k c

x h y k c

x h y k y k c c

x h y k yc ck c

 = − + − − 

 = − + − + 

= − + − + − +

= − + − + − +

 

k

h

( ),P x y( )1 ,F h k c+

( )2 ,F h k c−

O
x

y

( ),h k

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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន េកនកិ  ថា� កទ់ី ១២ 

េគបាន ៖ 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 22 2

2 2 2 2 2 22 2 2 2

2 22 2

2 2 2 2

2 22

2 2 2 2 2

2 2 4 4 2 2 2 2

4 4 4 4 2 2

2 2

2 2

x h y k yc ck c a x h y k yc ck c

x h y k yc ck c a a x h y k yc ck c x h y k yc ck c

yc ck a a x h y k yc ck c

a x h y k yc ck c a yc ck

a x h y k yc ck c

− + − − + + = ± − − + − + − +

− + − − + + = − + − + − + + − + − + − +

− + = − + − + − +

± − + − + − + = + −

− + − + − +





( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

2 4 2 2 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2 4 2 2 2 2 2

2 2 22 2 2 2 4 2

2 2 22 2 4 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

2

a y c c k a yc a ck ykc

a x h a y k a yc a ck a c a y c c k a yc a ck ykc

a x h a y k a c a y c c k ykc

a x h a y k a c a c y k

a c a c y k a y k a x h

a c a c

  = + + + − − 

− + − + − + = + + + − −

− + − + = + + −

− + − + = + −

− = + − − − − −

− = ( )( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 22 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2

2 2

2 2

,

1

a y k a x h b c a

a b b y k a x h

y k x h
a b

− − − − = −

= − − −

− −
= −

 

 

ដូចេនះ សមកីរស�ងដ់ៃនអុីេពបូលមានផ�ិត ( ),h k និងអក័្សទទឹង្រសបនឹងអក័្សអរេដេនគឺ  
( ) ( )2 2

2 2 1
y h x h

a b
− −

− =      ។ 

12. ្រសយប�� កថ់ា  អុែីពបលូមានសមកីរទូេទ 2 2 0Ax By Cx Dy E+ + + + =  ែដល 0AB <  បានពសី្រម�លរងសមកីរស�ងដ់ 

េគពនា� តសមកីរស�ងដ់                 
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

a b
− −

− =   េគបាន ៖ 

( ) ( )
( ) ( )

2 22 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2
2 2 0

b x h a y k a b

b x xh h a y yk k a b

b x b xh b h a y a yk a k a b
b x a y b xh a yk b h a k a b

− − − =

− + − − + =

− + − + − =

− − + + − − =

 

េគពនា� តសមកីរស�ងដ់                 
( ) ( )2 2

2 2 1
y h x h

a b
− −

− =   េគបាន ៖ 

( ) ( )
( ) ( )

2 22 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2
2 2 0

b y k a x h a b

b y yk k a x xh h a b

b y b yh b k a x a xh a h a b
a x b y a xh b yh b k a h a b

− − − =

− + − − + =

− + − + − =

− + + − + − − =

 

េ្រកយពីពនា� តសមកីរស�ង់ដនីមយួៗ េគបានសមកីរមានរងទូេទ 2 2 0Ax By Cx Dy E+ + + + =  ែដលមាន  

( ) ( )2 2 2 2 0A B b a a b⋅ = − = − <   េ្រពះ 2 2 0a b >  និង 0 , 0a b≠ ≠  

ដូចេនះ     អុីែពបូលមានសមកីរទូេទ 2 2 0Ax By Cx Dy E+ + + + =  ែដល 0AB <  បានពីស្រម�លរងសមកីរស�ងដ់     ។ 

 

េរៀបេរៀងេដយ : គរនុិស្សតិ  េ្របស ដរ៉ 280 ឯកេទស : គណិតវទិ្យោ 
www.facebook.com/7khmer
fb : Entertainment  And Knowledge



 

រង�ង់ 

1. និយមន័យរង�ង់ 

 រង�ង ់ជាសំណំុចំណុចជាេ្រចនេនក�ុងប�ងម់យួ ែដលស�ិតេនេស� 

 ចមា� យពីចំណុចនឹងមយួ ែដលចំណុចនឹងេនាះ េហថា ផ�តិរង�ង ់។ 

2. លក�ណៈៃនរង�ង់ 

 លក�ណៈៃនរង�ងរ់មួមានដូចខងេ្រកមៈ 

  ករំង�ង ់OA OB OC= =  (អង�តភ់ា� បពី់ផ�តិេទែខ្សរង�ង)់ 

 អង�តធ់�ូ BC  (អង�តែ់ដលភា� បពី់ចំណុច B  េទចំណុច C ) 

  អង�តផ់�តិ AB  (អង�តធ់�ូែវងជាងេគ ឬអង�តែ់ដលគូសកតផ់�តិរង�ង)់ 

  ផ�ិត O  (ជាចំណុចផ�ិតឆ�ុះៃនរង�ង ់ឬចំណុចកណា� លៃនរង�ង)់ 

  ធ�ូ BC  (ជា្របែវងែខ្សេកង BC  ែដលខណ� េដយអង�តធ់�ូ BC ) 

  មុផំ�ិត α  (មុមំានកំពូលេនេលផ�ិតរង�ង)់ 

  មុកំ�ុងរង�ង ់ឬមុជំុំវញិផ�ិតមានរង� ស់េស�នឹង 360°  ។ 

  រង�ងគ់ា� នៃផ�េទ វដូចជាកងៃដ ែតថាសេទបមានៃផ� ។ 

  រង�ងម់ានផ�ិតឆ�ុះមយួ គឺជាចំណុចផ�ិតរបស់វ ។ ្រគបអ់ង�តផ់�ិត ជាអក័្សឆ�ុះៃនរង�ង ់។ 
 

3. ទំន‌ក់ទំនងក� �ងរង�ង់ 

 កតំងេដយ R  (ជាវមិា្រតៃនរង�ង)់ 

  អង�តផ់�តិតងេដយ D  ែដល 2D R=  

  បរមិា្រតរង�ងត់ងេដយ P  ែដល 2P Rπ=  ឬ P Dπ=  

  ៃផ�ថាសតងេដយ S  ែដល  2S Rπ=  ឬ 
2

4
DS π

=  

  ្របែវងធ�ូ BC  មានរូបមន�ៈ   2
360

o

oBC R απ= ×  ឬ 
360

o

oBC P α
= ×  

  ៃផ�ចេ្រម�កថាសមានរូបមន�  2

360

o

os R απ= ×  

 

4. ទីតាងំៃនរង�ង់ពីរ 

 ១. រង�ងក់តគ់ា� ៈ  រង�ងពី់រកតគ់ា� េគបានចំណុច្របសព�ពីរ។ ្រចសមកវញិ  

  កលណារង�ងពី់រមានចំណុច្របសព�ពីរ មាននយ័ថារង�ង ់

  ទងំពីរកតគ់ា� ។ 
 

 ២-រង�ងប់ះ៉គា� ៈ  រង�ងពី់របះ៉គា�  េគបានចំណុចរមួមយួ គឺចំណុចបះ៉ ។ រង�ង ់

  ពីរបះ៉គា� មានពីរករណី គឺរង�ងប់ះ៉ក�ុង និងរង�ងប់ះ៉េ្រក។ 
 

៣-រង�ងគ់ា� នចំណុច្របសព�ៈ  រង�ងគ់ា� នចំណុច្របសព� មាននយ័ថា រង�ងគ់ា� ន  

  ចំណុចរមួគា� ៃនែខ្សរង�ង។់ 



••

A

B

OO′

••
•

•

•• •• ••

O

C

α
B

A B•

C

O
α
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5. ទីតាងំៃនបន‌� ត់ និងរង�ង់  

មានរង�ងផ់�ិត O  ក ំ R  មយួ និងបនា� ត ់  មយួ ។ េយងមានបីករណីដូចខងេ្រកម ៖ 

គា� នចំណុច្របសព� មានចំណុច្របសព� ១ មានចំណុច្របសព� ២ 

 

 

 

 

OH R>  
បនា� ត ់  និងរង�ងគ់ា� នចំណុចរមួ ។ 

េគថា បនា� ត ់  េនខងេ្រករង�ង ់ ។ 

 

 

 

 

 

OH R=  
បនា� ត ់  និងរង�ងម់ានចំណុចរមួមយួ ។ 

េគថា បនា� ត ់  បះ៉រង�ង ់ េហយែកងនឹង 

ករំង�ង ់[ ]OH  ្រតង ់ H  ។ 

 

 

 

 

OH R<  
បនា� ត ់  និងរង�ងម់ានចំណុចរមួពីរ 

្រតង ់ A  និង B  ។ 

េគថា បនា� ត ់  កតរ់ង�ង ់ ។ 
 

6. លក�ណៈៃនបន‌� ត់ប៉ះនឹងធ� � 

       េបបនា� តប់ះ៉រង�ង្់រសបេទនឹងអង�តធ់�ូមយួ  

េនាះចំណុចបះ៉ែចកធ�ូសន�ឹងជាពីរែផ�កប៉ុនគា�  ។ 

  ស្រមាយប�� ក ់

េគឱ្យបនា� ត ់ EF  បះ៉រង�ង ់O  ្រតងចំ់ណុច C  ។ អង�តធ់�ូ AB   

្រសបនឹងបនា� ត ់ EF  ។ ្រសយប�� កថ់ា  AC BC=  ។ 

្រសយប�� ក ់: េដយ EF  បះ៉រង�ង្់រតងចំ់ណុច C  េនាះ 

OC EF⊥  និង AB EF  នាឱំ្យ OC AB⊥  

េដយករំង�ង្់រត�វែកងនឹងអង�តធ់�ូ្រតងចំ់ណុចកណា� លជានិច� 

េនាះ OC  ជាេមដ្យោទរ័ៃនអង�ត ់ AB  េគបាន AC BC=  ឬ  AC BC=  ។ 
 

7. បន‌� ត់ប៉ះពីរែដលគូសេចញពចំីណចុរួមមួយ េ�េ្រ�រង�ង់ 

      េបបនា� តពី់រគូសេចញពីចំណុចរមួ A  មយួេនេ្រករង�ង ់ 

 មានផ�តិ O  េហយបះ៉រង�ងេ់នះ្រតង ់ B  និង C  េគបាន ៖  

 , ,AB AC OAB OAC BOA COA= ∠ = ∠ ∠ = ∠  

  ស្រមាយប�� ក ់

េដយ ,AB AC  ជាបនា� តប់ះ៉រង�ង្់រតង ់ ,B C  េរៀងគា�  េនាះ OB AB⊥   និង  OC AC⊥  

េគបាន OAB  និង OAC  ជា្រតីេកណែកងែដលមាន ៖ 

-្រជ�ង OA  ជាអីុប៉ូេតនុសរមួគា�  

-្រជ�ង OB OC=  ជាករំង�ងែ់តមយួ 

នាឱំ្យ OAB OAC≅  តមលក�ខណ� ទី២ អ.ជ 

វបិាក  
OAB
OAC

≅ ⇒ , ,AB AC OAB OAC BOA COA= ∠ = ∠ ∠ = ∠  





O
R H 



O
R H 



O H

A

B

A B


O

E F
C

A

B

C

O
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8. ចតុេកាណចា죤រ�កេ្រ�រង�ង់ 

       ក�ុងចតុេកណចរកឹេ្រករង�ងម់យួ  

មានផលបូករង� ស់្រជ�ងឈមេស�គា�   

AB CD BC AD+ = +   ។ 

  ស្រមាយប�� ក ់

 តង , , ,x y z t  ជាចំណុចែដលចតុេកណបះ៉រង�ង ់

 តមលក�ណៈបនា� តប់ះ៉េគបាន ៖ 

 
,
,

Ax At Bx By
Cy Cz Dz Dt

= =
= =

 

 េគបាន    AB CD Ax Bx Cz Dz+ = + + +  

    ( ) ( )
At By Cy Dt
At Dt By Cy

AD BC

= + + +

= + + +

= +

 

 ដូចេនះ   AB CD BC AD+ = +   ។ 

9. មំុផ� ិត 

      មុផំ�តិ ជាមុែំដលមានកំពូលេនេលផ�តិរង�ង ់។ 

រង� ស់មុផំ�តិេស�នឹងរង� ស់ធ�ូស� ត ់។ O AB∠ =  
 

 ្រសយប�� ក ់: មុផំ�តិមានរង� ស់េស�នឹងធ�ូស� តរ់បស់វ 

េដយមុផំ�តិមានរង� ស់ 360°  និងធ�ូរង�ងម់ានរង� ស់ 360°  ែដរ 

ដូចេនះ  មុផំ�តិ្រត�វមានរង� ស់េស�នឹងធ�ូស� តៃ់នមុផំ�តិេនាះែដរ ។ 

10. មំុចារ�ក 

     មុចំរកឹ ជាមុែំដលមានកំពូលេនេលរង�ង ់េហយ្រជ�ង 

ពីរេទៀតកតរ់ង�ង ់។ រង� ស់មុចំរកឹេស�កន�ះធ�ូស� ត។់ 

 



2
ABC∠ =

 
 

  ្រសយប�� កថ់ា  


2
ABC∠ =  

េគមានបីករណីដូចខងេ្រកម េដម្បបីង� ញថាមុចំរកឹមានរង� ស់េស�នឹងពកក់ណា� លធ�ូស� តរ់បស់វ ៖ 

∗  ករណី្រជ�ងមុកំតផ់�តិ    

  គូសភា� ប ់OA  េគបាន AOC  ជា្រតីេកណសមបាទ ែដល A C∠ = ∠  

  េហយ C A AOB∠ +∠ = ∠  ឬ  2 C AOB∠ = ∠  េ្រពះ A C∠ = ∠  

  េដយ AOB AB∠ =  េនាះ 2 C AB∠ =   ទញបាន  


2
ABC∠ =  ។ 
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B
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
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
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
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
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∗  ករណីផ�តិរង�ងេ់នក�ុងមុ ំ    

 គូសអង�តផ់�តិ CD  េគបាន ACB ACD BCD∠ = ∠ +∠  

 តមករណីទី១ ខងេល 

1
2

ACD AD∠ =  និង 


2
BDBCD∠ =  

 នាឱំ្យ 
    

2 2 2 2
AD BD AD BD ABACB +

∠ = + = =  ឬ 


2
ABC∠ =  ។ 

∗  ករណីផ�តិរង�ងេ់នេ្រកមុ ំ

  គូសអង�តផ់�តិ CD  េគបាន ACB ACD BCD∠ = ∠ −∠  

  តមករណីទី១ ខងេល 


2
ADACD∠ =  និង 



2
BDBCD∠ =  

 នាឱំ្យ 
    

2 2 2 2
AD BD AD BD ABACB −

∠ = − = =  ឬ 


2
ABC∠ =  ។ 

11. មំុចារ�កកន�ះរង�ង់ 

     មុចំរកឹកន�ះរង�ង ់ជាមុែំដលមានកំពូលេនេលរង�ង ់េហយ្រជ�ងទងំ 

ពីរកតរ់ង�ង ់ ែដលចំណុចកតទ់ងំពីរភា� បប់ានជាអង�តផ់�តិៃនរង�ង ់ ។  

មុចំរកឹកន�ះរង�ងម់ានរង� ស់េស�នឹង 90°  ។ 
 

 

  ស្រមាយប�� ក ់

្រសយប�� កថ់ា មុចំរកឹកន�ះរង�ងម់ានរង� ស់េស� 90°  

េដយ BC  ជាអង�តផ់�តិ មុផំ�តិ  180BOC BC∠ = = °  

មុ ំ A∠  ជាមុចំរកឹមានធ�ូស� ត ់BC  នាឱំ្យ 
 180 90
2 2

BCA °
∠ = = = °  ។ 

12. មំុចារ�កពិេសស 

មុចំរកឹពិេសស គឺជាមុែំដលេកតេដយកន�ះបនា� តប់ះ៉ និងខ� តគូ់ស 

េចញពីចំណុចបះ៉។ រង� ស់មុចំរកឹពិេសសេស�កន�ះធ�ូស� ត ់។ 

  



2
ABA∠ =

 

  ស្រមាយប�� ក ់

 ្រសយប�� កថ់ា រង� ស់មុចំរកឹពិេសសេស�កន�ះធ�ូស� ត ់

 គូសអង�តធ់�ូ BC  ឱ្យ្រសបនឹងបនា� តប់ះ៉ េនាះេគបាន ៖ 

 xAB ABC∠ = ∠  (មុឆំា� ស់ក�ុង) និងធ�ូ  AB AC=  

 េដយ  
 

2 2
AC ABABC∠ = =  

 នាឱំ្យ   


2
ABxAB∠ =   ឬ  



2
ABA∠ =   ។ 
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13. មំុក� �ងរង�ង់ 

      មុកំ�ុងរង�ង ់គឺជាមុែំដលមានកំពូលេនខងក�ុងៃនរង�ង ់េហយ្រជ�ង 

និងបនា� យៃន្រជ�ងកតរ់ង�ង ់។ មុកំ�ុងរង�ងម់ានរង� ស់េស�កន�ះៃនផល 

បូកធ�ូស� តមុ់េំនាះ និងធ�ូែដលស� តប់នា� យ្រជ�ងៃនមុេំនាះ។ 

 

 

2
AB CDI +

∠ =
 

  ស្រមាយប�� ក ់

 ្រសយប�� កថ់ា មុកំ�ុងរង�ងម់ានរង� ស់េស�កន�ះៃនផល 

 បូកធ�ូស� តមុ់េំនាះ និងធ�ូែដលស� តប់នា� យ្រជ�ងៃនមុេំនាះ 

 គូសភា� បអ់ង�តធ់�ូ AC  េនាះ ACI  ជា្រតីេកណែដលមាន 

 CID ACB CAD∠ = ∠ +∠  (មុេំ្រកៃន្រតីេកណ) 

 ែត 
 

,
2 2

AB CDACB CAD∠ = ∠ =  

 នាឱំ្យ 
   

2 2 2
AB CD AB CDCID +

∠ = + =  ឬ 
 

2
AB CDI +

∠ =  ។ 

14. មំុេ្រ�រង�ង់ 

       មុេំ្រករង�ង ់ជាមុែំដលមានកំពូលេនខងេ្រកៃនរង�ង ់េហយ្រជ�ង 

របស់វកតរ់ង�ង។់ មុេំ្រករង�ង ់មានរង� ស់េស�កន�ះៃនផលដកធ�ូស� ត ់

ទងំពីរៃនមុេំនាះ។ 

 

 

2
CD ABP −

∠ =
 

  ស្រមាយប�� ក ់

 ្រសយប�� កថ់ា មុេំ្រករង�ង ់មានរង� ស់េស�កន�ះៃន 

 ផលដកធ�ូស� ត ់ទងំពីរៃនមុេំនាះ 

 គូសភា� បអ់ង�តធ់�ូ BC  េនាះ PBC  ជា្រតីេកណមាន 

 CPB BCP CBD∠ +∠ = ∠  (មុេំ្រក្រតីេកណ) 

 នាឱំ្យ CPB CBD BCP∠ = ∠ −∠  

 ែត   
 

,
2 2

CD ABCBD BCP BCA∠ = ∠ = ∠ =  

 េគបាន 
   

2 2 2
CD AB CD ABCPB −

∠ = − =  ឬ 
 

2
CD ABP −

∠ =   
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15. អង�ត់ធ� � និងធ� � 

 អង�តធ់�ូ ជាអង�តែ់ដលគូសភា� បពី់រចំណុចេនេលរង�ង ់ ។ អង�តធ់�ូកំណតប់ានធ�ូសន�ឹង ។ 

 អង�តធ់�ូែដលែវងជាងេគ្រត�វកតត់មផ�តិៃនរង�ង ់េគេហថាអង�តផ់�តិ ។ 

 អង�តផ់�ិត គឺ្រត�វែកងនឹងអង�តធ់�ូ ្រតងចំ់ណុចកណា� ល ។ 

 អង�តធ់�ូកនែ់តែវង គឺកនែ់តេនជិតផ�តិ ។ 

 អង�តធ់�ូកនែ់តែវង កំណតប់ានធ�ូសន�ឹងកនែ់តធំ ។ 

 ធ�ូ ជាកំេណាងៃនរង�ងែ់ដលកំណតេ់ដយអង�តធ់�ូ ។ 

 ធ�ូពីរេនចេនា� ះអង�តធ់�ូ្រសបគា�  ជាធ�ូប៉ុនគា�  ។ 

16. ទំន‌ក់ទំនងរវ‌ងអង�ត់ធ� � និងធ� � 

        ក�ុងរង�ងែ់តមយួ ឬរង�ងពី់រប៉ុនគា�  េបអង�តធ់�ូប៉ុនគា�   

 េនាះធ�ូែដលកំណតេ់ដយអង�តធ់�ូទងំពីរកប៏៉ុនគា� ែដរ ។ 

 AB CD=   េនាះ    AB CD=  
 

  ស្រមាយប�� ក ់

 េគភា� ប ់ , ,OA OB OC  និង OD  េគបាន ៖ 

 OAB  និង OCD  ជា្រតីេកណែដលមាន ៖ 

 -្រជ�ង OA OC=  (ករំង�ងែ់តមយួ) 

 -្រជ�ង OB OD=  (ករំង�ងែ់តមយួ) 

 -្រជ�ង AB CD=  (សម�តិកម�) 

 នាឱំ្យ OAB OCDD ≅ D  តមលក�ខណ� ទី៣ ជ.ជ.ជ 

 វបិាក  
OAB

AOB COD
OCD
D

≅ ⇒ ∠ = ∠
D

 (ជាមុផំ�តិដូចគា� ) 

 ែត  ,AOB AB COD CD∠ = ∠ =  (ធ�ូស� ត ់និងមុផំ�តិមានរង� ស់េស�គា� ) 

 នាឱំ្យ   AB CD=   ។ ដូចេនះ  េបធ�ូ AB CD=   េនាះ    AB CD=   ។ 

17. ការកណំត់រង�ង់  

មយួចំណុច A  ពីរចំណុច A  និង B  បីចំណុច ,A B  និង C  

 

 

 

 

តមចំណុច A  មយួេគអចគូសរង�ង ់

បានេ្រចនរបម់និអស់ ។ 

 

 

 

 

តមពីរចំណុច A  និង B  េគអចគូស 

រង�ងប់ានេ្រចនរបម់និអស់ ែដលមានផ�តិ 

ឋតិេនេលបនា� តែ់តមយួ ។ 

 

 

 

 

តមបីចំណុច , ,A B C  េគអច 

គូសរង�ងប់ានែត មយួគត ់។ 
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18. សមីការស�ង់ដ‌ៃនរង�ង់ 

 សមកីរស�ងដ់ៃនរង�ងែ់ដលមានផ�តិ ( )0 , 0O  និងក ំ r  គឺ : 

2 2 2x y r+ =   ។ 

  ស្រមាយប�� ក ់

តង ( ),P x y  ជាចំណុចេនេលរង�ង ់េគបាន OP r=   ឬ 2 2OP r=  

ចមា� យពី O  េទ P  កំណតេ់ដយ ( ) ( )2 2
O OOP x x y y= − + −  

នាឱំ្យ  2 2 2OP x y= +    េគបាន 2 2 2x y r+ =  

ដូចេនះ  សមកីរស�ងដ់រង�ងម់ានផ�តិ ( )0 , 0O  ក ំ r  គឺ 2 2 2x y r+ =   ។ 

 

 សមកីរស�ងដ់ៃនរង�ងែ់ដលមានផ�តិ ( ),I a b  និងក ំ r  គឺ : 

( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =   ។ 

  ស្រមាយប�� ក ់

តង ( ),P x y  ជាចំណុចេនេលរង�ង ់េគបាន IP r=   ឬ 2 2IP r=  

ចមា� យពី I  េទ P  កំណតេ់ដយ ( ) ( )2 2IP x a y b= − + −  

នាឱំ្យ  ( ) ( )2 22IP x a y b= − + −  េគបាន ( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =  

ដូចេនះ  សមកីរស�ងដ់រង�ងម់ានផ�តិ ( ),I a b  ក ំ r  គឺ ( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =   ។ 

19. សមីការទូេ�ៃនរង�ង់ 

 សមកីរទូេទៃនរង�ងគឺ់ 2 2 0x y Ax By C+ + + + =  ។ 

  ស្រមាយប�� ក ់

េគមានសមកីរស�ងដ់ៃនរង�ងគឺ់ ( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =  

េគបាន                 2 2 2 2 22 2x ax a y by b r− + + − + =  

                   2 2 2 2 22 2 0x y ax by a b r+ − − + + − =  

េបតង   2 2 22 , 2 ,A a B b C a b r= − = − = + −  

នាឱំ្យេគបាន  2 2 0x y Ax By C+ + + + =  

ដូចេនះ  សមកីរទូេទៃនរង�ងម់ានទ្រមង ់ 2 2 0x y Ax By C+ + + + =  ។ 

 

O

( ),P x y

r

O

( ),P x y

r

a

Ib
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Rπ

Rπ

20. ការ្រសា䵨យប�� ក់រូបមន�្រកឡ‍ៃផ�ថ‌ស 

 ស្រមាយប�� ក ់១ : ករេ្របវធីិអព�ន�រញាណ (េ្រប្របាស់រូបបង� ញ) 

គូសរង�ងក់ ំ R  េនេល្រកដសកតុង រចួកតថ់ាសឱ្យបានជា       

ចេ្រម�កេស�ៗគា�  (កនែ់តេ្រចនកនែ់តល�) ដូចបង� ញក�ុងរូបទី១ 
 

យកចេ្រម�កថាសែដលកតប់ាន េរៀបជារងចតុេកណែកង  

ដូចរូបទី២ ែដលមានបេណា� យ Rπ  និងទទឹង R  ។                (រូបទី១) 

(កតក់នែ់តេ្រចនចេ្រម�ក កនែ់តមានរងជាចតុេកណែកង) 
 

េគបាន    ៃផ�ថាស S =  ៃផ�ចតុេកណែកង  

=  បេណា� យ ×  ទទឹង 
2R R Rπ π= × =       (រូបទី២) 

 ដូចេនះ   ្រកឡាៃផ�ថាសែដលមានក ំ R  កំណតេ់ដយ 2S Rπ=   ។ 
 

 ស្រមាយប�� ក ់២ : ករេ្របវធីិអងំេត្រកល 

េគមាន សមកីររង�ងែ់ដលមានផ�ិតជាគល់ត្រម�យមានរង 2 2 2x y R+ =  

េគបាន 2 2 2y R x= −   ឬ  2 2y R x= −   (គិតែត 0y > ) 

គណនា្រកឡាៃផ�ក�ុងក្រដងទី់១ រចួគុណនឹង 4  េគនឹងបានៃផ�ថាសទងំមូល 
 

2 2

0
4

R
S R x dx= −∫       (ជា្រកឡាៃផ�ថាស) 

តង sinx R t=  នាឱំ្យ  cosdx R tdt=    

េប 0x =  េនាះ  0t =  , េប x R=  េនាះ  
2

t π
=  

( )

( )

2 2 22
0

2 22
0

2 22
0

2 22
0

2 2
0

2 2
0

22

0

2

2

4 sin cos

4 1 sin cos

4 cos cos

4 cos

1 cos 24
2

2 1 cos 2

12 sin 2
2

1 12 sin 0 sin 0
2 2 2

S R R t R tdt

R t R tdt

R t R tdt

R tdt

tR dt

R t dt

R t t

R

R

π

π

π

π

π

π

π

π π

π

= − ⋅

= − ⋅

= ⋅

=

+
=

= +

 = +  

    = + − +        

=

∫

∫

∫

∫

∫

∫

 

Rπ

R

O R

2 2y R x= −

2 2y R x= − −
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 ស្រមាយប�� ក ់៣ : ករេ្របវធីិលីមតី 

 េគមានពហុេកណនិយត័មាន n  ្រជ�ងចរកឹក�ុងរង�ង ់។ ៃផ�ៃនពហុេកណនិយត័េនះ 

 បានពី n  ដងៃនៃផ�្រតីេកណ ែដលបានចកព់ណ៌ដូចរូបខងស� ំ ។ 

 -ៃផ�្រតីេកណមយួៃនពហុេកណនិយត័   

 2
1

1 1 2 1 2sin sin
2 2 2

S Rh R R R
n n
π π

= = × =   

 -ៃផ�ៃនពហុេកណនិយត័ែដលមាន n  ្រជ�ង គឺ 2 1S nS=    ឬ   2
2

1 2sin
2

S R n
n
π

=  

 -េនេពល n →+∞  េនាះៃផ�ៃនពហុេកណនិយត័ក� យេទជាៃផ�្រកឡាៃនរង�ងម់ានក ំ R  

 េគបាន     ៃផ�្រកឡារង�ង ់ 2
2

1 2lim lim sin
2n n

S S R n
n
π

→+∞ →+∞

 = =  
 

 

                  21 2lim sin
2 n

R n
n
π

→+∞

 =  
 

 

     តង 1t
n

=   េនាះ  1n
t

=   

     េប n →+∞ េនាះ  0t →  

       

( )

2

0

2

0

2

0

2 2

1 1lim sin 2
2
1 sin 2lim
2
1 sin 2lim 2
2 2
1 1 2
2

t

t

t

S R t
t

tR
t

tR
t

R R

π

π

π π
π

π π

→

→

→

 = ⋅  
 
 = ⋅  
 
 = ⋅ × 
 

= × =

 

 

21. ចតុេកាណចារ�កក� �ងរង�ង់ 
 

 ចតុេកណចរកឹក�ុងរង�ងម់យួ ផលបូករង� ស់មុឈំមេស�នឹង 180°  ។ 

 180A C B D∠ +∠ = ∠ +∠ = °  

 ស្រមាយប�� ក ់ :  

េដយ   


2
BCDA∠ =   ,  



2
BADC∠ =   និង    360BCD BAD+ =   

នាឱំ្យ     
    360 180

2 2 2 2
BCD BAD BCD BADA C + 

∠ +∠ = + = = =   

ដូចគា� ែដរ 


2
ADCB∠ =   ,  



2
ABCD∠ =   និង    360ADC ABC+ =   

នាឱំ្យ     
    360 180

2 2 2 2
ADC ABC ADC ABCB D + 

∠ +∠ = + = = =   

ដូចេនះ 180A C B D∠ +∠ = ∠ +∠ = °   ។ 

A

B

C

D

O R

2
n
π h
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22. សមីការបន‌� ត់ប៉ះរង�ង់ 

      សមកីរបនា� តប់ះ៉រង�ង ់ 2 2 2x y r+ =  ្រតងចំ់ណុច ( )0 0,P x y   

មានរង ៖  2
0 0x x y y r+ =   ។  

 ស្រមាយប�� ក ់ :  

 េគមាន សមកីររង�ង ់    2 2 2x y r+ =   (េធ�េដរេីវេធៀបនឹង x  េលអង�ទងំពីរ) 

   2 2 0 xx y y y
y

′ ′+ = ⇒ = −   ឬ  ( ) 0
0

0

xy x
y

′ = −  

 សមកីរបនា� តប់ះ៉មានរង       ( )( )0 0 0y y x x x y′= − +  

       
( )

2
0 0 0

0 0 0
0 0

2 2
0 0 0

0

x x x xx x y y
y y

x x x y
y

− +
= − − + = +

− + +
=

 

   
2 2

0 0 0 0
2 2

0 0 0 0

y y x x x y

x x y y x y

= − + +

+ = +
 

 េដយ ( )0 0,P x y  ជាចំណុចេនេលរង�ង ់េនាះវេផ��ងផា� ត ់ 2 2 2
0 0x y r+ =   

 ដូចេនះ   សមកីរបនា� តប់ះ៉រង�ងអ់ចសរេសរ 2
0 0x x y y r+ =   ។  

23. សមីការបន‌� ត់ប៉ះរង�ង់ 

      សមកីរបនា� តប់ះ៉រង�ង ់ ( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =  ្រតងចំ់ណុច  

( )0 0,P x y   មានរង ៖  ( )( ) ( )( ) 2
0 0x a x a y b y b r− − + − − =   ។ 

 

 ស្រមាយប�� ក ់ :  

 េគមាន ( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =    (េធ�េដរេីវេលអង�ទងំពីរេធៀបនឹង x ) 

 េគបាន ( ) ( )2 2 0x a y y b′− + − =   ឬ  x ay
y b
−′ = −
−

 ឬ  ( ) 0
0

0

x ay x
y b
−′ = −
−

 

 សមកីរបនា� តប់ះ៉មានរង      ( )( )0 0 0y y x x x y′= − +  

  

( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )

0
0 0

0

0 0 0 0

0 0 0 0

2 2
0 0 0 0

2 2
0 0 0 0

0

0

x ay x x y
y b

y b y y x a x x

x a x a a x y b y b b y

x a x a x a y b y b y b

x a x a y b y b x a y b

−
= − − +

−

− − = − − −

− − + − + − − + − =

− − − − + − − − − =

− − + − − = − + −

 

េដយ  ( )0 0,P x y  ជាចំណុចេនេលរង�ង ់េនាះវេផ��ងផា� តស់មកីរ  ( ) ( )2 2 2
0 0x a y b r− + − =  

ដូចេនះ   សមកីរបនា� តប់ះ៉រង�ងអ់ចសរេសរ  ( )( ) ( )( ) 2
0 0x a x a y b y b r− − + − − =  ។ 

O

( )0 0,P x y

r

y

x

I

( )0 0,P x yr
b

aO x

y
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24. ្របែវងធ� �ៃនរង�ង់ 

     រង�ងម់យួមាន្របែវងក ំ r  និងមានមុផំ�តិ θ  គិតជារ៉ដ្យង ់ 

ស� តេ់ដយធ�ូមាន្របែវង S  េនាះេគបាន S rθ=  ។ 

 

  ស្រមាយប�� ក ់

េយងមានរង�ងក់ ំ r  និងមានមុផំ�ិត θ  និង 1θ  ែដលវស់ជារ៉ដ្យង ់ 

េហយមុផំ�តិទងំពីរស� តេ់ដយធ�ូ S  និង 1S  េរៀងគា�  (ដូចរូប) ។ 

តមលក�ណៈធរណីមា្រត   េយងបាន  
11 S

S
=

θ
θ  

ឧបមាថា  11 =θ  រ៉ដ្យង ់េនាះ  1S r=   

នាឱំ្យ    
1

S
r

θ
=   ទញបាន    S rθ=  

ដូចេនះ  ចំេពះរង�ងម់យួមាន្របែវងក ំ r  និងមានមុផំ�តិ θ  គិតជារ៉ដ្យង ់ 

            ស� តេ់ដយធ�ូបាន្របែវង S  ែដល S rθ=  ។ 

 

25. ៃផ�ចេ្រម�កថ‌ស 

    ៃផ�្រកឡាចេ្រម�កថាស  A  ៃនរង�ងែ់ដលមានក ំ r  និងមាន 

 មុផំ�តិ  θ  គិតជារ៉ដ្យង ់កំណតេ់ដយ 21
2

A r θ=   ។ 

 

  ស្រមាយប�� ក ់

េយងមានរង�ងផ់�តិ O  និងក ំ r  េហយ θ  ជាមុផំ�តិគិតជារ៉ដ្យង ់

េយងនឹងកំណតៃ់ផ�ចេ្រម�កថាស A  ែដលអ្រស័យនឹងមុផំ�តិ  θ  

ឧបមាថារង�ងម់ានក្ំរបែវង  r  េហយ 1θ  និងθ  ជាមុផំ�តិពីរ  

ែដលគិតជារ៉ដ្យង ់និងកំណតប់ានៃផ�ចេ្រម�កថាស 1A  និង A  េរៀងគា�  

តមលក�ណៈ ធរណីមា្រតៈ  
1 1

A
A

θ
θ

=  

យក   1 2θ π=   េនាះ  2
1A rπ=   

េគបាន   22
A
r

θ
π π
=   ទញបាន  21

2
A r θ=  

ដូចេនះ  ៃផ�ចេ្រម�កថាស A  ៃនរង�ងក់ ំ r  មានមុផំ�តិ ( )rdθ   

កំណតេ់ដយ 21
2

A r θ=  ។ 

S

1S

θ

1θ r
•

θ
r•O

A

θ
r•

O
A

1θ
1A

S
θ

r
•
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លំហតអ់នវុត� 

1. េគឱ្យបនា� ត ់ EF  បះ៉រង�ង ់O  ្រតងចំ់ណុច C  ។ អង�តធ់�ូ AB  ្រសបនឹងបនា� ត ់ EF  ។ ្រសយប�� កថ់ា  AC BC=  ។ 

2. េគឱ្យចំណុច A  េនេ្រករង�ង ់O  ។ បនា� តពី់រ AB  និង AC  បះ៉រង�ងេ់រៀងគា� ្រតង ់ B  និង C  ។ ្រសយប�� កថ់ា  

ក. AB AC=  ។ 

ខ. [ )AO  ជាកន�ះបនា� តពុ់ះមុ ំ BAC∠  និង BOC∠  ។ 

3. ្រសយប�� កថ់ា ក�ុងចតុេកណចរកឹេ្រករង�ងម់យួ មានផលបូករង� ស់្រជ�ងឈមេស�គា�  ។ 

4. េគឱ្យ ABC∠  ចរកឹក�ុងរង�ងផ់�តិ O  ែដល [ ]O BC∈  ។ បង� ញថា  

1
2

ABC AC∠ =  ។ 

5. ្រសយប�� ក ់ចតុេកណចរកឹក�ុងរង�ងម់យួ ផលបូករង� ស់មុឈំមេស�នឹង 180°  ។ 

6. ្រសយប�� កថ់ា មុកំ�ុងរង�ងម់ានរង� ស់េស�នឹង កន�ះផកបូក រង� ស់ធ�ូស� តេ់ដយ្រជ�ងមុ ំនិងបនា� យៃន្រជ�ងេនាះ ។ 

7. ្រសយប�� កថ់ា មុេំ្រករង�ងម់ានរង� ស់េស�នឹង កន�ះផកដក រង� ស់ធ�ូស� តស់� តេ់ដយ្រជ�ងៃនមុេំនះ ។ 

8. ក. បង� ញថា សមកីរបនា� តប់ះ៉រង�ង ់ 2 2 2x y r+ =  ្រតងចំ់ណុច ( )0 0,P x y  មានរង ៖  2
0 0x x y y r+ =   ។ 

ខ. បង� ញថា សមកីរបនា� តប់ះ៉រង�ង ់ ( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =  ្រតងចំ់ណុច  ( )0 0,P x y   មានរង ៖   

     ( )( ) ( )( ) 2
0 0x a x a y b y b r− − + − − =   ។ 

9. បង� ញថា ថាសែដលមានក ំ R  មាន្រកឡាៃផ�កំណតេ់ដយ 2S Rπ=  ។ 
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