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អារម្ភកថា 

  សួសតី ! លោកររ-ូអ្នកររូ  ប្អូនៗសិសានុសិសស មតិ្តអ្នកសិកាជាទីរសឡាញ់ រាប្អ់ាន ។ លសៀវលៅរណិត្វទិា    
«សរាយប្ញ្ជា ក ់  របូ្មនត  រទសឹតីប្ទ  លកខណៈ» ដែលលោកអ្នកកំពុងដត្កានក់នុងដែលនេះ រឺជាលសៀវលៅថ្មីមយួ ដែលប្លងកើត្ 
ល ើងលែើមបលី្វើការរាយប្ញ្ជា ក ់ របូ្មនត  រទឹសតីប្ទ នងិលកខណៈលសសងៗដនលមលរៀនរណិត្វទិា ។  ជាការពិត្ានរបូ្មនត 
ឬរទឹសតីប្ទ ឬលកខណៈមយួចំនួន ានការរាយប្ញ្ជា កក់នុងលសៀវលៅពុមពរប្ស់រកសួងអ្ប្រ់ ំ យុវជន និងកឡីា រចួល ើយ 
កប៏្ ុដនតលៅាន របូ្មនត ឬរទសឹតីប្ទ ឬលកខណៈមយួចំននួ្ំលទៀត្ ដែលអ្នកសិកាជបួ្រប្ទេះ ពុំទានា់នការរាយប្ញ្ជា ក ់
លចេះដត្ថាតាមលរ ល្វើតាមលរត្ៗគ្នន  មនិែឹងពីមូលល តុ្ លពលខ្លេះលយើងចងែ់ឹងពមីូលល តុ្ដែរ ដត្មនិែឹងលៅរកឯណា ។ 
មា ងលទៀត្ ការរាយប្ញ្ជា កដ់ែលានរចួល ើយល េះ រឺានការលំបាកកនុងការអានឱ្យងាយយល់ លររេះលរសរលសរជា 
អ្ត្ថប្ទប្នតគ្នន លោយាររកសួងានការកំណត្ច់ំននួទំពរ័ ។ ល ើយជាពិលសសលៅលទៀត្ល េះ លពលខ្លេះលយើងយល់ លយើងលចេះ 
ពីការរាយប្ញ្ជា ក ់  របូ្មនត ឬរទឹសតីប្ទ ឬលកខណៈទាងំល េះ ដត្លរកាយមក លយើងលលលចខ្លេះ ឬលលលចទាងំរសុង លោយារ 
លយើងខានជួប្យូរ មនិដែលបានរលឹំក ឬរវល់ការងារលសសងៗលរចើនលពក លនេះវាជាលរឿង្មមតារប្ស់មនុសសររប្រ់បូ្លៅល ើយ  
«លត្ើនរណាមយួដែលថា មនិលចេះលលលច ? មនុសស មនិដមនា សីុន !!! » ។  

 ល តុ្លនេះ លែើមបជីួយ សរមលួែល់អ្នកសិកា ដែលចងែ់ឹង ចងយ់ល់ ចងល់ចេះ ពីមលូល តុ្ឫសរល់ ដនរបូ្មនត  
រទឹសតីប្ទ និងលកខណៈលសសងៗដនលមលរៀនរណិត្វទិា លទើប្ខ្្ុ ំបានលរៀប្លរៀងប្លងកើត្លសៀវលៅលនេះល ើង សរលសរដប្ប្ជាអ្ត្ថប្ទ 
ពនយល់ ានប្ញ្ជា កម់ូលល តុ្ចាស់ោស់ ានលរចើនរលប្ៀប្ ។ អ្នករត្ូវែឹងថា កនុងលមលរៀនមយួចំនួនាន របូ្មនត ឬរទឹសតីប្ទ 
ឬលកខណៈខ្លេះ ោកយ់កសិន លររេះវ ិ្ ីដនការរាយប្ញ្ជា កលំ់ហាត្ល់ េះលរៀនមនិទានែ់ល់ ។ 

ែូចដែលបានប្ញ្ជា កក់នុងអារមភកថាដនការលបាេះពុមពលលើកទ១ី ថា ខ្្ុ ំនឹងរាយប្ញ្ជា កថ់ាន កទ់ី៧ ទ៨ី ទី៩ នងិទ១ី០ 
ជាប្នតប្ ទ ប្ត់ាមរយៈ ការល្វើឱ្យទានស់មយ័  Update  កនុងលពលលបាេះពុមពលលើកលរកាយ ។ ែូចលនេះ កនុងការលបាេះពុមពលលើកទី 
២ លនេះ ានការរាយប្ញ្ជា ក ់  របូ្មនត ឬរទឹសតីប្ទ ឬលកខណៈ ថាន កទ់ី១០ ទ១ី១ និងទ១ី២ ។ សូមរងច់កំារលបាេះពុមព 
លលើកលរកាយៗ ដែលានការរាយប្ញ្ជា ករ់បូ្មនត ឬរទសឹតីប្ទ ឬលកខណៈ ដនថាន កតូ់្ចជាងលនេះ និងការរាយប្ញ្ជា កល់លើ 
លំហាត្រ់ណិត្វទិាលសសងៗលទៀត្ ដែលគ្នម នកនុងកមមវ ិ្ ីសិការប្ស់រកសួង លោយលោកអ្នករគ្ននដ់ត្លមើលរកប្ដកងខាងលលើ 
ានោកថ់ា nd rd th2 , 3 , 4 , ...  ។ 

ខ្្ុ ំបាទសូមអ្លយ័លទាសចំលរេះកំ ុសអ្លចត្ ទាងំឡាយ ដែលានលៅកនុងលសៀវលៅលនេះ ខ្្ុ ំបាទនឹងទទួលយក 
ការរេិះរន ់ឬការសតល់ជាលោប្ល់ ឬការសតល់ជារំនិត្ប្ករាយថ្មីៗ ដប្លកៗ លែើមបអី្លវិឌ្ឍ លសៀវលៅលនេះ ឱ្យកានដ់ត្រប្លសើរ ។ 

សូមជូនពរែល់អ្នកសិការរប្រ់បូ្ ានសុខ្ភាពលអ និងទទួលបានលជារជយ័កនុងែំលណើ រជីវតិ្ ។ 
 

        ដរពដវង , ដថ្ៃទី ៣០ ដខ្ កញ្ជា  ឆ្ន  ំ២០១៥ 
           អ្នកលរៀប្លរៀង 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនតក�វិទ្យោ  ថា� កទ់ី ១០ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន តក�វិទ្យោ 

 

1. បង� ញថា សំេណ  p  និងសំេណ  p  ជាសំេណ ែតមយួ ។  

2. ្រសយប�� កល់ក�ណៈដឺមេ៉ជន ( )De Morgan  ៖ ( )i p q p q∧ = ∨  និង ( )ii p q p q∨ = ∧  ។ 

3. បង� ញថា សំេណ  p q⇒  និងសំេណ  q p⇒  មានតៃម�ភាពពិតដូចគា�  ។ 

4. បង� ញថា ( ) ( )p q p q q p⇔ = ⇒ ∧ ⇒  ។ 

5. បង� ញថា េប x  និង y  ជាចំនួនសនិទន េនាះ x y+  ជាចំននួសនិទន ។ 

6. បង� ញថា េប x y>  េនាះ 2 2x y>  ។ 

7. បង� ញថា េប x  និង y  ជាចំនួនគត់េសស េនាះ x y+  ជាចំនួនគតគូ់ ។ 

8. បង� ញថា េប x  និង y  ជាចំនួនគត់េសស េនាះ xy  កជ៏ាចំនួនគតេ់សសែដរ ។ 

9. បង� ញថា េប 2n  ជាចំនួនគតគូ់ េនាះ n  កជ៏ាចំនួនគតគូ់ ។ 

10. បង� ញថា េប mn  មនិែមនជាពហុគុណៃន 3  េនាះ m  និង n  កម៏និែមនជាពហុគុណៃន 3  ែដរ ។ 

11. បង� ញថា េបមុឆំា� ស់ក�ុងពីរៃនបនា� តព់ីរជាមុេំស�គា�  េនាះបនា� ត់ទងំពីរេនាះ្រសបគា�  ។ 

12. បង� ញថា 2  ជាចំនួនអសនិទន ។  

13. បង� ញថា 5  ជាចំនួនអសនិទន ។ 

14. បង� ញថា 3  ជាចំនួនអសនិទន ។ 

15. បង� ញថា 4 2  ជាចំនួនអសនិទន ។ 

16. បង� ញថា p  ជាចំនួនអសនិទន ចំេពះ្រគបចំនួនបឋម p  ។ 

17. បង� ញថា  1 2+  ជាចំនួនអសនិទន ។ 

18. បង� ញថា  2 3+  ជាចំនួនអសនិទន ។ 

19. បង� ញថា 2 5 6 0x x+ + =  លុះ្រតែត 2x = −  ឬ 3x = −  ។ 

20. បង� ញថា 3 4 0x x− =  លុះ្រតែត 0x =  ឬ 2x = −  ឬ 2x =  ។ 

21. បង� ញថា 2 2 0x y+ =  លុះ្រតែត 0x =  និង 0y =  ។ 

22. បង� ញថា អង�ករអស៊នមានសមាជិកមកពី្រគប់្របេទសក�ុងទ�ីបអសីុ ជាសំេណ មនិពិត ។ 

23. បង� ញថា ចំនួនបឋមជាចំនួនគតេ់សស ជាសំេណ មនិពិត ។ 

24. បង� ញថា េប p  និង q  ជាចំនួនបឋម េហយ 2 2n p q= +  េនាះ n  ជាចំនួនបឋម ជាសំេណ មនិពិត ។ 

25. បង� ញថា េប a b>  េនាះ 2 2a b>  ចំេពះ្រគបច់ំនួនពិត a  និង b  ជាសំេណ មនិពិត ។  

26. បង� ញថា េប x  និង y  ជាចំនួនគត់រុឡឺាទីបវជិ�មាន និង xy  ជាចំនួនគតេ់សស េនាះ x  និង y  កជ៏ាចំនួនគតេ់សសែដរ ។ 

27. បង� ញថា េប ( )2 0x x − <  េនាះ 0 2x< <  ។ 

28. បង� ញថា ចេំពះ្រគបច់ំននួគត់ធម�ជាតិ n  េប 2 25n >  េនាះ 5n >  ។ 

29. បង� ញថា 
1 2x
x

+ >  ចំេពះ្រគប់ 1x >  ។ 

30. បង� ញថា គា� នចំនួនគត់រុឡឺាទីប p  និង q  ែដល 
2

2 2p
q

=  ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនតក�វិទ្យោ  ថា� កទ់ី ១០ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន តក�វិទ្យោ 

 

1. បង� ញថា សំេណ  p  និងសំេណ  p  ជាសំេណ ែតមយួ 

េគមាន  សំេណ  p  និងសំេណ  p  មានតៃម�ភាពពិតខុសគា�  

េគសងប់ានតរងតៃម�ភាពពិត ៃនសំេណ  , ,p p p  បានដូចខងេ្រកម 

p  p  p  

1 0  1 
0  1 0  

 

តមតរងតៃម�ភាពពិតេឃញថា សំេណ  p  និងសំេណ  p  មានតៃម�ភាពពិតដូចគា�  

នាឱំ្យ  សំេណ  p  និងសំេណ  p  ជាសំេណ ែតមយួ 

ដូចេនះ      សំេណ  p  និងសំេណ  p  ជាសំេណ ែតមយួ  ្រត�វបានបង� ញ    ។ 

 

2. ្រសយប�� កល់ក�ណៈដមឺេ៉ជន ( )De Morgan  ៖  

្រសយប�� កថ់ា  ( )i p q p q∧ = ∨   

េគនឹងេ្របតរងតៃម�ភាពពិត េដម្បបីង� ញថា  p q p q∧ = ∨  

p  q  p  q  p q∧  p q∧  p q∨  

1 1 0  0  1 0  0  

1 0  0  1 0  1 1 
0  1 1 0  0  1 1 
0  0  1 1 0  1 1 

 

តមតរងតៃម�ភាពពិតេឃញថា សំេណ  p q∧   និងសំេណ  p q∨  មានតៃម�ភាពពិតដូចគា�  

នាឱំ្យ   េគបានសំេណ   p q p q∧ = ∨  

ដូចេនះ      លក�ណៈដឺមេ៉ជន p q p q∧ = ∨   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
 

្រសយប�� កថ់ា  ( )ii p q p q∨ = ∧  

េគនឹងេ្របតរងតៃម�ភាពពិត េដម្បបីង� ញថា  p q p q∧ = ∨  

p  q  p  q  p q∧  p q∧  p q∨  

1 1 0  0  1 0  0  

1 0  0  1 0  1 1 
0  1 1 0  0  1 1 
0  0  1 1 0  1 1 

 

តមតរងតៃម�ភាពពិតេឃញថា សំេណ  p q∧   និងសំេណ  p q∨  មានតៃម�ភាពពិតដូចគា�  

នាឱំ្យ   េគបានសំេណ   p q p q∧ = ∨  

ដូចេនះ      លក�ណៈដឺមេ៉ជន p q p q∧ = ∨   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនតក�វិទ្យោ  ថា� កទ់ី ១០ 

3. បង� ញថា សំេណ  p q⇒  និងសំេណ  q p⇒  មានតៃម�ភាពពតិដូចគា�  

េគសងត់រងតៃម�ភាពពិៃនសំេណ  p q⇒  និងសំេណ  q p⇒  បានដូចខងេ្រកម ៖ 

p  q  p  q  p q⇒  q p⇒  

1 1 0  0  1 1 
1 0  0  1 0  0  
0  1 1 0  1 1 
0  0  1 1 1 1 

 

តមតរងតៃម�ភាពពិតេឃញថា សំេណ  p q⇒   និងសំេណ  q p⇒  មានតៃម�ភាពពិតដូចគា�   

ដូចេនះ      សំេណ  p q⇒  និងសំេណ  q p⇒  មានតៃម�ភាពពិតដូចគា�   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
 

4. បង� ញថា ( ) ( )p q p q q p⇔ = ⇒ ∧ ⇒  

េគសងត់រងតៃម�ភាពពិៃនសំេណ  ( ) ( )p q q p⇒ ∧ ⇒  និងសំេណ  p q⇔  បានដូចខងេ្រកម ៖ 

p  q  p q⇒  q p⇒  ( ) ( )p q q p⇒ ∧ ⇒  p q⇔  

1 1 1 1 1 1 
1 0  0  1 0  0  
0  1 1 0  0  0  
0  0  1 1 1 1 

 

តមតរងតៃម�ភាពពិតេឃញថា សំេណ  ( ) ( )p q q p⇒ ∧ ⇒  និងសំេណ  p q⇔  មានតៃម�ភាពពិតដូចគា�   

ដូចេនះ      ( ) ( )p q p q q p⇔ = ⇒ ∧ ⇒   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
 

5. បង� ញថា េប x  នងិ y  ជាចនំនួសនទិន េនាះ x y+  ជាចនំនួសនទិន 

េគមាន x  និង y  ជាចំនួនសនិទន 

េគតង 
ax
b

=  និង 
cy
d

=   ែដល  , , ,a b c d  ជាចំនួនគត់រុឡឺាទីប និង 0 , 0b d≠ ≠  

េគបាន 
a c ad bcx y
b d bd

+
+ = + =   

េដយ ad bc+  និង bd  ជាចំនួនគតរុ់ឡឺាទីប 

នាឱំ្យ 
ad bcx y

bd
+

+ =   ជាចំនួនសនិទ ន 

ដូចេនះ      េប x  និង y  ជាចំនួនសនិទន េនាះ x y+  ជាចំនួនសនិទន  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
 

6. បង� ញថា េប x y>  េនាះ 2 2x y>   

េគមាន 0 , 0x y≥ ≥   និង  x y>   េនាះេគបាន  2 2x y>   (មនិប�ូរទិសេដ) 

ែត  2 22 2,x x y y= =    

េគបាន 2 2x y>  អចសរេសរ  2 2x y>  

ដូចេនះ      េប x y>  េនាះ 2 2x y>   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនតក�វិទ្យោ  ថា� កទ់ី ១០ 

7. បង� ញថា េប x  នងិ y  ជាចនំនួគតេ់សស េនាះ x y+  ជាចនំនួគតគូ់ 

េគមាន x  និង y  ជាចំនួនគតេ់សស 

េគតងបាន 2 1x m= +  និង  2 1y n= +  ែដល ,m n  ជាចំនួនគត ់

នាឱំ្យ 2 1 2 1x y m n+ = + + +  

            ( )
2 2 2
2 1
2 , 1

m n
m n

k k m n

= + +

= + +

= = + +

 

េដយ 2x y k+ =  មានទ្រមង់ជាចំនួនគតគូ់  េនាះ  x y+  ជាចំនួនគតគូ់ 

ដូចេនះ      េប x  និង y  ជាចំនួនគតេ់សស េនាះ x y+  ជាចំនួនគតគូ់  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
 

8. បង� ញថា េប x  នងិ y  ជាចនំនួគតេ់សស េនាះ xy  កជ៏ាចនំនួគតេ់សសែដរ 

េគមាន x  និង y  ជាចំនួនគតេ់សស 

េគតងបាន 2 1x m= +  និង  2 1y n= +  ែដល ,m n  ជាចំនួនគត ់

នាឱំ្យ ( )( )2 1 2 1xy m n= + +  

        ( )
4 2 2 1
2 1
2 1 ,

mn m n
mn m n

k k mn m n

= + + +

= + + +

= + = + +

 

េដយ 2 1xy k= +  មានទ្រមង់ជាចំនួនគតេ់សស េនាះ  xy  ជាចំនួនគតេ់សស 

ដូចេនះ      េប x  និង y  ជាចំនួនគតេ់សស េនាះ xy  កជ៏ាចំនួនគតេ់សសែដរ  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
 

9. បង� ញថា េប 2n  ជាចនំនួគតគូ់ េនាះ n  កជ៏ាចនំនួគតគូ់ 

េគនឹង្រសយតមសំេណ ផ�ុយពីសម�តិកម� េ្រពះេគដឹងថា  p q⇒  និង q p⇒  មានតៃម�ភាពពិតដូចគា�  (បង� ញរចួខងេល) 

េគតង :p  2n  ជាចំនួនគតគូ់    

   :q  n  ជាចំនួនគតគូ់ 

នាឱំ្យ :p  2n  ជាចំនួនគតេ់សស    

   :q  n  ជាចំនួនគត់េសស 

េដយ :q  n  ជាចំនួនគត់េសស  េនាះ  2 1 ,n k k= +  ជាចំនួនគត ់

   េនាះ  ( )22 2 1n k= +  

    ( )
2

2

2

4 4 1

2 2 2 1

2 1 , 2 2

k k

k k

m m k k

= + +

= + +

= + = +

 

   េគបាន  2 2 1n m= +  ជាចំនួនគតេ់សស ជាសំេណ  p  

េដយ េគ្រសយបាន q p⇒  ជាសំេណ ពិត េនាះសំេណ  p q⇒  កជ៏ាសំេណ ពិតែដរ 

ដូចេនះ     េប 2n  ជាចំនួនគតគូ់ េនាះ n  កជ៏ាចំនួនគតគូ់  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនតក�វិទ្យោ  ថា� កទ់ី ១០ 

10. បង� ញថា េប mn  មនិែមនជាពហុគុណៃន 3  េនាះ m  នងិ n  កម៏និែមនជាពហុគុណៃន 3  ែដរ 

េគនឹង្រសយតមសំេណ ផ�ុយពីសម�តិកម� េ្រពះេគដឹងថា  p q⇒  និង q p⇒  មានតៃម�ភាពពិតដូចគា�  (បង� ញរចួខងេល) 

េគតង :p  mn  មនិែមនជាពហុគុណៃន 3  

   :q  m  និង n  មនិែមនជាពហុគុណៃន 3  

នាឱំ្យ :p  mn  ជាពហុគុណៃន 3  

   :q  យ៉ាងេហចណាស់មានមយួក�ុងចំេណាម m  និង n  ជាពហុគុណៃន 3  

េចញពីសំេណ  q  េគនឹង្រសយរហូតបាន p  តមករណីទងំបីដូចខងេ្រកម ៖ 

- ករណី m  ជាពហុគុណៃន 3  និង  n  មនិែមនជាពហុគុណៃន 3  

   េគតង  3m k=  

   េគបាន ( )3 3mn k n kn= ⋅ =  ជាពហុគុណៃន 3  ជាសំេណ  p  

- ករណី m  មនិែមនជាពហុគុណៃន 3  និង  n  ជាពហុគុណៃន 3  

   េគតង  3n =   

   េគបាន ( )3 3mn m m= ⋅ =   ជាពហុគុណៃន 3   ជាសំេណ  p  

- ករណី m  ជាពហុគុណៃន 3  និង  n  ជាពហុគុណៃន 3  

   េគតង  3 , 3m u n v= =  

   េគបាន ( )3 3 3 3mn u v uv= ⋅ =  ជាពហុគុណៃន 3   ជាសំេណ  p  

េឃញថា ្រគបក់រណីេគបានសំេណ  q p⇒  ជាសំេណ ពិត េនាះសំេណ  p q⇒  កជ៏ាសំេណ ពិតែដរ 

ដូចេនះ     េប mn  មនិែមនជាពហុគុណៃន 3  េនាះ m  និង n  កម៏និែមនជាពហុគុណៃន 3  ែដរ   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

11. បង� ញថា េបមុឆំា� ស់ក�ុងពរីៃនបនា� តព់រីជាមុេំស�គា�  េនាះបនា� តទ់ងំពរីេនាះ្រសបគា�  

េគនឹង្រសយតមសំេណ ផ�ុយពីសម�តិកម� េ្រពះេគដឹងថា  p q⇒  និង q p⇒  មានតៃម�ភាពពិតដូចគា�  (បង� ញរចួខងេល) 

េគតង :p  មុឆំា� ស់ក�ុងពីរៃនបនា� តព់ីរជាមុេំស�គា�  

   :q  បនា� តទ់ងំពីរេនាះ្រសបគា�  

នាឱំ្យ :p  មុឆំា� ស់ក�ុងពីរៃនបនា� តព់ីរជាមុមំនិេស�គា�  

   :q  បនា� តទ់ងំពីរេនាះមនិ្រសបគា�  

េចញពីសំេណ  q  េគនឹង្រសយរហូតបាន p  ដូចខងេ្រកម ៖ 

េគមាន :q  បនា� តទ់ងំពីរេនាះមនិ្រសបគា�  មាននយ័ថាបនា� ត្់របសព�គា�  

   តមផលបូកមុេំ្រកៃន្រតីេកណ េគបាន ៖ 

   BAP APB ABx∠ +∠ = ∠  េនាះ  ABx BAP∠ > ∠  

   េគបាន  ABx BAP∠ ≠ ∠  

   មាននយ័ថា  មុឆំា� ស់ក�ុងពីរៃនបនា� តព់ីរជាមុមំនិេស�គា�  ជាសំេណ  p  

នាឱំ្យ q p⇒  ជាសំេណ ពីត េនាះ p q⇒  កព៏ិតែដរ 

ដូចេនះ     េបមុឆំា� ស់ក�ុងពីរៃនបនា� តព់ីរជាមុេំស�គា�  េនាះបនា� ត់ទងំពីរេនាះ្រសបគា�   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

A
P

Bx

េរៀបេរៀងេដយ : គរនុិស្សតិ  េ្របស ដរ៉ 5 ឯកេទស : គណិតវទិ្យោ 
www.facebook.com/7khmer
fb : Entertainment  And Knowledge



ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនតក�វិទ្យោ  ថា� កទ់ី ១០ 

12. បង� ញថា 2  ជាចនំនួអសនទិន 

រេបៀបទ១ី តម្របភាគស្រម�លមនិបាន 

េគនឹងបង� ញថា 2  ជាចំនួនអសនិទន តមសំេណ ផ�ុយពីករពិត េគដឹងថា េប p  មនិពិត េនាះ p  ពិត 

េគតង :p  2  ជាចំនួនអសនិទន    េនាះ   : 2p  ជាចំនួនសនិទន 

ឧបមាថា : 2p  ជាចំនួនសនិទន  ជាសំេណ ពិត 

េគបាន 2 a
b

=   ជា្របភាគស្រម�លមនិបាន (ឬ a  និង b  ជាចំនួនបឋមរវងគា�  ឬតួែចករមួធំបំផុតៃន a  និង b េស� 1) 

  នាឱំ្យ ( )2 22 1a b=  

  េដយ  2 22a b=   មានទ្រមងជ់ាចំនួនគូ េនាះ 2a  ជាចំនួនគូ នាឱំ្យ a  កជ៏ាចំនួនគូែដរ       (េមលលំហត ់ 9 )  

  តងបាន  2a m=  ែដល m  ជាចំនួនគត ់

  េគបាន   ( ) ( )2 2 2 2 2 21 : 2 2 4 2 2m b m b m b= ⇔ = ⇔ =    

  េដយ 2 22b m=  មានទ្រមង់ជាចំនួនគូ េនាះ 2b  ជាចំនួនគូ នាឱំ្យ b  កជ៏ាចំនួនគូែដរ 

  តងបាន  2b n=  ែដល n  ជាចំនួនគត ់

េឃញថា 
22
2

a m
b n

= =  អចស្រម�លនឹង 2  បាន ផ�ុយពីករពិត ែដលថា 2 a
b

=   ជា្របភាគស្រម�លមនិបាន 

នាឱំ្យ សំេណ  : 2p  ជាចំនួនសនិទន ជាសំេណ មនិពិត  មាននយ័ថា  : 2p  ជាចំនួនអសនិទន  ជាសំេណ ពិត 
 

ដូចេនះ     2  ជាចំនួនអសនិទន  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
 

រេបៀបទ២ី តមចនំនួកត� បឋម 

េគតង :p  2  ជាចំនួនអសនិទន    េនាះ   : 2p  ជាចំនួនសនិទន 

ឧបមាថា : 2p  ជាចំនួនសនិទន  ជាសំេណ ពិត 

េគបាន ( )2 22 2 1a a b
b

= ⇔ =  

េដយ ចំនួន a  មានកត� បឋមែតមយួែបបគត ់តងេដយ 1 2 3 ... ma a a a a= × × × ×  មាន m  កត� បឋម  

  ែដល 1 2 3, , ,..., ma a a a  ជាចំនួនបឋម 

  េនាះ ( )22
1 2 3 ... ma a a a a= × × × ×  មាន 2m  កត�  គឺចំនួនគូកត�  

េហយ ចំនួន b  មានកត� បឋមែតមយួែបបគត ់តងេដយ 1 2 3 ... nb b b b b= × × × ×  មាន n  កត� បឋម 

  ែដល 1 2 3, , ,..., nb b b b  ជាចំនួនបឋម 

  េនាះ ( )22
1 2 3 ... nb b b b b= × × × ×  មាន 2n  កត�  គឺចំនួនគូកត�  

  នាឱំ្យ ( )22
1 2 32 2 ... nb b b b b= × × × ×  មាន 2 1n +  កត�  គឺចំននួេសសកត�  

តម ( )1  េឃញថា អង�ទីមយួ 2a  មានគូកត� បឋម ឯអង�ទីពីរ 22b  មានេសសកត� បឋម េនាះ 2a  និង 22b  មានកត� បឋមខុសគា�  

  នាឱំ្យ 2a  និង 22b  មនិេស�គា�  េនាះករឧបមាថា : 2p  ជាចំនួនសនិទន ជាសំេណ មនិពិត 

  េគបាន  :p  2  ជាចំនួនអសនិទន  ជាសំេណ ពិត 

ដូចេនះ     2  ជាចំនួនអសនិទន  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

េរៀបេរៀងេដយ : គរនុិស្សតិ  េ្របស ដរ៉ 6 ឯកេទស : គណិតវទិ្យោ 
www.facebook.com/7khmer
fb : Entertainment  And Knowledge



ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនតក�វិទ្យោ  ថា� កទ់ី ១០ 

13. បង� ញថា 5  ជាចនំនួអសនទិន 

េគនឹងបង� ញថា 5  ជាចំនួនអសនិទន តមសំេណ ផ�ុយពីករពិត េគដឹងថា េប p  មនិពិត េនាះ p  ពិត 

េគតង :p  5  ជាចំនួនអសនិទន    េនាះ   : 5p  ជាចំនួនសនិទន 

ឧបមាថា : 5p  ជាចំនួនសនិទន ជាសំេណ ពិត 

េគបាន 5 a
b

=    ⇔ ( )2 25 1a b=  

 េដយ ចំនួន a  មានកត� បឋមែតមយួែបបគត ់តងេដយ 1 2 3 ... ma a a a a= × × × ×  មាន m  កត� បឋម  ែដល 

  1 2 3, , ,..., ma a a a  ជាចំនួនបឋម  េនាះ ( )22
1 2 3 ... ma a a a a= × × × ×  មាន 2m  កត�  គឺចំនួនគូកត�  

 េហយ ចំនួន b  មានកត� បឋមែតមយួែបបគត ់តងេដយ 1 2 3 ... nb b b b b= × × × ×  មាន n  កត� បឋម  ែដល 

  1 2 3, , ,..., nb b b b  ជាចំនួនបឋម  េនាះ ( )22
1 2 3 ... nb b b b b= × × × ×  មាន 2n  កត�  គឺចំនួនគូកត�  

  នាឱំ្យ ( )22
1 2 35 5 ... nb b b b b= × × × ×  មាន 2 1n +  កត�  គឺចំនួនេសសកត�  

តម ( )1  េឃញថា អង�ទីមយួ 2a  មានគូកត� បឋម ឯអង�ទីពីរ 25b  មានេសសកត� បឋម េនាះ 2a  និង 25b  មានកត� បឋមខុសគា�  

  នាឱំ្យ 2a  និង 25b  មនិេស�គា�  េនាះករឧបមាថា : 5p  ជាចំនួនសនិទន ផ�ុយពីករពិត 

  េគបាន  :p  5  ជាចំនួនអសនិទន  ជាសំេណ ពិត 

ដូចេនះ     5  ជាចំនួនអសនិទន  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

14. បង� ញថា 3  ជាចនំនួអសនទិន 

ឧបមាថា 3  ជាចំនួនសនិទន 

េគបាន 3 a
b

=    ⇔ ( )2 23 1a b=  

 េគតង 1 2 3 ... ma a a a a= × × × ×  មាន m  កត� បឋម  ែដល 1 2 3, , ,..., ma a a a   ជាចំនួនបឋម 

  េនាះ ( )22
1 2 3 ... ma a a a a= × × × ×  មាន 2m  កត� បឋម គឺចំនួនគូកត� បឋម 

 េគតង 1 2 3 ... nb b b b b= × × × ×  មាន n  កត� បឋម  ែដល 1 2 3, , ,..., nb b b b  ជាចំនួនបឋម 

  េនាះ ( )22
1 2 3 ... nb b b b b= × × × ×  មាន 2n  កត� បឋម គឺចំនួនគូកត� បឋម 

  នាឱំ្យ ( )22
1 2 33 3 ... nb b b b b= × × × ×  មាន 2 1n +  កត�  គឺចំនួនេសសកត� បឋម 

តម ( )1  េឃញថា អង�ទីមយួ 2a  មានគូកត� បឋម ឯអង�ទីពីរ 23b  មានេសសកត� បឋម េនាះ 2a  និង 23b  មានកត� បឋមខុសគា�  

  នាឱំ្យ 2a  និង 23b  មនិេស�គា�  េនាះករឧបមាថា 3  ជាចំនួនសនិទន ផ�ុយពីករពិត 

  េគបាន  3  ជាចំនួនអសនិទន  ជាសំេណ ពិត 

ដូចេនះ     3  ជាចំនួនអសនិទន  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

សមា� ល ់ - ្រគបច់ំនួនគតធ់ម�ជាតិ េគអចបំែបកជាផលគុណកត� បឋមបានែតមយួែបបគត់ ។ 

   - ចំនួនពីរេស�គា�  កលណាចំនួនទងំពីរមានផលគុណកត� បឋមដូចគា�  ។ 

 

េរៀបេរៀងេដយ : គរនុិស្សតិ  េ្របស ដរ៉ 7 ឯកេទស : គណិតវទិ្យោ 
www.facebook.com/7khmer
fb : Entertainment  And Knowledge



ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនតក�វិទ្យោ  ថា� កទ់ី ១០ 

15. បង� ញថា 4 2  ជាចនំនួអសនទិន 

ឧបមាថា 4 2  ជាចំនួនសនិទន 

េគបាន 4 2 a
b

=   ⇔ ( )4 42 1a b=  

េគតង 1 2 3 ... ma a a a a= × × × ×  មាន m  កត� បឋម  ែដល 1 2 3, , ,..., ma a a a   ជាចំនួនបឋម 

  េនាះ ( )44
1 2 3 ... ma a a a a= × × × ×  មាន ( )4 2 2m m=  កត� បឋម គឺចំនួនគូកត� បឋម 

 េគតង 1 2 3 ... nb b b b b= × × × ×  មាន n  កត� បឋម  ែដល 1 2 3, , ,..., nb b b b  ជាចំនួនបឋម 

  េនាះ ( )44
1 2 3 ... nb b b b b= × × × ×  មាន ( )4 2 2n n=  កត� បឋម គឺចំនួនគូកត� បឋម 

  នាឱំ្យ ( )44
1 2 32 2 ... nb b b b b= × × × ×  មាន ( )2 2 1n +  កត�  គឺចំនួនេសសកត� បឋម 

តម ( )1  េឃញថា អង�ទីមយួ 4a  មានគូកត� បឋម ឯអង�ទីពីរ 42b  មានេសសកត� បឋម េនាះ 4a  និង 42b  មានកត� បឋមខុសគា�  

  នាឱំ្យ 4a  និង 42b   ជាចំនួនមនិេស�គា�  េនាះករឧបមាថា 3  ជាចំនួនសនិទន មនិពិត 

  េគបាន  4 2  ជាចំនួនអសនិទន  ពិត 

ដូចេនះ     4 2  ជាចំនួនអសនិទន  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
 

 

16. បង� ញថា p  ជាចនំនួអសនទិន ចេំពះ្រគបចនំនួបឋម p  

ឧបមាថា p  ជាចំនួនសនិទន 

េគបាន 
ap
b

=    ⇔ ( )2 2 1a pb=  

 េគតង 1 2 3 ... ma a a a a= × × × ×  មាន m  កត� បឋម  ែដល 1 2 3, , ,..., ma a a a   ជាចំនួនបឋម 

  េនាះ ( )22
1 2 3 ... ma a a a a= × × × ×  មាន 2m  កត� បឋម គឺចំនួនគូកត� បឋម 

 េគតង 1 2 3 ... nb b b b b= × × × ×  មាន n  កត� បឋម  ែដល 1 2 3, , ,..., nb b b b  ជាចំនួនបឋម 

  េនាះ ( )22
1 2 3 ... nb b b b b= × × × ×  មាន 2n  កត� បឋម គឺចំនួនគូកត� បឋម 

  នាឱំ្យ ( )22
1 2 3 ... npb p b b b b= × × × ×  មាន 2 1n +  កត�  គឺចំនួនេសសកត� បឋម េ្រពះ p  ជាចំនួនបឋម 

តម ( )1  េឃញថា អង�ទីមយួ 2a  មានគូកត� បឋម ឯអង�ទីពីរ 2pb  មានេសសកត� បឋម េនាះ 2a  និង 2pb  មានកត� បឋមខុសគា�  

  នាឱំ្យ 2a  និង 2pb  ជាចំនួនមនិេស�គា�  េនាះករឧបមាថា p  ជាចំនួនសនិទន មនិពិត 

  េគបាន  p  ជាចំនួនអសនិទន  ពិត 

ដូចេនះ     p  ជាចំនួនអសនិទន  ចំេពះ្រគបចំនួនបឋម p  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
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17. បង� ញថា  1 2+  ជាចនំនួអសនទិន 

ឧបមាថា 1 2+  ជាចំនួនសនិទន 

េគបាន ( ) ( )221 2 2 2 1a b a b b a b
b

+ = ⇔ = − ⇔ = −   

 តម ( )1  ( )2a b−  ជាពហុគុណៃន 2   េនាះ a b−  កជ៏ាពហុគុណៃន 2  ែដរ  

  េគតង 2a b m− =  ែដល m  ជាចំនួនគតវ់ជិ�មាន 

 េគបាន  ( ) ( ) ( )22 2 21 : 2 2 2 2b m b m= ⇔ =  

តម ( )2  2b  ជាពហុគុណៃន 2   េនាះ b  កជ៏ាពហុគុណៃន 2  ែដរ  

  េគតង 2b k=  ែដល k  ជាចំនួនគតវ់ជិ�មាន 

  េគបាន  ( )2 2 2 2a b m a k m a m k− = ⇔ − = ⇔ = +   

  នាឱំ្យ a  ជាពហុគុណៃន 2   ែដលេគតង 2 ,a m k= = +   

េឃញថា 2a =   និង 2b k=  សុទ�ែតជាចំនួនគូ  េនាះវមានតួែចករមួធំបំផុតខុសពី 1 (មនិែមនជាចំនួនបឋមរវងគា� ) 

នាឱំ្យ ករឧបមាថា 1 2+  ជាចំនួនសនិទន ជាេរឿងមនិពិត  េនាះ  1 2+  ជាចំនួនអសនិទន 

ដូចេនះ     1 2+  ជាចំនួនអសនិទន  ្រត�វបានបង� ញ        ។ 
 
 

18. បង� ញថា   2 3+  ជាចនំនួអសនទិន 

ឧបមាថា 2 3+  ជាចំនួនសនិទន 

េគបាន ( ) ( ) ( )
2 22 2 2 4 2 2
22 3 5 2 6 2 6 5 6 4 5 1a a b a b b a b

b b
+ = ⇔ + = ⇔ = − ⇔ = −   

តម ( )1  ( )22 25a b−  ជាពហុគុណៃន 6  េនាះ 2 25a b−  កជ៏ាពហុគុណៃន 6  ែដរ  េហតុេនះេគតង 2 25 6a b m− =  

 នាឱំ្យ ( ) ( )24 4 2 4 26 4 6 24 36 2 3b m b m b m= ⇔ = ⇔ =  

   េដយ  4b  ជាពហុគុណៃន 3  េនាះ  b  កជ៏ាពហុគុណៃន 3  ែដរ  េហតុេនះេគតង  3b n=  

េគបាន ( ) ( )22 2 2 2 2 2 25 6 5 3 6 6 45 3 2 15a b m a n m a m n a m n− = ⇔ − = ⇔ = + ⇔ = +  

   េដយ 2a  ជាពហុគុណៃន 3  េនាះ a  កជ៏ាពហុគុណៃន 3  ែដរ  េហតុេនះេគតង  3a k=  

ប៉ុែន� ្របសិនេប a  និង b  សុទ�ែតជាពហុគុណៃន 3  េនាះ a  និង b  មនិែមនជាចំនួនបឋមរវងគា� េទ 

   នាឱំ្យ ករឧបមាថា 2 3+  ជាចំនួនសនិទន គឺជាេរឿងមនិពិត 

   េគបាន  2 3+  ជាចំនួនអសនិទន គឺជាេរឿងពិត 

ដូចេនះ     2 3+  ជាចំនួនអសនិទន  ្រត�វបានបង� ញ        ។ 
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19. បង� ញថា 2 5 6 0x x+ + =  លុះ្រតែត 2x = −  ឬ 3x = −  

េគនឹងបង� ញតម ស្រមាយប�� កេ់ទ�លក�ខណ�  េគដឹងថា  ( ) ( )p q p q q p⇔ = ⇒ ∧ ⇒  

េគតង :p 2 5 6 0x x+ + =  

   :q 2x = −  ឬ 3x = −  

េគមាន :p 2 5 6 0x x+ + =  

          ( )( )2 3 0x x+ + =  

   នាឱំ្យ    2 0x + =  ឬ 3 0x + =  

   េគបាន  2x = −  ឬ 3x = −  

   េគ្រសយបានថា   :p 2 5 6 0x x+ + =  េនាះ :q ( 2x = −  ឬ 3x = − )  មាននយ័ថា p q⇒  ( )1  

ម្យោ៉ងេទៀត េប 2x = −   េនាះ  ( ) ( )22 5 6 2 5 2 6 4 10 6 0x x+ + = − + − + = − + =  

   េប 3x = −   េនាះ  ( ) ( )22 5 6 3 5 3 6 9 15 6 0x x+ + = − + − + = − + =  

   េគ្រសយបានថា  :q ( 2x = −  ឬ 3x = − )  េនាះ :p 2 5 6 0x x+ + =   មាននយ័ថា q p⇒   ( )2  

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2  េគបាន p q⇔   គឺ  2 5 6 0x x+ + =  លុះ្រតែត 2x = −  ឬ 3x = −  

ដូចេនះ      2 5 6 0x x+ + =  លុះ្រតែត 2x = −  ឬ 3x = −   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

    

20. បង� ញថា 3 4 0x x− =  លុះ្រតែត 0x =  ឬ 2x = −  ឬ 2x =  

េគនឹងបង� ញតម ស្រមាយប�� កេ់ទ�លក�ខណ�  េគដឹងថា  ( ) ( )p q p q q p⇔ = ⇒ ∧ ⇒  

េគតង :p 3 4 0x x− =  

   :q 0x =  ឬ 2x = −  ឬ 2x =  

េគមាន :p 3 4 0x x− =  

          
( )
( )( )

2 4 0

2 2 0

x x

x x x

− =

+ − =
 

  នាឱំ្យ    0x =  ឬ  2 0x + =  ឬ 2 0x − =  

  េគបាន  0x =  ឬ 2x = −  ឬ 2x =  

  េគ្រសយបានថា   :p 3 4 0x x− =  េនាះ :q ( 0x =  ឬ 2x = −  ឬ 2x = )  មានន័យថា p q⇒  ( )1  

ម្យោ៉ងេទៀត េប 0x =    េនាះ  3 34 0 4 0 0x x− = − ⋅ =  

  េប 2x = −    េនាះ  ( ) ( )33 4 2 4 2 8 8 0x x− = − − − = − + =  

  េប 2x =    េនាះ  ( ) ( )33 4 2 4 2 8 8 0x x− = − = − =  

   េគ្រសយបានថា  :q ( 0x =  ឬ 2x = −  ឬ 2x = )  េនាះ :p 3 4 0x x− =   មានន័យថា q p⇒   ( )2  

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2  េគបាន p q⇔   គឺ  3 4 0x x− =  លុះ្រតែត 0x =  ឬ 2x = −  ឬ 2x =  

ដូចេនះ      3 4 0x x− =  លុះ្រតែត 0x =  ឬ 2x = −  ឬ 2x =   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
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21. បង� ញថា 2 2 0x y+ =  លុះ្រតែត 0x =  នងិ 0y =  

េគនឹងបង� ញតម ស្រមាយប�� កេ់ទ�លក�ខណ�  េគដឹងថា  ( ) ( )p q p q q p⇔ = ⇒ ∧ ⇒  

េគតង :p 2 2 0x y+ =  

   :q 0x =  និង 0y =  

េគមាន :p 2 2 0x y+ =  

   េដយ  2 0x ≥   និង  2 0y ≥  

   េនាះមានែតមយួករណីគត់ែដលនាឱំ្យ  2 2 0x y+ =  គឺ 0x =  និង 0y =  

   េគ្រសយបានថា   :p 2 2 0x y+ =  េនាះ :q ( 0x =  និង 0y = )   មានន័យថា p q⇒  ( )1  

ម្យោ៉ងេទៀត េប 0x =  និង 0y =   េនាះ  2 2 2 20 0 0x y+ = + =  

  េគ្រសយបានថា  :q ( 0x =  និង 0y = )  េនាះ :p 2 2 0x y+ =   មាននយ័ថា q p⇒   ( )2  

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2  េគបាន p q⇔   គឺ  2 2 0x y+ =  លុះ្រតែត 0x =  និង 0y =  

ដូចេនះ      2 2 0x y+ =  លុះ្រតែត 0x =  និង 0y =   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
 

22. បង� ញថា អង�ករអស៊នមានសមាជកិមកព្ីរគប្់របេទសក�ុងទ�បីអសីុ ជាសំេណ មនិពតិ 

េគនឹងបង� ញសំេណ ខងេលជាសំេណ មនិពិត េដយេ្របឧទហរណ៍ផ�ុញ (្រតឹមែតរកឱ្យបានឧទហរណ៍មយួមកផ�ុញ) 

េដយ ្របេទសជប៉ុន ជា្របេទសេនក�ុងទ�ីបអសីុែដរ ែត្របេទសជប៉ុនមនិែមនជាសមាជិកអង�ករអស៊ន 

នាឱំ្យ សំេណ ថា អង�ករអស៊នមានសមាជិកមកពី្រគប់្របេទសក�ុងទ�ីបអសីុ ជាសំេណ មនិពិត 

ដូចេនះ      អង�ករអស៊នមានសមាជិកមកពី្រគប្់របេទសក�ុងទ�ីបអសីុ ជាសំេណ មនិពិត ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
 

23. បង� ញថា ចនំនួបឋមជាចនំនួគតេ់សស ជាសំេណ មនិពតិ 

េគនឹងបង� ញសំេណ ខងេលជាសំេណ មនិពិត េដយេ្របឧទហរណ៍ផ�ុញ (្រតឹមែតរកឱ្យបានឧទហរណ៍មយួមកផ�ុញ) 

េដយ េលខ 2  ជាចំនួនបឋមែដរ ែតេលខ 2  មនិែមនជាចំនួនគតេ់សសេទ 

នាឱំ្យ សំេណ ថា ចំនួនបឋមជាចំនួនគតេ់សស ជាសំេណ មនិពិត 

ដូចេនះ      ចំនួនបឋមជាចំនួនគត់េសស ជាសំេណ មនិពិត  ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
 

24. បង� ញថា េប p  នងិ q  ជាចនំនួបឋម េហយ  2 2n p q= +  េនាះ n  ជាចនំនួបឋម ជាសំេណ មនិពតិ 

េដយ 3p =  និង 5q =  ជាចំនួនបឋមែដរ ប៉ុែន� 2 2 2 23 5 9 25 34n p q= + = + = + =  មនិែមនជាចំនួនបឋមេទ  

នាឱំ្យ សំេណ ថា េប p  និង q  ជាចំនួនបឋម េហយ  2 2n p q= +  េនាះ n  ជាចំនួនបឋម ជាសំេណ មនិពិត 

ដូចេនះ      េប p  និង q  ជាចំនួនបឋម េហយ  2 2n p q= +  េនាះ n  ជាចំនួនបឋម ជាសំេណ មនិពិត  ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
 

25. បង� ញថា េប a b>  េនាះ 2 2a b>  ចេំពះ្រគបច់នំនួពតិ a  នងិ b  ជាសំេណ មនិពតិ 

េដយ ចំេពះ្រគបច់ំនួនពិត a  និង b  េគយក 1 2a b= > = −  ប៉ុែន� ( )22 2 21 2a b= < = −  

នាឱំ្យ សំេណ ថា េប a b>  េនាះ 2 2a b>  ចំេពះ្រគបច់ំនួនពិត a  និង b  ជាសំេណ មនិពិត 

ដូចេនះ      េប a b>  េនាះ 2 2a b>  ចំេពះ្រគបច់នំួនពិត a  និង b  ជាសំេណ មនិពិត  ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
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26. បង� ញថា េប x  នងិ y  ជាចនំនួគតរុ់ឡឺាទបីវជិ�មាន នងិ xy  ជាចនំនួគតេ់សស េនាះ x  នងិ y  កជ៏ាចនំនួគតេ់សសែដរ 

េគនឹង្រសយតមសំេណ ផ�ុយពីសម�តិកម� េ្រពះេគដឹងថា  p q⇒  និង q p⇒  មានតៃម�ភាពពិតដូចគា�  (បង� ញរចួខងេល!) 

េគតង :p  xy  ជាចំនួនគត់េសស 

   :q  x  និង y  ជាចំនួនគតេ់សស 

នាឱំ្យ :p  xy  ជាចំនួនគតគូ់ 

   :q  យ៉ាងេហចណាស់មានមយួក�ុងចំេណាម x  និង y  ជាចំនួនគតគូ់ 

េចញពីសំេណ  q  េគនឹង្រសយរហូតបាន p  តមករណីទងំបីដូចខងេ្រកម ៖ 

- ករណី x  ជាចំនួនគតគូ់ និង y  ជាចំនួនគត់េសស 

   េគតង  2x a=  និង 2 1y b= −  ែដល a  និង b  ជាចំនួនគតធ់ម�ជាតិ 

   េគបាន ( ) ( )2 2 1 2 2xy a b ab a= × − = −  ជាចំនួនគូ  ជាសំេណ  p  

- ករណី x  ជាចំនួនគតេ់សស និង y  ជាចំនួនគតគូ់ 

   េគតង  2 1x c= −  និង 2y d=  ែដល c  និង d  ជាចំនួនគតធ់ម�ជាតិ 

   េគបាន ( ) ( )2 1 2 2 2xy c d cd d= − × = −  ជាចំនួនគូ  ជាសំេណ  p  

- ករណី x  ជាចំនួនគតគូ់ និង y  ជាចំនួនគូ 

   េគតង  2x e=  និង 2y f=  ែដល e  និង f  ជាចំនួនគតធ់ម�ជាតិ 

   េគបាន ( )2 2 2 2xy e f ef= × =  ជាចំនួនគូ  ជាសំេណ  p  

េឃញថា ្រគបក់រណីេគបានសំេណ  q p⇒  ជាសំេណ ពិត េនាះសំេណ  p q⇒  កជ៏ាសំេណ ពិតែដរ 

ដូចេនះ     េប x  និង y  ជាចំនួនគត់រុឡឺាទីបវជិ�មាន និង xy  ជាចំនួនគតេ់សស េនាះ x  និង y  កជ៏ាចំនួនគតេ់សសែដរ       ។ 

 

27. បង� ញថា េប ( )2 0x x − <  េនាះ 0 2x< <  

េគនឹង្រសយតមសំេណ ផ�ុយពីសម�តិកម� េ្រពះេគដឹងថា  p q⇒  និង q p⇒  មានតៃម�ភាពពិតដូចគា�  (បង� ញរចួខងេល!) 

េគតង :p  ( )2 0x x − <  

   :q  0 2x< <  

នាឱំ្យ :p  ( )2 0x x − ≥  

   :q  0x ≤   ឬ  2x ≥  

េចញពីសំេណ  q  េគនឹង្រសយរហូតបាន p  ដូចខងេ្រកម ៖ 

-ចំេពះ 0x ≤   េនាះ  2 2x − ≤ −   នាឱំ្យ  ( )2 2x x x− ≥ −   (្រត�វប�ូរទិសេដ េ្រពះគុណនឹង 0x ≤  អវជិ�មាន) 

   េដយ 0x ≤  េនាះ  2 0x− ≥   េគបាន  ( )2 2 0x x x− ≥ − ≥  នាឱំ្យ  ( )2 0x x − ≥  ជាសំេណ  p  

-ចំេពះ 2x ≥   េនាះ  2 0x − ≥   នាឱំ្យ  ( )2 0x x − ≥   (មនិប�ូរទិសេដ េ្រពះគុណនឹង 2x ≥  វជិ�មាន)  ជាសំេណ  p  

 េឃញថា េគ្រសយបានថា  សំេណ  q p⇒  ជាសំេណ ពិត នាឱំ្យសំេណ  p q⇒  កជ៏ាសំេណ ពិតែដរ 

 េគបាន p q⇒   គឺ  េប ( )2 0x x − <  េនាះ 0 2x< <   ជាសំេណ ពិត 

ដូចេនះ     េប ( )2 0x x − <  េនាះ 0 2x< <   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
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28. បង� ញថា ចេំពះ្រគបច់នំនួគតធ់ម�ជាត ិ n  េប 2 25n >  េនាះ 5n >  

េគនឹង្រសយតមសំេណ ផ�ុយពីសម�តិកម� េ្រពះេគដឹងថា  p q⇒  និង q p⇒  មានតៃម�ភាពពិតដូចគា�  (បង� ញរចួខងេល!) 

េគតង :p  2 25n >  

   :q  5n >  

នាឱំ្យ :p  2 25n ≤  

   :q  5n ≤  

េចញពីសំេណ  q  េគនឹង្រសយរហូតបាន p  ដូចខងេ្រកម ៖ 

េដយ n  ជាចំនួនគតធ់ម�ជាតិ េហយ 5n ≤  េនាះ  1 , 2 , 3 , 4 , 5n =  

   ចំេពះ  1n =    េនាះ  2 1 25n = ≤  ពិត 

   ចំេពះ  2n =    េនាះ  2 4 25n = ≤  ពិត 

   ចំេពះ  3n =    េនាះ  2 9 25n = ≤  ពិត 

   ចំេពះ  4n =    េនាះ  2 16 25n = ≤  ពិត 

   ចំេពះ  5n =    េនាះ  2 25 25n = ≤  ពិត 

 េឃញថា េគ្រសយបានថា  សំេណ  q p⇒  ជាសំេណ ពិត នាឱំ្យសំេណ  p q⇒  កជ៏ាសំេណ ពិតែដរ 

 េគបាន p q⇒   គឺ  េប 2 25n >  េនាះ 5n >  ជាសំេណ ពិត 

ដូចេនះ     េប 2 25n >  េនាះ 5n >   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
 

29. បង� ញថា 
1 2x
x

+ >  ចេំពះ្រគប ់ 1x >  

េគនឹង្រសយតមសំេណ ផ�ុយពីករពិត េ្រពះេគដឹងថា  េបសំេណ  p  មនិពិត េនាះសំេណ  p  ពិត 

េគតង :p  
1 2x
x

+ >   េនាះេគបាន  :p  
1 2x
x

+ ≤  

 េគមាន :p  
1 2x
x

+ ≤    (គុណអង�ទងំពីរ និង 1x >  វជិ�មាន មនិប�ូរទិសេដ) 

   
2

2

1 2
2 1 0
x x

x x
+ ≤

− + ≤
 

         ( )21 0x − ≤    មនិពិត  េ្រពះ  ( )21 0x − >  ចំេពះ្រគប ់ 1x >  

េគបាន សំេណ   :p  
1 2x
x

+ >   ចំេពះ្រគប ់ 1x >   ជាសំេណ ពិត 

ដូចេនះ      
1 2x
x

+ >  ចំេពះ្រគប ់ 1x >   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
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30. បង� ញថា គា� នចនំនួគតរុ់ឡឺាទបី p  នងិ q  ែដល 
2

2 2p
q

=  

ឧបមាថា មានចំនួនគតរុ់ឡឺាទីប p  និង q  ែដលេផ��ងផា� ត ់ 
2

2 2p
q

=  

េគមាន 
2

2 2p
q

=   អចសរេសរ  ( )2 22 1p q=  

 េដយ ្រគបច់ំនួនគតរុ់ឡឺាទីប p  និង q  េគអចបំែបក p  និង q  ជាកត� បឋមបានែតមយួែបបគត ់

េគតង 1 2 3 ... mp p p p p= × × × ×  មាន m  កត� បឋម  ែដល 1 2 3, , ,..., mp p p p   ជាចំនួនបឋម 

  េនាះ ( )22
1 2 3 ... mp p p p p= × × × ×  មាន 2m  កត� បឋម គឺចំនួនគូកត� បឋម 

 េគតង 1 2 3 ... nq q q q q= × × × ×  មាន n  កត� បឋម  ែដល 1 2 3, , ,..., nq q q q  ជាចំនួនបឋម 

  េនាះ ( )22
1 2 3 ... nq q q q q= × × × ×  មាន 2n  កត� បឋម គឺចំនួនគូកត� បឋម 

  នាឱំ្យ ( )22
1 2 32 2 ... nq q q q q= × × × ×  មាន 2 1n +  កត�  គឺចំនួនេសសកត� បឋម 

តម ( )1  េឃញថា អង�ទីមយួ 2p  មានគូកត� បឋម ឯអង�ទីពីរ 22q  មានេសសកត� បឋម េនាះ 2p  និង 22q  មានកត� បឋមខុសគា�  

  នាឱំ្យ 2p  និង 22q  ជាចំនួនមនិេស�គា�   

  េនាះ មនិអចមាន ចំនួនគត់រុឡឺាទីប p  និង q  ែដលេផ��ងផា� ត ់ 
2

2 2p
q

=   េនាះេទ 

ដូចេនះ     គា� នចំនួនគតរុ់ឡឺាទីប p  និង q  ែដល 
2

2 2p
q

=  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន សណំុំ 

 

1. ្រសយប�� កល់ក�ណៈដឺមេ៉ជន ( )De Morgan  ៖  

( )i A B A B∪ = ∩  

( )ii A B A B∩ = ∪  ។ 

2. ្រសយប�� កថ់ា េបេគមានបីសំណំុ ,A B  និង C  េនាះេគបានលក�ណៈផ�ុ ំដូចខងេ្រកម ៖ 

ក. ( ) ( )A B C A B C∩ ∩ = ∩ ∩  ។ 

ខ. ( ) ( )A B C A B C∪ ∪ = ∪ ∪  ។ 

3. ្រសយប�� កថ់ា េបេគមានបីសំណំុ ,A B  និង C  េនាះេគបានលក�ណៈបំែបកដូចខងេ្រកម ៖ 

ក. ( ) ( ) ( )A B C A B A C∩ ∪ = ∩ ∪ ∩  ។ 

ខ. ( ) ( ) ( )A B C A B A C∪ ∩ = ∪ ∩ ∪  ។ 

4. ្រសយប�� កថ់ា េបេគមានសំណំុ A  និង U  ជាចំណំុសកល េហយ A  ជាសំណំុរងបំេពញៃន A  េនាះេគបាន ៖ 

ក. A A∩ =∅  ។ 

ខ. A A U∪ =  ។ 

គ. ( ) ( ) ( )n A n A n U+ =  ។ 

5. េគមានពីរសំណំុ A  និង B  ជាសំណំុរបអ់ស់ ៖ 

ក. បង� ញថា ( ) ( ) ( ) ( )n A B n A n B n A B∪ = + − ∩  ។ 

ខ. ទញថា   ( ) ( ) ( ) ( )n A B n A n B n A B∩ = + − ∪  ។ 

6. បង� ញថា េប A B∩ =∅  េនាះ A  និង B  ជាពីរសំណំុដចគ់ា�  ។ 

7. បង� ញថា { }2 4 0A x x= − =  ជាសំណំុរបអ់ស់ ។ 

8. បង� ញថា { }1 2B y y= < <  ជាសំណំុរបម់និអស់ ឬសំណំុអនន� ។ 

9. បង� ញថា េប A  ជាសំណំុរងៃនសំណំុ B  េនាះេគបាន ( ) ( )n A n B≤  ។ 

10. ្រសយប�� កថ់ា ចំនួនសំណំុរងៃនសំណំុមយួែដលមាន n  ធាតុ េស�នឹង 2n  ។  
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន សណំុំ 

 
1. ្រសយប�� កល់ក�ណៈដមឺេ៉ជន ( )De Morgan  ៖  

រេបៀបទ១ី :  ្រសយប�� កថ់ា  ( )i A B A B∪ = ∩  

េគមាន {A B x x A∪ = ∈  ឬ }x B∈  

នាឱំ្យ {A B x x A∪ = ∉  និង }x B∉  

              {x x A= ∈  និង }x B∈  

              { } { }x x A x x B= ∈ ∩ ∈  

              A B= ∩  

ដូចេនះ      លក�ណៈដឺមេ៉ជន  A B A B∪ = ∩   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 

 

រេបៀបទ២ី :  ្រសយប�� កថ់ា  ( )i A B A B∪ = ∩   េដយេ្របដ្យោ្រកមវនិ 

 

  ែផ�កឆូត្រសបេ្រទតេទខងស� ំជាសំណំុ A  

  ែផ�កឆូត្រសបេ្រទតេទខងេឆ�ងជាសំណំុ B  

 
 

        ែផ�កឆូតែខ�ងជាសំណំុ A B∪      ែផ�កឆូតែខ�ងជាសំណំុ A B∩      

 តមដ្យោ្រកមវនិទងំពីរ េគសេង�តេឃញថា សំណំុ A B∪  និងសំណំុ A B∩  ជាសំណំុែតមយួ នាឱំ្យ A B A B∪ = ∩  

ដូចេនះ      លក�ណៈដឺមេ៉ជន  A B A B∪ = ∩   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 

 

រេបៀបទ១ី :  ្រសយប�� កថ់ា  ( )ii A B A B∩ = ∪  

េគមាន {A B x x A∩ = ∈  និង }x B∈  

នាឱំ្យ {A B x x A∩ = ∉  ឬ }x B∉  

              {x x A= ∈  ឬ }x B∈  

              { } { }x x A x x B= ∈ ∪ ∈  

              A B= ∪  

ដូចេនះ      លក�ណៈដឺមេ៉ជន  A B A B∩ = ∪   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

U
A B BA

U
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រេបៀបទ២ី :  ្រសយប�� កថ់ា  ( )ii A B A B∩ = ∪   េដយេ្របដ្យោ្រកមវនិ 
 

  ែផ�កឆូត្រសបេ្រទតេទខងស� ំជាសំណំុ A  

  ែផ�កឆូត្រសបេ្រទតេទខងេឆ�ងជាសំណំុ B  

 

            

       ែផ�កឆូតែខ�ងជាសំណំុ A B∩   ែផ�កឆូតមយួជានន់ិងពីរជាន ់ជាសំណំុ A B∪    

 តមដ្យោ្រកមវនិទងំពីរ េគសេង�តេឃញថា សំណំុ A B∩  និងសំណំុ A B∪  ជាសំណំុែតមយួ នាឱំ្យ A B A B∩ = ∪  

ដូចេនះ      លក�ណៈដឺមេ៉ជន  A B A B∩ = ∪   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 

 

2. ្រសយប�� កថ់ា េបេគមានបសំីណំុ ,A B  នងិ C  េនាះេគបានលក�ណៈផ�ុដូំចខងេ្រកម ៖ 

ក. រេបៀបទ១ី :  ្រសយប�� កថ់ា  ( ) ( )A B C A B C∩ ∩ = ∩ ∩  

េគមាន {A B x x A∩ = ∈  និង }x B∈    

   {B C x x B∩ = ∈  និង }x C∈  

េគបាន ( )A B C∩ ∩ = { }x x A∈ ∩ {x x B∈  និង }x C∈  

             {x x A= ∈  និង x B∈  និង }x C∈  

             {x x A= ∈  និង }x B∈ ∩ { }x x C∈  

             ( )A B C= ∩ ∩   

ដូចេនះ      លក�ណៈផ�ុ ំ  ( ) ( )A B C A B C∩ ∩ = ∩ ∩  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 
 

រេបៀបទ២ី :  ្រសយប�� កថ់ា  ( ) ( )A B C A B C∩ ∩ = ∩ ∩  

        

        

 

 

 

     ែផ�កឆូតែខ�ងជាសំណំុ ( )A B C∩ ∩        ែផ�កឆូតែខ�ងជាសំណំុ ( )A B C∩ ∩   

 តមដ្យោ្រកមវនិទងំពីរ េគសេង�តេឃញថា សំណំុ ( )A B C∩ ∩  និងសំណំុ ( )A B C∩ ∩  ជាសំណំុែតមយួ  

នាឱំ្យ ( ) ( )A B C A B C∩ ∩ = ∩ ∩  

ដូចេនះ      លក�ណៈផ�ុ ំ  ( ) ( )A B C A B C∩ ∩ = ∩ ∩   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់        ។ 

 

U

BA
U

A B

A B

C

U
A B

C

U
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ខ. រេបៀបទ១ី :  ្រសយប�� កថ់ា  ( ) ( )A B C A B C∪ ∪ = ∪ ∪  

េគមាន {A B x x A∪ = ∈  ឬ }x B∈    

   {B C x x B∪ = ∈  ឬ }x C∈  

េគបាន ( )A B C∪ ∪ = { }x x A∈ ∪ {x x B∈  ឬ }x C∈  

             {x x A= ∈  ឬ x B∈  ឬ }x C∈  

             {x x A= ∈  ឬ }x B∈ ∩ { }x x C∈  

             ( )A B C= ∪ ∪   

ដូចេនះ      លក�ណៈផ�ុ ំ  ( ) ( )A B C A B C∪ ∪ = ∪ ∪  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 
 

 រេបៀបទ២ី :  ្រសយប�� កថ់ា  ( ) ( )A B C A B C∪ ∪ = ∪ ∪  

 

 

 

 

 

        ែផ�កឆូតជាសំណំុ ( )A B C∪ ∪           ែផ�កឆូតជាសំណំុ ( )A B C∪ ∪  

តមដ្យោ្រកមវនិទងំពីរ េគសេង�តេឃញថា សំណំុ ( )A B C∪ ∪  និងសំណំុ ( )A B C∪ ∪  ជាសំណំុែតមយួ  

នាឱំ្យ ( ) ( )A B C A B C∪ ∪ = ∪ ∪  

ដូចេនះ      លក�ណៈផ�ុ ំ  ( ) ( )A B C A B C∪ ∪ = ∪ ∪   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់        ។ 

 

3. េបេគមានបសំីណំុ ,A B  នងិ C  េនាះេគបានលក�ណៈបែំបកដូចខងេ្រកម ៖ 

ក. ្រសយប�� កថ់ា ( ) ( ) ( )A B C A B A C∩ ∪ = ∩ ∪ ∩  

 

 

 

 

 

       ែផ�កឆូតពីរជានជ់ាសំណំុ ( )A B C∩ ∪            ទងំែផ�កឆូតមយួជានន់ិងពីរជាន ់ជាសំណំុ ( ) ( )A B A C∩ ∪ ∩  

តមដ្យោ្រកមវនិទងំពីរ េគសេង�តេឃញថា សំណំុ ( )A B C∩ ∪  និងសំណំុ ( ) ( )A B A C∩ ∪ ∩  ជាសំណំុែតមយួ  

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( )A B C A B A C∩ ∪ = ∩ ∪ ∩  

ដូចេនះ      លក�ណៈបំែបក  ( ) ( ) ( )A B C A B A C∩ ∪ = ∩ ∪ ∩   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 

 

 

A B

C

U

C

U
A B

A B

C

U
A B

C

U
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ខ. ្រសយប�� កថ់ា  ( ) ( ) ( )A B C A B A C∪ ∩ = ∪ ∩ ∪  

 

 

   

 

 

  ទងំែផ�កឆូតមយួជានន់ិងពីរជាន ់ជាសំណំុ ( )A B C∪ ∩    ែផ�កឆូតពីរជាន់ជាសំណំុ ( ) ( )A B A C∪ ∩ ∪  

តមដ្យោ្រកមវនិទងំពីរ េគសេង�តេឃញថា សំណំុ ( )A B C∪ ∩  និងសំណំុ ( ) ( )A B A C∪ ∩ ∪  ជាសំណំុែតមយួ  

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( )A B C A B A C∪ ∩ = ∪ ∩ ∪  

ដូចេនះ      លក�ណៈបំែបក  ( ) ( ) ( )A B C A B A C∪ ∩ = ∪ ∩ ∪   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់        ។ 

 

4. េគមានសំណំុ A  នងិ U  ជាចណំុំសកល េហយ A  ជាសំណំុរងបេំពញៃន A  ៖ 

ក. ្រសយប�� កថ់ា A A∩ =∅  

 រេបៀបទ១ី 

េគមាន { },A x x A x U= ∉ ∈  

នាឱំ្យ {A A x x A∩ = ∈  និង }x A∉  

              {= គា� ន x  ណាែដលេផ��ងផា� ត ់ x A∈  និង }x A∉  

              { }= =∅  

ដូចេនះ       A A∩ =∅  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 
 

 រេបៀបទ២ី តមដ្យោ្រកមវនិ 

 

 

 

 
 

   តម្រកបេឃញថា គា� នចំណុច្របសព�រវង A  និង A  េសះេឡយ   នាឱំ្យ   A A∩ =∅  
 

ដូចេនះ       A A∩ =∅  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 
 

ខ.  រេបៀបទ១ី  :  ្រសយប�� កថ់ា  A A U∪ =  

េដយ A  ជាសំណំុរងបំេពញៃនសំណំុ A  

េគមាន {A A x x A∪ = ∈ ឬ }x A∈  

              U=  

ដូចេនះ       A A U∪ =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 

A B

C

U
A B

C

U

U
A

A
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 រេបៀបទ២ី  :  តមដ្យោ្រកមវនិ 

 

 

 
 

  ែផ�កឆូតជាសំណំុ A A∪   ែដលែផ�កឆូតទងំអស់ជាសំណំុ U  

ដូចេនះ       A A U∪ =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 
 

គ. ្រសយប�� កថ់ា ( ) ( ) ( )n A n A n U+ =  

េដយ   A A U∪ =   នាឱំ្យ  ( ) ( ) ( )n A n A n U+ =  

ដូចេនះ       ( ) ( ) ( )n A n A n U+ =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 
 

5. េគមានពរីសំណំុ A  នងិ B  ជាសំណំុរបអ់ស់ ៖ 

ក. បង� ញថា ( ) ( ) ( ) ( )n A B n A n B n A B∪ = + − ∩  

េគេ្របដ្យោ្រកមវនិ 

 

 

 
 
 

 តមដ្យោ្រកមវនិ េដម្បរីក ( )n A B∪  េគ្រត�វយក ( ) ( ) ( )n A n B n A B+ − ∩  

 ដូចេនះ       ( ) ( ) ( ) ( )n A B n A n B n A B∪ = + − ∩   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់        ។ 
 

ខ. ទញថា   ( ) ( ) ( ) ( )n A B n A n B n A B∩ = + − ∪  

េគមាន រូបមន�        ( ) ( ) ( ) ( )n A B n A n B n A B∪ = + − ∩  

   ទញបាន   ( ) ( ) ( ) ( )n A B n A n B n A B∩ = + − ∪  

ដូចេនះ       ( ) ( ) ( ) ( )n A B n A n B n A B∩ = + − ∪   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់        ។        
 

6. បង� ញថា េប A B∩ =∅  េនាះ A  នងិ B  ជាពរីសំណំុដចគ់ា�  

េគេ្របដ្យោ្រកមវនិ  

 

 

 

េដយ A B∩ =∅  មាននយ័ថា សំណំុ A  និង B  គា� នធាតុរមួគា� េទ េធ�ឱ្យដ្យោ្រកមរបស់វដចគ់ា�  

ដូចេនះ       េប A B∩ =∅  េនាះ A  និង B  ជាពីរសំណំុដចគ់ា�   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

U
A

A

U

( )n A B∩

A B

( )n A B∪

U A B
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7. បង� ញថា  { }2 4 0A x x= − =  ជាសំណំុរបអ់ស់ 

េគមាន { }2 4 0A x x= − =  

      
( )( ){ }

{ }
2 2 0

2 , 2

x x x= − + =

= −
 

េដយ ( ) 2n A =   ជាចំនួនកំណត ់(ជាចនំួនរបអ់ស់) 

នាឱំ្យ A  ជាសំណំុរបអ់ស់ 

ដូចេនះ      សំណំុ  { }2 4 0A x x= − =  ជាសំណំុរបអ់ស់   ្រត�វបានបង� ញ    ។ 

 

8. បង� ញថា { }1 2B y y= < <  ជាសំណំុរបម់និអស់ ឬសំណំុអនន� 

េគមាន { }1 2B y y= < <  

          { }1.1 , 1.2 , 1.24 , ... , 1.99 , 1.9942 , ...=  

េឃញថា សំណំុ B  មានធាតុេ្រចនរបម់និអស់ 

នាឱំ្យ B  ជាសំណំុរបម់និអស់ ឬសំណំុអនន� 

ដូចេនះ      សំណំុ  { }1 2B y y= < <  ជាសំណំុរបម់និអស់ ឬសំណំុអនន�   ្រត�វបានបង� ញ     ។ 

 

9. បង� ញថា េប A  ជាសំណំុរងៃនសំណំុ B  េនាះេគបាន ( ) ( )n A n B≤  

េដយ A  ជាសំណំុរងៃនសំណំុ B  

េគបាន { }A x x A x B= ∈ ⇒ ∈   មានន័យថា ( ) ( )n A n B<  

ម្យោ៉ងេទៀត េប A B=  េនាះ  សំណំុ A  កជ៏ាសំណំុរងៃនសំណំុ B  ែដរ 

នាឱំ្យ ( ) ( )n A n B≤  

ដូចេនះ      េប A  ជាសំណំុរងៃនសំណំុ B  េនាះេគបាន ( ) ( )n A n B≤    ្រត�វបានបង� ញ     ។ 
 

10. ្រសយប�� កថ់ា ចនំនួសំណំុរងៃនសំណំុមយួែដលមាន n  ធាតុ េស�នងឹ 2n   

សំណំុែដលមាន n  ធាតុមានសំណំុរងែដលមាន 0 ធាតុ , 1 ធាតុ , 2  ធាតុ , ... , n  ធាតុ 

សំណំុរងទងំអស់ៃនសំណំុែដលមាន n  ធាតុ ជាសំណំុបានពីបន្សៃំន 0 ធាតុ , 1 ធាតុ , 2  ធាតុ , ... , n  ធាតុ យកពី n  ធាតុខុសគា�  

េគបាន ចំនួនសំណំុរងៃនសំណំុែដលមាន n  ធាតុ េស�នឹង ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),0 ,1 , 2 ,3 ... ,C n C n C n C n C n n+ + + + +  

តមរូបមន� ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2,0 ,1 , 2 ... ,n n n n na b C n a C n a b C n a b C n n b− −+ = + + + +  

ចំេពះ 1a =  និង 1b =  

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 ,0 ,1 ,2 ... ,n C n C n C n C n n+ = + + + +  

   ( ) ( ) ( ) ( )2 ,0 ,1 ,2 ... ,n C n C n C n C n n= + + + +  

 ដូចេនះ      ចំនួនសំណំុរងៃនសំណំុមយួែដលមាន n  ធាតុ េស�នឹង ( ) ( ) ( ) ( ),0 ,1 , 2 ... , 2nC n C n C n C n n+ + + + =    ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនចំននួ  ថា� កទ់ី ១០ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ចំនួន 

 

1. បង� ញថា សមភាព a a− =  ពិត ចំេពះ្រគបច់ំនួនពិត a  ។ 

2. បង� ញថា 22a a=  ពិត ចំេពះ្រគបច់ំនួនពិត a  ។ 

3. បង� ញថា 2a a=  ពិត ចំេពះ្រគបច់ំនួនពិត a  ។ 

4. បង� ញថា េប 0 , 0a b> >  និង a b<  េនាះេគបាន a b<  ។ 

5. បង� ញថា េប 0a b> >  េនាះេគបាន  2a ab b a b± + = ±  

6. បង� ញថា ចនំួន 10101 ក�ុង្របពន័�របាបេ់គាល 2  េស�នឹងចំនួន 21  ក�ុង្របព័ន�របាបេ់គាល 10  ។ 

7. បង� ញថា ចនំួន 120  ក�ុង្របពន័�របាបេ់គាល 10  េស�នឹងចំនួន 1111000  ក�ុង្របព័ន�របាបេ់គាល 2  ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនចំននួ  ថា� កទ់ី ១០ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ចំនួន 

 

1. បង� ញថា សមភាព a a− =  ពតិ ចេំពះ្រគបច់នំនួពតិ a  

តមលក�ណៈ  
0

0

x x
x

x x

 ≥= 
− <

ebI

ebI
   េគនឹងបង� ញថា  a a− =  ពិត ចំេពះ្រគបច់ំនួនពិត a  

-ចំេពះ 0a ≥  េគបាន  :   a a=     និង  0a− ≤   េនាះ  ( )a a a a− = − − = =    ( )1  

-ចំេពះ 0a <  េគបាន  :   a a= −   និង  0a− >   េនាះ  a a a− = − =        ( )2  

តមករណី ( )1  និង ( )2  ខងេល្រគប់្រគានប់�� ក់ថា  a a− =   ពិត ចំេពះ្រគបច់ំនួនពិត a  

ដូចេនះ     សមភាព a a− =  ពិត ចំេពះ្រគបច់ំនួនពិត a   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
 

2. បង� ញថា 22a a=  ពតិ ចេំពះ្រគបច់នំនួពតិ a   

តមលក�ណៈ  
0

0

x x
x

x x

 ≥= 
− <

ebI

ebI
   េគនឹងបង� ញថា  22a a=  ពិត ចំេពះ្រគបច់ំនួនពិត a  

-ចំេពះ 0a ≥  េគបាន  :   2 2a a=       ( )1  

-ចំេពះ 0a <  េគបាន  :   ( )22 2a a a= − =  ( )2  

តមករណី ( )1  និង ( )2  ខងេល្រគប់្រគានប់�� ក់ថា  22a a=   ពិត ចំេពះ្រគបច់ំនួនពិត a  

ដូចេនះ     សមភាព a a− =  ពិត ចំេពះ្រគបច់ំនួនពិត a   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

 

3. បង� ញថា 2a a=  ពតិ ចេំពះ្រគបច់នំនួពតិ a  

តមលក�ណៈ  2
0

0

x x
x

x x

 ≥= 
− <

ebI

ebI
   និង 

0

0

x x
x

x x

 ≥= 
− <

ebI

ebI
  េគនឹងបង� ញថា  2a a=  ពិត ចំេពះ្រគបច់ំនួនពិត a  

-ចំេពះ 0a ≥  េគបាន  :   2a a=     និង  a a=      នាឱំ្យ  2a a=     ( )1  

-ចំេពះ 0a <  េគបាន  :   2a a= −   និង  a a= −   នាឱំ្យ   2a a=     ( )2  

តមករណី ( )1  និង ( )2  ខងេល្រគប់្រគានប់�� ក់ថា  2a a=   ពិត ចំេពះ្រគបច់ំនួនពិត a  

ដូចេនះ     សមភាព a a− =  ពិត ចំេពះ្រគបច់ំនួនពិត a   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
 

4. បង� ញថា េប 0 , 0a b> >  នងិ a b<  េនាះេគបាន a b<  

េគមាន 0a b a b< ⇔ − <   អចសរេសរ   ( ) ( )2 2
0a b− <  

 ចំេពះ 0 , 0a b> >   េគបាន  ( )( ) 0a b a b− + <      (ែចកអង�ទងំពីរនឹង 0a b+ >  មនិប�ូរទិសេដ) 

 េគបាន 0a b− <   ឬ   a b<  

ដូចេនះ     េប 0 , 0a b> >  និង a b<  េនាះេគបាន a b<   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនចំននួ  ថា� កទ់ី ១០ 

5. បង� ញថា េប 0a b> >  េនាះេគបាន  2a ab b a b± + = ±  

េគមាន 2 22 2a ab b a ab b± + = ± +  

      
( )2

a b

a b

= ±

= ±
 

   េ្រពះ 0a b> >  េនាះ  0a b> >  នាឱំ្យ  0a b± >  

ដូចេនះ     េប 0a b> >  េនាះេគបាន  2a ab b a b± + = ±   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
 

6. បង� ញថា ចនំនួ 10101 ក�ុង្របពន័�របាបេ់គាល 2  េស�នងឹចនំនួ 21  ក�ុង្របពន័�របាបេ់គាល 10  

េគមាន 10101 ក�ុង្របពន័�របាបេ់គាល 2  

េគបាន 4 3 2 1 0
210101 1 2 0 2 1 2 0 2 1 2= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅  

    

4 22 2 1
16 4 1
21

= + +
= + +
=

 

 

ដូចេនះ     210101 21=   ្រត�វបានបង� ញ        ។ 

 

7. បង� ញថា ចនំនួ 120  ក�ុង្របពន័�របាបេ់គាល 10  េស�នងឹចនំនួ 1111000  ក�ុង្របពន័�របាបេ់គាល 2  

េដម្បបីំែបក 120  ក�ុង្របពន័�របាប់េគាល 10  េទចំនួនក�ុង្របពន័�េគាល 2  េគ្រត�វែចករកសំណល់ដូចខងេ្រកម 

   21111 0 0 0  

          

120 2
0 60 2

0 30 2
0 15 2

1 7 2
1 3 2

1 1 2
1 0

 

  
ដូចេនះ     2120 1111000=  ្រត�វបានបង� ញ        ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនពហុធា  ថា� កទ់ី ១០ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ពហុធា 

 

1. បង� ញថា 1 0.4, 2 , 12x x x−  មនិែមនជា ឯកធា ។  

2. បង� ញថា 999  ជាឯកធា ។ 

3. បង� ញថា 22xy  និង 23y x−  ជាឯកធាដូចគា�  ។ 

4. បង� ញថា 2x  និង 22x  ជាឯធាមនិដូចគា�  ។ 

5. បង� ញថា ឯកធា 2 352xy zt−  ជាឯកធាែដលមានដឺេ្រកេស� 7  ។ 

6. បង� ញថា 2 2 2 210 11 2x x x x− + =  ។ 

7. ្រសយប�� កថ់ា ( ) ( ), ,
n nm n m n m m n n na a a a a ab a b+ ×⋅ = = = ⋅  និង 

m
m n

n
a a
a

−=  ែដល 0a ≠  ។ 

8. បង� ញថា 3 2 23 7 12x xyz ab cx+ −  ជាពហុធាែដលមានដឺេ្រកេស� 5  ។ 

9. បង� ញថា 2 4 5x x+ −  ជាពហុធាែដលមានដឺេ្រកេស� 2 លំដបចុ់ះ ។ 

10. បង� ញថា ( )( ) 22 1 3 2 6 2x x x x− + = + −  ។ 

11. បង� ញថា ៖ 

( )
( )

( )( )
( )
( )
( )
( )( )
( )( )

( )( )( )

2 2 2

2 2 2

2 2

2 2 2 2

3 3 2 2 3

3 3 2 2 3

2 2 3 3

2 2 3 3

4 4 2 2

2

2

2 2 2

3 3

3 3

a b a ab b

a b a ab b

a b a b a b

a b c a b c ab ac bc

a b a a b ab b

a b a a b ab b

a b a ab b a b

a b a ab b a b

a b a b a b a b

• + = + +

• − = − +

• − = − +

• + + = + + + + +

• + = + + +

• − = − + −

• − + + = −

• + − + = +

• − = − + +

 

12. បង� ញថា ( ) ( )( )2x a b x ab x a x b+ + + = + +  ។ 

13. បង� ញថា ( ) ( )( )2acx ad bc x bd ax b cx d+ + + = + +  ។ 

14. បង� ញថា 3 6 3 6 6 2 3+ + − = +  ពិត ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនពហុធា  ថា� កទ់ី ១០ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ពហុធា 

 

1. បង� ញថា 1 0.4, 2 , 12x x x−  មនិែមនជា ឯកធា 

តមនិយមនយ័ ឯកធា គឺជាកេន្សោមែដល្របមាណវធិីេលអេថរមានែតវធិីគុណ និងស�័យគុណ  

       ែដលមាននិទស្សន�ជាចំនួនគតវ់ជិ�មាន ឬសូន្យ  ។ 

េដយ 1x−    មាននិទស្សន�ៃនអេថរជាចំនួនគតអ់វជិ�មាន  េនាះ  1x−  មនិែមនជា ឯកធា 

   
1
22 2x x=   មាននិទស្សន�ៃនអេថរមនិែមនជាចំនួនគត ់ េនាះ  2 x  មនិែមនជា ឯកធា 

   0.412x   មាននិទស្សន�ៃនអេថរមនិែមនជាចំនួនគត ់ េនាះ  2 x  មនិែមនជា ឯកធា 

ដូចេនះ       1 0.4, 2 , 12x x x−  មនិែមនជាឯកធា  ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
 

2. បង� ញថា 999  ជាឯកធា 

េដយ 0999 999x=  មាននិទស្សន�ៃនអេថរេស�សូន្យ 

 តមនិយមនយ័ៃនឯកធា ប�� ក់ថា 999  ជាឯកធា 

ដូចេនះ       999  ជាឯកធា  ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
 

3. បង� ញថា 22xy  នងិ 23y x−  ជាឯកធាដូចគា�  

តមនិយមនយ័ ឯកធាដូចគា�  គឺជាឯកធាែដលមានែផ�កអេថរដូចគា�  

េដយ 22xy  និង 23y x−  មានែផ�កអេថរ 2xy  ដូចគា�  

នាឱំ្យ 22xy  និង 23y x−  ជាឯកធាដូចគា�  

ដូចេនះ      22xy  និង 23y x−  ជាឯកធាដូចគា�  ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
 

4. បង� ញថា 2x  នងិ 22x  ជាឯធាមនិដូចគា�  

 តមនិយមនយ័ ឯកធាដូចគា�  គឺជាឯកធាែដលមានែផ�កអេថរដូចគា�  

េដយ 2x  មានែផ�កអេថរេស� x  និង 22x  មានែផ�កអេថរេស� 2x  

នាឱំ្យ 2x  និង 22x  មានែផ�កអេថរមនិដូចគា�   េនាះឯកធាទងំពីរមនិដូចគា� េទ 

ដូចេនះ      2x  និង 22x  ជាឯកធាមនិដូចគា�  ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
 

5. បង� ញថា ឯកធា 2 352xy zt−  ជាឯកធាែដលមានដេឺ្រកេស� 7  

តមនិយមនយ័  ដឺេ្រកៃនឯកធា គឺជាផលបូកនិទស្សន�របស់អេថរនីមយួៗៃនឯធា ។ 

េដយ ឯកធា  2 352xy zt−   មានអេថរ , , ,x y z t  

នាឱំ្យ ផលបូកនិទស្សន�ៃនអេថរនីមយួៗគឺ  1 2 1 3 7+ + + =  

េគបាន 2 352xy zt−  ជាឯកធា ែដលមាននិទស្សន�េស� 7  

ដូចេនះ     ឯកធា 2 352xy zt−  ជាឯកធាែដលមានដឺេ្រកេស� 7  ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
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6. បង� ញថា 2 2 2 210 11 2x x x x− + =  

េដយ 2 2 2, 10 , 11x x x−  ជាឯកធា ែដលមានែផ�កអេថរេស� 2x  ដូចគា�  

នាឱំ្យ េគបូកឬដកែតេលខេមគុណ និងរក្សោែផ�កអេថរទុកេនដែដល 

េគបាន ( )2 2 2 2 210 11 1 10 11 2x x x x x− + = − + =  

ដូចេនះ     2 2 2 210 11 2x x x x− + =  ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

 

7.  ្រសយប�� កថ់ា  m n m na a a +⋅ =   

តមនិយមនយ័  ... n

n
a a a a a× × × × =


ktþa
 

េគបាន 
( )

... ... ...
m nm n

m nm n
a a a a a a a a a a a a a a a a a

+

+

× = × × × × × × × × × = × × × × × × =
  

ktaþ ktþa ktþa
 

ដូចេនះ        m n m na a a +× =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។  

 

 ្រសយប�� កថ់ា  ( )nm m na a ×=  

ពិនិត្យ ( )
...

... n

m m m m
nm m m m m m n

n
a a a a a a a

+ + + +
×= × × × × = =





ktaþ

ktþa
   (ព្រងីកឱ្យធំ្រស�លេមលស�័យគុណ) 

ដូចេនះ      ( )nm m na a ×=   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។  

 

 ្រសយប�� កថ់ា ( )n n nab a b= ⋅   

ពិនិត្យ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )... ... ... nn n

n n n

a b a a a a b b b b ab ab ab ab ab× = × × × × × × × × × = × × × × =
 

ktaþ ktþa ktþa

 

ដូចេនះ      ( )n n nab a b= ×   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

 ្រសយប�� កថ់ា  
m

m n
n

a a
a

−=  ែដល 0a ≠  

( ) ( )

... ... ... ...

...

m
m n

n
m n m n

m

n n

a a a a a a a a a a a a a a a a a a
a a a a a a a a a

−

− −

× × × ×
= = × × × × × × × × × = × × × × =

× × × ×



 

 

ktþa

ktaþ ktþa
ktþa ktþa

 

ដូចេនះ      , 0
m

m n
n

a a a
a

−= ≠   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។  
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8. បង� ញថា  3 2 23 7 12x xyz ab cx+ −  ជាពហុធាែដលមានដេឺ្រកេស� 5  

េដយ ដឺេ្រកៃនពហុធា គឺជាដឺេ្រករបស់តួ ែដលមានដឺេ្រកខ�ស់ជាងេគ 

េហយ តួ 33x  មានដឺេ្រកេស� 3   ,  27xyz  មានដឺេ្រកេស� 4  និង 212ab cx−  មានដឺេ្រកេស� 5  

នាឱំ្យ 3 2 23 7 12x xyz ab cx+ −  ជាពហុធាែដលមានដឺេ្រកេស� 5  

ដូចេនះ     3 2 23 7 12x xyz ab cx+ −  ជាពហុធាែដលមានដឺេ្រកេស� 5   ្រត�វបានបង� ញ     ។ 
 

9. បង� ញថា 2 4 5x x+ −  ជាពហុធាែដលមានដេឺ្រកេស� 2 លំដបចុ់ះ 

េដយ ពហុធា 2 4 5x x+ −   មានតួែដលមានដឺេ្រកខ�ស់ជាងេគេស� 2  និងេរៀបតមលំដបចុ់ះៃនដឺេ្រកគឺ 2 , 1 , 0  

នាឱំ្យ 2 4 5x x+ −  ជាពហុធាែដលមានដឺេ្រកេស� 2 លំដបចុ់ះ 

ដូចេនះ     2 4 5x x+ −  ជាពហុធាែដលមានដឺេ្រកេស� 2 លំដបចុ់ះ ្រត�វបានបង� ញ        ។ 
 

10. បង� ញថា ( )( ) 22 1 3 2 6 2x x x x− + = + −  

េយាងតម េដម្បគុីណពហុធានឹងពហុធា េគយកតួនីមយួៗៃនពហុធាទីមយួ គុណឱ្យ្រគបត់ួៃនពហុធាទីពីរ រចួប្រង�មលទ�ផល ។ 

េគបាន ( )( ) 22 1 3 2 6 4 3 2x x x x x− + = + − −  

       26 2x x= + −  

ដូចេនះ     ( )( ) 22 1 3 2 6 2x x x x− + = + −  ្រត�វបានបង� ញ        ។ 

11. បង� ញថា ៖ 

( )
( )( )

2

2 2

2 22

a b

a b a b

a ab ba b
a ab b

• +

= + +

= + + +

= + +

    
( )
( )( )

2

2 2

2 22

a b

a b a b

a ab ba b
a ab b

• −

= − −

= − − +

= − +

    

( )( )
2 2

2 2

a b a b

a ab ba b
a b

• − +

= + − −

= −
    

( )
( )( )

2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

a b c

a b c a b c

a ab ac ba b bc ca cb c
a b c ab ac bc

• + +

= + + + +

= + + + + + + + +

= + + + + +

  

 

( )
( ) ( )
( )( )

3

2

2 2

3 2 2 2 2 3

3 2 2 3

2

2 2
3 3

a b

a b a b

a ab b a b

a a b a b ab b a b
a a b ab b

• +

= + +

= + + +

= + + + + +

= + + +

  

( )
( ) ( )
( )( )

3

2

2 2

3 2 2 2 2 3

3 2 2 3

2

2 2
3 3

a b

a b a b

a ab b a b

a a b a b ab b a b
a a b ab b

• −

= − −

= − + −

= − − + + −

= − + −

 

( )( )2 2

3 2 2 2 2 3

3 3

a b a ab b

a a b ab ba ab b
a b

• − + +

= + + − − −

= −

  
( )( )2 2

3 2 2 2 2 3

3 3

a b a ab b

a a b ab ba ab b
a b

• + − +

= − + + − +

= +
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( )( )( )
( )( )
( ) ( )

2 2

2 2 2 2

2 22 2

4 4

a b a b a b

a b a b

a b

a b

• − + +

= − +

= −

= −

 

 

12. បង� ញថា   ( ) ( )( )2x a b x ab x a x b+ + + = + +  

េគមាន ( )2 2x a b x ab x ax bx ab+ + + = + + +  

          
( ) ( )
( )( )
x a x b x a

x a x b

= + + +

= + +
 

ដូចេនះ     ( ) ( )( )2x a b x ab x a x b+ + + = + +  ្រត�វបានបង� ញ        ។ 

 

13. បង� ញថា   ( ) ( )( )2acx ad bc x bd ax b cx d+ + + = + +  

េគមាន ( )2 2acx ad bc x bd acx adx bcx bd+ + + = + + +  

       
( ) ( )

( )( )
ax cx d b cx d

cx d ax b

= + + +

= + +
 

ដូចេនះ     ( ) ( )( )2acx ad bc x bd ax b cx d+ + + = + +  ្រត�វបានបង� ញ        ។ 

 

14. បង� ញថា   3 6 3 6 6 2 3+ + − = +  ពតិ 

ពិនិត្យ                                                                    3 6 3 6 6 2 3+ + − = +      

   ( )( )

2 2

3 6 3 6 6 2 3

3 6 2 3 6 3 6 3 6 6 2 3

6 2 9 6 6 2 3

   + + − = +      

+ + + + + − = +

+ − = +

 

       6 2 3 6 2 3+ = +    ពិត 

ដូចេនះ     3 6 3 6 6 2 3+ + − = +  ពិត  ្រត�វបានបង� ញ        ។ 

 

េរៀបេរៀងេដយ : គរនុិស្សតិ  េ្របស ដរ៉ 29 ឯកេទស : គណិតវទិ្យោ 
www.facebook.com/7khmer
fb : Entertainment  And Knowledge



ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនសមីករ  ថា� កទ់ី ១០ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន សមីករ 

 

1. បង� ញថា េប a  ជាចំនួនវជិ�មាន េនាះ a i a− =  ។ 

2. បង� ញថា 2− −  ជាចំនួននិមតិ� ។ 

3. បង� ញថា ( )( )8 18 8 18 144 12− × − = − − = =  ខុស ។ ចូរឱ្យចេម�យែដល្រតឹម្រត�វ ។ 

4. ្រសយប�� ក្់របមាណវធិីេលចំនួនកុំផ�ិច ៖ 

ក. ( ) ( ) ( ) ( )a bi c di a c b d i+ + + = + + +  ខ. ( ) ( ) ( ) ( )a bi c di a c b d i+ − + = − + −  

គ. ( )( ) ( ) ( )a bi c di ac bd ad bc i+ + = − + +  ឃ. 2 2 2 2

a bi ac bd bc ad i
c di c d c d
+ + −

= +
+ + +

 

5. ្រសយថា េប 0A B× =  លុះ្រតែត 0A =  ឬ 0B =  ។ 

6. បង� ញថា 2x = −  ឬ 4x =  ជាឫសៃនសមកីរ 2 2 8 0x x− − =  ។ 

7. បង� ញថា x b=  ឬ x b= −  ជាឫសៃនសមកីរ 2x b=  ។ 

8. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរ 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មានឫស 
2 4

2
b b acx

a
− ± −

=  ។ 

9. ក. ្រសយប�� ក់ថា សមកីរ 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មានឫស 
2

bx
a

− ± ∆
=   ែដល ឌីស្រគីមណីង់ 2 4b ac∆ = −  ។ 

ខ. បង� ញថា  េប 0∆ >  សមកីរមានឫសជាចំនួនពិតពីរេផ្សងគា�  1 2
bx

a
− − ∆

=    ,   2 2
bx

a
− + ∆

=   ។ 

គ. បង� ញថា  េប 0∆ =  សមកីរមានឫសឌុប 1 2 2
bx x
a
−

= =  ។ 

ឃ. បង� ញថា  េប 0∆ <  សមកីរមានឫសពីរជាចំនួនកុំផ�ិចឆា� ស់គា�  1 2
b ix

a
− − −∆

=    ,   2 2
b ix

a
− + −∆

=   ។ 

10. ក. ចំេពះសមកីរ 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មាន b  ជាចំនួនគូ ែដល 2b b′=  េនាះ 2b ac′ ′∆ = −  ។ 

ខ. បង� ញថា េប 0′∆ >  សមកីរមានឫសជាចំនួនពិតពីរេផ្សងគា�  1
bx

a
′ ′− − ∆

=    ,   2
bx

a
′ ′− + ∆

=  ។ 

គ. បង� ញថា េប 0′∆ =  សមកីរមានឫសឌុប 1 2
bx x
a
′−

= =  ។ 

ឃ. បង� ញថា េប 0′∆ <  សមកីរមានឫសពីរជាចំនួនកុំផ�ិចឆា� ស់គា�  1
b ix

a
′ ′− − −∆

=    ,   2
b ix

a
′ ′− + −∆

=   ។ 

11. ចំេពះសមកីរ 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មាន 1x  និង 2x  ជាឫស ។ 

ក. បង� ញថា ផលបូកឫស    1 2
bS x x

a
−

= + =  ។ 

ខ. បង� ញថា ផលគុណឫស  1 2
cP x x
a

= =  ។ 

12. ចំេពះសមកីរ 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មាន 1x  និង 2x  ជាឫស ។ 

ក. បង� ញថា េប 0a b c+ + =  េនាះ 1 21 , cx x
a

= =  ។ 

ខ. បង� ញថា េប 0a b c− + =  េនាះ 1 21 , cx x
a

= − = −  ។ 
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13. ចំេពះសមកីរ 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មានឫសពីរេផ្សងគា� គឺ 1x  និង 2x  ។ 

បង� ញថា េគអចសរេសរកេន្សោមដឺេ្រកទី២ ជាផលគុណកត�  ( )( )2
1 2ax bx c a x x x x+ + = − −  ។ 

14. បង� ញថា េបេគស� ល់ឫសសមកីរគឺ 1x  និង 2x  េនាះេគអចបេង�តសមកីរបាន 2 0x Sx P− + =  ែដល S  ជាផលបូកឫស និង P  

ជាផលគុណឫស ។ 

15. ្រសយប�� ក្់រទឹស�ីបទសំណល់ ៖ េប R  ជាសំណល់ក�ុងករែចកកេន្សោមពហុធា ( )f x  នឹង x α−  េនាះេគបាន ( )R f α=  ។ 

16. ្រសយប�� ក្់រទឹស�ីបទកត�  ៖ ( )f x  ជាពហុធា ។ េប α  ជាចេម�យៃនសមកីរ ( ) 0f x =  េនាះ x α−  ជាកត� ៃន ( )f x  ។ 

17. បង� ញថា ( )f x  ែចកដចន់ឹង ax b+  ្របសិនេប 0bf
a

 − = 
 

 ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន សមីករ 

 

1. បង� ញថា  a i a− =   

េគមាន  a  ជាចំនួនវជិ�មាន 

េដយ   2 1i = −  

េគបាន   ( ) 21a a i a i a− = − ⋅ = ⋅ =  

ដូចេនះ      a i a− =   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

2. បង� ញថា 2− −  ជាចនំនួនមិតិ� 

 តមនិយមនយ័ ចំនួននិមតិ� ជាផលគុណចំនួនពិតនឹងឯកតនិមតិ� i  

េដយ ( ) 22 1 2 2 2i i− − = − − ⋅ = − ⋅ = − ⋅   (ជាផលគុណចំនួនពិតនឹងឯកតនិតមតិ�) 

ដូចេនះ      2− −   ជាចំនួននិមតិ� ្រត�វបានបង� ញ        ។ 

 

3. បង� ញថា  ( )( )8 18 8 18 144 12− × − = − − = =  ខុស  នងិឱ្យចេម�យែដល្រតមឹ្រត�វ 

េគមាន ( )( )8 18 8 18 144 12− × − = − − = =  

េ្រពះ រូបមន� a b a b× = ⋅  េ្របបានែត 0 , 0a b≥ ≥  ប៉ុេណា� ះ 

ចេម�យែដល ្រតឹម្រត�វគឺ  ( )2 2 28 18 8 18 8 18 8 18 1 144 12i i i i i− × − = ⋅ × ⋅ = × = × × = − = −  

ដូចេនះ      8 18 12− × − = ខុស ចេម�យ្រតឹម្រត�វគឺ  8 18 12− × − = −        ។ 

 

4. ្រសយប�� ក្់របមាណវធិេីលចនំនួកុផំ�ចិ ៖ 

ក. ្រសយប�� ក ់ ( ) ( ) ( ) ( )a bi c di a c b d i+ + + = + + +  

េដម្បបីូកចំនួនកុំផ�ិចជាមយួចំនួនកុំផ�ិច េគបូកែផ�កពិតជាមយួែផ�កពិត និងបូកែផ�កនិមតិ�ជាមយួែផ�កនិមតិ�  

េគបាន  ( ) ( ) ( ) ( )a bi c di a c bi di a c b d i+ + + = + + + = + + +  

ដូចេនះ     ( ) ( ) ( ) ( )a bi c di a c b d i+ + + = + + +   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

ខ. ្រសយប�� ក ់ ( ) ( ) ( ) ( )a bi c di a c b d i+ − + = − + −  

េដម្បដីកចំនួនកុំផ�ិចជាមយួចំនួនកុំផ�ិច េគដកែផ�កពិតជាមយួែផ�កពិត និងដកែផ�កនិមតិ�ជាមយួែផ�កនិមតិ�  

េគបាន  ( ) ( ) ( ) ( )a bi c di a c bi di a c b d i+ − + = − + − = − + −  

ដូចេនះ     ( ) ( ) ( ) ( )a bi c di a c b d i+ − + = − + −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 
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គ. ្រសយប�� ក ់ ( )( ) ( ) ( )a bi c di ac bd ad bc i+ + = − + +  

េគមាន ( )( ) 2a bi c di ac adi bci bdi+ + = + + +  

    ( ) ( )
ac bd adi bci
ac bd ad bc i

= − + +

= − + +
 

 ដូចេនះ      ( )( ) ( ) ( )a bi c di ac bd ad bc i+ + = − + +   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

ឃ. ្រសយប�� ក ់ 2 2 2 2

a bi ac bd bc ad i
c di c d c d
+ + −

= +
+ + +

 

េគមាន ( )( )
( )( )
a bi c dia bi

c di c di c di
+ −+

=
+ + −

 

2 2

2 2 2 2

ac bd adi bci
c d

ac bd bc ad i
c d c d

+ − +
=

+
+ −

= +
+ +

 

 ដូចេនះ      2 2 2 2

a bi ac bd bc ad i
c di c d c d
+ + −

= +
+ + +

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 
5. ្រសយថា  េប 0A B× =  លុះ្រតែត 0A =  ឬ 0B =  

េគនឹង្រសយតមេទ�លក�ខណ�    េគដឹងថា   ( ) ( )p q p q q p⇔ = ⇒ ∧ ⇒  

េដយ 0 0A B A× = ⇒ =  ឬ 0B =        ( )1  

ម្យោ៉ងេទៀត េប 0A =   0 0A B B⇒ × = × =  

   េប 0B =   0 0A B A⇒ × = × =  

នាឱំ្យ ( 0A =  ឬ 0)B = ⇒ ( )0 2A B× =  

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2  េគបាន  0A B× =  លុះ្រតែត 0A =  ឬ 0B =  

ដូចេនះ    0A B× =  លុះ្រតែត 0A =  ឬ 0B =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់         ។ 

 

6. បង� ញថា 2x = −  ឬ 4x =  ជាឫសៃនសមកីរ 2 2 8 0x x− − =   

េប 2x = −  ឬ 4x =  ជាឫសៃនសមកីរ 2 2 8 0x x− − =  កលណា 2x = −  ឬ 4x =  េផ��ងផា� តស់មកីរ 2 2 8 0x x− − =  

េដយ ចំេពះ 2x = −  េនាះ  ( ) ( )22 2 8 2 2 2 8 4 4 8 0x x− − = − − ⋅ − − = + − =  ពិត 

   ចំេពះ 4x =    េនាះ  2 22 8 4 2 4 8 16 8 8 0x x− − = − ⋅ − = − − =  ពិត 

នាឱំ្យ 2x = −  ឬ 4x =  ជាឫសៃនសមកីរ 2 2 8 0x x− − =  

ដូចេនះ    2x = −  ឬ 4x =  ជាឫសៃនសមកីរ 2 2 8 0x x− − =  ្រត�វបានបង� ញ        ។ 
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7. បង� ញថា x b=  ឬ x b= −  ជាឫសៃនសមកីរ 2x b=   

េប x b=  ឬ x b= −  ជាឫសៃនសមកីរ 2x b=   កលណា  x b=  ឬ x b= −  េផ��ងផា� ត់សមកីរ 2x b=  

េដយ ចំេពះ x b=     េនាះ  ( )22x b b= =     ពិត 

   ចំេពះ x b= −   េនាះ  ( )22x b b= − =   ពិត 

នាឱំ្យ x b=  ឬ x b= −  ជាឫសៃនសមកីរ 2x b=  

ដូចេនះ      x b=  ឬ x b= −  ជាឫសៃនសមកីរ 2x b=   ្រត�វបានបង� ញ     ។ 

 

8. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរ 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មានឫស 
2 4

2
b b acx

a
− ± −

=  

េគមាន                 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠     (ែចកអង�ទងំពីរនឹង a ) 

   

2

2

2 2
2

2 2

2 2

2

2

2

2

2

2

2

0

2
2

2
2 2 2

2 4

4
2 4

4
2 4

4
2 4

4
2 2

4
2

b cx x
a a

b cx x
a a

b b b cx x
a a a a

b b cx
a a a

b b acx
a a

b b acx
a a

b b acx
a a

b b acx
a a

b b acx
a

+ + =

+ ⋅ ⋅ = −

   + ⋅ ⋅ + = −   
   

 + = − 
 

− + = 
 

−
+ = ±

−
= − ±

−
= − ±

− ± −
=

 

(សូមប�� កថ់ា ្រតង់ 24 2a a=  តមពិត 24 2a a=  ចំេពះ 0a ≠  េគបាន 24 2a a= ±  ែត 
±
= ±

±
 ដែដល) 

ដូចេនះ      2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មានឫស 
2 4

2
b b acx

a
− ± −

=   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 
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9. ក. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរ 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មានឫស 
2

bx
a

− ± ∆
=    

េគមាន 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មានឫស 
2 4

2
b b acx

a
− ± −

=     (បាន្រសយរចួខងេល) 

ចំេពះ ឌីស្រគីមណីង ់ 2 4b ac∆ = −  

េគបាន 
2

bx
a

− ± ∆
=  

ដូចេនះ      សមកីរ 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មានឫស 
2

bx
a

− ± ∆
=   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

ខ. បង� ញថា  េប 0∆ >  សមកីរមានឫសជាចនំនួពតិពរីេផ្សងគា�   1 2
bx

a
− − ∆

=    ,   2 2
bx

a
− + ∆

=  

េគមាន 
2

bx
a

− ± ∆
=  ជាឫសៃនសមកីរ  2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  

ចំេពះ 0∆ >  េគអចសរេសរបាន  1 2
bx

a
− − ∆

=    ,   2 2
bx

a
− + ∆

=  

ដូចេនះ      េប 0∆ >  សមកីរ 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មានឫស 1 2
bx

a
− − ∆

=    ,   2 2
bx

a
− + ∆

=      ។ 

 

គ. បង� ញថា  េប 0∆ =  សមកីរមានឫសឌុប 1 2 2
bx x
a
−

= =  

េគមាន 
2

bx
a

− ± ∆
=  ជាឫសៃនសមកីរ  2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  

ចំេពះ 0∆ =   េគសរេសរបាន  1
0

2 2
b bx

a a
− − −

= =    ,   2
0

2 2
b bx

a a
− + −

= =  

ដូចេនះ      េប 0∆ =  សមកីរមានឫសឌុប 1 2 2
bx x
a
−

= =    ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

 

ឃ. បង� ញថា  េប 0∆ <  សមកីរមានឫសពរីជាចនំនួកុផំ�ចិឆា� ស់គា�  1 2
b ix

a
− − −∆

=    ,   2 2
b ix

a
− + −∆

=  

េគមាន 
2

bx
a

− ± ∆
=  ជាឫសៃនសមកីរ  2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  

ចំេពះ 0∆ <   េគសរេសរបាន   
( ) ( )( ) ( )2

1

1
2 2 2 2

b b b i b ix
a a a a

− − − −∆ − − − −∆ − − ⋅ −∆ − − −∆
= = = =  

      
( ) ( )( ) ( )2

2

1
2 2 2 2

b b b i b ix
a a a a

− + − −∆ − + − −∆ − + ⋅ −∆ − + −∆
= = = =  

      េ្រពះ េគ្រត�វទុករ៉ឌីកងឱ់្យវជិ�មាន  េហតុេនះ −∆  ជាចំនួនវជិ�មាន េដយសរែត 0∆ <  
       

ដូចេនះ      េប 0∆ <  សមកីរមានឫសពីរជាចំនួនកុំផ�ិចឆា� ស់គា�  1 2
b ix

a
− − −∆

=    ,   2 2
b ix

a
− + −∆

=       ។ 
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10. ក. ចេំពះសមកីរ  2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មាន b  ជាចនំនួគូ ែដល 2b b′=  េនាះ  2b ac′ ′∆ = −  

េគមាន 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មានឫស 
2 4

2
b b acx

a
− ± −

=  

ក�ុងករណី 2b b′=  េនាះ  
( )2 2 2 22 2 4 2 4 4 2 2
2 2 2

b b ac b b ac b b ac b b acx
a a a a

′ ′− ± − ′ ′ ′ ′ ′ ′− ± − − ± − − ± −
= = = =    

េដម្បសី្រម�លរងឱ្យងយ េគតង 2b ac′ ′∆ = −   េនាះេគបាន  
bx

a
′ ′− ± ∆

=  

ដូចេនះ      េគបាន  2b ac′ ′∆ = −   ចំេពះ  2b b′=       ។ 
 

ខ. បង� ញថា េប 0′∆ >  សមកីរមានឫសជាចនំនួពតិពរីេផ្សងគា�   1
bx

a
′ ′− − ∆

=    ,   2
bx

a
′ ′− + ∆

=   

ក�ុងករណី 2b ac′ ′∆ = −   េគមាន  
bx

a
′ ′− ± ∆

=  

ចំេពះ 0′∆ >   េគអចសរេសរ   1
bx

a
′ ′− − ∆

=    ,   2
bx

a
′ ′− + ∆

=  

ដូចេនះ      េប 0′∆ >  សមកីរមានឫសជាចំនួនពិតពីរេផ្សងគា�   1
bx

a
′ ′− − ∆

=    ,   2
bx

a
′ ′− + ∆

=       ។ 

 

គ. បង� ញថា េប 0′∆ =  សមកីរមានឫសឌុប  1 2
bx x
a
′−

= =  

េគមាន 
bx

a
′ ′− ± ∆

=  

ចំេពះ 0′∆ =   េគសរេសរបាន  1
0b bx

a a
′ ′− − −

= =    ,    1
0b bx

a a
′ ′− + −

= =  

ដូចេនះ     េប 0′∆ =  សមកីរមានឫសឌុប  1 2
bx x
a
′−

= =     ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

 

ឃ. បង� ញថា េប 0′∆ <  សមកីរមានឫសពរីជាចនំនួកុផំ�ចិឆា� ស់គា�   1
b ix

a
′ ′− − −∆

=    ,   2
b ix

a
′ ′− + −∆

=   

េគមាន 
bx

a
′ ′− ± ∆

=  

ចំេពះ 0′∆ <   េគសរេសរបាន     

  
( ) ( )( ) ( )2

1

1b b b ib b ix
a a a a a

′ ′ ′ ′ ′ ′− − − −∆ − − − −∆ − − ⋅ −∆′ ′ ′ ′− − ∆ − − −∆
= = = = =  

   
( ) ( )( ) ( )2

2

1b b b ib b ix
a a a a a

′ ′ ′ ′ ′ ′− + − −∆ − + − −∆ − + ⋅ −∆′ ′ ′ ′− + ∆ − + −∆
= = = = =  

   េ្រពះ េគ្រត�វទុករ៉ឌីកងឱ់្យវជិ�មាន  េហតុេនះ ′−∆  ជាចំនួនវជិ�មាន េដយសរែត 0′∆ <  
       

ដូចេនះ      េប 0′∆ <  សមកីរមានឫសពីរជាចំនួនកុំផ�ិចឆា� ស់គា�  1
b ix

a
′ ′− − −∆

=    ,   2
b ix

a
′ ′− + −∆

=        ។ 
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11. ចេំពះសមកីរ 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មាន 1x  នងិ 2x  ជាឫស ៖ 

ក. បង� ញថា ផលបកូឫស    1 2
bS x x

a
−

= + =  

េគមាន 1x  និង 2x  ជាឫសៃនសមកីរ  2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠   

   ែដល  
2

1
4

2
b b acx

a
− − −

=    ,   
2

2
4

2
b b acx

a
− + −

=  

េគបាន 
2 2 2 2

1 2
4 4 4 4 2

2 2 2 2
b b ac b b ac b b ac b b ac b bx x

a a a a a
− − − − + − − − − − + − −

+ = + = = = −  

ដូចេនះ     ផលបូកឫស 1 2
bS x x

a
−

= + =   ្រត�វបានបង� ញ        ។  (គួរដឹងថា SumS = =ផលបូក) 

 

ខ. បង� ញថា ផលគុណឫស  1 2
cP x x
a

= ⋅ =   

េគមាន 1x  និង 2x  ជាឫសៃនសមកីរ  2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠   

   ែដល  
2

1
4

2
b b acx

a
− − −

=    ,   
2

2
4

2
b b acx

a
− + −

=  

េគបាន 
( ) ( )22 2

2 2 2 2

1 2 2 2 2

44 4 4 4
2 2 4 4 4

b b acb b ac b b ac b b ac ac cx x
a a a a a a

− − −  − − − − + − − +
+ = = = = =    

  
 

ដូចេនះ     ផលគុណឫស 1 2
cP x x
a

= ⋅ =   ្រត�វបានបង� ញ        ។  (គួរដឹងថា ProductP = =ផលគុណ) 

 

12. ចេំពះសមកីរ 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មាន 1x  នងិ 2x  ជាឫស 

ក. បង� ញថា េប 0a b c+ + =  េនាះ 1 21 , cx x
a

= =  

េគមាន សមកីរ  2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  

េគឱ្យ 1 1x =   េនាះេគបាន  21 1 0a b c⋅ + ⋅ + =   ឬ  0a b c+ + =  

ម្យោ៉ងេទៀត 1 2
cx x
a

⋅ =   ឬ  21 cx
a

⋅ =   េនាះ  2
cx
a

=  

ដូចេនះ     ចំេពះសមកីរ 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠   េប 0a b c+ + =  េនាះ 1 21 , cx x
a

= =       ។ 

 

ខ. បង� ញថា េប 0a b c− + =  េនាះ 1 21 , cx x
a

= − = −  

េគមាន សមកីរ  2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  

េគឱ្យ 1 1x = −   េនាះេគបាន  ( ) ( )21 1 0a b c⋅ − + ⋅ − + =   ឬ  0a b c− + =  

ម្យោ៉ងេទៀត 1 2
cx x
a

⋅ =   ឬ  ( ) 21 cx
a

− ⋅ =   េនាះ  2
cx
a

= −  

ដូចេនះ     ចំេពះសមកីរ 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠   េប 0a b c− + =  េនាះ 1 21 , cx x
a

= − = −       ។ 
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13. ចេំពះសមកីរ 2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠  មានឫសពរីេផ្សងគា� គ ឺ 1x  នងិ 2x  

បង� ញថា េគអចសរេសរកេន្សោមដេឺ្រកទ២ី ជាផលគុណកត�  ( )( )2
1 2ax bx c a x x x x+ + = − −   

េគមាន សមកីរ  2 0 , 0ax bx c a+ + = ≠   ែដល 1x  និង 2x  ជាឫស 

េគបាន ទំនាកទ់ំនងឫស និងេមគុណគឺ  1 2
bx x

a
−

+ =    ,    1 2
cx x
a

⋅ =  

ពិនិត្យ 2 2 b cax bx c a x x
a a

 + + = + + 
 

 

           

( )

( ) ( )
( )( )

2

2
1 2 1 2

2
1 2 1 2

1 2 1

1 2

b ca x x
a a

a x x x x x x

a x x x x x x x

a x x x x x x

a x x x x

− = − + 
 
 = − + + 
 = − − + 
 = − − − 

= − −

 

ដូចេនះ    េបកេន្សោមដឺេ្រកទី២មានឫស 1x  និង 2x  េនាះដក់ជាផលគុណកត� បាន  ( )( )2
1 2ax bx c a x x x x+ + = − −     ។ 

 

14. បង� ញថា េគអចបេង�តបានសមកីរដេឺ្រកទ២ី  2 0x Sx P− + =   

េដយ 1x  និង 2x  ជាឫសៃនសមកីរ 

េគបាន          ( )( )1 2 0x x x x− − =  

   ( )

2
2 1 1 2

2
2 1 1 2

2

0

0

0

x x x x x x x
x x x x x x

x Sx P

− − + =

− + + =

− + =

 

 

ដូចេនះ    េគអចបេង�តបានសមកីរដឺេ្រកទី២   2 0x Sx P− + =   េបស� ល់ឫស 1 2,x x        ។ 
 

15. ្រសយប�� ក្់រទសឹ�ីបទសំណល់ ៖ សំណល់ ( )R f α=  

េគមាន R  ជាសំណល់ក�ុងករែចកកេន្សោមពហុធា ( )f x  នឹង x α−  

េគតង ( )q x  ជាផលែចកៃនករែចកកេន្សោមពហុធា ( )f x  នឹង x α−  

េនាះេគបាន ទំនាកទ់ំនង  ( ) ( ) ( )f x x q x Rα= − +  

    ឬ  ( ) ( ) ( )f q Rα α α α= − +         (បានពីជំនួស  x  េដយ α ) 

         ( )f Rα =  

 ដូចេនះ      ( )f x  ែចកនឹង x α−   បានសំណល់ R  ែដល ( )R f α=    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 
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16. ្រសយប�� ក្់រទសឹ�ីបទកត�  ៖  េប α  ជាចេម�យៃនសមកីរ ( ) 0f x =  េនាះ  x α−  ជាកត� មយួៃន ( )f x  

េគមាន ( )f x  ជាពហុធា  និង α  ជាចេម�យៃនសមកីរ ( ) 0f x =  

េគតង ( )q x  ជាផលែចកៃនករែចកពហុធា ( )f x  នឹង x α−  

េនាះេគបាន ទំនាកទ់ំនង   ( ) ( ) ( )f x x q x Rα= − +    

    ឬ   ( ) ( ) ( )f q Rα α α α= − +  

          ( )f Rα =  

 េដយ α  ជាចេម�យៃនសមកីរ ( ) 0f x =   េនាះ   ( ) 0f α =  

េគបាន 0R =  មាននយ័ថា  ពហុធា ( )f x  ែចកដចន់ឹង x α−  

នាឱំ្យ x α−  ជាកត� មយួៃន ( )f x  

ដូចេនះ        េប α  ជាចេម�យៃនសមកីរ ( ) 0f x =  េនាះ  x α−  ជាកត� មយួៃន ( )f x         ។ 

 

17. បង� ញថា ( )f x  ែចកដចន់ងឹ ax b+  ្របសិនេប 0bf
a

 − = 
 

 

េគតង R  ជាសំណល់ក�ុងករែចកកេន្សោមពហុធា ( )f x  នឹង ax b+  

   ( )q x  ជាផលែចកៃនករែចកកេន្សោមពហុធា ( )f x  នឹង ax b+  

េនាះេគបាន ទំនាកទ់ំនង  ( ) ( ) ( )f x ax b q x R= + +  

    ឬ  
b b bf a b q R
a a a

      − = ⋅ − + − +            
        (បានពីជំនួស  x  េដយ 

b
a

− ) 

               ( ) bb b q R
a

R

 = − + − + 
 

=

 

ែតេគឱ្យ 0bf
a

 − = 
 

  េនាះ  សំណល់ 0R =   មាននយ័ថា  ( )f x  ែចកដចន់ឹង ax b+      

 ដូចេនះ      ( )f x  ែចកដចន់ឹង ax b+  ្របសិនេប 0bf
a

 − = 
 

   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន វិសមីករ 

 

1. ចូរ្រសយប�� ក់វសិមសភាពៃន្រតីេកណថា ៖ 

-ផលបូករង� ស់្រជ�ងពីរ ្រត�វធំជាង្រជ�ងមយួេទៀត ។ 

-ផលដករង� ស់្រជ�ងពីរ ្រត�វតូចជាង្រជ�ងមយួេទៀត ។ 

2. ក. បង� ញថា េទ�ធា ( )f x ax b= +  មានឫស 
bx
a

= −   ។ 

ខ. បង� ញថា េប 
bx
a

> −  េនាះ ( )f x  មានស�� ដូច a  ។ 

គ. បង� ញថា េប 
bx
a

< −  េនាះ ( )f x  មានស�� ផ�ុយ a  ។ 

3. ចំេពះសមកីរ និងវសិមកីរដឺេ្រកទី១ែដលមានជាបត់ៃម�ដចខ់ត  េហយ 0C >  ៖ 

ក. បង� ញថា េប Ax B C+ =  េនាះ Ax B C+ =  ឬ Ax B C+ = −  ។ 

ខ. បង� ញថា េប Ax B C+ <  េនាះ  C Ax B C− < + <  ។ 

គ. បង� ញថា េប Ax B C+ >  េនាះ  Ax B C+ < −  ឬ Ax B C+ >  ។ 

4. ្រសយថា ្រតីធាដឺេ្រកទី២ ( ) 2f x ax bx c= + +  ែដលមានឫស α  និង β េហយ α β<  មាន ៖ 

-ស�� ផ�ុយ a  កលណា xα β< <  (មានន័យថាេនចេនា� ះឫស) ។ 

-ស�� ដូច a  កលណា x α<  ឬ x β>   (មាននយ័ថាេនេ្រកឫស) ។ 

5. ក. ្រសយថា ្រតីធាដឺេ្រកទី២ ( ) 2 , 0f x ax bx c a= + + ≠  ែដល 0∆ <  មានស�� ដូច a  ជានិច� ។ 

ខ. ្រសយថា ្រតីធាដឺេ្រកទី២ ( ) 2 , 0f x ax bx c a= + + ≠  ែដល 0∆ =  មានស�� ដូច a  េលកែលងែត្រតង ់
2
bx
a

= −  ។ 

6. ចូរបង� ញវសិមភាពខងេ្រកម ៖ 

ក.  2 2a b ab+ ≥   ខ. 2 2 0a ab b+ + ≥   

គ. 2 25 4 6 0x xy y− + ≥   ឃ. ( )( ) ( )22 2 2 2a b x y ax by+ + ≥ +    ។ 

7. ក. ចេំពះ 0 , 0a b> >  បង� ញថា a b a b+ > +  ។ 

ខ. បង� ញវសិមភាព a b a b− < −  ចំេពះ 0a b> >  ។ 

គ. បង� ញថា ចំេពះ 0 , 0a b≥ ≥  េនាះ 
2

a b ab+
≥  (មធ្យមនព�ន� និងមធ្យមធរណីមា្រត) ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន វិសមីករ 

 

1. ្រសយប�� កវ់សិមសភាពៃន្រតេីកណ ៖ ផលបកូរង� ស់្រជ�ងពរី ្រត�វធជំាង្រជ�ងមយួេទៀត 

ែណនា ំ:  េគមនិែមនេចះែតសង្់រតីេកណបាន្រគបក់រណីេនាះេទ ។ 

  ដូចជា ្រតីេកណែដលមាន្រជ�ង 3cm , 6cm , 10cm  

  េគមនិអចសង់្រតីេកណែដលមាន្រជ�ងែបបេនះបានេទ ។ 

  ដូចេនះ ្រជ�ងៃន្រតីេកណ្រត�វមានលក�ខណ� កំណតច់្បោស់លស់ ។ 
 

ឧបមាថា  េគមាន្រតីេកណ ABC  បនា� យ្រជ�ង BC  ឱ្យបាន CM CA=  ។ 

េគមាន BAM BAC CAM∠ = ∠ +∠  េនាះ  ( )1BAM CAM∠ > ∠  

េដយ ACM∆  មាន CM CA=  េនាះ ACM∆  ជា្រតីេកណសមបាត 

  កំពូល C  នាឱំ្យ CAM CMA∠ = ∠  

េគបាន ( )1 BAM CMA∠ > ∠   អចសរេសរ  BAM BMA∠ > ∠  

ក�ុង BAM∆  មាន BAM BMA∠ > ∠  េគបាន BM AB>  

េដយ BM BC CM BC CA= + = +  េ្រពះ CM CA=  

េគបាន BC CA AB+ >  ឬ BC AC AB+ >  ។ 

តមលំនាដូំចគា� ខងេលេនះ េគកអ៏ច្រសយបានថា  AB AC BC+ >  និង AB BC AC+ >  

ដូចេនះ      ក�ុង្រតីេកណមយួ ផលបូករង� ស់្រជ�ងពីរ ្រត�វធំជាង្រជ�ងមយួេទៀត ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 
 

 ្រសយប�� កវ់សិមសភាពៃន្រតេីកណ ៖ ផលដករង� ស់្រជ�ងពរី ្រត�វតូចជាង្រជ�ងមយួេទៀត 

ឧបមាថា ្រតីេកណ ABC  មានរង� ស់្រជ�ង AB AC BC> >  

តមរយៈ ស្រមាយខងេល ក�ុង្រតីេកណមយួ ផលបកូរង� ស់្រជ�ងពីរ ្រត�វធំជាង្រជ�ងមយួេទៀត 

េគបាន 

( )
( )
( )

1

2

3

AB BC AC

AC BC AB

AB AC BC

 + >


+ >
 + >

    

  តម  ( )1  AB AC BC> −  

  តម  ( )2  AC AB BC> −  

  តម  ( )2  BC AB AC> −  

(ក�ុង្រតីេកណមយួ : ្រជ�ងែវងជាងេគ ដក្រជ�ងខ�ី ្រត�វតូចជាង្រជ�ងមយួេទៀត) 

ដូចេនះ      ក�ុង្រតីេកណមយួ ផលដករង� ស់្រជ�ងពីរ ្រត�វតូចជាង្រជ�ងមយួេទៀត ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 
 

 

លំហត់្រស�លយ៉ាងណាក៏េដយ ែតេបេយងមនិេចះគឺវលំបាក ។ 

លំហត់ែដលខ�ុ ំេដះ្រសយបាន គឺជាលំហតែ់ដលខ�ុ ំធា� បជ់ួប ឬមានលំនាដូំចលំហតធ់ា� បជ់ួប ឬបំែបកគំនិតពីលំហតធ់ា� បជ់ួប ឬ ... ។ 

 

10cm

3cm 6cm

A

B C M
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2. ក. បង� ញថា េទ�ធា ( )f x ax b= +  មានឫស 
bx
a

= −  

េដម្បរីកឫសៃនេទ�ធា ( )f x ax b= +  េគ្រត�វឱ្យ ( ) 0f x =   

សមមូល 0 bax b x
a

+ = ⇒ = −  ជាឫស ែដល 0a ≠  

ដូចេនះ     េទ�ធា ( )f x ax b= +  មានឫស 
bx
a

= −  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

ខ. បង� ញថា េប 
bx
a

> −  េនាះ ( )f x  មានស�� ដូច a   (មាននយ័ថា ខងស� ំឫស មានស�� ដូច a ) 

េគមាន ( )1bx
a

> −  ែដល 0a ≠   េគនឹងបង� ញថា ( )f x  មានស�� ដូច a  ្រគបក់រណីៃន a  

-េប 0a >  េនាះ ( )1 : ax b> −   សមមូល 0ax b+ >  ឬ ( ) 0f x >  

   មាននយ័ថា េប a  មានស��  +   េនាះ  េទ�ធា ( )f x  កម៏ានស��  +  ែដរ ។ 

-េប 0a <  េនាះ ( )1 : ax b< −   សមមូល 0ax b+ <  ឬ ( ) 0f x <  

   មាននយ័ថា េប a  មានស��  −   េនាះ  េទ�ធា ( )f x  កម៏ានស��  −  ែដរ ។ 

េឃញថា ្រគបក់រណីៃន 0a ≠  េនាះ ( )f x  មានស�� ដូច a   

ដូចេនះ     េប 
bx
a

> −  េនាះ ( )f x  មានស�� ដូច a  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

គ. បង� ញថា េប 
bx
a

< −  េនាះ ( )f x  មានស�� ផ�ុយ a  (មាននយ័ថា ខងេឆ�ងឫស មានស�� ផ�ុយ a ) 

េគមាន ( )1bx
a

< −  ែដល 0a ≠   េគនឹងបង� ញថា ( )f x  មានស�� ផ�ុយ a  ្រគបក់រណីៃន a  

-េប 0a >  េនាះ ( )1 : ax b< −   សមមូល 0ax b+ <  ឬ ( ) 0f x <  

   មាននយ័ថា េប a  មានស��  +   េនាះ  េទ�ធា ( )f x  មានស��  −  ជាស�� ផ�ុយ a  ។ 

-េប 0a <  េនាះ ( )1 : ax b> −   សមមូល 0ax b+ >  ឬ ( ) 0f x >  

   មាននយ័ថា េប a  មានស��  −   េនាះ  េទ�ធា ( )f x  មានស��  +  ជាស�� ផ�ុយ a  ។ 

េឃញថា ្រគបក់រណីៃន 0a ≠  េនាះ ( )f x  មានស�� ផ�ុយ a   

ដូចេនះ     េប 
bx
a

< −  េនាះ ( )f x  មានស�� ផ�ុយ a  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
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3. ចេំពះសមកីរ នងិវសិមកីរដេឺ្រកទ១ីែដលមានជាបត់ៃម�ដចខ់ត  េហយ 0C >  ៖ 

ក. បង� ញថា េប Ax B C+ =  េនាះ Ax B C+ =  ឬ Ax B C+ = −  

តមលក�ណៈ  
0

0

x x
x

x x

 ≥= 
− <

ebI

ebI
   េគនឹងបង� ញថា េប ( )1Ax B C+ =  េនាះ Ax B C+ =  ឬ Ax B C+ = −  

-ក�ុងករណី 0Ax B+ >  េនាះេគបាន Ax B Ax B+ = +    

   នាឱំ្យ ( )1  េទជា  ( )Ax B C i+ =  

-ក�ុងករណី 0Ax B+ <  េនាះេគបាន ( )Ax B Ax B+ = − +   

   នាឱំ្យ ( )1  េទជា  ( )Ax B C− + =   សមមូល  ( )Ax B C ii+ = −  

តមរយៈ ( )i  និង ( )ii  េគបាន Ax B C+ =  ឬ Ax B C+ = −   

ដូចេនះ     េប Ax B C+ =  េនាះ Ax B C+ =  ឬ Ax B C+ = − ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

ខ. បង� ញថា េប Ax B C+ <  េនាះ  C Ax B C− < + <  

តមលក�ណៈ  
0

0

x x
x

x x

 ≥= 
− <

ebI

ebI
   េគនឹងបង� ញថា  េប ( )1Ax B C+ <  េនាះ  C Ax B C− < + <  

-ក�ុងករណី 0Ax B+ >  េនាះេគបាន Ax B Ax B+ = +   

   នាឱំ្យ ( )1  េទជា  ( )Ax B C i+ <  

-ក�ុងករណី 0Ax B+ <  េនាះេគបាន ( )Ax B Ax B+ = − +   

   នាឱំ្យ ( )1  េទជា  ( )Ax B C− + <   សមមូល  ( )Ax B C ii+ > −  

តមរយៈ ( )i  និង ( )ii  េគអចសរេសរបាន  C Ax B C− < + <  

ដូចេនះ     េប Ax B C+ <  េនាះ  C Ax B C− < + <  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

គ. បង� ញថា Ax B C+ >  េនាះ  Ax B C+ < −  ឬ Ax B C+ >   

តមលក�ណៈ  
0

0

x x
x

x x

 ≥= 
− <

ebI

ebI
   េគនឹងបង� ញថា  េប ( )1Ax B C+ >  េនាះ  Ax B C+ < −  ឬ Ax B C+ >  

-ក�ុងករណី 0Ax B+ >  េនាះេគបាន Ax B Ax B+ = +   

   នាឱំ្យ ( )1  េទជា  ( )Ax B C i+ >  

-ក�ុងករណី 0Ax B+ <  េនាះេគបាន ( )Ax B Ax B+ = − +   

   នាឱំ្យ ( )1  េទជា  ( )Ax B C− + >   សមមូល  ( )Ax B C ii+ < −  

តមរយៈ ( )i  និង ( )ii  េគបាន  Ax B C+ >  ឬ Ax B C+ < −  

ដូចេនះ     េប Ax B C+ >  េនាះ  Ax B C+ < −  ឬ Ax B C+ >  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
 

សមា� ល់ :  េហតុអ�ីបានជាេគមនិឱ្យករណី 0Ax B+ =  ?  េ្រពះថា អង�ទីពីរ 0C >  េបេគឱ្យ 0Ax B+ =  ជាករណីមនិអចមាន ។ 
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4. ្រសយថា ្រតធីាដេឺ្រកទ២ី ( ) 2f x ax bx c= + +  ែដលមានឫស α  នងិ β េហយ α β<  មាន ៖ 

-ស�� ផ�ុយ a  កលណា xα β< <  (មាននយ័ថាេនចេនា� ះឫស) 

-ស�� ដូច a  កលណា x α<  ឬ x β>   (មាននយ័ថាេនេ្រកឫស) 
 

េគមាន េប ( ) 2f x ax bx c= + +  ែដលមាន α  និង β  ជាឫស 

   េនាះេគបាន ( ) ( )( )f x a x xα β= − −    (បាន្រសយប�� ករ់ចួក�ុងេមេរៀនសមកីរ លំហតេ់លខ ១៣) 

   នាឱំ្យ ( )f x  មានស��  ( )( )a x xα β− −  

តរងស��  ៃន ( )( )a x xα β− −  

x   −∞                              α                                   β                             +∞  
x α−  −  +  +  
x β−  −  −  +  

a  a  a  a  

( ) ( )( )f x a x xα β= − −  ស�� ដូច a  ស�� ផ�ុយ a  ស�� ដូច a  
 

តមតរងស��  េគសន�ិដ� នបានថា ៖ 

   -្រតីធា ( )f x  មានស�� ផ�ុយ a  កលណា xα β< <  (មាននយ័ថាេនចេនា� ះឫស) 

   -្រតីធា ( )f x  មានស�� ដូច a  កលណា x α<  ឬ x β>   (មាននយ័ថាេនេ្រកឫស) 

ដូចេនះ     -្រតីធា ( )f x  មានស�� ផ�ុយ a  កលណា xα β< <  (មាននយ័ថាេនចេនា� ះឫសមានស�� ផ�ុយ a ) 

       -្រតីធា ( )f x  មានស�� ដូច a  កលណា x α<  ឬ x β>   (មាននយ័ថាេនេ្រកឫសមានស�� ដូច a  )      ។ 
 

5. ក. ្រសយថា ្រតធីាដេឺ្រកទ២ី ( ) 2 , 0f x ax bx c a= + + ≠  ែដល 0∆ <  មានស�� ដូច a  ជានចិ� 

េគមាន ( ) 2 2 b cf x ax bx c a x x
a a

 = + + = + + 
 

 

                            

2

2 2
2

2 22 2

2

2
2

2
2 2 2

4
2 4 2 4

b ca x x
a a

b b b ca x x
a a a a

b b c b b aca x a x
a a a a a

 = + ⋅ ⋅ + 
 
    = + ⋅ ⋅ + − +    

     
   −   = + − + = + −      
         

 

េដយ 0∆ <  េនាះ 2 4 0b ac− <  និង 24 0a >   នាឱំ្យ 
2

2

4 0
4

b ac
a
−

<  សមមូល 
2

2

4 0
4

b ac
a
−

− >  

ម្យោ៉ងេទៀត 
2

0
2
bx
a

 + ≥ 
 

 េនាះកេន្សោម 
2 2

2

4 0
2 4
b b acx
a a

 − + − >  
   

 

េគបាន ( )
2 2

2

4
2 4
b b acf x a x
a a

 − = + −  
   

  មានស�� ដូច a  ជានិច� 

ដូចេនះ     ្រតីធាដឺេ្រកទី២ ( ) 2 , 0f x ax bx c a= + + ≠  ែដល 0∆ <  មានស�� ដូច a  ជានិច� ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

0
0

00
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ខ. ្រសយថា ្រតធីាដេឺ្រកទ២ី ( ) 2 , 0f x ax bx c a= + + ≠  ែដល 0∆ =  មានស�� ដូច a  េលកែលងែត្រតង ់
2
bx
a

= −  

េគមាន ( ) 2 2 b cf x ax bx c a x x
a a

 = + + = + + 
 

 

                            

2

2 2
2

2 2

2 2

2

2
2

2
2 2 2

2 4

4
2 4

b ca x x
a a

b b b ca x x
a a a a

b b ca x
a a a

b b aca x
a a

 = + ⋅ ⋅ + 
 
    = + ⋅ ⋅ + − +    

     
  = + − +  
   
 − = + −  
   

 

េដយ 0∆ =  េនាះ 2 4 0b ac− =  និង 24 0a ≠   នាឱំ្យ 
2

2

4 0
4

b ac
a
−

=   

េគបាន ( )
2

2
bf x a x
a

 = + 
 

 

េដយ 
2

0
2
bx
a

 + > 
 

   េលកែលងែត  
2
bx
a

= −  

នាឱំ្យ ( )
2

2
bf x a x
a

 = + 
 

  មានស�� ដូច a  េលកែលងែត្រតង ់ 
2
bx
a

= −  

ដូចេនះ     ្រតីធាដឺេ្រកទី២ ( ) 2f x ax bx c= + +  ែដល 0∆ =  មានស�� ដូច a  េលកែលងែត្រតង ់
2
bx
a

= −       ។ 

 

6. បង� ញវសិមភាពខងេ្រកម ៖ 

ក. បង� ញថា 2 2a b ab+ ≥  

េគមាន          2 2a b ab+ ≥   

                                                                                                               

2 2 0a ab b− + ≥  

   

2 2
2 2

2 2
2

2
2

0
2 2

0
2 4

3 0
2 4

b ba ab b

b ba b

ba b

   − + − + ≥   
   

 − − + ≥ 
 

 − + ≥ 
 

 

េដយ 
2

0
2
ba − ≥ 

 
 និង  23 0

4
b ≥   េនាះេគបាន  

2
23 0

2 4
ba b − + ≥ 

 
 

ដូចេនះ       េគបង� ញបានថា  2 2a b ab+ ≥        ។ 
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ខ. បង� ញថា 2 2 0a ab b+ + ≥  

េគមាន   2 2 0a ab b+ + ≥  

    

2 2
2 2

2 2
2

2
2

0
2 2

0
2 4

3 0
2 4

b ba ab b

b ba b

ba b

   + + − + ≥   
   

 + − + ≥ 
 

 + + ≥ 
 

 

េដយ 
2

0
2
ba + ≥ 

 
 និង  23 0

4
b ≥   េនាះេគបាន  

2
23 0

2 4
ba b + + ≥ 

 
 

ដូចេនះ       េគបង� ញបានថា  2 2 0a ab b+ + ≥        ។ 

   

គ. បង� ញថា 2 25 4 6 0x xy y− + ≥  

េគមាន        

2 25 4 6 0x xy y− + ≥  

   

( )

2 2

2 2 2 2

2 2 2

5 4 6 0
4 4 4 2 0

2 4 2 0

x xy y
x xy y x y

x y x y

− + ≥

− + + + ≥

− + + ≥

 

េដយ ( )2 2 22 0 , 4 0 , 2 0x y x y− ≥ ≥ ≥  

នាឱំ្យ ផលបូក  ( )2 2 22 4 2 0x y x y− + + ≥  ជាេរឿង្រតឹម្រត�វ 

ដូចេនះ      កេន្សោម  2 25 4 6 0x xy y− + ≥   ្រត�វបានបង� ញ         ។ 

 

ឃ. បង� ញថា  ( )( ) ( )22 2 2 2a b x y ax by+ + ≥ +  

េគមាន            ( )( ) ( )22 2 2 2a b x y ax by+ + ≥ +  

   

( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2
2

2 0

2 0

a x a y b x b y a x axby b y
a y b x axby

a y axby b x

ay ay bx bx

+ + + ≥ + +

+ ≥

− + ≥

− ⋅ ⋅ + ≥

 

   ( )2 0ay bx+ ≥   ពិត្រគបក់រណីៃន  , ,a b x  និង y  ជាចំនួនពិត 

ដូចេនះ      កេន្សោម  ( )( ) ( )22 2 2 2a b x y ax by+ + ≥ +   ្រត�វបានបង� ញ          ។ 
 

 េហតុអ�បីានជា 2 0x ≥  ្រគប ់ x  ចនំនួពតិ  ?   េ្រពះ   េប 0x <  េនាះ 2 0x >    ពិត 

  េប 0x =  េនាះ 2 0x =    ពិត     នាឱំ្យ  2 0x ≥  ពិត្រគប ់ x  ចំនួនពិត 

  េប 0x >  េនាះ 2 0x >    ពិត 
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7. ក. ចេំពះ 0 , 0a b> >  បង� ញថា a b a b+ > +  

េគមាន a b a b+ > +       (េលកអង�ទងំពីរជាកេរ មនិប�ូរទិសេដ េ្រពះ 0 , 0a b> >  ) 

េគបាន   ( ) ( )2 2
a b a b+ > +  

   

2

2 0

0
0

a ab b a b

ab

ab
ab

+ + > +

>

>
>

 

េដយ 0 , 0a b> >  នាឱំ្យ  0ab >   ជាេរឿងពិត 

ដូចេនះ      a b a b+ > +   ចំេពះ  0 , 0a b> >   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

 

ខ. បង� ញវសិមភាព a b a b− < −  ចេំពះ 0a b> >  

េគមាន a b a b− < −       (េលកអង�ទងំពីរជាកេរ មនិប�ូរទិសេដ េ្រពះ 0a b> >  ) 

េគបាន   ( ) ( )2 2
a b a b− < −  

   

2

2 2

a ab b a b

b ab

b ab
b a

− + < −

<

<
<

 

េដយ េគមាន  0a b> >  នាឱំ្យ  b a<   ជាេរឿងពិត 

ដូចេនះ      a b a b− < −   ចំេពះ  0a b> >   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
 

គ. បង� ញថា ចេំពះ 0 , 0a b≥ ≥  េនាះ 
2

a b ab+
≥  (មធ្យមនព�ន� នងិមធ្យមធរណីមា្រត) 

េគមាន     
2

a b ab+
≥   

 េគបាន 2a b ab+ ≥    

   

( )
2 2

2

2 0

2 0

0

a ab b

a a b b

a b

− + ≥

− ⋅ + ≥

− ≥

 

េដយ   0 , 0a b≥ ≥   នាឱំ្យ  ( )2
0a b− ≥   ពិត 

ដូចេនះ      
2

a b ab+
≥   ចំេពះ  0 , 0a b≥ ≥   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ធរណីមា្រតក�ងុប�ង់ 

 

1. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� យរវងពីរចំណុច ( )A a  និង ( )B b  េនេលបនា� តម់យួកណំតេ់ដយ AB b a a b= − = −  ។ 

2. េគមានចំណុច ( )A a  និង ( )B b  េនេលបនា� តម់យួ ។ ្រសយប�� កថ់ា េបចំណុច ( )P x  ែចកអង�ត ់ AB  ខងក�ុងតមផលេធៀប 

:m n  េនាះ 
mb nax

m n
+

=
+

 ។ 

3. េគមានចំណុច ( )A a  និង ( )B b  េនេលបនា� តម់យួ ។ ្រសយប�� ក់ថា េបចំណុច ( )Q x  ែចកអង�ត់ AB  ខងេ្រកតមផលេធៀប 

:m n  េនាះ 
mb nax

m n
−

=
−

 ។ 

4. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� យរវងពីចំណុច ( )1 1,A x y  និង ( )2 2,B x y  គឺ ( ) ( )2 2
2 1 2 1AB x x y y= − + −  ។ 

5. េបេគមានពីរចំណុច ( ),a aA x y  និង ( ),b bB x y  ជាពីរចំណុចក�ុងត្រម�យកូអរេដេន ។ 

ក. ្រសយប�� ក់ថា េបចំណុច ( ),P x y  ែចកអង�ត ់ AB  ខងក�ុងតមផលេធៀប :m n  េនាះ ,b a b amx nx my nyP
m n m n
+ + 

 + + 
 ។ 

ខ. ្រសយប�� ក់ថា េបចំណុច ( ),Q x y  ែចកអង�ត ់ AB  ខងេ្រកតមផលេធៀប :m n  េនាះ ,b a b amx nx my nyQ
m n m n
− − 

 − − 
 ។ 

6. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរបនា� ត់កតត់មចំណុច ( )1 1,A x y  និងមានេមគុណ្របាបទ់ិស m  គឺ ( )1 1y y m x x− = −  ។ 

7. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរបនា� ត់កតត់មពីរចំណុច ( )1 1,A x y  និង ( )2 2,B x y  គឺ ( )2 1
1 1

2 1

y yy y x x
x x
−

− = −
−

 ែដល 1 2x x≠ ។ 

8. ្រសយប�� កថ់ា បនា� តព់ីរ្រសបគា�  លុះ្រតែតវមានេមគុណ្របាបទ់ិសេស�គា�  ។ 

9. ្រសយប�� កថ់ា បនា� តព់ីរែកងគា�  លុះ្រតែតផលគុណេមគុណ្របាបទ់ិសៃនបនា� ត់ទងំពីរេស� 1−  ។ 

10. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� យ d  រវងចំណុច ( )1 1,P x y  និងបនា� ត ់ : 0L ax by c+ + =  គឺ 1 1

2 2

ax by c
d

a b

+ +
=

+
 ។ 

11. ក. បង� ញថា េមដ្យោនែដលគូសេចញពីកំពូលៃនមុែំកងេស�នឹងពកក់ណា� លអុីប៉ូេតនុស ។ 

ខ. បង� ញថា អង�ត់្រទ�ងៃនចតុេកណេស�ែកងគា�  ។ 

12. ក. ្រសយប�� ក់ថា សមកីរស�ងដ់ៃនរង�ង់ែដលមានផ�ិត ( ),I a b  និងក ំ r  គឺ ( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =  ។ 

ខ. ្រសយប�� ក់ថា សមកីរទូេទៃនរង�ង់មានរង 2 2 0x y Ax By C+ + + + =  ែដល , ,A B C  ជាចំនួនេថរ ។ 

13. ក. ្រសយប�� ក់ថា សមកីរបនា� តប់ះ៉នឹងរង�ង ់ 2 2 2x y r+ =  ្រតងច់ំណុច ( )0 0,x y  គឺ 2
0 0x x y y r+ =  ។ 

ខ. ្រសយប�� ក់ថា សមកីរបនា� តប់ះ៉នឹងរង�ង ់ ( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =  ្រតងច់ំណុច ( )0 0,x y  គឺ 

( )( ) ( )( ) 2
0 0x a x a y b y b r− − + − − =   ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ធរណីមា្រតក�ងុប�ង់ 

 

1. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� យរវងពរីចណុំច ( )A a  នងិ ( )B b  េនេលបនា� តម់យួកណំតេ់ដយ AB b a a b= − = −  

ចមា� យរវងពីរចំណុច គឺជាតៃម�មនិអវជិ�មាន 

េគដឹងថា េនេលបនា� តច់ំនួន ចំនួនែដលេនខងស� ំ ្រត�វធំជាងចំនួនែដលេនខងេឆ�ង 

េហយទីតងំរវងពីចំណុច ( )A a  និង ( )B b  វអច A  េនខងស� ំ B  ឬក ៏អច B  េនខងស� ំ A  

-ករណី A  េនខងស� ំ B  េនាះចមា� យ AB a b= −   (េ្រពះ a b>  ែដលេធ�ឱ្យ 0AB a b= − > ) 

-ករណី B  េនខងស� ំ A  េនាះចមា� យ AB b a= −   (េ្រពះ b a>  ែដលេធ�ឱ្យ 0AB b a= − > ) 

េដម្បឱី្យ្របាកដថា AB  គឺជាតៃម�មនិអវជិ�មាន េគបំពកត់ៃម�ដចខ់ត  

េគបាន  AB b a a b= − = −  

ដូចេនះ      ចមា� យរវងពីរចំណុច ( )A a  និង ( )B b  េនេលបនា� តម់យួកំណតេ់ដយ AB b a a b= − = −      ។ 
 

2. ្រសយប�� កថ់ា េបចណុំច ( )P x  ែចកអង�ត ់ AB  ខងក�ុងតមផលេធៀប :m n  េនាះ 
mb nax

m n
+

=
+

 

េគមាន ចំណុច ( )A a  និង ( )B b  េនេលបនា� តម់យួ និងចំណុចែចកក�ុង ( )P x  

ផលេធៀប ែចកក�ុង :m n  មាននយ័ថា  : :AP PB m n=   អចសរេសរ  
AP PB
m n

=  

 ករណី a b<  េនាះ a x b< <  េ្រពះ P  េនក�ុងអង�ត ់ AB  

នាឱំ្យ ,AP x a PB b x= − = −  

េគបាន 
x a b x nx na mb mx

m n
− −

= ⇔ − = −  

           ( )
mx nx mb na
m n x mb na

mb nax
m n

+ = +

+ = +

+
=

+

 

ដូចេនះ     េបចំណុច ( )P x  ែចកអង�ត់ AB  ខងក�ុងតមផលេធៀប :m n  េនាះ 
mb nax

m n
+

=
+

         ។ 

 

 ករណី a b>   េនាះ a x b> >  េ្រពះ P  េនក�ុងអង�ត ់ AB  

នាឱំ្យ ,AP a x PB x b= − = −  

េគបាន 
a x x b na nx mx mb

m n
− −

= ⇔ − = −  

              ( )
mb na mx nx
mb na m n x

mb nax
m n

+ = +

+ = +

+
=

+

 

ដូចេនះ     េបចំណុច ( )P x  ែចកអង�ត់ AB  ខងក�ុងតមផលេធៀប :m n  េនាះ 
mb nax

m n
+

=
+

         ។ 

( )A a ( )B b( )P x
  

m n

( )B b ( )A a( )P x
  

n m
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3. ្រសយប�� កថ់ា េបចណុំច ( )Q x  ែចកអង�ត ់ AB  ខងេ្រកតមផលេធៀប :m n  េនាះ 
mb nax

m n
−

=
−

 

េគមាន ចំណុច ( )A a  និង ( )B b  េនេលបនា� តម់យួ និងចំណុចែចកេ្រក ( )Q x  

ផលេធៀប ែចកេ្រក :m n  មានន័យថា  : :AQ QB m n=   អចសរេសរ  
AQ QB
m n

=  

ករណី  m n>  និង a b<    េនាះចំណុច Q  ្រត�វែតេនខងស� ំ B  (េ្រពះេប Q  េនខងេឆ�ង B  វនឹងេធ�ឱ្យ m n< ) 

នាឱំ្យ ,AQ x a QB x b= − = −  

នាឱំ្យ 
x a x b nx na mx mb

m n
− −

= ⇔ − = −  

           ( )
mx nx mb na
m n x mb na

mb nax
m n

− = −

− = −

−
=

−

 

ករណី  m n>  និង a b>    េនាះចំណុច Q  ្រត�វែតេនខងេឆ�ង B  (េ្រពះេប Q  េនខងស� ំ B  វនឹងេធ�ឱ្យ m n< ) 

នាឱំ្យ ,AQ a x QB b x= − = −  

នាឱំ្យ 
a x b x na nx mb mx

m n
− −

= ⇔ − = −  

           ( )
mx nx mb na
m n x mb na

mb nax
m n

− = −

− = −

−
=

−

 

ករណី  m n<  និង a b<    េនាះចំណុច Q  ្រត�វែតេនខងេឆ�ង B  (េ្រពះេប Q  េនខងស� ំ B  វនឹងេធ�ឱ្យ m n> ) 

នាឱំ្យ ,AQ a x QB b x= − = −  

នាឱំ្យ 
a x b x na nx mb mx

m n
− −

= ⇔ − = −  

           ( )
mx nx mb na
m n x mb na

mb nax
m n

− = −

− = −

−
=

−

 

ករណី  m n<  និង a b>    េនាះចំណុច Q  ្រត�វែតេនខងេឆ�ង B  (េ្រពះេប Q  េនខងស� ំ B  វនឹងេធ�ឱ្យ m n> ) 

នាឱំ្យ ,AQ x a QB x b= − = −  

នាឱំ្យ 
x a x b nx na mx mb

m n
− −

= ⇔ − = −  

           ( )
mx nx mb na
m n x mb na

mb nax
m n

− = −

− = −

−
=

−

 

ដូចេនះ       េបចំណុច ( )Q x  ែចកអង�ត ់ AB  ខងេ្រកតមផលេធៀប :m n  េនាះ 
mb nax

m n
−

=
−

     ។ 

( )A a ( )Q x( )B b
  

m

n

( )Q x ( )A a( )B b
  

m

n

( )Q x ( )B b( )A a
  

n

m

( )Q x( )A a( )B b
  

n

m
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4. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� យរវងពរីចណុំច A  នងិ B  គ ឺ ( ) ( )2 2
2 1 2 1AB x x y y= − + −  

េគមាន ពីរចំណុច ( )1 1,A x y  និង ( )2 2,B x y  

េគអច បេង�តបាន្រតីេកណែកង ABC  ែកង្រតង ់C  ែដល C  

  ជា្របសព�រវងអង�តេ់ដកគូសេចញពី A  និងអង�តឈ់រ 

  គូសេចញពី B  

តមរយៈ ្រទឹស�ីបទពីតគ័រ ចំេពះ្រតីេកណែកង ABC  ែកង្រតង ់ C  

េគបាន 2 2 2AB AC BC= +   ឬ   2 2AB AC BC= +  

េដយ ( ) ( )2 22
2 1 2 1 2 1AC x x AC x x x x= − ⇒ = − = −  

  ( ) ( )2 22
2 1 2 1 2 1BC y y BC y y y y= − ⇒ = − = −  

នាឱំ្យ ( ) ( )2 2
2 1 2 1AB x x y y= − + −  

ដូចេនះ       ចមា� យរវងពីរចំណុច A  និង B  គឺ ( ) ( )2 2
2 1 2 1AB x x y y= − + −  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 

   

5. ក. ្រសយប�� កថ់ា េបចណុំច ( ),P x y  ែចកអង�ត ់ AB  ខងក�ុងតមផលេធៀប :m n  េនាះ ,b a b amx nx my nyP
m n m n
+ + 

 + + 
 

េគមាន ( ),a aA x y  និង ( ),b bB x y  ជាពីរចំណុចក�ុងត្រម�យកូអរេដេន 

េគគូស , ,AA PP BB′ ′ ′  ែកងនឹងអក័្សអប់សីុសេរៀងគា� ្រតង ់ , ,A P B′ ′ ′  

េគបាន P′  កជ៏ាចំណុចែចកក�ុងៃន A B′ ′  តមផលេធៀប :m n  ែដរ 

  (េ្រពះតម្រទឹស�ីបទតែលស េបបនា� ត្់រសបគា� កត់េដយខ� ត់ពីរ 

  េនាះេគបានអង�តស់មាមា្រតគា� ) 

នាឱំ្យ 
A P P B
m n
′ ′ ′ ′

=      េដយ ,a bA P x x P B x x′ ′ ′ ′= − = −  

េគបាន a b
a b

x x x x nx nx mx mx
m n
− −

= ⇔ − = −  

                b a
b a

mx nxmx nx mx nx x
m n
+

+ = + ⇒ =
+

 

 

ម្យោ៉ងេទៀត េគគូស , ,AA PP BB′′ ′′ ′′  ែកងនឹងអក័្សអរេដេនេរៀងគា� ្រតង ់ , ,A P B′′ ′′ ′′  

េគបាន P′′  កជ៏ាចំណុចែចកក�ុងៃន A B′′ ′′  តមផលេធៀប :m n  ែដរ  (េ្រពះតម្រទឹស�ីបទតែលស ដូចបានប�� ក់ខងេល) 

នាឱំ្យ 
A P P B

m n
′′ ′′ ′′ ′′

=     េដយ ,a bA P y y P B y y′′ ′′ ′′ ′′= − = −  

េគបាន a b
a b

y y y y ny ny my my
m n
− −

= ⇔ − = − ⇔    b a
b a

my nymy ny my ny y
m n
+

+ = + ⇒ =
+

 

ដូចេនះ     េបចំណុច ( ),P x y  ែចកអង�ត់ AB  ខងក�ុងតមផលេធៀប :m n  េនាះ ,b a b amx nx my nyP
m n m n
+ + 

 + + 
     ។ 

 

2y B

A

2x1x

1y

0



 C

by

0
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ខ. ្រសយប�� កថ់ា េបចណុំច  ( ),Q x y  ែចកអង�ត ់ AB  ខងេ្រកតមផលេធៀប :m n  េនាះ ,b a b amx nx my nyQ
m n m n
− − 

 − − 
 

េគមាន ( ),a aA x y  និង ( ),b bB x y  ជាពីរចំណុចក�ុងត្រម�យកូអរេដេន 

េគគូស , ,QQ AA BB′ ′ ′  ែកងនឹងអក័្សអប់សីុសេរៀងគា� ្រតង ់ , ,Q A B′ ′ ′  

េគបាន Q′  កជ៏ាចំណុចែចកេ្រកៃន A B′ ′  តមផលេធៀប :m n  ែដរ 

  (េ្រពះតម្រទឹស�ីបទតែលស េបបនា� ត្់រសបគា�  កតេ់ដយខ� ត់ពីរ 

  េនាះេគបានអង�តស់មាមា្រតគា� ) 

នាឱំ្យ 
A Q Q B
m n
′ ′ ′ ′

=      េដយ ,a bA Q x x Q B x x′ ′ ′ ′= − = −  

េគបាន a b
a b

x x x x nx nx mx mx
m n
− −

= ⇔ − = −  

                b a
b a

mx nxmx nx mx nx x
m n
−

− = − ⇒ =
−

 

 

ម្យោ៉ងេទៀត េគគូស , ,QQ AA BB′′ ′′ ′′  ែកងនឹងអក័្សអរេដេនេរៀងគា� ្រតង ់ , ,Q A B′′ ′′ ′′  

េគបាន Q′′  កជ៏ាចំណុចែចកេ្រកៃន A B′′ ′′  តមផលេធៀប :m n  ែដរ  (េ្រពះតម្រទឹស�ីបទតែលស) 

នាឱំ្យ 
A Q Q B

m n
′′ ′′ ′′ ′′

=     េដយ ,a bA Q y y Q B y y′′ ′′ ′′ ′′= − = −  

េគបាន a b
a b

y y y y ny ny my my
m n
− −

= ⇔ − = − ⇔    b a
b a

my nymy ny my ny y
m n
−

− = − ⇒ =
−

 

ដូចេនះ     េបចំណុច ( ),Q x y  ែចកអង�ត់ AB  ខងេ្រកតមផលេធៀប :m n  េនាះ ,b a b amx nx my nyQ
m n m n
− − 

 − − 
     ។ 

 

6. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរបនា� តក់តត់មចណុំច ( )1 1,A x y  នងិមានេមគុណ្របាបទ់សិ m  គ ឺ ( )1 1y y m x x− = −  

េគមាន បនា� តក់តត់មចំណុច ( )1 1,A x y  

េដយ េមគុណ្របាបទ់ិសៃនបនា� តម់យួ ជាផលេធៀបរវង បែ្រមប្រម�ល y  និងបែ្រមប្រម�ល x  

េគបាន ្រគបច់ំណុច ( ),M x y  ៃនបនា� ត ់ L  េផ្សងពីចំណុច ( )1 1,A x y  េនាះ ៖ 

  េមគុណ្របាបទ់ិស m  ៃនបនា� ត់ L  កំណតេ់ដយ   1

1

y ym
x x
−

=
−

      (េគអចសរេសរ 1

1

y ym
x x
−

=
−

 កប៏ាន) 

ទញបាន   ( )1 1y y m x x− = −  ែដលេគេហថា សមកីរៃនបនា� ត ់

ដូចេនះ      សមកីរបនា� តក់ត់តមចំណុច ( )1 1,A x y  និងមានេមគុណ្របាបទ់ិស m  គឺ ( )1 1y y m x x− = −       ។ 

7. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរបនា� តក់តត់មពរីចណុំច ( )1 1,A x y  នងិ ( )2 2,B x y  គ ឺ ( )2 1
1 1

2 1

y yy y x x
x x
−

− = −
−

 ែដល 1 2x x≠  

េគមាន សមកីរបនា� តក់ត់តម ( )1 1,A x y  និងមានេមគុណ្របាបទ់ិស m  គឺ ( ) ( )1 1 1y y m x x− = −  

េដយ បនា� តក់តត់មពីរចំណុច ( )1 1,A x y  និង ( )2 2,B x y  េនាះបនា� តម់ានេមគុណ្របាបទ់ិស ( )2 1

2 1

2y ym
x x
−

=
−

 

េគយក ( )2  ជំនួសក�ុង ( )1  េគបាន ( )2 1
1 1

2 1

y yy y x x
x x
−

− = −
−

 

ដូចេនះ       បនា� តក់ត់តមពីរចំណុច  ( )1 1,A x y  និង ( )2 2,B x y  គឺ ( )2 1
1 1

2 1

y yy y x x
x x
−

− = −
−

 ែដល 1 2x x≠      ។ 
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8. ្រសយប�� កថ់ា បនា� តព់រី្រសបគា�  លុះ្រតែតវមានេមគុណ្របាបទ់សិេស�គា�  

េគតង :D y mx n= +  និង :D y m x n′ ′ ′= +  ជាបនា� ត់្រសបគា�  

េគនឹងបង� ញថា េប / /D D m m′ ′⇔ =    (មានន័យថា េមគុណ្របាបទ់ិសេស�គា� ) 
 

- េគតង A  ជា្របសព�រវង D  និងអក័្សអបសីុ់ស និង B  ជាចំណុច 

េនេល D  េហយ C  ជាចំេណាលែកងៃន B  េលអក័្សអបសីុ់ស េនាះ 

េគបានេមគុណ្របាបទ់ិសៃនបនា� ត ់ D  គឺ 
BCm
AC

=  ។ 
 

- េគតង A′  ជា្របសព�រវង D′  និងអក័្សអបសីុ់ស និង B′  ជាចំណុច 

េនេល D′  េហយ C′  ជាចំេណាលែកងៃន B′  េលអក័្សអបសីុ់ស េនាះ 

េគបានេមគុណ្របាបទ់ិសៃនបនា� ត ់ D′  គឺ 
B Cm
A C
′ ′

′ =
′ ′

 ។ 

 

- េដយ ABC∆  និង A B C′ ′ ′∆  ជា្រតីេកណែកងែដលមាន A A′∠ = ∠  (ជាមុ្ំរត�វគា� េ្រពះ / /D D′ ) 

នាឱំ្យ ABC∆  A B C′ ′ ′∆    (តមលក�ខណ� ដំណូច ម.ម) 

វបិាក  
ABC BC AB BC B C

A B C B C A B AB A B
∆ ′ ′

⇒ = ⇔ =
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∆

   នាឱំ្យ  m m′=  

ដូចេនះ      បនា� តព់ីរ្រសបគា�  លុះ្រតែតវមានេមគុណ្របាបទ់ិសេស�គា�  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
 

9. ្រសយប�� កថ់ា បនា� តព់រីែកងគា�  លុះ្រតែតផលគុណេមគុណ្របាបទ់សិៃនបនា� តទ់ងំពរីេស� 1−  

េគតង 1 :D y mx n= +  និង 2 :D y m x n′ ′= +  ជាបនា� ត់ែកងគា�  

េគនឹងបង� ញថា េប 1 2 1D D m m′⊥ ⇔ × = −    (មានន័យថា ផលគុណេមគុណ្របាបទ់ិសេស� 1− ) 
 

សងប់នា� ត ់ 3 :D y mx=  និង 4 :D y m x′=  

េគតង  P  និង Q  ជាចំណុច្របសព�េរៀងគា�  1x =  និង 3 4,D D  

េគបាន កូអរេដេន  ( )1 ,P m  និង ( )1 ,Q m′  

េដយ  1 2D D⊥  េនាះ  3 4D D⊥   (េ្រពះ 1 3 2 4,D D D D  ) 

នាឱំ្យ  POQ  ជា្រតីេកណែកង ្រតង ់ O  

តម្រទឹស�ីបទពីតគរ័   2 2 2PQ OP OQ= +  

េដយ ( ) ( )2 22 2 21 1 2PQ m m m mm m′ ′ ′= − + − = − +  

  ( ) ( )2 22 21 0 0 1OP m m= − + − = +  

  ( ) ( )2 22 21 0 0 1OQ m m′ ′= − + − = +  

េគបាន 2 2 2 22 1 1m mm m m m′ ′ ′− + = + + +  

   
2 2

1
mm
mm

′− =
′ = −

 

ដូចេនះ      បនា� តព់ីរែកងគា�  លុះ្រតែតផលគុណេមគុណ្របាបទ់ិសៃនបនា� តទ់ងំពីរេស� 1−  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់     ។ 

A A′

B

C

B′

C′O x

y

2D

( )1 ,Q m′
x

y

O

( )1,P m

4D

1D 3D 1x =
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10. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� យ d  រវងចណុំច ( )1 1,P x y  នងិបនា� ត ់ : 0L ax by c+ + =  គ ឺ 1 1

2 2

ax by c
d

a b

+ +
=

+
 

េគមាន ចំណុច ( )1 1,P x y  និងបនា� ត ់ : 0L ax by c+ + =  

  េគសន�តថ់ា 0a ≠  និង 0b ≠  

េគគូស PA  ្រសបអក័្សអបសីុ់ស កត់ L  ្រតង់ A   

  PB   ្រសបអក័្សអរេដេន កត ់ L  ្រតង ់ B    

េគបាន កូអរេដេន ( )2 1,A x y  និង ( )1 2,B x y  

េគតង H  ជាចំេណាលែកងៃន P  េលបនា� ត់ L  

នាឱំ្យ APB  ជា្រតីេកណែកង្រតង ់ P  និងមានកម�ស់ PH  

េយងចងគ់ណនាចមា� យពី P  េទ L  គឺចងគ់ណនា ???PH =  

 

េដយ ( )1 1,P x y L∉   មានន័យថា 1 1 0ax by c+ + ≠  

  េគតងបាន ( )1 1 1ax by c k+ + =   ែដល 0k ≠   

េហយ ( )2 1,A x y L∈   េនាះ ( )2 1 0 2ax by c+ + =  

  ( )1 2,B x y L∈   េនាះ ( )1 2 0 3ax by c+ + =  

េគយក ( ) ( ) 1 2 1 21 2 : kax ax k x x
a

− − = ⇒ − =  

  ( ) ( ) 1 2 1 21 3 : kby by k y y
b

− − = ⇒ − =  

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) ( ) ( )2 2 22
1 2 1 1 1 2PA x x y y x x= − + − = −  

  ( ) ( ) ( )2 2 22
1 1 1 2 1 2PB x x y y y y= − + − = −  

  ( ) ( )2 22
1 2 1 2AB x x y y= − + −  

 

តមរយៈ លក�ណៈៃន្រតីេកណែកង PH AB PA PB⋅ = ⋅   ទញបាន 
PA PBPH

AB
⋅

=    

នាឱំ្យ   
( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2 2 4
2 22 2 22 2 2 21 2 1 22

2 2 2 2 2 22 2 22 2 2
1 2 1 2

2 2 2 2

k k k k k
x x y yPA PB ka b a b a bPH

k kAB a bk a bk kx x y y
a ba b a b

   ⋅ ⋅   − ⋅ −⋅    = = = = = =
++− + −     ++   

   

 

ទញបាន 
2 2

1 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

k k ax by ck kPH
a b a b a b a b a b

+ +
= = = = =

+ + + + +
 

េគតង d PH=   (េ្រពះ distanced = =  ចមា� យ) ្រត�វនឹងចមា� យពីចំណុចេទបនា� ត ់េនាះ 1 1

2 2

ax by c
d PH

a b

+ +
= =

+
 

ដូចេនះ     ចមា� យ d  រវងចំណុច ( )1 1,P x y  និងបនា� ត ់ : 0L ax by c+ + =  គឺ 1 1

2 2

ax by c
d

a b

+ +
=

+
      ។ 

 

A

B

x

y
L

2y

1y

1x2x O



H

( )1 1,P x y
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11. ក. បង� ញថា េមដ្យោនែដលគូសេចញពកីពូំលៃនមុែំកងេស�នងឹពកក់ណា� លអុបី៉េូតនុស 

េគយក ABC  ជា្រតីេកណែកង្រតង ់ C  ែដល C  ជាគល់ត្រម�យ 

េគតង ( ), 0A a  ជាចំណុចេនេលអក័្សអបសីុ់ស 

  ( )0 ,B b  ជាចំណុចេនេលអក័្សអរេដេន 

  ,
2 2
a bD  

 
 

 ជាចំណុចកណា� លៃន AB  

េគបាន ( ) ( )2 2 2 20 0AB a b a b= − + − = +  

  
1
2

AD AB=  

2 2 2 2 2 2
2 21 10 0

2 2 4 4 4 2 2
a b a b a bCD a b AB+   = − + − = + = = + =   

   
 

នាឱំ្យ 
1
2

AD CD AB= =  មាននយ័ថា CD  ជាេមដ្យោនគូសេចញពីមុែំកង េស�ពកក់ណា� លអុីប៉ូេតនុស AB  

ដូចេនះ      េមដ្យោនែដលគូសេចញពីកំពូលៃនមុែំកងេស�នឹងពកក់ណា� លអុីប៉ូេតនុស   ្រត�វបានបង� ញ     ។ 

 

ខ. បង� ញថា អង�ត្់រទ�ងៃនចតុេកណេស�ែកងគា�  

េគយក OABC  ជាចតុេកណេស�មាន O  ជាគល់ត្រម�យ 

  ( ),0A a  ្រត�តេលអក័្សអប់សីុស 

  ( ),0D b  ជាចំេណាលែកងៃន C  េលអក័្សអបសីុ់ស 

េគនឹងបង� ញថា ( ) ( ) ???CA OB⊥    (អង�ត់្រទ�ងែកងគា� ) 

 

េគតង m  ជាេមគុណ្របាបទ់ិសៃន ( )CA    

នាឱំ្យ  
0C A

C A

y y c cm
x x b a a b

− −
= = = −

− − −
 

េគតង m′  ជាេមគុណ្របាបទ់ិសៃន ( )OB   

នាឱំ្យ  
( )

0

0

0
0

B

B

y y c cm
x x a b a b
− −′ = = =
− + − +

 

នាឱំ្យ 
2

2 2

c c cm m
a b a b a b

−   ′× = − × =   − + −   
 

េដយ ក�ុង្រតីេកណ ODC  ែកង្រតង ់ D  មាន 2 2 2OC OD CD= +  

  អចសរេសរបានថា  2 2 2a b c= +   េនាះ  2 2 2c a b= −  

េគបាន 
( )2 2

2 2 1
a b

m m
a b

− −
′× = = −

−
  ជាផលគុណេមគុណ្របាបទ់ិសៃន អង�ត្់រទ�ង CA  និង OB  នាឱំ្យ ( ) ( )CA OB⊥  

ដូចេនះ        អង�ត្់រទ�ងៃនចតុេកណេស�ែកងគា�   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

( ), 0A a

( )0 ,B b

x

y

C

,
2 2
a bD  

 
 

2
a

2
b

( ), 0A a

B

x

y

O

Cc

( ),0D b
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12. ក. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរស�ងដ់ៃនរង�ងែ់ដលមានផ�តិ ( ),I a b  នងិក ំ r  គ ឺ ( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =  

េគតង  ( ),P x y  ជាចំណុចេនេលរង�ង ់េគបាន IP r=   ឬ 2 2IP r=  

ចមា� យពី  I  េទ P  កំណតេ់ដយ ( ) ( )2 2IP x a y b= − + −  

នាឱំ្យ   ( ) ( )2 22IP x a y b= − + −   

េគបាន  ( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =  

ដូចេនះ        សមកីរស�ងដ់រង�ងម់ានផ�តិ ( ),I a b  និងក ំ r  គឺ  

       ( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរទូេទៃនរង�ងម់ានរង 2 2 0x y Ax By C+ + + + =  ែដល , ,A B C  ជាចនំនួេថរ 

េគមាន សមកីរស�ងដ់ៃនរង�ងគឺ់ ( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =  

េគបាន       2 2 2 2 22 2x ax a y by b r− + + − + =  

                2 2 2 2 22 2 0x y ax by a b r+ − − + + − =  

េបតង   2 2 22 , 2 ,A a B b C a b r= − = − = + −  

េនាះេគបាន 2 2 0x y Ax By C+ + + + =  

ដូចេនះ         សមកីរទូេទៃនរង�ងម់ានរង  2 2 0x y Ax By C+ + + + =  ែដល , ,A B C  ជាចំនួនេថរ         ។ 

 

13. ក. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរបនា� តប់ះ៉នងឹរង�ង ់ 2 2 2x y r+ =  ្រតងច់ណុំច ( )0 0,x y  គ ឺ 2
0 0x x y y r+ =  

 េគមាន  សមកីររង�ង ់ 2 2 2x y r+ =   (េធ�េដរេីវេធៀបនឹង x  េលអង�ទងំពីរ) 

  2 2 0 xx y y y
y

′ ′+ = ⇒ = −   ឬ  ( ) 0
0

0

xy x
y

′ = −  

 េដយ សមកីរបនា� តប់ះ៉មានរង  

  ( )( )0 0 0y y x x x y′= − +  

     

( )0
0 0

0
2

0 0
0

0
2 2

0 0 0

0

x x x y
y

x x x y
y

x x x y
y

= − − +

− +
= +

− + +
=

 

 នាឱំ្យ 2 2
0 0 0 0y y x x x y= − + +   ឬ   2 2

0 0 0 0x x y y x y+ = +  

 េដយ  ( )0 0,P x y  ជាចំណុចេនេលរង�ង ់េនាះវេផ��ងផា� ត ់ 2 2 2
0 0x y r+ =   

 ដូចេនះ        សមកីរបនា� តប់ះ៉នឹងរង�ង ់ 2 2 2x y r+ =  ្រតងច់ំណុច ( )0 0,x y  គឺ 2
0 0x x y y r+ =      ។  

 

O

( ),P x y

r

a

Ib

O

( )0 0,P x y

r

y

x
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ខ. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរបនា� តប់ះ៉នងឹរង�ង ់ ( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =   

    ្រតងច់ណុំច ( )0 0,x y  គ ឺ ( )( ) ( )( ) 2
0 0x a x a y b y b r− − + − − =  

 

 េគមាន ( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =    (េធ�េដរេីវេលអង�ទងំពីរេធៀបនឹង x ) 

 េគបាន ( ) ( )2 2 0x a y y b′− + − =   ឬ  x ay
y b
−′ = −
−

 ឬ  ( ) 0
0

0

x ay x
y b
−′ = −
−

 

 សមកីរបនា� តប់ះ៉មានរង      ( )( )0 0 0y y x x x y′= − +  

  

( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )

0
0 0

0

0 0 0 0

0 0 0 0

2 2
0 0 0 0

2 2
0 0 0 0

0

0

x ay x x y
y b

y b y y x a x x

x a x a a x y b y b b y

x a x a x a y b y b y b

x a x a y b y b x a y b

−
= − − +

−

− − = − − −

− − + − + − − + − =

− − − − + − − − − =

− − + − − = − + −

 

េដយ   ( )0 0,P x y  ជាចំណុចេនេលរង�ង ់េនាះវេផ��ងផា� តស់មកីរ  ( ) ( )2 2 2
0 0x a y b r− + − =  

ដូចេនះ         សមកីរបនា� តប់ះ៉រង�ងអ់ចសរេសរ  ( )( ) ( )( ) 2
0 0x a x a y b y b r− − + − − =       ។ 

I

( )0 0,P x yr
b

aO x

y
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន អនុគមន៍ 

 

1. េគឱ្យ f  ជាអនុគមនក៍ំណតេ់លចេនា� ះ [ ],a b ែដល ( ) ( )2 1f f x f x∆ = −  ជាកំេណ អនុគមន ៍និង 2 1x x x∆ = −  ជាកំេណ អេថរ ៖ 

ក. បង� ញថា េប 0f
x

∆
>

∆
 េនាះ f  ជាអនុគមនេ៍កន េលចេនា� ះ [ ],a b  ។ 

ខ. បង� ញថា េប 0f
x

∆
<

∆
 េនាះ f  ជាអនុគមនចុ៍ះ េលចេនា� ះ [ ],a b  ។ 

2. បង� ញថា ( ) 1
3

xg x −
=  ជាអនុគមន្៍រចសៃនអនុគមន ៍ ( ) 3 1f x x= +  ។ 

3. បង� ញថា ្រកបៃនអនុគមន ៍ ( )y f x=  និង្រកបៃនអនុគមន្៍រចសរបស់វ ( )1y f x−=  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងបនា� ត់ y x=  ។ 

4. ក. បង� ញថា ប៉ារ៉បូល 2y ax bx c= + +  អចសរេសរជារង ( )2y a x p q= − +  ែដល p  និង q  ្រត�វកំណត ់។ 

ខ. បង� ញថា ប៉ារ៉បូលេនះមានកំពូល ( ),S p q  និងអក័្សឆ�ុះមានសមកីរ 
2
bp
a

= −   ។ 

5. េគឱ្យអនុគមនដ៍ឺេ្រកទី២ ៖ 2 , 0y ax bx c a= + + ≠  ។ 

ក. បង� ញថា េប 0a >  េនាះអនុគមនម៍ានតៃម� អប្បបរមា េស� 
2 4

4
b acy

a
−

= −  ្រតង់ 
2
bx
a

= −  និងគា� នអតិបរមាេទ ។ 

ខ. បង� ញថា េប 0a <  េនាះអនុគមនម៍ានតៃម� អតិបរមា េស� 
2 4

4
b acy

a
−

= −  ្រតង ់
2
bx
a

= −  និងគា� នអប្បបរមា េទ ។ 

6. បង� ញថា ្រកបៃនអនុគមន ៍ y x=  ឆ�ុះនឹង្រកបៃនអនុគមន ៍ 2y x=  េធៀបនឹងបនា� ត ់ y x=  ែដល្រត�វនឹង 0x ≥  ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនអនគុមន ៍  ថា� កទ់ី ១០ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន អនុគមន៍ 

 

1. េគឱ្យ  f  ជាអនុគមនក៍ណំតេ់លចេនា� ះ [ ],a b  ៖ 

ក. បង� ញថា េប 0f
x

∆
>

∆
 េនាះ f  ជាអនុគមនេ៍កន េលចេនា� ះ [ ],a b  

េគដឹងថា ចំេពះ្រគប ់ 2 1x x>  ែដល 1x  និង 2x  េនេលចេនា� ះ  [ ],a b  េនាះេគបាន ៖ 

   េប ( ) ( )2 1f x f x>  េគថា f  ជាអនុគមនេ៍កន 

   េប ( ) ( )2 1f x f x<  េគថា f  ជាអនុគមនចុ៍ះ 
 

េគមាន ( ) ( )2 1f f x f x∆ = −  និង 2 1x x x∆ = −  

ចំេពះ 2 1x x>  ែដល 1x  និង 2x  េនេលចេនា� ះ  [ ],a b  នាឱំ្យ 2 1 0x x− >  

   េគបាន  0f
x

∆
>

∆
 សមមូល  

( ) ( )2 1

2 1

0
f x f x

x x
−

>
−

     (គុណអង�ទងំពីរនឹង 2 1x x−  មនិប�ូរទិសេដ) 

          ( ) ( )2 1 0f x f x− >    នាឱំ្យ ( ) ( )2 1f x f x>  

   េឃញថា ( ) ( )2 1f x f x>  េនះប�� កថ់ា f  ជាអនុគមនេ៍កន េលចេនា� ះ [ ],a b  

ដូចេនះ      េប 0f
x

∆
>

∆
 េនាះ f  ជាអនុគមន៍េកន េលចេនា� ះ [ ],a b  ្រត�វបានបង� ញ     ។ 

 

ខ. បង� ញថា េប 0f
x

∆
<

∆
 េនាះ f  ជាអនុគមនចុ៍ះ េលចេនា� ះ [ ],a b  

ចំេពះ 2 1x x<  ែដល 1x  និង 2x  េនេលចេនា� ះ  [ ],a b  នាឱំ្យ 2 1 0x x− <  

   េគបាន  0f
x

∆
<

∆
 សមមូល  

( ) ( )2 1

2 1

0
f x f x

x x
−

<
−

     (គុណអង�ទងំពីរនឹង 2 1x x−  មនិប�ូរទិសេដ) 

          ( ) ( )2 1 0f x f x− <    នាឱំ្យ ( ) ( )2 1f x f x<  

   េឃញថា  ( ) ( )2 1f x f x>  េនះប�� ក់ថា f  ជាអនុគមនចុ៍ះ េលចេនា� ះ [ ],a b  

ដូចេនះ      េប 0f
x

∆
<

∆
 េនាះ f  ជាអនុគមនចុ៍ះ េលចេនា� ះ [ ],a b   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

 

2. បង� ញថា ( ) 1
3

xg x −
=  ជាអនុគមន្៍រចសៃនអនុគមន ៍ ( ) 3 1f x x= +  

េគមានអនុគមន ៍ : ( ) 3 1f x x= +  

ប�ូរ ( )f x  ជា y  : 3 1y x= +  

ប�ូរ y  ជា x  និង x  ជា y  : 3 1x y= +  

ទញរក y  :  
1

3
xy −

=  

នាេំគបានអនុគមន្៍រចស : ( )1 1
3

xf x− −
=  

ដូចេនះ     ( ) ( )1 1
3

xg x f x− −
= =  ជាអនុគមន្៍រចសៃនអនុគមន ៍ ( ) 3 1f x x= +     ។ 
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3. បង� ញថា ្រកបៃនអនុគមន ៍ ( )y f x=  នងិ្រកបៃនអនុគមន្៍រចសរបស់វ ( )1y f x−=  ឆ�ុះគា� េធៀបនងឹបនា� ត ់ y x=  

េគដឹងថា ចំណុច ( ),M x y  ឆ�ុះគា� នឹង ( ),M x y′ ′ ′  េធៀបនឹង បនា� ត ់ y x=  កលណា x y′=  និង y x′=  

 តមនិយមនយ័អនុគមន៍្រចស : េប 1f −  ជាអនុគមន្៍រចសៃនអនុគមន ៍ f  េនាះេគបាន ( ) ( )1f a b f b a−= ⇔ =  

េគតង ( ),P a b  ជាចំណុចេនេល្រកបៃនអនុគមន ៍ f   េនាះេគបាន ( )f a b=  

 េដយ 1f −  ជាអនុគមន្៍រចសៃន f  េនាះេគបាន ( )1f b a− =   េនះប�� កថ់ា ចំណុច ( ),P b a′  េនេល្រកបៃន 1f −  

េគសេង�ត េឃញថា  ( ),P a b  ជាចំណុចៃន f  និង  ( ),P b a′  ជាចំណុចៃន 1f −  

តមនិយមនយ័អនុគមន៍្រចស េគបាន  ( ),P b a′  ជាចំណុចឆ�ុះៃន  ( ),P a b  េធៀបនឹងបនា� ត ់ y x=  

េដយ ្រកបៃនអនុគមន៍ f  និង 1f −  មានគូៗចំណុច ( ),P a b  និង ( ),P b a′  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងបនា� ត ់ y x=  

នាឱំ្យ ្រកបៃនអនុគមន៍ f  និង 1f −  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងបនា� ត ់ y x=  

ដូចេនះ      ្រកបៃនអនុគមន៍ f  និង 1f −  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងបនា� តពុ់ះទី១ y x=      ។ 
 

4. ក. បង� ញថា ប៉ារ៉បលូ 2y ax bx c= + +  អចសរេសរជារង ( )2y a x p q= − +  ែដល p  នងិ q  ្រត�វកណំត ់

េគមាន 2y ax bx c= + +  

     

2

2 2
2

2 2
2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 4

4
2 4

4
2 4

ba x x c
a

b b ba x x c
a a a

b b ba x x a c
a a a

b ba x c
a a

b b aca x
a a

b b aca x
a a

 = + + 
 
    = + + − +    

     
    = + + − +    

     

 = + − + 
 

− = + − 
 

   − = − − + −       

 

ផ�ឹមនឹង ( )2y a x p q= − +    

ទញបាន 
2 4,

2 4
b b acp q
a a

−
= − = −  

ដូចេនះ      សមកីរ 2y ax bx c= + +  អចសរេសរជារង ( )2y a x p q= − +  បានគឺ 

       
2 2 4

2 4
b b acy a x
a a

   − = − − + −       
  ែដលកំណត់បាន  

2 4,
2 4
b b acp q
a a

−
= − = −        ។ 
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ខ. បង� ញថា ប៉ារ៉បលូេនះមានកពូំល ( ),S p q  នងិអក័្សឆ�ុះមានសមកីរ 
2
bp
a

= −  

េគដឹងថា 2y ax=  ជាប៉ារ៉បូលែដលមានកំពូល ( )0 , 0O  

េដយ ប៉ារ៉បូល ( )2y a x p q= − +  បានពីរកំិល ប៉ារ៉បូល 2y ax=  ចំនួន p  ឯកត្រសបនឹងអក័្សអបសីុ់ស និង q  ឯកត  

   ្រសបនឹងអក័្សអរេដេន 

នាឱំ្យ កំពូលៃនប៉ារ៉បូល ( )2y a x p q= − +  បានពីរកំិលកំពូល ( )0 , 0O  ៃនប៉ារ៉បូល 2y ax=  ចំនួន p  ឯកត្រសបនឹង  

   អក័្សអបសីុ់ស និង q  ឯកត ្រសបនឹងអក័្សអរេដេន 

េគបាន កំពូលៃនប៉ារ៉បូល  ( )2y a x p q= − +  គឺ ( ),S p q  

ដូចេនះ      ប៉ារ៉បូល  ( )2y a x p q= − +  មានកំពូល ( ),S p q  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

សមា� ល់ :  ប៉ារ៉បលូ 2y ax bx c= + +  មានកពូំល  ( )
2 4, ,

2 4
b b acS p q
a a

 −
= − − 
 

  !!!! 
 ម្យោ៉ងេទៀត ប៉ារ៉បូល 2y ax=  មានអក័្សឆ�ុះ  0x =  

 នាឱំ្យ អក័្សឆ�ុះៃន ( )2y a x p q= − +  គឺបានពីរកំិលអក័្សឆ�ុះ  0x =  ចំនួន p  ឯកត្រសបន់ឹងអក័្សអបសីុ់ស 

េគបាន ប៉ារ៉បូល  ( )2y a x p q= − +  មានអក័្សឆ�ុះ  x p=  ែដល 
2
bp
a

= −  

ដូចេនះ      ប៉ារ៉បូល  ( )2y a x p q= − +  មានអក័្សឆ�ុះ  
2
bx
a

= −  ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

 

5. ក. បង� ញថា េប 0a >  េនាះអនុគមនម៍ានតៃម� អប្បបរមា េស� 
2 4

4
b acy

a
−

= −  ្រតង ់
2
bx
a

= −  នងិគា� នអតបិរមាេទ 

េគមាន 2 2 by ax bx c a x x c
a

 = + + = + + 
 

 

           

2 2
2

2 2
2

2 22 2

2 2

2 2

4
2 4 2 4

b b ba x x c
a a a

b b ba x x a c
a a a

b b b b aca x c a x
a a a a

    = + + − +    
     

    = + + − +    
     

−   = + − + = + −   
   

 

េដយ 0a >  និង 
2

0
2
bx
a

 + ≥ 
 

  នាឱំ្យ   
2

0
2
ba x
a

 + ≥ 
 

   េនាះ  
2 2 24 4

2 4 4
b b ac b acy a x
a a a

− − = + − ≥ − 
 

 

មាននយ័ថា  y  មានតៃម�តូចបំផុត គឺ 
2 4

4
b acy

a
−

= −  កលណា 
2

0
2 2
b ba x x
a a

 + = ⇒ = − 
 

 

ម្យោ៉ងេទៀត 
2 4

4
b acy

a
−

≥ −  គឺមនិអចកំណតត់ៃម�ធំបំផុតៃន y  បានេទ  េនាះ y  គា� នតៃម�អតិបរមាេទ 
 

ដូចេនះ      អនុគមន ៍ 2y ax bx c= + +  មានតៃម� អប្បបរមា 
2 4

4
b acy

a
−

= −  ្រតង ់
2
bx
a

= −  និងគា� នអតិបរមាេទ    ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនអនគុមន ៍  ថា� កទ់ី ១០ 

ខ. បង� ញថា េប 0a <  េនាះអនុគមនម៍ានតៃម� អតបិរមា េស� 
2 4

4
b acy

a
−

= −  ្រតង ់
2
bx
a

= −  នងិគា� នអប្បបរមា េទ 

េគមាន 
2 2

2 4
2 4
b b acy ax bx c a x
a a

− = + + = + − 
 

    (បាន្រសយរចួខងេល) 

េដយ 0a <  និង 
2

0
2
bx
a

 + ≥ 
 

  នាឱំ្យ   
2

0
2
ba x
a

 + ≤ 
 

    

េនាះ   
2 2 24 4

2 4 4
b b ac b acy a x
a a a

− − = + − ≤ − 
 

 

មាននយ័ថា  y  មានតៃម�ធំបំផុត គឺ 
2 4

4
b acy

a
−

= −  កលណា 
2

0
2 2
b ba x x
a a

 + = ⇒ = − 
 

 

ម្យោ៉ងេទៀត 
2 4

4
b acy

a
−

≤ −  គឺមនិអចកំណតត់ៃម�តូចបំផុតៃន y  បានេទ  េនាះ y  គា� នតៃម�អប្បបរមាេទ 
 

ដូចេនះ      អនុគមន ៍ 2y ax bx c= + +  មានតៃម� អតិបរមា 
2 4

4
b acy

a
−

= −  ្រតង ់
2
bx
a

= −  និងគា� នអប្បបរមាេទ    ។ 

 

6. បង� ញថា ្រកបៃនអនុគមន ៍ y x=  ឆ�ុះនងឹ្រកបៃនអនុគមន ៍ 2y x=  េធៀបនងឹបនា� ត ់ y x=  ែដល្រត�វនងឹ 0x ≥  

េគមាន អនុគមន ៍ y x=  និង 2y x=  

េប្រកបៃន  អនុគមន៍ y x=  និង 2y x=  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងបនា� ត ់ 

   y x=  ែដល្រត�វនឹង 0x ≥  លុះ្រតែត អនុគមន ៍

   y x=  ជាអនុគមន្៍រចសៃនអនុគមន ៍ 2y x=  

 
  

  ពិនិត្យអនុគមន ៍ : y x=  

  ប�ូរ y  ជា x  និង x  ជា y  : x y=  

  ទញរក y  : 2y x=  
  

ដូចេនះ ្រកបៃនអនុគមន៍ y x=  ឆ�ុះនឹង្រកបៃនអនុគមន ៍ 2y x=  េធៀបនឹងបនា� ត ់ y x=  ែដល្រត�វនឹង 0x ≥     ។ 

y x=

y x=

2y x=
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន្រតីេកណមា្រត  ថា� កទ់ី ១០ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ផលេធៀប្រតីេកណមា្រត 

 

1. ចូរបង� ញទំនាកទ់ំនងខងេ្រកម ៖ 

ក. 
sintan
cos

AA
A

=  និង 
coscot
sin

AA
A

=    ។ 

ខ. 2 2sin cos 1A A+ =  និង tan cot 1A A× =    ។ 

គ. 2
2

11 tan
cos

A
A

+ =   និង 2
2

11 cot
sin

A
A

+ =    ។ 

2. បង� ញថា ក�ុងរង�ង់្រតីេកណមា្រត ែដលមានមុ ំθ  េនាះេគបាន  2 2sin cos 1θ θ+ =   ។ 

3. ្រសយប�� កផ់លេធៀប្រតីេកណមា្រតៃនមុខំងេ្រកម ៖ 

ក. 
1 3 3sin 30 cos30 tan 30 cot 30 3
2 2 3

° = ° = ° = ° =  

ខ. 
3 1 3sin 60 cos 60 tan 60 3 cot 60

2 2 3
° = ° = ° = ° =  

គ. 
2 2sin 45 cos 45 tan 45 1 cot 45 1

2 2
° = ° = ° = ° =  

4. ក�ុង្រតីេកណ ABC  មានមុែំកង្រតង់ C  ។ បង� ញថា ៖ 

( )sin 90 cosA A° − =  ( )cos 90 sinA A° − =  ( )tan 90 cotA A° − =   ( )cot 90 tanA A° − =   ។ 

5. េដយេ្របរង�ង្់រតីេកណមា្រត បង� ញថា ៖ 

( )cos 180 cosα α°− = −  ( )sin 180 sinα α°− =  ( )tan 180 tanα α°− = −  ( )cot 180 cotα α°− = −  ។ 

6. េដយេ្របរង�ង្់រតីេកណមា្រត បង� ញថា ៖ 

( )cos 90 sinα α°− =  ( )sin 90 cosα α°− =  ( )tan 90 cotα α°− =  ( )cot 90 tanα α°− =  ។ 

7. ្រសយប�� ក្់រទឹស�ីបទសីុនុស ៖ ចំេពះ្រតីេកណ ABC  ចរកឹក�ុងរង�ងក់ ំ R  េនាះេគបាន 2
sin sin sin

a b c R
A B C
= = =  ។ 

8. ក. ្រសយប�� ក់្រទឹស�ីបទកូសីុនុស ៖ ចំេពះ្រតីេកណ ABC  េគបាន ៖ 

    2 2 2 2 2 2 2 2 22 cos , 2 cos , 2 cosa b c bc A b a c ac B c a b ab C= + − = + − = + −   ។ 

ខ. ទញប�� ក់ថា 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

cos , cos , cos
2 2 2

b c a a c b a b cA B C
bc ac ab

+ − + − + −
= = =  ។ 

9. ក. ្រសយប�� ក់ថា ៃផ�្រកឡា S  ៃន្រតីេកណ ABC  គឺ ៖ 
1 1 1sin sin sin
2 2 2

S ab C ac B bc A= = =  ។ 

ខ. ទញបង� ញថា 
2 sin sin sin
abc c b a

S C B A
= = =  ។ 

10. ្រសយប�� កថ់ា េប , ,a b c  ជារង� ស់្រជ�ងៃន្រតីេកណមយួ និង p  ជាកន�ះបរមិា្រត េនាះេគបានរូបមន�េហរ ៉ុង  

ៃផ�្រកឡា ( )( )( )S p p a p b p c= − − −   ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន្រតីេកណមា្រត  ថា� កទ់ី ១០ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ផលេធៀប្រតីេកណមា្រត 

 

1. បង� ញទនំាកទ់នំងខងេ្រកម ៖ 

ក. បង� ញថា 
sintan
cos

AA
A

=   នងិ 
coscot
sin

AA
A

=  

និយមនយ័   sin A  ជាផលេធៀបរវង ្រជ�ងឈម និងអុីប៉ូេតនុស 

  cos A  ជាផលេធៀបរវង ្រជ�ងជាប ់ និងអុីប៉ូេតនុស 

  tan A  ជាផលេធៀបរវង ្រជ�ងឈម និង្រជ�ងជាប ់

  cot A  ជាផលេធៀបរវង ្រជ�ងជាប ់ និង្រជ�ងឈម 

េដយ 
sin tan
cos

A A
A
= = × = =

RAgs Qm
GIsb U; ;ctnss RAsgQm GIbs U; ;ctnss RAgs Qm
RAsgAab; RAsgAab; RAgs Aab;GbIs ;U ;ctnss
GbIs U; ;ctnss

 

េហយ 
cos cot
sin

A A
A
= = × = =

RAgs Aab;
G sIb ;U ;ctnss RAsgAab; G Isb U; ;ctnss RAgs Aab;
RAsgQm RAsgQm RAgs QmGsIb ;U ;ctnss
G sbI ;U ;ctnss

 

ដូចេនះ     
sintan
cos

AA
A

=   និង 
coscot
sin

AA
A

=   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 

 
 

ខ. បង� ញថា  2 2sin cos 1A A+ =  

   ក�ុង្រតីេកណែកង ABC  ែកង្រតង់ C   

េគបាន  sin sinaA a c A
c

= ⇒ =   និង   cos cosbA b c A
c

= ⇒ =  

 តម្រទឹស�ីបទពីតគរ័  2 2 2a b c+ =    ឬ   ( ) ( )2 2 2sin cosc A c A c+ =  

នាឱំ្យ ( ) ( )2 22 2 2sin cosc A c A c⋅ + ⋅ =     (ែចកអង�ទងំពីរនឹង 2c ) 

   ( ) ( )2 2sin cos 1A A+ =       (េគអចសរេសរ  ( )2 2sin sinA A=   និង ( )2 2cos cosA A=  ) 

   2 2sin cos 1A A+ =  

ដូចេនះ     2 2sin cos 1A A+ =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
 

បង� ញថា  tan cot 1A A× =  

េគមាន 
sintan
cos

AA
A

=   និង 
coscot
sin

AA
A

=  

េគបាន 
sin costan cot 1
cos sin

A AA A
A A

× = × =  

ដូចេនះ      tan cot 1A A× =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 

A

C B

c
b

a
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គ. បង� ញថា  2
2

11 tan
cos

A
A

+ =  

េគមាន 2 2sin cos 1A A+ =     (េគែចកអង�ទងំពីរនឹង 2cos A ) 

េគបាន 
2 2

2 2 2

sin cos 1
cos cos cos

A A
A A A
+ =     ឬ   2

2

1tan 1
cos

A
A

+ =  

ដូចេនះ      2
2

11 tan
cos

A
A

+ =    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់         ។ 

 

បង� ញថា  2
2

11 cot
sin

A
A

+ =  

េគមាន 2 2sin cos 1A A+ =     (េគែចកអង�ទងំពីរនឹង 2sin A ) 

េគបាន 
2 2

2 2 2

sin cos 1
sin sin sin

A A
A A A
+ =     ឬ   2

2

11 cot
sin

A
A

+ =  

ដូចេនះ      2
2

11 cot
sin

A
A

+ =    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់         ។ 

 

2. បង� ញថា  2 2sin cos 1θ θ+ =  

តមរង�ង្់រតីេកណមា្រត (រង�ងែ់ដលមានក ំ 1r = ) 

 ចំេពះ ក�ុង្រតីេកណ OAP  ែកង្រតង ់ A  

េគមាន   cosOA OP θ= ⋅  និង sinAP OP θ= ⋅  

តម្រទឹស�ីបទពីតគរ័  ចំេពះ្រតីេកណែកង OAP  

េគបាន  2 2 2OA AP OP+ =  

ឬ  ( ) ( )2 2 2cos sinOP OP OPθ θ⋅ + ⋅ =  

ែត   1OP =  ជាករំង�ង្់រតីេកណមា្រត 

នាឱំ្យ  ( ) ( )2 2 2cos sin 1θ θ+ =   េគអចសរេសរ  2 2cos sin 1θ θ+ =  

ដូចេនះ      2 2cos sin 1θ θ+ =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 
 

3. ្រសយប�� កផ់លេធៀប្រតេីកណមា្រតៃនមុខំងេ្រកម ៖ 

ក. ្រសយប�� កថ់ា 
1sin 30
2

° =  នងិ 
3cos30

2
° =  

េគមាន្រតីេកណសមង័្ស ABC  ែដលមានរង� ស់្រជ�ងេស� a  

េនាះ ABH  ជា្រតីេកណែកងកន�ះសមង័្ស ែដលមាន 
3

2
AH a=  

1
12sin 30
2

aBH
AB a

° = = =  និង  

3
32cos30

2

aAH
AB a

° = = =  

ដូចេនះ     
1sin 30
2

° =  និង 
3cos30

2
° = ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

θ

sinθ

cosθ

1−

1−

1
P

O A

a

2
a

60°

30°

A

B H C
60°

3
2

a
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្រសយប�� កថ់ា 
3tan 30

3
° =  នងិ cot 30 3° =  

េដយ 

1
sin 30 1 2 1 32tan 30
cos30 2 33 3 3

2

°
° = = = × = =

°
 

   

3
cos30 3 22cot 30 31sin 30 2 1

2

°
° = = = × =

°
 

ដូចេនះ     
3tan 30

3
° =  និង cot 30 3° =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា 
3sin 60

2
° =  និង 

1cos 60
2

° =  

េគមាន្រតីេកណសមង័្ស ABC  ែដលមានរង� ស់្រជ�ងេស� a  

េនាះ ABH  ជា្រតីេកណែកងកន�ះសមង័្ស ែដលមាន 
3

2
AH a=  

3
32sin 60

2

aAH
AB a

° = = =  និង  

1
12cos 60
2

aBH
AB a

° = = =  

ដូចេនះ     
3sin 60

2
° =  និង 

1cos 60
2

° =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

្រសយប�� កថ់ា tan 60 3° =  នងិ 
3cot 60

3
° =  

េដយ 

3
sin 60 3 22tan 60 31cos 60 2 1

2

°
° = = = × =

°
 

   

1
cos 60 1 2 1 32cot 60
sin 60 2 33 3 3

2

°
° = = = × = =

°
 

ដូចេនះ     tan 60 3° =  និង 
3cot 60

3
° =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

   េតអ�កដឹងេទថា  េប្រតីេកណសមង័្សមយួមានរង� ស់្រជ�ងេស� a  េនាះេគបានកម�ស់របស់វមានរង� ស់េស� 
3

2
a   ។ 

   េតអ�កដឹងេទថា  េបកេរមយួមានរង� ស់្រជ�ងេស� a  េនាះេគបាន្របែវងអង�ត្់រទ�ងរបស់វមានរង� ស់េស� 2a   ។ 

   េតអ�កដឹងេទថា  េបគូបមយួមានរង� ស់្រជ�ងេស�  a  េនាះេគបាន្របែវងអង�ត្់រទ�ងរបស់វមានរង� ស់េស� 3a   ។ 

 េគអចបក្រសយ េហតុផលខងេល េដយេ្រប ្រទឹស�ីបទពីតគរ័ ។ 

a

2
a

60°

30°

A

B H C
60°

3
2

a
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គ. ្រសយប�� កថ់ា 
2sin 45

2
° =  នងិ 

2cos 45
2

° =  

េគមាន្រតីេកណែកងសមបាត ABC  ែដល AB AC a= =  និង 45B∠ = °  

តម្រទឹស�ីបទពីតគរ័ 2 2 2BC AB AC= +    ឬ   2 2BC AB AC= +  

នាឱំ្យ 2 2 22 2BC a a a a= + = =  

េគបាន 
1 2sin 45

22 2
AC a
BC a

° = = = =  

   
1 2cos 45

22 2
AB a
BC a

° = = = =  

ដូចេនះ     
2sin 45

2
° =  និង 

2cos 45
2

° =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។  
 

្រសយប�� កថ់ា tan 45 1° =  នងិ cot 45 1° =  

េដយ 

2
sin 45 2 22tan 45 1
cos 45 22 2

2

°
° = = = × =

°
 

   

2
cos 45 2 22cot 45 1
sin 45 22 2

2

°
° = = = × =

°
 

ដូចេនះ      tan 45 1° =  និង cot 45 1° = ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 

 

4. បង� ញថា   ( )sin 90 cosA A° − =   នងិ  ( )cos 90 sinA A° − =  

េគមាន  ្រតីេកណ ABC  មានមុែំកង្រតង ់ C   េនាះ  90B A= °−  

តមផលេធៀប្រតីេកណមា្រត  េគបាន៖ 

  cos , sinb bA B
c c

= =   េនាះ  cos sinA B=   ឬ  ( )cos sin 90A A= °−  

  sin , cosa aA B
c c

= =   េនាះ  sin cosA B=   ឬ  ( )sin cos 90A A= °−  

ដូចេនះ      ( )sin 90 cosA A° − =   និង  ( )cos 90 sinA A° − =   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
 

 បង� ញថា    ( )tan 90 cotA A° − =   នងិ ( )cot 90 tanA A° − =  

េដយ ( ) ( )
( )

sin 90 costan 90 cot
cos 90 sin

A AA A
A A

° −
°− = = =

°−
 

   ( ) ( )
( )

cos 90 sincos 90 tan
sin 90 cos

A AA A
A A

° −
°− = = =

°−
 

ដូចេនះ      ( )tan 90 cotA A° − =   និង ( )cot 90 tanA A° − =    ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

a

A

B C

2a

45°

A

B

C

ac

b
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5. េដយេ្របរង�ង្់រតេីកណមា្រត ៖ 

បង� ញថា  ( )cos 180 cosα α°− = −  នងិ  ( )sin 180 sinα α°− =  

ក�ុងរង�ង្់រតីេកណមា្រត   េគតង  AOP α∠ =  និង 180AOP α′∠ = °−  

េគបាន កូអរេដេនៃនចំណុច P  និង P′  គឺ 

   ( )cos , sinP α α  និង ( ) ( )( )cos 180 , sin 180P α α′ ° − °−  

េដយ ចំណុច P  និង P′  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងអក័្សអរេដេន  

   តមលក�ណៈឆ�ុះ េនាះចំណុចទងំពីរមាន អបសីុ់សផ�ុយគា�  និងអរេដេនដូចគា�  

េគបាន ( )cos cos 180α α= − °−   និង  ( )sin sin 180α α= °−  

ដូចេនះ     រូបមន�   ( )cos 180 cosα α°− = −  និង  ( )sin 180 sinα α°− =   ្រត�វបានបង� ញ     ។ 
 

បង� ញថា  ( )tan 180 tanα α°− = −  នងិ ( )cot 180 cotα α°− = −  

េគមាន រូបមន�  ( )sin 180 sinα α°− =   និង  ( )cos 180 cosα α°− = −   (បាន្រសយរចួខងេល) 

េគបាន ( ) ( )
( )

sin 180 sintan 180 tan
cos 180 cos

α αα α
α α

°−
°− = = = −

°− −
 

   ( ) ( )
( )

cos 180 coscot 180 cot
sin 180 sin

α αα α
α α

°− −
°− = = = −

°−
 

ដូចេនះ     រូបមន�   ( )tan 180 tanα α°− = −  និង ( )cot 180 cotα α°− = −  ្រត�វបានបង� ញ     ។ 
 

6. េដយេ្របរង�ង្់រតេីកណមា្រត ៖ 

បង� ញថា  ( )cos 90 sinα α°− =  នងិ  ( )sin 90 cosα α°− =  

ក�ុងរង�ង្់រតីេកណមា្រត   េគតង  AOP α∠ =  និង 90AOP α′∠ = °−  

េគបាន កូអរេដេនៃនចំណុច P  និង P′  គឺ 

   ( )cos , sinP α α  និង ( ) ( )( )cos 90 , sin 90P α α′ ° − °−  

េដយ ចំណុច P  និង P′  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងបនា� តពុ់ះទី១ y x=   

   (េនាះអបសីុ់សៃន P េស�អរេដេនៃន P′   និង  អរេដេនៃន P េស�អបសីុ់សៃន P′ ) 

េគបាន ( )cos sin 90α α= °−  និង ( )sin cos 90α α= °−  

ដូចេនះ      រូបមន�  ( )cos 90 sinα α°− =  និង  ( )sin 90 cosα α°− =    ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

បង� ញថា  ( )tan 90 cotα α°− =  នងិ  ( )cot 90 tanα α°− =  

េគមាន ( )sin 90 cosα α°− =   និង ( )cos 90 sinα α°− =    (បង� ញរចួខងេល) 

េគបាន ( ) ( )
( )

sin 90 costan 90 cot
cos 90 sin

α αα α
α α

°−
°− = = =

°−
 

   ( ) ( )
( )

cos 90 sincot 90 tan
sin 90 cos

α αα α
α α

°−
°− = = =

°−
 

ដូចេនះ     រូបមន�   ( )tan 90 cotα α°− =  និង  ( )cot 90 tanα α°− =   ្រត�វបានបង� ញ     ។ 

α

y

x

1−

1−

1

PP′

AO

180 α°−

α

α

y

x

1−

1−

1

P

P′

A
O

90 α°−

y x=
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7. ្រសយប�� ក្់រទសឹ�ីបទសីុនុស៖   2
sin sin sin

a b c R
A B C
= = =  

េគមាន ្រតីេកណ ABC  ចរកឹក�ុងរង�ងក់ ំ R   ែដល , ,AB c AC b BC a= = =  

េគនឹង្រសយ្រគបក់រណីៃនមុ ំ A  ែដលនាឱំ្យេគបាន 2
sin

a R
A
=  

ចំេពះ្រតីេកណ ABC  ចរកឹក�ុងរង�ង ់េនាះមុ ំ A  អចជាមុ្ំរស�ច  ឬមុទំល  ឬមុែំកង 

ករណី A  ជាមុ្ំរស�ច 

 េគគូសអង�តផ់�ិត CD  េនាះេគបាន BCDD  ជា្រតីេកណែកង្រតង ់ B  

េគបាន   sin BCD
CD

=  

េដយ , 2BC a CD R= =   និង A D∠ = ∠  (មុមំានធ�ូស� តរ់មួ BC ) 

នាឱំ្យ ( )sin 1
2
aA
R

=  

ករណី A  ជាមុទំល 

 េគគូសអង�តផ់�ិត CD  េនាះេគបាន BCDD  ជា្រតីេកណែកង្រតង ់ B  

េគបាន   sin BCD
CD

=   ឬ   sin
2
aD
R

=   េ្រពះ  , 2BC a CD R= =  

ម្យោ៉ងេទៀត ABC  ជា្រតីេកណចរកឹក�ុងរង�ង ់េនាះផលបូកមុឈំម 180A D∠ +∠ = °  

នាឱំ្យ ( )sin sin 180 sinD A A= °− =     េ្រពះ  ( )sin 180 sinα α°− =  

េគបាន ( )sin 2
2
aA
R

=  

ករណី A  ជាមុែំកង 

 េគមាន  sin sin 90 1A = ° =   

េហយ 2BC R=   េនាះ  1
2
BC

R
=   ឬ  1

2
a
R
=  

នាឱំ្យ ( )sin 3
2
aA
R

=  

 

តមរយៈ ( ) ( )1 , 2  និង ( )3  េឃញថា  ្រគបក់រណីៃនមុ ំ A  េគបាន sin
2
aA
R

=    ឬ  2
sin

a R
A
=  

ដូចគា� ែដរ ្រសយដូចខងេលចំេពះមុ ំ B  និង C  េនាះេគបាន  2 , 2
sin sin

b cR R
B C
= =   

ដូចេនះ     ្រទឹស�ីបទសីុនុស   2
sin sin sin

a b c R
A B C
= = =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់        ។ 

 

ប�� ក ់ -មុចំរកឹែដលមានធ�ូស� តរ់មួ ជាមុបំ៉ុនគា�  

   -្រតីេកណចរកឹកន�ះរង�ង ់ជា្រតីេកណមាន្រជ�ងមយួជាអង�តផ់�ិតៃនរង�ង ់េហយ្រតីេកណេនះជា្រតីេកណែកង ។ 

   -ផលបូកមុកំ�ុងទងំបីៃន្រតីេកណមយួ េស�នឹង 180°  ។ 

   -មុចំរកឹស� តេ់ដយធ�ូមយួ មានរង� ស់េស�នឹងពកក់ណា� លធ�ូស� តេ់នាះ ។ 

A

B C



D

O

AB

C



D

O

A

B

C

O
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8. ក. ្រសយប�� ក្់រទសឹ�ីបទកូសីុនុស ៖    

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 cos
2 cos
2 cos

a b c bc A
b a c ac B
c a b ab C

= + − ⋅

= + − ⋅

= + − ⋅

  

េគនឹង្រសយ្រគបក់រណីៃនមុ ំ A  ែដលនាឱំ្យេគបាន្រទឹស�ីបទកូសីុនុស 2 2 2 2 cosa b c bc A= + − ⋅  

ចំេពះ្រតីេកណ ABC  េនាះមុ ំ A  អចជាមុ្ំរស�ច  ឬមុទំល  ឬមុែំកង  

ករណី A  ជាមុ្ំរស�ច 

េគសងក់ម�ស់ CH  ៃន្រតីេកណ ABC  

េគបាន  sinCH b A= ⋅   ,   cosAH b A= ⋅   និង  HB AB AH= −  

តម្រទឹស�ីបទពីតគរ័ ចំេពះ្រតីេកណែកង  BCH ៖ 

េគបាន   2 2 2BC CH HB= +    ឬ  ( )22 2BC CH AB AH= + −  

 នាឱំ្យ ( ) ( )2 22 sin cosa b A c b A= ⋅ + − ⋅  

        ( )
2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

sin 2 cos cos

sin cos 2 cos

2 cos

b A c bc A b A

b A A c bc A

b c bc A

= ⋅ + − ⋅ + ⋅

= + + − ⋅

= + − ⋅

 

 

ករណី A  ជាមុទំល 

េគសងក់ម�ស់ CH  ៃន្រតីេកណ ABC  េលបនា� យ AB  

េគបាន HB AB HA= +   ,   180CAH A∠ = °−  

   ( )sin 180CH b A= ⋅ ° −    ឬ   sinCH b A= ⋅  

   ( )cos 180HA b A= ⋅ ° −    ឬ   cosHA b A= − ⋅   

តម្រទឹស�ីបទពីតគរ័ ចំេពះ្រតីេកណែកង  BCH ៖ 

េគបាន   2 2 2BC CH HB= +    ឬ   ( )22 2BC CH AB HA= + +  

 នាឱំ្យ ( ) ( )2 22 sin cosa b A c b A= ⋅ + − ⋅  

        ( )
2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

sin 2 cos cos

sin cos 2 cos

2 cos

b A c bc A b A

b A A c bc A

b c bc A

= ⋅ + − ⋅ + ⋅

= + + − ⋅

= + − ⋅

 

ករណី A  ជាែកង 

តម្រទឹស�ីបទពីតគរ័  េគបាន  2 2 2a b c= +  

េគអចសរសរ   2 2 2 2 0a b c bc= + − ⋅    

   ឬ  2 2 2 2 cosa b c bc A= + − ⋅   េ្រពះ  cos cos90 0A = ° =  

េឃញថា ទងំបីករណីៃនមុ ំ A  េគបាន  2 2 2 2 cosa b c bc A= + − ⋅  

្រសយដូចគា� ែដរ ចំេពះ្រជ�ង b  និង្រជ�ង c  េនាះេគបាន  2 2 2 2 2 22 cos , 2 cosb a c ac B c a b ab C= + − ⋅ = + − ⋅  

ដូចេនះ      ្រទឹស�ីបទកូសីុនុស 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 cos
2 cos
2 cos

a b c bc A
b a c ac B
c a b ab C

= + − ⋅

= + − ⋅

= + − ⋅

    ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

A B

C

H

ab

c

A B

C

b

c

a

A B

C

H

a
b

c
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ខ. ទញប�� កថ់ា  
2 2 2 2 2 2 2 2 2

cos , cos , cos
2 2 2

b c a a c b a b cA B C
bc ac ab

+ − + − + −
= = =  

េគមាន 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 cos
2 cos
2 cos

a b c bc A
b a c ac B
c a b ab C

= + − ⋅

= + − ⋅

= + − ⋅

  ជា្រទឹស�ីបទកូសីុនុស បាន្រសយប�� ក់រចួខងេល 

នាឱំ្យ 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 cos
2 cos
2 cos

bc A b c a
ac B a c b
ab C a b c

⋅ = + −

⋅ = + −

⋅ = + −

  ទញបាន  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

cos
2

cos
2

cos
2

b c aA
bc

a c bB
ac

a b cC
ab

+ −
=

+ −
=

+ −
=

 

ដូចេនះ     ទញបានថា  
2 2 2 2 2 2 2 2 2

cos , cos , cos
2 2 2

b c a a c b a b cA B C
bc ac ab

+ − + − + −
= = =       ។ 

 

9. ក. ្រសយប�� កថ់ា ៃផ�្រកឡា S  ៃន្រតេីកណ ABC  គ ឺ៖ 
1 1 1sin sin sin
2 2 2

S ab C ac B bc A= = =  

ចំេពះ្រគបក់រណីៃនមុ ំ C  េគនឹង្រសយប�� ក់ថា  
1 sin
2

S ab C=  

ករណី C  ជាមុ្ំរស�ច 

េគមាន 
1
2

S AC BH= × ×     

េដយ sinBH a C=  និង AC b=  

េគបាន 
1 sin
2

S b a C= × ×  ឬ  
1 sin
2

S ab C=  

ករណី C  ជាមុទំល 

េគមាន 
1
2

S AC BH= × ×  

េដយ ( )sin 180 sinBH a C a C= °− =  និង  AC b=  

េគបាន 
1 sin
2

S b a C= × ×  ឬ  
1 sin
2

S ab C=  

ករណី C  ជាែកង 

េគមាន 
1
2

S AC BC= × ×  ឬ  
1 1
2

S AC BC= × × ×  

េដយ ,AC b BC a= =   និង  1 sin 90 sin C= ° =  

េគបាន 
1 sin
2

S b a C= × × ×  ឬ   
1 sin
2

S ab C=  

េឃញថា ្រគបក់រណីៃនមុ ំ C  េគបាន្រកឡាៃផ�ៃន្រតីេកណ ABC  គឺ 
1 sin
2

S ab C=  

្រសយដូចគា�  ចំេពះករណីៃនមុ ំ B  និងមុ ំ A   េនាះេគបាន  
1 sin
2

S ac B=  និង  
1 sin
2

S bc A=  

ដូចេនះ     ៃផ�ៃន្រតីេកណ ABC  គឺ ៖ 
1 1 1sin sin sin
2 2 2

S ab C ac B bc A= = =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

A

B

CH

a

b

c

A

B

C

ca

bH

C

a

A

B

b

c
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ខ. ទញបង� ញថា  
2 sin sin sin
abc c b a

S C B A
= = =   

េគមាន 
1 1 1sin sin sin
2 2 2

S ab C ac B bc A= = =  

នាឱំ្យ 2 sin sin sinS ab C ac B bc A= = =  (បានេដយគុណសមាមា្រតខងេលនឹង 2 ) 

អចសរេសរ 
1 1 1 1

2 sin sin sinS ab C ac B bc A
= = =  (េ្រពះេប a b=  េគអចសរេសរ 

1 1
a b
= ) 

េគបាន 
2 sin sin sin
abc c b a

S C B A
= = =    (បានេដយគុណសមាមា្រតខងេលនឹង abc ) 

ដូចេនះ       
2 sin sin sin
abc c b a

S C B A
= = =   ្រត�វបានបង� ញ        ។ 

 

10. ្រសយប�� កថ់ា រូបមន�េហរ ៉ុង ( )( )( )S p p a p b p c= − − −   

េគមាន ( )1 sin 1
2

S bc A=  

េដយ 2 2sin cos 1A A+ =   េនាះ  2 2sin 1 cosA A= −  

នាឱំ្យ ( )( )2sin 1 cos 1 cosA A A= − +      ែត  
2 2 2

cos
2

b c aA
bc

+ −
=  

   
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2sin 1 1
2 2 2 2

b c a b c a bc b c a bc b c aA
bc bc bc bc

     + − + − − − + + + −
= − + =     
     

 

             

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( )( )

2 22 2

2 2

2 2 2 2

1
4

a b c b c a a b c a b c b c a b c a
bc bc bc bc

a b c a b c b c a b c a
b c

     − − + − − + + − + − + +
  = =          

= − + + − + − + +

 

េដយ 0 180A° < < °   េនាះ  sin 0A >  

េគបាន ( )( )( )( )2 2

1sin
4

A a b c a b c b c a b c a
b c

= − + + − + − + +  

   ( )( )( )( )1sin
2

A a b c a b c b c a b c a
bc

= − + + − + − + +  

នាឱំ្យ ( ) ( )( )( )( )1 11 :
2 2

S bc a b c a b c b c a b c a
bc

= × − + + − + − + +  

            ( )( )( )( ) ( )1 2
4

S a b c a b c b c a b c a= − + + − + − + +  

េដយ p  ជាកន�ះបរមិា្រត  េនាះ  
2

a b cp + +
=    ឬ  2a b c p+ + =  

ទញបាន 2 2 , 2 2 , 2 2a b c p b a b c p c b c a p a− + = − + − = − + − = −  

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )12 : 2 2 2 2 2 2 2
4

S p b p c p a p p b p c p a p= − ⋅ − ⋅ − ⋅ = − − −  

ដូចេនះ       រូបមន�េហរ ៉ុង   ( )( )( )S p p a p b p c= − − −    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់         ។ 

A

B C

c

a

b

H
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ចមា� ស-់បន្ស ំ

 

1. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� ស់ៃន n  ធាតុខុសៗគា� េស� !n  ។ 

2. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� ស់ៃន r  ធាតុយកពី n  ធាតុខុសៗគា�  គឺ ( ) ( )
!,

!
nP n r

n r
=

−
 ។ 

3. បង� ញថា 0! 1=  

4. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� ស់្រចំែដលៃន r  ធាតុយកពី n  ធាតុខុសៗគា�  េស�នឹង rn  ។ 

5. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� ស់វងៃ់ន n  ធាតុេស�នឹង ( )! 1 !n n
n
= −  ។ 

6. ្រសយប�� កថ់ា បន្សៃំន r  ធាតុយកពី n  ធាតុខុសៗគា�  គឺ ( ) ( )
( )

, !,
! ! !

P n r nC n r
r n r r

= =
− ×

 ។ 

7. បង� ញថា ( ) ( ), ,C n n r C n r− =  ។ 

8. បង� ញថា ( ) ( ), 0 ,C n C n n=  ។ 

9. បង� ញថា ( ) ( ) ( ) ( ) 33 , 0 3 , 1 3 , 2 3 , 3 2C C C C+ + + =  ។ 

10. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� ស់ែបងែចកបានៃន n  ធាតុ ែដលមាន្របេភទទី១  1r  , ្របេភទទី២  2r  , ... , ្របេភទទី k   kr   

គឺេស�  
1 2

!
! ! ... !k

n
r r r× × ×

 ។ 

11. បង� ញថា ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 ,0 1 ,1 ,2 ... , ... ,n r na C n C n a C n a C n r a C n n a+ = + + + + + +  ។ 

12. បង� ញថា ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2,0 ,1 , 2 ... , ... ,n n n n n r r na b C n a C n a b C n a b C n r a b C n n b− − −+ = + + + + + +  ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ចមា� ស-់បន្ស ំ

 

 

1. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� ស់ៃន n  ធាតុខុសៗគា� េស� !n  

តមនិយមនយ័ចមា� ស់ : ចមា� ស់ៃន n  ធាតុខុសគា�  គឺជាតេ្រម�បគិតលំដបៃ់ន n  ធាតុជាជួរេដក ែដលធាតុមយួដកេ់នលំដបទ់ីមយួ  

   ធាតុមយួដប់េនលំដបទ់ីពីរ ធាតុមយួដកេ់នលំដបទ់ីបី និងបន�បនា� ប ់។ (១២ កម�វធិីចស់ ទំពរ័ ១៩១) 

េដយ ធាតុដកេ់នលំដបទ់ី 1  មាន n   រេបៀប 

  ធាតុដកេ់នលំដបទ់ី 2   មាន 1n −   រេបៀប 

  ធាតុដកេ់នលំដបទ់ី 3   មាន 2n −   រេបៀប 

  .................................................................... 

  ធាតុដកេ់នលំដបទ់ី 2n −  មាន 3   រេបៀប 

  ធាតុដកេ់នលំដបទ់ី 1n −   មាន 2   រេបៀប 

  ធាតុដកេ់នលំដបទ់ី n   មាន 1  រេបៀប 

តមេគាលករណ៍ផលគុណៃនករតេ្រម�ប n  វត�ុជាបន�បនា� ប់គា�  រហូតដល់តេ្រម�បវត�ុទី n  េនចុងេគបំផុត 

នាឱំ្យ ចំនួនចមា� ស់ៃន n  ធាតុខុសៗគា�  ( ) ( )1 2 ... 3 2 1n n n= × − × − × × × ×  

េគតង ( ) ( )1 2 ... 3 2 1 !n n n n× − × − × × × × =   (អនថា n  ហ� កតូ់ែរ្យល) 

ដូចេនះ       ចមា� ស់ៃន n  ធាតុខុសៗគា� េស� !n   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 

 

2. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� ស់ៃន r  ធាតុយកព ី n  ធាតុខុសៗគា�  គ ឺ ( ) ( )
!,

!
nP n r

n r
=

−
 

េគចងយ់ក  r  ធាតុពី n  ធាតុខុសគា�   េដម្បយីកមកតេ្រម�ប 

េបេគយក r  ធាតុេចញពី n  ធាតុខុសគា�  េនាះធាតុែដលេនសល់គឺ n r−  

េបេគេរៀប ធាតុេនសល់ គឺបាន ( )!n r−  រេបៀប 

េគតង ( ),P n r  ជាចំនួនតេ្រម�បៃន r  ធាតុយកពី n  ធាតុខុសៗគា�  

  នាឱំ្យ  រេបៀបៃនករេរៀប  r  ធាតុយកពី n  ធាតុខុសៗគា�  គឺ ( ),P n r  រេបៀប 

េដយ ករតេ្រម�ប n  ធាតុខុសៗគា� េស� !n  

តមរយៈ េគាលករណ៍ផលគុណេគបាន  ( ) ( ) ( ) ( )
!! , ! ,

!
nn r P n r n P n r

n r
− × = ⇒ =

−
 

ដូចេនះ     ចមា� ស់ៃន  r   ធាតុយកពី n  ធាតុខុសៗគា�  គឺ ( ) ( )
!,

!
nP n r

n r
=

−
    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 

 

 សមា� ល់ :  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )!, 1 2 ... 1
!

nP n r n n n n r
n r

= = × − × − × × − +
−
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3. បង� ញថា 0! 1=  

រេបៀបទ១ី តមរូបមន� ចមា� ស់ 

េគមាន រូបមន�  ( ) ( )
!,

!
nP n r

n r
=

−
  

េបេគយក r n=  េគបាន ( ) ( ) ( )! !, 1
! 0!

n nP n n
n n

= =
−

 

ែត  េនេពលែដល r n=  មាននយ័ថា ចមា� ស់ៃន n  ធាតុយកពី n  ធាតុខុសគា�  េស�នឹងចមា� ស់ៃន n  ធាតុ 

   េគបាន ( ) ( ), ! 2P n n n=  

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2  េគបាន  
! ! 0! 1

0!
n n= ⇒ =     

ដូចេនះ       តៃម� 0! 1=   ្រត�វបានបង� ញ        ។ 

 

រេបៀបទ២ី តមរូបមន� ហ� កតូ់ែរ្យល 

េគមាន រូបមន�  ( ) ( )! 1 2 ... 3 2 1n n n n= × − × − × × × ×   ែដល n  ជាចំនួនគត ់

 ចំេពះ  n  ជាចំនួនគត ់និង 0n >  នាឱំ្យ  ( ) ( ) ( )1 ! 1 2 ... 3 2 1n n n− = − × − × × × ×  

េគបាន ( )! 1 !n n n= × −     នាឱំ្យ   ( ) !1 ! nn
n

− =  

េបេគឱ្យ 1n =   េនាះេគបាន  ( ) 1!1 1 ! 0! 1
1

− = ⇔ =  

ដូចេនះ       តៃម� 0! 1=   ្រត�វបានបង� ញ        ។ 

 

4. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� ស់្រចែំដលៃន r  ធាតុយកព ី n  ធាតុខុសៗគា�  េស�នងឹ rn  

េគមាន n  ធាតុខុសគា�  

េគយក r  ធាតុមកមកេធ�ចមា� ស់្រចំែដល 

េគបាន ធាតុដកេ់នលំដបទ់ី 1  មាន n   រេបៀប 

  ធាតុដកេ់នលំដបទ់ី 2   មាន n   រេបៀប 

  ធាតុដកេ់នលំដបទ់ី 3   មាន n   រេបៀប 

  .................................................................... 

  ធាតុដកេ់នលំដបទ់ី 2r −  មាន n   រេបៀប 

  ធាតុដកេ់នលំដបទ់ី 1r −   មាន n   រេបៀប 

  ធាតុដកេ់នលំដបទ់ី r   មាន n   រេបៀប 

តមេគាលករណ៍ផលគុណៃនករតេ្រម�ប្រចំែដលៃន r  វត�ុជាបន�បនា� បគ់ា�  យកពី n  ខុសគា�  

នាឱំ្យ ចមា� ស់្រចំែដលៃន r  ធាតុយកពី n  គឺ ... r

r
n n n n n n n× × × × × × =


krþa
 

ដូចេនះ       ចមា� ស់្រចំែដលៃន r  ធាតុយកពី n  ធាតុខុសៗគា�  េស�នឹង rn   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនចមា� ស-់បន្ស ំ  ថា� កទ់ី ១០ 

5. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� ស់វងៃ់ន n  ធាតុេស�នងឹ ( )! 1 !n n
n
= −  

េគមាន ចមា� ស់ៃន n  ធាតុខុសៗគា� េរៀបតមជួរេដក េស� !n  

េដយ េពលែដលេរៀប n  ធាតុខុសៗគា�  ជារង�ងេ់ឃញថា េឃញថាវតិចជាង េរៀប n  ធាតុខុសៗគា�  ជាជួរេដក ចំនួន n  ដង 

នាឱំ្យ ចំនួនចមា� ស់វង់ៃន n  ធាតុខុសៗគា�  េស�នឹង 
( ) ( )1 !! 1 !

n nn n
n n

× −
= = −    

ដូចេនះ      ចំនួនចមា� ស់វង់ៃន n  ធាតុខុសៗគា�  េស�នឹង ( )! 1 !n n
n
= −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 

 

6. ្រសយប�� កថ់ា បន្សៃំន r  ធាតុយកព ី n  ធាតុខុសៗគា�  គ ឺ ( ) ( )
( )

, !,
! ! !

P n r nC n r
r n r r

= =
− ×

 

េគមាន ចមា� ស់ៃន r  ធាតុយកពី n  ធាតុខុសៗគា�  គឺជាតេ្រម�បគិតលំដប ់តងេដយ ( ) ( )
!,

!
nP n r

n r
=

−
 

   បន្សៃំន r  ធាតុយកពី n  ធាតុខុសៗគា�  គឺជាតេ្រម�បមនិគិតលំដប់ តងេដយ ( ),C n r  

េដយ បន្សៃំន r  ធាតុយកពី n  ធាតុខុសៗគា�  តិចជាង ចមា� ស់ៃន r  ធាតុយកពី n  ធាតុខុសៗគា�  ចំនួន !r  ដង 

នាឱំ្យ ( ) ( ),
,

!
P n r

C n r
r

=   ឬ   ( ) ( )
( )

!
! ! !,

! ! !

n
n r r nC n r

r n r r
− ×

= =
− ×

   េ្រពះ  ( ) ( )
!,

!
nP n r

n r
=

−
 

ដូចេនះ        បន្សៃំន r  ធាតុយកពី n  ធាតុខុសៗគា�  គឺ ( ) ( )
( )

, !,
! ! !

P n r nC n r
r n r r

= =
− ×

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 

 

7. បង� ញថា ( ) ( ), ,C n n r C n r− =  

េគមាន ( )
( ) ( )

!,
! !

nC n n r
n n r n r

− =
 − − × − 

 

            

( )

( )
( )

!
! !

!
! !

,

n
r n r

n
n r r

C n r

=
× −

=
− ×

=

 

ដូចេនះ     ( ) ( ), ,C n n r C n r− =   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

 

8. បង� ញថា ( ) ( ), 0 ,C n C n n=  

េដយ ( ) ( )
! ! 1 1, 0 1

0 ! 0! ! 0! 0! 1
n nC n

n n
= = = = =

− × ×
  

េហយ ( ) ( )
! ! 1 1, 1
! ! 0! ! 0! 1

n nC n n
n n n n

= = = = =
− × ×

  

ដូចេនះ     ( ) ( ), 0 ,C n C n n=   ្រត�វបានបង� ញ        ។       
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនចមា� ស-់បន្ស ំ  ថា� កទ់ី ១០ 

9. បង� ញថា   ( ) ( ) ( ) ( ) 33 , 0 3 , 1 3 , 2 3 , 3 2C C C C+ + + =  

េដយ    ( ) ( ) ( ) ( )3 , 0 3 , 1 3 , 2 3 , 3C C C C+ + +  

   
3

3! 3! 3! 3!
3! 0! 2! 1! 1! 2! 0! 3!
1 3 3 1
8 2

= + + +
× × × ×

= + + +

= =

 

ដូចេនះ      ( ) ( ) ( ) ( ) 33 , 0 3 , 1 3 , 2 3 , 3 2C C C C+ + + =  ្រត�វបានបង� ញ     ។ 

 

10. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� ស់ែបងែចកបានៃន n  ធាតុ ែដលមាន្របេភទទ១ី  1r  , ្របេភទទ២ី  2r  , ... , ្របេភទទី k   kr   

គេឺស�  
1 2

!
! ! ... !k

n
r r r× × ×

 

េគមាន ចមា� ស់ៃន n  ធាតុេស� !n  

-េបក�ុងចំេណាម n  ធាតុ មាន្របេភទទី១ ចំនួន 1r  ដូចគា�   

   េនាះចំនួនចមា� ស់ៃន n  ថយចុះ 1 !r  ដង គឺ 
1

!
!

n
r

 

-េបក�ុងចំេណាម n  ធាតុ មាន្របេភទទី១ ចំនួន 1r  ដូចគា�  និង្របេភទទី២  ចំនួន 2r  ដូចគា�   

   េនាះចំនួនចមា� ស់ៃន n  ថយចុះ 1 2! !r r×  ដង គឺ 
1 2

!
! !
n

r r×
 

.......................................................................................................................................................................... 

-េបក�ុងចំេណាម n  ធាតុ មាន្របេភទទី១ ចំនួន 1r  ដូចគា�  ្របេភទទី២  ចំនួន 2r  ដូចគា�  , ... , ្របេភទទី k   ចនំួន kr  ដូចគា�  

   េនាះចំនួនចមា� ស់ៃន n  ថយចុះ 1 2! ! ... !kr r r× × ×  ដង   គឺ 
1 2

!
! ! ... !k

n
r r r× × ×

 

ដូចេនះ     ចំនួនចមា� ស់អចែបងែចកបានៃន n  ធាតុ ែដលមាន្របេភទទី១  1r  , ្របេភទទី២  2r  , ... , ្របេភទទី k   kr   

       គឺេស�  
1 2

!
! ! ... !k

n
r r r× × ×

 

 

11. បង� ញថា ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 ,0 1 ,1 ,2 ... , ... ,n r na C n C n a C n a C n r a C n n a+ = + + + + + +   

េគអចបំែលងធាតុៃន្រតីេកណប៉ាស� ល់ េទជាបន្សបំានដូចខងេ្រកម ៖ 

 

1 1
1 2 1

1 3 3 1
1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

..............................................

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1,0 1,1

2 ,0 2 ,1 2 , 2

3,0 3,1 3, 2 3,3

4 ,0 4 ,1 4 , 2 4 ,3 4 , 4

5,0 5,1 5, 2 5,3 5, 4 5,5

6 ,0 6 ,1 6 , 2 6 ,3 6 , 4 6 ,5 6 , 6

............................................................................................

C C

C C C

C C C C

C C C C C

C C C C C C

C C C C C C C

.............

 

 េគបាន ៖ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនចមា� ស-់បន្ស ំ  ថា� កទ់ី ១០ 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

2 2 2

3 2 3 2 3

4 2 3 4 2 3 4

5 2 3 4 5 2 3 4

1 1 1,0 1,1

1 1 2 2,0 2,1 2,2

1 1 3 3 3,0 3,1 3,2 3,3

1 1 4 6 4 4,0 4,1 4,2 4,3 4,4

1 1 5 10 10 5 5,0 5,1 5,2 5,3 5,4

a a C C a

a a a C C a C a

a a a a C C a C a C a

a a a a a C C a C a C a C a

a a a a a a C C a C a C a C a

+ = + = +

+ = + + = + +

+ = + + + = + + +

+ = + + + + = + + + +

+ = + + + + + = + + + + ( )

( ) ( ) ( )

55,5
......................................................................... ........................................................................................................

1 ,0 ,1n

C a

a C n C n

+

=

+ = = + ( ) ( ) ( )2 3, 2 ,3 ... , na C n a C n a C n n a+ + + +

 

ដូចេនះ  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 ,0 1 ,1 ,2 ... , ... ,n r na C n C n a C n a C n r a C n n a+ = + + + + + +   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

 

12. បង� ញថា ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2,0 ,1 , 2 ... , ... ,n n n n n r r na b C n a C n a b C n a b C n r a b C n n b− − −+ = + + + + + +  

េគមាន ( )na b+  អចសរេសរ  ( ) 1 1
n n

n nb ba b a a
a a

    + = + = +        
 

តមរូបមន� ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 ,0 1 ,1 ,2 ... , ... ,n r na C n C n a C n a C n r a C n n a+ = + + + + + +         (បាន្រសយរចួ) 

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

1 ,0 1 ,1 ,2 ,3 ... ,
n nb b b b bC n C n C n C n C n n

a a a a a
       + = + + + + +       
       

 

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

2 3,0 1 ,1 ,2 ,3 ... ,
n

n
b b b bC n C n C n C n C n n
a a a a

= + + + + +  

 

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

2 31 ,0 1 ,1 ,2 ,3 ... ,
n n

n n
n

b b b b ba a C n C n C n C n C n n
a a a a a

  + = + + + + +   
   

 

          ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2,0 ,1 , 2 ... ,n n n nC n a C n a b C n a b C n n b− −= + + + +  
 

ដូចេនះ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2,0 ,1 , 2 ... , ... ,n n n n n r r na b C n a C n a b C n a b C n r a b C n n b− − −+ = + + + + + +      ។ 

 

13. បង� ញថា ( ) ( ) ( ) ( ),0 ,1 , 2 ... , 2nC n C n C n C n n+ + + + =  

េគមាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2,0 ,1 , 2 ... , ... ,n n n n n r r na b C n a C n a b C n a b C n r a b C n n b− − −+ = + + + + + +  

ចំេពះ 1a =  និង 1b =  

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 ,0 ,1 ,2 ... ,n C n C n C n C n n+ = + + + +  

   ( ) ( ) ( ) ( )2 ,0 ,1 ,2 ... ,n C n C n C n C n n= + + + +  

 ដូចេនះ      ( ) ( ) ( ) ( ),0 ,1 , 2 ... , 2nC n C n C n C n n+ + + + =       ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនចមា� ស-់បន្ស ំ  ថា� កទ់ី ១០ 

14. បង� ញថា ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),0 ,1 , 2 ,3 ... 1 , 0nC n C n C n C n C n n− + − + + − =   

េគមាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 31 ,0 1 ,1 ,2 ,3 ... , 1n na C n C n a C n a C n a C n n a+ = + + + + +  

េគយក 1a = −  ជំនួសក�ុង ( )1  

 េគបាន ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 31 1 ,0 ,1 1 ,2 1 ,3 1 ... , 1
n nC n C n C n C n C n n + − = + − + − + − + + −   

        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 ,0 ,1 ,2 ,3 ... 1 ,nC n C n C n C n C n n= − + − + + −  

ដូចេនះ       ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),0 ,1 , 2 ,3 ... 1 , 0nC n C n C n C n C n n− + − + + − =   ្រត�វបានបង� ញ       ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនវុិចទ័រ  ថា� កទ់ី ១០ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន វុិចទ័រ 

 

1. េគឱ្យ ,A B  និង C  ជាបីចំណុចរតម់និ្រតងគ់ា�  ។ បង� ញថា AB BC AC+ >
  

 ។ 

2. បង� ញលក�ណៈ្រគឹះៃនវុចិទរ័ខងេ្រកម ៖ 

ក. a b b a+ = +
 

 

    (លក�ណៈ្រតឡប)់ 

ខ. ( ) ( )a b c a b c+ + = + +
 

   

 (លក�ណៈផ�ុ ំ) 

គ. 0 0a a a+ = + =
 

  

 

ឃ. ( ) 0a a+ − =


 

 

3. បង� ញថា ្របមាណវធិីដកវុចិទ័រ PQ OQ OP= −
  

 ។ 

4. បង� ញថា ( )a b a b− + = − −
 

 

 ។ 

5. ្រសយប�� កល់ក�ណៈ្រគឹះៃនវុចិទរ័ខងេ្រកម ៖ 

ក. ( ) ( )mn a m na=
 

 (លក�ណៈផ�ុ ំ) 

ខ. ( )m n a ma na+ = +
  

 (លក�ណៈបំែបក I ) 

គ. ( )m a b ma mb+ = +
 

 

 (លក�ណៈបំែបក II ) 

6. េគមានវុចិទ័រ 0a ≠




 ។ បង� ញថា 
1ai a

a a
= =






 

 ជាវុចិទរ័ឯកត ែដលមានទិសេដដូចទិសេដវុចិទរ័ a  ។ 

7. បង� ញថា េប ( )1 2,a a a=


 ្របែវងៃនវុចិទ័រ a  គឺ 2 2
1 2a a a= +



 ។ 

8. បង� ញករគណនាវុចិទរ័ េដយេ្របកូអរេដេនដូចខងេ្រកម ៖ 

ក. ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2, , ,a a b b a b a b+ = + +  

ខ. ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2, , ,a a b b a b a b− = − −  

គ. ( ) ( )1 2 1 2, ,m a a ma ma=  

9. បង� ញថា េប a  និង b


 ជាពីរវុចិទ័រមនិសូន្យ េនាះេគបាន  a b b a⋅ = ⋅
 

 

  ។ 

10. េដយេ្របនិយមនយ័ផលគុណស� ែល ៖ 

ក. បង� ញថា a b a b⋅ ≤
 

 

 ។ 

ខ. បង� ញថា 2a a a⋅ =
  

 ។ 

11. ក. បង� ញថា េប a b⊥




 លុះ្រតែត 0a b⋅ =




 ។ 

ខ. បង� ញថា េប ( )1 2,a a a=


 និង ( )1 2,b b b=


 េគបាន 1 1 2 2a b a b a b⋅ = +




 ។ 

គ. បង� ញថា a b⊥




 លុះ្រតែត 1 1 2 2 0a b a b+ =  ។ 

ឃ. បង� ញថា 1 1 2 2
2 2 2 2
1 2 1 2

cos a b a ba b
a b a a b b

θ +⋅
= =

+ + +









 ។ 
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12. ចំេពះ្រគបវុ់ចិទរ័ ,a b




 និង c  ៖ 

ក. បង� ញថា ( )a b c a b a c⋅ + = ⋅ + ⋅
 

    

  ខ. បង� ញថា ( )a b c a c b c+ ⋅ = ⋅ + ⋅
 

    

 

គ. បង� ញថា ( ) ( )ma b m a b⋅ = ⋅
 

 

   ឃ. បង� ញថា ( ) ( )a mb m a b⋅ = ⋅
 

 

 

13. ក. បង� ញសមភាព ( )a b c a b a c⋅ − = ⋅ − ⋅
 

    

 ។ 

ខ. បង� ញសមភាព  ( )a b c a c b c− ⋅ = ⋅ − ⋅
 

    

  ។ 

14. ក. ្រសយប�� ក់ថា  
2 22 2a b a a b b+ = + ⋅ +
  

  

 ។ 

ខ. ្រសយប�� ក់ថា  
2 22 2a b a a b b− = − ⋅ +
  

  

 ។ 

15. បង� ញថា ចំេពះវុចិទរ័ពីរ a  និង b


 មនិសូន្យ េហយេប a b a b+ = −
 

 

 េនាះ a b⊥




 ។ 

16. េគឱ្យ ( )A a  និង ( )B b


  បង� ញថា AB b a= −
 



 ។ 

17. ក. ចំណុច ( )C c  ែចក [ ]AB  ខងក�ុងតមផលេធៀប :m n  េហយ ( )A a  និង ( )B b


 ជាវុចិទ័រទីតងំ ។  

 បង� ញថា 
mb nac

m n
+

=
+







 ។ 

ខ. ចំណុច ( )D d


 ែចក [ ]AB  ខងេ្រកតមផលេធៀប :m n  េហយ ( )A a  និង ( )B b


 ជាវុចិទ័រទីតងំ ។  

 បង� ញថា 
mb nad

m n
−

=
−







 ។ 

គ. បង� ញថា វុចិទរ័ទីតងំៃនចំណុចកណា� លរបស់អង�ត ់ AB  គឺ 2
a b+





 ។ 

18. បង� ញថា េមដ្យោនទងំបីៃន្រតីេកណមយួ្របសព�គា� បានមយួចំណុច េដយេ្របវុចិទ័រទីតងំ ។ 

19. បង� ញថា អង�តែ់ដលភា� បច់ំណុចកណា� លៃន្រជ�ងពីររបស់្រតីេកណមយួ ្រសបេទនឹង្រជ�ងទីបី េហយេស�ពកក់ណា� លៃន្របែវង 

្រជ�ងទីបីេនះ េដយេ្របវុចិទរ័ទីតងំ ។ 

20. បង� ញថាកូអរេដេនៃនចំណុច C  ែដលែចកអង�ត់ AB  ខងក�ុង ែដលភា� បព់ីចំណុច ( )1 1,A x y  និង ( )2 2,B x y  តមផលេធៀប 

:m n  ឱ្យេដយរូបមន� 2 1 2 1,mx nx my nyx y
m n m n
+ +

= =
+ +

 ។ 

21. បង� ញថា សមកីរប៉ារ៉ែមត៉ៃនបនា� តែ់ដលកតត់មចំណុច ( )0 0 0,P x y  និងមានវុចិទរ័្របាបទ់ិស ( ),u a b=


 កំណត់េដយ ៖ 

ក. 0p p tu= +
  

 ជាសមកីរប៉ារ៉ែម្៉រតទ្រមងវុ់ចិទរ័ ។ 

ខ. 0

0

x x at
y y bt
= +

 = +
 ែដល t  ជាចំនួនពិត   ជាសមកីរប៉ារ៉ែម្៉រតទ្រមងកូ់អរេដេន ។ 

គ. េប 0a ≠  និង 0b ≠  ទញបង� ញថា េគបាន 0 0x x y y
a b
− −

=  រចួទញបន�ថា ( )0 0
by y x x
a

− = −  ។ 

22. បង� ញថា បនា� ត់ែដលកតត់មពីរចំណុច ( )A a  និង ( )B b


 មានសមកីរប៉ារ៉ែម្៉រត ( )p a t b a= + −


  

 ។ 

23. បង� ញថា េដម្បឱី្យចំណុច ( )C c AB∈


 ែដល ( )A a  និង ( )B b


 គឺមានចំនួនពិត m  និង n  ែដល 1m n+ =  េហយ 

c ma nb= +


 

 ។ 
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24. ក. បង� ញថា សមកីរបនា� ត់ែដលកតត់មចំណុច ( )0 0 0,P x y  េហយែកងេទនឹងវុចិទរ័ ( ),n a b=


 គឺ 

( )
( ) ( )

0

0 0

0

0

n p p

a x x b y y

 ⋅ − =


− + − =

  

 ។ 

ខ. េបតង 0 0c ax by= − −  េគអចសរេសរ 0ax by c+ + =  ែដលេគេហថា សមកីរទូេទៃនបនា� ត ់។ 

25. បង� ញថា ចមា� យរវងបនា� ត់ 0ax by c+ + =  និងចំណុច ( )0 0,P x y  គឺេស� 0 0

2 2

ax by c
d

a b

+ +
=

+
 ។ 

26. ក. បង� ញថា សមកីររង�ង់ែដលមានផ�ិត ( )0 0,C x y  និងមានក ំ r  គឺ 
( ) ( )2 2 2

0 0

p c r

x x y y r

 − =


− + − =

 

 ។ 

ខ. បង� ញថា សមកីររង�ង់ែដលមានផ�ិត ( )0 , 0O  និងក ំ r  គឺ 2 2 2x y r+ =  ។ 

27. បង� ញថា េប M  ជាចំណុចកណា� ល្រជ�ង AB  ៃន្រតីេកណ ABC  េនាះេគបាន ( )2 2 2 22AB AC AM BM+ = +  ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន វុិចទ័រ 

 

1. បង� ញថា AB BC AC+ >
  

 

េគមាន ,A B  និង C  ជាបីចំណុចរតម់និ្រតងគ់ា�  

នាឱំ្យ  េយងភា� ប់បាន្រតីេកណ ABC  (ដូចរូប) 

តមវសិមភាពក�ុង្រតីេកណ ផលបូក្រជ�ងពីរ្រត�វធំជាង 

្រជ�ងមយួេទៀត   េនាះេគបាន   AB BC AC+ >  

ែត , ,AB AB BC BC AC AC= = =
  

 

នាឱំ្យ  AB BC AC+ >
  

 

ដូចេនះ AB BC AC+ >
  

 ។ 

2. បង� ញលក�ណៈ្រគះឹៃនវុចិទរ័ខងេ្រកម ៖ 

ក. បង� ញថា a b b a+ = +
 

 

 ខ.  បង� ញថា ( ) ( )a b c a b c+ + = + +
 

   

 

  េគបក្រសយតមរូបដូចខងេ្រកម ៖  េគបក្រសយតមរូបដូចខងេ្រកម ៖ 

  

  

 

 

តមរូបេឃញថា a b+




 និង b a+




  តមរូបេឃញថា ( )a b c+ +


 

 និង ( )a b c+ +


 

 

ជាវុចិទរ័ែតមយួ  ជាវុចិទរ័ែតមយួ 

ដូចេនះ  a b b a+ = +
 

 

 ។  ដូចេនះ  ( ) ( )a b c a b c+ + = + +
 

   

។ 

 

 គ. បង� ញថា 0 0a a a+ = + =
 

  

  ឃ.  បង� ញថា ( ) 0a a+ − =


 

 

  តង   a AB=




  េនាះេគបាន 0 BB=




   តង  a AB=




  េនាះេគបាន a AB BA− = − =
 



 

 នាឱំ្យ  0a AB BB AB a+ = + = =
  



 

  នាឱំ្យ : ( ) 0a a AB BA AA+ − = + = =
  



 

 

 េហយតមស្រមាយ ក. 0 0a a+ = +
 

 

  ដូចេនះ  ( ) 0a a+ − =


 

 ។ 

 ដូចេនះ  0 0a a a+ = + =
 

  

 ។  

3. បង� ញថា ្របមាណវធិដីកវុចិទរ័ PQ OQ OP= −
  

 

តមរូបខងស� ំ េយងបាន   PQ PO OQ= +
  

 (ទំនាកទ់ំនងសល) 

  OQ PO= +
 

 (លក�ណៈ្រតឡប)់ 

  OQ PO= −
 

 (លក�ណៈផ�ុយៃនវុចិទរ័) 

 ដូចេនះ  PQ OQ OP= −
  

 ។ 

A

C

B

a b+




a

a

b


b
b a+





a
b


c
a b+





b c+




( )a b c+ +


 

( )a b c+ +


 

P

O

Q
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4. បង� ញថា ( )a b a b− + = − −
 

 

 

េគអបក្រសយតមរូបដូចខងស� ំ ៖  

តមរូបេឃញថា ( )a b− +




 និង a b− −




 ជាវុចិទរ័ែតមយួ 

ដូចេនះ   ( )a b a b− + = − −
 

 

 ។  

 

5. ្រសយប�� កល់ក�ណៈ្រគះឹៃនវុចិទរ័ខងេ្រកម ៖ 

ក. បង� ញថា  ( ) ( )mn a m na=
 

    (លក�ណៈផ�ុ ំ) 

 រេបៀបទ១ី : េ្របរូបេដម្បបីង� ញ   រេបៀបទ២ី : េ្របកូអរេដេនេដម្បបីង� ញ 

  តង ( )1 2,a a a=


 អចសរេសរ 1 2a a i a j= +
 



 

  េគបាន   ( ) ( )( )1 2mn a mn a i a j= +
 



  

   1 2mna i mna j= +
 

 

តមរូបេឃញថា ( )6 3 2a a=
 

 ឬ ( ) ( )2 3 3 2a a⋅ =
 

  ( )1 2m na i na j= +
 

 

សន�ិដ� ន ( ) ( )mn a m na=
 

 ។  ( ) ( )1 2m n a i a j m na = + = 
 



 

  ដូចេនះ   ( ) ( )mn a m na=
 

  ។ 

ខ. បង� ញថា ( )m n a ma na+ = +
  

    (លក�ណៈបំែបក I ) 

 រេបៀបទ១ី : េ្របរូបេដម្បបីង� ញ   រេបៀបទ២ី : េ្របកូអរេដេនេដម្បបីង� ញ 

  តង ( )1 2,a a a=


 អចសរេសរ 1 2a a i a j= +
 



 

  េគបាន  ( ) ( )( )1 2m n a m n a i a j+ = + +
 



 

   ( ) ( )1 2m n a i m n a j= + + +
 

 

តមរូបេឃញថា 5 3 2a a a= +
  

 ឬ ( )3 2 3 2a a a+ = +
  

  1 1 2 2ma i na i ma j na j= + + +
   

 

សន�ិដ� ន ( )m n a ma na+ = +
  

 ។  ( ) ( )1 2 1 2m a i a j n a i a j= + + +
   

 

   ma na= +
 

 

  ដូចេនះ  ( )m n a ma na+ = +
  

  ។ 

គ. បង� ញថា  ( )m a b ma mb+ = +
 

 

  (លក�ណៈបំែបក II ) 

 រេបៀបទ១ី : េ្របរូបេដម្បបីង� ញ  

 ក�ុង្រតីេកណ ABC  មាន ,AB a BC b= =
  



 និង AC a b= +
 



 

និងមាន  AB BC AC+ =
  

 

តមបំែលងចងំផ�ិត O  ផលេធៀប m  េគបាន ៖ 

( ), ,A B mAB ma B C mBC mb A C mAC m a b′ ′ ′ ′ ′ ′= = = = = = +
      

 

 

តមរូបេគសេង�តេឃញថា  A B B C A C′ ′ ′ ′ ′ ′+ =
  

  ជំនួសបាន ( )ma mb m a b+ = +
 

 

 

ដូចេនះ  ( )ma mb m a b+ = +
 

 

 ។  

a b


a− b−


( )a b− +




a b− −




2a


 2a


 2a




6a


3a


 2a




5a


O
C C′

A

A′

B
B′

1

m

a b+




( )m a b+




a

ma

mb


b
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 រេបៀបទ២ី : េ្របកូអរេដេនេដម្បបីង� ញថា ( )m a b ma mb+ = +
 

 

 

 តង  1 2a a i a j= +
 



 និង 1 2b b i b j= +


 

 

េនាះ  ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2a b a i a j b i b j a b i a b j+ = + + + = + + +


     



 

 េគបាន   ( ) ( )1 2 1 2ma mb m a i a j m b i b j+ = + + +


   



 

  ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2 1 2

1 1 2 2

1 1 2 2

ma i ma j mb i mb j
m a b i m a b j

m a b i a b j m a b

= + + +

= + + +

 = + + + = + 

   

 



 



 

ដូចេនះ  ( )m a b ma mb+ = +
 

 

  ។ 
 

6. បង� ញថា  
1ai a

a a
= =






 

  ជាវុចិទរ័ឯកត ែដលមានទសិេដដូចទសិេដវុចិទរ័ a   

េគមានវុចិទរ័ 0a ≠




 និង a  ជាចំនួនវជិ�មាន េនាះ 
ai
a

=






 មានទិសេដដូច 
a
a





 ឬ មានមានទិសេដដូច a   (េ្រពះ 0a >


) 

តមនិយមនយ័  េប i


 ជាវុចិទ័រឯកត លុះ្រតែត 1i =


 

េគបាន  
1 1 1 1 1ai a a a a

a a a aa
= = = = = =




   

   

   (េ្រពះថា a a=
 

 ជាណមឬ្របែវងដូចគា� ) 

ដូចេនះ   បង� ញបានថា  
1ai a

a a
= =






 

 ជាវុចិទរ័ឯកតមានទិសេដដូចវុចិទ័រ a  ។ 

 

7. បង� ញថា 2 2
1 2a a a= +



  

េគមាន ( )1 2,a a a=


  

តមរូប OHP  ជា្រតីេកណែកង្រតង់ H  

តម្រទឹស�ីបទពីតគរ័  2 2 2OP OP HP= +  

េដយ 1 2, ,OP a OH a HP a= = =


 

េគបាន   2 2 2
1 2a a a= +



 

   2 2
1 2a a a= +



  (េ្រពះ 0a >


) 

ដូចេនះ  បង� ញបានថា  2 2
1 2a a a= +



  ។ 
 

8. បង� ញករគណនាវុចិទរ័ េដយេ្របកូអរេដេនដូចខងេ្រកម ៖ 

ក. បង� ញថា  ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2, , ,a a b b a b a b+ = + +  

តង  ( )1 2,a a a=


 និង ( )1 2,b b b=


 េនាះេគបាន  1 2a a i a j= +
 



  និង  1 2b b i b j= +


 

  

េគបាន    ( ) ( )1 2 1 2, ,a b a a b b+ = +




   ( )1  

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 2,a b a i a j b i b j a b i a b j a b a b+ = + + + = + + + = + +


     



  ( )2  

តម ( )1  និង ( )2  ទញបាន  ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2, , ,a a b b a b a b+ = + +  

ដូចេនះ បង� ញបានថា  ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2, , ,a a b b a b a b+ = + +   ។ 

1a

2a P

y

xO

a

H
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ខ. បង� ញថា  ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2, , ,a a b b a b a b− = − −  

េគតង  ( )1 2,a a a=


 និង ( )1 2,b b b=


 េនាះេគអចសរេសរ  1 2a a i a j= +
 



  និង  1 2b b i b j= +


 

  

េគបាន    ( ) ( )1 2 1 2, ,a b a a b b− = −




   ( )1  

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 2,a b a i a j b i b j a b i a b j a b a b− = + − + = − + − = − −


     



  ( )2  

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2  េគទញបាន  ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2, , ,a a b b a b a b− = − −  

ដូចេនះ បង� ញបានថា  ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2, , ,a a b b a b a b− = − −   ។ 

គ. បង� ញថា  ( ) ( )1 2 1 2, ,m a a ma ma=  

េគតង  ( )1 2,a a a=


 េនាះេគអចសរេសរ  1 2a a i a j= +
 



 

េគបាន ( )1 2,ma m a a=


   ( )1  

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) ( )1 2 1 2 1 2,ma m a i a j ma i ma j ma ma= + = + =
   



  ( )2  

នាឱំ្យបាន ( ) ( )1 2 1 2, ,m a a ma ma=  

ដូចេនះ បង� ញថា ( ) ( )1 2 1 2, ,m a a ma ma=  ។ 
 

9. បង� ញថា  a b b a⋅ = ⋅
 

 

   

េប a  និង b


 ផ�ុ ំបានមុ ំθ  េនាះ b


 ផ�ុ ំជាមយួ a  វញិបានមុ ំ θ−  

តមនិយមនយ័ផលគុណស� ែល   

េគបាន     cosa b a b θ⋅ = ⋅ ⋅
 

 

    ( )1      cosa b a b θ⋅ = ⋅ ⋅
 

 

 

េហយ ( )cos cosb a b a b aθ θ⋅ = ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅
  

  

     ( )2  

  េ្រពះ ( )cos cosθ θ− =   មុផំ�ុយ 

េគដឹងថា a b b a⋅ = ⋅
 

 

 ផលគុណៃនពីរចំនួនមានលក�ណៈ្រតឡប ់

តម ( )1  និង ( )2  េនាះេគបាន a b b a⋅ = ⋅
 

 

 

ដូចេនះ បង� ញបានថា  a b b a⋅ = ⋅
 

 

  ។     ( )cosb a b a θ⋅ = ⋅ ⋅ −
 

 

 

10. េដយេ្របនយិមនយ័ផលគុណស� ែល ៖ 

ក. បង� ញថា a b a b⋅ ≤
 

 

 

តមលក�ណៈ្រតីេកណមា្រត  1 cos 1θ− ≤ ≤   េនាះ  0 cos 1θ≤ ≤  

ចំេពះវសិមកីរ   cos 1θ ≤   គុណអង�ទងំពីរៃនវសិមកីរនឹង 0a b⋅ >




 (េដយសរ  0 , 0a b> >




) 

េគបាន  cos 1a b a bθ⋅ ⋅ ≤ ⋅ ⋅
 

 

   ឬ   cosa b a bθ⋅ ⋅ ≤ ⋅
 

 

 

ម្យោ៉ងេទៀត  cosa b a b θ⋅ = ⋅ ⋅
 

 

  េនាះ cos cos cosa b a b a b a bθ θ θ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅
   

   

 

តម ( )1  និង ( )2   ទញបាន  a b a b⋅ ≤ ⋅
 

 

 

ដូចេនះ បង� ញបានថា  a b a b⋅ ≤ ⋅
 

 

  ។ 

θ−

b


a

θ

b


a
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ខ. បង� ញថា 2a a a⋅ =
  

  

តមនិយមនយ័ផលគុណស� ែល  cosa b a b θ⋅ = ⋅ ⋅
 

 

 

េបេគយក  a b=




 េនាះេគបានមុផំ�ុ ំ  ( )cos cos , cos 0 1a aθ = = ° =
 

 

េគបាន  cos 0a a a a⋅ = ⋅ ⋅ °
   

  នាឱំ្យ  2a a a⋅ =
  

 

ដូចេនះ បង� ញបានថា  2a a a⋅ =
  

  ។ 
 

11. ក. បង� ញថា  េប a b⊥




 លុះ្រតែត 0a b⋅ =




  

តមនិយមនយ័ផលគុណស� ែល  cosa b a b θ⋅ = ⋅ ⋅
 

 

 

េប a b⊥




 េនាះ cos cos90 0θ = ° =  

េគបាន   0 0a b a b⋅ = ⋅ ⋅ =
 

 

 

ដូចេនះ   បង� ញបានថា  0a b a b⊥ ⇔ ⋅ =
 

 

  ។ 
 

ខ. បង� ញថា 1 1 2 2a b a b a b⋅ = +




 

សន�តថ់ាកូអរេដៃនពីរវុចិទរ័ ( )1 2,a a a=


 ,  ( )1 2,b b b=


  

និង  , ,OA a OB b AOB θ= = ∠ =
  



 (ដូចរូបខងស� ំ) 

ក�ុង្រតីេកណ  AOB  តម្រទឹស�ីបទកូសីុនុសគឺ េគបាន ៖ 

   2 2 2 2 cosAB OA OB OA OB θ= + − ⋅  
នាឱំ្យ 2 2 22 cosOA OB OA OB BAθ⋅ = + −    ( )1  

េដយ , ,OA a OB b BA a b= = = −
 

 

 

   

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

222 2 2 2 2
1 2 1 2

222 2 2 2 2
1 2 1 2

22 2 2 2 22
1 1 2 2 1 1 2 2

OA a a a a a

OB b b b b b

BA a b a b a b a b a b

= = + = +

= = + = +

 = − = − + − = − + −  









 

េគបាន ( )1  េទជា  ( ) ( )2 22 2 2 2
1 2 1 2 1 1 2 22 cosa b a a b b a b a bθ  ⋅ ⋅ = + + + − − + − 





 

             
( )

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2

2 2

2

a a b b a a b b a a b b

a b a b

 = + + + − − + + − + 
= +

 

នាឱំ្យ  1 1 2 2cosa b a b a bθ⋅ ⋅ = +




  មាននយ័ថា  1 1 2 2a b a b a b⋅ = +




 

ដូចេនះ    បង� ញបានថា  1 1 2 2a b a b a b⋅ = +




 ។ 

គ. បង� ញថា a b⊥




 លុះ្រតែត 1 1 2 2 0a b a b+ =  

េយងមាន a b⊥




 េគបាន 0a b⋅ =




 (ស្រមាយ ក.) 

ែត 1 1 2 2a b a b a b⋅ = +




  នាឱំ្យេគបាន  1 1 2 2 0a b a b a b⋅ = + =




 

ដូចេនះ  េប a b⊥




 លុះ្រតែត  1 1 2 2 0a b a b+ =   ។ 

90°

b


a

θ

b


aO A

B

a b−
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ឃ. បង� ញថា  1 1 2 2
2 2 2 2
1 2 1 2

cos a b a ba b
a b a a b b

θ +⋅
= =

+ + +









  

តមនិយមនយ័ផលគុណស� ែល  cosa b a b θ⋅ = ⋅ ⋅
 

 

   នាឱំ្យ   cos a b
a b

θ ⋅
=

⋅









 

េដយ   1 1 2 2a b a b a b⋅ = +




  និង  2 2 2 2
1 2 1 2,a a a b b b= + = +





 

េគបាន 1 1 2 2
2 2 2 2
1 2 1 2

cos a b a ba b
a b a a b b

θ +⋅
= =

⋅ + ⋅ +









 

ដូចេនះ បង� ញបានថា  1 1 2 2
2 2 2 2
1 2 1 2

cos a b a ba b
a b a a b b

θ +⋅
= =

⋅ + ⋅ +









  ។ 

 

12. ចេំពះ្រគបវុ់ចិទរ័ ,a b




 នងិ c  ៖ 

ក. បង� ញថា ( )a b c a b a c⋅ + = ⋅ + ⋅
 

    

 

សន�តថ់ាកូអរេដៃនវុចិទ័រ ( )1 2,a a a=


 ,  ( )1 2,b b b=


 និង ( )1 2,c c c=


 

េនាះ ( )1 1 2 2,b c b c b c+ = + +




 

េគបាន ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2a b c a b c a b c⋅ + = + + +


 

 

        ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

a b a c a b a c
a b a b a c a c

a b a c

= + + +

= + + +

= ⋅ + ⋅


 

 

ដូចេនះ បង� ញបានថា  ( )a b c a b a c⋅ + = ⋅ + ⋅
 

    

    ។ 

 

ខ. បង� ញថា ( )a b c a c b c+ ⋅ = ⋅ + ⋅
 

    

 

សន�តថ់ាកូអរេដៃនវុចិទរ័ ( )1 2,a a a=


 ,  ( )1 2,b b b=


 និង ( )1 2,c c c=


 

េនាះ ( )1 1 2 2,a b a b a b+ = + +




 

េគបាន ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2a b c a b c a b c+ ⋅ = + + +


 

 

        ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

a c b c a c b c
a c a c b c b c

a c b c

= + + +

= + + +

= ⋅ + ⋅


  

 

ដូចេនះ បង� ញបានថា  ( )a b c a c b c+ ⋅ = ⋅ + ⋅
 

    

   ។ 
 

គ. បង� ញថា ( ) ( )ma b m a b⋅ = ⋅
 

 

 

សន�តថ់ាកូអរេដៃនវុចិទរ័ ( )1 2,a a a=


 ,  ( )1 2,b b b=


  េនាះ  ( ) ( )1 2 1 2, ,ma m a a ma ma= =


 

េគបាន  ( ) 1 1 2 2ma b ma b ma b⋅ = +


 ( ) ( )1 1 2 2m a b a b m a b= + = ⋅




 

ដូចេនះ  បង� ញបានថា  ( ) ( )ma b m a b⋅ = ⋅
 

 

  ។ 
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ឃ. បង� ញថា ( ) ( )a mb m a b⋅ = ⋅
 

 

 

សន�តថ់ាកូអរេដៃនវុចិទ័រ ( )1 2,a a a=


 ,  ( )1 2,b b b=


   

េនាះ  ( ) ( )1 2 1 2, ,mb m b b mb mb= =


 

េគបាន  ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2a mb a mb a mb m a b a b m a b⋅ = + = + = ⋅
 

 

 

ដូចេនះ   បង� ញបានថា  ( ) ( )a mb m a b⋅ = ⋅
 

 

  ។ 

 

13. ក. បង� ញសមភាព ( )a b c a b a c⋅ − = ⋅ − ⋅
 

    

 

សន�តថ់ាកូអរេដៃនវុចិទ័រ ( )1 2,a a a=


 ,  ( )1 2,b b b=


 និង ( )1 2,c c c=


 

េនាះ   ( )1 1 2 2,b c b c b c− = − −




 

េគបាន ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2a b c a b c a b c⋅ − = − + −


 

 

        ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

a b a c a b a c
a b a b a c a c

a b a c

= − + −

= + − +

= ⋅ − ⋅


  

 

ដូចេនះ បង� ញបានថា   ( )a b c a b a c⋅ − = ⋅ − ⋅
 

    

  ។ 

 

ខ. បង� ញសមភាព  ( )a b c a c b c− ⋅ = ⋅ − ⋅
 

    

  

សន�តថ់ាកូអរេដៃនវុចិទ័រ ( )1 2,a a a=


 ,  ( )1 2,b b b=


 និង ( )1 2,c c c=


 

េនាះ ( )1 1 2 2,a b a b a b− = − −




 

េគបាន ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2a b c a b c a b c− ⋅ = − + −


 

 

        ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

a c b c a c b c
a c a c b c b c

a c b c

= − + −

= + − +

= ⋅ − ⋅


  

 

ដូចេនះ បង� ញបានថា  ( )a b c a c b c− ⋅ = ⋅ − ⋅
 

    

  ។ 

 

14. ក. ្រសយប�� កថ់ា  
2 22 2a b a a b b+ = + ⋅ +
  

  

 

តមលំនា ំ 2a a a⋅ =
  

 េនាះ    ( ) ( )2
a b a b a b+ = + ⋅ +

  

  

 

      

( ) ( )

22

,

2

a b a a b b

a a b a a b b b a b b a

a a b b

= + ⋅ + + ⋅

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅

= + ⋅ +

  

  

     

     



 

 

ដូចេនះ បង� ញបានថា  
2 22 2a b a a b b+ = + ⋅ +
  

  

  ។ 
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ខ. ្រសយប�� កថ់ា  
2 22 2a b a a b b− = − ⋅ +
  

  

 

េដយ  2a a a⋅ =
  

 េនាះ    ( ) ( )2
a b a b a b− = − ⋅ −

  

  

 

             

( ) ( )

22

,

2

a b a a b b

a a b a a b b b a b b a

a a b b

= − ⋅ − − ⋅

= ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅

= − ⋅ +

  

  

     

     



 

 

ដូចេនះ បង� ញបានថា  
2 22 2a b a a b b− = − ⋅ +
  

  

  ។ 

 

15. បង� ញថា ចេំពះវុចិទរ័ពរី a  នងិ b


 មនិសូន្យ េហយេប a b a b+ = −
 

 

 េនាះ a b⊥




 

េគមាន   a b a b+ = −
 

 

 េលកអង�ទងំពីរជាកេរ  េគបាន  
2 2

a b a b+ = −
 

 

 

េដយ 
2 22 2a b a a b b+ = + ⋅ +
  

  

  និង  
2 22 2a b a a b b− = − ⋅ +
  

  

 

េគបាន 
2 22 22 2a a b b a a b b+ ⋅ + = − ⋅ +

   

   

 

          

4 0

0

a b

a b

⋅ =

⋅ =









 

ចំេពះ 0a b⋅ =




  េនាះេគបាន  a b⊥




 

ដូចេនះ បង� ញបានថា    េប  a b a b+ = −
 

 

  េនាះ  a b⊥




     ។ 
 

16. េគឱ្យ ( )A a  នងិ ( )B b


  បង� ញថា AB b a= −
 



 

ក�ុង្រតីេកណ  OAB  មាន  OA AB OB+ =
  

 

ទញបាន AB OB OA= −
  

 

េដយ ,OB b OA a= =
 



  េ្រពះ ( )A a  និង ( )B b


 

នាឱំ្យ AB b a= −
 



 

ដូចេនះ បង� ញបានថា  AB b a= −
 



  ។ 
 

17. ក. បង� ញថា 
mb nac

m n
+

=
+







   (វុចិទរ័ទតីងំែចកក�ុង) 

េគមាន  AC c a= −


 

 និង AB b a= −
 



 

 ផលេធៀប   :m n   មានន័យថា  
AC AB
m m n

=
+

 

 េនាះ  
mAC AB

m n
=

+

 

 

 េគបាន       ( )mc a b a
m n

− = −
+



  

 

 នាឱំ្យ ( )m mb ma ma na mb nac b a a
m n m n m n

− + + +
= − + = =

+ + +

 

   



  

 

 ដូចេនះ      បង� ញបានថា  
mb nac

m n
+

=
+







  ។ 

O ( )A a

( )B b


b a−




a

c

O

( )B b


( )A a

( )C c

b


m

n

m n+
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ខ. បង� ញថា 
mb nad

m n
−

=
−







   (វុចិទរ័ទតីងំែចកេ្រក) 

េយងមាន  AD d a= −
 



 និង AB b a= −
 



 

តផលេធៀប  :m n  មាននយ័ថា 
AD AB
m m n

=
−

 

 េនាះ  
mAD AB

m n
=

−

 

 

េយងបាន     ( )md a b a
m n

− = −
−

 

 

 

នាឱំ្យ ( )m mb ma ma na mb nad b a a
m n m n m n

− + − −
= − + = =

− − −

 

   

 

 

 

ដូចេនះ     បង� ញបានថា  
mb nad

m n
−

=
−







  ។ 

គ. បង� ញថា វុចិទរ័ទតីងំៃនចណុំចកណា� លរបស់អង�ត ់ AB  គ ឺ
2

a b+




 

តង ( )M m  ជាវុចិទ័រទីតងំៃនចំណុចកណា� លអង�ត ់ AB  

េប ( )M m  ជាចំណុចែចកក�ុងៃនអង�ត់ AB  បានផលេធៀប :m n  

េគបាន  
mb nam

m n
+

=
+







 

េដយ M  ជាចំណុចកណា� លអង�ត់ AB  េនាះេគបាន : 1:1m n =  

នាឱំ្យ   
1 1

1 1 2 2
b a b a a bm ⋅ + ⋅ + +

= = =
+

  

  



 

ដូចេនះ  វុចិទ័រទីតងំៃនចំណុចកណា� លអង�ត ់ AB  គឺ  2
a b+





  ។ 

 

18. បង� ញថា េមដ្យោនទងំបៃីន្រតេីកណមយួ្របសព�គា� បានមយួចណុំច េដយេ្របវុចិទរ័ទតីងំ 

េគយក , ,a b c


 

 ជាវុចិទរ័ទីតងំេរៀងគា� ៃនកំពូល , ,A B C  

េ្រជសេរ ស D  ជាចំណុចកណា� លៃន [ ]BC  និងមានវុចិទរ័ទីតងំ d


 

តមលក�ណៈវុចិទរ័ទីតងំៃនចំណុចកណា� ល  
2

b cd +
=






 

យក ( )G g  ជាចំណុចែចកក�ុងៃនេមដ្យោន AD  ខងក�ុងតម 

ផលេធៀប :m n  េដយយក 2 , 1m n= =  

េនាះេគបាន  

2 1
2
2 1 3

b c a
md na a b cg

m n

 +
+ ⋅ 

+ + + = = =
+ +







 

  



 

ដូចគា� ែដរ  េបេគយក ( ) ( ),E e F f




 ជាចំណុចកណា� លេរៀងគា� ៃន [ ] [ ],AB AC  និង ( ) ( ),G g G g′ ′ ′′ ′′ 

 ជាចំណុចែចកក�ុងៃន 

េមដ្យោន CE  និង BF  េរៀគា� តមផលេធៀម : 2 :1m n =  ដូចគា�   េគនឹងបាន  ,
3 3

a b c a b cg g+ + + +′ ′′= =
 

   

 

 

េឃញថា  , ,G G G′ ′′  មានវុចិទរ័ទីតងំែតមយួគឺ 3
a b c+ +



 

  មានន័យថា េមដ្យោនទងំបី្របសព�គា� ្រតងម់យួចំណុច ។ 

ដូចេនះ េមដ្យោនទងំបី្របសព�គា� បានមយួចំណុច  ែដលេគេហថា ទី្របជុំទម�នៃ់ន្រតីេកណ     ។ 

a

b


O

( )D d


( )A a

( )B b


d


m n−

n

m

a

m

O

( )B b


( )A a

( )M m

b


1

1m n+

( )A a

( )B b
 ( )C c( )D d



( )E e ( )F f


( )G g 




2

1
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19. បង� ញថា អង�តែ់ដលភា� បច់ណុំចកណា� លៃន្រជ�ងពរីរបស់្រតេីកណមយួ ្រសបេទនងឹ្រជ�ងទបី ីេហយេស�ពកក់ណា� លៃន្របែវង្រជ�ងទបីេីនះ  

 េគយក , ,a b c


 

 ជាវុចិទរ័ទីតងំេរៀងគា� ៃនកំពូល , ,A B C  

េ្រជសេរ ស  ( ) ( ),M m N n 

 ជាចំណុចកណា� លេរៀងគា� ៃន [ ] [ ],AB AC  

េគបាន    
2

a bm +
=







  និង  
2

a cn +
=
 



 

ម្យោ៉ងេទៀត 
2 2 2

a c a b c bMN n m + + −
= − = − =

 

   



 

 

នាឱំ្យ 
2

BCMN =




   េ្រពះ  BC c b= −
 



 

េគបាន / /MN BC
 

 ឬ  / /MN BC  និង 
2 2 2

BCBC BCMN MN= = = =







 

ដូចេនះ     អង�តែ់ដលភា� បច់ំណុចកណា� លៃន្រជ�ងពីររបស់្រតីេកណមយួ ្រសបេទនឹង្រជ�ងទីបី  

       េហយេស�ពកក់ណា� លៃន្របែវង្រជ�ងទីបីេនះ  េគេហអង�ត់េនះថា  ជាបាតមធ្យម            ។ 

20. បង� ញថាកូអរេដេនៃនចណុំច C  ែដលែចកអង�ត ់ AB  ខងក�ុង ែដលភា� បព់ចីណុំច ( )1 1,A x y  នងិ ( )2 2,B x y  តមផលេធៀប 

:m n  ឱ្យេដយរូបមន� 2 1 2 1,mx nx my nyx y
m n m n
+ +

= =
+ +

 

េគតង  , ,OA a OB b OC c= = =
  

 

 

េដយ ( )1 1,A x y  និង ( )2 2,B x y  

នាឱំ្យ 1 1a x i y j= +
 



  និង 2 2b x i y j= +


 

 

េប C  ជាចំណុចែចក [ ]AB  ខងក�ុងតមផលេធៀប :m n  

េគបាន 
( ) ( )2 2 1 1m x i y j n x i y jmb nac

m n m n
+ + ++

= =
+ +

   







 

        

2 2 1 1

2 1 2 1 2 1 2 1

mx i my j nx i ny j
m n

mx i nx i my j ny j mx nx my nyi j
m n m n m n m n

+ + +
=

+
+ + + +   = + = +   + + + +   

   

   

 

 

ដូចេនះ     កូអរេដែនៃនចំណុច  C  គឺ  2 1 2 1,mx nx my nyx y
m n m n
+ +

= =
+ +

  ្រត�វបានបង� ញ     ។ 

 

21. ក. បង� ញថា 0p p tu= +
  

 ជាសមកីរប៉ារ៉ែម្៉រតទ្រមងវុ់ចិទរ័ 

េគមាន បនា� តក់តត់ម ( )0 0P p  មានវុចិទរ័្របាប់ទិស ( ),u a b=


 

េគយក ( )P p  ជាចំណុចេនេលបនា� ត ់េនាះ  0 / /P P u




 

េគបាន 0 ,P P tu t= ∈




  

េដយ 0 0P P p p= −


 

  នាឱំ្យ   0p p tu− =
  

  ឬ 0p p tu= +
  

 

ដូចេនះ     បង� ញបានថា  0 ,p p tu t= + ∈
  

  ជាសមកីរប៉ារ៉ែម្៉រតទ្រមងវុ់ចិទ័រ   ។ 

( )A a

( )B b
 ( )C c

( )M m ( )N n



cx

cy
2y

2x1x O

A

B
C

m

n

x

y

O x

y





p

0p

( )0 0P p
( )P p

u
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ខ. បង� ញថា 0

0

x x at
y y bt
= +

 = +
 ែដល t  ជាចនំនួពតិ   ជាសមកីរប៉ារ៉ែម្៉រតទ្រមងកូ់អរេដេន 

េគយក   ( ) ( ) ( )0 0 0, , , , , ,p x y p x y u a b t= = = ∈
  

  

េគបាន  ( ) ( ) ( )0 0, , ,x y x y t a b= +  

   
( ) ( ) ( )
( ) ( )

0 0

0 0

, , ,

, ,

x y x y ta tb

x y x at y bt

= +

= + +
 

នាឱំ្យ  0

0

x x at
y y bt
= +

 = +
 

ដូចេនះ         បង� ញបានថា  0

0

x x at
y y bt
= +

 = +
  ជាសមកីរប៉ារ៉ែម្រត        ។ 

 

គ. េប 0a ≠  នងិ 0b ≠  ទញបង� ញថា េគបាន 0 0x x y y
a b
− −

=  រចួទញបន�ថា ( )0 0
by y x x
a

− = −  

េយងមាន 0

0

x x at
y y bt
= +

 = +
  នាឱំ្យ  

0

ox x at
y y bt
− =

 − =
  ទញបាន  

0

ox x t
a

y y t
b

− =
 − =


   ឬ   ( )0 1ox x y y t
a b
− −

= =  

តម ( )1  0
0

x xy y b
a
− − =  

 
   ឬ   ( )0 0

by y x x
a

− = −  

ដូចេនះ    បង� ញបានថា 0 0x x y y
a b
− −

=  េហយ ( )0 0
by y x x
a

− = −     ។ 

22. បង� ញថា បនា� តែ់ដលកតត់មពរីចណុំច ( )A a  នងិ ( )B b


 មានសមកីរប៉ារ៉ែម្៉រត ( )p a t b a= + −


  

 

េ្រជសេរ ស ចំណុច ( )P p  េនេលបនា� ត ់ 

 េគបាន / /AP AB
 

 នាឱំ្យ    ,AP t AB t= ∈
 

  

េដយ AP p a= −


 

 និង AB b a= −
 



 

េគបាន ( )p a t b a− = −


  

 នាឱំ្យបាន  ( )p a t b a= + −


  

 

ដូចេនះ      សមកីរប៉ារ៉ែម៉្រត ( )p a t b a= + −


  

  ្រត�វបានបង� ញ        ។ 

23. បង� ញថា c ma nb= +


 

 

េដយ បនា� តក់ត ់ ( )A a  និង ( )B b


 និង ( )C c AB∈


 

េគបាន / /AP AB
 

 នាឱំ្យ   ,AC t AB t= ∈
 

  

 ឬ  ( )c a t b a− = −


  

  េនាះ  ( ) ( )1 1c a tb ta t a tb= + − = − +
 

   

 

េដយ  1m n+ =   េហយេបយក t n=   េនាះ  1m t= −  

េគបាន  ( )1  េទជា c ma nb= +


 

 

ដូចេនះ    បង� ញបានថា  c ma nb= +


 

      ។ 

( )P p

( )A a

( )B b








( )B b


( )A a

( )C c







m

n
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24. ក. បង� ញថា សមកីរបនា� តក់ត ់ ( )0 0 0,P x y  េហយែកងេទនងឹវុចិទរ័ ( ),n a b=


 គ ឺ
( )
( ) ( )

0

0 0

0

0

n p p

a x x b y y

 ⋅ − =


− + − =

  

 

េ្រជសេរ ស ចំណុច ( )P p  មានកូអរេដេន ( ),P x y  េនេលបនា� ត់ 

េគបាន 0n P P⊥




  នាឱំ្យ  0 0n P P⋅ =




 

េដយ 0 0P P p p= −


 

  េគបាន  ( ) ( )0 0 1n p p⋅ − =
  

 

ម្យោ៉ងេទៀត ( )0 0 0,P P x x y y= − −


 និង ( ),n a b=


 

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( )0 0 00 0 2n p p a x x b y y⋅ − = ⇔ − + − =
  

 

តម ( )1  និង ( )2  េគបាន  
( )
( ) ( )

0

0 0

0

0

n p p

a x x b y y

 ⋅ − =


− + − =

  

 

ដូចេនះ      
( )
( ) ( )

0

0 0

0

0

n p p

a x x b y y

 ⋅ − =


− + − =

  

  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

 ខ. បង� ញថា េបតង 0 0c ax by= − −  េគអចសរេសរ 0ax by c+ + =   

 េគមាន ( ) ( )0 0 0a x x b y y− + − =   ពនា� តកេន្សោម 

        

0 0

0 0 0 0

0
0 ,
0

ax ax by by
ax by ax by c ax by

ax by c

− + − =
+ − − = = − −

+ + =

 

 ដូចេនះ     បង� ញបានថា   0ax by c+ + =      ។ 

25. បង� ញថា ចមា� យរវងបនា� ត ់ 0ax by c+ + =  នងិចណុំច ( )0 0,P x y  គេឺស� 0 0

2 2

ax by c
d

a b

+ +
=

+
 

េគតង ( ),H x y  ជាចំណុចេនេលបនា� ត ់ែដល ( )PH L⊥


 

 េគបាន ( )0 0,PH x x y y= − −


 

េប ( ),n a b=


 ជាវុចិទរ័ណរម៉ាល់ៃន បនា� ត់ ( )L  េនាះ  / /PH n




 

នាឱំ្យ  cosPH n PH n θ⋅ = ⋅ ⋅
 

 

 ែដល θ  ជាមុបំេង�តេដយ PH


 និង n  

   េនាះ 180θ = °  ឬ 0θ = °  េធ�ឱ្យ  cos 1θ = ±  

េគបាន PH n PH n⋅ = ± ⋅
 

 

  េនាះ    PH n PH n⋅ = ⋅
 

 

 

េដយ  PH d=


 នាឱំ្យ  PH n d n⋅ = ⋅


 

 ទញបាន  ( )1
PH n

d
n

⋅
=







 

េហយ  ( ),H x y  េនាះេនេលបនា� ត់ :L 0ax by c c ax by+ + = ⇒ − = +    

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) ( )0 0 0 0 0 0PH n a x x b y y ax by ax by ax by c⋅ = − + − = + − − = − − −




 

េគបាន 0 0 0 0PH n ax by c ax by c⋅ = − − − = + +




  និង  2 2n a b= +


 

នាឱំ្យ  ( )1  អចសរេសរបាន  0 0

2 2

PH n ax by c
d

n a b

⋅ + +
= =

+







 

ដូចេនះ  0 0

2 2

ax by c
d

a b

+ +
=

+
   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

O x

y





p

0p

( )0 0P p
( )P p

n

O x

y ( )0 0,P x y

( ),H x y

n ( )L
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26. ក. បង� ញថា សមកីររង�ងែ់ដលមានផ�តិ ( )0 0,C x y  នងិមានក ំ r  គ ឺ
( ) ( )2 2 2

0 0

p c r

x x y y r

 − =


− + − =

 

 

េគយក ( )P p  ជាចំណុចេនេលរង�ង ់ 

េគបាន CP r=   ឬ  CP r=


 

ែត CP p c= −


 

  នាឱំ្យ  ( )1p c r− =
 

 

េលក ( )1  ជាកេរ 2 2p c r− =
 

 

េដយ ( ) ( )0 0, , ,p x y c x y= =
 

 

េគបាន ( )0 0,p c x x y y− = − −
 

 

  
( ) ( )
( ) ( )

2 2
0 0

2 22
0 0

p c x x y y

p c x x y y

− = − + −

− = − + −

 

 

 

នាឱំ្យ ( ) ( )2 2 2
0 0x x y y r− + − =  

ដូចេនះ    
( ) ( )2 2 2

0 0

p c r

x x y y r

 − =


− + − =

 

  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

ខ. បង� ញថា សមកីររង�ងែ់ដលមានផ�តិ ( )0 , 0O  នងិក ំ r  គ ឺ 2 2 2x y r+ =  

េគមានសមកីររង�ងផ់�ិត ( )0 0,C x y  គឺ ( ) ( )2 2 2
0 0x x y y r− + − =  

េគយក ផ�ិត ( ) ( )0 0, 0 , 0C x y O=   េនាះ  0 00 , 0x y= =  

េគបាន ( ) ( )2 2 20 0x y r− + − =   ឬ  2 2 2x y r+ =  

ដូចេនះ    បង� ញបានថា  សមកីររង�ង់ផ�ិត ( )0 , 0O  គឺ  2 2 2x y r+ =      ។ 
 

27. បង� ញថា េប M  ជាចំណុចកណា� ល្រជ�ង AB  ៃន្រតីេកណ ABC  េនាះេគបាន ( )2 2 2 22AB AC AM BM+ = +  

េគយក M  ជាគល់ៃនវុចិទ័រ 

េគតង ,a b




 ជាវុចិទ័រទីតងំៃន ,A B  េរៀងគា�   េនាះ C  មានវុចិទ័រទីតងំ b−


 

នាឱំ្យ ,AB b a CA a b= − = +
  

 

 

េគបាន ( ) ( )2 2 2 22 2AB AB b a b a b a b a b a= = − = − ⋅ − = − ⋅ +
     

    

  

   ( ) ( )2 2 222 2AC CA a b a b a b a a b b= = + = + ⋅ + = + ⋅ +
     

    

 

នាឱំ្យ 
2 22 22 2 2 2AB AC b a b a a a b b   + = − ⋅ + + + ⋅ +      

   

   

 

           
( )
( )

22

2 2

2

2

a b

AM BM

= +

= +





 

ដូចេនះ      ្រសយប�� កប់ានថា   ( )2 2 2 22AB AC AM BM+ = +       ។ 

O x

y

( )0 0,C x y

( ),P x y
r

( )A a

( )C c ( )B b


M

a

b


b−
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន បំែលងរបូក�ងុប�ង់ 

 

1. េបេគបំែលងកិលចំណុច ( ),M x y  តមវុចិទរ័ ( ),p a b=


 បានចំណុចថ�ី ( ),M x y′ ′ ′  ។                                          

បង� ញថា កូអរេដេនចំណុចថ�ីេនាះគឺ ( ),M x a y b′ + +  ។ 

2. បង� ញថា ចំណុច ( ),M x y′ −  ជាចំណុចឆ�ុះៃនចំណុច ( ),M x y  េធៀបនឹងអក័្សអប់សីុស ( )x x′  ។ 

3. បង� ញថា ចំណុច ( ),N x y′ −    ជាចំណុចឆ�ុះៃនចំណុច ( ),N x y  េធៀបនឹងអក័្សអរេដេន ( )y y′  ។ 

4. ក. បង� ញថា បំែលងឆ�ុះ ( ) ( ), , 2a b a k b→ −  េបេធៀបនឹងបនា� ត ់ y k=  ។ 

ខ. បង� ញថា បំែលងឆ�ុះ ( ) ( ), 2 ,a b h a b→ −  េបេធៀបនឹងបនា� ត ់ x h=  ។ 

គ. បង� ញថា បំែលងឆ�ុះ ( ) ( ), ,a b b a→  េបេធៀបនឹងបនា� ត ់ y x=  ។ 

ឃ. បង� ញថា បំែលងឆ�ុះ ( ) ( ), ,a b b a→ − −  េបេធៀបនឹងបនា� ត ់ y x= −  ។ 

5. ក. បង� ញថា បំែលងវលិផ�ិត O  មុ ំ 90θ = °  គឺ  ( ) ( ), ,P x y P y x′→ −  ។ 

ខ. បង� ញថា បំែលងវលិផ�ិត O  មុ ំ 180θ = °  គឺ  ( ) ( ), ,P x y P x y′→ − −  ។ 

គ. បង� ញថា បំែលងវលិផ�ិត O  មុ ំ 270θ = °  ឬមុ ំ 90θ = − °  គឺ  ( ) ( ), ,P x y P y x′→ −  ។ 

6. បង� ញថា រូបភាពៃនចំណុច A  តមបំែលងចងំផ�ិត P  ផលេធៀប c  គឺចំណុច A′  ែដលេផ��ងផា� ត ់ PA cPA′ =
 

 ។ 

7. បង� ញថា បែំលងចងំចំណុច ( ),x y  ផ�ិត ( )0 , 0O  ផលេធៀប 0c ≠  គឺ ( ) ( ), ,hx y cx cy→  ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន បំែលងរបូក�ងុប�ង់ 

 

1. បង� ញថា េបេគបែំលងកលិចណុំច ( ),M x y  តមវុចិទរ័ ( ),p a b=


 បានចណុំចថ� ី ( ),M x y′ ′ ′ ែដល  ( ),M x a y b′ + +   

េគមាន តមរូបេគបានចំណុច ( ),M x y′ ′ ′  ជារូបភាពៃន 

   ចំណុច ( ),M x y  តមបំែលងកិលៃនវុចិទ័រ p  

តមវុចិទរ័ p  េគកំណតេ់ដយ ( ) ( ), ,
tp

M x y M x y′ ′→



 

   ែដល MM p′ =




 

េដយ ្រតីេកណែកង OQP MM N′∆ ≅ ∆  (ករណី អ.ម) 

នាឱំ្យបាន ( ) ( ), ,M x y M x a y b′ ′ ′ ′= + +  ជារូបភាពៃន 

   ( ),M x y  តមបំែលងកិលៃនវុចិទ័រ ( ),p a b=


 

ដូចេនះ      បំែលងកិលចំណុច ( ),M x y  តមវុចិទរ័ ( ),p a b=


 បានចំណុចថ�ីគឺ ( ),M x a y b′ + +       ។ 

 

2. បង� ញថា ចណុំច ( ),M x y′ −  ជាចណុំចឆ�ុះៃនចណុំច ( ),M x y  េធៀបនងឹអក័្សអបសីុ់ស ( )x x′  

 េគតង ( ),M x y  និង ( ),M x y′ ′ ′  

 េបចំណុច ( ),M x y  និង ( ),M x y′ ′ ′  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងអក័្ស x x′  

 េគបាន x x′ =  និង y y′ = −  

 នាឱំ្យ   ( ) ( ), ,
Sx

M x y M x y′→ −   

 ដូចេនះ      ចំណុច ( ),M x y′ −  ជាចំណុចឆ�ុះៃនចំណុច ( ),M x y   

         េធៀបនឹងអក័្សអប់សីុស ( )x x′   ្រត�វបានបង� ញ                       ។ 

 

3. បង� ញថា ចណុំច ( ),N x y′ −    ជាចណុំចឆ�ុះៃនចណុំច ( ),N x y  េធៀបនងឹអក័្សអរេដេន ( )y y′  

 េគតង ( ),N x y  និង ( ),N x y′ ′ ′  

 េបចំណុច ( ),N x y  និង ( ),N x y′ ′ ′  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងអក័្ស y y′  

 េគបាន x x′ = −  និង y y′ =  

 នាឱំ្យ ( ) ( ), ,
Sy

M x y M x y′→ −  

 ដូចេនះ      ចំណុច ( ),N x y′ −  ជាចំណុចឆ�ុះៃនចំណុច ( ),N x y   

         េធៀបនឹងអក័្សអប់សីុស ( )y y′   ្រត�វបានបង� ញ                         ។ 

 

y′





( ),M x y′ ′

( ),M x y N

x

y

( ),P a b

QO x x′

b

b

 

a a

( ),M x y′ ′ ′


( ),M x y

xx′ O

y

( ),N x y′ ′ ′


( ),N x y

xx′ O

y
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4. ក. បង� ញថា បែំលងឆ�ុះ ( ) ( ), , 2a b a k b→ −  េបេធៀបនងឹបនា� ត ់ y k=   

េគតង ( ),A a b  និង ( ),A x y′ ′ ′  

 េបចំណុច ( ),A a b  និង ( ),A x y′ ′ ′  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងបនា� ត ់ y k=  

 េគបាន x a′ =  និង 2y k b′ = −  

 នាឱំ្យ ( ) ( ), , 2A a b A a k b′→ −  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងបនា� ត ់ y k=  

 ដូចេនះ      បំែលងឆ�ុះពីចំណុចែដលមានកូអរេដេន  

        ( ) ( ), , 2a b a k b→ −  េបេធៀបនឹងបនា� ត ់ y k=         ។ 

  

 ខ. បង� ញថា បែំលងឆ�ុះ ( ) ( ), 2 ,a b h a b→ −  េបេធៀបនងឹបនា� ត ់ x h=  

េគតង ( ),B a b  និង ( ),B x y′ ′ ′  

 េបចំណុច ( ),B a b  និង ( ),B x y′ ′ ′  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងបនា� ត ់ x h=  

 េគបាន 2x h a′ = −  និង y b′ =  

 នាឱំ្យ ( ) ( ), 2 ,B a b B h a b′→ −  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងបនា� ត ់ x h=  

 ដូចេនះ      បំែលងឆ�ុះពីចំណុចែដលមានកូអរេដេន  

        ( ) ( ), 2 ,a b h a b→ −  េបេធៀបនឹងបនា� ត ់ x h=         ។ 

 

គ. បង� ញថា បែំលងឆ�ុះ ( ) ( ), ,a b b a→  េបេធៀបនងឹបនា� ត ់ y x=  

 េគតង ( ),M a b  និង ( ),M x y′  

 េបចំណុច ( ),M a b  និង ( ),M x y′   ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងបនា� ត ់ y x=  

 េគបាន x b=  និង y a=  
 

 ដូចេនះ      បំែលងឆ�ុះពីចំណុចែដលមានកូអរេដេន  

        ( ) ( ), ,a b b a→  េបេធៀបនឹងបនា� ត ់ y x=          ។ 

 

ឃ. បង� ញថា បែំលងឆ�ុះ ( ) ( ), ,a b b a→ − −  េបេធៀបនងឹបនា� ត ់ y x= −  

 េគតង ( ),M a b  និង ( ),M x y′  

 េបចំណុច ( ),M a b  និង ( ),M x y′  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងបនា� ត ់ y x= −  

 េគបាន x b= −  និង y a′ = −  
 

 ដូចេនះ      បំែលងឆ�ុះពីចំណុចែដលមានកូអរេដេន  

        ( ) ( ), ,a b b a→ − −  េបេធៀបនឹងបនា� ត ់ y x= −          ។ 

( ),A a b

xx′ O

( ),A x y′ ′ ′

y k=

y′

y

k

a

b

( ),M x y′

( ),M a b

aO

y

b

x

y x=

( ),M x y′

( ),M a b

a O

y

b

x

y x= −

( ),B a b

h xO

( ),B x y′ ′ ′

x h=y

a

b

x′
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនបំែលងរបូក�ងុប�ង ់  ថា� កទ់ី ១០ 

5. ក. បង� ញថា បែំលងវលិផ�តិ O  មុ ំ 90θ = °  គ ឺ ( ) ( ), ,P x y P y x′→ −  

េគតង ( ),P x y′ ′ ′  ជារូបភាពៃន ( ),P x y  តមបំែលងវលិ ផ�ិត O  មុ ំ 90θ = °   

េនាះេគបាន ( ), , 90OP OP OP OP′ ′= = °
 

 

េដចំណុច  M  និង N  ជាចំេណាលែកងៃនចំណុច P  មកេលអក័្ស 

   Ox


 និង Oy


  េប P  ផា� ស់ទីមក P′  តមមុ ំ 90°  េនាះ  

   M  និង N  កផ៏ា� ស់ទីមក M ′  និង N ′  តមុ ំ 90° ែដរ 

តមរូប  េគបាន x y′ = −  និង y x′ =   

នាឱំ្យ   កូអរេដេន ( ) ( ), ,P x y P y x′ ′ ′ ′= −  

ដូចេនះ     បំែលងវលិផ�ិត O  មុ ំ 90θ = °  គឺ  ( ) ( ), ,P x y P y x′→ −         ។ 

 

 

ខ. បង� ញថា បែំលងវលិផ�តិ O  មុ ំ 180θ = °  គ ឺ ( ) ( ), ,P x y P x y′→ − −  

េគតង ( ),P x y′ ′ ′  ជារូបភាពៃន ( ),P x y  តមបំែលងវលិ ផ�ិត O  មុ ំ 180θ = °   

េនាះេគបាន ( ), , 180OP OP OP OP′ ′= = °
 

 

េដចំណុច  M  និង N  ជាចំេណាលែកងៃនចំណុច P  មកេលអក័្ស 

   Ox


 និង Oy


  េប P  ផា� ស់ទីមក P′  តមមុ ំ180°  េនាះ  

   M  និង N  កផ៏ា� ស់ទីមក M ′  និង N ′  តមុ ំ180° ែដរ 

តមរូប  េគបាន x x′ = −  និង y y′ = −   

នាឱំ្យ   កូអរេដេន ( ) ( ), ,P x y P x y′ ′ ′ ′= − −  

ដូចេនះ     បំែលងវលិផ�ិត O  មុ ំ 180θ = °  គឺ  ( ) ( ), ,P x y P x y′→ − −         ។ 

 

 

គ. បង� ញថា បែំលងវលិផ�តិ O  មុ ំ 270θ = °  ឬមុ ំ 90θ = − °  គ ឺ ( ) ( ), ,P x y P y x′→ −  

េគតង ( ),P x y′ ′ ′  ជារូបភាពៃន ( ),P x y  តមបំែលងវលិ ផ�ិត O  មុ ំ 270θ = °   

េនាះេគបាន ( ), , 270OP OP OP OP′ ′= = °
 

 

េដចំណុច  M  និង N  ជាចំេណាលែកងៃនចំណុច P  មកេលអក័្ស 

   Ox


 និង Oy


  េប P  ផា� ស់ទីមក P′  តមមុ ំ 270°  េនាះ  

   M  និង N  កផ៏ា� ស់ទីមក M ′  និង N ′  តមុ ំ 270°  ែដរ 

តមរូប  េគបាន x y′ =  និង y x′ = −   

នាឱំ្យ   កូអរេដេន ( ) ( ), ,P x y P y x′ ′ ′ ′= −  

ដូចេនះ     បំែលងវលិផ�ិត O  មុ ំ 180θ = °  គឺ  ( ) ( ), ,P x y P y x′→ −         ។ 
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y′

N
M ′

N ′



( ),P x y

x
x′

O

y

y







M
180°

( ),P x y′ ′ ′
y′

N

M ′

N ′



( ),P x y

x
x′

O

y

y







M270°

( ),P x y′ ′ ′y′

N

M ′

N ′

េរៀបេរៀងេដយ : គរនុិស្សតិ  េ្របស ដរ៉ 99 ឯកេទស : គណិតវទិ្យោ 
www.facebook.com/7khmer
fb : Entertainment  And Knowledge



ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនបំែលងរបូក�ងុប�ង ់  ថា� កទ់ី ១០ 

6. បង� ញថា រូបភាពៃនចណុំច A  តមបែំលងចងំផ�តិ ( )0 , 0O  ផលេធៀប c  គចឺណុំច  ( ),A cx cy′  

េគតង ( ),A x y′ ′ ′  ជារូបភាពៃន ( ),A x y  តមបំែលងចងំផលេធៀប c  

 តមចំណុច A  និង A′  ទមា� កច់ំេណាលែកងេលអ័ក្ស Ox


  ្រតង ់ B  និង B′  េរៀងគា�  

នាឱំ្យ OAB OA B′ ′∆ ∆  (តមករណី ម.ម ) 

េគបាន ផលេធៀប 
OA OB A B c
OA OB AB

′ ′ ′ ′
= = =  

ទញបាន OB cOB′ =   និង   A B cAB′ ′ =  

េដយ ,OB x OB x′ ′= =  និង ,A B y AB y′ ′ ′= =  

េគបាន x cx′ =  និង y cy′ =  

នាឱំ្យ ចំណុច ( ) ( ), ,A x y A cx cy′ ′ ′ ′=  

ដូចេនះ      រូបភាពៃនចំណុច A  តមបំែលងចងំផ�ិត ( )0 , 0O  ផលេធៀប c  គឺចំណុច  ( ),A cx cy′     ។ 

 

 





x
x′

O

y

y

( ),A x y′ ′ ′
y′

( ),A x y

B B′
x
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនធរណីមា្រតក�ងុលហំ  ថា� កទ់ី ១០ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ធរណីមា្រតក�ងុលហំ 

 

1. បង� ញថា េបបនា� តម់យួ និងប�ង់មយួមានចំណុចរមួពីរេផ្សងគា�  េនាះបនា� តគ់ឺ្រត�វែតស�ិតេនក�ុងប�ងេ់នាះ ។ 

2. បង� ញថា តមចំណុចមយួឋតិេនេ្រកបនា� តម់យួ េគអចគូសបនា� តប់ានែតមយួគត ់ែដល្រសបេទនឹងបនា� តេ់នាះ ។ 

3. ក. បង� ញថា ្រគបប់នា� ត់ែដលេនេ្រកប�ងម់យួ េហយ្រសបនឹងបនា� តម់យួៃនប�ង់  ជាបនា� ត្់រសបនឹងប�ងេ់នាះ ។ 

ខ. បង� ញថា េបបនា� តម់យួ្រសបនឹងប�ងម់យួ េនាះ្រគបប់�ងែ់ដលកតត់មបនា� តេ់នះ ជួបប�ងទ់ី 1 តមបនា� តម់យួ្រសបនឹងបនា� ត់ទី 1 ។ 

គ. បង� ញថា េបបនា� តម់យួ្រសបនឹងប�ងព់ីរ្របសព�គា�  េនាះវ្រសបេទនឹងបនា� ត្់របសព� រវងប�ងទ់ងំពីរេនាះ ។ 

4. ក. បង� ញថា តមចំណុចមយួេនេ្រកប�ង ់ P  មយួេគអចគូសបានប�ង ់Q  ែតមយួ គត ់ែដល្រសបេទនឹងប�ងេ់នាះ ។ 

ខ. បង� ញថា េបប�ងព់ីរ្រសបគា�  េនាះ្រគបប់�ងែ់ដល្រសបនឹងប�ង់មយួ ្រត�វ្រសបនឹងប�ង ់មយួេទៀត ។ 

គ. បង� ញថា ប�ងព់ីរ្រសបគា�  េហយកត់េដយប�ងទ់ីបី េនាះបនា� ត្់របសព� ជាបនា� ត ់្រសបគា�  ។ 

ឃ. បង� ញថា េបប�ងព់ីរ្រសបគា�  េនាះ្រគបប់នា� តក់តប់�ងទ់ី 1 ្រត�វកតប់�ងទ់ី 2  ។ 

ង. បង� ញថា ប�ង់េ្រចន្រសបគា�  កំណតេ់នេលខ� តព់ីរ បានអង�ត្់រត�វគា� សមាមា្រតគា� ។ 

5. ក. បង� ញថា េបបនា� តម់យួ អរតូកូណាល់នឹងបនា� តព់ីរ្របសព�គា� េនក�ុងប�ង់ េនាះ បនា� តម់យួេនាះ ្រត�វែកងនឹងប�ង ់។ 

ខ. បង� ញថា  
/ /a b

b P
a P


⇒ ⊥⊥ 

 ។ 

គ. បង� ញថា  / /
a P

a b
b P
⊥ 

⇒⊥ 
 ។ 

ឃ. បង� ញថា 
/ /

a P
a Q

P Q
⊥ 

⇒ ⊥


 ។ 

6. ក. បង� ញថា េបបនា� ត់ AB  ែកងនឹងប�ង ់ P  ្រតង់ B  េហយ BO  ែកងនឹងបនា� ត ់ a  ៃនប�ង ់ P  ្រតង ់ O  េនាះបនា� ត ់ AO  

ែកងនឹងបនា� ត ់ a  ។ 

ខ. បង� ញថា េបបនា� ត់ AB  ែកងនឹងប�ង ់ P  ្រតង់ B  េហយ AO  ែកងនឹងបនា� ត ់ a  ៃនប�ង ់ P  ្រតង ់ O  េនាះបនា� ត ់ BO  

ែកងនឹងបនា� ត ់ a  ។ 

7. បង� ញថា 
/ /

d P
P Q

d Q
⊥ 

⇒ ⊥


  ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនធរណីមា្រតក�ងុលហំ  ថា� កទ់ី ១០ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ធរណីមា្រតក�ងុលហំ 

 

1. បង� ញថា េបបនា� តម់យួ នងិប�ងម់យួមានចណុំចរមួពរីេផ្សងគា�  េនាះបនា� តគ់្ឺរត�វែតស�ិតេនក�ុងប�ងេ់នាះ  

េគនឹងបង� ញថា េបបនា� ត ់និងប�ងម់ានចំណុចរមួពីរ េនាះបនា� ត្់រត�វស�ិតេនក�ុងប�ង ់តមវធិីេធ�ពិេសធនជ៍ាក់ែស�ង 

េគេដចំណុចពីរ A  និង B  េនក�ុងប�ង្់រកដស ឬក� រេខៀន 

េគយកបនា� ត់្រតងម់យួដកឱ់្យកតត់មពីរចំណុច A  និង B  េនាះ 

េគសេង�តេឃញថា បនា� តឋ់តិេនជាបន់ឹងៃផ�ៃនប�ង្់រកដស់ ឬក� រេខៀន 

េគបាន 
( )
( )

A P

B P

 ∈


∈
  េនាះ  ( )AB P⊂  

េគថា បនា� តស់�ិតេនក�ុងប�ង្់រកដស់ ឬក� រេខៀន 

ដូចេនះ      េបបនា� តម់យួ និងប�ងម់យួមានចំណុចរមួពីរេផ្សងគា�  េនាះបនា� តគ់ឺ្រត�វែតស�ិតេនក�ុងប�ង់េនាះ       ។ 

 

2. បង� ញថា តមចណុំចមយួឋតិេនេ្រកបនា� តម់យួ េគអចគូសបនា� តប់ានែតមយួគត ់ែដល្រសបេទនងឹបនា� តេ់នាះ 

េគបក្រសយតមរយៈករេធ�ពិេសធនជ៍ាក់ែស�ង ៖ 

េគមាន បនា� ត ់   និងចំណុច A  េនក�ុងប�ង ់ P  មយួ 

េគគូស បនា� ត ់ d  កតត់ម A  េហយ្រសបនឹងបនា� ត ់    

េឃញថា េនក�ុងប�ង ់ P  េគគូសបានបនា� ត់ d  ែតមយួគត ់ 

   ែដលកតត់មចំណុច A  េហយ្រសបនឹងបនា� ត ់ d  

ដូចេនះ      តមចំណុចមយួឋតិេនេ្រកបនា� តម់យួ េគអចគូសបនា� តប់ានែតមយួគត ់ែដល្រសបេទនឹងបនា� តេ់នាះ     ។ 

 

3. ក. បង� ញថា ្រគបប់នា� តែ់ដលេនេ្រកប�ងម់យួ េហយ្រសបនងឹបនា� តម់យួៃនប�ង ់ ជាបនា� ត្់រសបនងឹប�ងេ់នាះ 

េគចង្់រសយប�� ក់ថា  
d P
d d
d P

⊄ 
′ 
′ ⊂ 

   េនាះ  d P  

េគដឹងថា  បនា� តព់ីរ្រសបគា�  d d ′  កំណតប់ានប�ងម់យួ តងេដយ 

   Q  ែដល P Q d ′∩ =   

ឧបមាថា  { }d P A∩ =  មាននយ័ថា ,A P A Q∈ ∈  

េនាះេគបាន A d ′∈   េ្រពះ P Q d ′∩ =  

នាឱំ្យ { }d d A′∩ =  ករណីេនះផ�ុយពីសម�តិកម�ែដលថា d d ′  

េគបាន d P∩ =∅   មានន័យថា បនា� ត ់ d  មនិកតប់�ង ់ P  េទ េពលគឺ d P   

ដូចេនះ      ្រគបប់នា� តែ់ដលេនេ្រកប�ង់មយួ េហយ្រសបនឹងបនា� តម់យួៃនប�ង ់ ជាបនា� ត្់រសបនឹងប�ងេ់នាះ       ។ 

 

A
B




A




d

d

d ′

P

Q
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនធរណីមា្រតក�ងុលហំ  ថា� កទ់ី ១០ 

ខ. បង� ញថា េបបនា� តម់យួ្រសបនងឹប�ងម់យួ េនាះ្រគបប់�ងែ់ដលកតត់មបនា� តេ់នះ ជបួប�ងទ់ ី1 តមបនា� តម់យួ្រសបនងឹបនា� តទ់ ី1 

េគចង្់រសយប�� ក់ថា  
d P
d Q
P Q d


⊂ 
′∩ = 



  េនាះ  d d ′  

ឧបមាថា { }d d A′∩ =  េនាះ ,A d A d ′∈ ∈  និង A P∈  ែដរ 

េដយ A d∈  និង A P∈  មាននយ័ថា d  ជួបនឹង P  ជាករណី 

   ផ�ុយពីសម�តិកម� ែដលថា d P  នាឱំ្យ  d d ′  

ដូចេនះ     េបបនា� តម់យួ្រសបនឹងប�ងម់យួ េនាះ្រគបប់�ងែ់ដលកត់តមបនា� តេ់នះ ជួបប�ងទ់ី 1 តមបនា� ត់មយួ្រសបនឹងបនា� តទ់ី1 

 

គ. បង� ញថា េបបនា� តម់យួ្រសបនងឹប�ងព់រី្របសព�គា�  េនាះវ្រសបេទនងឹបនា� ត្់របសព� រវងប�ងទ់ងំពរីេនាះ 

េគចង្់រសយប�� ក់ថា  
d P
d Q
P Q d




′∩ = 



   េនាះ  d d ′  

េគមាន ប�ង ់ P  និង Q  ្រសបនឹង d  និង P Q d ′∩ =  

េគយក O d ′∈  តម O  គូសបនា� ត ់ d d′′
  

េគបាន O P∈  នាឱំ្យ  d P′′∈   

   O Q∈  នាឱំ្យ  d Q′′∈  

នាឱំ្យ P Q d ′′∩ =  មាននយ័ថា d ′′  ្រត�តេល d ′  

 េដយ d d′′
  នាឱំ្យ  d d′

  ែដរ 

ដូចេនះ        េបបនា� តម់យួ្រសបនឹងប�ង់ពីរ្របសព�គា�  េនាះវ្រសបេទនឹងបនា� ត្់របសព� រវងប�ងទ់ងំពីរេនាះ        ។ 

 

4. ក. បង� ញថា តមចណុំចមយួេនេ្រកប�ង ់ P  មយួេគអចគូសបានប�ង ់Q  ែតមយួ គត ់ែដល្រសបេទនងឹប�ងេ់នាះ  

តមនិយមនយ័  ប�ងព់ីរ្រសបគា�  កលណាវគា� នចំណុច្របសព� ។ 

េគមាន ប�ង ់ P  និងចំណុច A  មយួេនេ្រកប�ង ់ P   

េគគូស បនា� ត ់   មយួកត់តមចំណុច A  េហយែកងនឹងប�ង់ P  

េគគូស ប�ង ់ Q  មយួេទៀតែដលកត់តមចំណុច A  េហយែកងនឹងបនា� ត ់   

េឃញថា េគគូសបានប�ង់ Q  ែតមយួគត ់ែដលកតត់មចំណុច A  

   េហយែកងនឹងបនា� ត់   

េដយ 
P
Q
⊥ 

⊥ 





  េនាះ  P Q  

ដូចេនះ       តមចំណុចមយួេនេ្រកប�ង ់ P  មយួេគអចគូសបានប�ង ់ Q  ែតមយួ គត ់ែដល្រសបេទនឹងប�ងេ់នាះ   ។ 

 

 

d

d ′

P

Q

d

d ′

P

Q

d ′′


O



P

Q



A
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនធរណីមា្រតក�ងុលហំ  ថា� កទ់ី ១០ 

ខ. បង� ញថា េបប�ងព់រី្រសបគា�  េនាះ្រគបប់�ងែ់ដល្រសបនងឹប�ងម់យួ ្រត�វ្រសបនងឹប�ង ់មយួេទៀត  

េគចង្់រសយប�� ក់ថា  
P Q
P R









  េនាះ  Q R  

េគមាន P  និង Q  ជាប�ង្់រសបគា�  

េគគូស បនា� ត ់   ែកងនឹង P  េនាះ   កែ៏កងនឹង Q  ែដរ 

េបមាន ប�ង ់ R  មយួេទៀត្រសបនឹងប�ង ់ P   

េដយ P R  និង P ⊥   េនាះ  R ⊥   

េគបាន 
Q
R
⊥ 

⊥ 





  េនាះ  Q R  

ដូចេនះ        េបប�ងព់ីរ្រសបគា�  េនាះ្រគបប់�ងែ់ដល្រសបនឹងប�ងម់យួ ្រត�វ្រសបនឹងប�ង ់មយួេទៀត        ។ 

 

គ. បង� ញថា ប�ងព់រី្រសបគា�  េហយកតេ់ដយប�ងទ់បី ីេនាះបនា� ត្់របសព� ជាបនា� ត ់្រសបគា�   

េគមាន ប�ង ់ P  និង Q  ្រសបគា�  

េបមាន ប�ង ់ R  កត់ P  បានបនា� ត ់ d  និងកត់ Q  បាន d ′  

 េគនឹងបង� ញថា d d ′  

ឧបមាថា d  ជួបនឹង d ′  ្រតង ់ A  

េគបាន 
A d
d P
∈ 

⊂ 
 េនាះ  A P∈  

ម្យោ៉ងេទៀត 
A d
d Q

′∈ 
′ ⊂ 

 េនាះ  A Q∈  

េឃញថា A  ជាចំណុចរមួៃន P  និង A  ជាករណីផ�ុយពីសម�តិកម� ែដលថា P Q  

   េនះប�� កថ់ា d  និង d ′  េនក�ុងប�ង ់ R  ែតមយួ និងគា� នចំណុចរមួ នាឱំ្យ d d ′  

ដូចេនះ      ប�ងព់ីរ្រសបគា�  េហយកត់េដយប�ងទ់ីបី េនាះបនា� ត់្របសព� ជាបនា� ត់ ្រសបគា�          ។ 

 

ឃ. បង� ញថា េបប�ងព់រី្រសបគា�  េនាះ្រគបប់នា� តក់តប់�ងទ់ ី1 ្រត�វកតប់�ងទ់ ី 2  

េគមាន ប�ង ់ P  និង Q  ្រសបគា�   

េគតង   ជាបនា� ត់ែដលកតប់�ង ់ P  ្រតង ់ A  មាននយ័ថា  

     មនិ្រសបនឹងប�ង់ P  

េគនឹងបង� ញថា   កក៏តប់�ង ់ Q  ្រតងច់ំណុច B  ណាមយួែដរ 

ឧបមាថា   មនិកតប់�ង ់ Q  នាឱំ្យ Q   

េដយ Q   និង P Q  នាឱំ្យ P    ជាករណីផ�ុយពីសម�តិកម� 

   ែដលថា { }P A∩ =   មាននយ័ថា   កក៏តប់�ង ់ Q  ែដរ 

ដូចេនះ        េបប�ងព់ីរ្រសបគា�  េនាះ្រគបប់នា� តក់តប់�ងទ់ី 1 ្រត�វកតប់�ង់ទី 2       ។ 

  

Q

R

P

Q

P

R

d ′

d

Q

P







B

A
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនធរណីមា្រតក�ងុលហំ  ថា� កទ់ី ១០ 

ង. បង� ញថា ប�ងេ់្រចន្រសបគា�  កណំតេ់នេលខ� តព់រី បានអង�ត្់រត�វគា� សមាមា្រតគា�  

េគមាន ប�ង្់រសបគា� បីគឺ ,P Q  និង R  េហយកតេ់ដយខ� តព់ីរ ∆  និង ′∆  

   បានចំណុច , ,A B C  និង , ,A B C′ ′ ′  េរៀងគា�  ដូចរូបខងស� ំ ៖ 

ឧបមាថា បនា� ត ់ 1∆  ្រសបនឹង ∆  កត់ , ,P Q R  ្រតង ់ 1 1, ,A B C′  េរៀងគា�  

េគបាន 1 1 1,AB A B BC B C′= =  និង 1AC A C′=  

បនា� ត ់ 1∆   កត ់ ′∆  ្រតងច់ំណុច A′  េហយកំណតប់ានប�ងម់យួ ប�ង់េនះកតប់�ង ់ Q   

   និង R  តមបនា� ត ់ 1B B′  និង 1C C′  េរៀងគា�  ែដល 1 1B B C C′ ′
  

តម្រទឹស�ីបទតែលស េគបានអង�តស់មាមា្រតគា� គឺ   
1 1 1 1

A B B C A C
A B B C A C
′ ′ ′ ′ ′ ′

= =
′ ′

 

ដូចេនះ       ប�ង់េ្រចន្រសបគា�  កំណត់េនេលខ� តព់ីរ បានអង�ត់្រត�វគា� សមាមា្រតគា�         ។ 
 

5. ក. បង� ញថា េបបនា� តម់យួ អរតូកូណាល់នងឹបនា� តព់រី្របសព�គា� េនក�ុងប�ង ់េនាះ បនា� តម់យួេនាះ ្រត�វែកងនងឹប�ង ់ 

េគនឹង្រសយថា { }
,

,

a b
a b O
a d b d

a a⊂ ⊂ 
∩ = 
⊥ ⊥ 

 េនាះ  d a⊥  

េដម្បបីង� ញថា d a⊥  េគនឹងបង� ញថា d c⊥  ែដល c a⊂  , c  ជាបនា� ត់ 

េគមាន ,a d b d⊥ ⊥  និងសន�តថ់ា { }a b O∩ =  

េ្រជសេរ ស P  និង Q  េនេលបនា� ត់ d  ែដល PO OQ=  

េគគូស បនា� ត ់ m  ក�ុងប�ង ់a  មនិកតត់ម O  ែដល m  

   កតប់នា� ត ់ , ,a b c  េរៀងគា� ្រតង ់ , ,A B C  

េគមាន AOP AOQ∆ ≅ ∆  (ករណី ជ.ម.ជ េ្រពះមាន 

   AO  រមួ , , 90OP OQ AOP AOQ= ∠ = ∠ = ° ) 

   វបិាក PA AQ=   

េហយ BOP BOQ∆ ≅ ∆  (ករណី ជ.ម.ជ េ្រពះមាន 

   BO  រមួ , , 90OP OQ BOP BOQ= ∠ = ∠ = ° ) 

   វបិាក BA BQ=  

េដយ PA AQ=   ,  BA BQ=  និង AB AB=  ជា្រជ�ងរមួ 

   េនាះ ABP ABQ∆ ≅ ∆  (ករណី ជ.ជ.ជ)  វបិាក PAC QAC∠ = ∠  

នាឱំ្យ PAC∆  និង QAC∆  មាន PA AQ=  , AC  ្រជ�ងរមួ និង PAC QAC∠ = ∠  

េគបាន PAC∆ QAC≅ ∆  (ករណី ជ.ម.ជ)  វបិាក  PC CQ=  

េឃញថា PCQ  ជា្រតីេកណសមបាត និងមាន O  កណា� ល PQ  នាឱំ្យ OC  ជាកម�ស់ៃន PCQ∆  

   មាននយ័ថា  CO PQ⊥  េពលគឺ d c⊥  ដូចអ�ីែដលចងប់ង� ញ 

ដូចេនះ       េបបនា� តម់យួ អរតូកូណាល់នឹងបនា� តព់ីរ្របសព�គា� េនក�ុងប�ង ់េនាះ បនា� តម់យួេនាះ ្រត�វែកងនឹងប�ង ់      ។ 

 

Q

R

P

∆

















C C′
1C

B 1B B′

A
A′

′∆ 1∆

A
  





BC
ca b

O

P

Q

d

a

m

េរៀបេរៀងេដយ : គរនុិស្សតិ  េ្របស ដរ៉ 105 ឯកេទស : គណិតវទិ្យោ 
www.facebook.com/7khmer
fb : Entertainment  And Knowledge



ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀនធរណីមា្រតក�ងុលហំ  ថា� កទ់ី ១០ 

ខ. បង� ញថា  
/ /a b

b P
a P


⇒ ⊥⊥ 

 

េគតង c  និង d  ជាពីរបនា� តេ់នក�ុងប�ង់ P  ្របសព�គា� ្រតង់ O  

េគមាន a P⊥  េនាះ  
a c
a d
⊥

 ⊥
  

   / /a b  េនាះេគបាន b  អរតូកូណាល់នឹង c  និង d  

េដយ a  អរតូកូណាល់េទនឹង្រគបប់នា� ត់ក�ុងប�ង ់ P  និង / /a b  

នាឱំ្យ b  កអ៏រតូកូណាល់េទនឹង្រគបប់នា� តក់�ុងប�ង ់ P  ែដល 

   មាននយ័ថា b P⊥  

ដូចេនះ      
/ /a b

b P
a P


⇒ ⊥⊥ 

  ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

 

គ. បង� ញថា  / /
a P

a b
b P
⊥ 

⇒⊥ 
 

ឧបមាថា បនា� ត ់ b  មនិ្រសបនឹង a   

នាឱំ្យ េគអចគូសបាន b′  ែដល b a′
  េហយ b′  កតត់ម B   

េដយ 
a P

b P
b a
⊥  ′⇒ ⊥′ 

 (បាន្រទឹស�ីបទ ក.) 

បាននយ័ថា  តម B  មានបនា� ត ់ b  និង b′  ែដលែកងនឹងប�ង ់ P  ែតមយួជាករណីមនិអច 

នាឱំ្យ បនា� ត ់ b  មនិ្រសបនឹង a  មនិពិត មាននយ័ថា / /a b  

ដូចេនះ     / /
a P

a b
b P
⊥ 

⇒⊥ 
    ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

 

ឃ. បង� ញថា  
/ /

a P
a Q

P Q
⊥ 

⇒ ⊥


 

េគមាន , / /a P P Q⊥  

េដយ a P⊥  េនាះ a  អរតូកូណាល់្រគបប់នា� ត់ក�ុងប�ង ់ P  

េ្រជសេរ ស បនា� តព់ីរ b  និង c  ្របសព�គា� ្រតង់ O  ក�ុងប�ង ់ P  

   េនាះ a b⊥  និង a c⊥  ្រតងច់ំណុច O  

ម្យោ៉ងេទៀត P Q  នាឱំ្យមានបនា� ត់ ,b b c c′ ′
    ែដល  

   ,b Q c Q′ ′⊂ ⊂  និង { }b c O′ ′ ′∩ =  

េគបាន a b′⊥  និង a c′⊥  ្រតងច់ំណុច O′  

តម្រទឹស�ីបទ 1 ៃនបនា� តែ់កងនឹងប�ង ់េគបាន 
{ }

,a b a c
a Q

b c O
′ ′⊥ ⊥  ⇒ ⊥′ ′ ′∩ = 

 

ដូចេនះ     
/ /

a P
a Q

P Q
⊥ 

⇒ ⊥


    ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

P

a

O

b

c
d

P

a

A

b

 

B

a

P

Q

b

b′

c

c′O′

O
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6. ក. បង� ញថា បនា� ត ់ AO  ែកងនងឹបនា� ត ់ a  

េគមាន បនា� ត ់ AB  ែកងនឹងប�ង ់ P  ្រតង ់ B  

   េហយ BO  ែកងនឹងបនា� ត ់ a  ៃនប�ង់ P  ្រតង ់ O   

េគបាន 
AB P
a P

⊥ 
⊂ 

  េនាះេគបាន  AB a⊥  

   
AB a
BO a

⊥ 
⊥ 

  េនាះ  a AOB⊥  

   
a AOB
AO AOB
⊥ 

⊂ 
  េនាះេគបាន  AO a⊥  

ដូចេនះ        បនា� ត់ AO  ែកងនឹងបនា� ត ់ a  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
 

 ខ. បង� ញថា បនា� ត ់ BO  ែកងនងឹបនា� ត ់ a  

 េគមាន បនា� ត ់ AB  ែកងនឹងប�ង ់ P  ្រតង ់ B   

   េហយ AO  ែកងនឹងបនា� ត ់ a  ៃនប�ង់ P  ្រតង ់ O  

េគបាន 
AB P
a P

⊥ 
⊂ 

  េនាះេគបាន  AB a⊥  

   
AB a
AO a

⊥ 
⊥ 

  េនាះ  a AOB⊥  

   
a AOB
BO AOB
⊥ 

⊂ 
  េនាះេគបាន  BO a⊥  

ដូចេនះ        បនា� ត់ BO  ែកងនឹងបនា� ត ់ a  ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

7. បង� ញថា 
/ /

d P
P Q

d Q
⊥ 

⇒ ⊥


  

េគមាន d Q  យ៉ាងេហចណាស់កម៏ានបនា� ត់ a  មយួែដល  

  a Q⊂  និង a d  

េដយ 
d P
a d
⊥ 




  េនាះ  a P⊥  

តមនិយមនយ័ប�ងព់ីរែកងគា�  ៖ េគថាប�ង ់ P  ែកងនឹងប�ង ់ Q  កលណាប�ង ់ P   

មានបនា� តម់យួែកងនឹងប�ង ់ Q  (ឬប�ង ់Q  មានបនា� តម់យួែកងនឹងប�ង ់ P  )  

េដយ ប�ង ់Q  មានបនា� ត ់ a  ែកងនឹងប�ង ់ P  នាឱំ្យ Q P⊥  

ដូចេនះ      
/ /

d P
P Q

d Q
⊥ 

⇒ ⊥


  ្រត�វបានបង� ញ       ។ 

 

 

A

P

a

O
B

A

P

a

O
B

P

Q d

a
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ស�ុតី និងេសរ៊ ី

 

1. បង� ញថា េប d  ជាផលសងរមួៃនស�ុីតនព�ន� ( )nU  េនាះេគបាន 1n nd U U+= −  ។ 

2. ក. បង� ញថា តទួី n  ៃនស�ុីតនព�ន�មយួកំណត់េដយ ( )1 1nU U n d= + − ×  ែដល 1U  ជាតួទីមយួ និង d  ជាផលសងរមួ។ 

ខ. បង� ញថា េប ( )nU  ជាស�ុីតនព�ន� មានតួទីមយួ 0U  និង d  ជាផលសងរមួ េគបាន 0nU U nd= +   ។ 

3. ្រសយប�� ក ់ផលបកូតួេនេស�ចមា� យពីតួចុង ែដល 1 2 3 2 1, , , ... , , ,n n nU U U U U U− −  មាន  

1 2 1 3 2 1...n n n p n pU U U U U U U U− − − ++ = + = + = = +   ។ 

4. បង� ញថា  េប ,a b  និង c  ជាបីតួតគា� ៃនស�ុីតនព�ន� េនាះ 
2

a cb +
=   (េគេហ b  ថា មធ្យមនព�ន�ៃន a  និង c ) ។  

5. ្រសយប�� កថ់ា ផលបូក n  តួដំបូងៃនស�ុីតធរណីមា្រតកំណត់េដយ ( ) ( )1 12 1
2 2n n
n nS U U U n d = + = + −   ។ 

6. បង� ញថា េប q  ជាផលេធៀបរមួៃនស�ុីតធរណីមា្រត ( )nU  េនាះេគបាន 1n

n

Uq
U

+=  ។ 

7. បង� ញថា រូបមន�តួទី n  ៃនស�ុីតធរណីមា្រតកំណតេ់ដយ :  1
1

n
nU U q −= ×   ។ 

8. បង� ញថា ផលគុណតួេស�ចមា� យពីតួចុង 1 1p n p nU U U U− +× = ×  ។ 

9. បង� ញថា េប , ,a b c  ជាបីតួតគា� ៃនស�ុីតធរណីមា្រត េនាះេគបាន  2ac b=  (េគេហ b  ថា មធ្យមធរណីមា្រតៃន a  និង c )  ។ 

10. ្រសយប�� កថ់ា  ផលបកូ n  តួដំបូងៃនស�ុីតធរណីមា្រតកំណត់េដយ 
( )1 1

1

n

n

U q
S

q
−

=
−

  ។ 

11. ្រសយប�� កថ់ា ផលបូកអនន�តួៃនស�ុីត ( )nU  ែដល 1q <  កំណត់េដយ 1

1
US

q∞ = −
  ។ 

12. បង� ញថា 
( )1

1 2 3 ...
2

n n
n

+
+ + + + =   ។ 

13. បង� ញថា 
( )( )2 2 2 2 1 2 1

1 2 3 ...
6

n n n
n

+ +
+ + + + =   ។ 

14. បង� ញថា 
( )22

3 3 3 3 1
1 2 3 ...

4
n n

n
+

+ + + + =   ។ 

15. ្រសយប�� កល់ក�ណៈៃនផលបូកខងេ្រកម ៖ 

ក. 
1

n

k
c nc

=

=∑      ខ. 
1 1

n n

k k
k k

ca c a
= =

=∑ ∑  

គ. ( )
1 1 1

n n n

k k k k
k k k

a b a b
= = =

± = ±∑ ∑ ∑    ឃ. ( )2 2 2

1 1 1 1
2

n n n n

k k k k k k
k k k k

a b a a b b
= = = =

+ = + +∑ ∑ ∑ ∑  

16. ្រសយប�� កថ់ា ចេំពះ ស�ុីតៃនចំនួនពិត ( )na  ែដល 2n ≥  េគបាន  1n n nS S a−− =   ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ស�ុតី និងេសរ៊ ី

 

1. បង� ញថា េប d  ជាផលសងរមួៃនស�ុីតនព�ន� 1n nd U U+= −   

តមនិយមនយ័ស�ុីតនព�ន� ៖ តួនីមយួៗ េស�តួមុនបនា� ប ់បូកនឹងចំនួនេថរមយួ 

េគបាន 1n nU U d+ = +     (ែដល d  ជាចំនួនេថរ េហថាផលសងរមួ) 

នាឱំ្យ 1n nd U U+= −  

ដូចេនះ     1n nd U U+= −  ្រត�វបានបង� ញ   ។ 

2. ក. បង� ញថា តទួ ី n  ៃនស�ុីតនព�ន�មយួកណំតេ់ដយ ( )1 1nU U n d= + − ×   

េគមាន d  ជាផលសងរមួៃនស៊�ីតនព�ន� និង 1U ជាតួទីមយួ 

 េគបាន ( )2 1 1 2 1U U d U d= + = + −  

  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

3 2 1 1 1

4 3 1 1 1

5 4 1 1 1

2 3 1

2 3 4 1

3 4 5 1

U U d U d d U d U d

U U d U d d U d U d

U U d U d d U d U d

= + = + + = + = + −

= + = + + = + = + −

= + = + + = + = + −  

  ........................................................................................... 

  ........................................................................................... 

  ........................................................................................... 

តមលំនា ំ ( )1 1nU U n d= + − ×  

ដូចេនះ    បង� ញបានថា  ( )1 1nU U n d= + − ×       ។ 

 

ខ. បង� ញថា ស�ុីតនព�ន�មានតទួ ី n  គ ឺ 0nU U nd= +   េប 0U  ជាតទួមីយួ 

េគមាន d  ជាផលសងរមួៃនស៊�ីតនព�ន� និង 0U ជាតួទីមយួ 

 េគបាន 1 0 1 1U U d U d= + = +  

  

( )
( )
( )

2 1 0 0

3 2 0 0

4 3 0 0

2

2 3

3 4

U U d U d d U d

U U d U d d U d

U U d U d d U d

= + = + + = +

= + = + + = +

= + = + + = +  

  .................................................................... 

  .................................................................... 

  .................................................................... 

តមលំនា ំ 0nU U nd= +  

ដូចេនះ    បង� ញបានថា  0nU U nd= +       ។ 
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3. ្រសយប�� ក ់ផលបកូេស�ចមា� យពតីចុួង  1 2 1 3 2 1...n n n p n pU U U U U U U U− − − ++ = + = + = = +  

តមរូបមន� តួទី n  ៃនស�ុីតនព�ន�  ( )1 1nU U n d= + −  

េគបាន  ( ) ( )1 1 1 11 2 1nU U U U n d U n d+ = + + − = + −  

 ( ) ( )2 1 1 1 12 2 1nU U U d U n d U n d−+ = + + + − = + −  

 ( ) ( )3 2 1 1 12 3 2 1nU U U d U n d U n d−+ = + + + − = + −  

 .............................................................................................. 

 

( ) ( )

( )

1 1 1

1

1

1 1 1

2
2 1

p n pU U U p d U n p d

U pd d nd pd
U n d

− ++ = + − + + − + −  
= + − + −

= + −

 

េឃញថា ផលបូក ( )1 2 1 3 2 1 1... 2 1n n n p n pU U U U U U U U U n d− − − ++ = + = + = = + = + −  ដូចគា�  

ដូចេនះ      ផលបូកេស�ចមា� យពីតួចុង 1 2 1 3 2 1...n n n p n pU U U U U U U U− − − ++ = + = + = = +  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់     ។ 
 

4. បង� ញថា  េប ,a b  នងិ c  ជាបតីតួគា� ៃនស�ុីតនព�ន� េនាះ 
2

a cb +
=  

រេបៀបទ១ី តមផលបូកេស�ចមា� យពីតួចុង េបមានបីតួតគា�  , ,a b c  

   េគបាន  a c b b+ = +    ឬ   2b a c= +    នាឱំ្យ  
2

a cb +
=  

រេបៀបទ២ី តង a  ជាតួទី១  នាឱំ្យ  , 2b a d c a d= + = +   

   េគបាន 
2 2 2

2 2 2
a c a a d a d a d b+ + + +

= = = + =  

ដូចេនះ      
2

a cb +
=  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

5. ្រសយប�� កថ់ា ផលបកូ n  តដួបំងូៃនស�ុីតនព�ន�គ ឺ ( ) ( )1 12 1
2 2n n
n nS U U U n d = + = + −    

េគមាន  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3 2 1

1 2 3 2 1

1 2 1 3 2 3 2 2 1 1

...

...
2 ...

n n n n

n n n n

n n n n n n n

S U U U U U U
S U U U U U U
S U U U U U U U U U U U U

− −

− −

− − − −

= + + + + + +
+ = + + + + + +

= + + + + + + + + + + + +
 

តមផលបូកេស�ចមា� យពីតួចុង  េគបាន  1 2 1 3 2 ...n n nU U U U U U− −+ = + = + =  

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 12 ...n n n n n n nS U U U U U U U U U U U U= + + + + + + + + + + + +    មាន n  តួៃន ( )1 nU U+  

  
( )

( ) ( )

1

1

2

1
2

n n

n n

S n U U
nS U U

= +

= +
 

ម្យោ៉ងេទៀត  ( )1 1nU U n d= + −  

េនាះ ( )1  េទជា ( ) ( ) ( )1 1 11 2 1 2
2 2n
n nS U U n d U n d   = + + − = + −     

តម ( )1  និង ( )2  េគបាន  ( ) ( )1 12 1
2 2n n
n nS U U U n d = + = + −   

ដូចេនះ    ( ) ( )1 12 1
2 2n n
n nS U U U n d = + = + −    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់    ។ 
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6. បង� ញថា េប q  ជាផលេធៀបរមួៃនស�ុីតធរណីមា្រត េនាះេគបាន 1n

n

Uq
U

+=  

តមនិយមនយ័ស�ុីតធរណីមា្រត ៖ តួនីមយួៗ េស�តួមុនបនា� ប ់គុណនឹងចំនួនេថរមយួ 

េគបាន 1n nU U q+ = ×     (ែដល q  ជាចំនួនេថរ េហថាផលេធៀបរមួ) 

នាឱំ្យ 1n

n

Uq
U

+=  

ដូចេនះ     1n

n

Uq
U

+=   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

7. បង� ញថា រូបមន�តទួ ី n  ៃនស�ុីតធរណីមា្រតកណំតេ់ដយ :  1
1

n
nU U q −= ×   

េគមាន q  ជាផលេធៀបរមួៃនស�ុីតធរណីមា្រត និង 1U ជាតួទីមយួ 

េគបាន 2 1
2 1 1U U q U q −= × = ×  

  

( )
( )
( )

2 3 1
3 2 1 1 1

2 3 4 1
4 3 1 1 1

3 4 5 1
5 4 1 1 1

U U q U q q U q U q

U U q U q q U q U q

U U q U q q U q U q

−

−

−

= × = × × = × = ×

= × = × × = × = ×

= × = × × = × = ×  

  .................................................................................... 

តមលំនា ំ 1
1

n
nU U q −= ×  

ដូចេនះ    បង� ញបានថា  1
1

n
nU U q −= ×       ។ 

8. បង� ញថា ផលគុណតេួស�ចមា� យពតីចុួង  1 2 1 3 2 1...n n n p n pU U U U U U U U− − − +× = × = × = = ×  

តមរូបមន� តួទី n  ៃនស�ុីតធរណីមា្រត  1
1

n
nU U q −= ×  

េគបាន  1 2 1
1 1 1 1

n n
nU U U U q U q− −× = × × = ×  

 
2 2 1

2 1 1 1 1
2 3 2 1

3 2 1 1 1

n n
n

n n
n

U U U q U q U q
U U U q U q U q

− −
−

− −
−

× = × × × = ×

× = × × × = ×
 

  ..................................................................... 

 

( )1 11
1 1 1

2 1
1
2 1 2 1

1 1

n pp
p n p

p n p

p n p n

U U U q U q

U q q
U q U q

− + −−
− +

− −

− + − −

× = × × ×

= × ×

= × = ×

 

េឃញថា ផលគុណ 2 1
1 2 1 3 2 1 1... n

n n n p n pU U U U U U U U U q −
− − − +× = × = × = = × = ×  ដូចគា�  

ដូចេនះ     1 2 1 3 2 1...n n n p n pU U U U U U U U− − − +× = × = × = = ×  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
 

9. បង� ញថា េប , ,a b c  ជាបតីតួគា� ៃនស�ុីតធរណីមា្រត េនាះេគបាន  2ac b=   

រេបៀបទ១ី  តមផលគុណេស�ចមា� យពីតួចុង េបមានបីតួតគា�  , ,a b c  េគបាន  a c b b× = ×    ឬ   2b ac=    

រេបៀបទ២ី េបមានបីតួតគា�  , ,a b c   េគបាន 
b cq
a b

= =  នាឱំ្យបាន 2b ac=  

ដូចេនះ      2ac b=  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
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10. ្រសយប�� កថ់ា  ផលបកូ n  តដួបំងូៃនស�ុីតធរណីមា្រតកណំតេ់ដយ 
( )1 1

1

n

n

U q
S

q
−

=
−

 

េគមាន 1 2 3 2 1...n n n nS U U U U U U− −= + + + + + +  

  ( )2 3 2 1
1 1 1 1 1 1... 1n n n

nS U U q U q U q U q U q− − −= + + + + + +  

នាឱំ្យ ( )2 3 2 1
1 1 1 1 1 1... 2n n n

nqS U q U q U q U q U q U q− −= + + + + + +   (បានេដយយក ( )1 គុណនឹង q ) 

េគយក  ( ) ( )2 1−  

េគបាន 
( )

2 3 3 2 1
1 1 1 1 1 1 1

2 3 3 2 1
1 1 1 1 1 1 1

1 1

...

...
1

n n n n
n

n n n
n

n
n

qS U q U q U q U q U q U q U q

S U U q U q U q U q U q U q
q S U q U

− − −

− − −

 = + + + + + + +− 
= + + + + + + +

− = −
 

នាឱំ្យ               
( )1 1

1

n

n

U q
S

q
−

=
−

 

ដូចេនះ      ផលបូក n  តួដំបូងៃនស�ុីតធរណីមា្រតគឺ 
( )1 1

1

n

n

U q
S

q
−

=
−

 ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 

 

11. ្រសយប�� កថ់ា ផលបកូអនន�តៃួនស�ុីតធរណីមា្រត 1

1
US

q∞ = −
  

េគមាន  
( )1 1

1

n

n

U q
S

q
−

=
−

    ចំេពះ 1q ≠  អចសរេសរជា  1 1

1 1

n

n
U q US
q q

= −
− −

 

េប 1q <    េនាះ nq  កនែ់តតូចេទៗកលណាចំនួនត ួ n  កនែ់តធំេទៗមាននយ័ថា  0nq →  េពល n →+∞   

េគបាន  1 10
1 1n

U US S
q q∞= = − =
− −  

 (េ្រពះេពល n →+∞  េនាះ 0nq →  នាឱំ្យ 1 0
1

nU q
q

→
−

) 

ដូចេនះ     ផលបូកអនន�តួៃនស�ុីត ( )nU ែដល 1q <  កំណតេ់ដយ  1

1
US

q∞ = −
      ។ 

 

12. បង� ញថា  
( )1

1 2 3 ...
2

n n
n

+
+ + + + =  

រេបៀបទ១ី តង  ( )1 2 3 ... 1nS n= + + + +    

   ឬ      ( ) ( ) ( )1 2 ... 3 2 1 2nS n n n= + − + − + + + +  

   េដយយក ( ) ( )1 2+  េគបាន 

   

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 2 3 ... 2 1

1 2 ... 3 2 1
2 1 1 1 ... 1 1 1

1

n

n

n

n

S n n n

S n n n
S n n n n n n

n

 = + + + + − + − ++
= + − + − + + + +
= + + + + + + + + + + + +

+
((((((((((((((((((((

man tY

 

        
( )
( )

2 1

1
2

n

n

S n n

n n
S

= +

+
=

 

ដូចេនះ       
( )1

1 2 3 ...
2

n n
n

+
+ + + + =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 
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រេបៀបទ២ី ចំេពះស�ុីត 1 , 2 , 3 , ... , n  ជាស�ុីតនព�ន� ែដលមាន 1 1 , nU U n= =  និង 2 1 2 1 1d U U= − = − =  

   តមរូបមន� ( ) ( ) ( )
1

1
1

2 2 2n n

n nn nS U U n
+

= + = + =  

ដូចេនះ      
( )1

1 2 3 ...
2

n n
n

+
+ + + + =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

រេបៀបទ៣ី តមវចិរកំេណ ន ៖  តង  
( )1

1 2 3 ...
2n

n n
S n

+
= + + + + =  

េប 1n =   េនាះ 
( )1 1 1

1
2
+

=
 

1 1⇔ =    ពិត 

េប 2n =  េនាះ 
( )2 2 1

1 2
2
+

+ =
 

3 3⇔ =   ពិត 

ឧបមាថាវពិតដល់ n k=  េនាះ  
( )1

2k

k k
S

+
=    ពិត 

េយងនឹង្រសយថាវពិតដល់ 1n k= +  េនាះេគបាន 
( )

1

1 ( 2)
2k

k k
S +

+ +
=  

េគមាន ( )1 1k kS S k+ = + +
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 1 1 2

1
2 2 2

k k k k k k k
k

+ + + + + +
= + + = =   

ដូចេនះ      
( )1

1 2 3 ...
2

n n
n

+
+ + + + =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 

 

13. បង� ញថា 
( )( )2 2 2 2 1 2 1

1 2 3 ...
6n

n n n
S n

+ +
= + + + + =  

រេបៀបទ១ី  េគមាន ( )3 3 21 3 3 1k k k k+ = + + +   េបេគយក 1 , 2 , 3 ,... ,k n=    រចួបូកអង�និងអង�េដយស្រម�លគា�  េគបាន៖ 

  
( )

( ) ( ) ( )

3 3 2

3 3 2

3 3 2

3 3 2

3 3 2 2 2 2

2 1 3 1 3 1 1
3 2 3 2 3 2 1
4 3 3 3 3 3 1
....................................

1 3 3 3 1

1 1 3 1 2 3 ... 3 1 2 3 ...

n n n

n n n n

 = + ⋅ + ⋅ +


= + ⋅ + ⋅ +
+ = + ⋅ + ⋅ +


 + = + ⋅ + ⋅ +
+ = + + + + + + + + + + +

 េដយ   2 2 2 21 2 3 ...nS n= + + + +  និង 
( )1

1 2 3 ...
2

n n
n

+
+ + + + =    (្រសយប�� ករ់ចួខងេល) 

នាឱំ្យ   ( ) ( )3 1
1 1 3 3

2n

n n
n S n

+
+ = + + ⋅ +

 

េនាះ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3
3 3 1 2 1 3 1 2 1

3 1 1
2 2n

n n n n n n
S n n

+ + − + − +
= + − − − =  

       
( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 21 2 2 1 3 2 1 2 1 2 1

2 2 2

n n n n n n n n n n + + + − − + + + + = = =  

េគបាន 
( )( )1 2 1

6n

n n n
S

+ +
=  

ដូចេនះ    
( )( )2 2 2 2 1 2 1

1 2 3 ...
6n

n n n
S n

+ +
= + + + + =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់    ។ 
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រេបៀបទ២ី  ្រសយតមវចិរកំេណ ន  េគមាន 
( )( )2 2 2 2 1 2 1

1 2 3 ...
6n

n n n
S n

+ +
= + + + + =  

េប 1n =   េគបាន  
( )( )2 1 1 1 2 1

1
6

+ +
=  1 1⇔ =  ពិត 

េប 2n =   េគបាន  
( )( )2 2 2 2 1 4 1

1 2
6

+ +
+ =  5 5⇔ =  ពិត 

ឧបមាថា វពិតរហូតដល់  n k=  េគបាន  
( )( )1 2 1

6k

k k k
S

+ +
=  

េគនឹង្រសយថាវពិតរហូតដល់ 1n k= +  េគបាន  
( )( )( )

1

1 2 2 3
6k

k k k
S +

+ + +
=  

េដយ ( )2
1 1k kS S k+ = + +  

         

( )( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( )

( )( )

( ) ( ) ( )

( )( )( )

2

2

2

2

1 2 1
1

6
1 2 1 6 1

6
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14. បង� ញថា  
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15. ្រសយប�� កល់ក�ណៈៃនផលបកូខងេ្រកម ៖ 

ក. ្រសយប�� កថ់ា 
1
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ខ. ្រសយប�� កថ់ា 
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16. ្រសយប�� កថ់ា ចេំពះ 2n ≥  េគបាន  1n n nS S a−− =   

េគមាន ( )1 2 3 1... 1n n nS a a a a a−= + + + + +    និង ( )1 1 2 3 1... 2n nS a a a a− −= + + + +  

េគយក ( ) ( )1 2−  េគបាន ៖ 
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S a a a a
S S a
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− −

−

= + + + + +− 
= + + + +

− =
  

ដូចេនះ      ្រសយប�� ក់បានថា  1n n nS S a−− =   ពិតចំេពះ 2n ≥     ។  
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1. បង� ញលក�ណៈៃនស�័យគុណខងេ្រកម ៖ 
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ក�ុងមយួឆា�  ំ, t  ជាចំនួនឆា�  ំ, tP  ជា្របាកស់រុបរយៈេពល t ឆា�  ំ, ទូទត់ចំនួន n  ដងក�ុងមយួឆា�  ំ។ 

3. បង� ញថា ្រកបៃនអនុគមន ៍ xy a=  កតត់មចំណុចែដលមានកូអរេដេន ( )0 , 1  ជានិច� ។ 
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6. េគមានអនុគមន ៍ ( )
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7. េប ( )1 1,x y  និង ( )2 2,x y  ជាពីរចំណុចេនេលែខ្សេកង ( ) xf x a=  េនាះចំណុចទងំពីរ ( )1 2 1 2,x x y y+  និង 1
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កជ៏ាពីរចំណុចេនេលែខ្សេកង ( ) xf x a=  ែដរ ។ 

8. េបចំណុច ( )1 1,x y  េនេលែខ្សេកង ( ) xf x a=  េនាះចំណុចទងំពីរ ( )2
1 12 ,x y និង 

1
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 កេ៏នេលែខ្សេកង  ( ) xf x a=  

ែដរ ។ 
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1. បង� ញលក�ណៈៃនស�័យគុណខងេ្រកម ៖ 
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ច. បង� ញលក�ណៈៃនស�័យគុណ 0 1 , 0a a= ≠  
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ឆ. បង� ញលក�ណៈៃនស�័យគុណ 
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1 , 0n

n a a
a

−= ≠   ្រត�វបានបង� ញ      ។  
 

ជ. បង� ញលក�ណៈៃនស�័យគុណ n n na b ab× =  ែដល 0 , 0a b> >  នងិ n  ជាចនំនួគតវ់ជិ�មាន 2n ≥  

េគដឹងថា n na a=    (សូមកុំ្រចឡំថា n na a=  េ្រពះក�ុងខណៈេនះេយងសិក្សោែត 0 , 0a b> >  ) 

េគតង nx a=   េនាះ  nx a=  

   ny b=   េនាះ  ny b=  

េគបាន n nx y ab=   ឬ  ( )nxy ab=   ឬ   nxy ab=   ឬ  n n na b ab× =  

ដូចេនះ      លក�ណៈ  n n na b ab× =   ្រត�វបានបង� ញ      ។  
 

ឈ. បង� ញលក�ណៈៃនស�័យគុណ 
n

n
n

a a
bb

=   ែដល 0 , 0a b> >  នងិ n  ជាចនំនួគតវ់ជិ�មាន 2n ≥  

េគតង nx a=   េនាះ  nx a=  

   ny b=   េនាះ  ny b=  

េគបាន 
n

n
x a
y b

=   ឬ  
n

x a
y b

 
= 

 
  ឬ  n

x a
y b
=   ឬ   

n
n

n

a a
bb

=  

ដូចេនះ      លក�ណៈ  , 0
n

n
n

a a b
bb

= ≠   ្រត�វបានបង� ញ      ។  

ញ. បង� ញលក�ណៈៃនស�័យគុណ 
m

n m na a=  

េគតង n mx a=   ⇒   n mx a=   ឬ  ( ) ( )
1 1

n mn nx a=   ⇒   
1 1n m
n nx a

× ×
=    ឬ  

m
nx a=  នាឱំ្យ  

m
n m na a=  

ដូចេនះ      លក�ណៈ  
m

n m na a=   ្រត�វបានបង� ញ      ។  
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ដ. បង� ញលក�ណៈៃនស�័យគុណ n k n ka a⋅=  

េគតង nn k kx a x a= ⇒ =  ឬ  ( )knx a=   ឬ  nkx a=  ឬ  nkx a=   នាឱំ្យ   n k n ka a⋅=  

ដូចេនះ      លក�ណៈ  n k n ka a⋅=   ្រត�វបានបង� ញ      ។  

 

ឋ. បង� ញលក�ណៈៃនស�័យគុណ n k nm k ma a⋅ ⋅=  

េគតង n m n mx a x a= ⇒ =   ឬ  ( ) ( )k kn m kn kmx a x a= ⇒ =   ឬ kn kmx a=   នាឱំ្យ  n k nm k ma a⋅ ⋅=  

ដូចេនះ      លក�ណៈ  n k nm k ma a⋅ ⋅=   ្រត�វបានបង� ញ      ។  
 

2. បង� ញថា េគេ្របរូបមន� 0 1
nt

t
iP P
n

 = + 
 

ស្រមាបគ់ណនា្របាកស់រុបរយៈេពល t  ឆា�  ំ 

េគមាន 0P  ជា្របាកេ់ដម , i  ជាអ្រតករ្របាក ់ក�ុងមយួឆា�  ំ,  

  t  ជាចំនួនឆា�  ំ, tP  ជា្របាកស់រុបរយៈេពល t ឆា�  ំ, ទូទតច់ំនួន n  ដងក�ុងមយួឆា�  ំ

េគបាន ចំនួនករ្របាកេ់នឆា� ទំី១គឺ 0P i  

នាឱំ្យ ចំនួន្របាកស់រុបេនឆា� ទំី១ : ( )1 0 0 0 1P P P i P i= + = +  

  ចំនួន្របាកស់រុបេនឆា� ទំី២ : ( ) ( ) ( )( ) ( )2
2 0 0 0 01 1 1 1 1P P i P i i P i i P i= + + + = + + = +  

  ចំនួន្របាកស់រុបេនឆា� ទំី៣ : ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 3
3 0 0 0 01 1 1 1 1P P i P i i P i i P i= + + + = + + = +  

  ចំនួន្របាកស់រុបេនឆា� ទំី៤ : ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 4
4 0 0 0 01 1 1 1 1P P i P i i P i i P i= + + + = + + = +  

  ................................... : .................................................................................................... 

  ចំនួន្របាកស់រុបេនឆា� ទំី t  : ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
0 0 0 01 1 1 1 1t t t t

tP P i P i i P i i P i− − −= + + + = + + = +  

េគបាន  ស្រមាបក់រទូទតក់�ុងមយួឆា�  ំ1 ដង ( )0 1 t
tP P i= +  

   ស្រមាបក់រទូទតក់�ុងមយួឆា�  ំ 2  ដង ឬមយួឆមាសទូទតម់�ង  េគេ្របរូបមន� 
2

0 1
2

t

t
iP P  = + 

 
  េ្រពះ មយួឆា� ទូំទត ់

  ករ្របាក ់ 2  ដង នាឱំ្យ t  ឆា�  ំទូទត់ 2t  េហយមយួឆា� ទំទួលអ្រតករ្របាក ់ i  នាឱំ្យមយួឆមាសទទួលអ្រតករ្របាក់ / 2i ។ 

   ស្រមាបក់រទូទតក់�ុងមយួឆា�  ំ 4  ដង ឬមយួ្រតីមាសទូទតម់�ង  េគេ្របរូបមន� 
4

0 1
4

t

t
iP P  = + 

 
  េ្រពះ មយួឆា� ទូំទត ់

  ករ្របាក ់ 4  ដង នាឱំ្យ t  ឆា�  ំទូទត់ 4t  េហយមយួឆា� ទំទួលអ្រតករ្របាក ់ i  នាឱំ្យមយួ្រតីមាសទទួលអ្រតករ្របាក ់ / 4i ។ 

   ស្រមាបក់រទូទតក់�ុងមយួឆា�  ំ n  ដង   េគេ្របរូបមន�  0 1
nt

t
iP P
n

 = + 
 

  េ្រពះ មយួឆា� ទូំទត់ករ្របាក ់ n  ដង  នាឱំ្យ   

  t  ឆា�  ំទូទត ់ nt  េហយមយួឆា� ទំទួលអ្រតករ្របាក ់ i  េនាះករទូទត ់ n  ដងក�ុងមយួឆា� ទំទួលអ្រតករ្របាក ់ /i n ។ 
 

ដូចេនះ    េគេ្របរូបមន�  0 1
nt

t
iP P
n

 = + 
 

 ស្រមាបគ់ណនា្របាក់សរុបរយៈេពល t  ឆា�  ំក�ុងករណីទូទត ់ n  ដងក�ុងមយួឆា�  ំ  ។
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3. បង� ញថា ្រកបៃនអនុគមន ៍ xy a=  កតត់មចណុំចែដលមានកូអរេដេន ( )0 , 1  ជានចិ� 

េគមាន xy a=  ជាអនុគមនអ៍ិចស្ប៉ូណង់ែស្យលែដល 0a >  និង 1a ≠  

 ចំេពះ 0x =  េនាះេគបាន  0 1y a= =  , 0a > និង 1a ≠  

ម្យោ៉ងេទៀត 1y =   េនាះេគបាន  1xa =  ឬ  0xa a=  នាឱំ្យ 0x =  

ដូចេនះ      ្រកបៃនអនុគមន៍   xy a=  កតត់មចំណុច   ( )0 , 1     ។  

 

4. បង� ញថា េប ( ) xf x a=  េនាះ ( ) ( ) ( )f x f y f x y= +  

េគមាន ( ) xf x a=  

  ( ) yf y a=  

  ( ) x yf x y a ++ =  

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( )x y x yf x f y a a a f x y+= × = = +  

ដូចេនះ      ( ) xf x a=   េនាះ  ( ) ( ) ( )f x f y f x y= +   ្រត�វបានបង� ញ      ។  

 

5. បង� ញថា  ( ) ( ) 3f m f n+ =  

េគមាន ( )
12 2 2 2 2

2 2 2 2

x x

x x
f x

+ + ⋅ +
= =

+ +
   និង  1m n+ =  

នាឱំ្យ ( ) 2 2 2
2 2

m

m
f m ⋅ +

=
+

   

  ( ) 2 2 2
2 2

n

n
f n ⋅ +

=
+

 

េគបាន ( ) ( ) 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

m n

m n
f m f n ⋅ + ⋅ +

+ = +
+ +

 

   

( )( ) ( )( )
( )( )

( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

4 2 3 2 2 3 2 2 4 , 1
2 2 2 2 2 2

12 3 2 2 3 2 2
4 2 2 2 2

3 4 2 2 2 2

4 2 2 2 2
3

m n n m

m n

m n m n m n n m

m n m n

m n m n

m n m n

m n

m n

m n

m n

m n

+ +

+

+

+

⋅ + + + ⋅ + +
=

+ +

⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅ + ⋅ +
=

+ ⋅ + ⋅ +

⋅ + ⋅ + ⋅ +
= + =

+ ⋅ + ⋅ +

+ ⋅ + ⋅
=

+ ⋅ + ⋅

+ ⋅ + ⋅
=

+ ⋅ + ⋅
=

 

 

ដូចេនះ      ( ) ( ) 3f m f n+ =   ្រត�វបានបង� ញ        ។ 
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6. ្រសយប�� កថ់ា ( ) ( ) ( )
( ) ( )1

f a f b
f a b

f a f b
+

+ =
+

 

េគមាន ( )

2

2

2 2

1 1
1

1 1 1

x
x

x x xx x

xx x x
x

x x

eee e ee ef x
ee e ee

e e

−

−

−
−− −

= = = =
++ ++

 

នាឱំ្យ ( )
2

2

1
1

a

a

ef a
e

−
=

+
  ,   ( )

2

2

1
1

b

b

ef b
e

−
=

+
  ,   ( )

( )

( )

2

2

1
1

a b

a b

ef a b
e

+

+

−
+ =

+
 

េដយ ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

2 2 2 22 2

2 2 2 2

1 1 1 11 1
1 1 1 1

a b b aa b

a b a b

e e e ee ef a f b
e e e e

− + + − +− −
+ = + =

+ + + +
 

            

( )

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

1 1
1

2 2 1
1

a b a b a b b a

a b a b

a b

a b a b

e e e e e e
e e e

e
e e e

+ +

+

+

+

+ − − + + − −
=

+ + +
−

=
+ + +

 

េហយ ( ) ( )
2 2

2 2

1 1
1 1

a b

a b

e ef a f b
e e

− −
× = ×

+ +
( )( )
( )( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 22 2

1 1 1
11 1

a b a b a b

a b a ba b

e e e e e
e e ee e

+

+

− − − − +
= =

+ + ++ +
 

នាឱំ្យ ( ) ( )
2 2 2 2

2 2 2 2

11 1
1

a b a b

a b a b

e e ef a f b
e e e

+

+

− − +
+ = +

+ + +
 

               

( )

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

1 1
1

2 2 2
1

a b a b a b a b

a b a b

a b

a b a b

e e e e e e
e e e

e
e e e

+ +

+

+

+

+ + + + − − +
=

+ + +
+

=
+ + +

 

េគេធ�ផលេធៀប រវង ( )1  និង ( )2  េគបាន ៖ 

  
( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

2 2

22 2 2 22 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2
2 2 1 11

2 21 2 2 1 1
1

a b

a ba b a ba b a b

a b a b a b a b

a b a b

e
f a f b e e ee e e f a b

ef a f b e e e
e e e

+

++ ++

+ + + +

+

−
+ − − −+ + += = = = = +

++ + + +
+ + +

 

ដូចេនះ      ( ) ( ) ( )
( ) ( )1

f a f b
f a b

f a f b
+

+ =
+

   ្រត�វបានបង� ញ        ។ 

 

7. បង� ញថា  ចណុំចទងំពរី ( )1 2 1 2,x x y y+  នងិ 1
1 2

2

, yx x
y

 
− 

 
 កជ៏ាពរីចណុំចេនេលែខ្សេកង ( ) xf x a=  ែដរ 

េគមាន ( )1 1,x y  និង ( )2 2,x y  ជាពីរចំណុចេនេលែខ្សេកង ( ) xf x a=   

នាឱំ្យ ( ) 1
1 1

xf x a y= =   និង ( ) 2
2 2

xf x a y= =  

េគបាន ( ) 1 2 1 2
1 2 1 2

x x x xf x x a a a y y++ = = ⋅ =  េនះប�� ក់ថា ចំណុច ( )1 2 1 2,x x y y+  េនេលែខ្សេកងតង ( ) xf x a=  

  ( )
1

1 2

2

1
1 2

2

x
x x

x

yaf x x a
a y

−− = = = េនះប�� កថ់ា ចំណុច 1
1 2

2

, yx x
y

 
− 

 
 េនេលែខ្សេកងតង ( ) xf x a=  

ដូចេនះ      ពីរចំណុច  ( )1 2 1 2,x x y y+  និង 1
1 2

2

, yx x
y

 
− 

 
 េនេលែខ្សេកងតង ( ) xf x a=      ។ 
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8. បង� ញថា  ចណុំចទងំពរី ( )2
1 12 ,x y និង 

1
1

1,x
y

 
− 
 

 កេ៏នេលែខ្សេកង  ( ) xf x a=  ែដរ 

េគមាន ( )1 1,x y  ជាចំណុចេនេលែខ្សេកង ( ) xf x a=  

នាឱំ្យ ( ) 1
1 1

xf x a y= =   និង ( ) 2
2 2

xf x a y= =  

េគបាន ( ) ( )1 1
22 2

1 12 x xf x a a y= = =   េនះប�� កថ់ា ចំណុច ( )2
1 12 ,x y  េនេលែខ្សេកងតង ( ) xf x a=  

  ( ) 1

11
1

1 1x
xf x a

a y
−− = = =       េនះប�� កថ់ា ចំណុច 

1
1

1,x
y

 
− 
 

េនេលែខ្សេកងតង ( ) xf x a=  

ដូចេនះ      ពីរចំណុច  ( )2
1 12 ,x y និង 

1
1

1,x
y

 
− 
 

 េនេលែខ្សេកងតង ( ) xf x a=      ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន េលករតី 

 

1. បង� ញថា ្រកបៃនអនុគមន ៍ ( )y f x=  ជា្រកបឆ�ុះគា� នឹង្រកបអនុគមន្៍រចសរបស់វ ( )1y f x−=  េធៀបនឹងបនា� ត ់ y x=  ។ 

2. ្រសយប�� កល់ក�ណៈេលករតីខងេ្រកម ៖ 

ក. ( )log log loga a ax y x y× = +  ខ. log log loga a a
x x y
y

 
= − 

 
 គ. log logn

a ax n x=  

ឃ. 
1log

loga
x

x
a

=  ង. 
loglog
log

b
a

b

xx
a

=  ច. 01log =a   

ឆ. log x
a a x=  ជ. log , 0a xa x x= >  ឈ. 1log =aa  

3. ្រសយប�� កថ់ា្រកបៃនអនុគមន ៍ logay x=  កត់តមចំណុចែដលមានកូអរេដេន ( )1 , 0  ជានិច� ។ 

4. បង� ញថា េគបាន  log xy
abM

a b
=

+
  េប log x M a=  និង log y M b=  ។ 

5. េគឱ្យ  ( ) 1lg
1

xf x
x

+
=

−
  ។  បង� ញថា  ( ) ( )

1
x yf x f y f

xy
 +

+ =  + 
 ។ 

6. បង� ញថា េប ( ) logaf x x=  េនាះ ( ) ( ) ( )f xy f x f y= +  ។ 

7. បង� ញថា េប ( )1 1,x y  និង ( )2 2,x y  ជាពីរចំណុចេនេលែខ្សេកង logay x=  េនាះចំណុច 1
1 2

2

,x y y
x

 
− 

 
 កស៏�ិតេនេលែខ្ស 

េកង logay x=  ែដរ។ 

8. បង� ញថា េប ( )1 1,x y  ជាចំណុចេនេលែខ្សេកង logay x=  េនាះចំណុច ( )2
1 1, 2x y  និងចំណុច 1

1

1 , y
x

 
− 

 
 កជ៏ាចំណុចស�ិត 

េនេលែខ្សេកង logay x=  ែដរ ។ 

9. ក. ្រសយប�� ក់ថា  
1log logn aa

x x
n

=   ែដល  0 1 , 0 , 0a x n< ≠ > >  

ខ. េប 0 1 , 0 1a x< ≠ < ≠  ្រសយប�� កថ់ា  
( )

2 3

11 1 1 1...
log log log log 2logna aa a a

n n
x x x x x

+
+ + + + =   ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន េលករតី 

 

1. បង� ញថា ្រកបៃនអនុគមន ៍ ( )y f x=  ជា្រកបឆ�ុះគា� នងឹ្រកបអនុគមន្៍រចសរបស់វ ( )1y f x−=  េធៀបនងឹបនា� ត ់ y x=  

េគមាន លក�ណៈឆ�ុះេធៀបនឹងបនា� តពុ់ះទី១ y x=  ៖ 

  េបពីរចំណុច  ( ),P x y  និង ( ),P x y′ ′ ′  ជាចំណុចឆ�ុះគា� េធៀបនឹងបនា� ត់ y x=  លុះ្រតែត x y′=  និង y x′=   ។ 

 តមនិយមនយ័អនុគមន៍្រចស : េប 1f −  ជាអនុគមន្៍រចសៃនអនុគមន ៍ f  េនាះេគបាន ( ) ( )1f a b f b a−= ⇔ =  

េគតង ( ),P a b  ជាចំណុចេនេល្រកបៃនអនុគមន ៍ f  

  េប 1f −  ជាអនុគមន្៍រចសៃន f  េនាះេគបាន ( )1f b a− =   េនះប�� កថ់ា ចំណុច ( ),P b a′  េនេល្រកបៃន 1f −  

េគសេង�ត េឃញថា  ( ),P a b  ជាចំណុចៃន f  និង  ( ),P b a′  ជាចំណុចៃន 1f −  

តមនិយមនយ័អនុគមន៍្រចស េគបាន  ( ),P b a′  ជាចំណុចឆ�ុះៃន  ( ),P a b  េធៀបនឹងបនា� តពុ់ះទី១ y x=  

េដយ ្រកបៃនអនុគមន៍ f  និង 1f −  មានគូៗចំណុច ( ),P a b  និង ( ),P b a′  ឆ�ុះគា�  

នាឱំ្យ ្រកបៃនអនុគមន៍ f  និង 1f −  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងបនា� តពុ់ះទី១ y x=  

ដូចេនះ      ្រកបៃនអនុគមន៍ f  និង 1f −  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងបនា� តពុ់ះទី១ y x=      ។ 
 

2. ្រសយប�� កល់ក�ណៈេលករតីខងេ្រកម ៖ 

ក. ្រសយប�� កល់ក�ណៈ  ( )log log loga a ax y x y× = +  

េគតង logam x=    េនាះ  mx a=  

   logan y=    េនាះ   ny a=  

េគបាន m nx y a a× = ×   ឬ  m nx y a +× =   នាឱំ្យ  ( )loga x y m n× = +   ឬ   ( )log log loga a ax y x y× = +  

ដូចេនះ        លក�ណៈេលករតី  ( )log log loga a ax y x y× = +    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់     ។ 
 

ខ. ្រសយប�� កល់ក�ណៈ log log loga a a
x x y
y

 
= − 

 
 

េគតង logam x=    េនាះ  mx a=  

   logan y=    េនាះ   ny a=  

េគបាន 
m

n
x a
y a
=     ឬ   m nx a

y
−=   នាឱំ្យ      loga

x m n
y

 
= − 

 
   ឬ   log log loga a a

x x y
y

 
= − 

 
 

ដូចេនះ        លក�ណៈេលករតី  log log loga a a
x x y
y

 
= − 

 
   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់     ។ 

 

គ. ្រសយប�� កល់ក�ណៈ  log logn
a ax n x=  

ពិនិត្យ ( )log log ... log log log ... log logn
a a a a a a a

nn

x x x x x x x x x n x= × × × × = + + + + =




tYktþa

 

ដូចេនះ        លក�ណៈេលករតី  log logn
a ax n x=    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់     ។  
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ឃ. ្រសយប�� កល់ក�ណៈ   
1log

loga
x

x
a

=  

េគតង logam x=    េនាះ  mx a=  

   log xn a=    េនាះ   na x=  

េគបាន mx a=   ឬ  ( )mnx x=   ឬ  mnx x=   ទញបាន  1mn =  

ចំេពះ 1mn =   ឬ  ( )( )log log 1a xx a =      ទញបាន  
1log

loga
x

x
a

=  

ដូចេនះ        លក�ណៈេលករតី  
1log

loga
x

x
a

=    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។  

 

ង. ្រសយប�� កល់ក�ណៈ  
loglog
log

b
a

b

xx
a

=  

េគតង logay x=   នាឱំ្យ  yx a=  

េគបាន log log y
b bx a=    ឬ   log logb bx y a=  

ទញបាន 
log
log

b

b

x y
a
=   ឬ  

log log
log

b
a

b

x x
a
=  

ដូចេនះ      លក�ណៈេលករតី  
loglog
log

b
a

b

xx
a

=    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។  

  
ច. ្រសយប�� កល់ក�ណៈ  01log =a  

តមអនុគមន្៍រចស    logx
aa k x k= ⇔ =  

េដយ  0 1 0 log 1aa = ⇔ =    

ដូចេនះ      លក�ណៈេលករតី  01log =a    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។  
 

ឆ. ្រសយប�� កល់ក�ណៈ  log x
a a x=  

េគមាន log logx
a aa x a=    ឬ   log x

a a x=  

ដូចេនះ      លក�ណៈេលករតី  log x
a a x=    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។  

  

ជ. ្រសយប�� កល់ក�ណៈ  log , 0a xa x x= >  

តមអនុគមន្៍រចស    logx
aa k x k= ⇔ =  

 េគបាន log log loga x
a aa x x x= ⇔ =  

េដយ log loga ax x=  ពិត   នាឱំ្យ  loga xa x=   កព៏ិតែដរ 

ដូចេនះ      លក�ណៈេលករតី  log x
a a x=    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 

 

ឈ. ្រសយប�� កល់ក�ណៈ  1log =aa  

េដយ 1a a=   សមមូល  1log =aa  

ដូចេនះ      លក�ណៈេលករតី  1log =aa    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 
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3. ្រសយប�� កថ់ា្រកបៃនអនុគមន ៍ logay x=  កតត់មចណុំចែដលមានកូអរេដេន ( )1 , 0  ជានចិ� 

េគមាន logay x=  

ចំេពះ 1x =   េគបាន  log 1 0ay = =  

ចំេពះ 0 log 0ay x= ⇒ =   េនាះ  0 1x a= =  

តមករណីទងំពីរខងេលប�� កថ់ា  ្រកបៃនអនុគមន ៍ logay x=  កតត់មចំណុច ( )1 , 0  ជានិច�  

ដូចេនះ      ្រកបៃនអនុគមន៍  logay x=   កត់តមចំណុច ( )1 , 0  ជានិច� ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។  
 

 

4. បង� ញថា  log xy
abM

a b
=

+
   

េគមាន log x M a=  និង log y M b=  

េដយ 
1 1 1 1 1log 1 1 1 1log log log

log log

xy
M M M

x y

abM b axy x y a b
M M a b ab

= = = = = =
++ ++ +

 

ដូចេនះ        log xy
abM

a b
=

+
   ្រត�វបានបង� ញ      ។  

 

5. បង� ញថា   ( ) ( )
1
x yf x f y f

xy
 +

+ =  + 
 

េគមាន ( ) 1lg
1

xf x
x

+
=

−
   េនាះ  ( ) 1lg

1
yf y
y

+
=

−
   ,    

េគបាន 
( ) ( )
( ) ( )

11 1 111 1lg lg lg lg11 1 1 11
1 1

x y xy x y
x y xx y xy x yxy xyf x y xy x yxy xy x y x y x

xy xy

+ + + +
+

+ + + + + + ++ += = = =  + + − −+ + − − − − −  −
+ +

 

         
( )( )
( )( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1lg lg lg lg
1 1 1 1 1 1

x y x y x y f x f y
x y x y x y

+ +  + + + +
= = × = + = + − − − − − − 

 

ដូចេនះ      ( ) ( )
1
x yf x f y f

xy
 +

+ =  + 
   ្រត�វបានបង� ញ      ។  

 

6. បង� ញថា  ( ) ( ) ( )f xy f x f y= +  

េគមាន ( ) logaf x x=   េនាះ  ( ) logaf y y=  

េគបាន ( ) logaf xy xy=  

             
( ) ( )

log loga ax y
f x f y

= +

= +
 

ដូចេនះ      ( ) ( ) ( )f xy f x f y= +    ្រត�វបានបង� ញ      ។  
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7. បង� ញថា ចណុំច 1
1 2

2

,x y y
x

 
− 

 
 ស�ិតេនេលែខ្សេកង logay x=   

េគមាន ( )1 1,x y  និង ( )2 2,x y  ជាពីរចំណុចេនេលែខ្សេកង logay x=  

នាឱំ្យ 1 1logay x=   និង  2 2logay x=  

េគបាន 1
1 2 1 2

2

log log loga a a
x x x y y
x

= − = −   េនះប�� កថ់ា  ចំណុច 1
1 2

2

,x y y
x

 
− 

 
 ស�ិតេនេលែខ្សេកង logay x=  

ដូចេនះ      ចំណុច 1
1 2

2

,x y y
x

 
− 

 
 ស�ិតេនេលែខ្សេកង logay x=   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

8. បង� ញថា ចណុំច ( )2
1 1, 2x y  នងិ 1

1

1 , y
x

 
− 

 
 ជាចណុំចស�ិតេនេលែខ្សេកង logay x=   

េគមាន ( )1 1,x y  ជាចំណុចេនេលែខ្សេកង logay x=  

នាឱំ្យ 1 1logay x=  

េដយ 2
1 1 1log 2log 2a ax x y= =   េនះប�� កថ់ា  ចំណុច ( )2

1 1, 2x y  ស�ិតេនេលែខ្សេកង logay x=  

េហយ 1 1
1

1log log 1 loga a a x y
x
= − = −   េនះប�� កថ់ា ចំណុច 1

1

1 , y
x

 
− 

 
 ស�ិតេនេលែខ្សេកង logay x=  

ដូចេនះ      ចំណុច ( )2
1 1, 2x y  និង 1

1

1 , y
x

 
− 

 
 ស�ិតេនេលែខ្សេកង logay x=   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

9. ក. ្រសយប�� កថ់ា  
1log logn aa

x x
n

=   ែដល  0 1 , 0 , 0a x n< ≠ > >  

េគមាន 
1 1 1 1 1log log

log log logn ana
x x x

x x
a n a n a n

= = = × =  

ដូចេនះ     
1log logn aa

x x
n

=    ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  
( )

2 3

11 1 1 1...
log log log log 2logna aa a a

n n
x x x x x

+
+ + + + =     ែដល  0 1 , 0 1a x< ≠ < ≠  

េគមាន    
2 3

1 1 1 1...
log log log log na a a a

x x x x
+ + + +  

  

( ) ( ) ( )

1 1 1 1...1 1 1log log log log
2 3

1 2 3 ...
log log log log

1 11 11 2 3 ...
log 2 log 2log

n

n

a
a a a

a a a a

a a a

x x x x
n

n
x x x x

n n n n
n

x x x

= + + + +

= + + + +

+ +
= × + + + + = × =

 

ដូចេនះ     
( )

2 3

11 1 1 1...
log log log log 2logna aa a a

n n
x x x x x

+
+ + + + =     ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ្រតីេកណមា្រត 

 

1. ្រសយប�� ក ់រូបមន�មុ ំθ  និង 2kθ π+  ៃនអនុគមន្៍រតីេកណមា្រតែដលមាន k∈  ដូចខងេ្រកម ៖ 

( ) ( )
( ) ( )

sin 2 sin cos 2 cos

tan tan cot cot

k k

k k

θ π θ θ π θ

θ π θ θ π θ

+ = + =

+ = + =
 

2. ្រសយប�� ក ់រូបមន�មុផំ�ុយ θ  និង θ−  ដូចខងេ្រកម ៖ 

( ) ( )
( ) ( )

sin sin cos cos

tan tan cot cot

θ θ θ θ

θ θ θ θ

− = − − =

− = − − = −
 

3. ្រសយប�� ក ់រូបមន�មុបំំេពញ 
2
π θ − 
 

 និង θ  ដូចខងេ្រកម ៖ 

sin cos cos sin
2 2

tan cot cot tan
2 2

π πθ θ θ θ

π πθ θ θ θ

   − = − =   
   
   − = − =   
   

 

4. ្រសយប�� ក ់រូបមន�មុែំដលមានផលសងេស� 2
π

 ដូចខងេ្រកម ៖ 

( ) ( )

( ) ( )

sin cos cos cos sin sin
2 2

tan cot cot cot tan tan
2 2

π πθ θ θ θ θ θ

π πθ θ θ θ θ θ

   + = − = + = − = −   
   
   + = − = − + = − = −   
   

 

5. ្រសយប�� ករូ់បមន�មុបំែន�ម ( )π θ−  និង θ  ដូចខងេ្រកម ៖ 

( ) ( )
( ) ( )

sin sin cos cos

tan tan cot cot

π θ θ π θ θ

π θ θ π θ θ

− = − = −

− = − − = −
 

6. ្រសយប�� ករូ់បមន�មុែំដលមានផលសងេស� π  ដូចខងេ្រកម ៖ 

( ) ( )
( ) ( )

sin sin cos cos

tan tan cot cot

π θ θ π θ θ

π θ θ π θ θ

+ = − + = −

+ = + =
 

7. ្រសយប�� កខ់ួបៃនអនុគមន៍្រតីេកណមា្រត ដូចខងេ្រកម ៖ 

ក. អនុគមន ៍ sin x   និងអនុគមន ៍ cos x   មានខួប 2p π=  

ខ. អនុគមន ៍ sin ax   និងអនុគមន ៍ cos ax   មានខួប 
2T
a
π

=  

គ. អនុគមន ៍ tan x   និងអនុគមន ៍ cot x   មានខួប p π=  

ឃ.អនុគមន ៍ tan ax  និងអនុគមន ៍ cot ax   មានខួប T
a
π

=  

8. ្រសយប�� កភ់ាពគូ-េសស ៃនអនុគមន្៍រតីេកណមា្រតដូចខងេ្រកម ៖ 

ក. អនុគមន ៍ ( ) cosf x x=  ជាអនុគមនគូ៍ ។ 

ខ. អនុគមន ៍ ( ) ( )sin , tanf x x f x x= =  និង ( ) cotf x x=  ជាអនុគមនេ៍សស  ។ 
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9. ក. ្រសយប�� ក់ថា  ( )cos cos cos sin sinα β α β α β− = +   តមពីររេបៀបខុសគា�  ។ 

ខ. បង� ញថា ( )cos cos cos sin sinα β α β α β+ = −  

   

( )
( )

( )

( )

( )

( )

sin sin cos sin cos

sin sin cos sin cos
tan tantan

1 tan tan
tan tantan

1 tan tan
cot cot 1cot
cot cot
cot cot 1cot
cot cot

α β α β β α

α β α β β α
α βα β
α β

α βα β
α β

α βα β
β α
α βα β
β α

+ = +

− = −

+
+ =

−
−

− =
+

−
+ =

+
+

− =
−

 

10. ្រសយប�� ករូ់បមន� ដូចខងេ្រកម ៖ 

2 2 2 2

2

2

2

2

sin 2 2sin cos
cos 2 cos sin 1 2sin 2cos 1

2 tantan 2
1 tan

sin 2sin cos
2 2

1 coscos
2 2

1 cossin
2 2

1 costan
2 1 cos

α α α

α α α α α
αα
α

α αα

α α

α α

α α
α

=

= − = − = −

=
−

=

+
=

−
=

−
=

+

 

11. ្រសយប�� ករូ់បមន� ដូចខងេ្រកម េបេគតង tan
2

tα
=   ៖ 

2

2

2

2

1cos
1

2sin
1

2tan
1

t
t

t
t
t
t

α

α

α

−
=

+

=
+

=
−

 

12. ្រសយប�� កទ់ំនាកទ់ំនងខងេ្រកម  ៖ 
3 2 3

2 3 3

cos3 cos 3cos sin 4cos 3cos
sin 3 3cos sin sin 4sin 3sin

α α α α α α
α α α α α α

= − = −
= − = − +

 

4 4 2 2

3 3

cos 4 cos sin 6cos sin
sin 4 4cos sin 4cos sin

α α α α α
α α α α α

= + −
= −

 

េរៀបេរៀងេដយ : គរនុិស្សតិ  េ្របស ដរ៉ 131 ឯកេទស : គណិតវទិ្យោ 

 
www.facebook.com/7khmer
fb : Entertainment  And Knowledge



ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន ្រតេីកណមា្រត   ថា� ក់ទី ១១ 

13. ្រសយប�� ករូ់បមន� បំែលងពីផលគុណេទផលបូក ខងេ្រកម ៖ 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1cos cos cos cos
2

1sin sin cos cos
2
1sin cos sin sin
2
1sin cos sin sin
2

α β α β α β

α β α β α β

α β α β α β

β α α β α β

= + + −  

= − − +  

= + + −  

= + − −  

 

14. ្រសយប�� ករូ់បមន� បំែលងពីផលបូក េទផលគុណ ខងេ្រកម ៖ 

( )

( )

( )

( )

cos cos 2cos cos
2 2

cos cos 2sin sin
2 2

sin sin 2sin cos
2 2

sin sin 2sin cos
2 2

sin
tan tan

cos cos
sin

tan tan
cos cos
sin

cot cot
sin sin

sin
cot cot

sin sin

p q p qp q

p q p qp q

p q p qp q

p q p qp q

p q
p q

p q
p q

p q
p q
p q

p q
p q

p q
p q

p q

+ −
+ =

+ −
− = −

+ −
+ =

− +
− =

+
+ =

−
− =

+
+ =

−
− = −
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ្រតីេកណមា្រត 

 

1. ្រសយប�� ក ់រូបមន�មុ ំθ  នងិ 2kθ π+  ៃនអនុគមន្៍រតេីកណមា្រតែដលមាន k∈  ដូចខងេ្រកម ៖ 

្រសយប�� កថ់ា  ( )sin 2 sinkθ π θ+ =   និង  ( )cos 2 coskθ π θ+ =  

រេបៀបទ១ី  តមវុចិទរ័ 

េដយ មុ ំθ   និងមុ ំ 2kθ π+  ជាមុែំដលមានវុចិទ័រគល់ និងវុចិទ័រចុងដូចគា�  

នាឱំ្យ ( )sin 2 sinkθ π θ+ =  និង ( )cos 2 coskθ π θ+ =  

ដូចេនះ      ( )sin 2 sinkθ π θ+ =  និង ( )cos 2 coskθ π θ+ =  
 

រេបៀបទ២ី  តមនិមយនយ័ខួបៃនអនុគមន ៍

និមយនយ័ f  ជាអនុគមនម៍ានែដនកំណត ់ D  ។ f  ជាអនុគមន៍មានខួប p  លុះ្រតែត p  ជាចំនួនវជិ�មានតូចបផុំតែដល 

   ,x D∀ ∈ ( ) ( )f x p f x+ =  ។ 

   ពីនិយមនយ័ទញបាន  ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ...f x f x p f x p p f x p p p= + = + + = + + + =  

      ឬ    ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ...f x f x p f x p p f x p p p= − = − − = − − − =  

េដយ 2π  ជាចំនួនវជិ�មានតូចបំផុតែដល ( )sin 2 sinθ π θ+ =  និង ( )cos 2 cosθ π θ+ =  

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) ( )( ) ( )( )( )sin sin 2 sin 2 2 sin 2 2 2 ...θ θ π θ π π θ π π π= + = + + = + + + =  

   ( ) ( )( ) ( )( )( )cos cos 2 cos 2 2 cos 2 2 2 ...θ θ π θ π π θ π π π= + = + + = + + + =  

        ឬ ( ) ( )( ) ( )( )( )sin sin 2 sin 2 2 sin 2 2 2 ...θ θ π θ π π θ π π π= − = − − = − − − =  

   ( ) ( )( ) ( )( )( )cos cos 2 cos 2 2 cos 2 2 2 ...θ θ π θ π π θ π π π= − = − − = − − − =  

នាឱំ្យ ( )sin 2 sinkθ π θ+ =  និង ( )cos 2 coskθ π θ+ =   ែដល k∈  

ដូចេនះ      ( )sin 2 sinkθ π θ+ =  និង ( )cos 2 coskθ π θ+ =       ។ 
 

្រសយប�� កថ់ា  ( )tan tankθ π θ+ =   និង  ( )cot cotkθ π θ+ =  

តមនិយមនយ័ខួបៃនអនុគមន ៍(មានបង� ញរចួខងេល) 

 េប f  មានខួប 0p >  េគបាន ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ...f x f x p f x p p f x p p p= + = + + = + + + =  

           ឬ    ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ...f x f x p f x p p f x p p p= − = − − = − − − =  

េដយ π  ជាចំនួនវជិ�មានតូចបំផុតែដល ( )tan tanθ π θ+ =  និង ( )cot cotθ π θ+ =  

េគបាន ( ) ( )( ) ( )( )( )tan tan tan tan ...θ θ π θ π π θ π π π= ± = ± ± = ± ± ± =  

   ( ) ( )( ) ( )( )( )cot cot cot cot ...θ θ π θ π π θ π π π= ± = ± ± = ± ± ± =  

នាឱំ្យ ( )tan tankθ π θ+ =  និង ( )cot cotkθ π θ+ =  

ដូចេនះ      ( )tan tankθ π θ+ =  និង ( )cot cotkθ π θ+ =       ។ 

2θ π+
θ

sinθ

cosθπ

1−

1−

1
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2. ្រសយប�� ក ់រូបមន�មុផំ�ុយ θ  នងិ θ−  ដូចខងេ្រកម ៖ 

្រសយប�� កថ់ា  ( )sin sinθ θ− = −  នងិ ( )cos cosθ θ− =  

មុពំីរផ�ុយគា�  កលណាផលបូករង� ស់វេស�សូន្យតម 2π  

េគតង ( ),OA OP θ=
 

 និង ( ),OA OP θ′ ′=
 

 

   េហយ 0θ θ ′+ =  តម 2π  េនាះ  θ θ ′= −  តម 2π  

េគបាន កូអរេដេនៃនចំណុច P  និង P′  គឺ  

   ( )cos , sinP θ θ  និង ( ) ( ) ( )( )cos , sin cos , sinP Pθ θ θ θ′ ′ ′ ′= − −  

េដយ P  និង P′  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងអក័្សអប់សីុស  (េនាះចំណុចទងំពីរមាន អបសីុ់សដូចគា�  និងអរេដេនផ�ុយគា� ) 

   េគបាន  ( )cos cosθ θ− =  និង ( )sin sinθ θ− = −  

ដូចេនះ      រូបមន�  ( )sin sinθ θ− = −   និង ( )cos cosθ θ− =    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 

 

្រសយប�� កថ់ា  ( )tan tanθ θ− = −  នងិ ( )cot cotθ θ− = −  

េគមាន ( )sin sinθ θ− = −   និង ( )cos cosθ θ− =   (្រសយរចួខងេល) 

េដយ ( ) ( )
( )

sin sintan tan
cos cos

θ θθ θ
θ θ

− −
− = = = −

−
   

   ( ) ( )
( )

cos coscot cot
sin sin

θ θθ θ
θ θ
−

− = = = −
− −

 

ដូចេនះ      រូបមន�  ( )tan tanθ θ− = −   និង ( )cot cotθ θ− = −    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 

 

3. ្រសយប�� ក ់រូបមន�មុបំេំពញ 
2
π θ − 
 

 នងិ θ  ដូចខងេ្រកម ៖ 

្រសយប�� កថ់ា  sin cos
2
π θ θ − = 
 

 នងិ cos sin
2
π θ θ − = 
 

 

ក�ុងរង�ង្់រតីេកណមា្រត   េគតង  ( ),OA OP θ=
 

 និង ( ),
2

OA OP π θ ′ = − 
 

 

 

េគបាន កូអរេដេនៃនចំណុច P  និង P′  គឺ 

   ( )cos , sinP θ θ  និង cos , sin
2 2

P π πθ θ    ′ − −    
    

 

េដយ ចំណុច P  និង P′  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងបនា� តពុ់ះទី១ y x=   

   (េនាះ អប់សីុសៃន P េស�អរេដេនៃន P′   និង  អរេដេនៃន P េស�អបសីុ់សៃន P′ ) 

េគបាន cos sin
2
πθ θ = − 
 

 និង sin cos
2
πθ θ = − 
 

 

ដូចេនះ      រូបមន�  sin cos
2
π θ θ − = 
 

  និង cos sin
2
π θ θ − = 
 

   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 

សមា� ល់ ្របសិនេបើអ�កសា� ក់េស�ើរ លក�ណៈឆ� �ះេធៀបនឹងអ័ក្ស ឬេធៀបនឹងបន� ត់ y x=  សូមេមើលេមេរៀនបំែលងរូបក� �ងប�ង់   ។ 

θ

y

x

1−

1−

1

P

P′

A
O

2
π θ−

y x=

θ

y

x

1−

1−

1

θ ′

P

P′

A
O
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្រសយប�� កថ់ា  tan cot
2
π θ θ − = 
 

 នងិ cot tan
2
π θ θ − = 
 

 

េគមាន sin cos
2
π θ θ − = 
 

  និង cos sin
2
π θ θ − = 
 

   (្រសយរចួខងេល) 

េគបាន 
sin

cos2tan cot
2 sincos

2

π θ
π θθ θ

π θθ

 −    − = = =     − 
 

 

   
cos

sin2cot tan
2 cossin

2

π θ
π θθ θ

π θθ

 −    − = = =     − 
 

 

ដូចេនះ     រូបមន�   tan cot
2
π θ θ − = 
 

 និង cot tan
2
π θ θ − = 
 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

4. ្រសយប�� ក ់រូបមន�មុែំដលមានផលសងេស� 2
π

 ដូចខងេ្រកម ៖ 

្រសយប�� កថ់ា  ( )sin cos cos
2
π θ θ θ + = − = 
 

 នងិ ( )cos sin sin
2
π θ θ θ + = − = − 
 

 

េគមាន រូបមន� sin cos
2
π θ θ − = 
 

  និង cos sin
2
π θ θ − = 
 

 

   រូបមន�  ( )cos cosθ θ− =   និង ( )sin sinθ θ− = −  

េគបាន ( ) ( )sin sin cos cos
2 2
π πθ θ θ θ   + = − − = − =   
   

 

   ( ) ( )cos cos sin sin
2 2
π πθ θ θ θ   + = − − = − = −   
   

 

ដូចេនះ     រូបមន�   ( )sin cos cos
2
π θ θ θ + = − = 
 

 និង ( )cos sin sin
2
π θ θ θ + = − = − 
 

 ្រត�វបាន្រសយ     ។ 

 

្រសយប�� កថ់ា  ( )tan cot cot
2
π θ θ θ + = − = − 
 

 នងិ ( )cot tan tan
2
π θ θ θ + = − = − 
 

 

េគមាន រូបមន� tan cot
2
π θ θ − = 
 

 និង cot tan
2
π θ θ − = 
 

 

   រូបមន�  ( )tan tanθ θ− = −   និង ( )cot cotθ θ− = −  

េគបាន ( ) ( )tan tan cot cot
2 2
π πθ θ θ θ   + = − − = − = −   
   

 

   ( ) ( )cot cot tan tan
2 2
π πθ θ θ θ   + = − − = − = −   
   

 

ដូចេនះ     រូបមន�   ( )tan cot cot
2
π θ θ θ + = − = − 
 

 និង ( )cot tan tan
2
π θ θ θ + = − = − 
 

 ្រត�វបាន្រសយ     ។ 
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5. ្រសយប�� ករូ់បមន�មុបំែន�ម ( )π θ−  នងិ θ  ដូចខងេ្រកម ៖ 

្រសយប�� កថ់ា  ( )sin sinπ θ θ− =  នងិ ( )cos cosπ θ θ− = −  

ក�ុងរង�ង្់រតីេកណមា្រត   េគតង  ( ),OA OP θ=
 

 និង ( ) ( ),OA OP π θ′ = −
 

 

េគបាន កូអរេដេនៃនចំណុច P  និង P′  គឺ 

   ( )cos , sinP θ θ  និង ( ) ( )( )cos , sinP π θ π θ′ − −  

េដយ ចំណុច P  និង P′  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងអក័្សអរេដេន  

   (េនាះចំណុចទងំពីរមាន អប់សីុសផ�ុយគា�  និងអរេដេនដូចគា� ) 

េគបាន ( )cos cosπ θ θ− = −   និង  ( )sin sinπ θ θ− =  

ដូចេនះ     រូបមន�   ( )sin sinπ θ θ− =   និង  ( )cos cosπ θ θ− = −   ្រត�វបាន្រសយ   ។ 
 

្រសយប�� កថ់ា  ( )tan tanπ θ θ− = −  នងិ  ( )cot cotπ θ θ− = −  

េគមាន រូបមន�  ( )sin sinπ θ θ− =   និង  ( )cos cosπ θ θ− = −   (បាន្រសយរចួខងេល) 

េគបាន ( ) ( )
( )

sin sintan tan
cos cos

π θ θπ θ θ
π θ θ
−

− = = = −
− −

 

   ( ) ( )
( )

cos coscot cot
sin sin

π θ θπ θ θ
π θ θ
− −

− = = = −
−

 

ដូចេនះ     រូបមន�   ( )tan tanπ θ θ− = −  និង  ( )cot cotπ θ θ− = −  ្រត�វបាន្រសយ     ។ 
 

6. ្រសយប�� ករូ់បមន�មុែំដលមានផលសងេស� π  ដូចខងេ្រកម ៖ 

្រសយប�� កថ់ា  ( )sin sinπ θ θ+ = −  នងិ  ( )cos cosπ θ θ+ = −  

រេបៀបទ១ី តមមុ ំ ( )π θ−  

េគមាន រូបមន�  ( )sin sinπ θ θ− =   និង  ( )cos cosπ θ θ− = −   (បាន្រសយប�� ករ់ចួខងេល) 

   រូបមន�  ( )cos cosθ θ− =   និង ( )sin sinθ θ− = −  

េគបាន ( ) ( )( ) ( )sin sin sin sinπ θ π θ θ θ+ = − − = − = −  

   ( ) ( )( ) ( )cos cos cos cosπ θ π θ θ θ+ = − − = − − = −  

ដូចេនះ     រូបមន�  ( )sin sinπ θ θ+ = −  និង  ( )cos cosπ θ θ+ = −   ្រត�វបាន្រសយ       ។ 
 

រេបៀបទ២ី តមលក�ណៈឆ�ុះេធៀបនឹងគល់ត្រម�យ 

ក�ុងរង�ង្់រតីេកណមា្រត   េគតង  ( ),OA OP θ=
 

 និង ( ) ( ),OA OP π θ′ = +
 

 

េគបាន កូអរេដេនៃនចំណុច P  និង P′  គឺ 

   ( )cos , sinP θ θ  និង ( ) ( )( )cos , sinP π θ π θ′ + +  

េដយ ចំណុច P  និង P′  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងគល់ O    

េគបាន ( )sin sinπ θ θ+ = −  និង  ( )cos cosπ θ θ+ = −  

ដូចេនះ     រូបមន�  ( )sin sinπ θ θ+ = −  និង  ( )cos cosπ θ θ+ = −   ្រត�វបាន្រសយ     ។ 

θ

y

x

1−

1−

1

PP′

AO

π θ−

θ

y

x

1−

1−

1

P

P′

AO

π θ+
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្រសយប�� កថ់ា  ( )tan tanπ θ θ+ =  នងិ  ( )cot cotπ θ θ+ =  

េគមាន រូបមន� ( )sin sinπ θ θ+ = −  និង  ( )cos cosπ θ θ+ = −    (បាន្រសយប�� ករ់ចួខងេល) 

 េគបាន ( ) ( )
( )

sin sintan tan
cos cos

π θ θπ θ θ
π θ θ
+ −

+ = = =
+ −

 

   ( ) ( )
( )

cos coscot cot
sin sin

π θ θπ θ θ
π θ θ
+ −

+ = = =
+ −

 

ដូចេនះ     រូបមន�  ( )sin sinπ θ θ+ = −  និង  ( )cos cosπ θ θ+ = −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 

 

7. ្រសយប�� កខ់បួៃនអនុគមន្៍រតេីកណមា្រត ដូចខងេ្រកម ៖ 

ក. ្រសយប�� កថ់ា អនុគមន ៍sin x  នងិអនុគមន ៍ cos x   មានខបួ 2p π=  

និមយនយ័ f  ជាអនុគមនម៍ានែដនកំណត ់ D  ។ f  ជាអនុគមន៍មានខួប p  លុះ្រតែត p  ជាចំនួនវជិ�មានតូចបំផុតែដល 

   ,x D∀ ∈ ( ) ( )f x p f x+ =  ។ 

 េដយ 2π  ជាចំនួនវជិ�មានតូចបំផុតែដល ( )sin 2 sinθ π θ+ =  និង ( )cos 2 cosθ π θ+ =  

ដូចេនះ     អនុគមន ៍ sin x  និងអនុគមន ៍ cos x  មានខួប 2p π=        ។ 

 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា អនុគមន ៍sin ax  មានខបួ  
2T
a
π

=  

 េគតង ( ) sinf x ax=   

 េដយ ( ) ( )2 2 2sin sin sin 2 sinf x a x a x ax ax f x
a a a
π π π π

     + = + = ± = ± = =             
 

 នាឱំ្យ 
2T
a
π

=  ជាខួបៃនអនុគមន ៍ ( ) sinf x ax=  

 ដូចេនះ       អនុគមន៍   ( ) sinf x ax=  មានខួប 
2T
a
π

=       ។ 

 ្រសយប�� កថ់ា  អនុគមន ៍ cos ax  មានខបួ  
2T
a
π

=  

 េគតង ( ) cosf x ax=   

 េដយ ( ) ( )2 2 2cos cos cos 2 cosf x a x a x ax ax f x
a a a
π π π π

     + = + = ± = ± = =             
 

 នាឱំ្យ 
2T
a
π

=  ជាខួបៃនអនុគមន ៍ ( ) cosf x ax=  

 ដូចេនះ       អនុគមន៍   ( ) cosf x ax=  មានខួប 
2T
a
π

=       ។ 
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គ. ្រសយប�� កថ់ា អនុគមន ៍ tan x  នងិអនុគមន ៍ cot x   មានខបួ p π=  

និមយនយ័ f  ជាអនុគមនម៍ានែដនកំណត ់ D  ។ f  ជាអនុគមន៍មានខួប p  លុះ្រតែត p  ជាចំនួនវជិ�មានតូចបំផុតែដល 

   ,x D∀ ∈ ( ) ( )f x p f x+ =  ។ 

 េដយ π   ជាចំនួនវជិ�មានតូចបំផុតែដល ( )tan tanθ π θ+ =  និង ( )cot cotθ π θ+ =  

ដូចេនះ     អនុគមន ៍ tan x  និងអនុគមន ៍ cot x  មានខួប p π=          ។ 

 

ឃ. ្រសយប�� កថ់ា អនុគមន ៍ tan ax  មានខបួ T
a
π

=  

 េគតង ( ) tanf x ax=   

 េដយ ( ) ( )tan tan tan tanf x a x a x ax ax f x
a a a
π π π π

     + = + = ± = ± = =             
 

 នាឱំ្យ T
a
π

=  ជាខួបៃនអនុគមន ៍ ( ) tanf x ax=  

 ដូចេនះ       អនុគមន៍   ( ) tanf x ax=  មានខួប T
a
π

=       ។ 

 

្រសយប�� កថ់ា អនុគមន ៍ cot ax  មានខបួ  T
a
π

=  

 េគតង ( ) cotf x ax=   

 េដយ ( ) ( )cot cot cot cotf x a x a x ax ax f x
a a a
π π π π

     + = + = ± = ± = =             
 

 នាឱំ្យ T
a
π

=  ជាខួបៃនអនុគមន ៍ ( ) cotf x ax=  

 ដូចេនះ       អនុគមន៍   ( ) cotf x ax=  មានខួប T
a
π

=       ។ 

 

8. ្រសយប�� កភ់ាពគូ-េសស ៃនអនុគមន្៍រតេីកណមា្រតដូចខងេ្រកម ៖ 

ក. ្រសយប�� កថ់ា អនុគមន ៍ ( ) cosf x x=  ជាអនុគមនគូ៍ 

និយមនយ័ េប f  ជាអនុគមនម៍ានែដនកំណត ់ D  ។ 

   f  ជាអនុគមនគូ៍       លុះ្រតែត  ( ) ( ), ,x D x D f x f x∀ ∈ − ∈ − =     ។ 

   f  ជាអនុគមនេ៍សស លុះ្រតែត  ( ) ( ), ,x D x D f x f x∀ ∈ − ∈ − = −   ។ 

 េគមាន ( ) cosf x x=  

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( ), , cos cosx D x D f x x x f x∀ ∈ − ∈ − = − = =  

ដូចេនះ      អនុគមន ៍  ( ) cosf x x=  ជាអនុគមនគូ៍      ។ 
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ខ. ្រសយប�� កថ់ា អនុគមន ៍ ( ) ( )sin , tanf x x f x x= =  នងិ ( ) cotf x x=  ជាអនុគមនេ៍សស  

និយមនយ័ េប f  ជាអនុគមនម៍ានែដនកំណត ់ D  ។ 

   f  ជាអនុគមនគូ៍       លុះ្រតែត  ( ) ( ), ,x D x D f x f x∀ ∈ − ∈ − =     ។ 

    f  ជាអនុគមនេ៍សស លុះ្រតែត  ( ) ( ), ,x D x D f x f x∀ ∈ − ∈ − = −   ។ 

េគមាន  ( ) ( )sin , tanf x x f x x= =  និង ( ) cotf x x=  ែដលមានែដនកំណតត់ងេដយ  D  

   ,x D x D∀ ∈ − ∈  េគបាន ៖ 

ចំេពះ  ( ) ( ) ( ) ( )sin sin sinf x x f x x x f x= ⇒ − = − = − = −  េនាះ  ( ) sinf x x=  ជាអនុគមនេ៍សស 

ចំេពះ  ( ) ( ) ( ) ( )tan tan tanf x x f x x x f x= ⇒ − = − = − = −  េនាះ  ( ) tanf x x=  ជាអនុគមនេ៍សស 

ចំេពះ  ( ) ( ) ( ) ( )cot cot cotf x x f x x x f x= ⇒ − = − = − = −  េនាះ  ( ) cotf x x=  ជាអនុគមនេ៍សស 

ដូចេនះ       អនុគមន៍   ( ) ( )sin , tanf x x f x x= =  និង ( ) cotf x x=  ជាអនុគមនេ៍សស      ។ 

 

9. ក. ្រសយប�� កថ់ា  ( )cos cos cos sin sinα β α β α β− = +   តមពរីរេបៀបខុសគា�  

រេបៀបទ១ី តមនិយមនយ័ផលគុណស� ែល 

ពិនិត្យរង�ង្់រតីេកណមា្រត  ខងស� ំ  

េគមាន  ( ),OA OM β=
 

 និង ( ),OA ON α=
 

   នាឱំ្យ  ( ),OM ON α β= −
 

 

តមនិយមនយ័ផលគុណស� ែល  ( )cosOM ON OM ON α β⋅ = ⋅ ⋅ −
 

 

េដយ 1OM ON r= = =  (ករំង�ង្់រតីេកណមា្រត) 

នាឱំ្យ ( ) ( )cos 1OM ON α β⋅ = −
 

 

 ម្យោ៉ងេទៀត កូអរេដេនៃនវុចិទរ័ ( ) ( )cos , sin , cos , sinOM ONβ β α α= =
 

 

តមកេន្សោមវភិាគផលគុណស� ែល  ( )cos cos sin sin 2OM ON α β α β⋅ = +
 

 

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2  េគបាន  ( )cos cos cos sin sinα β α β α β− = +  

ដូចេនះ       រូបមន�  ( )cos cos cos sin sinα β α β α β− = +  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

រេបៀបទ២ី តម្រទឹស�ីបទកូសីុនុស និងរូបមន�ចមា� យរវងពីរចំណុច 

ពិនិត្យរង�ង្់រតីេកណមា្រត  ខងស� ំ 

េគមាន  ( ),OA OM β=
 

 និង ( ),OA ON α=
 

  នាឱំ្យ  ( ),OM ON α β= −
 

 

នាឱំ្យ កូអរេដេន  ( ) ( )cos , sin , cos , sinOM ONβ β α α= =
 

 

 ក�ុង្រតីេកណ OMN  តម្រទឹស�ីបទកូសីុនុស   

េគបាន ( )2 2 2 2 cosMN OM ON OM ON α β= + − ⋅ ⋅ −  

   
( )

( ) ( )

2 2 21 1 2 1 1 cos

2 2cos 1

MN α β

α β

= + − ⋅ ⋅ ⋅ −

= − −
 

             េ្រពះ  1OM ON r= = =  ករំង�ង់្រតីេកណមា្រត 

β

y

x

1−

1−

1

M

N

AO

α β−
α

β

y

x

1−

1−

1

M

N

AO

α β−
α
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ម្យោ៉ងេទៀត តមរូបមន�ចមា� យរវងពីរចំណុច ( )cos , sinM β β  និង ( )cos , sinN α α=  

     ( ) ( )2 2cos cos sin sinMN α β α β= − + −  

   

( ) ( )

( ) ( )

2 22

2 2 2 2

cos cos sin sin

cos 2cos cos cos sin 2sin sin sin
2 2cos cos 2sin sin
2 2 cos cos sin sin 2

MN α β α β

α α β β α α β β
α β α β
α β α β

= − + −

= − + + − +
= − −

= − +

 

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2  ខងេល េគផ�ឹមបាន ៖ 

   

( ) ( )
( ) ( )
( )

2 2cos 2 2 cos cos sin sin

2cos 2 cos cos sin sin

cos cos cos sin sin

α β α β α β

α β α β α β

α β α β α β

− − = − +

− − = − +

− = +

 

ដូចេនះ       រូបមន�  ( )cos cos cos sin sinα β α β α β− = +  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

ខ. បង� ញថា  ( )cos cos cos sin sinα β α β α β+ = −  

េគមាន ( )cos cos cos sin sinα β α β α β− = +      (បាន្រសយប�� ករ់ចួខងេល) 

េបេគជំនួស  β  េដយ β−   

េគបាន ( )( ) ( ) ( )cos cos cos sin sinα β α β α β− − = − + −  

នាឱំ្យ ( )cos cos cos sin sinα β α β α β+ = −             

   េ្រពះមុផំ�ុយ  ( ) ( )cos cos , sin sinβ β β β− = − = −  

ដូចេនះ       រូបមន�  ( )cos cos cos sin sinα β α β α β+ = −  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

បង� ញថា  ( )sin sin cos sin cosα β α β β α+ = +  

តមលក�ណៈមុបំំេពញ  cos sin
2
π θ θ − = 
 

   េគអចសរេសរ   ( ) ( ) ( )cos sin 1
2
π α β α β − + = + 
 

 

តមរូបមនុ� ( )cos cos cos sin sinα β α β α β− = +  

នាឱំ្យ ( )cos cos
2 2
π πα β α β    − + = − −    
    

 

           

( )

cos cos sin sin
2 2

sin cos cos sin
sin cos sin cos 2

π πα β α β

α β α β
α β β α

   = − + −   
   

= +

= +

 

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2  េគបាន ( )sin sin cos sin cosα β α β β α+ = +  

ដូចេនះ       រូបមន�  ( )sin sin cos sin cosα β α β β α+ = +   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 
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បង� ញថា  ( )sin sin cos sin cosα β α β β α− = −  

េគមាន ( )sin sin cos sin cosα β α β β α+ = +      េបេគជំនួស β  េដយ β−  

េគបាន ( )( ) ( ) ( )sin sin cos sin cosα β α β β α+ − = − + −  

នាឱំ្យ ( )sin sin cos sin cosα β α β β α− = −  

   េ្រពះមុផំ�ុយ  ( ) ( )cos cos , sin sinβ β β β− = − = −  

ដូចេនះ       រូបមន�  ( )sin sin cos sin cosα β α β β α− = −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 
 

បង� ញថា  ( ) tan tantan
1 tan tan

α βα β
α β
+

+ =
−

 

ពិនិត្យ ( ) ( )
( )

sin sin cos sin costan
cos cos cos sin sin

α β α β β αα β
α β α β α β
+ +

+ = =
+ −

      (ែចកភាគយក និងភាគែបង នឹង cos cosα β ) 

េគបាន ( )

sin cos sin cos sin cos sin cos
tan tancos cos cos cos cos costan cos cos sin sin cos cos sin sin 1 tan tan

cos cos cos cos cos cos

α β β α α β β α
α βα β α β α βα β α β α β α β α β α β

α β α β α β

+
+

+
+ = = =

− −−
 

ដូចេនះ       រូបមន�  ( ) tan tantan
1 tan tan

α βα β
α β
+

+ =
−

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

បង� ញថា   ( ) tan tantan
1 tan tan

α βα β
α β
−

− =
+

 

េគមាន ( ) tan tantan
1 tan tan

α βα β
α β
+

+ =
−

       េបេគជំនួស β  េដយ β−  

េគបាន ( )( ) ( )
( )

tan tan
tan

1 tan tan
α β

α β
α β
+ −

+ − =
− −

   (េដយ ( )tan tanβ β− = − ) 

នាឱំ្យ ( ) tan tantan
1 tan tan

α βα β
α β
−

− =
+

 

ដូចេនះ       រូបមន�  ( ) tan tantan
1 tan tan

α βα β
α β
−

− =
+

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

បង� ញថា  ( ) cot cot 1cot
cot cot

a b
b a

α β −
+ =

+
 

ពិនិត្យ ( ) ( )
( )

cos cos cos sin sincot
sin sin cos sin cos

α β α β α βα β
α β α β β α
+ −

+ = =
+ +

      (ែចកភាគយក និងភាគែបង នឹង sin sinα β ) 

េគបាន ( )

cos cos sin sin cos cos sin sin
cot cot 1sin sin sin sin sin sincot sin cos sin cos sin cos sin cos cot cot

sin sin sin sin sin sin

α β α β α β α β
α βα β α β α βα β α β β α α β β α β α

α β α β α β

−
−

−
+ = = =

+ ++
 

ដូចេនះ       រូបមន�  ( ) cot cot 1cot
cot cot

α βα β
β α

−
+ =

+
  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
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បង� ញថា  ( ) cot cot 1cot
cot cot
α βα β
β α

+
− =

−
 

េគមាន ( ) cot cot 1cot
cot cot

α βα β
β α

−
+ =

+
 

េបេគជំនួស β  េដយ β−  

េគបាន ( )( ) ( )
( )

cot cot 1
cot

cot cot
α β

α β
β α

− −
+ − =

− +
 

នាឱំ្យ ( ) ( )
( )
cot cot 1cot cot 1 cot cot 1cot

cot cot cot cot cot cot
α βα β α βα β

β α β α β α
− +− − +

− = = =
− + − − −

 

ដូចេនះ       រូបមន�  ( ) cot cot 1cot
cot cot
α βα β
β α

+
− =

−
  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

10. ្រសយប�� ករូ់បមន�  sin 2 2sin cosα α α=  

េគមាន ( )sin sin cos sin cosα β α β β α+ = +      េបេគយក β α=  

េគបាន ( )sin sin cos sin cosα α α α α α+ = +  

នាឱំ្យ sin 2 2sin cosα α α=  

ដូចេនះ       រូបមន�  sin 2 2sin cosα α α=   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

្រសយប�� ករូ់បមន�  ( ) ( ) ( )2 2 2 2cos 2 cos sin 1 2sin 2cos 1α α α α α= − = − = −  

េគមាន  ( )cos cos cos sin sinα β α β α β+ = −  

េបេគយក β α=   

េគបាន ( )cos cos cos sin sinα α α α α α+ = −  

នាឱំ្យ 
( )

( )

2 2 2

2 2

2 2 2

1 sin sin 1 2sin
cos 2 cos sin

cos 1 cos 2cos 1

α α α
α α α

α α α

 − − = −
= − =
 − − = −

      េ្រពះ  2 2sin cos 1α α+ =  

ដូចេនះ       រូបមន�  ( ) ( ) ( )2 2 2 2cos 2 cos sin 1 2sin 2cos 1α α α α α= − = − = −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

្រសយប�� ករូ់បមន�  2

2 tantan 2
1 tan

αα
α

=
−

 

េគមាន ( ) tan tantan
1 tan tan

α βα β
α β
+

+ =
−

      េបេគយក  β α=  

េគបាន ( ) tan tantan
1 tan tan

α αα α
α α
+

+ =
−

 

នាឱំ្យ 2

2 tantan 2
1 tan

αα
α

=
−

 

ដូចេនះ       រូបមន�  2

2 tantan 2
1 tan

αα
α

=
−

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 
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្រសយប�� ករូ់បមន�  sin 2sin cos
2 2
α αα =  

េគមាន sin 2 2sin cosα α α=    េបជំនួស  α  េដយ 
2
α

 

េគបាន sin 2 2sin cos
2 2 2
α α α ⋅ = 

 
 

នាឱំ្យ sin 2sin cos
2 2

a α α
=  

ដូចេនះ     រូបមន�  sin 2sin cos
2 2
α αα =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

្រសយប�� ករូ់បមន�  2 1 coscos
2 2
α α+
=  

េគមាន 2cos 2 2cos 1α α= −     ឬ   2 cos 2 1cos
2
αα +

=  

េបេគចំនួស α  េដយ 
2
α

    េគបាន 2
cos 2 1

2cos
2 2

α
α ⋅ +
=    ឬ   2 cos 1cos

2 2
α α +
=  

ដូចេនះ     រូបមន�  2 1 coscos
2 2
α α+
=   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។  

 

្រសយប�� ករូ់បមន�  2 1 cossin
2 2
α α−
=  

េគមាន 2cos 2 1 2sinα α= −   ឬ   2 1 cos 2sin
2

αα −
=  

េបេគចំនួស α  េដយ 
2
α

    េគបាន 2
1 cos 2 1 cos2sin

2 2 2

α
α α− ⋅ −
= =  

ដូចេនះ     រូបមន�  2 1 cossin
2 2
α α−
=   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។  

 

្រសយប�� ករូ់បមន�  2 1 costan
2 1 cos
α α

α
−

=
+

 

េគមាន 2 1 cossin
2 2
α α−
=   និង  2 1 coscos

2 2
α α+
=      (បាន្រសយប�� ក់រចួខងេល) 

េគបាន 

2

2

2

1 cossin 1 cos2 2tan 1 cos2 1 coscos
2 2

α α
α α

α α α

−
−

= = =
+ +  

ដូចេនះ     រូបមន�  2 1 costan
2 1 cos
α α

α
−

=
+

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។  
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11. ្រសយប�� ករូ់បមន� ដូចខងេ្រកម េបេគតង tan
2

tα
=   ៖ 

្រសយប�� ករូ់បមន�  
2

2

1cos
1

t
t

α −
=

+
 

េគមាន 2 2cos 2 cos sinα α α= −      េបជំនួស α  េដយ 
2
α

 

េគបាន 2 2cos 2 cos sin
2 2 2
α α α ⋅ = − 

 
 

   2 2cos cos sin
2 2
α αα = −       (េដយ 2 2cos sin 1

2 2
α α
+ = ) 

េគសរេសរ 

2 2

2 2

cos sin
2 2cos

cos sin
2 2

α α

α α α

−
=

+
     (ែចកទងំភាគយក និងភាគែបងនឹង 2cos

2
α

) 

េគបាន 

2

2

1 tan
2cos

1 tan
2

α

α α

−
=

+
     េបេគតង tan

2
tα

=   នាឱំ្យ   
2

2

1cos
1

t
t

α −
=

+
 

ដូចេនះ     រូបមន�  
2

2

1cos
1

t
t

α −
=

+
  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។  

 

្រសយប�� ករូ់បមន�   2

2sin
1

t
t

α =
+

 

េគមាន sin 2sin cos
2 2
α αα =        (េដយ 2 2cos sin 1

2 2
α α
+ = ) 

េគសរេសរ 
2 2

2sin cos
2 2sin

cos sin
2 2

α α

α α α=
+

   (ែចកទងំភាគយក និងភាគែបងនឹង 2cos
2
α

) 

េគបាន 
2

2 tan
2sin

1 tan
2

α

α α=
+

    េបេគតង tan
2

tα
=   នាឱំ្យ  2

2sin
1

t
t

α =
+

 

ដូចេនះ     រូបមន�  2

2sin
1

t
t

α =
+

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។  

 

្រសយប�� ករូ់បមន�   2

2tan
1

t
t

α =
−

 

េគមាន 2

2sin
1

t
t

α =
+

  និង  
2

2

1cos
1

t
t

α −
=

+
     េគបាន  

22

2 2 2 2

2

2
sin 2 1 21tan

1cos 1 1 1
1

t
t t tt

t t t t
t

αα
α

++= = = × =
− + − −
+

 

ដូចេនះ     រូបមន�  2

2tan
1

t
t

α =
−

  ែដល tan
2

t α
=   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។  

 

េរៀបេរៀងេដយ : គរនុិស្សតិ  េ្របស ដរ៉ 144 ឯកេទស : គណិតវទិ្យោ 
www.facebook.com/7khmer
fb : Entertainment  And Knowledge



ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន ្រតេីកណមា្រត   ថា� ក់ទី ១១ 

12. ្រសយប�� កទ់នំាកទ់នំងខងេ្រកម  ៖ 

្រសយប�� កថ់ា  3 2 3cos3 cos 3cos sin 4cos 3cosα α α α α α= − = −  

ពិនិត្យ ( )cos3 cos 2α α α= +  

            

( )
( )
( )

2 2

2 2 2 2

2 2 2

3 2 2

3 2

cos 2 cos sin 2 sin

2cos 1 cos 2sin cos

2cos cos sin cos 2sin cos

cos sin cos 2sin cos

cos sin cos 2sin cos
cos 3sin cos

α α α α

α α α α

α α α α α α

α α α α α

α α α α α

α α α

= −

= − −

= − − −

= − −

= − −

= −

 

ម្យោ៉ងេទៀត ( )cos3 cos 2α α α= +  

    

( )
( )

2 2

3 2

3 3

3

cos 2 cos sin 2 sin

2cos 1 cos 2sin cos

2cos cos 2 1 cos cos

2cos cos 2cos 2cos
4cos 3cos

α α α α

α α α α

α α α α

α α α α

α α

= −

= − −

= − − −

= − − +

= −

 

 ដូចេនះ     រូបមន�  3 2 3cos3 cos 3cos sin 4cos 3cosα α α α α α= − = −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។  

 

្រសយប�� កថ់ា  2 3 3sin 3 3cos sin sin 4sin 3sinaα α α α α= − = − +  

ពិនិត្យ ( )sin 3 sin 2α α α= +  

   

( )

( )
( )

2

2 2

2 2

2 2

2 3

sin 2 cos sin cos 2

2sin cos cos sin 2cos 1

2sin cos 2sin cos sin

3sin cos sin cos sin

3sin cos sin cos 1

3sin cos sin

α α α α

α α α α α

α α α α α

α α α α α

α α α α

α α α

= +

= + −

= + −

= + −

= + −

= −

 

ម្យោ៉ងេទៀត ( )sin 3 sin 2α α α= +  

   

( )

( )

2

2 3

2 3

3 3

3

sin 2 cos sin cos 2

2sin cos cos sin 1 2sin

2sin cos sin 2sin

2sin 1 sin sin 2sin

2sin 2sin sin 2sin
3sin 4sin

α α α α

α α α α α

α α α α

α α α α

α α α α

α α

= +

= + −

= + −

= − + −

= − + −

= −

 

ដូចេនះ     រូបមន�  2 3 3sin 3 3cos sin sin 4sin 3sinaα α α α α= − = − +   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។  
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្រសយប�� កថ់ា  4 4 2 2cos 4 cos sin 6cos sinα α α α α= + −  

ពិនិត្យ ( )cos 4 cos 3α α α= +  

           

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

3 3

4 2 2 4

4 4 4 2 2 4

4 4 4 2 2 4

4 4 2 2 2 2

cos3 cos sin 3 sin

4cos 3cos cos 3sin 4sin sin

4cos 3cos 3sin 4sin

cos sin 3cos 3cos 3sin 3sin

cos sin 3 cos cos sin sin

cos sin 3 cos cos 1 sin 1 sin

α α α α

α α α α α α

α α α α

α α α α α α

α α α α α α

α α α α α α

= −

= − − −

= − − +

= + + − − +

= + + − − +

= + + − − −

( )
( )

4 4 2 2 2 2

4 4 2 2

4 4 2 2

cos sin 3 cos sin sin cos

cos sin 3 2cos sin

cos sin 6cos sin

xα α α α α

α α α α

α α α α




= + + − −

= + + −

= + −

 

 ដូចេនះ     រូបមន�  4 4 2 2cos 4 cos sin 6cos sinα α α α α= + −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។  
  

 ្រសយប�� កថ់ា  3 3sin 4 4cos sin 4cos sinα α α α α= −  

ពិនិត្យ ( )sin 4 sin 3α α α= +  

          

( )

( ) ( )3 3

3 3

3 3

sin 3
sin 3 cos sin cos3

3sin 4sin cos sin 4cos 3cos

3sin cos 4sin cos 4sin cos 3sin cos
4sin cos 4sin cos

α α

α α α α

α α α α α α

α α α α α α α α

α α α α

= +

= +

= − + −

= − + −

= −

 

 ដូចេនះ     រូបមន�  3 3sin 4 4cos sin 4cos sinα α α α α= −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។  

 

13. ្រសយប�� ករូ់បមន� បែំលងពផីលគុណេទផលបកូ ខងេ្រកម ៖ 

្រសយប�� កថ់ា  ( ) ( )1cos cos cos cos
2

α β α β α β= + + −    

េគមាន ( ) ( )cos cos cos sin sin 1α β α β α β+ = −  

   ( ) ( )cos cos cos sin sin 2α β α β α β− = +  

េគបូកអង� និងអង�ៃន ( )1  និង ( )2   េគបាន៖ 

   ( ) ( )cos cos 2cos cosα β α β α β+ + − =  

នាឱំ្យ ( ) ( )1 cos cos cos cos
2

α β α β α β+ + − =    

ដូចេនះ     រូបមន�  ( ) ( )1cos cos cos cos
2

α β α β α β= + + −     ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
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្រសយប�� កថ់ា   ( ) ( )1sin sin cos cos
2

α β α β α β= − − +    

េគមាន ( ) ( )cos cos cos sin sin 1α β α β α β− = +  

   ( ) ( )cos cos cos sin sin 2α β α β α β+ = −  

េគដកអង� និងអង�ៃន ( )1  និង ( )2   េគបាន៖ 

   ( ) ( )cos cos 2sin sinα β α β α β− − + =           

នាឱំ្យ ( ) ( )1 cos cos sin sin
2

α β α β α β− − + =    

ដូចេនះ     រូបមន�  ( ) ( )1sin sin cos cos
2

α β α β α β= − − +     ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

្រសយប�� កថ់ា   ( ) ( )1sin cos sin sin
2

α β α β α β= + + −    

េគមាន ( ) ( )sin sin cos sin cos 1α β α β β α+ = +  

   ( ) ( )sin sin cos sin cos 2α β α β β α− = −  

េគបូកអង� និងអង�ៃន ( )1  និង ( )2   េគបាន៖ 

   ( ) ( )sin sin 2sin cosα β α β α β+ + − =  

នាឱំ្យ ( ) ( )1 sin sin sin cos
2

α β α β α β+ + − =    

ដូចេនះ     រូបមន�  ( ) ( )1sin cos sin sin
2

α β α β α β= + + −     ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

្រសយប�� កថ់ា  ( ) ( )1sin cos sin sin
2

β α α β α β= + − −    

េគមាន ( ) ( )sin sin cos sin cos 1α β α β β α+ = +  

   ( ) ( )sin sin cos sin cos 2α β α β β α− = −  

េគដកអង� និងអង�ៃន ( )1  និង ( )2   េគបាន៖ 

   ( ) ( )sin sin 2sin cosα β α β β α+ − − =  

នាឱំ្យ ( ) ( )1 sin sin sin cos
2

α β α β β α+ − − =    

ដូចេនះ     រូបមន�  ( ) ( )1sin cos sin sin
2

β α α β α β= + − −     ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
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14. ្រសយប�� ករូ់បមន� បែំលងពផីលបកូ េទផលគុណ ខងេ្រកម ៖ 

្រសយប�� កថ់ា   cos cos 2cos cos
2 2

p q p qp q + −
+ =  

េគមាន ( ) ( )cos cos cos sin sin 1α β α β α β− = +  

   ( ) ( )cos cos cos sin sin 2α β α β α β+ = −  

េគបូកអង� និងអង�ៃន ( )1  និង ( )2   េគបាន៖  ( ) ( ) ( )cos cos 2cos cos *α β α β α β+ + − =  

េបេគតង pα β+ =  និង qα β− =  

 េគបាន ( ) ( ) p qα β α β+ + − = +   នាឱំ្យ  2 p qα = +   ឬ 
2

p qα +
=  

   ( ) ( ) p qα β α β+ − − = −    នាឱំ្យ  2 p qβ = −   ឬ 
2

p qβ −
=  

នាឱំ្យ ( )*   េទជា  cos cos 2cos cos
2 2

p q p qp q + −
+ =  

ដូចេនះ     រូបមន�  cos cos 2cos cos
2 2

p q p qp q + −
+ =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

្រសយប�� កថ់ា  cos cos 2sin sin
2 2

p q p qp q + −
− = −  

េគមាន ( ) ( )cos cos cos sin sin 1α β α β α β+ = −  

   ( ) ( )cos cos cos sin sin 2α β α β α β− = +  

េគដកអង� និងអង�ៃន ( )1  និង ( )2   េគបាន៖  ( ) ( ) ( )cos cos 2sin sin *α β α β α β+ − − = −  

េបេគតង pα β+ =  និង qα β− =    នាឱំ្យ  
2

p qα +
=  និង 

2
p qβ −

=  

 េគបាន ( )*  េទជា  cos cos 2sin sin
2 2

p q p qp q + −
− = −  

ដូចេនះ     រូបមន�  cos cos 2sin sin
2 2

p q p qp q + −
− = −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

្រសយប�� កថ់ា  sin sin 2sin cos
2 2

p q p qp q + −
+ =  

េគមាន ( ) ( )sin sin cos sin cos 1α β α β β α+ = +  

   ( ) ( )sin sin cos sin cos 2α β α β β α− = −  

េគបូកអង� និងអង�ៃន ( )1  និង ( )2   េគបាន៖   ( ) ( ) ( )sin sin 2sin cos *α β α β α β+ + − =  

េបេគតង pα β+ =  និង qα β− =    នាឱំ្យ  
2

p qα +
=  និង 

2
p qβ −

=  

 េគបាន ( )*  េទជា  sin sin 2sin cos
2 2

p q p qp q + −
+ =  

ដូចេនះ     រូបមន�  sin sin 2sin cos
2 2

p q p qp q + −
+ =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
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្រសយប�� កថ់ា  sin sin 2sin cos
2 2

p q p qp q − +
− =  

េគមាន ( ) ( )sin sin cos sin cos 1α β α β β α+ = +  

   ( ) ( )sin sin cos sin cos 2α β α β β α− = −  

េគដកអង� និងអង�ៃន ( )1  និង ( )2   េគបាន៖   ( ) ( ) ( )sin sin 2sin cos *α β α β β α+ − − =  

េបេគតង pα β+ =  និង qα β− =    នាឱំ្យ  
2

p qα +
=  និង 

2
p qβ −

=  

 េគបាន ( )*  េទជា  sin sin 2sin cos
2 2

p q p qp q − +
− =  

ដូចេនះ     រូបមន�  sin sin 2sin cos
2 2

p q p qp q − +
− =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

្រសយប�� កថ់ា   
( )sin

tan tan
cos cos

p q
p q

p q
+

+ =  

េគមាន 
sin sintan tan
cos cos

p qp q
p q

+ = +  

             
( )

( )

sin cos sin cos , sin sin cos sin cos
cos cos

sin
cos cos

p q q p p q p q q p
p q

p q
p q

+
= + = +

+
=

 

ដូចេនះ     រូបមន�  
( )sin

tan tan
cos cos

p q
p q

p q
+

+ =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

 ្រសយប�� កថ់ា  
( )sin

tan tan
cos cos

p q
p q

p q
−

− =  

េគមាន 
sin sintan tan
cos cos

p qp q
p q

− = −  

             
( )

( )

sin cos sin cos , sin sin cos sin cos
cos cos

sin
cos cos

p q q p p q p q q p
p q

p q
p q

−
= − = −

−
=

 

ដូចេនះ     រូបមន�  
( )sin

tan tan
cos cos

p q
p q

p q
−

− =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
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្រសយប�� កថ់ា   
( )sin

cot cot
sin sin

p q
p q

p q
+

+ =  

េគមាន 
cos coscot cot
sin sin

p qp q
p q

+ = +  

             ( )

( )

cos sin cos sin
sin sin

sin cos sin cos , sin sin cos sin cos
sin sin

sin
sin sin

p q q p
p q

p q q p p q p q q p
p q

p q
p q

+
=

+
= + = +

+
=

 

ដូចេនះ     រូបមន�  
( )sin

cot cot
sin sin

p q
p q

p q
+

+ =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

្រសយប�� កថ់ា   
( )sin

cot cot
sin sin

p q
p q

p q
−

− = −  

រេបៀបទ១ី 

េគមាន 
cos coscot cot
sin sin

p qp q
p q

− = −  

             ( )

( )

cos sin cos sin
sin sin

sin cos sin cos , sin sin cos sin cos
sin sin

sin
sin sin

p q q p
p q

p q q p p q p q q p
p q

p q
p q

−
=

−
= − − = −

−
= −

 

ដូចេនះ     រូបមន�  
( )sin

cot cot
sin sin

p q
p q

p q
−

− = −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

  

រេបៀបទ២ី 

េគមាន  
( )sin

cot cot
sin sin

p q
p q

p q
+

+ =     (បាន្រសយប�� ករ់ចួខងេល) 

េបេគជំនួស q  េដយ q−   

េគបាន  ( ) ( )( )
( )

sin
cot cot

sin sin
p q

p q
p q
+ −

+ − =
−

      េដយ    ( )sin sinq q− = −  

           
( )sin

cot cot
sin sin

p q
p q

p q
−

− = −  

ដូចេនះ     រូបមន�  
( )sin

cot cot
sin sin

p q
p q

p q
−

− = −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ម៉ា្រទីស និងេដែទមីណង់ 

 

1. ្រសយប�� កល់ក�ណៈៃនម៉ា្រទីសខងេ្រកម េប A  និង B  ជាម៉ា្រទីសមានលំដបដូ់ចគា�  េហយ ,k h  ជាចំនួនេថរ ៖  

ក. A B B A+ = +  (លក�ណៈ្រតឡបៃ់នវធិីបូក) 

ខ. ( ) ( )A B C A B C+ + = + +  (លក�ណៈផ�ុ ំៃនវធិីបូក) 

គ. ( ) ( )k mA km A=  (វធិីគុណេដយស� ែលមានលក�ណៈផ�ុ ំ) 

ឃ. ( )k A B kA kB+ = +  (វធិីគុណនឹងស� ែលមានលក�ណៈបំែបក ចំេពះវធិីបូក)  ។ 

2. បង� ញថាម៉ា្រទីស្រចសៃនម៉ា្រទីស 
a b

A
c d
 

=  
 

 គឺ 1 1 d b
A

c aad bc
− − 
=  −−  

  ែដល 0ad bc− ≠  ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន ម៉ា្រទីស និងេដែទមីណង ់   ថា� ក់ទី ១១ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ម៉ា្រទីស និងេដែទមីណង់ 

 

1. េប A  នងិ B  ជាម៉ា្រទសីមានលំដបដូ់ចគា�  េហយ ,k h  ជាចនំនួេថរ ៖  

ក. ្រសយប�� កថ់ា  A B B A+ = +    (លក�ណៈ្រតឡបៃ់នវធិបីកូ) 

េគតង  ,ij ijm n m n
A a B b

× ×
   = =      

េគបាន ij ij ij ijA B a b a b     + = + = +       

             

ij ij

ij ij

b a

b a

B A

 = + 
   = +   

= +

 

ដូចេនះ     លក�ណៈៃនម៉ា្រទីស A B B A+ = +   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 

 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  ( ) ( )A B C A B C+ + = + +    (លក�ណៈផ�ុៃំនវធិបីកូ) 

េគតង ,ij ijm n m n
A a B b

× ×
   = =     និង ij m n

C c
×

 =     

េគបាន ( ) ( )ij ij ijA B C a b c     + + = + +       

           

( )
( )
( )

( )

ij ij ij

ij ij ij

ij ij ij

a b c

a b c

a b c

A B C

 = + + 
 = + + 

     = + +     
= + +

 

ដូចេនះ     លក�ណៈៃនម៉ា្រទីស ( ) ( )A B C A B C+ + = + +   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 

 

គ. ្រសយប�� កថ់ា  ( ) ( )k mA km A=      (វធិគុីណេដយស� ែលមានលក�ណៈផ�ុ)ំ 

េគតង ij m n
A a

×
 =    

េគបាន ( ) ( )ij ijk mA k ma k ma  = =     

    
( ) ( )
( )

ij ijkm a km a

km A

   = =   
=

 

ដូចេនះ     លក�ណៈៃនម៉ា្រទីស ( ) ( )k mA km A=   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 

 

ឃ. ្រសយប�� កថ់ា ( )k A B kA kB+ = +    (វធិគុីណនងឹស� ែលមានលក�ណៈបែំបក ចេំពះវធិបីកូ) 

េគតង ,ij ijm n m n
A a B b

× ×
   = =     

េគបាន  ( ) ( )ij ij ij ijk A B k a b ka kb   + = + = +   ij ijka kb kA kB   = + = +     

ដូចេនះ     លក�ណៈៃនម៉ា្រទីស ( )k A B kA kB+ = +   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន ម៉ា្រទីស និងេដែទមីណង ់   ថា� ក់ទី ១១ 

2. បង� ញថាម៉ា្រទសី្រចសៃនម៉ា្រទសី 
a b

A
c d
 

=  
 

 គ ឺ 1 1 d b
A

c aad bc
− − 
=  −−  

  ែដល 0ad bc− ≠  

េគមាន 
a b

A
c d
 

=  
 

  និង  1 1 d b
A

c aad bc
− − 
=  −−  

 

េគតង 
d b

M
c a

− 
=  − 

 

េគបាន ( ) ( )0 1 0
0 0 1

a b d b ad bc ab ba ad bc
AM ad bc ad bc I

c d c a cd dc bc ad ad bc
− − − + −         

= = = = − = −         − − − + −         
 

  ( ) ( )0 1 0
0 0 1

d b a b ad bc bd bd ad bc
AM ad bc ad bc I

c a c d ac ac bc ad ad bc
− − − −         

= = = = − = −         − − + − + −         
 

ករណី ( )AM ad bc I= −   េនាះ  
1I AM

ad bc
=

−
 

  តមនិយមនយ័ 1A−  ជាម៉ា្រទីសៃន A  េនាះ  1 1AA A A I− −= =  

  េគបាន   1 11 1AA AM A M
ad bc ad bc

− −= ⇒ =
− −

   ឬ  1 1 d b
A

c aad bc
− − 
=  −−  

 

ករណី ( )MA ad bc I= −   េនាះ  
1I MA

ad bc
=

−
 

  តមនិយមនយ័ 1A−  ជាម៉ា្រទីសៃន A  េនាះ  1 1AA A A I− −= =  

  េគបាន   1 11 1A A MA A M
ad bc ad bc

− −= ⇒ =
− −

   ឬ  1 1 d b
A

c aad bc
− − 
=  −−  

 

តមពីរករណីខងេល ប�� កថ់ាម៉ា្រទីស្រចសៃនម៉ា្រទីស A  គឺ 1 1 d b
A

c aad bc
− − 
=  −−  

 

ដូចេនះ     ម៉ា្រទីស្រចសៃនម៉ា្រទីស 
a b

A
c d
 

=  
 

 គឺ  1 1 d b
A

c aad bc
− − 
=  −−  

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន បំែលងលេីនែអ៊ 

 

1. បង� ញរូបមន�បំែលងឆ�ុះតមករណីដូចខងេ្រកម ៖ 

 ក. បំែលងលីេនែអរ៊ឆ�ុះេធៀបនឹងអក័្ស xx′  គឺ  















−

=







′
′

′ y
x

y
x

S xx 10
01

: ។ 

 ខ. បំែលងលីេនែអរ៊ឆ�ុះេធៀបនឹងអក័្ស y y′  គឺ  














−
=








′
′

′ y
x

y
x

S yy 10
01

: ។ 

 គ. បំែលងលីេនែអរ៊ឆ�ុះេធៀបនឹងគល់ O  គឺ  















−

−
=








′
′

y
x

y
x

SO 10
01

: ។ 

2. បង� ញរូបមន�បំែលងចងំ ដូចខងេ្រកម ៖ 

 បំែលងចងំ H  ែដលមានផលេធៀប k  គឺៈ ( ) 















=








′
′

y
x

k
k

y
x

kH
0

0
:,0   ។ 

3. បង� ញរូបមន�បំែលងវលិដូចខងេ្រកម ៖ 

 បំែលងវលិៃនមុ ំα  គឺៈ  ( ) 














 −
=








′
′

ℜ
y
x

y
x

αα
αα

α
cossin
sincos

:,0  ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន បំែលងលេីនែអ ៊   ថា� ក់ទី ១១ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន បំែលងលេីនែអ៊ 
 

1. បង� ញរូបមន�បែំលងឆ�ុះតមករណីដូចខងេ្រកម ៖ 

 ក. បង� ញរូបមន� បែំលងលីេនែអរ៊ឆ�ុះេធៀបនងឹអក័្ស xx′  គ ឺ 















−

=







′
′

′ y
x

y
x

S xx 10
01

:  

 េគតង ( ),M x y  និង ( ),M x y′ ′ ′  

 េបចំណុច ( ),M x y  និង ( ),M x y′ ′ ′  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងអក័្ស x x′  

 េគបាន x x′ =  និង y y′ = −  

 េគសរេសរ  
x xS

M M
′

′→   :  
x x
y y
′ =

 ′ = −
  អចសរេសរ  

1 0
0 1

x x y
y x y
′ = ⋅ + ⋅

 ′ = ⋅ − ⋅
 

 េគអចសរេសរជាទ្រមង់ម៉ា្រទីស  















−

=







′
′

′ y
x

y
x

S xx 10
01

:  

 ដូចេនះ       រូបមន� បំែលងលីេនែអរ៊ឆ�ុះេធៀបនឹងអក័្ស xx′  គឺ  















−

=







′
′

′ y
x

y
x

S xx 10
01

:   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

 

 ខ. បង� ញរូបមន� បែំលងលីេនែអរ៊ឆ�ុះេធៀបនងឹអក័្ស y y′  គ ឺ 














−
=








′
′

′ y
x

y
x

S yy 10
01

:  

 េគតង ( ),M x y  និង ( ),M x y′ ′ ′  

 េបចំណុច ( ),M x y  និង ( ),M x y′ ′ ′  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងអក័្ស y y′  

 េគបាន x x′ = −  និង y y′ =  

 េគសរេសរ  
y yS

M M
′

′→   :  
x x
y y
′ = −

 ′ =
  អចសរេសរ  

1 0
0 1

x x y
y x y
′ = − ⋅ + ⋅

 ′ = ⋅ + ⋅
 

 េគអចសរេសរជាទ្រមង់ម៉ា្រទីស  














−
=








′
′

′ y
x

y
x

S yy 10
01

:  

 ដូចេនះ       រូបមន� បំែលងលីេនែអរ៊ឆ�ុះេធៀបនឹងអក័្ស y y′  គឺ  














−
=








′
′

′ y
x

y
x

S yy 10
01

:   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

  

 គ. បង� ញរូបមន� បែំលងលីេនែអរ៊ឆ�ុះេធៀបនងឹគល់ O  គ ឺ 















−

−
=








′
′

y
x

y
x

SO 10
01

:  

 េគតង ( ),M x y  និង ( ),M x y′ ′ ′  

 េបចំណុច ( ),M x y  និង ( ),M x y′ ′ ′  ឆ�ុះគា� េធៀបនឹងគល់ O  

 េគបាន x x′ = −  និង y y′ = −  

 េគសរេសរ  
OS

M M ′→   :  
x x
y y
′ = −

 ′ = −
  អចសរេសរ  

1 0
0 1

x x y
y x y
′ = − ⋅ + ⋅

 ′ = ⋅ − ⋅
 

 េគអចសរេសរជាទ្រមង់ម៉ា្រទីស  















−

−
=








′
′

y
x

y
x

SO 10
01

:  

 ដូចេនះ       រូបមន� បំែលងលីេនែអរ៊ឆ�ុះេធៀបនឹងអក័្ស y y′  គឺ  















−

−
=








′
′

y
x

y
x

SO 10
01

:   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

( ),M x y′ ′ ′


( ),M x y

xx′ O

y

( ),M x y′ ′ ′


( ),M x y

xx′ O

y

( ),M x y′ ′ ′

( ),M x y

x
x′

O

y′

y
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2. បង� ញរូបមន� បែំលងចងំ H  ែដលមានផលេធៀប k  គៈឺ ( ) 















=








′
′

y
x

k
k

y
x

kH
0

0
:,0  

េប ( ),M x y′ ′ ′  ជារូបភាពៃន ( ),M x y  តមបំែលងចងំ H  ែដលមានផលេធៀប k  ែដល 0k ≠  

េនាះេគបានកូអរេដេន  ,x kx y ky′ ′= =   អចសរេសរជា  
0

0
x k x y
y x k y
′ = ⋅ + ⋅

 ′ = ⋅ + ⋅
 

េដម្បងីយ្រស�សសិក្សោ េគសរេសរជាទ្រមងម៉់ា្រទីស   ( ) 















=








′
′

y
x

k
k

y
x

kH
0

0
:,0  

 ដូចេនះ       រូបមន�បំែលងចងំ H  ែដលមានផលេធៀប k  គឺៈ  ( ) 















=








′
′

y
x

k
k

y
x

kH
0

0
:,0   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 

  

3. បង� ញរូបមន�  បែំលងវលិបែំលងវលិៃនមុ ំα  គៈឺ  ( ) 














 −
=








′
′

ℜ
y
x

y
x

αα
αα

α
cossin
sincos

:,0  

េប ( ),M x y′ ′ ′  ជារូបភាពៃន ( ),M x y  តមបំែលងវលិ ( )0,αℜ  េនាះេគបាន 

( ), ,OM OM OM OM α′ ′= =
 

 

េគេដចំណុច P  និង Q  ជាចំេណាលែកងៃនចំណុច M  មកេលអក័្ស Ox


 និង Oy


 

េប M  ផា� ស់ទីមក M  តមមុ ំα  េនាះ P  និង Q  កផ៏ា� ស់ទីមក P′  និង Q′  តមុ ំα ែដរ 

តមរូប េបេគយកកូអរេដេន ( )cos , sinP x xα α′  និង ( )sin , cosP y yα α′ −  

ចំេពះចតុេកណ  OP M Q′ ′ ′   េគមាន  OM OP OQ′ ′ ′= +
  

 

េដយ   OM x i y j′ ′ ′= +


 

  និង   

  ( ) ( )cos sin sin cosOP OQ x i x j y i y jα α α α′ ′+ = + + − +
 

   

 

េគបាន ( ) ( )cos sin sin cosx i y j x i x j y i y jα α α α′ ′+ = + + − +
     

 

     ( ) ( )cos sin sin cosx y i x y jα α α α= − + +
 

 

ទញបាន  
cos sin
sin cos

x x y
y x y

α α
α α

′ = −
 ′ = +

  ឬ  
cos sin
sin cos

x x y
y x y

α α
α α

′ = ⋅ − ⋅
 ′ = ⋅ + ⋅

  

េគអចសរេសរជាទ្រមង់ម៉ា្រទីស ៃនបំែលងវលិមុ ំα  ែដលមាន O  ជាផ�ិត គឺ ( ) 














 −
=








′
′

ℜ
y
x

y
x

αα
αα

α
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 ដូចេនះ       រូបមន�បំែលងវលិបំែលងវលិៃនមុ ំα  គឺៈ  ( ) 
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′

ℜ
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:,0   ្រត�វបានបង� ញ      ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ធរណីមា្រតក�ងុលហំ 

 

1. ្រសយប�� កថ់ា  េបេគមានវុចិទរ័ ( ), ,u x y z=


 ផ�ុ ំជាមយួអក័្ស ,ox oy  និង oz  បានមុេំរៀងគា�   ,α β  និង γ  េនាះេគបាន 
2 2 2cos cos cos 1α β γ+ + =  ។ 

2. បង� ញថា ចំេពះ្រគបវុ់ចិទរ័ u  េគបាន 22u u=
 

 ។ 

3. ្រសយប�� កថ់ា  AB AC AB AH⋅ = ⋅
 

 ែដល H  ជាចំេណាលែកងៃន C  េល AB


 ។ 

4. ្រសយប�� កថ់ា៖  

ក.  u v v u⋅ = ⋅
   

      ខ. 0u v u v⊥ ⇔ ⋅ =
   

 ែដល 0 , 0u v≠ ≠
 

 

  

គ. ( ) ( )mu v m u v⋅ = ⋅
   

    ឃ. u v u v⋅ ≤ ⋅
   

    (វសិមភាពកូសីុ) 

ង.  u v u v+ ≤ +
   

    (វសិមភាព្រតីេកណ) ។ 

5. ្រសយប�� កថ់ា  េប  ( ), ,u x y z=


 និង ( ), ,v x y z′ ′ ′=


 េនាះេគបាន u v xx yy zz′ ′ ′⋅ = + +
 

 ។ 

6. ្រសយប�� កថ់ា  ចំេពះ្រគប ់ ( ), ,u x y z=


 ក�ុងេគាលណរម៉ាល់ ( ), ,i j k


 

 េនាះេគបាន ៖ 

, ,u i x u j y u k z⋅ = ⋅ = ⋅ =


 

  

   ។ 

7. ្រសយប�� កថ់ា  ្របែវងៃនវុចិទ័រ ( ), ,u x y z=


 គឺ  2 2 2u x y z= + +


  ។ 

8. ្រសយប�� កថ់ា  េប  ( ), ,u x y z=


 និង ( ), ,v x y z′ ′ ′=


 ផ�ុ ំបានមុ ំθ  េនាះេគបាន ៖ 

2 2 2 2 2 2
cos u v xx yy zz

u v x y z x y z
θ

′ ′ ′⋅ + +
= =

⋅ ′ ′ ′+ + ⋅ + +

 

 

   ។ 

9. ្រសយប�� កថ់ា  េប  ,AB a AC b= =
  



 ជា្រជ�ងៃន្រតីេកណ ABC  េនាះវមានៃផ� ( )2221
2

S a b ab= ⋅ −
 

 

  ។ 

10. ្រសយប�� កថ់ា  ៖    

ក. ( )u v w u v u w⋅ + = ⋅ + ⋅
      

  ខ. ( )u v w u w v w+ ⋅ = ⋅ + ⋅
      

 

គ. ( ) ( )u mv m u v⋅ = ⋅
   

   ឃ. ( ) ( )mu v m u v⋅ = ⋅
   

   ។ 

11. ្រសយប�� កថ់ា  ចមា� យរវងពីរចំណុច ( )1 1 1, ,P x y z  និង ( )2 2 2, ,Q x y z  កំណតេ់ដយ  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 2 1 2 1,d P Q PQ x x y y z z= = − + − + −   ។ 

12. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរែស�៊ែដលមានផ�ិត ( ), ,C a b c  និងក ំ r  កំណតេ់ដយ ( ) ( ) ( )2 2 2 2x a y b z c r− + − + − =  ។ 

13. ្រសយប�� កថ់ា វសិមកីរតំបន់ែផ�កខងក�ុងៃនែស�៊ ែដលមានផ�ិតេន្រតង់ ( ), ,I a b c  និងមានក ំ r  គឺ : 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2 2 2, , /x y z x a y b z c r− + − + − <  ។ 

14. ្រសយប�� កថ់ា វសិមកីរតំបន់ែផ�កខងេ្រកៃនែស�៊ ែដលមានផ�ិតេន្រតង់ ( ), ,I a b c  និងមានក ំ r  គឺ : 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2 2 2, , /x y z x a y b z c r− + − + − >  ។ 

15. ្រសយប�� កថ់ា វុចិទ័រទីតងំ c  ៃនចំណុច C  ែចកអង�ត ់ [ ]AB  ខងក�ុងតមផលេធៀប :m n  គឺ 
mb nac

m n
+

=
+







 ។ 

16. ្រសយប�� កថ់ា វុចិទ័រទីតងំ d


 ៃនចំណុច D  ែចកអង�ត ់[ ]AB  ខងេ្រកតមផលេធៀប :m n  គឺ 
mb nad

m n
−

=
−







 ។ 
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17. ្រសយប�� កថ់ា វុចិទ័រទីតងំ 
3

a b cg + +
=



 



 ៃនចំណុច G  ែដល G  ជាទី្របជុំទម�ន់របស់្រតីេកណ ABC  មានកំពូល 

( ) ( ),A a B b




 និង ( )C c  ។ 

18. េគឱ្យបនួចំណុច , , ,O A B C  េនក�ុងលំហ ។ បង� ញថា  េប [ ] [ ]OB CA⊥  និង [ ] [ ]OC AB⊥  េនាះេគបាន 

[ ] [ ]OA BC⊥  ។ 

19. េគឱ្យចតុមុខនិយត័ ABCD  មយួក�ុងលំហ ែដល , ,AB b AC c AD d= = =
   



 ។ បង� ញថា  [ ] [ ]AB CD⊥  ។ 

20. បង� ញថា  េបបនួចំណុច , ,A B C  និង D  េនក�ុងលំហ ែដលេផ��ងផា� ត ់ 2 2 2 2AB CD AC BD+ = +  េនាះ [ ] [ ]AD BC⊥  ។ 

21. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរបនា� ត់ក�ុងលំហ កតត់មចំណុច ( )0 0 0, ,P x y z  និងមានវុចិទរ័្របាបទ់ិស ( ), ,u a b c=


 

មានសមកីរ ប៉ារ៉ែម៉្រត  
0

0

0

,
x x at
y y bt t
z z ct

= +
 = + ∈
 = +

y   រចួទញប�� ក់ថា  0 0 0x x y y z z
a b c
− − −

= =  ែដលេគេហថា សមកីរឆ�ុះ ។ 

22. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរៃនបនា� តែ់ដលកតត់មពីរចំណុច  ( )0 0 0, ,P x y z  និង ចំណុច ( )1 1 1 1, ,P x y z  គឺ 

0 0 0

1 0 1 0 1 0

x x y y z z
x x y y z z
− − −

= =
− − −

  ។ 

23. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរប�ងែ់ដលកតត់មចំណុច ( )0 0 0, ,P x y z  និងមានវុចិទរ័ណរម៉ាល់ ( ), ,n a b c=


 មានសមកីរគឺ 

( ) ( ) ( )0 0 0 0a x x b y y c z z− + − + − =  ។ 

24. ក. បង� ញថា ប�ង់ ( )xoy  មានសមកីរ 0z =  ។ 

ខ. បង� ញថា ប�ង់ ( )xoz  មានសមកីរ 0y =  ។ 

គ. បង� ញថា ប�ង់ ( )yoz  មានសមកីរ 0x =  ។ 

25. ្រសយប�� កថ់ា ចមា� យពីចំណុច ( )0 0 0 0, ,P x y z  េទប�ង ់ : 0ax by cz dα + + + =  គឺ 

( ) 0 0 0
0 2 2 2

,
ax by cz d

d P
a b c

α
+ + +

=
+ +

 ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ធរណីមា្រតក�ងុលហំ 

 

1. ្រសយប�� កថ់ា  2 2 2cos cos cos 1α β γ+ + =   

េគមាន េគមានវុចិទ័រ ( ), ,u x y z=


 ផ�ុ ំជាមយួអក័្ស  

  ,ox oy  និង oz  បានមុេំរៀងគា�   ,α β  និង γ   

េគយក P  ជាចំណុចមយួក�ុងលំហ ែដល u OP=




 

េគបាន 
2 2 2 2OP x y z= + +



 

្រតីេកណែកង OxP  មាន cos cosx x OP
OP

α α= ⇒ = ⋅



 

្រតីេកណែកង OyP  មាន cos cosy y OP
OP

β β= ⇒ = ⋅



 

្រតីេកណែកង OzP  មាន cos cosz z OP
OP

γ γ= ⇒ = ⋅



 

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( )2 2 22
cos cos cosOP OP OP OPα β γ= ⋅ + ⋅ + ⋅

   

 

  ( )2 2 2 2 2cos cos cosOP OP α β γ= + +
 

   េនាះ  2 2 2cos cos cos 1α β γ+ + =  

ដូចេនះ      2 2 2cos cos cos 1α β γ+ + =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

2. បង� ញថា ចេំពះ្រគបវុ់ចិទរ័ u  េគបាន  22u u=
 

 

តមនិយមនយ័ផលគុណស� ែល  cosu v u v θ⋅ = ⋅ ⋅
   

   ែដល θ  ជាមុផំ�ុ ំរវង u  និង v  

េដយមុផំ�ុ ំរវង u  និង u  គឺ 0θ = °   (វុចិទរ័្រត�តសីុគា� ) 

េគបាន cos 0u u u u⋅ = ⋅ ⋅ °
   

   េនាះ  22u u=
 

 

ដូចេនះ      22u u=
 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

3. ្រសយប�� កថ់ា  AB AC AB AH⋅ = ⋅
 

 ែដល H  ជាចេំណាលែកងៃន C  េល AB


 

តមនិយមនយ័ផលគុណស� ែល  cosAB AC AB AC θ⋅ = ⋅ ⋅
   

 

េដយ AB AB=


 និង AC AC=


 

នាឱំ្យ ( )cos 1AB AC AB AC θ⋅ = ⋅ ⋅
 

  

ក�ុង្រតីេកណែកង  AHC  មាន cos AH
AC

θ =   េនាះ  cosAH AC θ= ⋅  

េគបាន ( )1 : AB AC AB AH⋅ = ⋅
 

 

ដូចេនះ      AB AC AB AH⋅ = ⋅
 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

x

y

y

x
y

y

α
β

γ
O

P

A

C

H B
θ
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4. ក. ្រសយប�� កថ់ា   u v v u⋅ = ⋅
   

 

េគតង θ  ជាមុផំ�ុ ំរវង u  និង v  

នាឱំ្យ មុផំ�ុ ំរវង v  និង u  គឺ θ−  

តមនិយមនយ័ផលគុណស� ែល  ( )cos 1u v u v θ⋅ = ⋅ ⋅
   

 

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) ( )cos cos 2v u v u u vθ θ⋅ = ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅
     

     (េ្រពះ  u v v u⋅ = ⋅
   

  និង ( )cos cosθ θ− =  មុផំ�ុយ) 

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2  នាឱំ្យ  u v v u⋅ = ⋅
   

 

ដូចេនះ      u v v u⋅ = ⋅
   

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  0u v u v⊥ ⇔ ⋅ =
   

 ែដល 0 , 0u v≠ ≠
 

 

  

តមនិយមនយ័ផលគុណស� ែល  cosu v u v θ⋅ = ⋅ ⋅
   

 ែដល θ  ជាមុផំ�ុ ំរវង u  និង v  

េដយ u v⊥
 

  េនាះ  90θ = °  

េគបាន cos90 0 0u v u v u v⋅ = ⋅ ⋅ ° = ⋅ ⋅ =
     

 

ម្យោ៉ងេទៀត 0 , 0u v≠ ≠
 

 

  ,   0 0 cos90u v u v u v⋅ = = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ °
     

  េនាះ  u v⊥
 

 

ដូចេនះ      0u v u v⊥ ⇔ ⋅ =
   

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
 

គ. ្រសយប�� កថ់ា  ( ) ( )mu v m u v⋅ = ⋅
   

 ែដល m  ជាចនំនួពតិ 

េប u  ជាវុចិទរ័មយួ េនាះ  mu  ជាវុចិទ័រថ�ីមយួេទៀត ែដល ( )/ /u mu 

 និង mu m u=
 

 

េគតង θ  ជាមុផំ�ុ ំរវង u  និង v   េនាះ  cosu v u v θ⋅ = ⋅ ⋅
   

 

េគបាន  េប 0m >  េនាះ ( )mu  ផ�ុ ំនិង v  បានមុ ំθ  

    ( ) ( )cos cosmu v mu v m u v m u vθ θ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅
       

 

   េប 0m <  េនាះ ( )mu  ផ�ុ ំនិង v  បានមុ ំ180 θ°−  

    
( ) ( ) ( )

( ) ( )
cos 180 cos

cos cos

mu v mu v m u v

m u v m u v m u v

θ θ

θ θ

⋅ = ⋅ ⋅ ° − = ⋅ ⋅ ⋅ −

= − ⋅ ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅

     

     

 

   េប 0m =  េនាះ  ( ) ( )0 0 0 cosmu v v u v m u vθ⋅ = ⋅ = = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅


      

 

េឃញថា ្រគបច់ំនួនពិតៃន m  េគបាន ( ) ( )mu v m u v⋅ = ⋅
   

  

ដូចេនះ     ( ) ( )mu v m u v⋅ = ⋅
   

 ្រត�វបាន្រសយប�� ក់     ។ 
 

ឃ.្រសយប�� កថ់ា u v u v⋅ ≤ ⋅
   

    (វសិមភាពកូសីុ) 

តមនិយមនយ័ផលគុណស� ែល cosu v u v θ⋅ = ⋅ ⋅
   

 

េគបាន ( )cos cos cos 1u v u v u v u vθ θ θ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅
       

 

េដយ 1 cos 1 cos 1θ θ− ≤ ≤ ⇒ ≤    គុណអង�ទងំពីរនឹង u v⋅ 

 េគបាន   ( )cos 2u v u vθ⋅ ⋅ ≤ ⋅
   

 

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2   េគបាន  u v u v⋅ ≤ ⋅
   

 

ដូចេនះ     u v u v⋅ ≤ ⋅
   

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
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ង. ្រសយប�� កថ់ា u v u v+ ≤ +
   

    (វសិមភាព្រតេីកណ)  

តមវសិមភាពក�ុង្រតីេកណ ABC  

េគបាន AC AB BC< +   ឬ  ( )1u v u v+ < +
   

 

  េ្រពះ , ,AC u v AB u BC v= + = =
   

 

ម្យោ៉ងេទៀត ្រជ�ង្រតីេកណមនិអចសូន្យ ប៉ុែន�វុចិទរ័អចសូន្យ 

  េប 0u v= =


 

  េគបាន ( )2u v u v+ = +
   

  

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2   នាឱំ្យ  u v u v+ ≤ +
   

 

ដូចេនះ     u v u v+ ≤ +
   

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
 

5. ្រសយប�� កថ់ា  u v xx yy zz′ ′ ′⋅ = + +
 

  

េគមាន ( ), ,u x y z=


 និង ( ), ,v x y z′ ′ ′=


 

េគបាន u xi yj zk= + +


 



 និង  v x i y j z k′ ′ ′= + +


 



 

នាឱំ្យ ( ) ( )u v xi yj zk x i y j z k′ ′ ′⋅ = + + ⋅ + +
 

   

 

 

         2 2 2xx i xy i j xz i k x yj i yy j yz j k x zk i y zk j zz k′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅ + ⋅ +
    

         

 

េដយ 2 2 2 1i j k= = =


 

   និង  0 , 0 , 0i j j i i k k i j k k i⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ =
   

       

 

  េ្រពះ  , ,i j k


 

 ជាវុចិទរ័ឯកត េហយ , ,i j i k j k⊥ ⊥ ⊥
 

   

  (ែដល ( )cos90 cos 90 0° = − ° = ) 

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 0 0 1 0 0 0 1u v xx xy xz x y yy yz x z y z zz′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⋅ = + + + + + + + +
 

 

         xx yy zz′ ′ ′= + +  

ដូចេនះ      រូបមន�  u v xx yy zz′ ′ ′⋅ = + +
 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
 

6. ្រសយប�� កថ់ា  , ,u i x u j y u k z⋅ = ⋅ = ⋅ =


 

  

  

េគមាន ( ), ,u x y z=


 និង  ( ) ( ) ( )1 , 0 , 0 , 0 , 1 , 0 , 0 , 0 , 1i j k= = =


 

 

េគបាន ( )( ) ( )( ) ( )( )1 0 0u i x y z x⋅ = + + =




 

  ( )( ) ( )( ) ( )( )0 1 0u j x y z y⋅ = + + =




 

  ( )( ) ( )( ) ( )( )0 0 1u k x y z z⋅ = + + =




 

ដូចេនះ      , ,u i x u j y u k z⋅ = ⋅ = ⋅ =


 

  

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
 

7. រេបៀបទ១ី :   ្រសយប�� កថ់ា  ្របែវងៃនវុចិទរ័ ( ), ,u x y z=


 គ ឺ 2 2 2u x y z= + +


 

េគមាន 22u u=
 

  បាន្រសយរចួលំហតេ់លខ 2  

ម្យោ៉ងេទៀត 2 2 2 2u xx yy zz x y z= + + = + +


 

េគបាន 2 2 2 2u x y z= + +


  នាឱំ្យ  2 2 2u x y z= + +


  េ្រពះ  0u ≥


 

ដូចេនះ     រូបមន�  2 2 2u x y z= + +


   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់   ។ 

A

B

C

u v

u v+ 
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រេបៀបទ២ី :   ្រសយប�� កថ់ា  ្របែវងៃនវុចិទរ័ ( ), ,u x y z=


 គ ឺ 2 2 2u x y z= + +


 

េគតង u OP=




 នាឱំ្យ  u OP OP= =




 

ក�ុង្រតីេកណែកង  OQP  មាន 2 2 2OP OQ PQ= +  

េដយ 2 2 2OQ x y= +  និង 2 2PQ z=  

េគបាន 2 2 2 2OP x y z= + +   ឬ  2 2 2OP x y z= + +  

នាឱំ្យ 2 2 2u OP OP x y z= = = + +




 

ដូចេនះ     រូបមន�  2 2 2u x y z= + +


   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់   ។ 

 

8. ្រសយប�� កថ់ា   
2 2 2 2 2 2

cos u v xx yy zz
u v x y z x y z

θ
′ ′ ′⋅ + +

= =
⋅ ′ ′ ′+ + ⋅ + +

 

 

  

េគមាន ( ), ,u x y z=


 និង ( ), ,v x y z′ ′ ′=


 ផ�ុ ំបានមុ ំθ   

តមនិយមនយ័ផលគុណស� ែល cosu v u v θ⋅ = ⋅ ⋅
   

    នាឱំ្យ cos u v
u v

θ ⋅
=

⋅

 

 

 

េដយ u v xx yy zz′ ′ ′⋅ = + +
 

  និង  2 2 2u x y z= + +


   ,  2 2 2v x y z′ ′ ′= + +


 

េគបាន 
2 2 2 2 2 2

cos u v xx yy zz
u v x y z x y z

θ
′ ′ ′⋅ + +

= =
⋅ ′ ′ ′+ + ⋅ + +

 

 

 

ដូចេនះ     រូបមន�  
2 2 2 2 2 2

cos u v xx yy zz
u v x y z x y z

θ
′ ′ ′⋅ + +

= =
⋅ ′ ′ ′+ + ⋅ + +

 

 

   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់   ។ 

 

9. ្រសយប�� កថ់ា  ៃផ�្រតេីកណ ( )2221
2

S a b ab= ⋅ −
 

 

 

េគមាន ,AB a AC b= =
  



 ជា្រជ�ងៃន្រតីេកណ ABC  

េគបាន 
1
2ABCS = ×បាត×កម�ស់   ឬ  

1
2ABCS AB CH= × ×  

េដយ AB a=


 និង sinCH b θ= ⋅


 

េគបាន 
1 sin
2ABCS a b θ= ⋅ ⋅ ⋅





 

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) ( )222 22 21 1 cos
2 2

S a b ab a b a b θ= ⋅ − = ⋅ − ⋅ ⋅
   

   

 

     
( )2 2 22 2 22 2

22 2

1 1cos 1 cos
2 2
1 1sin sin
2 2 ABC

a b a b a b

a b a b S

θ θ

θ θ

= ⋅ − ⋅ ⋅ = ⋅ −

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ =

  

  

 

 

 

ដូចេនះ        ៃផ�្រកឡា្រតីេកណ ABC  គឺ  ( )2221
2

S a b ab= ⋅ −
 

 

 ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់  ។ 

A

C

B

b


a
θ

H

x

y

z

x

y
O

P

z

Q

u
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10. ្រសយប�� កល់ក�ណៈៃនផលគុណស� ែលក�ុងលំហដូចខងេ្រកម ៖ 

ក. ្រសយប�� កថ់ា  ( )u v w u v u w⋅ + = ⋅ + ⋅
      

 

េគតង ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,u u u u v v v v= =
 

 និង ( )1 2 3, ,w w w w=


 

េគបាន ( )1 1 2 2 3 3, ,v w v w v w v w+ = + + +
 

 

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 3 3 3u v w u v w u v w u v w⋅ + = + + + + +
  

 

       ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

u v u w u v u w u v u w
u v u v u v u w u w u w

u v u w

= + + + + +

= + + + + +

= ⋅ + ⋅
   

 

ដូចេនះ     លក�ណៈ  ( )u v w u v u w⋅ + = ⋅ + ⋅
      

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់   ។ 

 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  ( )u v w u w v w+ ⋅ = ⋅ + ⋅
      

 

េគតង ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,u u u u v v v v= =
 

 និង ( )1 2 3, ,w w w w=


 

េគបាន ( )1 1 2 2 3 3, ,u v u v u v u v+ = + + +
 

 

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 3 3 3u v w u v w u v w u v w+ ⋅ = + + + + +
  

 

        ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

u w v w u w v w u w v w
u w u w u w v w v w v w

u w v w

= + + + + +

= + + + + +

= ⋅ + ⋅
   

 

 

ដូចេនះ     លក�ណៈ  ( )u v w u v u w⋅ + = ⋅ + ⋅
      

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់   ។ 

 

គ. ្រសយប�� កថ់ា  ( ) ( )u mv m u v⋅ = ⋅
   

 

េគតង ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,u u u u v v v v= =
 

  េនាះ  ( )1 2 3, ,mv mv mv mv=


 

េគបាន ( ) 1 1 2 2 3 3u mv u mv u mv u mv⋅ = + +
 

 

    
( )
( )

1 1 2 2 3 3m u v u v u v

m u v

= + +

= ⋅
 

 

ដូចេនះ     លក�ណៈ  ( ) ( )u mv m u v⋅ = ⋅
   

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់   ។ 

 

ឃ. ្រសយប�� កថ់ា ( ) ( )mu v m u v⋅ = ⋅
   

 

េគតង ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,u u u u v v v v= =
 

  េនាះ  ( )1 2 3, ,mu mu mu mu=


 

េគបាន ( ) 1 1 2 2 3 3mu v mu v mu v mu v⋅ = + +
 

 

    
( )
( )

1 1 2 2 3 3m u v u v u v

m u v

= + +

= ⋅
 

 

ដូចេនះ     លក�ណៈ  ( ) ( )mu v m u v⋅ = ⋅
   

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់   ។ 
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11. ្រសយប�� កថ់ា  ចមា� យរវងពរីចណុំច  ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 2 1 2 1,d P Q PQ x x y y z z= = − + − + −  

េគមាន ពីរចំណុច ( )1 1 1, ,P x y z  និង ( )2 2 2, ,Q x y z  

 ក�ុង្រតីេកណែកង PQR  តមពីតគ័រ 2 2 2PQ PR QR= +  

   ែដល  ( ) ( )2 22 2
2 1 2 1PR AB x x y y= = − + −  

   េហយ  ( )22
2 1QR z z= −  

េគបាន ( ) ( ) ( )2 2 22
2 1 2 1 2 1PQ x x y y z z= − + − + −  

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 2 1 2 1PQ x x y y z z= − + − + −  

េគតង d PQ=   (េ្រពះ distanced = =  ចមា� យ) 

េគសរេសរ ( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 2 1 2 1d PQ x x y y z z= = − + − + −  

ដូចេនះ     ចមា� យ ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 2 1 2 1,d P Q PQ x x y y z z= = − + − + −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

12. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរែស�៊កណំតេ់ដយ ( ) ( ) ( )2 2 2 2x a y b z c r− + − + − =  

េគមាន  ែស�៊ែដលមានផ�ិត ( ), ,C a b c  និងក ំ r  

េគតង ( ), ,P x y z  ជាចំណុចទូេទេនេលែស�៊ 

តមនិយមនយ័ែស�៊  េគបាន  2 2CP r=  

តមរូបមន� ចមា� យ ( ) ( ) ( )2 2 22CP x a y b z c= − + − + −  

េគបាន   ( ) ( ) ( )2 2 2 2x a y b z c r− + − + − =  

ដូចេនះ     សមកីរែស�៊  ( ) ( ) ( )2 2 2 2x a y b z c r− + − + − =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 

 

13. ្រសយប�� កថ់ា វសិមកីរតបំនែ់ផ�កខងក�ុងៃនែស�៊ គ ឺ: ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2 2 2, , /x y z x a y b z c r− + − + − <  

េគមាន ែស�៊ផ�ិត ( ), ,I a b c  និងមានក ំ r  

តមនិយមនយ័ វសិមកីរតំបនែ់ផ�កខងក�ុងៃនែស�៊គឺ 

  ចំណុចែដលមានចមា� យពីផ�ិតតូចជាងក ំ 

េគបាន   IP r<   ឬ  2 2IP r<  

តមរូបមន� ចមា� យពីរចំណុច ( ) ( ) ( )2 2 22IP x a y b z c= − + − + −  

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( )2 2 2 2x a y b z c r− + − + − <  

ដូចេនះ     វសិមកីរតំបនែ់ផ�កខងក�ុងៃនែស�៊គឺ : ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2 2 2, , /x y z x a y b z c r− + − + − <       ។ 

 

 

( )1 1 1, ,P x y z

z

y

x



1z


( )2 2 2, ,Q x y z

1x
2x

1y 2y

2z







R

d

A
B

r

( ), ,C a b c

( ), ,P x y z


r
( ), ,I a b c

( ), ,P x y z
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14. ្រសយប�� កថ់ា វសិមកីរតបំនែ់ផ�កខងេ្រកៃនែស�៊ គ ឺ: ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2 2 2, , /x y z x a y b z c r− + − + − >  

េគមាន ែស�៊ផ�ិត ( ), ,I a b c  និងមានក ំ r  

តមនិយមនយ័ វសិមកីរតំបនែ់ផ�កខងេ្រកៃនែស�៊គឺ 

  ចំណុចែដលមានចមា� យពីផ�ិតធំជាងក ំ 

េគបាន   IP r>   ឬ  2 2IP r>  

តមរូបមន� ចមា� យពីរចំណុច ( ) ( ) ( )2 2 22IP x a y b z c= − + − + −  

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( )2 2 2 2x a y b z c r− + − + − >  

ដូចេនះ     វសិមកីរតំបនែ់ផ�កខងេ្រកៃនែស�៊គឺ : ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2 2 2, , /x y z x a y b z c r− + − + − >       ។ 

 

15. ្រសយប�� កថ់ា  
mb nac

m n
+

=
+







   (វុចិទរ័ទតីងំែចកក�ុង) 

េគមាន  AC c a= −


 

 និង AB b a= −
 



 

 ផលេធៀប :m n   មានន័យថា  
AC AB
m m n

=
+

 

  េនាះ  
mAC AB

m n
=

+

 

 

 េគបាន       ( )mc a b a
m n

− = −
+



  

 

 នាឱំ្យ ( )m mb ma ma na mb nac b a a
m n m n m n

− + + +
= − + = =

+ + +

 

   



  

 

 ដូចេនះ      
mb nac

m n
+

=
+







  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

16. ្រសយប�� កថ់ា   
mb nad

m n
−

=
−







   (វុចិទរ័ទតីងំែចកេ្រក) 

េយងមាន  AD d a= −
 



 និង AB b a= −
 



 

ផលេធៀប :m n  មាននយ័ថា 
AD AB
m m n

=
−

 

 េនាះ  
mAD AB

m n
=

−

 

 

េយងបាន      ( )md a b a
m n

− = −
−

 

 

 

នាឱំ្យ  ( )m mb ma ma na mb nad b a a
m n m n m n

− + − −
= − + = =

− − −

 

   

 

 

 

ដូចេនះ      
mb nad

m n
−

=
−







  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

 

 

a

c

O

( )B b


( )A a

( )C c

b


m

n

m n+

a

b


O

( )D d


( )A a

( )B b


d


m n−

n

m

r
( ), ,I a b c

( ), ,P x y z
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17. ្រសយប�� កថ់ា វុចិទរ័ទតីងំៃនទ្ីរបជុទំម�ន ់ 
3

a b cg + +
=



 



  

េគមាន កំពូល ( ) ( ),A a B b




 និង ( )C c  និង ( )G g  ជាទី្របជុំទម�ន ់

េគយក ( )D d


 ជាចំណុចកណា� លៃន [ ]BC  

េគបាន ( )D d


 ែចកក�ុងៃន [ ]BC  តមផលេធៀប : 1:1m n =  

េគបាន   
1 1

1 1 2 2
mc nb c b c b b cd

m n
+ ⋅ + ⋅ + +

= = = =
+ +

   

   



 

 

ម្យោ៉ងេទៀត ( )G g  ជាចំណុចែចកក�ុងៃនេមដ្យោន AD  ខងក�ុងតម 

   ផលេធៀប :m n  េដយយក 2 , 1m n= =  

េគបាន   

2 1
2
2 1 3

b c a
md na a b cg

m n

 +
+ ⋅ 

+ + + = = =
+ +







 

  



 

ដូចេនះ     វុចិទ័រទីតងំៃនទី្របជុំទម�នគ់ឺ   3
a b cg + +

=


 



  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់   ។ 

 

18. បង� ញថា  [ ] [ ]OA BC⊥   

េគមាន បនួចំណុច , , ,O A B C  េនក�ុងលំហ និងយក O  ជាគល់ 

  [ ] [ ]OB CA⊥  និង [ ] [ ]OC AB⊥  

េដយ [ ] [ ]OB CA⊥   េនាះ  0OB CA⋅ =
 

 

  នាឱំ្យ  ( ) 0b a c⋅ − =


 

  ឬ  ( )1b a b c⋅ = ⋅
 

 

 

េហយ [ ] [ ]OC AB⊥  េនាះ  0OC AB⋅ =
 

 

  នាឱំ្យ  ( ) 0c b a⋅ − =


 

  ឬ  ( )2c b c a⋅ = ⋅


  

 

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2  េគបាន  b a c a⋅ = ⋅


  

  

  នាឱំ្យ  0c a b a⋅ − ⋅ =


  

  េនាះ  ( ) 0a c b⋅ − =


 

 

  េគបាន  0OA BC⋅ =
 

  នាឱំ្យ  OA BC⊥
 

  ឬ  [ ] [ ]OA BC⊥  

ដូចេនះ     បង� ញបានថា  [ ] [ ]OA BC⊥       ។ 

 

( )A a

( )B b
 ( )C c( )D d



( )G g 

2

1

O

( )B b


( )C c

( )A a
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19. បង� ញថា   [ ] [ ]AB CD⊥  

េគមាន ចតុមុខនិយត័ ABCD  និង , ,AB b AC c AD d= = =
   



 

េគយក A  ជាគល់ 

តមរូប េគបាន ( )AB CD b d c b d b c⋅ = ⋅ − = ⋅ − ⋅
      

 

 

  ែត  cos 60b d b d⋅ = ⋅ ⋅ °
   

  និង cos 60b c b c⋅ = ⋅ ⋅ °
 

 

 

  នាឱំ្យ  0b d b c⋅ − ⋅ =
  



 

  េ្រពះ  ABCD  ជាចតុមុខនិយត័ ែដល b c d= =
 



 

េគបាន 0AB CD⋅ =
 

 េនាះ  AB CD⊥
 

 ឬ  [ ] [ ]AB CD⊥  

ដូចេនះ      បង� ញបានថា  [ ] [ ]AB CD⊥       ។ 

 

20. បង� ញថា   [ ] [ ]AD BC⊥  

េគមាន បនួចំណុច , ,A B C  និង D  េនក�ុងលំហ   េផ��ងផា� ត់ 2 2 2 2AB CD AC BD+ = +  

េគតង វុចិទរ័ទីតងំ , , ,a b c d
 

 

  េរៀងគា� ៃនចំណុច  , , ,A B C D  

ចំេពះ 2 2 2 2AB CD AC BD+ = +  

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22b a d c c a d b− + − = − + −
   

   

 

  

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2

2 2 2 2

0

0

0

0

b b a a d d c c c c a a d d b b

b a d c c a d b

b a d c c a d b

b a c a d c d b

a c b d c b

c b d a

BC AD

− ⋅ + + − ⋅ + = − ⋅ + + − ⋅ +

− ⋅ − ⋅ = − ⋅ − ⋅

⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅

⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ =

− − + ⋅ − =

− ⋅ − =

⋅ =

       

       

   

   

   

   

   

   

  

  

 

 

 

 

េដយ 0BC AD⋅ =
 

 នាឱំ្យ  [ ] [ ]BC AD⊥  ឬ  [ ] [ ]AD BC⊥  

ដូចេនះ      បង� ញបានថា  [ ] [ ]AD BC⊥       ។ 

 

 

 

A

( )B b


( )C c

( )D d
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21. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរបនា� តក់�ុងលំហ មានសមកីរប៉ារ៉ែម្៉រត  
0

0

0

,
x x at
y y bt t
z z ct

= +
 = + ∈
 = +

y    

 

េគមាន បនា� តក់តត់មចំណុច ( )0 0 0, ,P x y z  

  បនា� តម់ានវុចិទ័រ្របាបទ់ិស ( ), ,u a b c=


 

េគយក ( ), ,Q x y z  ជាចំណុចេនេលបនា� ត់ 

េគបាន PQ u




    េនាះ  ,PQ tu t=




 ជាចំនួនពិត 

នាឱំ្យ ( ) ( )0 0 0, , , ,x x y y z z t a b c− − − =  

  ( ) ( )0 0 0, , , ,x x y y z z ta tb tc− − − =  

ទញបាន 
0 0

0 0

0 0

x x at x x at
y y bt y y bt
z z ct z z ct

− = = + 
 − = ⇒ = + 
 − = = + 

 

ដូចេនះ      សមកីរបនា� តក់�ុងលំហ មានសមកីរប៉ារ៉ែម៉្រត  
0

0

0

,
x x at
y y bt t
z z ct

= +
 = + ∈
 = +

y   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់     ។ 

 

រចួទញប�� កថ់ា  0 0 0x x y y z z
a b c
− − −

= =   ែដលេគេហថា សមកីរឆ�ុះ 

េគមាន 

0

0
0

0

0
0

x x t
ax x at

y yy y bt t
b

z z ct z z t
c

− =
− = 

− − = ⇒ = 
 − = −

=

  ទញបាន    0 0 0x x y y z z t
a b c
− − −

= = =    ែដល , ,a b c  មនិសូន្យ្រពមគា�  

ដូចេនះ      0 0 0x x y y z z
a b c
− − −

= =   ែដលេគេហថា សមកីរឆ�ុះ ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 

 

សមា� ល់ េប 0a =  េគសរេសរ 0 0
0 , y y z zx x

b c
− −

= =  ។  េប 0a b= =  េគសរេសរ 0
0 0, , z zx x y y t

c
−

= = =  ។ 

22. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរៃនបនា� តែ់ដលកតត់មពរីចណុំច P  នងិ 1P  គ ឺ 0 0 0

1 0 1 0 1 0

x x y y z z
x x y y z z
− − −

= =
− − −

 

េគមាន 0 0 0x x y y z z
a b c
− − −

= =   ជាសមកីរបនា� តក់�ុងលំហ 

េដយ បនា� តក់តច់ំណុច  ( )0 0 0, ,P x y z  និង ចំណុច ( )1 1 1 1, ,P x y z  

នាឱំ្យ បនា� តម់ានវុចិទ័រ្របាបទ់ិស ( )1 1 0 1 0 1 0, ,u PP x x y y z z= = − − −




 

  េនាះ 1 0 1 0 1 0, ,a x x b y y c z z= − = − = −  

េគបាន 0 0 0

1 0 1 0 1 0

x x y y z z
x x y y z z
− − −

= =
− − −

 ជាសមកីរបនា� តក់តច់ំណុច P  និង 1P  

ដូចេនះ     សមកីរបនា� ត់  0 0 0

1 0 1 0 1 0

x x y y z z
x x y y z z
− − −

= =
− − −

 ្រត�វបាន្រសយប�� ក់     ។ 

( )0 0 0, ,P x y z ( )1 1 1 1, ,P x y z

z

y
x





O

( )0 0 0, ,P x y z

( ), ,Q x y z

( ), ,u a b c=


z

y

x
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23. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរប�ងគ់ ឺ ( ) ( ) ( )0 0 0 0a x x b y y c z z− + − + − =   

េគមាន ប�ងក់តត់មចំណុច ( )0 0 0, ,P x y z   

   ប�ងម់ានវុចិទរ័ណរម៉ាល់ ( ), ,n a b c=


 

ចំេពះ ្រគបច់ំណុច ( ), ,Q x y z  ៃនប�ងេ់នាះ PQ n⊥




 

េគបាន 0n PQ⋅ =




  ែដល ( )0 0 0, ,PQ x x y y z z= − − −


 

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( )0 0 0 0a x x b y y c z z− + − + − =  

ដូចេនះ     ប�ងម់ានសមកីរស�ងដ់ ( ) ( ) ( )0 0 0 0a x x b y y c z z− + − + − =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់     ។ 

 

 

24. ក. បង� ញថា ប�ង ់ ( )xoy  មានសមកីរ 0z =  

សមកីរប�ង់ មានរង ( ) ( ) ( )0 0 0 0a x x b y y c z z− + − + − =    

េដយ ប�ង ់ ( )xoy  កត់តមគល់ ( )0 , 0 , 0O  េនាះ 0 0 00 , 0 , 0x y z= = =  

  ប�ង ់ ( )xoy  មានវុចិទរ័ណរម៉ាល់  k


 (ែកងនឹងអក័្សកូត)  េនាះ 0 , 0 , 1a b c= = =  

េគបាន ប�ង ់ ( )xoy  អចសរេសរ   ( ) ( ) ( )0 0 0 0 1 0 0x y z− + − + − =   នាឱំ្យ  0z =  

ដូចេនះ      ប�ង ់ ( )xoy  មានសមកីរ 0z =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 

 

 

 ខ. បង� ញថា ប�ង ់ ( )xoz  មានសមកីរ 0y =  

សមកីរប�ង់ មានរង ( ) ( ) ( )0 0 0 0a x x b y y c z z− + − + − =    

េដយ ប�ង ់ ( )xoz  កត់តមគល់ ( )0 , 0 , 0O  េនាះ 0 0 00 , 0 , 0x y z= = =  

  ប�ង ់ ( )xoz  មានវុចិទរ័ណរម៉ាល់  j


 (ែកងនឹងអក័្សអរេដេន)  េនាះ 0 , 1 , 0a b c= = =  

េគបាន ប�ង ់ ( )xoz  អចសរេសរ   ( ) ( ) ( )0 0 1 0 0 0 0x y z− + − + − =   នាឱំ្យ  0y =  

ដូចេនះ      ប�ង ់ ( )xoz  មានសមកីរ 0y =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 

 

 

 គ. បង� ញថា ប�ង ់ ( )yoz  មានសមកីរ 0x =  

សមកីរប�ង់ មានរង ( ) ( ) ( )0 0 0 0a x x b y y c z z− + − + − =    

េដយ ប�ង ់ ( )yoz  កត់តមគល់ ( )0 , 0 , 0O  េនាះ 0 0 00 , 0 , 0x y z= = =  

  ប�ង ់ ( )yoz  មានវុចិទរ័ណរម៉ាល់  i


 (ែកងនឹងអក័្សអបសីុ់ស)  េនាះ 1 , 0 , 0a b c= = =  

េគបាន ប�ង ់ ( )yoz  អចសរេសរ   ( ) ( ) ( )1 0 0 0 0 0 0x y z− + − + − =   នាឱំ្យ  0x =  

ដូចេនះ     ប�ង ់ ( )yoz  មានសមកីរ 0x =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 

 

( ), ,n a b c=


z

y

x



P Q
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25. ្រសយប�� កថ់ា  ក�ុងលំហចមា� យពចីណុំចេទប�ងក់ណំតេ់ដយ  ( ) 0 0 0
0 2 2 2

,
ax by cz d

d P
a b c

α
+ + +

=
+ +

 

េគមាន ចំណុច ( )0 0 0 0, ,P x y z  និងប�ង ់ : 0ax by cz dα + + + =  

  ែដលប�ង ់α  មាន ( ), ,u a b c=


 ជាវុចិទរ័ណរម៉ាល់ 

េគយក ( ), ,H H HH x y z  ជាចំណុចក�ុងប�ង ់α  ែដល 0P H


 ែកងនឹង α  

  នាឱំ្យ  ្របែវង 0P H  ជាចមា� យ្រត�វរក 

េគតង ( )1 1 1 1, ,P x y z  ជាចំណុចែដល 0 1P P u=




 

េគបាន 0 1 0 0P P P H u P H⋅ = ⋅
  



 

       

( ) ( ) ( )

( )

0 0 0

0 0 0

0 0 0

H H H

H H H

H H H

a x x b y y c z z
ax ax by by cz cz
ax by cz ax by cz

= − + − + −

= − + − + −

= + + − − −

 

  េដយ H α∈  នាឱំ្យ  0H H Hax by cz d+ + + =   

      ឬ  H H Hax by cz d+ + = −  

  0 1 0 0 0 0P P P H d ax by cz⋅ = − − − −
 

 

ម្យោ៉ងេទៀត 0 1 0 0 1 0 cosP P P H P P P H θ⋅ = ⋅ ⋅
   

   ែដល θ  ជាមុផំ�ុ ំរវង 0 1P P


 និង 0P H


 

  ទញបាន  0 1 0
0

0 1 cos
P P P HP H
P P θ

⋅
=

⋅

 




 

  េដយ  0 1 0 0 0 0P P P H ax by cz d⋅ = − − − −
 

  និង  0 1P P u=




 

  នាឱំ្យ   0 0 0
0 cos

ax by cz dP H
u θ

− − − −
=

⋅





 

  េដយ  0 0P H P H=


 ជាចមា� យ េនាះ 0 0P H >


 នាឱំ្យ 0 0 0

cos
ax by cz d

u θ
− − − −

⋅


 ជាចំនួនវជិ�មាន 

េគបាន 0 0 0 0 0 00 0 0
0 0 2 2 2cos cos cos

ax by cz d ax by cz dax by cz dP H P H
u u a b cθ θ θ

− − − − + + +− − − −
= = = =

⋅ ⋅ + + ⋅



 

 

  ែត  0 1 0P P P H
 

  េនាះ 0θ = °  ឬ 180θ = °   នាឱំ្យ cos 1θ =  

  នាឱំ្យ  0 0 0
0 0 2 2 2

ax by cz d
P H P H

a b c

+ + +
= =

+ +



 

  េគតង ( )0 0,d P P Hα =   ( 0distance from toP α )  េគសរេសរបាន ( ) 0 0 0
0 2 2 2

,
ax by cz d

d P
a b c

α
+ + +

=
+ +

 

ដូចេនះ     ចមា� យពីចំណុចេទប�ងក់ំណតេ់ដយ ( ) 0 0 0
0 2 2 2

,
ax by cz d

d P
a b c

α
+ + +

=
+ +

 ្រត�វបាន្រសយប�� ក់    ។ 

   

   

 

u

z

y

x 

H

O



α

( )0 0 0 0, ,P x y z

 1P

( ), ,H H Hx y z
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ចំនួនកុំផ�ិច 

 

1. ្រសយប�� កព់ីភាពទូេទៃន ni  ចំេពះ្រគប ់ n∈  ។ 

2. េប Z  និង W  ជាចំនួនកុំផ�ិចមានកុំផ�ិចឆា� ស់េរៀងគា� គឺ Z  និង W  បង� ញថា េគបាន ៖ 

ក. Z W Z W+ = +  ខ. Z W Z W− = −  គ. ZW Z W= ×  ឃ. , 0Z Z W
W W
  = ≠ 
 

  ។ 

3. ក. ្រសយប�� ក់ថា  z z+  និង z z⋅  ជាចំនួនពិត ។ 

ខ. ្រសយប�� ក់ថា  0z z⋅ =  នាឱំ្យ 0z =   ។ 

4. ្រសយប�� កថ់ា េប z a bi= +  េនាះម៉ូឌុលៃនចំនួនកុំផ�ិច z  គឺ  2 2z r a b= = +   ។ 

5. ្រសយប�� កថ់ា  េប 1 2, ,z z z  ជាចំនួនកុំផ�ិចេគបាន ៖ 

ក. z z=  ខ. 2z z z= ⋅  គ. 1 2 1 2z z z z⋅ = ⋅  ឃ. 11

2 2

zz
z z

=  ង. 1 2 1 2z z z z+ ≤ +   ។ 

6. េបេគមាន  ( )1111 sincos αα irz +=   និង  ( )2222 sincos αα irz +=    

ក. ្រសយប�� ក់ថា  ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r iα α α α= + + +    ។ 

ខ. ្រសយប�� ក់ថា  ( ) ( )1 1
1 2 1 2

2 2

cos sinz r i
z r

α α α α= × − + −    ។ 

7. ក. ្រសយប�� ក់ថា  េបេគមាន  ( )cos sinz r iθ θ= +  េនាះេគបាន  ( )cos sinn nz r n i nθ θ= +  ។ 

ខ. ្រសយប�� ក់ រូបមន�ដឺម័រ  ( )cos sin cos sinni n i nθ θ θ θ+ = +    ។ 

8. ្រសយប�� កថ់ា  
1 sin cos cos sin
1 sin cos 2 2

n
i n i n
i

ϕ ϕ π πϕ ϕ
ϕ ϕ

     + +    = − + −        + −        
 ។ 

9. ្រសយប�� ក ់រូបមន�ខងេ្រកម ៖ 

ក. 




=
−=

ααα
ααα

cossin22sin
sincos2cos 22

 

ខ. 




+−=−=
−=−=

aaaaaa
aaaaaa

sin3sin4sinsincos33sin
cos3cos4sincos3cos3cos

332

323

 

គ. 




−=
−+=

aaaaa
aaaaa

33

2244

sincos4sincos44sin
sincos6sincos4cos

  ។ 

10. ្រសយប�� កថ់ា េបេគមាន 1z  និង 2z  ជាចំនួនកុំផ�ិចែដលមានរូបភាពេរៀងគា�  ( )1A z  និង ( )2B z  េហយចំណុច ( )P z  ជារូបភាព 

ៃនចំនួនកុំផ�ិច z  ែដល P ស�ិតេនេល AB  េហយែចក AB  តមផលេធៀប :m n  េនាះេគបាន ៖ 1 2

1
z zz λ

λ
+

=
+

 ែដល 
m
n

λ = ។ 

11. ្រសយប�� កថ់ា  េប ( ) ( )1,A z B z  និង ( )2C z  បេង�តបានជា្រតីេកណ ABC  េនាះេគបាន 2

1

z zAC
AB z z

−
=

−
 េហយ 

2

1

arg z zBAC
z z

 −
∠ =  − 

 ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ចំនួនកុំផ�ិច 

 

1. ្រសយប�� កព់ភីាពទូេទៃន ni  ចេំពះ្រគប ់ n∈   

េគមាន 1i i=  អចសរេសរជាទ្រមង ់ 1 4 0 1i i i× += =  

  2 1i = −  អចសរេសរជាទ្រមង់ 2 4 0 2 1i i × += = −  

  3 2i i i i= × = −  អចសរេសរជាទ្រមង់ 3 4 0 3i i i× += = −  

  4 2 2( ) 1i i= =  អចសរេសរជាទ្រមង់ 4 4 1 0 1i i × += =  

  5 4i i i i= × =  អចសរេសរជាទ្រមង់ 5 4 1 1i i i× += =  

  6 4 2 1i i i= × = −  អចសរេសរជាទ្រមង់ 6 4 1 2 1i i × += = −  

  7 4 3i i i i= × = −  អចសរេសរជាទ្រមង់ 7 4 1 3i i i× += = −  

  8 4 4 1i i i= × =  អចសរេសរជាទ្រមង់ 8 4 2 0 1i i × += =  

  9 8i i i i= × =  អចសរេសរជាទ្រមង់ 9 4 2 1i i i× += =  

  .................................................................................. 

  .................................................................................. 

តមលំនា ំ ni   អចសរេសរជាទ្រមង ់ 4n k Ai i +=   

សន�ិដ� ន ្រគប ់ n  ជាចំនួនគតរុ់ឡឺាទីបវជិ�មាន េគអចសរេសរបាន 4n k Ai i +=  ែដល k  ជាចំនួនគតរុ់ឡឺាទីបមនិអវជិ�មាន      

និង { }0 , 1 , 2 , 3A =   េនាះេគបានតៃម�ៃន ni  តមតៃម� A  ដូចខងេ្រកម ៖ 

 -េប 0A =   នាឱំ្យ   4 0 1n ki i += =  

 -េប 1A =  នាឱំ្យ   4 1n ki i i+= =  

 -េប 2A =   នាឱំ្យ   4 2 1n ki i += = −  

 -េប 3A =   នាឱំ្យ   4 3n ki i i+= = −                    ។ 
 

2. េប Z  នងិ W  ជាចនំនួកុផំ�ចិមានកុផំ�ចិឆា� ស់េរៀងគា�  Z  នងិ W  ៖ 

េគតង dicWbiaZ +=+= ,  េនាះ dicWbiaZ −=−= ,    

ក. ្រសយប�� កថ់ា Z W Z W+ = +   

( ) ( ) ( ) ( )Z W a bi c di a c b d i+ = + + + = + + +    េនាះ ( ) ( )Z W a c b d i+ = + − +  

( ) ( ) ( ) ( )idbcadicbiaWZ +−+=−+−=+  

ដូចេនះ        Z W Z W+ = +   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា Z W Z W− = −  

( ) ( ) ( ) ( )Z W a bi c di a c b d i− = + − + = − + −   េនាះ   ( ) ( )Z W a c b d i− = − − −  

( ) ( ) ( ) ( )idbcadicbiaWZ −−−=−−−=−  

ដូចេនះ        Z W Z W− = −  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
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គ.  ្រសយប�� កថ់ា ZW Z W= ×  

( )( ) ( ) ( )Z W a bi c di ac bd ad bc i× = + + = − + +    េនាះ   ( ) ( )Z W ac bd ad bc i× = − − +  

( )( ) ( ) ( )ibcadbdacbciadibdacdicbiaWZ +−−=−−−=−−=×  

ដូចេនះ       ZW Z W= ×  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់         ។ 

ឃ. ្រសយប�� កថ់ា , 0Z Z W
W W
  = ≠ 
 

 

( )( )
( )( ) 2 2 2 2 2 2

a bi c diZ a bi ac bd adi bci ac bd bc ad i
W c di c di c di c d c d c d

+ −+ + − + + −
= = = = +

+ + − + + +
 

2 2 2 2

Z ac bd bc ad i
W c d c d

+ −  = −  + + 
 

( )( )
( )( ) 2 2 2 2 2 2

a bi c diZ a bi ac bd adi bci ac bd bc ad i
c di c di c di c d c d c dW

− +− + + − + −
= = = = −

− − + + + +
  

ដូចេនះ       
Z Z
W W
  = 
 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 

 

3. ក. ្រសយប�� កថ់ា  z z+  នងិ z z⋅  ជាចនំនួពតិ 

េគតង  z a bi= +   េនាះ  z a bi= −    ែដល ,a b  ជាចំនួនពិត  

េគបាន ( ) ( ) 2z z a bi a bi a+ = + + − =   ជាចំនួនពិត  

េហយ ( )( ) ( )22 2 2z z a bi a bi a bi a b⋅ = + − = − = +  ជាចំនួនពិត  

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  z z+  និង z z⋅  ជាចំនួនពិត       ។ 
 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  េប 0z z⋅ =  នាឱំ្យ 0z =  

េគតង  z a bi= +   េនាះ  z a bi= −    ែដល ,a b  ជាចំនួនពិត  

េហយ ( )( ) ( )22 2 2z z a bi a bi a bi a b⋅ = + − = − = +  

េគមាន 0z z⋅ =  េនាះ 2 2 0a b+ =  

េដយ 2 0a ≥  និង 2 0b ≥  េនាះ 2 2 0a b+ =  មានគូចេម�យែតមយួគតគ់ឺ 0a =  និង 0b =  

នាឱំ្យ 0 0 0z a bi i= + = + =  

 ដូចេនះ      ្រសយប�� កប់ានថា  េប 0z z⋅ =  នាឱំ្យ 0z =       ។ 
 

4. ្រសយប�� កថ់ា េប z a bi= +  េនាះម៉ឌុូលៃនចនំនួកុផំ�ចិ z  គ ឺ 2 2z r a b= = +  

តង ( ),M a b  ជារូបភាពៃនចំនួនកុំផ�ិច z a bi= +  ែដល OM z r= =  

ក�ុង្រតីេកណែកង OHM  ត្រទស�ីបទពីតគរ័  2 2 2OM OH HM= +  

េដយ ,OH a HM b= =  េនាះ  2 2 2OM a b= +  នាឱំ្យ  2 2OM a b= +  

ដូចេនះ      ម៉ូឌុលៃនចំនួនកុំផ�ិច z  គឺ 2 2OM z r a b= = = +  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 

a

b

H

y

xO

r z=

M
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5. េប 1 2, ,z z z  ជាចនំនួកុផំ�ចិ 

ក. ្រសយប�� កថ់ា z z=           

 េគតង z a bi= +   េនាះ  z a bi= −  

 េគបាន 2 2 (1)z a b= +  

 េហយ 2 2 2 2( ) (2)z a b a b= + − = +   

 តម (1)  និង (2)  ប�� កប់ានថា z z=  

 ដូចេនះ     z z=   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 ខ.្រសយប�� កថ់ា 2z z z= ⋅   

 េគតង z a bi= +   េនាះ  z a bi= −   េហយ  2 2z a b= +  

 េគបាន ( ) ( )
22 2 2 2 2 1z a b a b= + = +  

 េហយ 2 2 2 2( )( ) ( ) (2)z z a bi a bi a bi a b× = + − = − = +    េ្រពះ  2 1i = −  

 តម (1)  និង (2)  ប�� កប់ានថា  2z z z= ⋅  

 ដូចេនះ     2z z z= ⋅  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 

 គ. ្រសយប�� កថ់ា 1 2 1 2z z z z⋅ = ⋅  

 េគតង 1z a bi= +   និង  2z c di= +    េនាះ   2 2 2 2
1 2,z a b z c d= + = +  

 េគបាន ( )( )1 2 ( ) ( )z z a bi c di ac bd ad bc i⋅ = + + = − + +  

 នាឱំ្យ 2 2
1 2 ( ) ( )z z ac bd ad bc⋅ = − + +  

               

( ) ( )
( )( )

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

( ) ( )

2 2

(1)

ac bd ad bc

a c abcd b d a d abcd b c

a c a d b d b c

a c d b c d

a b c d

= − + +

= − + + + +

= + + +

= + + +

= + +

 

 ម្យោ៉ងេទៀត ( )( )2 2 2 2
1 2z z a b c d⋅ = + +  

    ( )( )2 2 2 2 (2)a b c d= + +  

 តម (1)  និង (2)  ប�� កប់ានថា    1 2 1 2z z z z⋅ = ⋅  

 ដូចេនះ      1 2 1 2z z z z⋅ = ⋅  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 
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 ឃ. ្រសយប�� កថ់ា 11
2

2 2

, 0
zz z

z z
= ≠   

 េគតង 1z a bi= +   និង  2z c di= +     

 នាឱំ្យ 2 2
1z a b= +  និង 2 2

2z c d= +  

 េគបាន 1

2

z a bi
z c di

+
=

+
 

          

2

2 2

2
2 2

2 2 2 2

( )( )
( )( )

( )
( ) ( ) , 1

a bi c di
c di c di

ac adi bci bdi
c di

ac bd bc ad i i
c d

ac bd bc ad i
c d c d

+ −
=

+ −

− + −
=

−
+ + −

= = −
+

+ −   = +   + +   

 

 នាឱំ្យ 
2 2

1
2 2 2 2

2

z ac bd bc ad
z c d c d

+ −   = +   + +   
 

               

( ) ( )
( )

( )

( )
( ) ( )

( )
( )( )

( )

2 2

22 2

2 2 2 2 2 2 2 2

22 2

2 2 2 2 2 2 2 2

22 2

2 2 2 2 2 2

22 2

2 2 2 2

22 2

2 2

2 2

2 2

(1)

ac bd bc ad

c d

a c abcd b d b c abcd a d

c d

a c a d b d b c

c d

a c d b c d

c d

c d a b

c d

a b
c d

+ + −
=

+

+ + + − +
=

+

+ + +
=

+

+ + +
=

+

+ +
=

+

+
=

+  

 ម្យោ៉ងេទៀត ( )
2 2 2 2

1
2 22 2

2

2
z a b a b
z c dc d

+ +
= =

++
 

 តមរយៈទំនាកទ់ំនង (1)  និង (2)  ប�� កប់ានថា    11

2 2

zz
z z

=  

 ដូចេនះ      11

2 2

zz
z z

=    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 
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ង. ្រសយប�� កថ់ា 1 2 1 2z z z z+ ≤ +  

 រេបៀបទ១ី តមលក�ណៈវសិមភាព 

 េគតង 1z a bi= +   និង  2z c di= +    េនាះ   2 2
1z a b= +  និង 2 2

2z c d= +  

 េគបាន 2 2 2 2
1 2z z a b c d+ = + + +  ែដល 1 2 0z z+ >  

 េហយ ( ) ( ) ( ) ( )1 2z z a bi c di a c b d i+ = + + + = + + +  

 នាឱំ្យ ( ) ( )2 2
1 2z z a c b d+ = + + +   ែដល 1 2 0z z+ >  

 ឧបមាថា 1 2 1 2z z z z+ ≤ +  

 េគបាន    ( ) ( )2 2 2 2 2 2a c b d a b c d+ + + ≤ + + +    (េលកអង�ទងំពីរជាកេរ) 

   

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2

2 2 2

2 2

2
2

0 2

a c b d a b a b c d c d

a ac c b bd d a b a b c d c d

ac bd a b c d

ac bd a b c d

a c abcd b d a c a d b c b d
abcd a d b c

a d abcd b c

+ + + ≤ + + + + + +

+ + + + + ≤ + + + + + +

+ ≤ + +

+ ≤ + +

+ + ≤ + + +

≤ +

≤ − +

 

             ( )20 ad bc≤ −   ពិត្រគប់ , , ,a b c d  ជាចំនួនពិត 

 ដូចេនះ       1 2 1 2z z z z+ ≤ +    ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
 

 រេបៀបទ២ី តមវសិមភាពក�ុង្រតីេកណ 

 េគតង  1 2,M M  ជារូបភាពេរៀងគា� ៃនចំនួនកុំផ�ិច 1 2,z z   

 េគបាន  M  ជារូបភាពៃន 1 2z z+   

 តមវសិមភាពក�ុង្រតីេកណ 1OM M   

 េគបាន   1 1OM OM M M< +  ឬ  ( )1 2 1 2 1z z z z+ < +  

 េ្រពះ     1 2 1 1 1 2, ,OM z z OM z M M z= + = =  

 ម្យោ៉ងេទៀត េប 1 2 0z z= =  េនាះ  ( )1 2 1 2 2z z z z+ = +  

តមរយៈ ( )1  និង ( )2  េគបាន  1 2 1 2z z z z+ ≤ +    

ដូចេនះ       1 2 1 2z z z z+ ≤ +    ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
 

6. ក. ្រសយប�� កថ់ា  ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r iα α α α= + + +    

េគមាន   ( )1111 sincos αα irz +=   និង  ( )2222 sincos αα irz +=  

រលឹំករូបមន� ( )cos cos cos sin sina b a b a b+ = −  

  ( )sin sin cos sin cosa b a b b a+ = +  

a

b

y

xO

2M

1M

d

c

M

1z

2z
1 2z z+
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េគបាន ( ) ( )1 2 1 1 1 2 2 2cos sin cos sinz z r i r iα α α α× = + × +  

          

( )( )
( )
( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 1 2 2

2
1 2 1 2 1 2 2 1 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 2 1

1 2 1 2 1 2

cos sin cos sin

cos cos cos sin cos sin sin sin

cos cos sin sin cos sin cos sin

cos sin

r r i i

r r i i i

r r i

r r i

α α α α

α α α α α α α α

α α α α α α α α

α α α α

= + +

= + + +

= − + +  
= + + +  

  

ដូចេនះ       ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r iα α α α= + + +      ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  ( ) ( )1 1
1 2 1 2

2 2

cos sinz r i
z r

α α α α= × − + −    

េគមាន ( )1111 sincos αα irz +=   និង  ( )2222 sincos αα irz +=  

រលឹំករូបមន� ( )cos cos cos sin sina b a b a b− = +  

  ( )sin sin cos sin cosa b a b b a− = −  

  2 2sin cos 1a a+ =  

េគបាន 
( )
( )

1 1 11

2 2 2 2

cos sin
cos sin

r iz
z r i

α α
α α

+
=

+
 

     

( )( )
( )( )

( ) ( )

1 1 2 21

2 2 2 2 2

1 1 2 1 2 2 1 1 2
2 2 2

2 2 2

1 2 1 2 2 1 1 21
2 2

2 2 2

1
1

2

cos sin cos sin
cos sin cos sin

cos cos cos sin cos sin sin sin
cos sin

cos cos sin sin cos sin cos sin
cos sin

cos

i ir
r i i
r i i
r i

ir
r
r
r

α α α α
α α α α
α α α α α α α α

α α

α α α α α α α α
α α

α α

+ −
= ×

+ −

− + +
= ×

−

+ + − 
=  + 

= −( ) ( )2 1 2sini α α+ −  

 

ដូចេនះ       ( ) ( )1 1
1 2 1 2

2 2

cos sinz r i
z r

α α α α= × − + −      ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 

7. ក. ្រសយប�� កថ់ា  េបេគមាន  ( )cos sinz r iθ θ= +  េនាះេគបាន  ( )cos sinn nz r n i nθ θ= +  

េគមាន ( )cos sinz r iθ θ= +  

េ្របរូបមន� ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r iα α α α= + + +    

េគបាន [ ] ( )2 2cos( ) sin( ) cos 2 sin 2z z z rr i r iα α α α α α= × = + + + = +  

   

[ ] ( )
[ ] ( )

3 2 2 3

4 3 3 4

cos(2 ) sin(2 ) cos3 sin 3

cos(3 ) sin(3 ) cos 4 sin 4
............................................................................................................

z z z r r i r i

z z z r r i r i

α α α α α α

α α α α α α

= × = + + + = +

= × = + + + = +

......
..................................................................................................................

 

តមលំនា ំ េគអចសរេសរបាន ( )z cos sin ,n nr n i n nα α= + ∈  

ដូចេនះ     ( )z cos sin ,n nr n i n nα α= + ∈  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 
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ខ. ្រសយប�� កថ់ា  រូបមន�ដមឺរ័  ( )cos sin cos sinni n i nθ θ θ θ+ = +   

រេបៀបទ១ី តមលក�ណៈផលគុណ 

េគតង 1 1 1 2 2 2 3 3 3cos sin , cos sin , cos sin , ... , cos sinn n nz i z i z i z iθ θ θ θ θ θ θ θ= + = + = + = +  

តមរូបមន� ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r iα α α α= + + +    

 េគបាន ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3... cos ... sin ...n n nz z z z iθ θ θ θ θ θ θ θ× × = + + + + + + + + +  

េបេគយក 1 2 3 1 2 3... , ...n nz z z z z θ θ θ θ θ= = = = = = = = = =  

េគបាន ( ) ( )... cos ... sin ...z z z z iθ θ θ θ θ θ θ θ⋅ ⋅ × × = + + + + + + + + +  

ឬ  ( ) ( )cos sinnz n i nθ θ= +  

ដូេនះ     រូបមន�ដឺមរ័  ( )cos sin cos sinni n i nθ θ θ θ+ = +   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 
 

រេបៀបទ២ី តមវចិរកំេណ ន 

ចំេពះ 1n =  េនាះ ( )1cos sin cos sini iθ θ θ θ+ = +  ពិត 

ចំេពះ 2n =  េនាះ                    ( )2cos sin cos 2 sin 2i iθ θ θ θ+ = +  

     
( )

( )

2

2 2

2

cos sin cos 2 sin 2

cos 2 cos sin sin cos 2 sin 2

1 2sin 2 cos sin cos 2 sin 2

i i

i i

i i

θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ

+ = +

+ − = +

− + = +

 

     cos 2 sin 2 cos 2 sin 2i iθ θ θ θ+ = +  ពិត 

ឧបមាថាវពិតរហូតដល់ n k=  េនាះ  ( )cos sin cos sinki k i kθ θ θ θ+ = +  

េគនឹង្រសយថាវេនែតពិតរហូតដល់ 1n k= +  េនាះ  ( ) ( ) ( )1cos sin cos 1 sin 1ki k i kθ θ θ θ++ = + + +  

េគមាន ( ) ( ) ( )1cos sin cos sin cos sink ki i iθ θ θ θ θ θ++ = + ⋅ +  

        
( )( )

( ) ( )
( ) ( )

cos sin cos sin

cos sin

cos 1 sin 1

k i k i

k i k

k i k

θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ

= + +

= + + +

= + + +

 

ដូចេនះ     រូបមន�ដឺមរ័  ( )cos sin cos sinni n i nθ θ θ θ+ = +   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

8. ្រសយប�� កថ់ា  
1 sin cos cos sin
1 sin cos 2 2

n
i n i n
i

ϕ ϕ π πϕ ϕ
ϕ ϕ

     + +    = − + −        + −        
 ។ 

រលឹំករូបមន� កេរៃន្រតីធា ( )2 2 2 2 2 2 2a b c a b c ab ac bc+ + = + + + + +  

  មុបំំេពញ sin cos
2
πθ θ = − 
 

 

   cos sin
2
πθ θ = − 
 

  

  ដឺមរ័ ( )cos sin cos sinni n i nθ θ θ θ+ = +  

តមរូបមន�ខងេល េគអច្រសយប�� ក់សមភាពេនះបានដូចតេទ ៖ 
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 េគមាន   
( )

( )( )

21 sin cos1 sin cos
1 sin cos 1 sin cos 1 sin cos

ii
i i i

ϕ ϕϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

+ ++ +
=

+ − + − + +
  (គុណនឹងកុំផ�ិចឆា� ស់ៃនភាគែបង) 

          

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

22 2

2 2

2 2 2

2 2 2

2

1 sin cos 2sin 2 cos 2sin cos
1 sin cos

1 sin cos 2sin 2 cos 2sin cos
1 2sin sin cos

2sin 2sin 2 cos 2sin cos
2 2sin

sin 2sin 2 cos 2 2sin
2 2sin

2sin 2 sin c

i i i
i

i i

i i

i

i

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ

ϕ ϕ ϕ
ϕ

ϕ ϕ

+ + + + + ⋅
=

+ −

+ − + + + ⋅
=

+ + +

+ + + ⋅
=

+

+ + +
=

+

+ +
=

( )os
2 2sin

sin cos

cos sin
2 2

i

i

ϕ
ϕ

ϕ ϕ
π πϕ ϕ

+
= +

   = − + −   
   

 

តមដឺមរ័  
1 sin cos cos sin
1 sin cos 2 2

n n
i i
i

ϕ ϕ π πϕ ϕ
ϕ ϕ

 + +     = − + −      + −      
 

           cos sin
2 2

n i nπ πϕ ϕ      = − + −            
     (ដូចបំណងែដលចង្់រសយប�� ក)់ 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
1 sin cos cos sin
1 sin cos 2 2

n
i n i n
i

ϕ ϕ π πϕ ϕ
ϕ ϕ

     + +    = − + −        + −        
    ។ 

 

9. ្រសយប�� ក ់រូបមន�ខងេ្រកម ៖ 

ក. ្រសយប�� ក ់ រូបមន�  




=
−=

ααα
ααα

cossin22sin
sincos2cos 22

 

េគយក ( )cos sinz r iα α= +    តមដឺមរ័េនាះ  ( )cos sinn nz r n i nα α= +  

េប 2n =  េនាះ ( ) ( )2 2 cos 2 sin 2 1z r iα α= +  

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) ( )2 cos sin cos sinz z z r i r iα α α α= ⋅ = + × +  

        

( )

( )

22

2 2 2 2

2 2 2

cos sin

cos 2 sin cos sin

cos sin 2sin cos (2)

r i

r i i

r i

α α

α α α α

α α α α

= +

 = + + 

= − +

 

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2   :   ( ) ( )2 2 2 2cos 2 sin 2 cos sin 2sin cosr i r iα α α α α α+ = − +  

ឬ  2 2cos sin 2sin cos cos 2 sin 2i iα α α α α α− + = +  

តមនិយមនយ័ចំនួនកុំផ�ិចេស�គា�   េគផ�ឹមបាន  
2 2cos 2 cos sin

sin 2 2sin cos
α α α
α α α

 = −


=
 

ដូចេនះ      រូបមន�  
2 2cos 2 cos sin

sin 2 2sin cos
α α α
α α α

 = −


=
  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
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ខ. ្រសយប�� ក ់ រូបមន� 
3 2 3

2 3 3

cos3 cos 3cos sin 4cos 3cos
sin 3 3cos sin sin 4sin 3sin

a a a a a a
a a a a a a

 = − = −


= − = − +
 

េគយក ( )cos sinz r iα α= +    តមដឺមរ័េនាះ  ( )cos sinn nz r n i nα α= +  

េប 3n =  េនាះ ( ) ( )3 3 cos3 sin 3 1z r iα α= +  

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) 33 cos sinz r a i a= +    

       

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )

33

2 33 3 2

3 3 2 2 3

3 3 2 2 3

3 3 3 3 3

3 3

cos sin

cos 3cos sin 3cos sin sin

cos 3cos sin 3cos sin sin 2

cos 3cos 1 cos 3 1 sin sin sin

cos 3cos 3cos 3sin 3sin sin

4cos

r a i a

r a a i a a i a i a

r a a a i a a a

r a a a i a a a

r a a a i a a a

r a

= +

 = + ⋅ + + 
 = − + − 
 = − − + − − 
 = − + + − − 

= −( ) ( ) ( )33cos 4sin 3sin 3a i a a + − + 

 

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( ) ( )1 , 2  និង ( )3    េដយស្រម�ល 3r  េគបាន ៖  

( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 3 3 3cos3 sin 3 cos 3cos sin 3cos sin sin 4cos 3cos 4sin 3sini a a a i a a a a a i a aα α+ = − + − = − + − +  

តមនិយមនយ័ចំនួនកុំផ�ិចេស�គា�   េគផ�ឹមបាន 
3 2 3

2 3 3

cos3 cos 3cos sin 4cos 3cos
sin 3 3cos sin sin 4sin 3sin

a a a a a a
a a a a a a

 = − = −


= − = − +
 

ដូចេនះ      រូបមន�  
3 2 3

2 3 3

cos3 cos 3cos sin 4cos 3cos
sin 3 3cos sin sin 4sin 3sin

a a a a a a
a a a a a a

 = − = −


= − = − +
  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 

 

គ. ្រសយប�� ក ់ រូបមន�  




−=
−+=

aaaaa
aaaaa

33

2244

sincos4sincos44sin
sincos6sincos4cos

 

េគយក ( )cos sinz r iα α= +    តមដឺមរ័េនាះ  ( )cos sinn nz r n i nα α= +  

េប 4n =  េនាះ ( ) ( )4 4 cos 4 sin 4 1z r iα α= +  

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) 44 cos sinz r a i a= +    

       

( )

( ) ( )

44

4 4 3 2 2 3 4

4 4 2 2 4 3 3

cos sin

cos 4cos ( sin ) 6cos ( sin ) 4cos ( sin ) ( sin )

cos 6cos sin sin 4cos sin 4cos sin (2)

r a i a

r a a i a a i a a i a i a

r a a a a i a a a a

= +

 = + + + + 
 = − + + − 

  

តម ( )1  និង ( )2  :  ( ) ( ) ( )4 4 4 4 2 2 3 3cos 4 sin 4 cos sin 6cos sin 4cos sin 4cos sinr a i a r a a a a i a a a a + = + − + −   

ស្រម�លនឹង 4r        ( ) ( )4 4 2 2 3 3cos 4 sin 4 cos sin 6cos sin 4cos sin 4cos sina i a a a a a i a a a a+ = + − + −  

តមនិយមនយ័ចំនួនកុំផ�ិចេស�គា�   េគផ�ឹមបាន 
4 4 2 2

3 3

cos 4 cos sin 6cos sin
sin 4 4cos sin 4cos sin

a a a a a
a a a a a

 = + −


= −
 

ដូចេនះ      រូបមន�  
4 4 2 2

3 3

cos 4 cos sin 6cos sin
sin 4 4cos sin 4cos sin

a a a a a
a a a a a

 = + −


= −
  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 
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10. ្រសយប�� កថ់ា  េប P  េនេល [ ]AB  េហយែចក [ ]AB  តមផលេធៀប :m n  េនាះេគបាន ៖ 1 2

1
z zz λ

λ
+

=
+

  

ែដល  
m
n

λ =    ,   ( )P z  ,  ( )1A z  នងិ ( )2B z   

ភា� បច់ំណុច O  និង A    

គូសអង�ត ់ / /OC AB  និង / /AO BC  ែដល OC  ្របសព� BC  ្រតង ់ C  

គូសអង�ត ់ / /PQ AO   ែដល Q  ស�ិតេនេលអង�ត ់OC  

តង ( )A z′ −  ជារូបភាពៃន 1z−  

េគបាន ( )2 1C z z−  ជារូបភាពៃន ( )2 1z z+ −  ឬ 2 1z z−  

  ( )1Q z z−    ជារូបភាពៃន ( )1z z+ −    ឬ 1z z−  

ពិនិត្យ 1

2 1

z zm
m n z z

−
=

+ −
   េនាះ  ( )1 2 1

mz z z z
m n

− = −
+

 

នាឱំ្យ ( ) 2 1 1 1 2 1
2 1 1

mz mz mz nz mz nzmz z z z
m n m n m n m n

− + +
= − + = + =

+ + + +
       (ែចកភាគយក និងភាគែបង េដយ n ) 

េគបាន 
2 1 1 2

1 2

11 1

m mz z z z z zn nz m m
n n

λ
λ

+ + +
= = =

++ +
    េ្រពះ  

m
n

λ =  

ដូចេនះ 1 2

1
z zz λ

λ
+

=
+

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។  

ចំណាំ    េប 1λ =   េនាះចំណុច P  ស�ិតេនកណា� ល AB   

   េប 1λ >  េនាះចំណុច P  ស�ិតេនចេនា� ះ AB   

    េប 1λ <  េនាះចំណុច P  ស�ិតេនេ្រក AB  ឬ បនា� យៃន AB   ។ 
 

11. ្រសយប�� កថ់ា  2

1

z zAC
AB z z

−
=

−
 េហយ 2

1

arg z zBAC
z z

 −
∠ =  − 

 

េគមាន  ( ) ( )1,A z B z  និង ( )2C z  បេង�តបានជា្រតីេកណ ABC  

េគសងវុ់ចិទ័រ OB AB′ =
 

 និង OC AC′ =
 

  េនាះ  BAC B AC′ ′∠ = ∠  

េគបាន   BAC B AC′ ′∆ ≅ ∆  (ជ.ម.ជ) 

េហយ   AB


 ជារូបភាពៃន 1z z−   និង  AC


 ជារូបភាពៃន 2z z−  

េគបាន 2 2

1 1

AC z z z zAC
AB z z z zAB

− −
= = =

− −




 

េដយ ( ) ( )1, argOx OB z z′ = −
 

  និង  ( ) ( )2, argOx OC z z′ = −
 

  

េហយ  ( ) ( ) 2
2 1

1

arg arg arg z zBAC B AC z z z z
z z

 −′ ′∠ = ∠ = − − − =  − 
 

ដូចេនះ ្រសយប�� កប់ានថា  2

1

z zAC
AB z z

−
=

−
  េហយ   2

1

arg z zBAC
z z

 −
∠ =  − 

      ។  

y

x
O

( )1A z m

( )2B z
( )P z

( )2 1C z z−

n

m
n

( )1Q z z−

( )1A z′ −

y

xO

( )1B z

C′

( )A z

( )2C z

B′
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន លមីីត 

 

1. ្រសយប�� ក្់រទឹស�ីបទ L'Hospital  ៖ ចំេពះ  
( )
( )

lim
x c

f x
g x→

 មានរងមនិកំណត ់
0
0

 ឬ 
∞
∞

 េគបាន 
( )
( )

( )
( )

lim lim
x c x c

f x f x
g x g x→ →

′
=

′
  ។ 

2. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតី្រតីេកណមា្រតខងេ្រកម ៖ 

ក. 
0 0

sinlim lim 1
sinx x

x x
x x→ →

= =  ខ. 
0

1 coslim 0
x

x
x→

−
=  គ. 

0 0

tanlim lim 1
tanx x

x x
x x→ →

= =   ។ 

3. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតីអនុគមនអ៍ិចស្ប៉ូណងែ់ស្យលខងេ្រកម ៖ 

ក. lim x

x
e

→+∞
= +∞  ខ. lim 0x

x
e

→−∞
=  គ. lim

x

x

e
x→+∞
= +∞   

ឃ. lim , 0
x

nx

e n
x→+∞

= +∞ >  ង. lim 0 , 0
n

xx

x n
e→+∞

= >  ច. 
0

1lim 1
x

x

e
x→

−
=   

ឆ. 
0

1lim 1
u

u

e
u→

−
=  ជ. 

( )
0

1 1
lim

n

x

x
n

x→

+ −
=  ឈ. 

0

1lim ln
x

x

a a
x→

−
=  , 0 1a< ≠  

ញ. 
1lim 1

x

x
e

x→+∞

 + = 
 

 ដ. ( )
1

0
lim 1 x
x

x e
→

+ =  

4. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតីអនុគមនេ៍លករតីេនែពខងេ្រកម ៖ 

ក. lim ln
x

x
→+∞

=+∞  ខ. 
0

lim ln
x

x
+→

=−∞  គ. 
lnlim 0

x

x
x→+∞

=   

ឃ. 
0

lim ln 0
x

x x
+→

=  ង. 
lnlim 0nx

x
x→+∞

=  ច. 
0

lim ln 0n

x
x x

+→
=  

ឆ. lim lnn

x
x x

→+∞
=+∞  ជ. 

0

lnlim nx

x
x+→

= −∞  ឈ. 
( )

0

ln 1
lim 1 , 1
x

x
x

x→

+
= > −   

5. ្រសយប�� កថ់ា េបអនុគមន ៍ f  ជាប ់េហយេកនដច់ខត ឬចុះដចខ់តេលចេនា� ះបិទ [ ],a b េនាះចំេពះ្រគបច់ំនួន k  េនចេនា� ះ 

( )f a  និង ( )f b  សមកីរ ( )f x k=  មានចេម�យែតមយួគតក់�ុងចេនា� ះ [ ],a b  ។ 

6. ចំេពះេស៊រអីនន� 
1

n
n

a
∞

=
∑  ្រសយប�� កថ់ា ៖ 

ក. េបេស៊រ ី
1

n
n

a
∞

=
∑  ជាេស៊ររីមួេនាះ lim 0nn

a
→+∞

=  ។ 

ខ. េបស�ុីត ( )na  មនិរមួរក 0  េនាះ 
1

n
n

a
∞

=
∑  ជាេស៊ររីកី ។ 

7. ្រសយប�� កថ់ា េបអនុគមន ៍ f  ជាបេ់លចេនា� ះបិទ [ ],a b  និង k  ជាចំនួនមយួេនចេនា� ះ ( )f a  និង ( )f b  េនាះមានចំនួន c  

មយួយ៉ាងតិចក�ុងចេនា� ះបិទ [ ],a b  ែដល ( )f c k=  ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន លមីីត 

 

1. ្រសយប�� ក្់រទសឹ�ីបទ L'Hospital  ៖ ចេំពះ  
( )
( )

lim
x c

f x
g x→

 មានរងមនិកណំត ់
0
0

 ឬ 
∞
∞

 េគបាន 
( )
( )

( )
( )

lim lim
x c x c

f x f x
g x g x→ →

′
=

′
 

េគមាន ( ) ( )lim lim 0
x c x c

f x g x
→ →

= =  ឬ ( ) ( )lim lim
x c x c

f x g x
→ →

= = ±∞  

តមលក�ណៈសមាមា្រត 
( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

f x f c f x f c
g x g c g x g c

−
= =

−
 

េគបាន 
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

lim lim
x c x c

f x f x f c
g x g x g c→ →

−
=

−
   (ែចកភាគយក និងភាគែបងេដយ x c− ) 

       

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

lim

lim

lim

lim

x c

x c

x c

x c

f x f c
x c

g x g c
x c

f x f c
x c

g x g c
x c

f c f x
g c g x

→

→

→

→

−
−=
−
−
−
−=
−
−

′ ′
= =

′ ′

 

       េ្រពះតមនិយមន័យេដរេីវ   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim , lim
x c x c

f x f c g x g c
f c g c

x c x c→ →

− −
′ ′= =

− −
 

ដូចេនះ    ្រទឹស�ីបទ L'Hospital  េប 
( )
( )

lim
x c

f x
g x→

 រង 
0
0

 ឬ 
∞
∞

 េនាះ 
( )
( )

( )
( )

lim lim
x c x c

f x f x
g x g x→ →

′
=

′
 ្រត�វបាន្រសយប�� ក់   ។ 

 

សមា� ល់ :  ្រតមឹក្រមតិថា� កទ់១ី២ មនិមានេ្រប L'Hospital  េនាះេទ ប៉ែុន�អ�កេរៀបេរៀងចងឱ់្យមានករ្រសយប�� កេ់្រចនរេបៀប េហតុេនះ  

  េទបមានករ្រសយប�� ក្់រទសឹ�ីបទ L'Hospital  ជាមនុ េដម្បយីក្រទសឹ�ីេនះ បក្រសយរូបមន�េផ្សងៗេទៀត ។ 
 

2. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតី្រតេីកណមា្រតខងេ្រកម ៖ 

ក. ្រសយប�� កថ់ា 
0 0

sinlim lim 1
sinx x

x x
x x→ →

= =   

រេបៀបទ១ី តម្រទឹស�ីបទ L'Hospital  

េគមាន  
0

sinlim
x

x
x→

 មានរងមនិកំណត់ 
0
0

  តម្រទឹស�ីបទ L'Hospital  េគបាន 
( )

0 0 0

sinsinlim lim lim cos 1
x x x

xx x
x x→ → →

′
= = =

′
 

េហយ   
0

lim
sinx

x
x→

 មានរងមនិកំណត់ 
0
0

  តម្រទឹស�ីបទ L'Hospital  េគបាន 
( )0 0 0

1lim lim lim 1
sin cossinx x x

x x
x xx→ → →

′
= = =

′
 

ដូចេនះ    រូបមន�  
0 0

sinlim lim 1
sinx x

x x
x x→ →

= =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
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រេបៀបទ២ី  តមៃផ�្រកឡាចេ្រម�កថាស 

េគមាន x  ជារង� ស់មុគំិតជារ៉ដ្យង់ ែដល 0
2

xπ
− < <  ឬ 0

2
x π

< <  េគបាន ៖ 

ៃផ�្រកឡា OAT∆ ≥ ៃផ�្រកឡាចេ្រម�កថាស OAP ≥ ្រកឡាៃផ� OAP∆  

             21 1
2 2 2

xOA AT r OA HPπ
π

× × ≥ × ≥ × ×  

ែត 1 , tan , sinr OA AT x HP x= = = =  

េគបាន    21 11 tan 1 1 sin
2 2 2

xx xπ
π

× × ≥ × × ≥ × ×  

   
( )

tan sin
sin sin 1
cos

x x x
x x x
x

≥ ≥

≥ ≥
 

េគគុណវសិមភាព ( )1  នឹង 
1

sin x
 េគបានទិសេដវសិមភាពែ្រប្រប�ល ឬមនិែ្រប្រប�លដូចខងេ្រកម ៖ 

 េប 0
2

xπ
− < <  េនាះ 

1 0
sin x

<   េគបាន ( ) 11 : 1
cos sin

x
x x
≤ ≤    

      នាឱំ្យ   
0 0 0

1lim lim lim1
cos sinx x x

x
x x→ → →
≤ ≤   ឬ  

0
1 lim 1

sinx

x
x→

≤ ≤   េនាះ 
0

lim 1
sinx

x
x→
=  

 េប  0
2

x π
< <    េនាះ 

1 0
sin x

>   េគបាន ( ) 11 : 1
cos sin

x
x x
≥ ≥    

      នាឱំ្យ   
0 0 0

1lim lim lim1
cos sinx x x

x
x x→ → →
≥ ≥   ឬ  

0
1 lim 1

sinx

x
x→

≥ ≥   េនាះ 
0

lim 1
sinx

x
x→
=  

ម្យោ៉ងេទៀត 
0 0

sin 1 1lim lim 1
1

sin
x x

x
xx

x
→ →

= = =  

ដូចេនះ   រូបមន�  
0

lim 1
sinx

x
x→
=  និង 

0

sinlim 1
x

x
x→

=  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់   ។ 

 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  
0

1 coslim 0
x

x
x→

−
=  

រេបៀបទ១ី   េ្របរូបមន�  21 cos 2 2sinx x− =   ឬអចសរេសរ  21 cos 2sin
2
xx− =  

េគបាន 

2 2

0 0 0 0

2sin 2sin sin1 cos 2 2 2lim lim lim lim sin 1 0 0
22

2 2
x x x x

x x x
x x

x xx x→ → → →

 
 −

= = = × = × = 
 ×
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េគបាន 
( )

0 0 0

1 cos1 coslim lim limsin 0
x x x

xx x
x x→ → →

′−−
= = =

′
 

ដូចេនះ      រូបមន�  
0

1 coslim 0
x

x
x→

−
=  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់   ។ 

 

P

A

T

O H
x

1r =
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គ. ្រសយប�� កថ់ា  
0 0

tanlim lim 1
tanx x

x x
x x→ →

= =   

រេបៀបទ១ី   េ្របរូបមន�  
sintan
cos

xx
x

=  

េគបាន 
0 0 0 0

sin
tan sin sin 1coslim lim lim lim 1 1 1

cos cosx x x x

x
x x xx

x x x x x x→ → → →

 = = = × = × = 
 

 

េហយ 
0 0 0

lim lim lim cos 1 1 1sintan sin
cos

x x x

x x x xxx x
x

→ → →

 = = × = × = 
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េគបាន 
( )

2 20 0 0

tantan 1 1lim lim lim 1
cos 1x x x

xx
x x x→ → →

′
= = = =

′
 

េហយ 
( )0 0 0

2 2

1 1 1lim lim lim 11 1tan 1tan
cos 1

x x x

x x
x x

x
→ → →

′
= = = = =

′
 

ដូចេនះ     រូបមន�   
0

tanlim 1
x

x
x→

=  និង 
0

lim 1
tanx

x
x→
=   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់    ។ 

 

3. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតីអនុគមនអ៍ចិស្ប៉ូណងែ់ស្យលខងេ្រកម ៖ 

ក. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតី lim x

x
e

→+∞
= +∞  

េគេ្របតរងតៃម�េលខេដម្បបីង� ញតៃម�ៃន xe  េពល x →+∞  ដូចខងេ្រកម ៖ 

   x  1 5  10  50  100  600  ... +∞  

   xe  2.7  148.4  42.2 10×  215.2 10×  432.7 10×  2603.8 10×  ... +∞  

តមតងរងេនះេគសេង�តេឃញថា េប x  យកតៃម�វជិ�មានកនែ់តធំេទៗគា� នទីប��ប់ េនាះ xe  កម៏ានតៃម�វជិ�មានកន់ែតធំេទៗ 

គា� នទីប��បែ់ដរ ។ តមេហតុផលេនះេគបាន  lim x

x
e

→+∞
= +∞  ។ 

 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  lim x

x
e

→+∞
= +∞      ។ 

 

ខ. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតី lim 0x

x
e

→−∞
=  

រេបៀបទ១ី េ្របតរងតៃម�េលខ 

េគេ្របតរងតៃម�េលខេដម្បបីង� ញតៃម�ៃន xe  េពល x →−∞  ដូចខងេ្រកម ៖ 

   x  1−  5−  10−  60−  200−  700−  ... −∞  

   xe  0.4  0.006  44.5 10−×  278.8 10−×  871.8 10−×  3059.9 10−×  ... 0  

តមតងរងេនះេគសេង�តេឃញថា េប x  យកតៃម�អវជិ�មានកនែ់តតូចេទៗគា� នទីប��ប ់េនាះ xe  មានតៃម�វជិ�មានកនែ់តតូចេទៗ 

េស�រែតសូន្យ ។ តមេហតុផលេនះេគបាន  lim 0x

x
e

→−∞
=  ។ 

 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  lim x

x
e

→+∞
= +∞      ។ 
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រេបៀបទ២ី េ្របទំនាកទ់ំនង lim x

x
e

→+∞
= +∞  

េគចងគ់ណនា  lim x

x
A e

→−∞
=   

េគតង    t x x t= − ⇒ = −  

េប  x t→−∞ ⇒ →+∞  

េគបាន 
1 1lim lim lim 0

lim
x t

t tx t t
t

A e e
e e

−

→−∞ →+∞ →+∞
→+∞

= = = = =  េ្រពះេប ភាគែបងធំមនិកំណត ់េនាះ 
1

lim t

t
e

→+∞

េស�រែតសូន្យ  ។ 

 ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  lim x

x
e

→+∞
= +∞      ។ 

  

គ. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតី lim
x

x

e
x→+∞
= +∞   

រេបៀបទ១ី េ្របតរងតៃម�េលខ 

េគេ្របតរងតៃម�េលខេដម្បបីង� ញតៃម�ៃន 
xe

x
 េពល x →+∞  ដូចខងេ្រកម ៖ 

   x  1 5  10  60  300  700  ... +∞  

   
xe

x
 2.7  29.7  32.2 10×  241.9 10×  1276.5 10×  3011.4 10×  ... +∞  

តមតងរងេនះេគសេង�តេឃញថា េប x  យកតៃម�វជិ�មានកនែ់តធំេទៗគា� នទីប��ប់ េនាះ 
xe

x
 មានតៃម�វជិ�មានកនែ់តធំេទៗ 

គា� នទីប��បែ់ដរ ។ តមេហតុផលេនះេគបាន  lim
x

x

e
x→+∞
= +∞  ។ 

 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  lim
x

x

e
x→+∞
= +∞      ។ 

រេបៀបទ២ី   េ្រប្រទឹស�ីបទ  L'Hospital  

េគមាន 
( )

lim lim lim
xx

x

x x x

ee e
x x→+∞ →+∞ →+∞

′
= = = +∞

′
     (េ្រពះ lim x

x
e

→+∞
= +∞ ) 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  lim
x

x

e
x→+∞
= +∞      ។ 

ឃ. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតី lim , 0
x

nx

e n
x→+∞

= +∞ >        ( n  ជាចំនួនកំណតម់យួ) 

រេបៀបទ១ី េ្របតរងតៃម�េលខ 

េគេ្របតរងតៃម�េលខេដម្បបីង� ញតៃម�ៃន 
x

n
e
x

 េពល x →+∞  េដយសន�តយ់ក 10n =  ដូចខងេ្រកម ៖ 

   x  1 5  10  60  300  700  ... +∞  

   10

xe
x

 2.7  51.5 10−×  62.2 10−×  81.9 10×  1053.3 10×  2753.6 10×  ... +∞  

តមតងរងេនះេគសេង�តេឃញថា េប x  យកតៃម�វជិ�មានកនែ់តធំេទៗគា� នទីប��ប់ េនាះ 10

xe
x

 មានតៃម�វជិ�មានកនែ់តធំេទៗ 

គា� នទីប��បែ់ដរ ។ តមេហតុផលេនះេគបាន  lim
x

nx

e
x→+∞

= +∞  ។ 
 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  lim
x

nx

e
x→+∞

= +∞      ។ 
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េគេធ�េដរេីវបន�បនា� ប់ៃន lim
x

nx

e
x→+∞

 រហូតអស់រងមនិកំណត់ 
∞
∞

 

 
( )
( )

( )
( )

( )
( )( )

( )
( )( )( )1 2 3

lim lim lim lim lim ... lim
!1 1 2

x x x xx x

nx x x x x xn n n n

e e e ee e
x nx nx n n x n n n x

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞ →+∞ →+∞− − −

′ ′ ′ ′
= = = = = = = +∞

′ ′ ′ ′− − −
      

(េ្រពះ lim
!

x

x

e
n→+∞

= +∞ ) 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  lim
x

nx

e
x→+∞

= +∞      ។ 

ង. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតី lim 0 , 0
n

xx

x n
e→+∞

= >  

រេបៀបទ១ី េគមាន  lim
x

nx

e
x→+∞

= +∞  

នាឱំ្យ 
1lim lim 0

n

xxx x

n

x
ee
x

→+∞ →+∞
= =  េ្រពះ េបភាគែបងកនែ់តធំេទៗមនិកំណត់ វនឹងេធ�ឱ្យតៃម�កេន្សោមេស�រេស�សូន្យ ។ 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  lim 0 , 0
n

xx

x n
e→+∞

= >      ។ 
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េគេធ�េដរេីវបន�បនា� ប់ៃន lim
n

xx

x
e→+∞

 រហូតអស់រងមនិកំណត់ 
∞
∞

 

 
( )
( )

( )
( )

( )( )
( )

( )( )( )
( )

1 2 31 1 2 !lim lim lim lim lim ... lim 0
n n n nn

x xx x x x x xx x x x

x nx n n x n n n xx n
e ee e e e

− − −

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞ →+∞ →+∞

′ ′ ′ ′− − −
= = = = = = =

′ ′ ′ ′
      

(េ្រពះ 
!lim 0xx

n
e→+∞

= ) 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  lim 0 , 0
n

xx

x n
e→+∞

= >      ។ 

ច. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតី
0

1lim 1
x

x

e
x→

−
=   

រេបៀបទ១ី េ្របតរងតៃម�េលខ 

េគេ្របតរងតៃម�េលខេដម្បបីង� ញតៃម�ៃន 
1xe

x
−

 េពល 0x →  ដូចខងេ្រកម ៖ 

   x  1 0.1  0.001  0.00001  0.000001  0.0000001  ... 0  
1xe

x
−

 1.7  1.05  1.0005  1.000005  1.0000005  1.00000005  ... 1 

តមតងរងេនះេគសេង�តេឃញថា េប x  យកតៃម�វជិ�មានកនែ់តតូចេទៗេស�រសូន្យ េនាះ 
1xe

x
−

 មានតៃម�វជិ�មានេស�រេស�មយួ ។  
 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
0

1lim 1
x

x

e
x→

−
=      ។ 
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េគមាន 
( ) 0

0 0 0

11lim lim lim 1
xx

x

x x x

ee e e
x x→ → →

′−−
= = = =

′
  

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
0

1lim 1
x

x

e
x→

−
=      ។ 

ឆ.្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតី 
0

1lim 1
u

u

e
u→

−
=   

ដូចស្រមាយ ច. ខងេល្រគាន់ែតប�ូរអេថរ x  េទជា u    ដូចេនះ  េគបាន  
0

1lim 1
u

u

e
u→

−
=   ។ 

ជ. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតី
( )

0

1 1
lim

n

x

x
n

x→

+ −
=  

រេបៀបទ១ី   េ្របស�័យគុណៃនេទ�ធា 

េគមាន 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3

0 0

1 1 1 1 1 ... 1 11 1
lim lim

n n nn

x x

x x x x xx
x x

− − −

→ →

 + − + + + + + + + + + + −    =  

     
( ) ( ) ( ) ( )1 2 3

0
lim 1 1 1 ... 1 1

1 1 1 ... 1

n n n

x

n

x x x x

n

− − −

→
 = + + + + + + + + + 

= + + + + =
((((

tY

 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
( )

0

1 1
lim

n

x

x
n

x→

+ −
=      ។ 
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េគមាន 
( ) ( )

0 0

1 11 1
lim lim

nn

x x

xx
x x→ →

′ + −+ −  =
′

 

   

( ) ( )

( )
0

0

lim 1 1

lim 1

1

n

x

n

x

n

n x x

n x

n n

→

→

 ′= + +  
 = + 

= × =

 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
( )

0

1 1
lim

n

x

x
n

x→

+ −
=      ។ 

ឈ. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតី 
0

1lim ln
x

x

a a
x→

−
=  ែដល 0 1a< ≠  

េគេ្រប្រទឹស�ីបទ  L'Hospital  

េគមាន 
( )

0 0

11lim lim
xx

x x

aa
x x→ →

′−−
=

′
 

        0

0
lim ln ln lnx

x
a a a a a

→
= = × =    េ្រពះ  ( ) lnx xa a a′ =  

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
0

1lim ln
x

x

a a
x→

−
=           ។ 
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ញ. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតី 
1lim 1

x

x
e

x→+∞

 + = 
 

 

េគេ្របតរងតៃម�េលខេដម្បបីង� ញតៃម�ៃន 
11

x

x
 + 
 

 េពល x →+∞  ដូចខងេ្រកម ៖ 

x  
1
x

 
11
x

+  11
x

x
 + 
 

 

1 1 2 2.000  000  00 
10 0.1 110−=  1.1 11 10−= +  2.593  742  46 

210  20.01 10−=  1.01 21 10−= +  2.704  813  83 
310  310−  1.001 31 10−= +  2.716  923  93 
410  410−  1.0001 41 10−= +  2.718  145  93 

510  510−  1.00001 51 10−= +  2.718  268  24 
610  610−  1.000001 61 10−= +  2.718  280  47 
710  710−  1.0000001 71 10−= +  2.718  281  69 
810  810−  1.00000001 81 10−= +  2.718  281  81 
910  910−  91 10−+  2.718  281  83 e≈  

        

តមតងរងេនះេគសេង�តេឃញថា េប x  យកតៃម�វជិ�មានកនែ់តធំេទៗគា� នទីប��ប់ េនាះ 
11

x

x
 + 
 

 មានតៃម�វជិ�មានកនែ់តខិតេទ 

រកតៃម�លីមតីមយួេស� 2.718281e =  ។ តមេហតុផលេនះេគបាន  
1lim 1

x

x
e

x→+∞

 + = 
 

 ។ 
 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
1lim 1

x

x
e

x→+∞

 + = 
 

     ។ 

ដ. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតី ( )
1

0
lim 1 x
x

x e
→

+ =  

េគមាន ( )
1

0
lim 1 x
x

x e
→

+ =  

េគតង 
1 1t x
x t

= ⇒ =  

េប  0x t+→ ⇒ →+∞  

េគបាន ( )
1

0

1lim 1 lim 1
t

x
x t

x e
t→ →+∞

 + = + = 
 

  េ្រពះតមស្រមាយ ញ. 
1lim 1

x

x
e

x→+∞

 + = 
 

 

ដូចេនះ       ្រសយប�� ក់បានថា  ( )
1

0
lim 1 x
x

x e
→

+ =     ។ 
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4. ្រសយប�� ករូ់បមន�លីមតីអនុគមនេ៍លករតីេនែពខងេ្រកម ៖ 

ក. ្រសយប�� ករូ់បមន� lim ln
x

x
→+∞

=+∞   

េគេ្របតរងតៃម�េលខេដម្បបីង� ញតៃម�ៃន ln x  េពល x →+∞  ដូចខងេ្រកម ៖ 

   x  20  50  200  1000  10000  1000000  ... +∞  

   ln x  2.996  3.912  5.298  6.908  9.210  13.816  ... +∞  

តមតងរងេនះេគសេង�តេឃញថា េប x  យកតៃម�វជិ�មានកនែ់តធំេទៗគា� នទីប��ប់ េនាះ ln x  កម៏ានតៃម�វជិ�មានកន់ែតធេំទៗ 

គា� នទីប��បែ់ដរ ។ តមេហតុផលេនះេគបាន  lim ln
x

x
→+∞

=+∞  ។ 
 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  lim ln
x

x
→+∞

=+∞      ។ 

ខ.្រសយប�� ករូ់បមន� 
0

lim ln
x

x
+→

=−∞   

េគមាន 
0

lim ln
x

x
+→

 

េគតង 
1 1x t
t x

= ⇒ =  

េប  0x t+→ ⇒ →+∞  

េគបាន ( ) ( ) ( )1

0

1lim ln lim ln lim ln lim ln lim ln
t t t tx

x t t t
t+

−

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞→
= = = − = − = − +∞ = −∞  

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
0

lim ln
x

x
+→

=−∞        ។ 

គ. ្រសយប�� ករូ់បមន� 
lnlim 0

x

x
x→+∞

=   

រេបៀបទ១ី  តមតរងតៃម�េលខ 

េគេ្របតរងតៃម�េលខេដម្បបីង� ញតៃម�ៃន 
ln x

x
 េពល x →+∞  ដូចខងេ្រកម ៖ 

   x  20  50  200  1000  10000  1000000  ... +∞  

  
ln x

x
 0.1498  0.0782  0.0265  0.00691  0.00092  0.00001  ... 0  

តមតងរងេនះេគសេង�តេឃញថា េប x  យកតៃម�វជិ�មានកនែ់តធំេទៗគា� នទីប��ប់ េនាះ 
ln x

x
 មានតៃម�វជិ�មានកនែ់តតូចេទៗ 

េស�រែតសូន្យ ។ តមេហតុផលេនះេគបាន  
lnlim 0

x

x
x→+∞

=  ។ 
 
 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
lnlim 0

x

x
x→+∞

=          ។ 
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េគមាន 
( )lnln 1lim lim lim 0

x x x

xx
x x x→+∞ →+∞ →+∞

′
= = =

′
  េ្រពះ  េប x →+∞  េនាះ  

1 0
x
→  

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
lnlim 0

x

x
x→+∞

=          ។ 
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ឃ. ្រសយប�� ករូ់បមន� 
0

lim ln 0
x

x x
+→

=  

េគមាន 
0

lim ln
x

x x
+→

 

េគតង 
1 1x t
t x

= ⇒ =  

េប  0x t+→ ⇒ →+∞  

េគបាន 1

0

1 1 1 ln lnlim ln lim ln lim ln lim lim 0 0
t t t tx

t tx x t
t t t t t+

−

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞→

 = = = − = − = − = 
 

   េ្រពះ  
lnlim 0

x

x
x→+∞

=  
 

 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
0

lim ln 0
x

x x
+→

=          ។ 

 

ង. ្រសយប�� ករូ់បមន� 
lnlim 0nx

x
x→+∞

=  

រេបៀបទ១ី  តមតរងតៃម�េលខ 

េគេ្របតរងតៃម�េលខេដម្បបីង� ញតៃម�ៃន 
ln

n
x

x
 េពល x →+∞  េដយសន�តថ់ា 4n =  ដូចខងេ្រកម  ៖ 

   x  2  3  5  8  15  20  ... +∞  

 4

ln x
x

 0.04332  0.01356  0.00258  0.00051  0.00005  0.00002  ... 0  

តមតងរងេនះេគសេង�តេឃញថា េប x  យកតៃម�វជិ�មានកនែ់តធំេទៗគា� នទីប��ប់ េនាះ 
ln

n
x

x
 មានតៃម�វជិ�មានកនែ់តតូចេទៗ 

េស�រែតសូន្យ ។ តមេហតុផលេនះេគបាន  
lnlim 0nx

x
x→+∞

=  ។ 
 
 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
lnlim 0nx

x
x→+∞

=          ។ 
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េគមាន 
( )

( )
1

1
lnln 1lim lim lim lim 0n n nx x x xn

xx x
x nx nxx

−→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

′
= = = =

′
  េ្រពះ  េប x →+∞  េនាះ  

1 0nnx
→  

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
lnlim 0nx

x
x→+∞

=          ។ 

 

ច. ្រសយប�� ករូ់បមន� 
0

lim ln 0n

x
x x

+→
=   

េគមាន 
0

lim lnn

x
x x

+→
 

េគតង 
1 1x t
t x

= ⇒ =  

េប  0x t+→ ⇒ →+∞  

េគបាន 
1

0

1 1 ln lnlim ln lim ln lim lim 0 0
n

n
n nt t tx

t tx x
t t t t+

−

→+∞ →+∞ →+∞→

 = = = − = − = 
 

   េ្រពះ  
lnlim 0nx

x
x→+∞

=  
 

 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
0

lim ln 0n

x
x x

+→
=          ។ 
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ឆ. ្រសយប�� ករូ់បមន� lim lnn

x
x x

→+∞
=+∞   

េគមាន ( )( )lim ln lim lim lnn n

x x x
x x x x

→+∞ →+∞ →+∞
= × = +∞ +∞ = +∞  

េ្រពះ កលណា x →+∞  េនាះ nx →+∞  និង ln x →+∞  

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  lim lnn

x
x x

→+∞
=+∞          ។ 

ជ. ្រសយប�� ករូ់បមន� 
0

lnlim nx

x
x+→

= −∞  

េគមាន 
0

lnlim nx

x
x+→

 

េគតង 
1 1x t
t x

= ⇒ =  

េប  0x t+→ ⇒ →+∞  

េគបាន ( )1

0

1lnlnlim lim lim ln lim ln
1

n n
nn t t tx

x t t t t t
x

t

+

−

→+∞ →+∞ →+∞→
= = = − = − +∞ = −∞

 
 
 

   េ្រពះ  lim lnn

x
x x

→+∞
=+∞  

 

 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
0

lnlim nx

x
x+→

= −∞          ។ 

ឈ. ្រសយប�� ករូ់បមន� 
( )

0

ln 1
lim 1 , 1
x

x
x

x→

+
= > −   

រេបៀបទ១ី  េគេ្របទំនាកទ់ំនងរូបមន�មាន្រសប ់

េគមាន 
( ) ( )

0 0

ln 1 1lim lim ln 1
x x

x
x

x x→ →

+  = +  
 

  

( )

( )

1

0

1

0

lim ln 1

ln lim 1

ln
1

x
x

x
x

x

x

e

→

→

= +

 = +  
=
=

 

 េ្រពះ ( )
1

0
lim 1 x
x

x e
→

+ =   បាន្រសយរចួេហយ   

 ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
( )

0

ln 1
lim 1 , 1
x

x
x

x→

+
= > −          ។ 

  

 រេបៀបទ២ី  េគេ្រប្រទឹស�ីបទ  L'Hospital  

េគមាន 
( ) ( ) ( )

0 0 0 0

ln 1ln 1 1 1 1lim lim lim lim 1
1 1 1 0x x x x

xx x
x x x x→ → → →

′ ′+ + + = = = = =
′ + + +

 

ដូចេនះ     ្រសយប�� ក់បានថា  
( )

0

ln 1
lim 1 , 1
x

x
x

x→

+
= > −          ។ 
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5. ្រសយប�� កថ់ា េបអនុគមន ៍ f  ជាប ់េហយេកនដចខ់ត ឬចុះដចខ់តេលចេនា� ះបទិ [ ],a b េនាះចេំពះ្រគបច់នំនួ k  េនចេនា� ះ 

( )f a  នងិ ( )f b  សមកីរ ( )f x k=  មានចេម�យែតមយួគតក់�ុងចេនា� ះ [ ],a b  
 

អនុគមន ៍ f  ជាបន់ិងេកនដចខ់តេលចេនា� ះបិទ [ ],a b  ។ 

f  េកនដច់ខត មាននយ័ថា េប x  និង x′  េនក�ុងចេនា� ះ [ ],a b   

ែដល x x′<  េនាះេគបាន ( ) ( )f x f x′<  ។ 
 

ឱ្យចំនួន k  េនចេនា� ះ ( )f a  និង ( )f b  , ( ) ( )( )f a k f b< <   

និង f  ជាអនុគមន៍ជាប ់តម្រទឹស�ីបទប�� កថ់ា មានចំនួន c  មយួេន 

ចេនា� ះ a  និង b  ែដល ( )f c k=  ។ 
 

ឧបមាថា មានចំនួនមយួេទៀត c′  ខុសពី c  េផ��ងផា� តគ់ា�  ( )f c k′ =  

េនាះ ( ) ( )f c f c′=  ជាករណីផ�ុយពីសម�តិកម�ែដលថា f  ជាអនុកមន ៍

េកនដចខ់ត ។ 
 

ដូចេនះ មានចំនួន c  មយួគតែ់ដលេផ��ងផា� ត ់ ( )f c k=  គឺសមកីរ ( )f x k=  មានចេម�យែតមយួគត ់។ 
 

6. ចេំពះេស៊រអីនន� 
1

n
n

a
∞

=
∑   

ក. ្រសយប�� កថ់ាេបេស៊រ ី 
1

n
n

a
∞

=
∑  ជាេស៊ររីមួេនាះ lim 0nn

a
→+∞

=   

ឧបមាថា េស៊រអីនន� 
1

n
n

a
∞

=
∑  រមួ 

េគតង  
1

n
n

S a
∞

=

=∑  និង nS  ជាផលបូក n  តួៃនេស៊រេីនះ 

េគបាន 1 2 3 1 1
1

...n n n n n
n

S a a a a a a S a
∞

− −
=

= = + + + + + = +∑  

នាឱំ្យ 1n n na S S −= −   

  ( )1lim lim 0n n nn n
a S S S S−→+∞ →+∞

= − = − =  

ដូចេនះ      ្រសយប�� កប់ានថា  េបេស៊រអីនន�  
1

n
n

a
∞

=
∑  ជាេស៊ររីមួេនាះ lim 0nn

a
→+∞

=       ។ 

 

ខ. ្រសយប�� កថ់ាេបស�ុីត ( )na  មនិរមួរក 0  េនាះ 
1

n
n

a
∞

=
∑  ជាេស៊ររីកី  

តមសំេណ ផ�ុយពីសម�តិកម�ក�ុងស្រមាយ ក. គឺ េប lim 0nn
a

→+∞
≠  េនាះេស៊រអីនន�  

1
n

n
a

∞

=
∑  ជាេស៊ររីកី 

េដយសំេណ ក�ុងស្រមាយ ក. ពិត នាឱំ្យសំេណ ផ�ុយពីសម�តិកម�របស់វកព៏ិតែដរ ។ 

ដូចេនះ     េគអចសន�ិដ� នបានថា  េប na  មនិរមួេទរក 0  េនាះេស៊រ ី
1

n
n

a
∞

=
∑  រកី           ។ 

 

aO

y

xc b

( )f a

( )f b

k
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន េដរេីវ 

 

1. េដយេ្របនិយមនយ័េដរេីវ  រកេដរេីវៃនអនុគមនខ៍ងេ្រកម៖ 

ក.  ( )f x c=  , c  េថរ េនាះ ( ) 0f x′ =  ខ.  ( )f x cx=  , c  េថរ េនាះ ( )f x c′ =  

គ. ( )f x ax b= + , ,a b  េថរ េនាះ ( )f x a′ =  ឃ.  ( ) 2 2f x x x= +  េនាះ ( ) 2 2f x x′ = +  

ង.  ( ) 3f x x=  េនាះ ( ) 23f x x′ =  ច.  ( )f x x=  េនាះ  ( ) 1
2

f x
x

′ =   

ឆ. ( ) 3f x x=  េនាះ ( )
3 2

1
3

f x
x

′ =  ជ.  ( ) 1f x
x

=  េនាះ ( ) 2

1f x
x

′ = −  

ឈ.  ( ) 1f x
x

=   េនាះ ( ) 1
2

f x
x x

′ = −  ញ.  ( ) nf x x=  េនាះ ( ) 1nf x nx −′ =  

ដ. 
a
xxy a ln

lnlog ==  េនាះ   
ax

y
ln
1

=′  ឋ. 10, ≠<= aay x  េនាះ  aay x ln=′   

2. េប u  និង v  ជាអនុគមនៃ៍ន x  ្រសយប�� ក់ថា  ៖ 

ក.  y au=  , a  េថរ េនាះ y u′ ′=  ខ. nuy =  េនាះ 1−′=′ nuuny   

គ. y u v w= + −  េនាះ y u v w′ ′ ′ ′= + −  ឃ. y uv=  េនាះ y u v v u′ ′ ′= +   

ង. 
uy
v

=  េនាះ 2

u v v uy
v

′ ′−′ =  ច. uy =  េនាះ 
u

uy
2
′

=′   

ឆ. 
u

y 1
=  េនាះ 2u

uy
′

−=′   

3. ្រសយប�� កថ់ា  េប ( )y f u=  និង ( )u g x=   េនាះេគបាន  
dy dy du
dx du dx

= ×   ឬ   ( ) ( ) ( )d f u x f u u x
dx

′ ′  = ×   ។ 

4. ្រសយប�� កថ់ា េប ny u=  និង u  ជាអនុគមនៃ៍ន x  េនាះ  1 1n ndy dunu nu u
dx dx

− − ′= × = ×   ។ 

5. ្រសយប�� ករូ់បមន�េដរេីវៃនអនុគមន្៍រតីេកណមា្រតខងេ្រកម ៖ 

ក. xy sin=  េនាះ  xy cos=′  ខ. xy cos=  េនាះ  xy sin−=′  

គ. xy tan=  េនាះ x
x

y 2
2 tan1

cos
1

+==′  ឃ. xy cot=     េនាះ ( )x
x

y 2
2 cot1

sin
1

+−=−=′  

ង. uy sin=  េនាះ uuy cos′=′  ច. uy cos=  េនាះ uuy sin′−=′  

ឆ. uy tan=  េនាះ ( )uu
u

uy 2
2 tan1

cos
+′=

′
=′  ជ. uy cot=  េនាះ   ( )uu

u
uy 2

2 cot1
sin

+′−=
′

−=′  

6. ្រសយប�� ករូ់បមន�េដរេីវៃនអនុគមនអ៍ិចស្ប៉ូណងែ់ស្យលខងេ្រកម ៖ 

ក. xey =  េនាះ xey =′  ខ. uey =  េនាះ ueuy ′=′  

គ. xy a=  េនាះ aay x ln=′   ែដល 0 1a< ≠  ឃ. uay =  េនាះ aauy u ln′=′   

7. ្រសយប�� ករូ់បមន�េដរេីវៃនអនុគមនេ៍លករតីខងេ្រកម ៖ 

ក. 0,ln >= xxy  េនាះ 
x

y 1
=′  ខ. uy ln=  េនាះ 

u
uy
′

=′   

គ. 
a
xxy a ln

lnlog ==    េនាះ   
ax

y
ln
1

=′  ឃ. uy alog=  េនាះ 
au

uy
ln
′

=′  
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8. វសិមភាពកំេណ នមានកំណត ់: េគឱ្យ f  ជាអនុគមនក៍ំណតន់ិងជាបេ់ហយមានេដរេីវេលចេនា� ះ I  ។ េបមានពីរចំនួនពិត m  និង M  

ែដលចំេពះ្រគប ់ ( ),x I m f x M′∈ ≤ ≤  េនាះ្រគបច់ំនួនពិត ,a b I∈  ែដល a b<  េគបាន 

( ) ( ) ( ) ( )m b a f b f a M b a− ≤ − ≤ −  ។ 

9. េគឱ្យអនុគមន ៍ f  មានេដរេីវេលចេនា� ះ [ ],a b  ។ េបមានចំនួនពិត M  ែដល ( )f x M′ ≤  ចំេពះ [ ],x a b∈  េនាះ េគបាន 

វសិមភាព ( ) ( )f b f a M b a− ≤ −  ។ 

10. ្រទឹស�ីបទរ ៉ូល :  េប f  ជាអនុគមន៍ជាបេ់លចេនា� ះ [ ],a b  មានេដរេីវេលចេនា� ះ ( ),a b  និង ( ) ( )f a f b=  េនាះមានចំនួន 

( ),c a b∈  យ៉ាងតិចមយួែដល ( ) 0f c′ =  ។ 

11. ្រទឹស�ីបទតៃម�មធ្យម :  េប f  ជាអនុគមនជ៍ាបេ់លចេនា� ះ [ ],a b មានេដរេីវេលចេនា� ះ ( ),a b  េនាះមាន ( ),c a b∈  មយួយ៉ាងតិច 

ែដល  ( ) ( ) ( )f b f a
f c

b a
−

′ =
−

 ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន េដរេីវ 

 

1. េដយេ្របនយិមនយ័េដរេីវ  ្រសយប�� ករូ់បមន�េដរេីវៃនអនុគមនខ៍ងេ្រកម៖ 

ក.  ្រសយប�� កថ់ា ( )f x c=  , c  េថរ   េនាះ ( ) 0f x′ =   

តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 

( ) ( ) ( )
0

0

0

0

lim

lim

0lim

lim 0 0

h

h

h

h

f x h f x
f x

h
c c

h

h

→

→

→

→

+ −
′ =

−
=

=

= =

 

ដូចេនះ       រូបមន� េប ( )f x c=  , c  េថរ  េនាះ ( ) 0f x′ =    ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 

ខ.  ្រសយប�� កថ់ា ( )f x cx=  , c  េថរ   េនាះ  ( )f x c′ =  

តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 

  

( ) ( ) ( )

( )
0

0

0

0 0

lim

lim

lim

lim lim

h

h

h

h h

f x h f x
f x

h
c x h cx

h
cx ch cx

h
ch c c
h

→

→

→

→ →

+ −
′ =

+ −
=

+ −
=

= = =

 

 

ដូចេនះ       រូបមន� េប  ( )f x cx=  , c  េថរ   េនាះ  ( )f x c′ =     ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់          ។ 

 

គ.  ្រសយប�� កថ់ា ( )f x ax b= + , ,a b  េថរ  េនាះ  ( )f x a′ =  

តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
0

0

0

0 0

lim

lim

lim

lim lim

h

h

h

h h

f x h f x
f x

h
a x h b ax b

h
ax ah b ax b

h
ah a a
h

→

→

→

→ →

+ −
′ =

+ + − +
=

+ + − −
=

= = =

 

ដូចេនះ       រូបមន�  េប  ( )f x ax b= + , ,a b  េថរ  េនាះ  ( )f x a′ =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
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ឃ.  ្រសយប�� កថ់ា ( ) 2 2f x x x= +  េនាះ ( ) 2 2f x x′ = +   

តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

0

2 2
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2 2 2

0

2

0

0

lim

2 2
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2 2 2 2lim
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h

f x h f x
f x

h
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h
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h
xh h h

h
x h x

→

→

→

→

→

+ −
′ =

+ + + − +
=

+ + + + − −
=

+ +
=

= + + = +

 

ដូចេនះ      រូបមន� េប ( ) 2 2f x x x= +  េនាះ ( ) 2 2f x x′ = +   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 

 

ង.  ្រសយប�� កថ់ា ( ) 3f x x=  េនាះ  ( ) 23f x x′ =  

តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 

  

( ) ( ) ( )

( )

( )

0

3 3

0

3 2 2 3 3

0

2 2
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0

lim
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3 3lim

3 3
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h
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h
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x
h
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→

→

→
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′ =
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ដូចេនះ          រូបមន� េប  ( ) 3f x x=   េនាះ  ( ) 23f x x′ =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 

 

ច.  ្រសយប�� កថ់ា ( )f x x=   េនាះ ( ) 1
2

f x
x

′ =  

តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 

  

( ) ( ) ( )

( )( )
( )

( )

0 0

0

0

0

lim lim

lim

lim

1 1lim
2

h h

h

h

h

f x h f x x h xf x
h h
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x h x
h x h x

x h x x

→ →

→

→

→

+ − + −′ = =
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=
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ដូចេនះ        រូបមន� េប ( )f x x=   េនាះ  ( ) 1
2

f x
x

′ =     ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
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ឆ. ្រសយប�� កថ់ា  ( ) 3f x x=   េនាះ  ( )
3 2

1
3

f x
x

′ =  

តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 
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ដូចេនះ             រូបមន�  េប ( ) 3f x x=  េនាះ  ( )
3 2

1
3

f x
x

′ =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់         ។ 

ជ.  ្រសយប�� កថ់ា   ( ) 1f x
x

=   េនាះ  ( ) 2

1f x
x

′ = −  

តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 
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dx du dx

= ×   ឬ  ( ) ( ) ( )d f u x f u u x
dx

′ ′  = ×     ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 

 

4. ្រសយប�� កថ់ា 1 1n ndy dunu nu u
dx dx

− − ′= × = ×   

េគមាន ny u=  និង u  ជាអនុគមនៃ៍ន x   

េយងមានទំនាកទ់ំនង   
dy dy du
dx du dx

= ×   (បាន្រសយរចួខងេល) 

           

( )
1

1

n

n

n

d duu
du dx

dunu
dx

nu u

−

−

= ×

= ×

′= ×

 

ដូចេនះ        រូបមន�    1 1n ndy dunu nu u
dx dx

− − ′= × = ×   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
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5. ្រសយប�� ករូ់បមន�េដរេីវៃនអនុគមន្៍រតេីកណមា្រតខងេ្រកម ៖ 

ក. ្រសយប�� កថ់ា xy sin=   េនាះ  xy cos=′  

រេបៀបទ១ី : តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖           រេបៀបទ២ី : តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 
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ដូចេនះ     រូបមន�  េប xy sin=   េនាះ  xy cos=′      ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  xy cos=   េនាះ   xy sin−=′  

រេបៀបទ១ី : តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖           រេបៀបទ២ី : តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 
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គ. ្រសយប�� កថ់ា  xy tan=   េនាះ  x
x

y 2
2 tan1

cos
1

+==′  

េយងមាន 
sintan
cos

xy x
x

= =     តមរូបមន�  2

u u v v u
v v

′ ′ ′−  = 
 

  េគបាន ៖ 
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2
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cos sin 1
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=

+
= =

= +

 

 

ដូចេនះ              រូបមន�  េប  xy tan=   េនាះ  x
x

y 2
2 tan1

cos
1

+==′  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

ឃ. ្រសយប�� កថ់ា xy cot=  េនាះ  ( )x
x

y 2
2 cot1

sin
1

+−=−=′  

េយងមាន   
coscot
sin

xy x
x

= =     តមរូបមន�  2

u u v v u
v v

′ ′ ′−  = 
 

  េគបាន ៖ 
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2
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sin

cos sin sin cos
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sin cos 1
sin sin
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xy x
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x
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x x
x

′ ′′ = =  
 

′ ′−
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ដូចេនះ       រូបមន�  េប  xy cot=  េនាះ  ( )x
x

y 2
2 cot1

sin
1

+−=−=′   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 
 

ង. ្រសយប�� កថ់ា  uy sin=   េនាះ  uuy cos′=′  

េគយក  ( )u u x=   តមរូបមន�េដរេីវៃនអនុគមនប៍ណា� ក ់  
dy dy du
dx du dx

= ×  

េគបាន            ( )sindy d duu x
du du dx

 = ×   

  

( ) ( )
( ) ( )
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cos
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u x u x

u x u x
u u

′= ×

′=
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ច. ្រសយប�� កថ់ា  uy cos=   េនាះ  uuy sin′−=′  

េគយក  ( )u u x=   តមរូបមន�េដរេីវៃនអនុគមនប៍ណា� ក ់  
dy dy du
dx du dx

= ×  

េគបាន        ( )cosdy d duu x
du du dx

 = ×   
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( ) ( )

sin

sin
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u x u x

u x u x
u u

′= − ×

′= −

′= −

 

 

ដូចេនះ   រូបមន�   េប  uy cos=   េនាះ  uuy sin′−=′   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 
 

ឆ. ្រសយប�� កថ់ា  uy tan=   េនាះ  ( )uu
u

uy 2
2 tan1

cos
+′=

′
=′  

េគយក  ( )u u x=   តមរូបមន�េដរេីវៃនអនុគមនប៍ណា� ក ់  
dy dy du
dx du dx

= ×  

េគបាន          ( )tandy d duu x
du du dx

 = ×          ម្យោ៉ងេទៀត   ( )tandy d duu x
du du dx

 = ×   

 

( ) ( )

( )
( )

2

2

2
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cos

cos

u x
u x

u x
u x

u
u

′= ×

′
=

′
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( ) ( )
( ) ( )
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2

2

2
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u x u x

u x u x

u u

′ = + × 
′  = + 
′= +  

 

ដូចេនះ                រូបមន�   េប  uy tan=   េនាះ  ( )uu
u

uy 2
2 tan1

cos
+′=

′
=′    ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 

ជ. ្រសយប�� កថ់ា  uy cot=   េនាះ  ( )uu
u

uy 2
2 cot1

sin
+′−=

′
−=′  

េគយក ( )u u x=   តមរូបមន�េដរេីវៃនអនុគមនប៍ណា� ក ់  
dy dy du
dx du dx

= ×  

េគបាន          ( )cotdy d duu x
du du dx

 = ×          ម្យោ៉ងេទៀត   ( )cotdy d duu x
du du dx

 = ×   

 

( ) ( )

( )
( )

2

2

2

1
sin

sin

sin

u x
u x

u x
u x

u
u

′= − ×

′
= −

′
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( ) ( )
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2

2

2

1 cot

1 cot

1 cot

u x u x

u x u x

u u

′ = − + × 
′  = − + 
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ដូចេនះ                រូបមន�  េប  uy cot=   េនាះ  ( )uu
u

uy 2
2 cot1

sin
+′−=

′
−=′    ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 
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6. ្រសយប�� ករូ់បមន�េដរេីវៃនអនុគមនអ៍ចិស្ប៉ូណងែ់ស្យលខងេ្រកម ៖ 

ក. ្រសយប�� កថ់ា  xey =   េនាះ  xey =′  

តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 
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( )
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e ef x
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= ⋅ 
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ដូចេនះ      រូបមន�   េប  xey =   េនាះ  xey =′      ។ 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  uey =   េនាះ  ueuy ′=′  

េគយក  ( )u u x=   តមរូបមន�េដរេីវៃនអនុគមនប៍ណា� ក ់  
dy dy du
dx du dx

= ×  

េគបាន          ( )u xdy d due
dx du dx

 = ×   

 

( ) ( )
( ) ( )

u x

u x

u

e u x

u x e

u e

′= ×

′=

′=

 

 

ដូចេនះ      រូបមន�   េប  uey =   េនាះ  ueuy ′=′   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 
 

គ. ្រសយប�� កថ់ា xy a=   េនាះ  aay x ln=′   ែដល 0 1a< ≠  

តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 
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(េ្រពះ  
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1lim ln
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a a
h→

−
=   េមលករ្រសយប�� កក់�ុងេមេរៀនលីមតី) 

ដូចេនះ     រូបមន� 10, ≠<= aay x   េនាះ   aay x ln=′    ្រត�វបាន្រសយ      ។ (លំហត់េនះបាន្រសយរចួម�ងេហយ) 
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ឃ. ្រសយប�� កថ់ា  uay =   េនាះ  aauy u ln′=′  

េគយក  ( )u u x=   តមរូបមន�េដរេីវៃនអនុគមនប៍ណា� ក ់  
dy dy du
dx du dx

= ×  
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dx du dx
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ដូចេនះ           រូបមន�  េប  uay =   េនាះ  aauy u ln′=′    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 
 

 

7. ្រសយប�� ករូ់បមន�េដរេីវៃនអនុគមនេ៍លករតីខងេ្រកម ៖ 

ក. ្រសយប�� កថ់ា  0,ln >= xxy   េនាះ  
x

y 1
=′  

តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 
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ដូចេនះ         រូបមន�  េប  0,ln >= xxy   េនាះ  
x

y 1
=′    ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  uy ln=   េនាះ  
u
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េរៀបេរៀងេដយ : គរនុិស្សតិ  េ្របស ដរ៉ 209 ឯកេទស : គណិតវទិ្យោ 
www.facebook.com/7khmer
fb : Entertainment  And Knowledge



ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន េដរេីវ  ថា� កទ់ី ១២ 

គ. ្រសយប�� កថ់ា 
a
xxy a ln

lnlog ==   េនាះ  
ax
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លក�ខណ�  0 1 , 0a x< ≠ >  

តមនិយមនយ័េដរេីវ េគបាន ៖ 
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ដូចេនះ             រូបមន�   េប  a
xxy a ln

lnlog ==   េនាះ  
ax

y
ln
1

=′    ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។  (្រសយរចួម�ងេហយ) 

ឃ. ្រសយប�� កថ់ា uy alog=   េនាះ  
au

uy
ln
′

=′  

េគមាន  
lnlog
lna

uy u
a

= =    ែដល 0 0 , 0a u< ≠ >    

េគយក  ( )u u x=   តមរូបមន�េដរេីវៃនអនុគមនប៍ណា� ក ់  
dy dy du
dx du dx

= ×  

េគបាន 
( )ln

ln
u xdy d du

dx du a dx
 

= × 
 

         (មាន  ln a  ជាចំនួនេថរ) 

     

( )

( ) ( )

( )
( )

1 ln
ln
1 1

ln

ln ln

d duu x
a du dx

u x
a u x

u x u
u x a u a

 = × × 

′= × ×

′ ′
= =

 

ដូចេនះ           រូបមន�   េប  uy alog=   េនាះ  
au

uy
ln
′

=′   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់         ។ 
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8. ្រសយប�� កវ់សិមភាពកេំណ នមានកណំត ់ ( ) ( ) ( ) ( )m b a f b f a M b a− ≤ − ≤ −  

េគមាន  ( ),x I m f x M′∈ ≤ ≤  និង ,a b I∈  ែដល a b<  

េគបាន   ( ) 0f x m′ − ≥  និង ( ) 0f x M′ − ≤  

តងអនុគមន ៍ ( ) ( )g x f x mx= −  និង ( ) ( )h x f x Mx= −  ែដល g  និង f  មានេដរេីវេលចេនា� ះ I  

    ( ) ( )g x f x m′ ′= −  និង ( ) ( )h x f x M′ ′= −  

 នាឱំ្យ ( ) 0g x′ ≥ ្រគប ់ x I∈  មាននយ័ថា  ( )g x  ជាអនុគមន៍េកនេល I  និងេល [ ],a b េគបាន ៖ 

    

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0

0

0

1

g b g a

f b mb f a ma

f b mb f a ma

f b f a mb ma

f b f a m b a

− ≥

   − − − ≥   
− − + ≥

− ≥ −

− ≥ −

 

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) 0h x′ ≥ ្រគប ់ x I∈  មាននយ័ថា  ( )h x  ជាអនុគមន៍ចុះេល I  និងេល [ ],a b េគបាន ៖ 

    

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0

0

0

2

h b h a

f b Mb f a Ma

f b Mb f a Ma

f b f a Mb Ma

f b f a M b a

− ≤

   − − − ≤   
− − + ≤

− ≤ −

− ≤ −

 

តមទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2  េគបាន  ( ) ( ) ( ) ( )m b a f b f a M b a− ≤ − ≤ −  

ដូចេនះ      វសិមភាពកំេណ នមានកំណត់  ( ) ( ) ( ) ( )m b a f b f a M b a− ≤ − ≤ −  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់   ។ 
 

9. ្រសយប�� កថ់ា េប ( )f x M′ ≤  ចេំពះ [ ],x a b∈  េនាះ េគបាន វសិមភាព ( ) ( )f b f a M b a− ≤ −   

េគមាន f  មានេដរេីវេលចេនា� ះ [ ],a b  និង ( )f x M′ ≤  ចំេពះ្រគប ់ x I∈  

នាឱំ្យ ( )M f x M′− ≤ ≤  េហយ  0M ≥  េ្រពះ ( ) 0f x′ ≥  

តមវសិមភាពកំេណ នមានកំណត ់ ៖ 

 -ចំេពះ   a b<   េគបាន ( ) ( ) ( ) ( )M b a f b f a M b a− − ≤ − ≤ −  

                          
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )1

f b f a M b a

f b f a M b a

− ≤ −

− ≤ −
 

 -ចំេពះ   a b>   េគបាន ( ) ( ) ( ) ( )M a b f a f b M a b− − ≤ − ≤ −  

     

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2

M a b f b f a M a b

M a b f b f a M a b

f b f a M a b

f b f a M a b

− ≥ − ≥ − −

− − ≤ − ≤ −

− ≤ −

− ≤ −

 

តមទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2  នាឱំ្យេគបាន  ( ) ( )f b f a M b a− ≤ −   េ្រពះថា  b a a b− = −  

 ដូចេនះ េប  ( )f x M′ ≤  ចំេពះ [ ],x a b∈  េនាះ េគបាន វសិមភាព ( ) ( )f b f a M b a− ≤ −      ។ 
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10. ្រសយប�� ក្់រទសឹ�ីបទរ ៉លូ :  េប ( ) ( )f a f b=  េនាះមានចនំនួ ( ),c a b∈  យ៉ាងតចិមយួែដល ( ) 0f c′ =   

េគមាន f  ជាអនុគមនជ៍ាប់េលចេនា� ះ [ ],a b  មានេដរេីវេលចេនា� ះ ( ),a b  និង ( ) ( )f a f b=  

េគតង ( ) ( )f a f b d= =  

េគមានបីករណីក�ុងករសិក្សោទីតងំរវង ( )f x  និងបនា� ត ់ d  េដម្បរីកឱ្យេឃញថា មាន ( ),c a b∈  មយួយ៉ាងតិចែដល ( ) 0f c′ =  

• ករណីទី ១:  េប ( )f x d=  េនាះ្រគប់ [ ],x a b∈  េគបាន ៖ 

   f  ជាអនុគមនេ៍ថរេលចេនា� ះ [ ],a b  

   នាឱំ្យ  ( ) 0f x′ =  មាន [ ],x c a b= ∈  ែដល ( ) 0f c′ =  

• ករណីទី ២:  េប ( )f x d>  េនាះ្រគប់ [ ],x a b∈  េគបាន ៖ 

   f  ជាអនុគមនម៍ានតៃម�អតិបរមាមយួយ៉ាងតិច្រតង ់ x c=  

   េដយ f  មានេដរេីវ្រតង ់ x c=   េគបាន ( ) 0f c′ =  

• ករណីទី ៣:  េប ( )f x d<  េនាះ្រគប់ [ ],x a b∈  េគបាន ៖ 

   f  ជាអនុគមនម៍ានតៃម�អប្បបរមាមយួយ៉ាងតិច្រតង ់ x c=  

   េដយ f  មានេដរេីវ្រតង ់ x c=   េគបាន ( ) 0f c′ =  

 េឃញថា ្រគបក់រណីខងេលេគរកបាន ( ) 0f c′ =  

 ដូចេនះ      ្រទឹស�ីបទរ ៉ូល : េប ( ) ( )f a f b=  េនាះមានចំនួន ( ),c a b∈  យ៉ាងតិចមយួែដល ( ) 0f c′ =  ្រត�វបាន្រសយ     ។ 
 

11. ្រសយប�� ក ់្រទសឹ�ីបទតៃម�មធ្យម :   ( ) ( ) ( )f b f a
f c

b a
−

′ =
−

 

េគមាន  f  ជាអនុគមន៍ជាបេ់លចេនា� ះ [ ],a b មានេដរេីវេលចេនា� ះ ( ),a b   

បនា� តក់តត់មពីរចំណុច ( )( ),a f a  និង ( )( ),b f b  មានសមកីរ  
( ) ( ) ( )y f a f b f a

x a b a
− −

=
− −

 

នាឱំ្យ    
( ) ( ) ( ) ( )f b f a

y x a f a
b a
−

= − +
−

 

េគតង ( ) ( )g x f x y= −    

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f b f a
g x f x x a f a

b a
−

= − − −
−

 

  ( ) ( ) ( ) ( )f b f a
g x f x

b a
−

′ ′= −
−

 

 ចំេពះ x a=  េនាះ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
f b f a

g a f a a a f a
b a
−

= − − − =
−

 

 ចំេពះ x b=  េនាះ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
f b f a

g b f b b a f a
b a
−

= − − − =
−

 

េដយ g  ជាអនុគមនព៍ហុធាជាបេ់ល [ ],a b  និង ( ) ( ) 0g a g b= =   តម្រទឹស�ីបទរ ៉ូល មានចំនួន ( ),c a b∈  មយួយ៉ាងតិច 

ែដល ( ) 0g c′ =  េនាះ  ( ) ( ) ( ) ( ) 0
f b f a

g c f c
b a
−

′ ′= − =
−

 ទញបាន ( ) ( ) ( )f b f a
f c

b a
−

′ =
−

  ។ 
 

ដូចេនះ     ្រទឹស�ីបទតៃម�មធ្យម  ( ) ( ) ( )f b f a
f c

b a
−

′ =
−

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 

( ) 0f c′ =

a bc

d

y

x0

( ) ( )f a f b=

( ) 0f c′ =

a bc

d

y

x0

( ) ( )f a f b=
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន សកិ្សោអនុគមន៍ 

 

1. ្រសយប�� ក្់រទឹស�ីបទ : េប f  ជាអនុគមនជ៍ាបេ់លចេនា� ះ [ ],a b  និងមានេដរេីវេលចេនា� ះ ( ),a b  ៖ 

ក. េប ( ) 0f x′ >  ចំេពះ្រគប ់ ( ),x a b∈  េនាះ f  ជាអនុគមនេ៍កនេលចេនា� ះ [ ],a b  ។ 

ខ. េប ( ) 0f x′ <  ចំេពះ្រគប ់ ( ),x a b∈  េនាះ f  ជាអនុគមនចុ៍ះេលចេនា� ះ [ ],a b  ។ 

គ. េប ( ) 0f x′ =  ចំេពះ្រគប ់ ( ),x a b∈  េនាះ f  ជាអនុគមនេ៍ថរេលចេនា� ះ [ ],a b  ។ 

2. ្រសយប�� កត់ៃម�បរមាេធៀប : េគមានអនុគមន ៍ f  ជាបេ់លចេនា� ះ [ ],a b  និងមាន ( ),c a b∈  ែដល ( ) 0f c′ =  ។              

េប f  មានេដរេីវេលចេនា� ះ ( ),a b  េលកែលងែត្រតង់ c  េនាះ ( )f c  ្រត�វបានេគកំណតដូ់ចខងេ្រកម ៖ 

ក. េប ( )f x′  ប�ូរស�� ពី −  េទ +  ្រតង ់ c   េនាះ ( )f c  គឺជាតៃម�អប្បបរមាៃន f  ។ 

ខ. េប ( )f x′  ប�ូរស�� ពី +  េទ −  ្រតង ់ c   េនាះ ( )f c  គឺជាតៃម�អតិបរមាៃន f  ។ 

3. ្រសយប�� កព់ីបរមា េដយេ្របេដរេីវទី២ : េប f  ជាអនុគមន៍ែដល ( ) 0f c′ =  និងមានេដរេីវេលចេនា� ះ I  ែដលមាន c  េនាះេគថា៖ 

ក. េប ( ) 0f c′′ >  េនាះ ( )f c  គឺជាតៃម�អប្បរមា ។ 

ខ. េប ( ) 0f c′′ <  េនាះ ( )f c  គឺជាតៃម�អតិរមា ។ 

គ. េប ( ) 0f c′′ =  និងស�� េនសងខង ( )f c′′  ែ្រប្រប�ល េនាះេគថាអនុគមនម៍ានចំណុចរបត់្រតង ់ c  ។ 

4. បង� ញថា េប អនុគមន ៍ f  មានេដរេីវេលចេនា� ះ ( ),I a b=  េនាះ f  ជាបេ់លចេនា� ះ I  ។ 

5. ្រសយប�� កថ់ា : េប ( ),I a b  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេកង C  តងអនុគមន ៍ f  លុះ្រតែតវេផ��ងផា� ត់ ( ) ( )2 2f a x f x b− + =  ។ 

6. បង� ញថា ្រកបៃនអនុគមនដ៍ឺេ្រកទី៣ មានចំណុចរបតម់យួ ែដលជាផ�ិតឆ�ុះរបស់វ ។ 

7. ្រសយប�� កថ់ា  េប 
( )lim

x

f x
a

x→±∞
=  និង ( )lim

x
f x ax b

→±∞
 − =   េនាះបនា� តែ់ដលមានសមកីរ y ax b= +  គឺជាអសីុមតូត 

េ្រទតៃន្រកបតង f  ។ 

8. ្រសយប�� កថ់ា  បនា� តប់ះ៉្រកបតងអនុគមន ៍ f  ្រតង ់ 0x  មានសមកីរ ( )( ) ( )0 0 0y f x x x f x′= − +  ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន សកិ្សោអនុគមន៍ 

 
1. រលឹំក :  ចំេពះ 1x  និង 2x  ែដល 2 1x x>  េហយ f  គា� នបរមាេនចេនា� ះ ( )1 2,x x  េគកំណត ់៖ 

-េប ( ) ( )2 1f x f x>  េនាះ f  ជាអនុគមន ៍េកន ។ 

-េប ( ) ( )2 1f x f x>  េនាះ f  ជាអនុគមន ៍ចុះ ។ 

-េប ( ) ( )2 1f x f x=  េនាះ f  ជាអនុគមន ៍េថរ ។ 

ក. ្រសយប�� ក្់រទសឹ�ីបទ : េប ( ) 0f x′ >  ចេំពះ្រគប ់ ( ),x a b∈  េនាះ f  ជាអនុគមនេ៍កនេលចេនា� ះ [ ],a b  

េគមាន ( ) 0f x′ >  ចំេពះ្រគប់ ( ),x a b∈  

េគតង 1 2x x<  ែដល ( )1 2, ,x x a b∈  

តម្រទឹស�ីបទតៃម�មធ្យម : មាន c  ែដល 1 2x c x< <   

េគបាន ( ) ( ) ( )2 1

2 1

f x f x
f c

x x
−

′ =
−

 

េដយ ( ) 0f x′ >  ចំេពះ្រគប់ ( ),x a b∈  េនាះ ( ) 0f c′ >  

នាឱំ្យ 
( ) ( )2 1

2 1

0
f x f x

x x
−

>
−

    (គុណអង�ទងំពីរនឹង 2 1 0x x− >  មនិប�ូរទិសេដ) 

  ( ) ( )2 1 0f x f x− >  

                ( ) ( )2 1f x f x>   េនះប�� កថ់ា f  ជាអនុគមនេ៍កន 

ដូចេនះ     េប ( ) 0f x′ >  េនាះ f  ជាអនុគមនេ៍កន       ។ 

 

ខ. ្រសយប�� ក្់រទសឹ�ីបទ : េប ( ) 0f x′ <  ចេំពះ្រគប ់ ( ),x a b∈  េនាះ f  ជាអនុគមនចុ៍ះេលចេនា� ះ [ ],a b  

េគមាន ( ) 0f x′ <  ចំេពះ្រគប់ ( ),x a b∈  

េគតង 1 2x x<  ែដល ( )1 2, ,x x a b∈  

តម្រទឹស�ីបទតៃម�មធ្យម : មាន c  ែដល 1 2x c x< <   

េគបាន ( ) ( ) ( )2 1

2 1

f x f x
f c

x x
−

′ =
−

 

េដយ ( ) 0f x′ <  ចំេពះ្រគប់ ( ),x a b∈  េនាះ ( ) 0f c′ <  

នាឱំ្យ 
( ) ( )2 1

2 1

0
f x f x

x x
−

<
−

    (គុណអង�ទងំពីរនឹង 2 1 0x x− >  មនិប�ូរទិសេដ) 

  ( ) ( )2 1 0f x f x− <  

                ( ) ( )2 1f x f x<   េនះប�� កថ់ា f  ជាអនុគមនចុ៍ះ 

ដូចេនះ     េប ( ) 0f x′ <  េនាះ f  ជាអនុគមនចុ៍ះ        ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន សកិ្សោអនគុមន ៍  ថា� កទ់ី ១២ 

គ. ្រសយប�� ក្់រទសឹ�ីបទ : េប ( ) 0f x′ =  ចេំពះ្រគប ់ ( ),x a b∈  េនាះ f  ជាអនុគមនេ៍ថរេលចេនា� ះ [ ],a b  

េគមាន ( ) 0f x′ =  ចំេពះ្រគប់ ( ),x a b∈  

េគតង 1 2x x<  ែដល ( )1 2, ,x x a b∈  

តម្រទឹស�ីបទតៃម�មធ្យម : មាន c  ែដល 1 2x c x< <   

េគបាន ( ) ( ) ( )2 1

2 1

f x f x
f c

x x
−

′ =
−

 

េដយ ( ) 0f x′ =  ចំេពះ្រគប់ ( ),x a b∈  េនាះ ( ) 0f c′ =  

នាឱំ្យ 
( ) ( )2 1

2 1

0
f x f x

x x
−

=
−

    (គុណអង�ទងំពីរនឹង 2 1 0x x− >  មនិប�ូរទិសេដ) 

   ( ) ( )2 1 0f x f x− =  

                ( ) ( )2 1f x f x=   េនះប�� កថ់ា f  ជាអនុគមនេ៍ថរ 

ដូចេនះ     េប ( ) 0f x′ =  េនាះ f  ជាអនុគមនេ៍ថរ        ។ 

 

2. ្រសយប�� កត់ៃម�បរមាេធៀប :  

ក. ្រសយប�� កថ់ា េប ( )f x′  ប�ូរស�� ព ី−  េទ +  ្រតង ់ c   េនាះ ( )f c  គជឺាតៃម�អប្បបរមាៃន f  

េដយ ក�ុងចេនា� ះ ( ),a b  មានេដរេីវទី១ ( )f x′  ប�ូរស�� ពី −  េទ +  ្រតង ់ c  េនាះ ៖ 

 េគបាន ( ) 0f x′ <   ចំេពះ ( ),x a c∈   នាឱំ្យ f  ជាអនុគមនចុ៍ះេលចេនា� ះ ( ),a c  

  ( ) 0f x′ >   ចំេពះ ( ),x c b∈   នាឱំ្យ f  ជាអនុគមនេ៍កនេលចេនា� ះ ( ),c b  

នាឱំ្យ ្រកបៃន f  ចុះដល់ ( )f c  រចួេហយេកនវញិ េនាះ f  មានអប្បបរមា្រតង ់ x c=  

ដូចេនះ     េប ( )f x′  ប�ូរស�� ពី −  េទ +  ្រតង ់ c   េនាះ ( )f c  គឺជាតៃម�អប្បបរមាៃន f      ។ 

  
ខ. ្រសយប�� កថ់ា េប ( )f x′  ប�ូរស�� ព ី+  េទ −  ្រតង ់ c   េនាះ ( )f c  គជឺាតៃម�អតបិរមាៃន f  

េដយ ក�ុងចេនា� ះ ( ),a b  មានេដរេីវទី១ ( )f x′  ប�ូរស�� ពី +  េទ −  ្រតង ់ c  េនាះ ៖ 

 េគបាន ( ) 0f x′ >   ចំេពះ ( ),x a c∈   នាឱំ្យ f  ជាអនុគមនេ៍កនេលចេនា� ះ ( ),a c  

  ( ) 0f x′ <   ចំេពះ ( ),x c b∈   នាឱំ្យ f  ជាអនុគមនចុ៍ះេលចេនា� ះ ( ),c b  

នាឱំ្យ ្រកបៃន f  េកនដល់ ( )f c  រចួេហយចុះវញិ េនាះ f  មានអតិបរមា្រតង ់ x c=  

ដូចេនះ     េប ( )f x′  ប�ូរស�� ពី  +  េទ −  ្រតង់ c   េនាះ ( )f c  គឺជាតៃម�អតិបរមាៃន f      ។ 

 

 

ចណំា ំ ចេំពះអនុគមន ៍ f  េន្រតង ់ 0x x=   

  េប  ( )0 0f x′ =   នងិប�ូរស��   មាននយ័ថា អនុគមនម៍ានបរមា ្រតងច់ណុំច ( )( )0 0,x f x  

េប  ( )0 0f x′′ =   នងិប�ូរស��   មាននយ័ថា អនុគមនម៍ានចណុំចរបត ់ ្រតងច់ណុំច ( )( )0 0,x f x  
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន សកិ្សោអនគុមន ៍  ថា� កទ់ី ១២ 

3. ្រសយប�� កព់បីរមា េដយេ្របេដរេីវទ២ី :  

ក. ្រសយប�� កថ់ា េប  ( ) 0f c′ =  នងិ ( ) 0f c′′ >  េនាះ ( )f c  គជឺាតៃម�អប្បរមា េលចេនា� ះ I  

តមនិយមនយ័េដរេីវ   េគបាន  ( ) ( ) ( )lim
x c

f x f c
f c

x c→

′ ′−
′′ =

−
  

           ឬ  ( ) ( )lim
x c

f x
f c

x c→

′
′′ =

−
        េ្រពះ  ( ) 0f c′ =  

េដយ ( ) 0f c′′ >   េនាះ  
( )lim 0

x c

f x
x c→

′
>

−
 

-េប x c<  េនាះ 0x c− <   នាឱំ្យ  ( ) 0f x′ <  មាននយ័ថា ( )f x′  ជាអនុគមនចុ៍ះ  

-េប x c>  េនាះ 0x c− >   នាឱំ្យ  ( ) 0f x′ >  មាននយ័ថា ( )f x′  ជាអនុគមន៍េកន 

េឃញថា ក�ុងចេនា� ះ I ្រកបៃន f  ចុះដល់ ( )f c  រចួេកនវញិ មាននយ័ថា f  មានតៃម�អប្បបរមា្រតង ់ x c=  

ដូចេនះ     េប  ( ) 0f c′ =  និង ( ) 0f c′′ >  េនាះ ( )f c  គឺជាតៃម�អប្បរមាេលចេនា� ះ I        ។ 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា េប ( ) 0f c′ =  នងិ ( ) 0f c′′ <  េនាះ ( )f c  គជឺាតៃម�អតរិមា េលចេនា� ះ I  

តមនិយមនយ័េដរេីវ   េគបាន  ( ) ( ) ( )lim
x c

f x f c
f c

x c→

′ ′−
′′ =

−
  

           ឬ  ( ) ( )lim
x c

f x
f c

x c→

′
′′ =

−
        េ្រពះ  ( ) 0f c′ =  

េដយ ( ) 0f c′′ <   េនាះ  
( )lim 0

x c

f x
x c→

′
<

−
 

-េប x c<  េនាះ 0x c− <   នាឱំ្យ  ( ) 0f x′ >  មាននយ័ថា ( )f x′  ជាអនុគមន៍េកន 

-េប x c>  េនាះ 0x c− >   នាឱំ្យ  ( ) 0f x′ <  មាននយ័ថា ( )f x′  ជាអនុគមនចុ៍ះ  

េឃញថា ក�ុងចេនា� ះ I ្រកបៃន f  េកនដល់ ( )f c  រចួចុះវញិ មាននយ័ថា f  មានតៃម�អតិបរមា្រតង ់ x c=  

ដូចេនះ     េប ( ) 0f c′ =  និង ( ) 0f c′′ <  េនាះ ( )f c  គឺជាតៃម�អតិរមាេលចេនា� ះ I        ។ 

គ. ្រសយប�� កថ់ា េប ( ) 0f c′′ =  នងិស�� េនសងខង ( )f c′′  ែ្រប្រប�ល េនាះេគថាអនុគមនម៍ានចណុំចរបត្់រតង ់ c  

រលឹំក :   អនុគមនម៍យួមានចំណុចរបត់្រតងច់ំណុច ( ),I a b  កលណាេន្រតងច់ំណុច I  េនះ  អនុគមនផ៍ា� ស់ប�ូរភាពេប៉ាង ឬផត ។ 
  

េគមាន f  ជាអនុគមនែ៍ដល ( ) 0f c′ =  , ( ) 0f c′′ =  និងស�� េនសងខង ( )f c′′  ែ្រប្រប�ល 

េដយ ( ) 0f c′′ =  េនះប�� ក់ថាអនុគមនគ៍ា� នបរមាេទ ្រតង ់ c  

េហយ ស�� េនសងខង ( )f c′′  ែ្រប្រប�ល មាននយ័ថា អនុគមនផ៍ា� ស់ប�ូរភាពេប៉ាង ឬផត មានពីរករណីគឺ ៖ 

  -េប្រតង ់ c  , ( ) 0f c′′ =  េហយប�ូរស�� ពី +  េទ −  េនាះ្រកបៃនអនុគមនប៍�ូរពីផត េទេប៉ាង  

  -េប្រតង ់ c  , ( ) 0f c′′ =  េហយប�ូរស�� ពី −  េទ +  េនាះ្រកបៃនអនុគមនប៍�ូរពីេប៉ាង េទផត 

េឃញថា f  ផា� ស់ប�ូរភាពេប៉ាង ឬផត ្រតង់ c  នាឱំ្យ f  មានចំណុចរបតេ់ន្រតង ់ c  

ដូចេនះ      អនុគមន ៍ f  មានចំណុចរបតេ់ន្រតង ់ c     ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន សកិ្សោអនគុមន ៍  ថា� កទ់ី ១២ 

4. ្រសយប�� កថ់ា  េប អនុគមន ៍ f  មានេដរេីវេលចេនា� ះ ( ),I a b=  េនាះ f  ជាបេ់លចេនា� ះ I  

េប f  មានេដរេីវេលចេនា� ះ ( ),I a b=  េនាះ ចំេពះ្រគប ់ ox I∈   

េគបាន ( ) ( ) ( )
0

0
0

0

lim
x x

f x f x
f x

x x→

−
′ =

−
 

េដយ  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0
0 0 0

0

lim lim 0 0
x x x x

f x f x
f x f x x x f x

x x→ →

 −
′ − = ⋅ − = ⋅ =   − 

 

នាឱំ្យ    ( ) ( )
0

0lim 0
x x

f x f x
→

 − =    

  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 0

0

0

0

0

0

lim lim 0

lim 0

lim

x x x x

x x

x x

f x f x

f x f x

f x f x

→ →

→

→

− =

− =

=

 

េដយ ( ) ( )
0

0lim
x x

f x f x
→

=  ពិតចំេពះ្រគប់ ox I∈  េនាះប�� កថ់ា f  ជាអនុគមន៍ជាបេ់លចេនា� ះ I  

ដូចេនះ     េប អនុគមន ៍ f  មានេដរេីវេលចេនា� ះ ( ),I a b=  េនាះ f  ជាប់េលចេនា� ះ I        ។ 
 

5. ្រសយប�� កថ់ា : េប ( ),I a b  ជាផ�តិឆ�ុះៃនែខ្សេកង C  តងអនុគមន ៍ f  លុះ្រតែតវេផ��ងផា� ត ់ ( ) ( )2 2f a x f x b− + =  

ក�ុងប�ង ់ ( )P  ្របកបេដយត្រម�យ អរតូណរម៉ាល់ ( ), ,O i j
 

 

េគយក I  មានកូអរេដេន ( ),a b  

តមបំែលងឆ�ុះផ�ិត ( ),I a b  ចំណុច ( ),M x y  មានរូបភាព ( ),M x y′ ′ ′  

យ I  ជាចំណុចកណា� លៃន [ ]MM ′   

េគបាន 2

2

x xa

y yb

′+ =
 ′+ =


  េនាះ 
2
2

x a x
y b y
′ = −

 ′ = −
 

ែខ្សេកង ( )C  ៃនអនុគមន ៍ ( )y f x=  មាន I  ជាផ�ិតឆ�ុះលុះ្រតែត ៖ 

 ( )M C∈   សមមូល ( )fx D∈  និង ( )y f x=  

 ( )M C′∈  សមមូល ( )fx D′∈  ឬ ( )2 fa x D− ∈  និង 2y b y′ = −  

េគបាន ( ) ( )2f x b f x′ = −   អចសរេសរ ( ) ( ) 2f x f x b′ + =  

          ឬ   ( ) ( )2 2f a x f x b− + =  

ដូចេនះ     េប ( ),I a b  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេកង C  តងអនុគមន ៍ f  លុះ្រតែត ( ) ( )2 2f a x f x b− + =     ។ 
 

a

M ′


I

xx′

y′
b
y M

េរៀបេរៀងេដយ : គរនុិស្សតិ  េ្របស ដរ៉ 217 ឯកេទស : គណិតវទិ្យោ 
www.facebook.com/7khmer
fb : Entertainment  And Knowledge



ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន សកិ្សោអនគុមន ៍  ថា� កទ់ី ១២ 

6. បង� ញថា ្រកបៃនអនុគមនដ៍េឺ្រកទ៣ី មានចណុំចរបតម់យួ ែដលជាផ�តិឆ�ុះរបស់វ 

េគតង ( ) 3 2 , 0y f x ax bx cx d a= = + + + ≠  ជាអនុគមនដ៍ឺេ្រកទី៣ 

នាឱំ្យ ( ) 23 2f x ax bx c′ = + +  

  ( ) 6 2f x ax b′′ = +  

េគឱ្យ ( ) 0 6 2 0f x ax b′′ = ⇔ + =  នាឱំ្យ  
3
bx
a

= −  

  

3 2

3 3

2 2

3

2

3 3 3 3

27 9 3
2

27 3

b b b bf a b c d
a a a a

b b bc d
a a a

b bc d
a a

       − = − + − + − +       
       

= − + − +

= − +

 

តរងស��  ( )f x′′    

x  −∞             
3
b
a

−               +∞  

( )f x′′  ស�� ផ�ុយ a  ស�� ដូច a  

្រតង ់
3
bx
a

= −  , ( ) 0f x′′ =  និងប�ូរស��  មាននយ័ថា ្រកបៃន f  មានចំណុចរបត ់
3

2

2,
3 27 3
b b bcI d
a a a

 
− − + 
 

     ( )1  

ម្យោ៉ងេទៀត េប ( )
3

2

2, ,
3 27 3
b b bcI a b I d
a a a

 
= − − + 

 
 ជាផ�ិតឆ�ុះៃន f  លុះ្រតែតវេផ��ងផា� ត់ ( ) ( )2 2f a x f x b− + =  

េគបាន ( ) 22
3

bf a x f x
a

 − = − − 
 

 

      

3 2

3 2 2 2
3 2

3 2 2

3 2 3 2
2 3 2

2 2

3
3 2

2

2 2 2
3 3 3

8 12 6 4 4 2
27 9 3 9 3 3

8 4 4 4 22
27 3 9 3 3

4 2 2
27 3

b b ba x b x c x d
a a a

b b x bx b bx bca x b x cx d
a a a a a a

b b x b b x bcbx ax bx cx d
a a a a a

b bc d ax bx cx
a a

     = − − + − − + − − +     
     
   

= − − − − + + + − − +   
   

= − − − − + + + − − +

= − + − − −

( )

( )

( )

3
3 2

2

3

2

4 2 2
27 3

22
27 3

2

d

b bc d ax bx cx d
a a

b bc d f x
a a

b f x

−

= − + − + + +

 
= − + − 

 
= −

 

នាឱំ្យ ( ) ( )2 2f a x f x b− + =  េនះប�� ក់ថា  
3

2

2,
3 27 3
b b bcI d
a a a

 
− − + 
 

 ជាផ�ិតឆ�ុះៃន្រកបតងអនុគមន ៍ f    ( )2  

តម ( )1  និង ( )2  ្រកបៃនអនុគមនដ៍ឺេ្រកទី៣ មានចំណុចរបតម់យួ ែដលជាផ�ិតឆ�ុះរបស់វ 

ដូចេនះ      បង� ញបានថា ្រកបៃនអនុគមនដ៍ឺេ្រកទី៣ មានចំណុចរបត់មយួ ែដលជាផ�ិតឆ�ុះរបស់វ      ។ 

0
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7. ្រសយប�� កថ់ា  េប 
( )lim

x

f x
a

x→±∞
=  នងិ ( )lim

x
f x ax b

→±∞
 − =   េនាះបនា� ត ់ y ax b= +  គជឺាអសីុមតូត េ្រទត  

តមនិយមនយ័  បនា� ត ់ y ax b= +  ជាអសីុមតូតេ្រទតៃន្រកបតងអនុគមន ៍ f  កលណា ( ) ( )lim 0
x

f x ax b
→−∞

 − + =   ឬ 

( ) ( )lim 0
x

f x ax b
→+∞

 − + =   ។ 

ពីនិយមនយ័ខងេល េគអចសរេសរបាន ( ) ( ) ( )f x ax b xε− + =  ែដល ( )lim 0
x

xε
→−∞

=  ឬ ( )lim 0
x

xε
→+∞

=   

េគបាន 
( ) ( ) ( )f x ax b x
x x x

ε+
− =  

        

( ) ( )

( ) ( )

f x xba
x x x

f x xba
x x x

ε

ε

− − =

= + +

 

នាឱំ្យ 
( ) ( )lim lim 0 0

x x

f x xba a a
x x x

ε
→±∞ →±∞

 
= + + = + + = 

 
 

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) ( )f x ax b xε− = +  

នាឱំ្យ ( ) ( )lim lim 0
x x

f x ax b x b bε
→±∞ →±∞

   − = + = + =     

ដូចេនះ   េប 
( )lim

x

f x
a

x→±∞
=  និង ( )lim

x
f x ax b

→±∞
 − =   េនាះបនា� ត់ y ax b= +  គឺជាអសីុមតូតេ្រទតៃន្រកបតង f    ។ 

 

8. ្រសយប�� កថ់ា  បនា� តប់ះ៉្រកបតងអនុគមន ៍ f  ្រតង ់ 0x  មានសមកីរ ( )( ) ( )0 0 0y f x x x f x′= − +   

េគមានចំណុច ( )( )0 0,M x f x  និង ( )( ),N x f x  េល្រកបតងអនុគមន ៍ f  

ខ� ត ់ MN  មានេមគុណ្របាបទ់ិស  
( ) ( )0

0

f x f x
x x
−
−

 

េប N  ផា� ស់ទីេល្រកបខិតេទរក M  េនាះខ� ត ់ MN  ងករកទីតងំលីមតី 

MT  ែដលេហថា បនា� តប់ះ៉្រកបៃនអនុគមន ៍ f  ្រតង់  ( )( )0 0,M x f x ។ 

ក�ុងករណី 0x x→  េនាះេមគុណ្របាបទ់ិសៃនខ� ត់ MN  ក� យជាេមគុណ 

្របាបទ់ិសៃនបនា� តប់ះ៉ MT  គឺ  
( ) ( )

0

0

0

lim
x x

f x f x
m

x x→

−
=

−
  ឬ ( )0m f x′=  

 

េដយ  បនា� តប់ះ៉ MT  មានេមគុណ្របាបទ់ិស ( )0f x′  េនាះេគបាន ៖ 

    

( )

( )( )
( )( )

0
0

0

0 0 0

0 0 0

y y f x
x x
y y f x x x

y f x x x y

− ′=
−

′− = −

′= − +

 

    ( )( ) ( )0 0 0y f x x x f x′= − +      េ្រពះ  ( )0 0y f x=  

ដូចេនះ      បនា� តប់ះ៉្រកបតងអនុគមន៍ f  ្រតង់ 0x  មានសមកីរ ( )( ) ( )0 0 0y f x x x f x′= − +       ។ 

0x

0y

x

y

M

O

N

T









1N

2N

3N

( )y f x=
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន អងំេត្រកល 

 

1. ្រសយប�� កថ់ា  េប ( )F x  ជា្រពីមទីីវមយួៃន ( )f x  េនាះ្រពីមទីីវទងំអស់ៃន f  មានទ្រមងទូ់េទ ( )F x c+  ែដល c  

ជាចំនួនេថរ ។ 

2. ្រសយប�� ករូ់បមន�្រគឹះៃនអងំេត្រកលខងេ្រកម ែដលមាន ,k c  ជាចំនួនេថរ ៖ 

ក. kdx kx c= +∫  ែដល 0k ≠  ខ. ( ) ( )kf x dx k f x dx=∫ ∫   ែដល 0k ≠  

គ. 
1

1

n
n xx dx c

n

+

= +
+∫ ែដល 1n ≠ −  ឃ. c

x
dx

x
+−=∫

11
2  

ង. cxdx
x

+=∫ 21
 ច. ( ) ( )[ ] ( ) ( )dxxgdxxfdxxgxf ∫∫∫ ±=±  

ឆ. 
1 1 lndx ax b c

ax b a
= + +

+∫  ជ. 2 lnx x bdx ax b c
ax b a a

= − + +
+∫  

ឈ. 
( ) ( ) c

baxa
dx

bax
+

+
−=

+∫
11

2  ញ. 
( )

1 1 ln xdx c
x ax b b ax b

= +
+ +∫  

ដ. ( ) ( )
( ) c
na

baxdxbax
n

n +
+

+
=+

+

∫ 1

1

 ឋ. 
1

, 1
1

n
n uu du c n

n

+

= + ≠ −
+∫  

ឌ. 
1 lndu x c
x

= +∫ ែដល 0x ≠  ឍ. ( ) cbax
a

dx
bax

++=
+∫

21
 

ណ. 0,ln
2
11

22 ≠+
+
−

=
−∫ ac

ax
ax

a
dx

xa
 ត. 2 2

2 2

1 lndx x x a c
x a

= + + +
+

∫  

ថ. ( ) ( ) cxkfdxxfk +=′∫  ទ. ( )[ ] ( ) ( )[ ] 1,
1

1

−≠+
+

=′
+

∫ nc
n

xfdxxfxf
n

n
 

ធ. 
( )
( ) ( ) cxfdx
xf
xf

+=
′

∫ ln  ន. 
( )
( )[ ] ( ) c

xf
dx

xf
xf

+
−

=
′

∫
1

2  

ប. ( )
( ) ( ) ( ) 1

1

1
n n

f x
dx c

f x n f x
−

′ −
= +

   −   
∫  ផ. ( )

( )
( ) cxfdx

xf
xf

+=
′

∫ 2  

3. ្រសយប�� ករូ់បមន�អងំេត្រកលៃនអនុគមន្៍រតីេកណមា្រត ៖ 

ក. ∫ +−= cxxdx cossin  ខ. ∫ += cxxdx sincos  

គ. 
sintan ln cos
cos

xxdx dx x c
x

= = − +∫ ∫  ឃ.  
coscot ln sin
sin

xxdx dx x c
x

= = +∫ ∫  

ង. ( )2
2

1 1 tan tan
cos

dx x dx x c
x

= + = +∫ ∫  ច. ( )2
2

1 1 cot cot
sin

dx x dx x c
x

= + = − +∫ ∫  

ឆ. ∫ +−= cax
a

axdx cos1sin  ជ.  ∫ += cax
a

axdx sin1cos   

ឈ. ∫ +=⋅ cax
a

axdxax 2sin
2
1cossin  ឈ. 

( )
11sin cos sin

1
n nax axdx ax c

n a
+= +

+∫  

ដ. 
( )

11cos sin cos
1

n nax axdx ax c
n a

+−
= +

+∫  ឋ. ( ) ( ) ( )sin cosf x f x dx f x c′ = − +      ∫  
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ឌ. ( ) ( ) ( )cos sinf x f x dx f x c′ = +      ∫   

ឍ. 
( )
( ) ( ) ( )2

2 1 tan
cos

f x
dx f x f x dx

f x
′

  ′= +      
∫ ∫ ( )tan f x c= +    

ណ. 
( )
( ) ( ) ( )2

2 1 cot
sin

f x
dx f x f x dx

f x
′

  ′= +      
∫ ∫ ( )cot f x c= − +    

4. ្រសយប�� ករូ់បមន�អងំេត្រកលៃនអនុគមនអ៍ិចស្ប៉ូណងែ់ស្យល ៖ 

ក. cedxe xx +=∫  ខ.  c
a

edxe
ax

ax +=∫  គ. ce
a

dxe baxbax += ++∫
1

 

ឃ. 
ln

x
x aa dx c

a
= +∫  ង. cedue uu +=∫  ច. ( ) ( ) ( ) cedxexf xfxf +=′∫  

5. ្រសយប�� ករូ់បមន�អងំេត្រកលៃនអនុគមនេ៍លករតី ៖ 

ក. ∫ +−= cxxxxdx lnln  ខ. xdx
x
x 2ln

2
1ln

∫ =  គ. c
n

xdx
x

x nn

+
+

=
+

∫ 1
lnln 1

 

ឃ. ( ) cxdx
xx

+=∫ lnln
ln
1

 

6. ្រសយប�� ករូ់បមន�អងំេត្រកលេដយែផ�ក ៖  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x g x g x f x dx′ ′= −∫ ∫  ។ 

7. ្រសយប�� កនូ់វលក�ណៈៃនអងំេត្រកលកំណតខ់ងេ្រកម ៖ 

ក. ( ) ( )∫∫ −=
a

b

b

a
dxxfdxxf   

ខ. ( ) 0=∫ dxxf
a

a
 

គ. េប f ជាបន់ិងកំណតេ់លចេនា� ះ [ ],a b  និង a b c< <  េគបាន   ( ) ( ) ( )∫∫∫ =+
c

a

c

b

b

a
dxxfdxxfdxxf  ។ 

ឃ. ( ) ( ) ,
b b

a a
kf x dx k f x dx k= ∈∫ ∫   

ង.  េបមាន ( )dxxf
b

a∫  និង ( )dxxg
b

a∫  េនាះេគបាន ៖   

     
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

)

)

b b b

a a a
b b b

a a a

i f x g x dx f x dx g x dx

ii f x g x dx f x dx g x dxα β α β

± = ±  

± = ±  

∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫

 

     ែដលមាន α  និង β  ជាចំនួនពិតេថរ ។ 

8. ្រសយប�� ក ់រូបមន�អងំេត្រកលកំណត់េដយែផ�ក ៖  f  និង g  ជាអនុគមនជ៍ាបេ់លចេនា� ះ [ ],a b និងមានេដរេីវេលចេនា� ះ 

( ),a b  េនាះេគបាន ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )dxxfxgxgxfdxxgxf
b

a

b
a

b

a
′−=′ ∫∫    ។ 

9. ្រសយប�� ក ់រូបមន�អងំេត្រកលកំណត់េដយប�ូរអេថរ ៖  េប ( )u g x=  ជាបន់ិងមានេដរេីវេលចេនា� ះ [ ],a b េនាះអងំេត្រកល  

( ) ( ) ( )
( )

( )b g b

a g a
f g x g x dx f u du′  = ∫ ∫   ។ 

10. ្រសយប�� កថ់ា េប f  ជាអនុគមនជ៍ាបេ់លចេនា� ះ [ ],a b េនាះអនុគមន ៍ F  កំណត់េលចេនា� ះ [ ],a b  េដយ ( ) ( )
x

a
F x f t dt= ∫  

ជាបេ់នេលចេនា� ះ [ ],a b  និងមានេដរេីវ្រតង់្រគបច់ំណុចៃនចេនា� ះ [ ],a b  េហយ ( ) ( ) ( )
x

a

d dF x f t dt f x
dx dx

 = =     ∫  ។ 
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11. ្រសយប�� កថ់ា : ្របែវងធ�ូៃន្រកបតងអនុគមន ៍ f  ែដលេនចេនា� ះបនា� តឈ់រ x a=  និង x b=  កំណត់េដយ 

( ) 2
1

b

a
L f x dx′ = +  ∫   ។ 

12. ្រសយប�� កថ់ា េបអនុគមន ៍ f  មានអងំេត្រកលេលចេនា� ះ [ ],a b  េនាះេគបាន  ( ) ( )
b b

a a
f x dx f x dx≥∫ ∫  ។ 

13. បង� ញថា អនុគមន ៍ ( )y f x=  ជាអនុគមនជ៍ាបម់និអវជិ�មានេលចេនា� ះ [ ],a b  ។ មាឌៃនសូលីតបរវិត�ែដលបេង�តេឡងេដយរង�ិល 

ជុំវញិអក័្សអប់សីុសៃនៃផ�ែដលខណ� េដយែខ្សេកងតងអនុគមន ៍ ( )y f x=  និងអក័្សអប់សីុស បនា� ត់ឈរ x a=  និង x b=  

កំណតេ់ដយ ( ) ( )2 2

1
lim

n b

k an k
V f x x f x dxπ π

→+∞
=

   = ∆ =   ∑ ∫  ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន អងំេត្រកល 

 

1. ្រសយប�� កថ់ា  េប ( )F x  ជា្រពមីទីវីមយួៃន ( )f x  េនាះ្រពមីទីវីទងំអស់ៃន f  មានទ្រមងទូ់េទ ( )F x c+  ែដល c  ជាចនំនួេថរ 

េគមាន   ( )F x  ជា្រពីមទីីវៃន ( )f x  

តមនិយមនយ័ េគបាន  ( ) ( )F x f x′ =  

េដយ ( ) ( ) ( )F x c F x f x′ ′ + = =   

ដូចេនះ     ្រពីមទីីវទងំអស់ៃន ( )f x  មានទ្រមងទូ់េទ  ( )F x c+     ។ 
 

2. ្រសយប�� ករូ់បមន�្រគះឹៃនអងំេត្រកលខងេ្រកម ែដលមាន ,k c  ជាចនំនួេថរ ៖ 

ក. ្រសយប�� ករូ់បមន� kdx kx c= +∫  ែដល 0k ≠  

េដយ ( )kx c k′+ =  

តមនិយមនយ័ េគបាន  kdx kx c= +∫  

ដូចេនះ     រូបមន�  kdx kx c= +∫  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 

 

សមា� ល់ :  េប 1k =  េគបាន dx x c= +∫  ែដល c  ជាចនំួនេថរ  ។ 

ខ. ្រសយប�� ករូ់បមន� ( ) ( )kf x dx k f x dx=∫ ∫   ែដល 0k ≠  

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( ) ( ) ( ) ( )k f x dx k f x dx k F x c kf x′ ′ ′   = = + =     ∫ ∫  

នាឱំ្យ ( ) ( )kf x dx k f x dx=∫ ∫  

( េដម្បងីយយល់អ�ក្រត�វគិតថា  A B′ =  នាឱំ្យេគបាន  B A=∫ ) 

 ដូចេនះ      រូបមន�  ( ) ( )kf x dx k f x dx=∫ ∫  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
 

គ. ្រសយប�� ករូ់បមន� 
1

1

n
n xx dx c

n

+

= +
+∫ ែដល 1n ≠ −  

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( )
1

1
1 1

n n
nx xc n x

n n

+ ′ 
+ = + ⋅ = + + 

 

នាឱំ្យ 
1

1

n
n xx dx c

n

+

= +
+∫  ែដល 1n ≠ −  

ដូចេនះ      រូបមន�  
1

1

n
n xx dx c

n

+

= +
+∫  ែដល 1n ≠ −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 
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ឃ. ្រសយប�� ករូ់បមន� c
x

dx
x

+−=∫
11

2  

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( ) ( )1 1 1 1 2
2

1 11c x c x x x
x x

− − − − −
′  ′′ − + = − + = − = − − = =   

 

នាឱំ្យ c
x

dx
x

+−=∫
11

2  

ដូចេនះ     រូបមន�  c
x

dx
x

+−=∫
11

2   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
 

ង. ្រសយប�� ករូ់បមន� cxdx
x

+=∫ 21
 

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( ) 1 12 2
2

x c
x x

′+ = ⋅ =  

នាឱំ្យ cxdx
x

+=∫ 21
 

ដូចេនះ     រូបមន�  cxdx
x

+=∫ 21
  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

ច. ្រសយប�� ករូ់បមន� ( ) ( )[ ] ( ) ( )dxxgdxxfdxxgxf ∫∫∫ ±=±  

តមនិយមនយ័  ( ) ( ) 1f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )1F x c f x′ + =   

  ឬ  ( ) ( ) 2g x dx G x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )2G x c g x′ + =   

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 2,F x G x c F x G x f x g x c c c′ ′ ′ ± + = ± = ± = ±    

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx F x G x c ± = ± + ∫        ( )1  

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2,f x dx g x dx F x c G x c F x G x c c c c   ± = + ± + = ± + = ±   ∫ ∫        ( )2  

តម ( )1  និង ( )2  េគបាន  ( ) ( )[ ] ( ) ( )dxxgdxxfdxxgxf ∫∫∫ ±=±  

ដូចេនះ    រូបមន�  ( ) ( )[ ] ( ) ( )dxxgdxxfdxxgxf ∫∫∫ ±=±   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
 

ឆ. ្រសយប�� ករូ់បមន� 
1 1 lndx ax b c

ax b a
= + +

+∫  

រេបៀបទ១ី តមនិយមនយ័  ( ) ( ) 1f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )1F x c f x′ + =   

េដយ 
( )1 1 1 1 1ln ln
ax b aax b c ax b

a a a ax b a ax b ax b

′′ +  ′ + + = + = × = × =   + + + 
     េ្រពះ  ( )ln uu

u
′′ =  

នាឱំ្យ 
1 1 lndx ax b c

ax b a
= + +

+∫  

ដូចេនះ       រូបមន�  
1 1 lndx ax b c

ax b a
= + +

+∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
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រេបៀបទ២ី េគមាន  
1 dx

ax b+∫   តង u ax b du adx= + ⇒ =  

  េគបាន  
1 1 1 1 1dx adx du

ax b a ax b a u
= ⋅ =

+ +∫ ∫ ∫    

    
1 1 1 1ln lndu u c ax b c
a u a a

= = + = + +∫     េ្រពះ  ( ) 1ln x
x

′ =  

ដូចេនះ       រូបមន�  
1 1 lndx ax b c

ax b a
= + +

+∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

ជ. ្រសយប�� ករូ់បមន�  2 lnx x bdx ax b c
ax b a a

= − + +
+∫  

រេបៀបទ១ី េគមាន 
( )1 bax bx a adx dx

ax b ax b

+ −
=

+ +∫ ∫  

( )

1 2

1 22

1

1 1

1 ln

ln ,

bax b
a adx dx

ax b ax b
bdx dx

a a ax b
x bc ax b c
a a a
x b ax b c c c c
a a

+
= −

+ +

= −
+

= + − × + +

= − + + = +

∫ ∫

∫ ∫  

ដូចេនះ       រូបមន�  2 lnx x bdx ax b c
ax b a a

= − + +
+∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

រេបៀបទ២ី តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ  
( )

2 2

1ln
ax bx b bax b c

a a a a ax b

′′ + − + + = − ⋅  + 
 

       

( )
( )
( )

( )

2

1

1

b a
a a ax b

b
a a ax b

ax b b
a ax b

ax
a ax b

x
ax b

= − ⋅
+

= −
+

+ −
=

+

=
+

=
+

 

 នាឱំ្យេគបាន 2 lnx x bdx ax b c
ax b a a

= − + +
+∫  

ដូចេនះ       រូបមន�  2 lnx x bdx ax b c
ax b a a

= − + +
+∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
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ឈ. ្រសយប�� ករូ់បមន� 
( ) ( ) c

baxa
dx

bax
+

+
−=

+∫
11

2  

េគមាន 
( )2

1 dx
ax b+∫    តង u ax b du adx= + ⇒ =  

េគបាន 
( ) ( )2 2

1 1 1dx adx
aax b ax b

= ⋅
+ +∫ ∫  

          

( )

2

1 1 1 1

1 1

1

du c
a u a u

c
a ax b

c
a ax b

 = = × − + 
 

 = × − + + 

= − +
+

∫

 

ដូចេនះ       រូបមន�  
( ) ( ) c

baxa
dx

bax
+

+
−=

+∫
11

2   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

ញ. ្រសយប�� ករូ់បមន� 
( )

1 1 ln xdx c
x ax b b ax b

= +
+ +∫  

េគមាន 
( )

1 A B
x ax b x ax B

= +
+ +

   ែដល A  និង B  ជាចំនួនែដល្រត�វកំណត ់

  
( )

( )
( )

( )
( )

( )

1

1

A ax b Bx
x ax b x ax b

Aa B x Ab
x ax b x ax b

+ +
=

+ +

+ +
=

+ +

 

េគផ�ឹមបាន  
0

1 1

aBAa B b
Ab A

b

 = −+ = ⇒ =  =


  េនាះ 
( )

1
1 1 1

a
ab b

x ax b x ax B b x ax B

−  = + = − + + + 
 

នាឱំ្យ 
( )

1 1 1 adx dx
x ax b b x ax B

 = − + + ∫ ∫  

           

( )

1

1

1

1 1 1

1 1ln ln

1 ln ln

1 ln ,

dx a dx
b x ax b

x a ax b c
b a

cx ax b
b b

cx c c
b ax b b

 = − + 
 = − ⋅ + + 
 

= − + +

= + =
+

∫ ∫

 

 

ដូចេនះ       រូបមន�   
( )

1 1 ln xdx c
x ax b b ax b

= +
+ +∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
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ដ. ្រសយប�� ករូ់បមន� ( ) ( )
( ) c
na

baxdxbax
n

n +
+

+
=+

+

∫ 1

1

 

េគមាន ( )nax b dx+∫    តង 
1u ax b du adx dx du
a

= + ⇒ = ⇒ = ⋅  

េគបាន ( ) ( )
( )

111 1 1
1 1

nn
n n n ax buax b dx u du u du c c

a a a n a n

++ +
+ = ⋅ = = ⋅ + = +

+ +∫ ∫ ∫  

ដូចេនះ       រូបមន�   ( ) ( )
( ) c
na

baxdxbax
n

n +
+

+
=+

+

∫ 1

1

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

 

 

 

 

 

ឋ. ្រសយប�� ករូ់បមន�  
1

, 1
1

n
n uu du c n

n

+

= + ≠ −
+∫  

េដយ  nu du∫  មានទ្រមងដូ់ច  
1

1

n
n xx dx c

n

+

= +
+∫   នាឱំ្យ   

1

, 1
1

n
n uu du c n

n

+

= + ≠ −
+∫  

ដូចេនះ      រូបមន�  
1

1

n
n uu du c

n

+

= +
+∫  ែដល 1n ≠ −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 

 

 

 

ឌ. ្រសយប�� ករូ់បមន�  
1 lndx x c
x

= +∫  ែដល 0x ≠  

េគមាន  េប 0x >   េនាះេគបាន  ( ) 1ln x c
x

′+ =   នាឱំ្យ  
1 lndx x c
x

= +∫  

  េប 0x <   េនាះេគបាន  ( ) ( ) 1 1ln
x

x c
x x x

′− −′ − + = = =  − −
  នាឱំ្យ  ( )1 lndx x c

x
= − +∫  

តមពីរករណីខងេល  េគបាន  
1 lndx x c
x

= +∫  ែដល 0x ≠  

ដូចេនះ      រូបមន�  
1 lndx x c
x

= +∫  ែដល 0x ≠   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 

 

 

ឍ. ្រសយប�� ករូ់បមន� ( ) cbax
a

dx
bax

++=
+∫

21
 

េគមាន 
1 dx

ax b+∫     តង  
1u ax b du adx dx du
a

= + ⇒ = ⇒ = ⋅  

េគបាន ( ) 1
1

1 1 1 1 1 1 22 , cdx du du u c ax b c c
a a a a aax b u u

= ⋅ = = + = + + =
+∫ ∫ ∫  

ដូចេនះ      រូបមន�  ( ) cbax
a

dx
bax

++=
+∫

21
 ែដល 0x ≠   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 
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ណ. ្រសយប�� ករូ់បមន� 2 2

1 1 ln , 0
2

x adx c a
a x a x a

+
= + ≠

− −∫  

េគមាន 
( )( )2 2

1 1 A B
a x x a x a x a x a

 = − = − + − − + − + 
   ែដល A  និង B  ជាចំនួនែដល្រត�វកំណត ់

េគបាន 
( )( )

1 A B
x a x a x a x a

= +
− − − −

( ) ( )
( )( )

( )
( )( )

A x a B x a A B x Aa Ba
x a x a x a x a
+ + − + + −

= =
− + − +

          

េគផ�ឹមបាន 

100 2
1 11 12

2

A B B A BA B a
Aa Ba A B A Aa a a

+ = = − = −  + =   ⇒ ⇒ ⇒   − = − = =    =  

 

នាឱំ្យ 2 2

1 1
1 1 1 12 2

2
a a

a x x a x a a x a x a

 −   = − + = −   − − + + −  
 

 

េគបាន 2 2

1 1 1 1 1 1 1
2 2

dx dx dx
a x a x a x a a x a x a

   = − = −   − + − + −   ∫ ∫ ∫  

     
1 2

3 3 1 2

3

1 1 1
2
1 ln ln

2
1 ln ,

2
1 ln ,

2 2

dx dx
a x a x a

x a c x a c
a

x a c c c c
a x a

cx a c c
a x a a

 = − + − 

 = + + − − − 

 +
= + = − − 

+
= + =

−

∫ ∫

 

ដូចេនះ      រូបមន�  2 2

1 1 ln , 0
2

x adx c a
a x a x a

+
= + ≠

− −∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

ត.្រសយប�� ករូ់បមន� 2 2

2 2

1 lndx x x a c
x a

= + + +
+

∫  

េគមាន 
2 2

1 dx
x a+∫   តង  2tan

cos
ax a u dx du

u
= ⇒ =  

េគបាន 
( )

22 2 2 2

1 1
costan

adx du
ux a a u a

= ×
+ +

∫ ∫  

         

2 22

2

2 2

1 1
cos cos1tan 1

cos
1 cos 1 cos

cos cos 1 sin

a adu du
u ua u a

u
udu du udu

u u u

= × = ×
+

= = = ⋅
−

∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

    តង  sin cost u dt udu= ⇒ =  

            1 12

1 1 1 1 sin 1ln ln
1 2 1 2 sin 1

t udt c c
t t u

+ +
= = + = +

− − −∫     េ្រពះ  2 2

1 1 ln
2

x adx c
a x a x a

+
= +

− −∫  
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 ម្យោ៉ងេទៀត 
sintan
cos

x ux a u
a u

= ⇒ =   នាឱំ្យ  
sincos a uu
x

=  

 ែត  2 2sin cos 1u u+ =   នាឱំ្យ   
2

2 sinsin 1a uu
x

 + = 
 

  ឬ   
2

2
2sin 1 1au

x
 
+ = 

 
  ឬ  

2 2
2

2sin 1x au
x

 +
= 

 
 

 នាឱំ្យ 
2

2
2 2sin xu

x a
=

+
  ទញបាន  

2

2 2 2 2
sin sinx xu u

x a x a
= ⇔ =

+ +
 

 េគបាន 12 2

1 1 sin 1ln
2 sin 1

udx c
ux a
+

= +
−+

∫
2 22 2

1 12 2

2 2

1
1 1ln ln
2 21

x
x x ax a c cx x x a

x a

+
+ ++= + = +
− +−

+

 

            
( )

( )( )
( )

( )

2 2
2 2 2 2

2 2 22 2 2 2

1 1ln ln
2 2

x x a x x a
c c

x x ax x a x x a

+ + + +
= + = +

− +− + + +
 

            
( ) ( )2 2

2 2 2 2

2 2

1 1ln ln
2 2

x x a x x a
c c

a a

+ + + +
= + = +

−
          េ្រពះ  x x− =  

            

2
2 2 2 2

1 1

2 2 2 2
1 1

1 ln ln
2

ln ln ln , ln

x x a x x ac c
a a

x x a a c x x a c c a c

 + + + +
= + = +  

 

= + + − + = + + + = − +

     

 ដូចេនះ       រូបមន�  2 2

2 2

1 lndx x x a c
x a

= + + +
+

∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

ថ. ្រសយប�� ករូ់បមន� ( ) ( ) cxkfdxxfk +=′∫  

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( ) ( )kf x c kf x′ ′ + =    នាឱំ្យ   ( ) ( ) cxkfdxxfk +=′∫  

ដូចេនះ       រូបមន�  ( ) ( ) cxkfdxxfk +=′∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
 

ទ. ្រសយប�� ករូ់បមន� ( )[ ] ( ) ( )[ ] 1,
1

1

−≠+
+

=′
+

∫ nc
n

xfdxxfxf
n

n
 

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ  
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 11 1
1 1

n
n n nf x

c n f x f x f x f x f x f x
n n

+
+ −

′    ′  ′ ′       + = ⋅ + = =        + +
 

 

នាឱំ្យ ( ) ( )
( ) 1

1

n
n f x

f x f x dx
n

+
  ′  =  +∫  

ដូចេនះ       រូបមន�  ( ) ( )
( ) 1

1

n
n f x

f x f x dx
n

+
  ′  =  +∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
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ធ. ្រសយប�� ករូ់បមន�
( )
( ) ( ) cxfdx
xf
xf

+=
′

∫ ln  

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

-េប  ( ) 0f x >   េគបាន  ( ) ( )
( )

ln
f x

f x c
f x
′′ + =    នាឱំ្យ    

( )
( ) ( )ln

f x
dx f x c

f x
′

= +∫  

-េប  ( ) 0f x <   េគបាន ( )( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

ln
f x f x f x

f x c
f x f x f x

′ − ′ ′−′   − + = = =  − −
  នាឱំ្យ   

( )
( ) ( )ln

f x
dx f x c

f x
′

 = − + ∫  

តមករណីទងំពីរខងេល  
( )
( ) ( )ln

f x
dx f x c

f x
′

= +∫  

ដូចេនះ       រូបមន�  
( )
( ) ( ) cxfdx
xf
xf

+=
′

∫ ln   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

ន. ្រសយប�� ករូ់បមន� 
( )
( )[ ] ( ) c

xf
dx

xf
xf

+
−

=
′

∫
1

2  

តមនិយមនយ័ ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ 
( )

( )
( )

( )
( )2 2

1 f x f x
c

f x f x f x

′    ′ ′
 − + = − − = 
            

 

នាឱំ្យ 
( )
( ) ( )2

1f x
dx c

f xf x

′
= − +

  
∫  

ដូចេនះ       រូបមន�  
( )
( ) ( )2

1f x
dx c

f xf x

′
= − +

  
∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

ប. ្រសយប�� ករូ់បមន� ( )
( ) ( ) ( ) 1

1

1
n n

f x
dx c

f x n f x
−

′ −
= +

   −   
∫  

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ        
( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1 1

1
1 1 1 1

1 11

n n

n n

f x
c f x n f x f x

n nn f x f x

− + − + −

−

′  ′′  ′   − + = − = − ⋅ − + =   − −    −     

 

នាឱំ្យ          ( )
( ) ( ) ( ) 1

1

1
n n

f x
dx c

f x n f x
−

′ −
= +

   −   
∫  

ដូចេនះ       រូបមន�  ( )
( ) ( ) ( ) 1

1

1
n n

f x
dx c

f x n f x
−

′ −
= +

   −   
∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
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ផ. ្រសយប�� ករូ់បមន�  ( )
( )

( ) cxfdx
xf
xf

+=
′

∫ 2  

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( ) ( )
( )

( )
( )

2 2
2

f x f x
f x c

f x f x

′ ′′ + = ⋅ = 
 

នាឱំ្យ ( )
( )

( ) cxfdx
xf
xf

+=
′

∫ 2  

ដូចេនះ       រូបមន�  ( )
( )

( ) cxfdx
xf
xf

+=
′

∫ 2   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

3. ្រសយប�� ករូ់បមន�អងំេត្រកលៃនអនុគមន្៍រតេីកណមា្រត ៖ 

ក. ្រសយប�� ករូ់បមន� ∫ +−= cxxdx cossin  

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( ) ( ) ( )cos cos sin sinx c x x x′ ′− + = − = − − =  

នាឱំ្យ ∫ +−= cxxdx cossin  

ដូចេនះ       រូបមន�  ∫ +−= cxxdx cossin   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

ខ. ្រសយប�� ករូ់បមន� ∫ += cxxdx sincos  

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( ) ( )sin sin cosx c x x′ ′+ = =  

នាឱំ្យ ∫ += cxxdx sincos  

ដូចេនះ       រូបមន�  ∫ += cxxdx sincos   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់         ។ 

 

គ. ្រសយប�� ករូ់បមន� 
sintan ln cos
cos

xxdx dx x c
x

= = − +∫ ∫  

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

- េប cos 0x >   េគបាន  [ ] ( )cos sinln cos tan
cos cos

x xx c x
x x

′ −′− + = − = − =        នាឱំ្យ   tan ln cosxdx x c= − +∫  

- េប cos 0x <   េគបាន  ( ) ( )cos sinln cos tan
cos cos

x xx c x
x x

′−′ − − + = − = =  −
   នាឱំ្យ   ( )tan ln cosxdx x c= − − +∫  

តមពីរករណីខងេល  េគសរសរបាន  
sintan ln cos
cos

xxdx dx x c
x

= = − +∫ ∫  

ដូចេនះ       រូបមន�  
sintan ln cos
cos

xxdx dx x c
x

= = − +∫ ∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់         ។ 
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ឃ.  ្រសយប�� ករូ់បមន� 
coscot ln sin
sin

xxdx dx x c
x

= = +∫ ∫  

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

- េប sin 0x >   េគបាន  [ ] ( )sin cosln sin cot
sin sin

x xx c x
x x

′
′+ = = =             នាឱំ្យ   cot ln sinxdx x c= +∫  

- េប sin 0x <   េគបាន  ( ) ( )sin cosln sin cot
sin sin

x xx c x
x x

′−′ − + = = =  −
   នាឱំ្យ   ( )cot ln sinxdx x c= − +∫  

តមពីរករណីខងេល  េគសរសរបាន  
coscot ln sin
sin

xxdx dx x c
x

= = +∫ ∫  

ដូចេនះ       រូបមន�  
coscot ln sin
sin

xxdx dx x c
x

= = +∫ ∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់         ។ 

ង. ្រសយប�� ករូ់បមន�  ( )2
2

1 1 tan tan
cos

dx x dx x c
x

= + = +∫ ∫  

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ    ( ) 2
2

1tan 1 tan
cos

x c x
x

′+ = + =  

នាឱំ្យ ( )2
2

11 tan tan
cos

x dx dx x c
x

+ = = +∫ ∫  

ដូចេនះ       រូបមន�  ( )2
2

11 tan tan
cos

x dx dx x c
x

+ = = +∫ ∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់         ។ 

 

ច. ្រសយប�� ករូ់បមន� ( )2
2

1 1 cot cot
sin

dx x dx x c
x

= + = − +∫ ∫  

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( ) ( )2 2
2

1cot 1 cot 1 cot
sin

x c x x
x

′  − + = − − + = + =   

នាឱំ្យ ( )2
2

1 1 cot cot
sin

dx x dx x c
x

= + = − +∫ ∫  

ដូចេនះ       រូបមន�  ( )2
2

1 1 cot cot
sin

dx x dx x c
x

= + = − +∫ ∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់         ។ 

ឆ. ្រសយប�� ករូ់បមន� ∫ +−= cax
a

axdx cos1sin  

រេបៀបទ១ី  េ្របអេថរជំនួយ 

េគមាន sin axdx∫   តង  t ax dt adx= ⇒ =  

េគបាន ( )1 1 1 1sin sin sin cos cosaxdx ax adx tdt t c ax c
a a a a

= ⋅ = = − + = − +∫ ∫ ∫  

ដូចេនះ       រូបមន�  ∫ +−= cax
a

axdx cos1sin   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់         ។  
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រេបៀបទ២ី   តមនិយមន័យ  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( ) ( ) ( )1 1 1cos cos sin sinax c ax ax ax ax
a a a

′  ′ ′− + = − = − ⋅ − = 
 

 

នាឱំ្យ ∫ +−= cax
a

axdx cos1sin  

ដូចេនះ       រូបមន�  ∫ +−= cax
a

axdx cos1sin   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់         ។  

 

ជ.  ្រសយប�� ករូ់បមន� ∫ += cax
a

axdx sin1cos  

រេបៀបទ១ី  េ្របអេថរជំនួយ 

េគមាន cos axdx∫   តង  t ax dt adx= ⇒ =  

េគបាន ( )1 1 1 1cos cos cos sin sinaxdx ax adx tdt t c ax c
a a a a

= ⋅ = = + = +∫ ∫ ∫  

ដូចេនះ       រូបមន�  ∫ += cax
a

axdx sin1cos   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់         ។  

 រេបៀបទ២ី  តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( ) ( ) ( )1 1 1sin sin cos cosax c ax ax ax ax
a a a

′  ′ ′+ = = ⋅ = 
 

 

នាឱំ្យ ∫ += cax
a

axdx sin1cos  

ដូចេនះ       រូបមន�  ∫ += cax
a

axdx sin1cos   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់         ។  

 

ឈ. ្រសយប�� ករូ់បមន� ∫ +=⋅ cax
a

axdxax 2sin
2
1cossin  

េគមាន sin cosax axdx⋅∫     តង  sin cost ax dt a axdx= ⇒ =  

េគបាន 
1sin cos sin cosax axdx ax a axdx
a

⋅ = ⋅∫ ∫  

    

2

2

2

1 1
2

1
2
1 sin

2

ttdt c
a a

t c
a

ax c
a

= = × +

= +

= +

∫

 

ដូចេនះ       រូបមន�  ∫ += cax
a

axdx sin1cos   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់         ។  
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ញ. ្រសយប�� ករូ់បមន� 
( )

11sin cos sin
1

n nax axdx ax c
n a

+= +
+∫  

េគមាន sin cosn ax axdx∫    តង  sin cost ax dt a axdx= ⇒ =  

េគបាន 1sin cos sin cosn nax axdx ax a axdx
a

= ⋅∫ ∫  

     
( )

( )

1

1

1

1 1
1

1
1

1 sin
1

n
n

n

n

tt dt c
a a n

t c
a n

ax c
a n

+

+

+

= = × +
+

= +
+

= +
+

∫
 

ដូចេនះ       រូបមន�  
( )

11sin cos sin
1

n nax axdx ax c
n a

+= +
+∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។  

 

ដ. ្រសយប�� ករូ់បមន� 
( )

11cos sin cos
1

n nax axdx ax c
n a

+−
= +

+∫  

េគមាន cos sinn ax axdx∫    តង  cos sint ax dt a axdx= ⇒ = −  

េគបាន ( )1cos sin cos sinn nax axdx ax a ax dx
a

= − −∫ ∫  

   
( )

( )

1

1

1

1 1
1

1
1

1 cos
1

n
n

n

n

tt dt c
a a n

t c
a n

ax c
a n

+

+

+

= − = − × +
+

= − × +
+

= − +
+

∫
 

ដូចេនះ       រូបមន�  
( )

11cos sin cos
1

n nax axdx ax c
n a

+−
= +

+∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។  

 

ឋ. ្រសយប�� ករូ់បមន� ( ) ( ) ( )sin cosf x f x dx f x c′ = − +      ∫  

េគមាន ( ) ( )sin f x f x dx′  ∫   តង  ( ) ( )t f x dt f x dx′= ⇒ =  

េគបាន ( ) ( ) ( )sin sin cos cosf x f x dx tdt t c f x c′ = = − + = − +      ∫ ∫  

ដូចេនះ       រូបមន�  ( ) ( ) ( )sin cosf x f x dx f x c′ = − +      ∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។  

 

ឌ. ្រសយប�� ករូ់បមន�  ( ) ( ) ( )cos sinf x f x dx f x c′ = +      ∫  

េគមាន ( ) ( )cos f x f x dx′  ∫     តង  ( ) ( )t f x dt f x dx′= ⇒ =  

េគបាន ( ) ( ) ( )cos cos sin sinf x f x dx tdt t c f x c′ = = + = +      ∫ ∫  

ដូចេនះ       រូបមន�  ( ) ( ) ( )cos sinf x f x dx f x c′ = +      ∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។  
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ឍ. ្រសយប�� ករូ់បមន�
( )
( ) ( ) ( ) ( )2

2 1 tan tan
cos

f x
dx f x f x dx f x c

f x
′

  ′= + = +         
∫ ∫  

េគមាន 
( )
( )2cos

f x
dx

f x
′

  
∫  និង ( ) ( )21 tan f x f x dx  ′+    ∫    

តង   ( ) ( )u f x du f x dx′= ⇒ =  

េគបាន 
( )
( ) ( )22

1 tan tan
coscos

f x
dx du u c f x c

uf x
′

= = + = +    
∫ ∫  

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) ( ) ( )2 21 tan 1 tan tan tanf x f x dx u du u c f x c  ′  + = + = + = +        ∫ ∫  

ដូចេនះ    រូបមន�  
( )
( ) ( ) ( ) ( )2

2 1 tan tan
cos

f x
dx f x f x dx f x c

f x
′

  ′= + = +         
∫ ∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់   ។

  

ណ. ្រសយប�� ករូ់បមន� ( )
( ) ( ) ( ) ( )2

2 1 cot cot
sin

f x
dx f x f x dx f x c

f x
′

  ′= + = − +         
∫ ∫  

េគមាន ( )
( )2sin

f x
dx

f x
′

  
∫  និង ( ) ( )21 cot f x f x dx  ′+    ∫    

តង   ( ) ( )u f x du f x dx′= ⇒ =  

េគបាន 
( )
( ) ( )22

1 cot cot
sinsin

f x
dx du u c f x c

uf x
′

= = − + = − +    
∫ ∫  

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) ( ) ( )2 21 cot 1 cot cot cotf x f x dx u du u c f x c  ′  + = + = − + = − +        ∫ ∫  

ដូចេនះ    រូបមន�  ( )
( ) ( ) ( ) ( )2

2 1 tan tan
cos

f x
dx f x f x dx f x c

f x
′

  ′= + = +         
∫ ∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់   ។ 

4. ្រសយប�� ករូ់បមន�អងំេត្រកលៃនអនុគមនអិ៍ចស្ប៉ូណងែ់ស្យល ៖ 

ក. ្រសយប�� ករូ់បមន� cedxe xx +=∫  

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ x xe c e′ + =   

នាឱំ្យ cedxe xx +=∫  

ដូចេនះ      រូបមន�  cedxe xx +=∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។  
 

ខ.  ្រសយប�� ករូ់បមន� c
a

edxe
ax

ax +=∫  

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( ) ( )1 1ax
ax ax axe c e ax e e

a a a

′  ′ ′+ = = ⋅ ⋅ = 
 

 នាឱំ្យ c
a

edxe
ax

ax +=∫  

ដូចេនះ      រូបមន�  cedxe xx +=∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។  
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គ. ្រសយប�� ករូ់បមន� ce
a

dxe baxbax += ++∫
1

 

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( ) ( )1 1 1ax b ax b ax b ax be c e ax b e e
a a a

+ + + +
′  ′ ′+ = ⋅ = ⋅ + ⋅ =  

 

នាឱំ្យ ce
a

dxe baxbax += ++∫
1

 

ដូចេនះ      រូបមន�  ce
a

dxe baxbax += ++∫
1

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។   

 

ឃ. ្រសយប�� ករូ់បមន� 
ln

x
x aa dx c

a
= +∫  

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( )1 1 ln
ln ln ln

x
x x xa c a a a a

a a a

′  ′+ = ⋅ = ⋅ = 
 

 

នាឱំ្យ 
ln

x
x aa dx c

a
= +∫  

ដូចេនះ      រូបមន�  
ln

x
x aa dx c

a
= +∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។  

 

ង. ្រសយប�� ករូ់បមន� cedue uu +=∫  

តមស្រមាយប�� កក់�ុងលំហត ់ក.  

េគបាន cedxe xx +=∫    

នាឱំ្យបាន  cedue uu +=∫  

ដូចេនះ      រូបមន�  cedue uu +=∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។  

 

ច.្រសយប�� ករូ់បមន� ( ) ( ) ( ) cedxexf xfxf +=′∫  

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( ) ( ) ( )f x f xe c f x e′  ′+ =   

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( ) cedxexf xfxf +=′∫  

ដូចេនះ      រូបមន�  ( ) ( ) ( ) cedxexf xfxf +=′∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។  
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5. ្រសយប�� ករូ់បមន�អងំេត្រកលេដយែផ�ក ៖  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x g x g x f x dx′ ′= −∫ ∫   

តមរូបមន�  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x g x f x′ ′ ′= +    

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x f x g x′′ ′= −      បំពកអ់ងំេត្រកលេលអង�ទងំពីរ 

េគបាន  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x g x f x g x dx ′′ ′= −    ∫ ∫  

      
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

f x g x dx f x g x dx

f x g x g x f x dx

′ ′= −  

′= −

∫ ∫
∫

 

ដូចេនះ        រូបមន�អងំេត្រកលេដយែផ�ក ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x g x g x f x dx′ ′= −∫ ∫  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
 

យល់ដងឹ  េពលខ�ះេគសរេសរ  f g fg g f′ ′= −∫ ∫        ែដល  ( )f f x=   និង ( )g g x=  

   ឬកេ៏គអចសរេសរ    udv uv vdu= −∫ ∫        ែដល   ( )u u x=    និង ( )v v x=  
 

6. ្រសយប�� ករូ់បមន�អងំេត្រកលៃនអនុគមនេ៍លករតី ៖ 

ក. ្រសយប�� ករូ់បមន� ∫ +−= cxxxxdx lnln  ែដល 0x >  

រេបៀបទ១ី តមអងំេត្រកលេដយែផ�ក 

េគមាន ln xdx∫  

េគតង   
1lnu x du dx
x

= ⇒ =  

  dv dx v x= ⇒ =  

តមរូបមន� អងំេត្រកលេដយែផ�ក  udv uv vdu= −∫ ∫  

េគបាន 
1ln lnxdx x x x dx
x

= − ⋅∫ ∫  

 
ln

ln

x x dx

x x x c

= −

= − +
∫  

ដូចេនះ      រូបមន�  ∫ +−= cxxxxdx lnln   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។  

 

រេបៀបទ២ី តមនិយមនយ័ 

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ [ ] ( ) ( ) 1ln ln ln 1 ln 1 ln 1 1 lnx x x c x x x x x x x x
x

′ ′ ′− + = + − = + ⋅ − = + − =  

នាឱំ្យ ∫ +−= cxxxxdx lnln  

ដូចេនះ        រូបមន�  ∫ +−= cxxxxdx lnln   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។  
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ខ. ្រសយប�� ករូ់បមន� xdx
x
x 2ln

2
1ln

∫ =  

រេបៀបទ១ី តមអងំេត្រកលេដយែផ�ក 

េគមាន 
ln x dx

x∫  

េគតង   
1lnu x du dx
x

= ⇒ =  

  
1 lndv dx v x
x

= ⇒ =  

តមរូបមន� អងំេត្រកលេដយែផ�ក  udv uv vdu= −∫ ∫  

េគបាន 
ln lnln lnx xdx x x dx

x x
= ⋅ −∫ ∫  

ឬ  2ln2 lnx dx x
x

=∫  

 នាឱំ្យ xdx
x
x 2ln

2
1ln

∫ =  

 ដូចេនះ      រូបមន�  xdx
x
x 2ln

2
1ln

∫ =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។  

 

រេបៀបទ២ី តមវធិីេដយេ្របអេថរជំនួយ 

េគមាន 
ln 1lnx dx x dx

x x
= ⋅∫ ∫  

េគតង 
1lnu x du dx
x

= ⇒ =  

េគបាន 
2 2ln 1 lnln

2 2
x u xdx x dx udu c

x x
= ⋅ = = + =∫ ∫ ∫   (យក 0c = ) 

ដូចេនះ      រូបមន�  xdx
x
x 2ln

2
1ln

∫ =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 

 

រេបៀបទ២ី តមនិយមនយ័ 

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( )21 1ln 2 ln ln
2 2

x x x
′  ′= ⋅ ⋅  

 

     
1 lnln xx
x x

= ⋅ =  

នាឱំ្យ xdx
x
x 2ln

2
1ln

∫ =  

ដូចេនះ      រូបមន�  xdx
x
x 2ln

2
1ln

∫ =   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 
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គ. ្រសយប�� ករូ់បមន�  c
n

xdx
x

x nn

+
+

=
+

∫ 1
lnln 1

 

រេបៀបទ១ី តមវធិីេដយេ្របអេថរជំនួយ 

េគមាន 
1lnn x dx
x
⋅∫  

តង 
1lnu x du dx
x

= ⇒ =  

េគបាន 
1 11 lnln
1 1

n n
n n u xx dx u du c c

x n n

+ +

⋅ = = + = +
+ +∫ ∫  

ដូចេនះ          រូបមន�  c
n

xdx
x

x nn

+
+

=
+

∫ 1
lnln 1

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 

 

រេបៀបទ២ី តមនិយមនយ័ 

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( ) ( )( )
1

1ln 1 1 1 lnln 1 ln ln ln
1 1 1

n n
n n nx xc x n x x x

n n n x x

+
+

′  ′ ′+ = = + = ⋅ = + + + 
 

នាឱំ្យ c
n

xdx
x

x nn

+
+

=
+

∫ 1
lnln 1

 

ដូចេនះ          រូបមន�  c
n

xdx
x

x nn

+
+

=
+

∫ 1
lnln 1

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 

 

រេបៀបទ៣ី តមអងំេត្រកលេដយែផ�ក 

េគមាន 
lnn xdx

x∫  

តង ( )
1

1 lnln ln ln
n

n n n xu x du n x xdx dx
x

−
−′= ⇒ = ⋅ ⋅ =  

  
1 lndv dx v x
x

= ⇒ =  

តមរូបមន� អងំេត្រកលេដយែផ�ក  udv uv vdu= −∫ ∫  

េគបាន 
1ln lnln ln ln

n n
nx n xdx x x x dx

x x

−

= ⋅ − ⋅∫ ∫  

ln lnln ln
n n

nx xdx x x n dx
x x

= ⋅ −∫ ∫  

( )

1

1
1

ln ln ln

ln ln ln1 ln
1

n n
n

n n n
n

x xn dx dx x
x x

x x xn dx x dx
x x n

+

+
+

+ =

+ = ⇒ =
+

∫ ∫

∫ ∫
 

ដូចេនះ          រូបមន�  c
n

xdx
x

x nn

+
+

=
+

∫ 1
lnln 1

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 
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ឃ. ្រសយប�� ករូ់បមន� ( ) cxdx
xx

+=∫ lnln
ln
1

  ែដល  1x >  

រេបៀបទ១ី តមវធិីេដយេ្របអេថរជំនួយ 

េគមាន 
1 1 1
ln ln

dx dx
x x x x

= ⋅∫ ∫  

េគតង 
1lnu x du dx
x

= ⇒ =  

េគបាន ( )1 1 1 1 ln ln ln
ln ln

dx dx du u c x c
x x x x u

= ⋅ = = + = +∫ ∫ ∫  

ដូចេនះ          រូបមន�  ( ) cxdx
xx

+=∫ lnln
ln
1

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 

 

រេបៀបទ២ី តមនិយមនយ័ 

តមនិយមនយ័  ( ) ( )f x dx F x c= +∫   សមមូល  ( ) ( )F x c f x′ + =   

េដយ ( ) ( ) ( )ln 1 1 1 1ln ln ln
ln ln ln ln

x
x c x

x x x x x x

′
′ ′ + = = × = × =   

នាឱំ្យ ( ) cxdx
xx

+=∫ lnln
ln
1

 

ដូចេនះ          រូបមន�  ( ) cxdx
xx

+=∫ lnln
ln
1

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 

 

7. ្រសយប�� កនូ់វលក�ណៈៃនអងំេត្រកលកណំតខ់ងេ្រកម ៖ 

ក. ្រសយប�� កនូ់វលក�ណៈ ( ) ( )∫∫ −=
a

b

b

a
dxxfdxxf   

តមនិយមនយ័  ( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a= −∫   ែដល  ( )F x  ជា្រពីមទីីវៃន ( )f x  

េគមាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b a

a b
f x dx F b F a F a F b f x dx = − = − − = − ∫ ∫  

ដូចេនះ       លក�ណៈ   ( ) ( )∫∫ −=
a

b

b

a
dxxfdxxf   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់         ។ 

  

ខ. ្រសយប�� កនូ់វលក�ណៈ ( ) 0=∫ dxxf
a

a
 

តមនិយមនយ័  ( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a= −∫   ែដល  ( )F x  ជា្រពីមទីីវៃន ( )f x  

េគមាន  ( ) ( ) ( ) 0
a

a
f x dx F a F a= − =∫  

ដូចេនះ      លក�ណៈ   ( ) 0=∫ dxxf
a

a
  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 

 

េតអ�កដងឹេទថា   «ក�ុងករបក្រសយរូបមន� េគែតងែតេ្របនិយមនយ័ េដម្បជីាេយាងក�ុងករបក្រសយ» ? 

គតិទងំអស់គា�  «ស�័យសត្យជាអ�ី?  និយមន័យជាអ�ី?  ជាទូេទជាអ�ី?  លក�ណៈជាអ�ី?  ្រទឹស�ីបទជាអ�ី?  រូបមន�ជាអ�ី?  វបិាកជាអ�ី? ...» 
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គ. ្រសយប�� កនូ់វលក�ណៈ  ( ) ( ) ( )∫∫∫ =+
c

a

c

b

b

a
dxxfdxxfdxxf  

េគមាន  f ជាបន់ិងកំណតេ់លចេនា� ះ [ ],a b  និង a b c< <   

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b c

a b
f x dx f x dx F b F a F c F b   + = − − −   ∫ ∫  

                 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
c

a

F b F a F c F b

F c F a

f x dx

= − + −

= −

= ∫

 

ដូចេនះ   លក�ណៈ   ( ) ( ) ( )∫∫∫ =+
c

a

c

b

b

a
dxxfdxxfdxxf   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 

 

ឃ. ្រសយប�� កនូ់វលក�ណៈ  ( ) ( ) ,
b b

a a
kf x dx k f x dx k= ∈∫ ∫   

េគមាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b

a a
kf x dx kF b kF a k F b F a k f x= − = − =  ∫ ∫  

ដូចេនះ   លក�ណៈ   ( ) ( ) ( )∫∫∫ =+
c

a

c

b

b

a
dxxfdxxfdxxf   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់        ។ 

 

ង.  -្រសយប�� កនូ់វលក�ណៈ   ( ) ( ) ( ) ( ))
b b b

a a a
i f x g x dx f x dx g x dx± = ±  ∫ ∫ ∫  

េគមាន   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b

a
f x g x dx F b G b F a G a+ = + − +          ∫  

          

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
b b

a a

F b G b F a G a

F b F a G b G a

f x dx g x dx

= + − −

= − + −      

= +∫ ∫

 

ម្យោ៉ងេទៀត   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b

a
f x g x dx F b G b F a G a− = − − −          ∫  

          

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
b b

a a

F b G b F a G a

F b F a G b G a

f x dx g x dx

= − − +

= − − −      

= −∫ ∫

 

ដូចេនះ   លក�ណៈ   ( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx± = ±  ∫ ∫ ∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

-្រសយប�� កនូ់វលក�ណៈ  ( ) ( ) ( ) ( ))
b b b

a a a
ii f x g x dx f x dx g x dxα β α β± = ±  ∫ ∫ ∫  

េគមាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b

a
f x g x dx F b G b F a G aα β α β α β+ = + − +          ∫  

             

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
b b

a a

F b F a G b G a

F b F a G b G a

f x dx g x dx

α α β β

α β

α β

= − + −

= − + −      

= +∫ ∫
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ម្យោ៉ងេទៀត    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b

a
f x g x dx F b G b F a G aα β α β α β− = − − −          ∫  

             

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
b b

a a

F b G b F a G a

F b F a G b G a

F b F a G b G a

f x dx g x dx

α β α β

α α β β

α β

α β

= − − +

= − − +

= − − −      

= −∫ ∫

 

ដូចេនះ   លក�ណៈ   ( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dxα β α β± = ±  ∫ ∫ ∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

8. ្រសយប�� ក ់រូបមន�អងំេត្រកលកណំតេ់ដយែផ�ក ៖  ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )dxxfxgxgxfdxxgxf
b

a

b
a

b

a
′−=′ ∫∫   

េគមាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x g x f x′ ′ ′= +            (រូបមន�េដរេីវ) 

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g x f x f x g x f x g x′′ ′= −            (បំពកអ់ងំេត្រកលកំណតព់ី a  េទ b  េលអង�ទងំពីរ) 

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a
g x f x dx f x g x dx f x g x dx′′ ′= −  ∫ ∫ ∫  

 ឬ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b bb

aa a
f x g x dx f x g x g x f x dx′ ′= −  ∫ ∫  

ដូចេនះ   លក�ណៈ   ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )dxxfxgxgxfdxxgxf
b

a

b
a

b

a
′−=′ ∫∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

9. ្រសយប�� ក ់រូបមន�អងំេត្រកលកណំតេ់ដយប�ូរអេថរ ៖    ( ) ( ) ( )
( )

( )b g b

a g a
f g x g x dx f u du′  = ∫ ∫   

េគមាន ( )u g x=   េនាះ   ( )du g x dx′=  

េគតង ( )F u  ជា្រពីមទីីវៃន ( )f u   េនាះ  ( ) ( )F u f u′ =  

េគបាន ( ) ( ) ( )
b b

a a
f g x g x dx f u du′  = ∫ ∫  

            

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( )

( )

bb

a a

g b

g a

F u F g x

F g b F g a

f u du

  = =   

   = −   

= ∫

 

ដូចេនះ   រូបមន�  ( ) ( ) ( )
( )

( )b g b

a g a
f g x g x dx f u du′  = ∫ ∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

10. ្រសយប�� កថ់ា  ( ) ( ) ( )
x

a

d dF x f t dt f x
dx dx

 = =     ∫  

េគមាន ( ) ( )
x

a
F x f t dt= ∫  

េគតង ( )F t  ជា្រពីមទីីវៃន  ( )f t   េនាះ   ( ) ( )F t f t′ =  

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
x x

aa

d d d d dF x f t dt F t F x F a F x F x f x
dx dx dx dx dx

  ′       = = = − = − = =         ∫  

ដូចេនះ    ( ) ( ) ( )
x

a

d dF x f t dt f x
dx dx

 = =     ∫   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 
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11. ្រសយប�� កថ់ា  ្របែវងធ�ូៃន្រកបតងអនុគមន ៍ f  េនចេនា� ះបនា� តឈ់រ x a=  នងិ x b=  គ ឺ ( ) 2
1

b

a
L f x dx′ = +  ∫  

េគមាន f  ជាអនុគមនជ៍ាប់ និងកំណត់េដយ ( )y f x=  និងមាន្រកប C  

េគែចក [ ],a b  ជា n  ចំែណក 

េគយក ចំណុច ( )( )0 ,P x f x  និង ( )( )1 ,P x x f x x+ ∆ + ∆  

  ែដល  a x x x b≤ < + ∆ ≤  

េគតង ( ) ( )y f x x f x∆ = + ∆ −  និងតង  0 1L P P∆ =  

ចំេពះ 0 1L P P∆ =   េគបាន ៖ 

  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

22

2 2

2
2

2

1

1

L x x x f x x f x

x y

yx
x

y x
x

 ∆ = + ∆ − + + ∆ − 

= ∆ + ∆

 ∆ = ∆ +  ∆   

∆ = + ⋅∆ ∆ 

 

េគបាន 
2

1 dydL dx
dx

 = + ⋅ 
 

 

នាឱំ្យ ្របែវងធ�ូ L  ៃន្រកបតង ( )y f x=  េនចេនា� ះបនា� តឈ់រ x a=  និង x b=  គឺ 

  
2

1
b

a

dyL dx
dx

 = + ⋅ 
 ∫   ឬ  ( ) 2

1
b

a
L f x dx′ = + ⋅ ∫  

ដូចេនះ      ្របែវងធ�ូៃន្រកបតងអនុគមន ៍ f  េនចេនា� ះបនា� ត់ឈរ x a=  និង x b=  គឺ  ( ) 2
1

b

a
L f x dx′ = +  ∫      ។ 

 

12. ្រសយប�� កថ់ា  ( ) ( )
b b

a a
f x dx f x dx≥∫ ∫   

េគមាន f  មានអងំេត្រកលេលចេនា� ះ [ ],a b  

េដយ ( ) ( ) ( )f x f x f x− ≤ ≤                   (េធ�អងំេត្រកលកំណតព់ី a  េទ b  េលវសិមភាព) 

េគបាន ( ) ( ) ( )
b b b

a a a
f x dx f x dx f x dx− ≤ ≤∫ ∫ ∫  

  ( ) ( ) ( )
b b b

a a a
f x dx f x dx f x dx− ≤ ≤∫ ∫ ∫       (តមលក�ណៈ  M x M x M− ≤ ≤ ⇔ ≤ ) 

នាឱំ្យ ( ) ( )
b b

a a
f x dx f x dx≤∫ ∫  

ដូចេនះ     ទំនាកទ់ំនង  ( ) ( )
b b

a a
f x dx f x dx≥∫ ∫  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់    ។ 

 

 

x

x x x+ ∆ ba

( )f x

( )f x x+ ∆

0P

1P

L∆ y∆

x∆

0

( )y f x=

x

y
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន សមីករឌីេផរង៉់ែស្យល 

 

1. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរឌីេផរង៉ែ់ស្យលលីេនែអ៊លំដបទ់ី១ េមគុនេថរអង�ទី២េស�សូន្យ 0y ay′ + =  មានចេម�យទូេទ  axy Ae−=  

ែដល A  ជាចំនួនេថរ ។ 

2. បង� ញថា សមកីរ ( ) ( ), 0y ay p x p x′ + = ≠  មានចេម�យទូេទ c py y y= +  ែដល ax
cy ce−=  និង 

( )ax ax
py e e p x dx−= ∫   ។ 

3. ្រសយប�� ក ់សមកីរ ( ) : 0E y by cy′′ ′+ + =  ែដលសមកីរសមា� ល់ 2 0by cλ + + =  មានចេម�យទូេទគឺ ៖ 

ក. ,x xy Ae Be Aα β= + និង B  ជាចំនួនេថរណាមយួក៏បាន ក�ុងករណី 0∆ >  សមកីរសមា� ល់មានឫស 1 2,λ α λ β= =  ។ 

ខ. ,x xy Axe Be Aα α= + និង B  ជាចំនួនេថរណាមយួក៏បាន ក�ុងករណី 0∆ =  សមកីរសមា� ល់មានឫស 1 2λ λ α= =  ។ 

គ. ( )cos sin ,xy C x D x e Cαβ β= +  និង D  ជាចំនួនេថរណាមយួក៏បាន ក�ុងករណី 0∆ <  សមកីរសមា� ល់មានឫសជាចំនួន 

កុំផ�ិចឆា� ស់គា�   1 iλ α β= −  និង 2 iλ α β= +  ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន សមីករឌីេផរង៉់ែស្យល  ថា� កទ់ី ១២ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន សមីករឌីេផរង៉់ែស្យល 

 

1. បង� ញថា សមកីរឌេីផរង៉ែ់ស្យល 0y ay′ + =  មានចេម�យទូេទ  axy Ae−=  ែដល A  ជាចនំនួេថរ  

េគមាន 0y ay′ + =  

          
dy ay
dx

= −    ឬ    dy aydx= −      

            
dy adx
y
= −       (បំពកអ់ងំេត្រកលេលអង�ទងំពីរ) 

          

ln

,

ax c

c ax

ax c

dy adx
y
y ax c

y e

y e e
y Ae A e

− +

−

−

= −

= − +

=

= ± ⋅

= = ±

∫ ∫

 

ដូចេនះ     ចេម�យទូេទៃនសមកីរ 0y ay′ + =  គឺ axy Ae−=  ែដល A  ជាចនំួនេថរ ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 
 

2. បង� ញថា សមកីរ ( ) ( ), 0y ay p x p x′ + = ≠  មានចេម�យទូេទ c py y y= +   

េគមានសមកីរ 0y ay′ + =  មានចេម�យទូេទ  axy Ae−=  

េគេធ�បែ្រមប្រម�លចនំួនេថរ A  េទជា ( )A x   

េគបាន ( ) axy A x e−=  

   ( ) ( ) ( )
( ) ( )

ax ax

ax ax

y A x e e A x

A x e aA x e

− −

− −

′′ ′= +

′= −
 

យកតៃម� ( ) axy A x e−=  និង  ( ) ( )ax axy A x e aA x e− −′ ′= −  ជំនួសក�ុងសមកីរ ( )y ay p x′ + =  

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( )ax ax axA x e aA x e aA x e p x− − −′ − + =  

           

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

ax

ax

ax

ax

A x e p x

A x e p x

A x dx e p x dx c

A x e p x dx c

−′ =

′ =

′ = +

= +

∫ ∫
∫

 

នាឱំ្យ ( ) axy A x e−=  

      
( )( )

( )

ax ax

ax ax ax

e p x dx c e

e e p x dx ce

−

− −

= +

= +

∫
∫

 

      p cy y= +    េ្រពះេគឱ្យ  ax
cy ce−=  និង ( )ax ax

py e e p x dx−= ∫  

ដូចេនះ       សមកីរ ( ) ( ), 0y ay p x p x′ + = ≠  មានចេម�យទូេទ c py y y= +  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន សមីករឌីេផរង៉់ែស្យល  ថា� កទ់ី ១២ 

3. ក. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរ ( ) : 0E y by cy′′ ′+ + =  មានចេម�យទូេទគ ឺ x xy Ae Beα β= +  ក�ុងករណី 0∆ >  

េគមាន ( ) : 0E y by cy′′ ′+ + =  មានសមកីរសមា� ល់  2 0by cλ + + =   ែដលមានឫស 1 2,λ α λ β= =  

តមែវ្យត ផលបូកឫស bα β+ = −  និងផលគុណឫស cαβ =  

េគបាន ( ) ( ) ( ): 0E y y yα β αβ′′ ′− + + =  

             

( ) ( )

0

0

y y y y

y y y y

α β αβ

α β α

′′ ′ ′− − + =

′′ ′− − − =
 

 េគតង y y Zα′− =   េនាះ  ( )y y Zα ′′ ′− =  

 េគបាន 0Z Zβ′ − =    (ជាសមកីរឌីេផរង៉ែ់ស្យលលំដប១់ អូម៉ូែសន) 

           
dZ Z
dx

β=       ឬ     
dZ dx
Z

β=    (បំពក់អងំេត្រកលេលអង�ទងំពីរ) 

                

1 1

ln

,

x c

c x x c

dZ dx
Z
Z x c

Z e

Z e e c e c e

β

β β

β

β
+

=

= +

=

= ± ⋅ = = ±

∫ ∫
 

 នាឱំ្យ y y Zα′− =  េទជា  ( )1 1xy y c eβα′ − =   (ជាសមកីរឌីេផរង៉ែ់ស្យលលំដប១់ មនិអូម៉ូែសន) 

េគនឹងេដះ្រសយសមកីរ 0y yα′− =  រចួេហយេធ�បែ្រមប្រម�លចំនួនេថរ 

េគបាន 
dy ay
dx

=     ឬ    dy aydx=     ឬ    
dy adx
y
=       (បំពក់អងំេត្រកលេលអង�ទងំពីរ) 

            

2 2

ln

,

x c

c x x c

dy dx
y
y x c

y e

y e e c e c e

α

α α

α

α
+

=

= +

=

= ± ⋅ = = ±

∫ ∫
 

េគេធ�បែ្រមប្រម�លចំនួនេថរ 2c  េទជា ( )2c x   

េគមាន ( ) ( )2 2xy c x eα=    េនាះ    ( ) ( ) ( )2 2
x xy c x e e c xα α ′′ ′= +  

       ( ) ( )2 2
x xc x e c x eα αα′= +  

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 11 : x x x xc x e c x e c x e c eα α α βα α′ + − =  

          ( )2 1
x xc x e c eα β′ =  

               ( )2 1
x xc x c eβ α−′ =    (បំពកអ់ងំេត្រកលេលអង�ទងំពីរ) 

នាឱំ្យ ( ) ( )
2 1

xc x dx c e dxβ α−′ =∫ ∫     ឬ    ( ) ( )1
2

xcc x e Aβ α

β α
−= +

−
    ឬ   ( ) ( ) 1

2 ,x cc x Be A Bβ α

β α
−= + =

−
 

េគបាន ( ) ( )2 : x x x xy Be A e Ae Beβ α α α β− = + = +    ែដល  A  និង B  ជាចំនួនេថរណាមយួកប៏ាន   

ដូចេនះ       សមកីរ 0y by cy′′ ′+ + =  មានចេម�យទូេទគឺ  x xy Ae Beα β= +  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់     ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន សមីករឌីេផរង៉់ែស្យល  ថា� កទ់ី ១២ 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរ ( ) : 0E y by cy′′ ′+ + =  មានចេម�យទូេទគ ឺ x xy Axe Beα α= +  ក�ុងករណី 0∆ =  

េគមាន ( ) : 0E y by cy′′ ′+ + =  មានសមកីរសមា� ល់  2 0by cλ + + =   ែដលមានឫសឌុប 1 2λ λ α= =  

តមែវ្យត ផលបូកឫស bα α+ = −  និងផលគុណឫស cαα =  

េគបាន ( ) ( ) ( ): 0E y y yα α αα′′ ′− + + =  

             

( ) ( )

0

0

y y y y

y y y y

α α αα

α α α

′′ ′ ′− − + =

′′ ′− − − =
 

 េគតង y y Zα′− =   េនាះ  ( )y y Zα ′′ ′− =  

 េគបាន 0Z Zα′− =    (ជាសមកីរឌីេផរង៉ែ់ស្យលលំដប១់ អូម៉ូែសន) 

           
dZ Z
dx

α=       ឬ     
dZ dx
Z

α=    (បំពក់អងំេត្រកលេលអង�ទងំពីរ) 

                ln

,

x c

c x x c

dZ dx
Z
Z x c

Z e

Z e e Ae A e

α

α α

α

α
+

=

= +

=

= ± ⋅ = = ±

∫ ∫
 

 នាឱំ្យ y y Zα′− =   េទជា  ( )1xy y Aeαα′ − =   (ជាសមកីរឌីេផរង៉់ែស្យលលំដប១់ មនិអូម៉ូែសន) 

េគនឹងេដះ្រសយសមកីរ 0y yα′− =  រចួេហយេធ�បែ្រមប្រម�លចំនួនេថរ 

េគបាន 
dy ay
dx

=     ឬ    dy aydx=     ឬ    
dy adx
y
=       (បំពក់អងំេត្រកលេលអង�ទងំពីរ) 

            

1 1

ln

,

x c

c x x c

dy dx
y
y x c

y e

y e e c e c e

α

α α

α

α
+

=

= +

=

= ± ⋅ = = ±

∫ ∫
 

េគេធ�បែ្រមប្រម�លចំនួនេថរ 1c  េទជា ( )1c x   

េគមាន ( ) ( )1 2xy c x eα=    េនាះ    ( ) ( ) ( )1 1
x xy c x e e c xα α ′′ ′= +  

       ( ) ( )1 1
x xc x e c x eα αα′= +  

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( )1 1 11 : x x x xc x e c x e c x e Aeα α α αα α′ + − =  

          ( )1
x xc x e Aeα α′ =  

               ( )1c x A′ =    (បំពកអ់ងំេត្រកលេលអង�ទងំពីរ) 

នាឱំ្យ ( )1c x dx Adx′ =∫ ∫     ឬ    ( )1c x Ax B= +     ែដល B  ជាចំនួនេថរ 

េគបាន ( ) ( )2 : x x xy Ax B e Axe Beα α α= + = +   ែដល  A  និង B  ជាចំនួនេថរណាមយួកប៏ាន   

ដូចេនះ       សមកីរ 0y by cy′′ ′+ + =  មានចេម�យទូេទគឺ  x xy Axe Beα α= +  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់     ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន សមីករឌីេផរង៉់ែស្យល  ថា� កទ់ី ១២ 

គ. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរ ( ) : 0E y by cy′′ ′+ + =  មានចេម�យទូេទគ ឺ ( )cos sin xy C x D x eαβ β= +  

េគមាន    ( ) : 0E y by cy′′ ′+ + =  មានសមកីរសមា� ល់  2 0by cλ + + =    

តមវធិីេដះ្រសយសមកីរឌីេផរង៉ែ់ស្យលលីេនែអលំ៊ដបទ់ី២ សមកីរសមា� ល់មានឫសពីរេផ្សងគា�  1 2,λ λ  េនាះេគបានចេម�យទូេទ 

ៃនសមកីរ ( )E  គឺ :   1 2x xy Ae Beλ λ= +    ែដល  A  និង B  ជាចំនួនេថរណាមយួកប៏ាន 

េគជំនួស 1 iλ α β= −  និង 2 iλ α β= +  

េគបាន ( ) ( )i x i xy Ae Beα β α β− += +  

   ( )
x i x x i x

i x i x x

Ae e Be e

Ae Be e

α β α β

β β α

−

−

= ⋅ + ⋅

= +
 

តមរូបមន� Euler   :     cos sinixe x i x= +  េនាះ cos sini xe x i xβ β β= +  

  cos sinixe x i x− = −  េនាះ cos sini xe x i xβ β β− = −  

នាឱំ្យ ( ) ( )cos sin cos sin xy A x i x B x i x eαβ β β β = − + +   

    

[ ]
[ ]
( ) ( )
( )

cos sin cos sin

cos cos sin sin

cos sin

cos sin

x

x

x

x

A x iA x B x iB x e

A x B x iB x iA x e

A B x i B A x e

C x D x e

α

α

α

α

β β β β

β β β β

β β

β β

= − + +

= + + −

 = + + − 
= +

 

     ែដលេគតង  C A B= +  និង ( )D i B A= −   ឬ  C  និង D  ជាចំនួនេថរណាមយួកប៏ាន 

ដូចេនះ     សមកីរ 0y by cy′′ ′+ + =  មានចេម�យទូេទគឺ  ( )cos sin xy C x D x eαβ β= +   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន ធរណីមា្រត ក�ងុលហំ  ថា� កទ់ី ១២ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ធរណីមា្រតក�ងុលហំ 

 

1. ្រសយប�� កល់ក�ណៈផលគុណៃនពីរវុចិទ័រ ដូចខងេ្រកម ៖  

េប ,u v 

 និង w  ជាវុចិទរ័េនក�ុងលំហ និង c  ជាចំនួនពិត េនាះេគបាន ៖ 

ក.  ( )u v v u× = − ×
   

  

ខ.  ( ) ( ) ( )u v w u v u w× + = × + ×
      

 

គ.  ( ) ( ) ( )c u v cu v u cv× = × = ×
     

 

ឃ. u O O u O× = × =
  

 

 

ង.  u u O× =


 

 

ច.  ( ) ( )u v w u v w⋅ × = × ⋅
     

 

2. េប u  និង v  ជាវុចិទរ័មនិសូន្យ េនក�ុងលំហ និង θ  ជាមុផំ�ុ ំរវង u  និង v  េនាះេគបាន ៖ 

ក. u v× 

 អរតូកូណាល់េទនឹង u  ផង និង អរតូកូណាល់េទនឹង v  ផង ។ 

ខ. sinu v u v θ× = ⋅ ⋅
   

 

គ. េប 0u v× =


 

 េនាះ u  និង v  ជាវុចិទរ័កូលីេនែអន៊ឹងគា�  ។ 

ឃ. u v× =
 

 ៃផ�្រកឡារបស់្របេលឡូ្រកម ែដលសងេ់លវុចិទរ័ u  និង v  ។ 

ង.  
1
2

u v× =
 

 ៃផ�្រកឡារបស់្រតីេកណ ែដលសងេ់លវុចិទ័រ u  និង v  ។ 

3. ្រសយប�� កថ់ា  េប្របេលឡូ្រកមសងវុ់ចិទ័រ u  និង v  េហយមុ ំθ  ជាមុផំ�ុ ំរវង u  និង v  េនាះេគបាន ៖ 

ក. កម�ស់ៃន្របេលឡូ្រកម េស� sinv θ⋅


 ។ 

ខ. ៃផ�្រកឡា្របេលឡូ្រកម sinS u v u vθ= = ×
   

 ។ 

4. ្រសយប�� កថ់ា  ចំេពះវុចិទ័រឯកត  ,i j
 

 និង k


 េគបាន ៖  

ក. k i j= ×


 

 ខ. i j k= ×


 

   គ. j k i= ×


 

   ។ 

5. ្រសយប�� កថ់ា  េបេគមានបីវុចិទរ័ 1 2 3 1 2 3,u u i u j u k v v i v j v k= + + = + +
 

   

 

 និង 1 2 3w w i w j w k= + +


 



 េនាះេគបាន ៖  

( )
1 2 3

1 2 3

1 2 3

u u u
u v w v v v

w w w
⋅ × =
  

  ។ 

6. ្រសយប�� កថ់ា មាឌ V  របស់្របេលពីែបត៉ែដលសងេ់លវុចិទ័រ ,u v 

 និង w  គឺ ៖ ( )V u v w= ⋅ ×
  

 និង មាឌ W  របស់េត 

្រតែអតគឺ ( )1
6

W u v w= ⋅ ×
  

 បាននយ័ថា យកមាឌរបស់្របេលពីែបត៉ែចកនឹង 6  ។ 

7. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរបនា� ត់ក�ុងលំហ កតត់មចំណុច ( )0 0 0, ,P x y z  និងមានវុចិទរ័្របាបទ់ិស ( ), ,u a b c=


 មានសមកីរ 

ប៉ារ៉ែម្៉រត  
0

0

0

,
x x at
y y bt t
z z ct

= +
 = + ∈
 = +

y   រចួទញប�� ក់ថា  0 0 0x x y y z z
a b c
− − −

= =  ែដលេគេហថា សមកីរឆ�ុះ ។ 

េរៀបេរៀងេដយ : គរនុិស្សតិ  េ្របស ដរ៉ 249 ឯកេទស : គណិតវទិ្យោ 
www.facebook.com/7khmer
fb : Entertainment  And Knowledge



ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន ធរណីមា្រត ក�ងុលហំ  ថា� កទ់ី ១២ 

8. ្រសយប�� កថ់ា េបប�ងម់យួកតត់មចំណុច ( )0 0 0, ,P x y z  និងមានវុចិទរ័ណរម៉ាល់ ( ), ,n a b c=


 េនាះប�ងេ់នាះមានសមកីរ 

ស�ងដ់ ( ) ( ) ( )0 0 0 0a x x b y y c z z− + − + − =  ។ 

9. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរទូេទៃនប�ងគ់ឺ 0ax by cz d+ + + =  បានពីពនា� តសមកីរស�ងដ់ 

( ) ( ) ( )0 0 0 0a x x b y y c z z− + − + − =  ែដល ( )0 0 0d ax by cz= − + +  ។ 

10. ្រសយប�� កថ់ា  េបមុ ំθ  ជាមុផំ�ុ ំរវងប�ងព់ីរ 1α  និង 2α  ែដលមាន 1n  និង 2n  ជាវុចិទរ័ណរម៉ាល់េរៀងគា�  េនាះេគបាន 

1 2

1 2

cos
n n
n n

θ
⋅

=
 

 

 ។ 

11. ្រសយប�� កថ់ា  េបប�ងព់ីរមានវុចិទរ័ណរម៉ាល់េរៀងគា�   1n  និង 2n  េនាះេគបាន ៖ 

ក. ប�ងទ់ងំពីរែកងគា�   េប  1 2 0n n⋅ =
 

 ។ 

ខ. ប�ងទ់ងំពីរ្រសបគា�   េប 1 2n kn=
 

 ែដល k  ជាចំនួនេថរខុសពីរសូន្យ ។ 

12. ្រសយប�� កថ់ា  េបេគមានពីរចំណុច ( )1 1 1, ,P x y z  និង ( )2 2 2, ,Q x y z  ក�ុងលំហ េនាះេគបានចមា� យពីរចំណុចេនះ 

កំណតេ់ដយ ( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 2 1 2 1d PQ x x y y z z= = − + − + −  ។ 

13. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរែស�៊ែដលមានផ�ិត ( )0 0 0, ,C x y z  និងមានក ំ r  កំណតេ់ដយ 

( ) ( ) ( )2 2 2 2
0 0 0x x y y z z r− + − + − =   ។ 

14. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរទូេទៃនែស�៊ 2 2 2
0 0 02 2 2 0x y z x x y y z z k+ + − − − + =  ែដល 2 2 2 2

0 0 0k x y z r= + + −  ជាសមកីរ 

ទូេទបានពីពនា� តសមកីរស�ង់ដ ( ) ( ) ( )2 2 2 2
0 0 0x x y y z z r− + − + − =  ។ 

15. ្រសយប�� កថ់ា  ចមា� យពីចំណុច Q  េទប�ង ់α  ែដលចំណុច Q  មនិេនក�ុងប�ង ់α  កំណតេ់ដយ 
PQ n

D
n

⋅
=







 ែដល P  

ជាចំណុចេនក�ុងប�ង់ និង n  ជាវុចិទរ័ណរម៉ាល់ៃនប�ង់ ។ 

16. ្រសយប�� កថ់ា  ចមា� យពីចំណុច ( )0 0 0, ,Q x y z  េទប�ង ់ : 0ax by cz dα + + + =  កំណត់េដយ 

0 0 0

2 2 2

ax by cz d
D

a b c

+ + +
=

+ +
  ។ 

17. ្រសយប�� កថ់ា  ចមា� យពីចំណុច Q  េទបនា� ត ់ L  ក�ុងលំហ កំណតេ់ដយ 
PQ u

D
u

×
=







 ែដល u  ជាវុចិទរ័្របាបទ់ិសៃនបនា� ត់ L  

និង P  ជាចំណុចមយួេនេលបនា� ត ់ L  ។ 

18. ្រសយប�� កថ់ា  ចមា� យពីបនា� ត ់ 1L  េទបនា� ត់ 2L  កំណតេ់ដយ  ( )
( )1 2 1 2

1 2
1 2

,
M M u u

d L L
u u

⋅ ×
=

×



 

 

 ែដល 1 2,M M  

ជាចំណុចេនេលបនា� ត ់ 1 2,L L  េរៀងគា�  េហយ 1 2,u u 

 ជាវុចិទរ័្របាបទ់ិសេរៀងគា� ៃនបនា� ត់ 1 2,L L  ។ 
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន ធរណីមា្រតក�ងុលហំ 

 

1. ្រសយប�� កល់ក�ណៈផលគុណៃនពរីវុចិទរ័ ដូចខងេ្រកម ៖  

េប ,u v 

 នងិ w  ជាវុចិទរ័េនក�ុងលំហ នងិ c  ជាចនំនួពតិ េនាះេគបាន ៖ 

ក.  ្រសយប�� កល់ក�ណៈ ( )u v v u× = − ×
   

  

េគតង ( )1 2 3, ,u u u u=


 និង ( )1 2 3, ,v v v v=


 

េគបាន ( ) ( ) ( )1 2 3 3 2 2 3 3 1 1 3 2 1 1 2

1 2 3

i j k
v u v v v u v u v i u v u v j u v u v k

u u u
× = = − − − + −



 



 

 

 

េហយ ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3

i j k
u v u u u u v u v i u v u v j u v u v k

v v v
× = = − − − + −



 



 

 

 

       
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )

3 2 2 3 3 1 1 3 2 1 1 2

3 2 2 3 3 1 1 3 2 1 1 2

u v u v i u v u v j u v u v k

u v u v i u v u v j u v u v k

v u

= − − + − − −

 = − − − − + − 
= − ×



 



 

 

 

ដូចេនះ     លក�ណៈ  ( )u v v u× = − ×
   

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 

 

ខ.   ្រសយប�� កល់ក�ណៈ  ( ) ( ) ( )u v w u v u w× + = × + ×
      

 

េគតង ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,u u u u v v v v= =
 

 និង ( )1 2 3, ,w w w w=


 

នាឱំ្យ ( )1 1 2 2 3 3, ,v w v w v w v w+ = + + +
 

 

េគបាន ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3

i j k
u v u u u u v u v i u v u v j u v u v k

v v v
× = = − − − + −



 



 

 

 

េហយ ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3

i j k
u w u u u u w u w i u w u w j u w u w k

w w w
× = = − − − + −



 



 

 

 

េគបាន  
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           ( )u v w× +
  

 

        

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ ] [ ] [ ]
( ) ( ) ( )

1 2 3

1 1 2 2 3 3

2 3 3 3 2 2 1 3 3 3 1 1 1 2 2 2 1 1

2 3 2 3 3 2 3 2 1 3 1 3 3 1 3 1 1 2 1 2 2 1 2 1

2 3 3 2 2 3 3 2 1 3 3 1 1

i j k
u u u

v w v w v w

u v w u v w i u v w u v w j u v w u v w k

u v u w u v u w i u v u w u v u w j u v u w u v u w k

u v u v u w u w i u v u v u w

=
+ + +

     = + − + − + − + + + − +     

= + − − − + − − + + − −

 = − + − − − + 



 



 



 



( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

3 3 1 1 2 2 1 1 2 2 1

2 3 3 2 2 3 3 2 1 3 3 1 1 3 3 1 1 2 2 1 1 2 2 1

2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

u w j u v u v u w u w k

u v u v i u w u w i u v u v j u w u w j u v u v k u w u w k

u v u v i u v u v j u v u v k u w u w i u w u w j u w u w k

u v u

   − + − + −   

= − + − − − − − + − + −

   = − − − + − + − − − + −   
= × + ×





 

   

 

   

  ( )w

 

ដូចេនះ     លក�ណៈ  ( ) ( ) ( )u v w u v u w× + = × + ×
      

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 
 

គ.   ្រសយប�� កល់ក�ណៈ ( ) ( ) ( )c u v cu v u cv× = × = ×
     

 

េគតង ( )1 2 3, ,u u u u=


  និង ( )1 2 3, ,v v v v=


 

នាឱំ្យ ( )1 2 3, ,cu cu cu cu=


 និង ( )1 2 3, ,cv cv cv cv=


 

េគបាន ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3

i j k
u v u u u u v u v i u v u v j u v u v k

v v v
× = = − − − + −



 



 

 

 

េនាះ ( ) ( ) ( ) ( )2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1c u v c u v u v i u v u v j u v u v k × = − − − + − 


 

 

 

     ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1 1

c u v u v i c u v u v j c u v u v k

cu v cu v i cu v cu v j cu v cu v k

= − − − + −

= − − − + −



 



 

 

េហយ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3

2
i j k

cu v cu cu cu cu v cu v i cu v cu v j cu v cu v k
v v v

× = = − − − + −



 



 

 

 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3

3
i j k

u cv u u u cu v cu v i cu v cu v j cu v cu v k
cv cv cv

× = = − − − + −



 



 

 

 

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( ) ( )1 , 2  និង ( )3    េគបាន  ( ) ( ) ( )c u v cu v u cv× = × = ×
     

 

ដូចេនះ     លក�ណៈ  ( ) ( ) ( )c u v cu v u cv× = × = ×
     

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 
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ឃ.  ្រសយប�� កល់ក�ណៈ u O O u O× = × =
  

 

 

េគតង ( )1 2 3, ,u u u u=


  និង ( )0 , 0 , 0O =


 

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 1 3 1 20 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0

i j k
u O u u u u u i u u j u u k i j k O× = = ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ = + + =



 

  
   



 

   ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 1 2 1

1 2 3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2
i j k

O u u u i u u j u u k i j k O
u u u

× = = ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ = + + =



 

  
   



 

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2    េគបាន  u O O u O× = × =
  

 

 

ដូចេនះ     លក�ណៈ  u O O u O× = × =
  

 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 
 

ង.   ្រសយប�� កល់ក�ណៈ  u u O× =


 

 

េគតង ( )1 2 3, ,u u u u=


 

េគបាន ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 2 3 1 3 1 3 1 2 1 2

1 2 3

0 0 0
i j k

u u u u u u u u u i u u u u j u u u u k i j k O
u u u

× = = − − − + − = + + =



 

  
   

 

 

ដូចេនះ     លក�ណៈ  u u O× =


 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 
 

ច.   ្រសយប�� កល់ក�ណៈ  ( ) ( )u v w u v w⋅ × = × ⋅
     

 

េគតង ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,u u u u v v v v= =
 

 និង ( )1 2 3, ,w w w w=


 

េគបាន ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3

i j k
v w v v v v w v w i v w v w j v w v w k

w w w
× = = − − − + −



 



 

 

 

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 3 2 2 1 3 3 1 3 1 2 2 1u v w u v w v w u v w v w u v w v w⋅ × = − − − + −
  

 

        
( )

1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1

1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1 1
u v w u v w u v w u v w u v w u v w
u v w u v w u v w u v w u v w u v w

= − − + + −

= + + − − −
 

េហយ ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3

i j k
u v u u u u v u v i u v u v j u v u v k

v v v
× = = − − − + −



 



 

 

 

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( ) ( )2 3 3 2 1 1 3 3 1 2 1 2 2 1 3u v w u v u v w u v u v w u v u v w× ⋅ = − − − + −
  

 

         
( )

2 3 1 3 2 1 1 3 2 3 1 2 1 2 3 2 1 3

1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1 2
u v w u v w u v w u v w u v w u v w
u v w u v w u v w u v w u v w u v w

= − − + + −

= + + − − −
 

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2   េគបាន  ( ) ( )u v w u v w⋅ × = × ⋅
     

 

ដូចេនះ     លក�ណៈ  ( ) ( )u v w u v w⋅ × = × ⋅
     

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់       ។ 
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2. េប u


 នងិ v  ជាវុចិទរ័មនិសូន្យ េនក�ុងលំហ នងិ θ  ជាមុផំ�ុរំវង u  នងិ v  េនាះេគបាន ៖ 

ក. -្រសយប�� កថ់ា  u v× 

 អរតូកូណាល់េទនងឹ u   

េគតង ( )1 2 3, ,u u u u=


 និង ( )1 2 3, ,v v v v=


 

េដយ ( ) ( ) 0u v u u v u× ⊥ ⇔ × ⋅ =
     

 

េគបាន ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3

i j k
u v u u u u v u v i u v u v j u v u v k

v v v
× = = − − − + −



 



 

 

 

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( ) ( )2 3 3 2 1 1 3 3 1 2 1 2 2 1 3u v u u v u v u u v u v u u v u v u× ⋅ = − − − + −
  

 

       

( ) ( ) ( )2 3 3 2 1 1 3 3 1 2 1 2 2 1 3

1 2 3 1 3 2 1 2 3 2 3 1 1 3 2 2 3 1

0

u v u v u u v u v u u v u v u
u u v u u v u u v u u v u u v u u v

= − − − + −

= − − + + −
=

 

ដូចេនះ     u v× 

 អរតូកូណាល់េទនឹង  u   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 
 

-្រសយប�� កថ់ា  u v× 

 អរតូកូណាល់េទនងឹ v  

េគតង ( )1 2 3, ,u u u u=


 និង ( )1 2 3, ,v v v v=


 

េដយ ( ) ( ) 0u v v u v v× ⊥ ⇔ × ⋅ =
     

 

េគបាន ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3

i j k
u v u u u u v u v i u v u v j u v u v k

v v v
× = = − − − + −



 



 

 

 

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( ) ( )2 3 3 2 1 1 3 3 1 2 1 2 2 1 3u v v u v u v v u v u v v u v u v v× ⋅ = − − − + −
  

 

       

( ) ( ) ( )2 3 3 2 1 1 3 3 1 2 1 2 2 1 3

2 1 3 3 1 2 1 2 3 3 1 2 1 2 3 2 1 3

0

u v u v v u v u v v u v u v v
u v v u v v u v v u v v u v v u v v

= − − − + −

= − − + + −

=

 

ដូចេនះ     u v× 

 អរតូកូណាល់េទនឹង  v   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់      ។ 
 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  sinu v u v θ× = ⋅ ⋅
   

 

េគតង ( )1 2 3, ,u u u u=


 និង ( )1 2 3, ,v v v v=


 

េគបាន ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3

i j k
u v u u u u v u v i u v u v j u v u v k

v v v
× = = − − − + −



 



 

 

 

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( )22 2
2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1u v u v u v u v u v u v u v × = − + − − + − 

 

 

             ( ) ( ) ( )2 2 2
2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1u v u v u v u v u v u v= − + − + −  

ម្យោ៉ងេទៀត 2 2sin cos 1θ θ+ =   េនាះ  2sin 1 cosθ θ= −      េ្រពះ  0 θ π< <  

u v× 

u
θ

HO

v

A

B

u v× 

u
θ

HO

v

A

B

u v× 

u
θ

HO

v

A

B
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នាឱំ្យ 
2

sin 1 u v
u v

θ
 ⋅

= −   
 

 

 

                (េ្រពះ  cos u v
u v

θ ⋅
=
 

 

  េដយសរនិយមនយ័  cosu v u v θ⋅ =
   

) 

            
( ) ( )

22 2
22 2

2 2
1u v u v

u v u v
u vu v

− ⋅
= = − ⋅

   

   

 

 

 

 េគបាន ( ) ( )2 22 2 2 21sinu v u v u v u v u v u v
u v

θ⋅ ⋅ = ⋅ − ⋅ = − ⋅
           

 

 

េដយ 2 2 2
1 2 3u u u u= + +



 េនាះ 2 2 2 2
1 2 3u u u u= + +



   

     2 2 2
1 2 3v v v v= + +



  េនាះ 2 2 2 2
1 2 3v v v v= + +



 

   1 1 2 2 3 3u v u v u v u v⋅ = + +
 

 

នាឱំ្យ  

( )( ) ( )

( )

22 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 1 3 2 1 2 2 2 3 3 1 3 2 3 3 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 1 1 3 3 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 3 2 1 2 3 3 1

sin

2 2 2

u v

u u u v v v u v u v u v

u v u v u v u v u v u v u v u v u v u v u v u v u v u v u v u v u v u v

u v u v u v u v u v u

θ⋅ ⋅

= + + + + − + +

= + + + + + + + + − + + + + +

= + + + + +

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2
3 2 1 1 2 2 1 1 3 3 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 3 2 2 3 3 3 2 1 3 1 1 3 3 3 1 1 2 1 1 2 2 2 1

2 2 2
2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

2 2 2

2 2 2

v u v u v u v u v u v u v

u v u v u v u v u v u v u v u v u v u v u v u v

u v u v u v u v u v u v

u v

− − −

= − + + − + + − +

= − + − + −

= ×
 

 

ដូចេនះ     sinu v u v θ× = ⋅ ⋅
   

   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 
 

គ. ្រសយប�� កថ់ា   េប  0u v× =


 

 េនាះ u  នងិ v  ជាវុចិទរ័កូលីេនែអន៊ងឹគា�  

េគតង ( )1 2 3, ,u u u u=


 និង ( )1 2 3, ,v v v v=


  ែដល  0 , 0u v≠ ≠
 

 

 

េគបាន ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3

i j k
u v u u u u v u v i u v u v j u v u v k

v v v
× = = − − − + −



 



 

 

 

េដយ 0u v× =


 

   េនាះ   ( ) ( ) ( )2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1 0 0 0u v u v i u v u v j u v u v k i j k− − − + − = − +
 

   

 

ទញបាន 

32

2 3
2 3 3 2 2 3 3 2

3 31 1 2
1 3 3 1 1 3 3 1

1 3 1 2 3
1 2 2 1 1 2 2 1

1 2

1 2

0
0
0

uu
v vu v u v u v u v

u uu u uu v u v u v u v
v v v v v

u v u v u v u v
u u
v v


=

− = = 
 − = ⇔ = ⇔ = ⇒ = =  

  − = =  
=



 

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង  31 2

1 2 3

uu u
v v v
= =   ប�� កថ់ា  u v 

  

ដូចេនះ     េប  0u v× =


 

 េនាះ u  និង v  ជាវុចិទរ័កូលីេនែអន៊ឹងគា�   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 
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u v× 

u
θ

HO

v

A

B

ឃ. ្រសយប�� កថ់ា  u v× =
 

 ៃផ�្រកឡារបស់្របេលឡូ្រកម ែដលសងេ់លវុចិទរ័ u  នងិ v   

េគមាន ៃផ�្រកឡារបស់្របេលឡូ្រកម OA BH= ×  

េដយ OA u=


  និង  OB v=


 

   ក�ុង្រតីេកណែកង OHB  មាន sin sinBH OB vθ θ= ⋅ = ⋅


   

នាឱំ្យ ៃផ�្រកឡារបស់្របេលឡូ្រកម sinu v u vθ= ⋅ ⋅ = ×
   

 

   េ្រពះ  sinu v u vθ⋅ ⋅ = ×
   

  (បាន្រសយរចួខងេល) 

ដូចេនះ     u v× =
 

ៃផ�្រកឡារបស់្របេលឡូ្រកម  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

ង. ្រសយប�� កថ់ា   
1
2

u v× =
 

 ៃផ�្រកឡារបស់្រតេីកណ ែដលសងេ់លវុចិទរ័ u  នងិ v  

េគមាន ៃផ�្រកឡារបស់្រតីេកណ 
1
2

OA BH= × ×  

េដយ OA BH× = ៃផ�្រកឡារបស់្របេលឡូ្រកម u v= ×
 

 

នាឱំ្យ ៃផ�្រកឡារបស់្រតីេកណ
1
2

u v= ×
 

 

ដូចេនះ     ៃផ�្រកឡារបស់្រតីេកណ
1
2

u v= ×
 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

3. ្រសយប�� កថ់ា  េប្របេលឡូ្រកមសងវុ់ចិទរ័ u  នងិ v  េហយមុ ំθ  ជាមុផំ�ុរំវង u  នងិ v  េនាះេគបាន ៖ 

ក. កម�ស់ៃន្របេលឡូ្រកម េស� sinv θ⋅


 

ក�ុង្របេលឡូ្រកម មាន BH  ជាកម�ស់ 

ក�ុង្រតីេកណែកង OHB  មាន sin BH
OB

θ =   េនាះ   sinBH OB θ= ⋅  

េដយ OB v=


 

នាឱំ្យ កម�ស់្របេលឡូ្រកម  sinBH v θ= ⋅


 

ដូចេនះ     កម�ស់ៃន្របេលឡូ្រកម េស� sinv θ⋅


  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

ខ. ៃផ�្រកឡា្របេលឡូ្រកម sinS u v u vθ= = ×
   

  

េគមាន ៃផ�្រកឡារបស់្របេលឡូ្រកម S OA BH= ×  

េដយ OA u=


 និង  sinBH v θ= ⋅


 

នាឱំ្យ ៃផ�្រកឡារបស់្របេលឡូ្រកម sinS u v θ=
 

 

ែត  sinu v u v θ× =
   

    

េនាះ ៃផ�្រកឡារបស់្របេលឡូ្រកម sinS u v u vθ= = ×
   

 

ដូចេនះ     ៃផ�្រកឡារបស់្របេលឡូ្រកម sinS u v u vθ= = ×
   

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 

u v× 

u
θ

HO

v

A

B

u v× 

u
θ

HO

v

A

B

u v× 

u
θ

HO

v

A

B
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4. ចេំពះវុចិទរ័ឯកត  ,i j
 

 នងិ k


 េគបាន ៖  

ក. ្រសយប�� កថ់ា  k i j= ×


 

 

រេបៀបទ១ី  

េគមាន sini j i j kθ× = ⋅


   

 

េដយ ,i j
 

 និង k


 ជាវុចិទរ័ឯកត  េហយែកងេរៀងគា� ទងំបី 

នាឱំ្យ 1 , 1i j= =
 

 និង 90θ = °  

េគបាន 1 1sin 90i j k k× = ⋅ ° ⋅ =
 

 

 

ដូចេនះ     k i j= ×


 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

រេបៀបទ២ី 

េគមាន វុចិទរ័ឯកត  ( ) ( )1 , 0 , 0 , 0 , 1 , 0i j= =
 

 និង ( )0 , 0 , 1k =


 

េគបាន ( ) ( ) ( )1 0 0 0 0 0 0 1 0
0 1 0

i j k
i j i j k k× = = − − − + − =



 

 

   

 

ដូចេនះ     k i j= ×


 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  i j k= ×


 

  

រេបៀបទ១ី  

េគមាន sinj k j k iθ× = ⋅
 

  

 

េដយ ,i j
 

 និង k


 ជាវុចិទរ័ឯកត  េហយែកងេរៀងគា� ទងំបី 

នាឱំ្យ 1 , 1j k= =




 និង 90θ = °  

េគបាន 1 1 sin 90j k i i× = ⋅ ⋅ ° ⋅ =


  

 

ដូចេនះ     i j k= ×


 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

រេបៀបទ២ី 

េគមាន វុចិទរ័ឯកត  ( ) ( )1 , 0 , 0 , 0 , 1 , 0i j= =
 

 និង ( )0 , 0 , 1k =


 

េគបាន ( ) ( ) ( )0 1 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1

i j k
j k i j k i× = = − − − + − =



 

 

   

 

ដូចេនះ     i j k= ×


 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
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គ. ្រសយប�� កថ់ា  j k i= ×


 

 

រេបៀបទ១ី 

េគមាន sink i k i jθ× = ⋅
 

  

 

េដយ ,i j
 

 និង k


 ជាវុចិទរ័ឯកត  េហយែកងេរៀងគា� ទងំបី 

នាឱំ្យ 1 , 1k i= =




 និង 90θ = °  

េគបាន 1 1 sin 90k i j j× = ⋅ ⋅ ° ⋅ =


  

 

ដូចេនះ     j k i= ×


 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
 

រេបៀបទ២ី 

េគមាន វុចិទរ័ឯកត  ( ) ( )1 , 0 , 0 , 0 , 1 , 0i j= =
 

 និង ( )0 , 0 , 1k =


 

េគបាន ( ) ( ) ( )0 0 1 0 0 0 1 0 0
1 0 0

i j k
k i i j k j× = = − − − + − =



 

 

   

 

ដូចេនះ     j k i= ×


 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 
 

5. ្រសយប�� កថ់ា    ( )
1 2 3

1 2 3

1 2 3

u u u
u v w v v v

w w w
⋅ × =
  

  

េគមាន 1 2 3 1 2 3,u u i u j u k v v i v j v k= + + = + +
 

   

 

  និង 1 2 3w w i w j w k= + +


 



  

េគបាន ( ) ( ) ( )1 2 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3

i j k
v w v v v v w v w i v w v w j v w v w k

w w w
× = = − − − + −



 



 

 

 

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 3 2 2 1 3 3 1 3 1 2 2 1 1u v w u v w v w u v w v w u v w v w⋅ × = − − − + −
  

 

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3

1 2 3 1 2 3 3 2 2 1 3 3 1 3 1 2 2 1

1 2 3

2
u u u
v v v u v w v w u v w v w u v w v w
w w w

= − − − + −  

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2   េគបាន  ( )
1 2 3

1 2 3

1 2 3

u u u
u v w v v v

w w w
⋅ × =
  

 

ដូចេនះ     ( )
1 2 3

1 2 3

1 2 3

u u u
u v w v v v

w w w
⋅ × =
  

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ (េគេហថា ផលគុណច្រម�ះ) 
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6. ្រសយប�� កថ់ា មាឌ្របេលពែីបត៉ ( )V u v w= ⋅ ×
  

  

េគតង θ  ជាមុផំ�ុ ំរវង u  និង h   ( h ជាកម�ស់្របេលពីែបត៉) 

េគមាន V =  ៃផ�បាត ×  កម�ស់ 

   V S h= ×  

េដយ ៃផ�្របេលឡូ្រកម S v w= ×
 

 

   កម�ស់ cosh u θ= ⋅


  ែដល 0 90θ° < < °  

េគបាន ( )cos 1V v w u θ= × ⋅ ⋅
  

 

ម្យោ៉ងេទៀត ( ) ( )cos 2u v w u v w θ⋅ × = ⋅ × ⋅
     

 

តមរយៈ ទំនាកទ់ំនង ( )1  និង ( )2  េគបាន ( )V u v w= ⋅ ×
  

 

ក�ុងករណី 90 180θ° < < °   េនាះ  cos 0θ <   នាឱំ្យ  ( )V u v w= − ⋅ ×
  

 

សរុបមក ( )V u v w= ⋅ ×
  

 

ដូចេនះ      មាឌ្របេលពីែបត៉ ( )V u v w= ⋅ ×
  

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់     ។ 
 

្រសយប�� កថ់ា  មាឌេត្រតែអត ( )1
6

W u v w= ⋅ ×
  

 

េគមាន មាឌេត្រតែអត៊ 
1
3

= × ៃផ�បាត ×  កម�ស់ 

   
1
3

W S h= × ×  

េដយ ៃផ�បាតជា្រតីេកណ 
1
2

S v w= ×
 

 

   កម�ស់ cosh u θ= ⋅


  ែដល 0 90θ° < < °  

េគបាន 
1 1 cos
3 2

W v w u θ= ⋅ × ⋅ ⋅
  

 

       
( )

1 cos
6
1
6

v w u

u v w

θ= × ⋅ ⋅

 = ⋅ × 

  

  

 

ក�ុងករណី 90 180θ° < < °   េនាះ  cos 0θ <   នាឱំ្យ ( )1
6

W u v w = − ⋅ × 
  

 

សរុបមក ( )1
6

W u v w= ⋅ ×
  

 

ដូចេនះ      មាឌ្របេលពីែបត៉ ( )1
6

W u v w= ⋅ ×
  

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់     ។ 

 

េឃញថា មាឌ្របេលពីែបត៉  ( )V u v w= ⋅ ×
  

   រឯីមាឌេត្រតែអត៊ ( )1
6

W u v w= ⋅ ×
  

 

សន�ដិ� ន មាឌេត្រតែអត៊ េស�មាឌ្របេលពីែបត៉ែចកនឹង 6  ។ 

 

u v× 

u θ

v

w

O

θ

h

u v× 

u θ

v

w

O

θ

h
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7. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរបនា� តក់�ុងលំហ មានសមកីរ ប៉ារ៉ែម្៉រត  
0

0

0

,
x x at
y y bt t
z z ct

= +
 = + ∈
 = +

y  

េគមាន បនា� តក់តត់មចំណុច ( )0 0 0, ,P x y z  

  បនា� តម់ានវុចិទ័រ្របាបទ់ិស ( ), ,u a b c=


 

េគយក ( ), ,Q x y z  ជាចំណុចេនេលបនា� ត់ 

េគបាន PQ u




    េនាះ  ,PQ tu t=




 ជាចំនួនពិត 

នាឱំ្យ ( ) ( )0 0 0, , , ,x x y y z z t a b c− − − =  

  ( ) ( )0 0 0, , , ,x x y y z z ta tb tc− − − =  

ទញបាន 
0 0

0 0

0 0

x x at x x at
y y bt y y bt
z z ct z z ct

− = = + 
 − = ⇒ = + 
 − = = + 

 

ដូចេនះ      សមកីរបនា� តក់�ុងលំហ មានសមកីរប៉ារ៉ែម៉្រត  
0

0

0

,
x x at
y y bt t
z z ct

= +
 = + ∈
 = +

y   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់     ។ 

 

រចួទញប�� កថ់ា  0 0 0x x y y z z
a b c
− − −

= =   ែដលេគេហថា សមកីរឆ�ុះ 

េគមាន 

0

0
0

0

0
0

x x t
ax x at

y yy y bt t
b

z z ct z z t
c

− =
− = 

− − = ⇒ = 
 − = −

=

    

ទញបាន    0 0 0x x y y z z t
a b c
− − −

= = =  

ដូចេនះ      0 0 0x x y y z z
a b c
− − −

= =   ែដលេគេហថា សមកីរឆ�ុះ ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 

 

8. ្រសយប�� កថ់ា ប�ងម់ានសមកីរស�ងដ់  ( ) ( ) ( )0 0 0 0a x x b y y c z z− + − + − =  

េគមាន ប�ងក់តត់មចំណុច ( )0 0 0, ,P x y z   

   ប�ងម់ានវុចិទរ័ណរម៉ាល់ ( ), ,n a b c=


 

ចំេពះ ្រគបច់ំណុច ( ), ,Q x y z  ៃនប�ងេ់នាះ PQ n⊥




 

េគបាន 0n PQ⋅ =




  ែដល ( )0 0 0, ,PQ x x y y z z= − − −


 

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( )0 0 0 0a x x b y y c z z− + − + − =  

ដូចេនះ     ប�ងម់ានសមកីរស�ងដ់ ( ) ( ) ( )0 0 0 0a x x b y y c z z− + − + − =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់     ។ 

( )0 0 0, ,P x y z

( ), ,Q x y z

( ), ,u a b c=


z

y

x





( ), ,n a b c=


z

y

x



P Q
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9. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរទូេទៃនប�ងគ់ ឺ 0ax by cz d+ + + =   

េគមាន ( ) ( ) ( )0 0 0 0a x x b y y c z z− + − + − =  

       
( )

0 0 0

0 0 0

0
0

ax ax by by cz cz
ax by cz ax by cz

− + − + − =

+ + − + + =
 

េដយ ( )0 0 0d ax by cz= − + +  

នាឱំ្យ 0ax by cz d+ + + =  

ដូចេនះ     ប�ងទូ់េទៃនប�ងម់ានរង 0ax by cz d+ + + =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 

 

10. ្រសយប�� កថ់ា  េបមុ ំθ  ជាមុផំ�ុរំវងប�ងព់រី េនាះេគបាន 1 2

1 2

cos
n n
n n

θ
⋅

=
 

 

 

េគមាន ប�ងព់ីរ 1α  និង 2α  មានវុចិទរ័ណរម៉ាល់េរៀងគា�  1n  និង 2n  

េហយ មុផំ�ុ ំរវងប�ង ់ 1α  និង 2α  េស�នឹងមុផំ�ុ ំរវងវុចិទរ័ណរម៉ាល់ 1n  និង 2n  

   (េ្រពះមុទំងំពីរមាន្រជ�ង្រត�វគា� ែកងេរៀងគា� ) 

តមនិយមនយ័ផលគុណស� ែលៃន 1n  និង 2n   

េគបាន 1 2 1 2 cosn n n n θ⋅ = ⋅ ⋅
   

 

ទញបាន 1 2

1 2

cos n n
n n

θ ⋅
=

⋅

 

 

 

ម្យោ៉ងេទៀត មុផំ�ុ ំរវងប�ងព់ីរ មានពីរខុសគា�  មានមយួ្រស�ច មយួេទៀតទល ែដលមុទំងំពីរជាមុបំែន�មគា�  េបេគតងមុ្ំរស�ចេដយ θ  េនាះ 

   មុទំលគឺ π θ−   មាននយ័ថា េបស� ល់មុ ំθ  េគក៏ស� ល់មុ ំπ θ−  ែដរ ។ ក�ុងករសិក្សោ េគគិតែតមុ្ំរស�ចប៉ុេណា� ះ 

នាឱំ្យ cos 0θ >   េគសរេសរ  1 2 1 2 1 21 2

1 2 1 21 2 1 2

cos
n n n n n nn n

n n n nn n n n
θ

⋅ ⋅ ⋅⋅
= = = =

⋅ ⋅⋅

     

 

      

 

ដូចេនះ     មុផំ�ុ ំរវងប�ងព់ីរគឺ  1 2

1 2

cos
n n
n n

θ
⋅

=
 

 

   ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 

 

11. េបប�ងព់រីមានវុចិទរ័ណរម៉ាល់េរៀងគា�   1n  នងិ 2n  ៖ 

ក. ្រសយប�� កថ់ា ប�ងទ់ងំពរីែកងគា�   េប  1 2 0n n⋅ =
 

 

េគមាន 1n  និង 2n  ជាវុចិទរ័ណរម៉ាល់ៃនប�ងព់ីរ ែដលផ�ុ ំបានមុ ំθ  

េគបាន 1 2

1 2

cos
n n
n n

θ
⋅

=
 

 

 

េបប�ងទ់ងំពីរ ែកងគា� េនាះ 90θ = °  

នាឱំ្យ 1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2

cos90 0 0 0
n n n n

n n n n
n n n n
⋅ ⋅

° = ⇔ = ⇔ ⋅ = ⇒ ⋅ =
   

   

   

   (េ្រពះ 1 20 , 0n n≠ ≠
 

) 

ដូចេនះ     េបប�ងព់ីរែកងគា�  េនាះ  1 2 0n n⋅ =
 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 

 

2α

1α θ

θ

1n

2n
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ខ. ្រសយប�� កថ់ា ប�ងទ់ងំពរី្រសបគា�   េប 1 2n kn=
 

  

េដយ 1 2n kn=
 

  េនាះ  1 2n n 

  

នាឱំ្យ 1n  ែកងនឹងប�ងទ់ី១ផង និង 1n  ែកងនឹងប�ងទ់ី២ផង 

មាននយ័ថា ប�ងព់ីរមានវុចិទ័រណរម៉ាល់ដូចគា�   េនាះប�ងទ់ងំពីរជាប�ង់្រសបគា�  

 ដូចេនះ     ប�ងព់ីរ្រសបគា�  េប 1 2n kn=
 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 

 

12. ្រសយប�� កថ់ា  ចមា� យពរីចណុំច P  នងិ Q  កណំតេ់ដយ  ( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 2 1 2 1d PQ x x y y z z= = − + − + −  

េគមាន ពីរចំណុច ( )1 1 1, ,P x y z  និង ( )2 2 2, ,Q x y z  

 ក�ុង្រតីេកណែកង PQR  តមពីតគ័រ 2 2 2PQ PR QR= +  

   ែដល  ( ) ( )2 22 2
2 1 2 1PR AB x x y y= = − + −  

   េហយ  ( )22
2 1QR z z= −  

េគបាន ( ) ( ) ( )2 2 22
2 1 2 1 2 1PQ x x y y z z= − + − + −  

នាឱំ្យ ( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 2 1 2 1PQ x x y y z z= − + − + −  

េគតង d PQ=   (េ្រពះ distanced = =  ចមា� យ) 

េគសរេសរ ( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 2 1 2 1d PQ x x y y z z= = − + − + −  

ដូចេនះ     ចមា� យ ( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 2 1 2 1d PQ x x y y z z= = − + − + −   ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

13. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរែស�៊កណំតេ់ដយ  ( ) ( ) ( )2 2 2 2
0 0 0x x y y z z r− + − + − =   ។ 

េគមាន  ែស�៊ែដលមានផ�ិត ( )0 0 0, ,C x y z  និងក ំ r  

េគតង  ( ), ,P x y z  ជាចំណុចទូេទេនេលែស�៊ 

តមនិយមនយ័ែស�៊  េគបាន  2 2CP r=  

តមរូបមន� ចមា� យ ( ) ( ) ( )2 2 22
0 0 0CP x x y y z z= − + − + −  

េគបាន   ( ) ( ) ( )2 2 2 2
0 0 0x x y y z z r− + − + − =  

ដូចេនះ     សមកីរែស�៊  ( ) ( ) ( )2 2 2 2
0 0 0x x y y z z r− + − + − =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក់       ។ 

 

14. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរទូេទៃនែស�៊  2 2 2
0 0 02 2 2 0x y z x x y y z z k+ + − − − + =  ែដល  2 2 2 2

0 0 0k x y z r= + + −  

េគមាន ( ) ( ) ( )2 2 2 2
0 0 0x x y y z z r− + − + − =  

   
2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0
2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0

2 2 2

2 2 2 0

x x x x y y y y z z z z r

x y z x x y y z z x y z r

− + + − + + − + =

+ + − − − + + + − =
 

   2 2 2
0 0 02 2 2 0x y z x x y y z z k+ + − − − + =            (េ្រពះ 2 2 2 2

0 0 0k x y z r= + + − ) 

ដូចេនះ     សមកីរទូេទៃនែស�៊  2 2 2
0 0 02 2 2 0x y z x x y y z z k+ + − − − + =  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

( )1 1 1, ,P x y z

z

y

x



1z


( )2 2 2, ,Q x y z

1x
2x

1y 2y

2z







R

d

A
B

r

( )0 0 0, ,C x y z

( ), ,P x y z
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15. ្រសយប�� កថ់ា  ចមា� យពចីណុំចេទប�ងក់ណំតេ់ដយ 
PQ n

D
n

⋅
=







  

េគមាន ប�ង ់α  មានចំណុច P  និងចំណុច Q  មនិេនក�ុងប�ង ់α  

េហយ n  ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់ៃនប�ង់ 

េគតង H  ជាចំេណាលែកងៃន Q  េល n  

េគបាន cosPQ n n PQ θ⋅ = ⋅ ⋅
 

 

  (ជានិយមន័យផលគុណស� ែល) 

   ក�ុង្រតីេកណែកង PHQ  មាន cosPH PQ θ= ⋅
 

 

នាឱំ្យ PQ n n PH⋅ = ⋅
 

 

  ឬ  PQ n n D⋅ = ⋅


 

   (េ្រពះ PH D=


) 

ទញបាន 
PQ nD

n
⋅

=






   ែត  D  ជាចមា� យ្រត�វែតមានតៃម�វជិ�មាន  េនាះ  
PQ n

D
n

⋅
=







 

ដូចេនះ     ចមា� យពីចំណុចេទប�ងគ់ឺ  
PQ n

D
n

⋅
=







 ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

16. ្រសយប�� កថ់ា  ចមា� យពចីណុំចេទប�ងក់ណំតេ់ដយ 0 0 0

2 2 2

ax by cz d
D

a b c

+ + +
=

+ +
 

េគមាន ចំណុច ( )0 0 0, ,Q x y z  និងប�ង ់ : 0ax by cz dα + + + =  

តមរយៈ ចមា� យពីចំណុចេទប�ងគ់ឺ 
PQ n

D
n

⋅
=







  (បាន្រសយរចួខងេល) 

   ែដលមាន ( ), ,n a b c=


 ជាវុចិទរ័ណរម៉ាល់ៃនប�ង ់និង P  ជាចំណុចេនក�ុងប�ង ់

េគយក ( ), ,P x y z  ជាចំណុចេនក�ុងប�ង ់

ចំេពះ ( ) ( ) ( )0 0 0PQ n a x x b y y c z z⋅ = − + − + −




 

              0 0 0

0 0 0

ax ax by by cz cz
ax by cz ax by cz

= − + − + −
= + + − − −

 

េដយ : 0ax by cz dα + + + =   នាឱំ្យ  ax by cz d+ + = −  

នាឱំ្យ 0 0 0PQ n d ax by cz⋅ = − − − −




 

េហយ ( ), ,n a b c=


 ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់ៃនប�ង ់α  េនាះ  2 2 2n a b c= + +


 

េគបាន 0 0 0

2 2 2

d ax by cz
D

a b c

− − − −
=

+ +
  ឬ   0 0 0

2 2 2

ax by cz d
D

a b c

+ + +
=

+ +
     (េ្រពះថា ,x x x− = ∀ ជាចំនួនពិត) 

ដូចេនះ       ចមា� យពីចំណុចេទប�ងក់ំណតេ់ដយ 0 0 0

2 2 2

ax by cz d
D

a b c

+ + +
=

+ +
  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

 

Q

P

H

D

n

θ

α
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17. ្រសយប�� កថ់ា  ចមា� យពចីណុំចេទបនា� តក់�ុងលំហកណំតេ់ដយ 
PQ u

D
u

×
=







 

េគមាន u   ជាវុចិទរ័្របាបទ់ិស និង P  ជាចំណុចមយួៃនបនា� ត់ L  

  ក�ុង្រតីេកណែកង  PHQ  មាន sinD PQ θ= ⋅


 

េដយ sinPQ u u PQ θ× = ⋅ ⋅
 

 

     (បាន្រសយរចួក�ុងលំហតេ់លខ 2 ) 

  ឬ PQ u u D× = ⋅


 

   នាឱំ្យ  
PQ u

D
u

×
=







 

ដូចេនះ       ចមា� យពីចំណុចេទបនា� តក់ំណតេ់ដយ 
PQ u

D
u

×
=







  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់      ។ 

 

18. ្រសយប�� កថ់ា  ចមា� យពបីនា� តេ់ទបនា� តក់ណំតេ់ដយ  ( )
( )1 2 1 2

1 2
1 2

,
M M u u

d L L
u u

⋅ ×
=

×



 

 

   

េគមាន 1 2,M M  ជាចំណុចេនេលបនា� ត ់ 1 2,L L  េរៀងគា�  

   េហយ 1 2,u u 

 ជាវុចិទរ័្របាបទ់ិសេរៀងគា� ៃនបនា� ត់ 1 2,L L  

្រគបប់នា� ត ់ 1 2,L L  ក�ុងលំហេគអចសងប់ាន ្របេលពីែបត៉បានដូចរូបៈ 

 េដយ មាឌ្របេលពីែបត៉  1 2V u u d= × ⋅
 

         ( )1  

ម្យោ៉ងេទៀត មាឌ្របេលពីែបត៉  ( )1 2 1 2V M M u u= ⋅ ×


 

    ( )2  

តមរយៈ ( )1  និង ( )2  េគបាន  ( )1 2 1 2 1 2u u d M M u u× ⋅ = ⋅ ×


   

 

ទញបាន 
( )1 2 1 2

1 2

M M u u
d

u u

⋅ ×
=

×



 

 

 

ដូចេនះ      ចមា� យរវងពីរបនា� តក់�ុងលំហកណំត់េដយ ( )
( )1 2 1 2

1 2
1 2

,
M M u u

d L L
u u

⋅ ×
=

×



 

 

  ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់    ។ 

P
L

Q

H
θ

u

D

2L

1L

d

1M

2M
2u

1u
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ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន េកនិច 

 

ប៉ារ៉បូល 

1. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ង់ដៃនប៉ារ៉បូលែដលមានកំពូលជាគល់ត្រម�យ និងអក័្សឆ�ុះជាអ័ក្សអបសីុ់ស គឺ 2 4y px=  េហយមាន 

បនា� ត្់របាបទ់ិស x p= −  ។ 

2. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ង់ដៃនប៉ារ៉បូលែដលមានកំពូលជាគល់ត្រម�យ និងអក័្សឆ�ុះជាអ័ក្សអរេដេន គឺ 2 4x py=  េហយមាន 

បនា� ត្់របាបទ់ិស y p= −  ។ 

3. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ង់ដៃនប៉ារ៉បូលែដលមានកំពូល ( ),V h k   និងអក័្សឆ�ុះ្រសបនឹងអក័្ស ៖ 

ក. អរេដេន  គឺ ( ) ( )2 4x h p y k− = −  ។ 

ខ. អបសីុ់ស គឺ ( ) ( )2 4y k p x h− = −  ។ 

4. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរទូេទៃនប៉ារ៉បូលមានរង ៖ 

ក. ( )2 0 , 0Ax Cx Dy E A+ + + = ≠  េបមានអក័្សឆ�ុះជាអក័្សឈរ ។ 

ខ. ( )2 0 , 0By Cx Dy E B+ + + = ≠  េបមានអក័្សឆ�ុះជាអក័្សេដក ។ 

5. ្រសយប�� កថ់ា  លក�ណៈអុបទិចៃនប៉ារ៉បូល ៖ បនា� ត់្រសបនឹងអក័្សឆ�ុះៃនប៉ារ៉បូល ែដលកត់ប៉ារ៉បូល្រតង់ P  និងបនា� ត ់ PF  ផ�ុ ំជា 

មយួបនា� តប់ះ៉ប៉ារ៉បូល្រតង ់ P  បានមុេំស�គា�  ។ 

េអលបី 

6. ្រសយប�� កថ់ា 2 2 2a b c= +  ៃនេអលីបែដលមាន a  ជាចមា� យពីផ�ិតេទកំពូល , c  ជាចមា� យពីផ�ិតេទកំណំុ , b ជាកន�ះអក័្សតូច។ 

7. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ង់ដៃនេអលីបែដលមានផ�ិតជាគល់ត្រម�យគឺ ៖ 

ក. 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  េបមានអក័្សធំ ជាអក័្សអប់សីុស ។ 

ខ. 
2 2

2 2 1x y
b a

+ =  េបមានអក័្សធ ំជាអក័្សអរេដេន ។ 

8. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ង់ដៃនេអលីបែដលមានផ�ិត ( ),h k  ៖ 

ក. 
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

a b
− −

+ =  េបមានអក័្សធ ំ្រសបនឹងអក័្សអបសីុ់ស ។ 

ខ. 
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

b a
− −

+ =  េបមានអក័្សធ ំ្រសបនឹងអក័្សអរេដេន ។ 

9. ្រសយប�� កថ់ា  េអលីបមានសមកីរទូេទ 2 2 0Ax By Cx Dy E+ + + + =  ែដល 0A B⋅ >  និង A B≠  បានពីស្រម�លរង 

ពីសមកីរស�ងដ់ ។ 

អុីែពបូល 

10. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ង់ដៃនអុីែពបូលែដលមានផ�ិតជាគល់ត្រម�យគឺ (េគកំណតយ់ក 2 2 2b c a= − ) ៖ 

ក. 
2 2

2 2 1x y
a b

− =  េបមានអក័្សទទឹង ជាអក័្សអបសីុ់ស និងមានសមកីរអសីុតូតេ្រទត 
by x
a

= ± ។ 

ខ. 
2 2

2 2 1y x
a b

− =  េបមានអក័្សទទឹង ជាអក័្សអរេដេន និងមានសមកីរអសីុតូតេ្រទត 
ay x
b

= ± ។ 
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11. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ង់ដៃនអុីេពបូលែដលមានផ�ិត ( ),h k  ៖ 

ក. 
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

a b
− −

− =  េបមានអក័្សទទឹង ្រសបនឹងអក័្សអបសីុ់ស និងមានសមកីរអសីុតូតេ្រទត ( )by k x h
a

= ± −  ។ 

ខ. 
( ) ( )2 2

2 2 1
y h x h

a b
− −

− =  េបមានអក័្សទទឹង ្រសបនឹងអក័្សអបសីុ់ស និងមានសមកីរអសីុតូតេ្រទត ( )ay k x h
b

= ± −  ។ 

12. ្រសយប�� កថ់ា  អុីែពបូលមានសមកីរទូេទ 2 2 0Ax By Cx Dy E+ + + + =  ែដល 0AB <  បានពីស្រម�លរងសមកីរស�ង់ដ ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន េកនកិ  ថា� កទ់ី ១២ 
 

ករ្រសយប�� ក់េលេមេរៀន េកនិច 
 

ប៉ារ៉បូល 

1. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ងដ់ៃនប៉ារ៉បលូែដលមានកពូំលជាគល់ត្រម�យ នងិអក័្សឆ�ុះជាអក័្សអបសីុ់ស គ ឺ 2 4y px=  េហយមាន 

បនា� ត្់របាបទ់សិ x p= −  
 

ឧបមាថា  ប៉ារ៉បូលមានកំពូល V  ជាគល់អក័្សកូអរេដេន និង 

   កំណំុ F  ស�ិតេនេលអក័្សអប់សីុស 

េបពីកំពូល V  េទកំណំុ F  មានចមា� យ p  ឯកត េនាះ ( ),0F p  

និងបនា� ត្់របាបទ់ិស ∆  មានសមកីរ x p= −  
 

តង ( ),P x y  ជាចំណុចមយួស�ិតេនេលប៉ារ៉បូល និង D  ជាចំណុច 

មយួែដលមានកូអរេដេន ( ),p y−  តមនិយមនយ័ប៉ារ៉បូលេគបាន ៖ 

  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2

0

0

2 2
4

PF PD

p x y x p y y

p x y x p y y

p px x y x px p
y px

=

− + − = + + −

− + − = + + −

− + + = + +

=

 

 

ដូចេនះ    ប៉ារ៉បូលមានកំពូលជាគល់អក័្ស និងអក័្សឆ�ុះជាអក័្សអបសីុ់ស មានសមកីរស�ង់ដ  2 4y px=      ។ 
 

2. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ងដ់ៃនប៉ារ៉បលូែដលមានកពូំលជាគល់ត្រម�យ នងិអក័្សឆ�ុះជាអក័្សអរេដេន គ ឺ 2 4x py=  េហយមាន 

បនា� ត្់របាបទ់សិ y p= −   

ឧបមាថា  ប៉ារ៉បូលមានកំពូល V  ជាគល់អក័្សកូអរេដេន  

   និងកំណំុ F  ស�ិតេនេលអក័្សអរេដេន 

េបពីកំពូល V  េទកំណំុ F  មានចមា� យ p  ឯកត េនាះ  

( )0,F p  និងបនា� ត្់របាបទ់ិស ∆  មានសមកីរ y p= −  
 

តង ( ),P x y  ជាចំណុចមយួស�ិតេនេលប៉ារ៉បូល និង  

D  ជាចំណុចមយួែដលមានកូអរេដេន ( ),x p−  តម 

និយមនយ័ប៉ារ៉បូលេគបាន ៖ 

  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2

0

0

2 2
4

PF PD

x p y x x p y

x p y x x p y

x p py y p py y
x py

=

− + − = − + − −

− + − = − + − −

+ − + = + +

=

 

 

ដូចេនះ    ប៉ារ៉បូលមានកំពូលជាគល់អក័្ស និងអក័្សឆ�ុះជាអក័្សអបសីុ់ស មានសមកីរស�ង់ដ  2 4x py=      ។ 

 x( ),0F p

( ),D p y−

p

y

O
V

( ),P x y

: x p∆ = −

x

( )0,F p

( ),D x p−

p

y

O
V

( ),P x y

: y p∆ = −
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន េកនកិ  ថា� កទ់ី ១២ 

3. ក. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរស�ងដ់ប៉ារ៉បលូមានកពូំល ( ),V h k   នងិអក័្សឆ�ុះ្រសបនងឹអក័្សអរេដេន គ ឺ ( ) ( )2 4x h p y k− = −  

េគមាន កំពូល ( ),V h k    អក័្សឆ�ុះ្រសបអ័ក្ស y y′ និង 

p  ជាចមា� យពីកំពូលេទកំណំុ ឬពីកំពូលេទបនា� ត្់របាបទ់ិស 

នាឱំ្យ កំណំុមានកូអរេដេន  ( ),F h k p+  
 

 យក ( ),P x y  ជាចំណុចេនេលប៉ារ៉បូល និង D  េនេល  

បនា� ត្់របាបទ់ិស ែដលមានកូអរេដេន ( ),x k p−  
 

តមនិយមនយ័ប៉ារ៉បូលេគបាន៖  PF PD=  ឬ 2 2PF PD=  

េដយ 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

22

2 22 2

2 2 2 2

2

2 2 2

PF x h y k p

PF x h y y k p k p

x h y yk yp k kp p

 = − + − + 

= − + − + + +

= − + − − + + +

 

 

( ) ( )

( ) ( )

22

22 2

2 2 2

2

2 2 2

PD x x k p y

PD k p k p y y

k kp p yk yp y

 = − + − − 

= − − − +

= − + − + +

 

 

េគបាន    ( )2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2x h y yk yp k kp p k kp p yk yp y− + − − + + + = − + − + +  

        

( )
( ) ( )

2

2

4 4

4

x h kp yp

x h p y k

− = − +

− = −
 

 

ដូចេនះ  សមកីរស�ង់ដៃនប៉ារ៉បូល មានកំពូល ( ),V h k  អក័្សឆ�ុះឈរ គឺ ( ) ( )2 4x h p y k− = −      ។ 
 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា សមកីរស�ងដ់ប៉ារ៉បលូមានកពូំល ( ),V h k   នងិអក័្សឆ�ុះ្រសបនងឹអក័្សអបសីុ់សគ ឺ ( ) ( )2 4y k p x h− = −  

េគមាន កំពូល ( ),V h k    អក័្សឆ�ុះ្រសបអ័ក្ស x x′ និង 

p  ជាចមា� យពីកំពូលេទកំណំុ ឬពីកំពូលេទបនា� ត្់របាបទ់ិស 

នាឱំ្យ កំណំុមានកូអរេដេន  ( ),F h p k+  
 

 យក ( ),P x y  ជាចំណុចេនេលប៉ារ៉បូល និង D  េនេល  

បនា� ត្់របាបទ់ិស ែដលមានកូអរេដេន ( ),h p k−  
 

តមនិយមនយ័ប៉ារ៉បូលេគបាន៖  PF PD=  ឬ 2 2PF PD=  

េដយ 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

2 2

2 22 2

22 2 2

2

2 2 2

FP x h p y k

FP x x h p h p y k

x xh xp h hp p y k

 = − + + − 

= − + + + + −

= − − + + + + −

 

x

( ),F h k p+

( ),D x k p−

p

y

O

V

( ),P x y

: y k p∆ = −







h

k

x

( ),F h p k+

( ),D h p y−

p

y

O

V

( ),P x y

: x h p∆ = −









k

h
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( ) ( )

( ) ( )

2 2

22 2

2 2 2

2

2 2 2

PD x h p y y

PD x x h p h p

x xh xp h hp p

 = − − + − 

= − − + −

= − + + − +

 

េគបាន  ( )22 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2x xh xp h hp p y k x xh xp h hp p− − + + + + − = − + + − +  

     

( )
( )
( ) ( )

2

2

2

2 2 2 2

4 4

4

xp hp y k xp hp

y k xp hp

y k p x h

− + + − = −

− = −

− = −

 

ដូចេនះ  សមកីរស�ង់ដៃនប៉ារ៉បូល មានកំពូល ( ),V h k  អក័្សឆ�ុះេដក គឺ ( ) ( )2 4y k p x h− = −      ។ 
 

4. ក. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរទូេទៃនប៉ារ៉បលូមានរង ( )2 0 , 0Ax Cx Dy E A+ + + = ≠  េបមានអក័្សឆ�ុះជាអក័្សឈរ  

េគមានសមកីរស�ងដ់ែដលមានអក័្សឆ�ុះឈរគឺ ( ) ( )2 4x h p y k− = −     

េគពនា� តបាន ៖ 

      

2 2

2 2

2 2

2 4 4
2 4 4 0
2 4 4 0

x xh h py pk
x xh h py pk
x hx py h pk

− + = −

− + − + =

− − + + =

 

េដម្បឱី្យវទូេទ េគតង B  ជាេមគុណ 2x  ,  2 , 4C h D p= − = −  និង 2 4E h pk= +  

នាឱំ្យេគបានសមកីរទូេទៃនប៉ារ៉បូលមានអក័្សឆ�ុះឈរគឺ ( )2 0 , 0Ax Cx Dy E A+ + + = ≠  

ដូចេនះ សមកីរទូេទៃនប៉ារ៉បូលមានអ័ក្សឆ�ុះជាអក័្សឈរមានរង ( )2 0 , 0Ax Cx Dy E A+ + + = ≠    ។ 
 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរទូេទៃនប៉ារ៉បលូមានរង ( )2 0 , 0By Cx Dy E B+ + + = ≠  េបមានអក័្សឆ�ុះជាអក័្សេដក 

េគមានសមកីរស�ងដ់ែដលមានអក័្សឆ�ុះឈរគឺ ( ) ( )2 4y k p x h− = −  

េគបានពនា� តបាន ៖ 

      

2 2

2 2

2 2

2 4 4
2 4 4
4 2 4 0

y ky k px ph
y ky k px ph
y px ky k ph

− + = −

− + − + =

− − + + =

 

េដម្បឱី្យវទូេទ េគតង B  ជាេមគុណ 2y  ,  4 , 2C p D k= − = −  និង 2 4E k ph= +  

នាឱំ្យេគបានសមកីរទូេទៃនប៉ារ៉បូលមានអក័្សឆ�ុះឈរគឺ ( )2 0 , 0Ax Cx Dy E A+ + + = ≠  

ដូចេនះ សមកីរទូេទៃនប៉ារ៉បូលមានអ័ក្សឆ�ុះជាអក័្សឈរមានរង ( )2 0 , 0By Cx Dy E B+ + + = ≠    ។ 
 

សមា� ល់ :  ជាធម�តេគេ្រចនឱ្យេយងបំែលងពីសមកីរទូេទៃនប៉ារ៉បូល ឱ្យេទជាសមកីរស�ង់ដ ។ 

   សមកីរស�ងដ់ ជាសមកីរែដលេគងយេមលធាតុពិេសសៃនប៉ារ៉បូល ដូចជា កំពូល កំណំុ អក័្សឆ�ុះ បនា� ត្់របាបទ់ិស ។ 

   ក��ករ់ងប៉ារ៉បូល កម៏ានលក�ណៈចងំផា� តដូចក��កប់�ងែ់ដរ (សូមេមលស្រមាយប�� កខ់ងេ្រកម) ។ 
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន េកនកិ  ថា� កទ់ី ១២ 

5. ្រសយប�� ក ់ លក�ណៈអបុទចិៃនប៉ារ៉បលូ ៖ បនា� ត្់រសបនងឹអក័្សឆ�ុះៃនប៉ារ៉បលូ ែដលកតប៉់ារ៉បលូ្រតង ់ P  នងិបនា� ត ់ PF  ផ�ុជំា 

មយួបនា� តប់ះ៉ប៉ារ៉បលូ្រតង ់ P  បានមុេំស�គា�   

ឧបមាថា េគមានប៉ារ៉បូល 2 4x py=  

គូសបនា� ត ់ ( )  បះ៉ប៉ារ៉បលូ្រតង ់ ( )0 0,P x y  េហយ 

កតអ់ក័្សអរេដេន្រតង ់ ( )0,Q q  

តង  α  ជាមុផំ�ុ ំរវង FP  និងបនា� ត ់ ( )  

  β  ជាមុផំ�ុ ំរវង បនា� ត ់ ( ) និងបនា� ត់ឈរ្រសបនឹងអក័្សឆ�ុះ 

  β ′ជាមុផំ�ុ ំរវងអក័្សអរេដេន និងបនា� ត ់ ( )  

េគបាន β β ′=  (ជាមុ្ំរត�វគា� ) 

េគនឹង្រសយថា មុចំំណាំងបះ៉េស�នឹងមុចំំណាំងផា� ត គឺ  β α=  ???  

 

េគមាន ប៉ារ៉បូល 2 4x py=  េនាះ 
2

4
xy
p

=  នាឱំ្យ 
2
4

xy
p

′ =   ឬ  
2
xy
p

′ =     េហយម្យោ៉ងេទៀត 
2
0

0 4
xy
p

=  

នាឱំ្យ េមគុណ្របាបទ់ិសៃនបនា� តប់ះ៉ប៉ារ៉បូល្រតង់ ( )0 0,P x y  គឺ ( ) 0
0 2

xy x
p

′ =  

សមកីរបនា� តប់ះ៉មានរង  ( )( )0 0 0y y x x x y′= − +  

េដយ បនា� តប់ះ៉កតត់ម ( )0 ,Q q  េគបាន ៖ ( )0
0 00

2
xq x y
p

= − +    ឬ  
2 2 2 2
0 0 0 0

02 2 4 4
x x x xq y
p p p p

= − + = − + = −  

( ) ( ) ( )
2 2

2 2 2 0 00 0
4 4
x xQF p q p q p q p p
p p

 
= − + − = − = − = − − = + 

 
 

( ) ( )
22

2 2 2 0
0 0 0

2 22 2 2 2
2 2 2 20 0 0 0
0 0

2 22 2 2 2
2 20 0 0 0

22 2
0 0

0
4

2
4 4 4 2

2
4 2 4 4

4 4

xFP x y p x p
p

x x x xx p p x p
p p p

x x x xp p p
p p p

x xp p
p p

 
= − + − = + − 

 

   
= + − ⋅ + = + − +   

   

   
= + + = + ⋅ ⋅ +   

   

 
= + = + 

 

 

េឃញថា  ក�ុង្រតីេកណ FPQ  មាន 
2
0

4
xQF FP p
p

= = +  នាឱំ្យវជា្រតីេកណសមបាត   វបិាក មុបំាត α β′=  ឬ α β=  

ដូចេនះ       មុចំងំបះ៉ក�ុងប៉ារ៉បូល េស�នឹងមុចំងំផា� ត ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 

 

សន�ិដ� ន :  ្រគបក់ពំន�ឺ្រសបនឹងអក័្សឆ�ុះៃនប៉ារ៉បូល ែដលមកបះ៉នឹងប៉ារ៉បូល ចងំផា� តេទចំណុែតមយួគឺកំណំុៃនប៉ារ៉បូល ។ 

 

x

( )0,F p

y

O

( )0 0,P x y



( )0,Q q

α

β

β ′



i
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េអលបី 

6. ្រសយប�� កថ់ា 2 2 2a b c= +  ៃនេអលីបែដលមាន a  ជាចមា� យពផី�តិេទកពូំល , c  ជាចមា� យពផី�តិេទកណំុំ , b  កន�ះអក័្សតូច 
 

ឧបមាថា េគមានេអលីបែដលមាន ផ�ិត ( )0, 0O  និង P  េនេលេអលីប 

ក�ុង្រតីេកណែកង 1POF  តម្រទឹស�ីបទពីតគរ័ 

េគបាន ( ) ( ) ( )2 2 2
2 2PF OP OF= +  ឬ     ( ) ( )2 2 2

2 1PF b c= +  
 

ក�ុង្រតីេកណសមបាត 1 2PF F  មាន 1 2PF PF=  (េ្រពះ 

P  ជាចំណុចស�ិតេលេមដ្យោទរ័ៃន [ ]1 2F F ) 

តមនិយមនយ័េអលីប  1 2 2PF PF a+ =   ឬ  22 2PF a=   ឬ 2PF a=  

ជំនួស 2PF a=  ក�ុង ( )1  េគបាន  2 2 2a b c= +  

ដូចេនះ  ក�ុងេអលីប  2 2 2a b c= +     ្រត�វបាន្រសយប�� ក ់     ។ 
 

7. ក. ្រសយប�� កថ់ា  
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  ជាសមកីរស�ងដ់ៃនេអលីបែដលមានផ�តិជាគល់ត្រម�យ នងិអក័្សធ ំជាអក័្សអបសីុ់ស 

ឧបមាថា  េគមានេអលីបផ�ិត ( )0 , 0O  ជាគល់ត្រម�យ និងអក័្សធំ 

េនេលអក័្សអប់សីុស ។ យក ( ),P x y  ជាចំណុចេនេលេអលីប 

តមនិយមនយ័េអលីប េគបាន ៖  2 1 2F P PF a+ =  

េដយ  ( ) ( )2 2 2 2 2
2 0 2F P x c y x xc c y= + + − = + + +  

          ( ) ( )2 2 2 2 2
1 0 2PF c x y c xc x y= − + − = − + +  

េគបាន៖ 

( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 4 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 4 2

2 2 2

2 2 2

2 4 4 2 2

4 4 4 2

2

2 2

2 2

x xc c y c xc x y a

x xc c y a c xc x y

x xc c y a a c xc x y c xc x y

xc a a c xc x y

a c xc x y a xc

a c xc x y a a xc x c

a c a xc a x a y a a xc x

+ + + + − + + =

+ + + = − − + +

+ + + = − − + + + − + +

= − − + +

− + + = −

− + + = − +

− + + = − +

( ) ( )
( )

2 2

2 2 2 2 2 2 4 2 2

2 2 2 2 2 2 4 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

,

1

c
a c a x a y a x c
a x x c a y a a c

x a c a y a a c b a c

b x a y a b

+ + = +

− + = −

− + = − = −

+ =

 

ែចកអង�ទងំពីរៃន ( )1  នឹង 2 2a b   េគបាន  
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  

ដូចេនះ    សមកីរេអលីបមានផ�ិតជាគល់ត្រម�យ និងអក័្សធំេនេលអក័្សអបសីុ់សគឺ 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =     ។ 

 



 

( ),P x y

y

xO
2F 1F

2V 1Vc
b

 



 

( ),P x y

y

xO( )2 ,0F c− ( )1 ,0F c
2V 1V
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ខ. ្រសយប�� កថ់ា 
2 2

2 2 1x y
b a

+ =  ជាសមកីរស�ងដ់ៃនេអលីបែដលមានផ�តិជាគល់ត្រម�យ នងិអក័្សធ ំជាអក័្សអរេដេន 

 

ឧបមាថា  េគមានេអលីបផ�ិត ( )0 , 0O  ជាគល់ត្រម�យ និងអក័្សធំ 

េនេលអក័្សអរេដេន ។ យក ( ),P x y  ជាចណុំចេនេលេអលីប 
 

តមនិយមនយ័េអលីប េគបាន ៖  1 2 2F P PF a+ =  

េដយ  ( ) ( )2 2 2 2 2
1 0 2F P x y c x y cy c= − + − = + − +  

          ( ) ( )2 2 2 2 2
2 0 2F P x y c x y cy c= − + + = + + +  

 

េគបាន៖ 
 

( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 4 2 2 2

2 2 2 2 2 2 4 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 4 4 2 2

4 2 4 4

2

2 2

x y cy c x y cy c a

x y cy c a x y cy c

x y cy c a a x y cy c x y cy c

a x y cy c a cy

a x y cy c a cy

a x y cy c a a cy c y

a x a y a c a c y
a x a y

+ + + + + − + =

+ + + = − + − +

+ + + = − + − + + + − +

+ − + = −

+ − + = −

+ − + = − +

+ + = +

+

( ) ( )
( )

2 2 4 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

,

1

c y a a c

a x a c y a a c b a c

a x b y a b

− = −

+ − = − = −

+ =

 

ែចកអង�ទងំពីរៃន ( )1  នឹង 2 2a b   េគបាន  
2 2

2 2 1x y
b a

+ =  

ដូចេនះ    សមកីរេអលីបមានផ�ិតជាគល់ត្រម�យ និងអក័្សធំេនេលអក័្សអរេដេនគឺ 
2 2

2 2 1x y
b a

+ =     ។ 

 

8.  រេបៀបទ ី១ : តមបំែលងកិល 

 ក. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ងដ់ៃនេអលីប ផ�តិ ( ),h k  នងិអក័្សធ្ំរសបនងឹអក័្សអបសីុ់សគ ឺ 
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

a b
− −

+ =  

េគេធ�បំែលងកិលេអលីប  
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  ពីផ�ិត ( )0 , 0O  េទជាផ�ិត ( ),I h k  េដយ ៖ 

-រកំិល h  ឯកត្រសបអក័្សអប់សីុស  េប 0h >  រកំិលេទខងស� ំ  ែតេប 0h <  រកំិលេទខងេឆ�ង ។ 

-រកំិល k  ឯកត្រសបអក័្សអរេដេន   េប 0k >  រកំិលេទខងេល  ែតេប 0k <  រកំិលេទខងេ្រកម ។ 

ដូចេនះ សមកីរស�ងដ់ៃនេអលីប ផ�ិត ( ),h k  និងអក័្សធំ្រសបនឹងអក័្សអប់សីុសគឺ  
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

a b
− −

+ =      ។ 











( ),P x y

y

xO

( )2 0,F c−

( )1 0,F c

2V

1V
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ខ. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ងដ់ៃនេអលីប ផ�តិ ( ),h k  នងិអក័្សធ្ំរសបនងឹអក័្សអរេដេនគ ឺ 
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

b a
− −

+ =   

េគេធ�បំែលងកិលេអលីប  
2 2

2 2 1x y
b a

+ =  ពីផ�ិត ( )0 , 0O  េទជាផ�ិត ( ),I h k  េដយ ៖ 

-រកំិល h  ឯកត្រសបអក័្សអប់សីុស  េប 0h >  រកំិលេទខងស� ំ  ែតេប 0h <  រកំិលេទខងេឆ�ង ។ 

-រកំិល k  ឯកត្រសបអក័្សអរេដេន   េប 0k >  រកំិលេទខងេល  ែតេប 0k <  រកំិលេទខងេ្រកម ។ 

ដូចេនះ សមកីរស�ងដ់ៃនេអលីប ផ�ិត ( ),h k  និងអក័្សធំ្រសបនឹងអក័្សអរេដេនគឺ  
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

b a
− −

+ =      ។ 

 

 រេបៀបទ ី២ :  តមនិយមនយ័េអលីប 

ក. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ងដ់ៃនេអលីប ផ�តិ ( ),h k  នងិអក័្សធ្ំរសបនងឹអក័្សអបសីុ់សគ ឺ 
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

a b
− −

+ =  

េគមាន េអលីបផ�ិត ( ),h k  និងអក័្សធំ្រសបអក័្សអបសីុ់ស 

នាឱំ្យ  កំណំុ  ( )1 ,F h c k+  និង  ( )2 ,F h c k−  

យក ( ),P x y  ជាចំណុចេនេលេអលីប 

តមនិយមនយ័េអលីបេគបាន  1 2 2F P PF a+ =   

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2
1

2 2

2 22

2 22

2

2 2

F P x h c y k

x h c y k

x h x h c c y k

x h xc hc c y k

 = − + + − 

 = − − + − 

= − − − + + −

= − − + + + −

 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2
2

2 2

2 22

2 22

2

2 2

F P x h c y k

x h c y k

x h x h c c y k

x h xc hc c y k

 = − − + − 

 = − + + − 

= − + − + + −

= − + − + + −

 

 េគបាន ៖ 

( ),P x y
y

xO

( )2 ,F h c k− ( )1 ,F h c k+
2V

1V( ),h k

h

k
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 22 2

2 2 2 22 2

2 2 2 2 2 22 2 2 2

2 22 2

2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 4 4 2 2 2 2

4 4 4 4 2 2

x h xc hc c y k x h xc hc c y k a

x h xc hc c y k a x h xc hc c y k

x h xc hc c y k a a x h xc hc c y k x h xc hc c y k

xc hc a a x h xc hc c y k

xc hc a

− − + + + − + − + − + + − =

− − + + + − = − − + − + + −

− − + + + − = − − + − + + − + − + − + + −

− + = − − + − + + −

− + = ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 22

2 22 2

2 22 2 4 2 2 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2 4 2 2 2

2 2

2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

a x h xc hc c y k

a x h xc hc c y k a xc hc

a x h xc hc c y k a x c h c a xc a hc xhc

a x h a xc a hc a c a y k a x c h c a xc a hc xhc

a x h a c a y k a x c h c

− − + − + + −

− + − + + − = + −

 − + − + + − = + + + − − 

− + − + + − = + + + − −

− + + − = + +

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2 22 2 2 2 4 2

2 2 22 2 2 4 2 2

2 22 2 2 2 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2

2 2

2 2

2

,

1

xhc

a x h a c a y k a c x h

a x h c x h a y k a a c

a c x h a y k a a c b a c

b x h a y k a b

x h y k
a b

−

− + + − = + −

− − − + − = −

− − + − = − = −

− + − =

− −
+ =

 

 

ដូចេនះ សមកីរស�ងដ់ៃនេអលីប ផ�ិត ( ),h k  និងអក័្សធំ្រសបនឹងអក័្សអប់សីុសគឺ  
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

a b
− −

+ =      ។ 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ងដ់ៃនេអលីប ផ�តិ ( ),h k  នងិអក័្សធ្ំរសបនងឹអក័្សអរេដេនគ ឺ 
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

b a
− −

+ =  

េគមាន េអលីបផ�ិត ( ),h k  និងអក័្សធំ្រសបអក័្សអេដេន េនាះកំណំុ  ( )1 ,F h c k+  និង  ( )2 ,F h c k−  ។ 

យក ( ),P x y  ជាចំណុចេនេលេអលីប 
 

តមនិយមនយ័េអលីបេគបាន  1 2 2F P PF a+ =   

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

22
1

22

2 2 2

2 2 2

2

2 2

F P x h y k c

x h y k c

x h y k y k c c

x h y k yc kc c

 = − + − + 

 = − + − − 

= − + − − − +

= − + − − + +

 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

22
2

22

2 2 2

2 2 2

2

2 2

F P x h y k c

x h y k c

x h y k y k c c

x h y k yc kc c

 = − + − − 

 = − + − + 

= − + − + − +

= − + − + − +

 











( ),P x y

y

xO

( )2 ,F h k c−

( )1 ,F h k c+

2V

1V



( ),h k

h

k
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 េគបាន ៖ 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 22 2

2 2 2 22 2

2 2 2 2 2 22 2 2 2

2 22 2

2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 4 4 2 2 2 2

4 4 4 4 2 2

x h y k yc kc c x h y k yc kc c a

x h y k yc kc c a x h y k yc kc c

x h y k yc kc c a a x h y k yc kc c x h y k yc kc c

yc kc a a x h y k yc kc c

a x h y k

− + − − + + + − + − + − + =

− + − − + + = − − + − + − +

− + − − + + = − − + − + − + + − + − + − +

− + = − − + − + − +

− + −

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2 2 2

2 22 2 4 2 2 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2 4 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2 4 2

2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2

yc kc c a yc kc

a x h y k yc kc c a y c k c a yc a kc ykc

a x h a y k a yc a kc a c a y c k c a yc a kc ykc

a x h a y k a c a y c k c ykc

a x h a y k a c a c

+ − + = + −

 − + − + − + = + + + − − 

− + − + − + = + + + − −

− + − + = + + −

− + − + = + ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2

2 2 22 2 2 4 2 2

2 22 2 2 2 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2

2 2

2 2

,

1

y k

a x h a y k c y k a a c

a x h a c y k a a c b a c

a x h b y k a b

x h y k
b a

−

− + − − − = −

− + − − = − = −

− + − =

− −
+ =

 

 

ដូចេនះ សមកីរស�ងដ់ៃនេអលីប ផ�ិត ( ),h k  និងអក័្សធំ្រសបនឹងអក័្សអរេដេនគឺ  
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

b a
− −

+ =      ។ 

 

9. ្រសយប�� កថ់ា  េអលីបមានសមកីរទូេទ 2 2 0Ax By Cx Dy E+ + + + =  ែដល 0A B⋅ >  នងិ A B≠   

-េគពនា� ត សមកីរស�ងដ់              
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

a b
− −

+ =           គុណអង�ទងំពីរនឹង  2 2a b   េគបាន   

 

( ) ( )
( ) ( )

2 22 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2
2 2 0

b x h a y k a b

b x hx h a y ky k a b

b x b hx b h a y a ky a k a b
b x a y b hx a ky b h a k a b

− + − =

− + + − + =

− + + − + =

+ − − + + − =

 

 

-េគពនា� ត សមកីរស�ងដ់             
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

b a
− −

+ =            គុណអង�ទងំពីរនឹង 2 2a b   េគបាន   

 

( ) ( )
( ) ( )

2 22 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2
2 2 0

a x h b y k a b

a x hx h b y ky k a b

a x a hx a h b y b ky b k a b
a x b y a hx b ky a h b k a b

− + − =

− + + − + =

− + + − + =

+ − − + + − =

 

េ្រកយពីពនា� តសមកីរស�ង់ដទងំពីរមានរង  2 2 0Ax By Cx Dy E+ + + + =    ែដល  2 2 0AB a b= >  

ដូចេនះ     សមកីរទូេទៃនេអលីបគឺ  2 2 0Ax By Cx Dy E+ + + + =  ែដល 0 ,AB A B> ≠     ។ 
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អុីែពបូល 

10. ក. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ងដ់ៃនអុែីពបលូែដលមានផ�តិជាគល់ត្រម�យ នងិអក័្សទទងឹជាអក័្សអបសីុ់សគ ឺ  
2 2

2 2 1x y
a b

− =  

េគមាន  អុីែពបូលមានផ�ិតេនគល់ត្រម�យ និងអក័្សទទឹងជាអក័្សអបសីុ់ស 

េគយក ( ),P x y  េនេលប៉ារ៉បូល  និងយក  2 2 2b c a= −  

េគបាន កំណំុ ( )1 0 ,F c  និង ( )2 0 ,F c−  
 

តមនិយមនយ័ អុីែពបូល េគបាន  1 2 2F P F P a− =  

ឬ    1 2 2F P F P a− = ±     ឬ    1 22F P a F P= ± +  
 

េដយ   ( ) ( )2 2 2 2 2
1 0 2F P x c y x xc c y= − + − = − + +  

  ( ) ( )2 2 2 2 2
2 2F P x c y c x xc c y= + + − = + + +  

េគបាន  

( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 4 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2

2 2 2 2 2 2 4 2 2

2 2 2

2 4 4 2 2

4 4 4 2

2

2 2

2 2

x xc c y a x xc c y

x xc c y a a x xc c y x xc c y

xc a a x xc c y

a x xc c y a xc

a x xc c y a a xc x c

a x a xc a c a y a a xc x c
a x a c a y a x c

− + + = ± − + + +

− + + = + + + + + + +

− = + + +

± + + + = +

+ + + = + +

+ + + = + +

+ + = +





( ) ( )

( )

2 2 4 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

,

1 1

a c a x c a x a y

a c a c a x a y b c a

a b b x a y
x y
a b

− = − −

− = − − = −

= −

= −

 

ទញរក y  ពីសមកីរ ( )1  េគបាន  
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 21 1 1y x x xy b y b

b a a a
   

= − ⇔ = − ⇒ = ± −   
   

 មាននយ័លុះ្រតែត 

2
2 2

2 1 0x x a
a

− ≥ ⇒ ≥   នាឱំ្យ    x a≥  ឬ x a≤ −    េគបាន  
2 2 2

2
2 2 21 1x a b ay b y x

a x a x
 

= ± ⋅ − ⇔ = ± − 
 

 

េប x →+∞  េនាះកេន្សោម 
2

21 1a
x

− →  េហយ អរេដេន  y  ៃនចំណុច ( ),P x y េនេលអុីែពបូលខិតជិត 
b x
a

  ឬ  
b x
a

−   ។ 

ដូចេនះចំណុច ( ),P x y  ខិតជិតបនា� ត ់
by x
a

=  កលណា 0y >  និងខិតជិតបនា� ត ់
by x
a

= −  កលណា 0y <  ។ 

ស� នភាពដូចគា�  េប x a≤ −  េនាះ x →−∞  ។ បនា� តម់ានសមកីរ 
by x
a

= ±  ជាអសីុមតូតៃនអុីែពបូល  
2 2

2 2 1x y
a b

− =  

ដូចេនះ     សមកីរស�ងដ់ៃនអុីែពបូលែដលមានផ�ិតជាគល់ត្រម�យ និងអក័្សទទឹងជាអក័្សអបសីុ់សគឺ   
2 2

2 2 1x y
a b

− =       ។  

( ),P x y

O



( )1 ,0F c( )2 ,0F c− 1V2V
x

y
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ខ. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ងដ់ៃនអុែីពបលូែដលមានផ�តិជាគល់ត្រម�យ នងិអក័្សទទងឹជាអក័្សអរេដេនគ ឺ 
2 2

2 2 1y x
a b

− =   

េគមាន  អុីែពបូលមានផ�ិតេនគល់ត្រម�យ និងអក័្សទទឹងជាអក័្សអរេដេន 

េគយក ( ),P x y  េនេលប៉ារ៉បូល  និងកំណតយ់ក  2 2 2b c a= −  

េគបាន  កំណំុ ( )1 0 ,F c  និង ( )2 0 ,F c−  

តមនិយមនយ័ អុីែពបូល េគបាន  1 2 2F P F P a− =  

ឬ    1 2 2F P F P a− = ±     ឬ    1 22F P a F P= ± +  

េដយ   ( ) ( )2 2 2 2 2
1 0 2F P x y c x y yc c= − + − = + − +  

  ( ) ( )2 2 2 2 2
2 0 2F P x y c x y yc c= − + + = + + +  

េគបាន  

( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 4 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2

2 2 2 2 2 2 4 2 2

2 2 2

2 4 4 2 2

4 4 4 2

2

2 2

2 2

x y yc c a x y yc c

x y yc c a a x y yc c x y yc c

yc a a x y yc c

a x y yc c a yc

a x y yc c a a yc y c

a x a y a yc a c a a yc y c
a x a y a c a y c

+ − + = ± − + + +

+ − + = + + + + + + +

− = + + +

± + + + = +

+ + + = + +

+ + + = + +

+ + = +





( ) ( )
2 2 4 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

,

1

a c a y c a y a x

a c a c a y a x b c a

a b b y a x
y x
a b

− = − −

− = − − = −

= −

− =

 

ដូចេនះ        សមកីរស�ង់ដៃនអុីែពបូលែដលមានផ�ិតជាគល់ត្រម�យ និងអក័្សទទឹងជាអក័្សអរេដេនគឺ  
2 2

2 2 1y x
a b

− =      ។ 

 

11. រេបៀបទ ី១ : តមបំែលងកិល 

ក. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ងដ់ៃនអុែីពបលូមានផ�តិ ( ),h k នងិអក័្សទទងឹ្រសបនងឹអក័្សអបសីុ់សគ ឺ 
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

a b
− −

− =  

េគេធ�បំែលងកិលអុីែពបូល  
2 2

2 2 1x y
a b

− =  ពីផ�ិត ( )0 , 0O  េទជាផ�ិត ( ),I h k  េដយ ៖ 

-រកំិល h  ឯកត្រសបអក័្សអប់សីុស  េប 0h >  រកំិលេទខងស� ំ  ែតេប 0h <  រកំិលេទខងេឆ�ង ។ 

-រកំិល k  ឯកត្រសបអក័្សអរេដេន   េប 0k >  រកំិលេទខងេល  ែតេប 0k <  រកំិលេទខងេ្រកម ។ 

ដូចេនះ សមកីរស�ងដ់ៃនអុីេពបូលមានផ�ិត ( ),h k និងអក័្សទទឹង្រសបនឹងអក័្សអបសីុ់សគឺ  
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

a b
− −

− =      ។ 

 



 ( ),P x y( )1 0,F c

( )2 0,F c−

2V

1V

O
x



y
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ខ. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ងដ់ៃនអុែីពបលូមានផ�តិ ( ),h k នងិអក័្សទទងឹ្រសបនងឹអក័្សអេដេនគ ឺ 
( ) ( )2 2

2 2 1
y h x h

a b
− −

− =  

េគេធ�បំែលងកិលអុីែពបូល  
2 2

2 2 1y x
a b

− =  ពីផ�ិត ( )0 , 0O  េទជាផ�ិត ( ),I h k  េដយ ៖ 

-រកំិល h  ឯកត្រសបអក័្សអប់សីុស  េប 0h >  រកំិលេទខងស� ំ  ែតេប 0h <  រកំិលេទខងេឆ�ង ។ 

-រកំិល k  ឯកត្រសបអក័្សអរេដេន   េប 0k >  រកំិលេទខងេល  ែតេប 0k <  រកំិលេទខងេ្រកម ។ 

ដូចេនះ សមកីរស�ងដ់ៃនអុីេពបូលមានផ�ិត ( ),h k និងអក័្សទទឹង្រសបនឹងអក័្សអរេដេនគឺ  
( ) ( )2 2

2 2 1
y h x h

a b
− −

− =      ។ 

 

រេបៀបទ ី២ : តមនិយមន័យអុីែពបូល 

ក. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ងដ់ៃនអុែីពបលូមានផ�តិ ( ),h k នងិអក័្សទទងឹ្រសបនងឹអក័្សអបសីុ់សគ ឺ 
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

a b
− −

− =  

េគមាន  អុីែពបូលែដលមានផ�ិត ( ),h k  និងអក័្សទទឹង្រសបអក័្សអបសីុ់ស 

េគបាន  កំណំុ ( )1 ,F h c k+  និង ( )2 ,F h c k−  

យក ( ),P x y  ជាចំណុចេនេលអុីែពបូល និងយក 2 2 2b c a= −  
 

តមនិយមនយ័ អុីែពបូល េគបាន 1 2 2F P F P a− =  

ឬ    1 2 2F P F P a− = ±     ឬ    1 22F P a F P= ± +  

េដយ    

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2
1

2 2

2 22

2 22

2

2 2

F P x h c y k

x h c y k

x h x h c c y k

x h xc hc c y k

 = − + + − 

 = − − + − 

= − − − + + −

= − − + + + −

 

 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2
2

2 2

2 22

2 22

2

2 2

F P x h c y k

x h c y k

x h x h c c y k

x h xc hc c y k

 = − − + − 

 = − + + − 

= − + − + + −

= − + − + + −

 

េគបាន ៖ 

( ),P x y

( )1 ,F h c k+( )2 ,F h c k−

O x

y

k

h

( ),h k
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 22 2

2 2 2 2 2 22 2 2 2

2 22 2

2 22 2

2 22 2

2 2 2 2 2

2 2 4 4 2 2 2 2

4 4 4 4 2 2

2 2

2 2

x h xc hc c y k a x h xc hc c y k

x h xc hc c y k a a x h xc hc c y k x h xc hc c y k

xc hc a a x h xc hc c y k

a x h xc hc c y k a xc hc

a x h xc hc c y k

− − + + + − = ± − − + − + + −

− − + + + − = − + − + + − + − + − + + −

− + = − + − + + −

− + − + + − = + −

− + − + + −





( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

4 2 2 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2 4 2 2 2 2 2

2 2 22 2 2 2 4 2

2 2 22 2 4 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

2

a x c h c a xc a hc xhc

a x h a xc a hc a c a y k a x c h c a xc a hc xhc

a x h a c a y k a x c h c xhc

a x h a c a y k a c x h

a c a c x h a x h a y k

a c a c

  = + + + − − 

− + − + + − = + + + − −

− + + − = + + −

− + + − = + −

− = − − − − −

− = −( )( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 22 2 2 2 2

2 22 2 2 2

2 2

2 2

,

1

a x h a y k b c a

a b b x h a y k

x h y k
a b

− − − = −

= − − −

− −
= −

 

ដូចេនះ សមកីរស�ងដ់ៃនអុីេពបូលមានផ�ិត ( ),h k និងអក័្សទទឹង្រសបនឹងអក័្សអបសីុ់សគឺ  
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

a b
− −

− =      ។ 

ខ. ្រសយប�� កថ់ា  សមកីរស�ងដ់ៃនអុែីពបលូមានផ�តិ ( ),h k នងិអក័្សទទងឹ្រសបនងឹអក័្សអេដេនគ ឺ 
( ) ( )2 2

2 2 1
y h x h

a b
− −

− =  

េគមាន  អុីែពបូលែដលមានផ�ិត ( ),h k  និងអក័្សទទឹង្រសបអក័្សអេដេន 

េគបាន  កំណំុ ( )1 ,F h k c+  និង ( )2 ,F h k c−  

យក ( ),P x y  ជាចំណុចេនេលអុីែពបូល និងយក 2 2 2b c a= −  
 

តមនិយមនយ័ អុីែពបូល េគបាន 1 2 2F P F P a− =  

ឬ    1 2 2F P F P a− = ±     ឬ    1 22F P a F P= ± +  

េដយ    

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

22
1

22

2 2 2

2 2 2

2

2 2

F P x h y k c

x h y k c

x h y k y k c c

x h y k yc ck c

 = − + − + 

 = − + − − 

= − + − − − +

= − + − − + +

 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

22
2

22

2 2 2

2 2 2

2

2 2

F P x h y k c

x h y k c

x h y k y k c c

x h y k yc ck c

 = − + − − 

 = − + − + 

= − + − + − +

= − + − + − +

 

k

h

( ),P x y( )1 ,F h k c+

( )2 ,F h k c−

O
x

y

( ),h k
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ករ្រសយប�� ក ់េលេមេរៀន េកនកិ  ថា� កទ់ី ១២ 

េគបាន ៖ 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 22 2

2 2 2 2 2 22 2 2 2

2 22 2

2 2 2 2

2 22

2 2 2 2 2

2 2 4 4 2 2 2 2

4 4 4 4 2 2

2 2

2 2

x h y k yc ck c a x h y k yc ck c

x h y k yc ck c a a x h y k yc ck c x h y k yc ck c

yc ck a a x h y k yc ck c

a x h y k yc ck c a yc ck

a x h y k yc ck c

− + − − + + = ± − − + − + − +

− + − − + + = − + − + − + + − + − + − +

− + = − + − + − +

± − + − + − + = + −

− + − + − +





( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

2 4 2 2 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2 4 2 2 2 2 2

2 2 22 2 2 2 4 2

2 2 22 2 4 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

2

a y c c k a yc a ck ykc

a x h a y k a yc a ck a c a y c c k a yc a ck ykc

a x h a y k a c a y c c k ykc

a x h a y k a c a c y k

a c a c y k a y k a x h

a c a c

  = + + + − − 

− + − + − + = + + + − −

− + − + = + + −

− + − + = + −

− = + − − − − −

− = ( )( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 22 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2

2 2

2 2

,

1

a y k a x h b c a

a b b y k a x h

y k x h
a b

− − − − = −

= − − −

− −
= −

 

 

ដូចេនះ សមកីរស�ងដ់ៃនអុីេពបូលមានផ�ិត ( ),h k និងអក័្សទទឹង្រសបនឹងអក័្សអរេដេនគឺ  
( ) ( )2 2

2 2 1
y h x h

a b
− −

− =      ។ 

12. ្រសយប�� កថ់ា  អុែីពបលូមានសមកីរទូេទ 2 2 0Ax By Cx Dy E+ + + + =  ែដល 0AB <  បានពសី្រម�លរងសមកីរស�ងដ់ 

េគពនា� តសមកីរស�ងដ់                 
( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

a b
− −

− =   េគបាន ៖ 

( ) ( )
( ) ( )

2 22 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2
2 2 0

b x h a y k a b

b x xh h a y yk k a b

b x b xh b h a y a yk a k a b
b x a y b xh a yk b h a k a b

− − − =

− + − − + =

− + − + − =

− − + + − − =

 

េគពនា� តសមកីរស�ងដ់                 
( ) ( )2 2

2 2 1
y h x h

a b
− −

− =   េគបាន ៖ 

( ) ( )
( ) ( )

2 22 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2
2 2 0

b y k a x h a b

b y yk k a x xh h a b

b y b yh b k a x a xh a h a b
a x b y a xh b yh b k a h a b

− − − =

− + − − + =

− + − + − =

− + + − + − − =

 

េ្រកយពីពនា� តសមកីរស�ង់ដនីមយួៗ េគបានសមកីរមានរងទូេទ 2 2 0Ax By Cx Dy E+ + + + =  ែដលមាន  

( ) ( )2 2 2 2 0A B b a a b⋅ = − = − <   េ្រពះ 2 2 0a b >  និង 0 , 0a b≠ ≠  

ដូចេនះ     អុីែពបូលមានសមកីរទូេទ 2 2 0Ax By Cx Dy E+ + + + =  ែដល 0AB <  បានពីស្រម�លរងសមកីរស�ងដ់     ។ 
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រង�ង់ 

1. និយមន័យរង�ង់ 

 រង�ង ់ជាសំណំុចំណុចជាេ្រចនេនក�ុងប�ងម់យួ ែដលស�ិតេនេស� 

 ចមា� យពីចំណុចនឹងមយួ ែដលចំណុចនឹងេនាះ េហថា ផ�តិរង�ង ់។ 

2. លក�ណៈៃនរង�ង់ 

 លក�ណៈៃនរង�ងរ់មួមានដូចខងេ្រកមៈ 

  ករំង�ង ់OA OB OC= =  (អង�តភ់ា� បពី់ផ�តិេទែខ្សរង�ង)់ 

 អង�តធ់�ូ BC  (អង�តែ់ដលភា� បពី់ចំណុច B  េទចំណុច C ) 

  អង�តផ់�តិ AB  (អង�តធ់�ូែវងជាងេគ ឬអង�តែ់ដលគូសកតផ់�តិរង�ង)់ 

  ផ�ិត O  (ជាចំណុចផ�ិតឆ�ុះៃនរង�ង ់ឬចំណុចកណា� លៃនរង�ង)់ 

  ធ�ូ BC  (ជា្របែវងែខ្សេកង BC  ែដលខណ� េដយអង�តធ់�ូ BC ) 

  មុផំ�ិត α  (មុមំានកំពូលេនេលផ�ិតរង�ង)់ 

  មុកំ�ុងរង�ង ់ឬមុជំុំវញិផ�ិតមានរង� ស់េស�នឹង 360°  ។ 

  រង�ងគ់ា� នៃផ�េទ វដូចជាកងៃដ ែតថាសេទបមានៃផ� ។ 

  រង�ងម់ានផ�ិតឆ�ុះមយួ គឺជាចំណុចផ�ិតរបស់វ ។ ្រគបអ់ង�តផ់�ិត ជាអក័្សឆ�ុះៃនរង�ង ់។ 
 

3. ទំនក់ទំនងក� �ងរង�ង់ 

 កតំងេដយ R  (ជាវមិា្រតៃនរង�ង)់ 

  អង�តផ់�តិតងេដយ D  ែដល 2D R=  

  បរមិា្រតរង�ងត់ងេដយ P  ែដល 2P Rπ=  ឬ P Dπ=  

  ៃផ�ថាសតងេដយ S  ែដល  2S Rπ=  ឬ 
2

4
DS π

=  

  ្របែវងធ�ូ BC  មានរូបមន�ៈ   2
360

o

oBC R απ= ×  ឬ 
360

o

oBC P α
= ×  

  ៃផ�ចេ្រម�កថាសមានរូបមន�  2

360

o

os R απ= ×  

 

4. ទីតាងំៃនរង�ង់ពីរ 

 ១. រង�ងក់តគ់ា� ៈ  រង�ងពី់រកតគ់ា� េគបានចំណុច្របសព�ពីរ។ ្រចសមកវញិ  

  កលណារង�ងពី់រមានចំណុច្របសព�ពីរ មាននយ័ថារង�ង ់

  ទងំពីរកតគ់ា� ។ 
 

 ២-រង�ងប់ះ៉គា� ៈ  រង�ងពី់របះ៉គា�  េគបានចំណុចរមួមយួ គឺចំណុចបះ៉ ។ រង�ង ់

  ពីរបះ៉គា� មានពីរករណី គឺរង�ងប់ះ៉ក�ុង និងរង�ងប់ះ៉េ្រក។ 
 

៣-រង�ងគ់ា� នចំណុច្របសព�ៈ  រង�ងគ់ា� នចំណុច្របសព� មាននយ័ថា រង�ងគ់ា� ន  

  ចំណុចរមួគា� ៃនែខ្សរង�ង។់ 
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•
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5. ទីតាងំៃនបន� ត់ និងរង�ង់  

មានរង�ងផ់�ិត O  ក ំ R  មយួ និងបនា� ត ់  មយួ ។ េយងមានបីករណីដូចខងេ្រកម ៖ 

គា� នចំណុច្របសព� មានចំណុច្របសព� ១ មានចំណុច្របសព� ២ 

 

 

 

 

OH R>  
បនា� ត ់  និងរង�ងគ់ា� នចំណុចរមួ ។ 

េគថា បនា� ត ់  េនខងេ្រករង�ង ់ ។ 

 

 

 

 

 

OH R=  
បនា� ត ់  និងរង�ងម់ានចំណុចរមួមយួ ។ 

េគថា បនា� ត ់  បះ៉រង�ង ់ េហយែកងនឹង 

ករំង�ង ់[ ]OH  ្រតង ់ H  ។ 

 

 

 

 

OH R<  
បនា� ត ់  និងរង�ងម់ានចំណុចរមួពីរ 

្រតង ់ A  និង B  ។ 

េគថា បនា� ត ់  កតរ់ង�ង ់ ។ 
 

6. លក�ណៈៃនបន� ត់ប៉ះនឹងធ� � 

       េបបនា� តប់ះ៉រង�ង្់រសបេទនឹងអង�តធ់�ូមយួ  

េនាះចំណុចបះ៉ែចកធ�ូសន�ឹងជាពីរែផ�កប៉ុនគា�  ។ 

  ស្រមាយប�� ក ់

េគឱ្យបនា� ត ់ EF  បះ៉រង�ង ់O  ្រតងចំ់ណុច C  ។ អង�តធ់�ូ AB   

្រសបនឹងបនា� ត ់ EF  ។ ្រសយប�� កថ់ា  AC BC=  ។ 

្រសយប�� ក ់: េដយ EF  បះ៉រង�ង្់រតងចំ់ណុច C  េនាះ 

OC EF⊥  និង AB EF  នាឱំ្យ OC AB⊥  

េដយករំង�ង្់រត�វែកងនឹងអង�តធ់�ូ្រតងចំ់ណុចកណា� លជានិច� 

េនាះ OC  ជាេមដ្យោទរ័ៃនអង�ត ់ AB  េគបាន AC BC=  ឬ  AC BC=  ។ 
 

7. បន� ត់ប៉ះពីរែដលគូសេចញពចំីណចុរួមមួយ េ�េ្រ�រង�ង់ 

      េបបនា� តពី់រគូសេចញពីចំណុចរមួ A  មយួេនេ្រករង�ង ់ 

 មានផ�តិ O  េហយបះ៉រង�ងេ់នះ្រតង ់ B  និង C  េគបាន ៖  

 , ,AB AC OAB OAC BOA COA= ∠ = ∠ ∠ = ∠  

  ស្រមាយប�� ក ់

េដយ ,AB AC  ជាបនា� តប់ះ៉រង�ង្់រតង ់ ,B C  េរៀងគា�  េនាះ OB AB⊥   និង  OC AC⊥  

េគបាន OAB  និង OAC  ជា្រតីេកណែកងែដលមាន ៖ 

-្រជ�ង OA  ជាអីុប៉ូេតនុសរមួគា�  

-្រជ�ង OB OC=  ជាករំង�ងែ់តមយួ 

នាឱំ្យ OAB OAC≅  តមលក�ខណ� ទី២ អ.ជ 

វបិាក  
OAB
OAC

≅ ⇒ , ,AB AC OAB OAC BOA COA= ∠ = ∠ ∠ = ∠  





O
R H 



O
R H 



O H

A

B

A B
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8. ចតុេកាណចា죤រ�កេ្រ�រង�ង់ 

       ក�ុងចតុេកណចរកឹេ្រករង�ងម់យួ  

មានផលបូករង� ស់្រជ�ងឈមេស�គា�   

AB CD BC AD+ = +   ។ 

  ស្រមាយប�� ក ់

 តង , , ,x y z t  ជាចំណុចែដលចតុេកណបះ៉រង�ង ់

 តមលក�ណៈបនា� តប់ះ៉េគបាន ៖ 

 
,
,

Ax At Bx By
Cy Cz Dz Dt

= =
= =

 

 េគបាន    AB CD Ax Bx Cz Dz+ = + + +  

    ( ) ( )
At By Cy Dt
At Dt By Cy

AD BC

= + + +

= + + +

= +

 

 ដូចេនះ   AB CD BC AD+ = +   ។ 

9. មំុផ� ិត 

      មុផំ�តិ ជាមុែំដលមានកំពូលេនេលផ�តិរង�ង ់។ 

រង� ស់មុផំ�តិេស�នឹងរង� ស់ធ�ូស� ត ់។ O AB∠ =  
 

 ្រសយប�� ក ់: មុផំ�តិមានរង� ស់េស�នឹងធ�ូស� តរ់បស់វ 

េដយមុផំ�តិមានរង� ស់ 360°  និងធ�ូរង�ងម់ានរង� ស់ 360°  ែដរ 

ដូចេនះ  មុផំ�តិ្រត�វមានរង� ស់េស�នឹងធ�ូស� តៃ់នមុផំ�តិេនាះែដរ ។ 

10. មំុចា죤រ�ក 

     មុចំរកឹ ជាមុែំដលមានកំពូលេនេលរង�ង ់េហយ្រជ�ង 

ពីរេទៀតកតរ់ង�ង ់។ រង� ស់មុចំរកឹេស�កន�ះធ�ូស� ត។់ 

 



2
ABC∠ =

 
 

  ្រសយប�� កថ់ា  


2
ABC∠ =  

េគមានបីករណីដូចខងេ្រកម េដម្បបីង� ញថាមុចំរកឹមានរង� ស់េស�នឹងពកក់ណា� លធ�ូស� តរ់បស់វ ៖ 

∗  ករណី្រជ�ងមុកំតផ់�តិ    

  គូសភា� ប ់OA  េគបាន AOC  ជា្រតីេកណសមបាទ ែដល A C∠ = ∠  

  េហយ C A AOB∠ +∠ = ∠  ឬ  2 C AOB∠ = ∠  េ្រពះ A C∠ = ∠  

  េដយ AOB AB∠ =  េនាះ 2 C AB∠ =   ទញបាន  


2
ABC∠ =  ។ 

A

B






O

A

B



C



A

B



C 

O

A B

CD

x

y

z

t

A B

CD
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∗  ករណីផ�តិរង�ងេ់នក�ុងមុ ំ    

 គូសអង�តផ់�តិ CD  េគបាន ACB ACD BCD∠ = ∠ +∠  

 តមករណីទី១ ខងេល 

1
2

ACD AD∠ =  និង 


2
BDBCD∠ =  

 នាឱំ្យ 
    

2 2 2 2
AD BD AD BD ABACB +

∠ = + = =  ឬ 


2
ABC∠ =  ។ 

∗  ករណីផ�តិរង�ងេ់នេ្រកមុ ំ

  គូសអង�តផ់�តិ CD  េគបាន ACB ACD BCD∠ = ∠ −∠  

  តមករណីទី១ ខងេល 


2
ADACD∠ =  និង 



2
BDBCD∠ =  

 នាឱំ្យ 
    

2 2 2 2
AD BD AD BD ABACB −

∠ = − = =  ឬ 


2
ABC∠ =  ។ 

11. មំុចា죤រ�កកន�ះរង�ង់ 

     មុចំរកឹកន�ះរង�ង ់ជាមុែំដលមានកំពូលេនេលរង�ង ់េហយ្រជ�ងទងំ 

ពីរកតរ់ង�ង ់ ែដលចំណុចកតទ់ងំពីរភា� បប់ានជាអង�តផ់�តិៃនរង�ង ់ ។  

មុចំរកឹកន�ះរង�ងម់ានរង� ស់េស�នឹង 90°  ។ 
 

 

  ស្រមាយប�� ក ់

្រសយប�� កថ់ា មុចំរកឹកន�ះរង�ងម់ានរង� ស់េស� 90°  

េដយ BC  ជាអង�តផ់�តិ មុផំ�តិ  180BOC BC∠ = = °  

មុ ំ A∠  ជាមុចំរកឹមានធ�ូស� ត ់BC  នាឱំ្យ 
 180 90
2 2

BCA °
∠ = = = °  ។ 

12. មំុចា죤រ�កពិេសស 

មុចំរកឹពិេសស គឺជាមុែំដលេកតេដយកន�ះបនា� តប់ះ៉ និងខ� តគូ់ស 

េចញពីចំណុចបះ៉។ រង� ស់មុចំរកឹពិេសសេស�កន�ះធ�ូស� ត ់។ 

  



2
ABA∠ =

 

  ស្រមាយប�� ក ់

 ្រសយប�� កថ់ា រង� ស់មុចំរកឹពិេសសេស�កន�ះធ�ូស� ត ់

 គូសអង�តធ់�ូ BC  ឱ្យ្រសបនឹងបនា� តប់ះ៉ េនាះេគបាន ៖ 

 xAB ABC∠ = ∠  (មុឆំា� ស់ក�ុង) និងធ�ូ  AB AC=  

 េដយ  
 

2 2
AC ABABC∠ = =  

 នាឱំ្យ   


2
ABxAB∠ =   ឬ  



2
ABA∠ =   ។ 

A

B



•B C
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13. មំុក� �ងរង�ង់ 

      មុកំ�ុងរង�ង ់គឺជាមុែំដលមានកំពូលេនខងក�ុងៃនរង�ង ់េហយ្រជ�ង 

និងបនា� យៃន្រជ�ងកតរ់ង�ង ់។ មុកំ�ុងរង�ងម់ានរង� ស់េស�កន�ះៃនផល 

បូកធ�ូស� តមុ់េំនាះ និងធ�ូែដលស� តប់នា� យ្រជ�ងៃនមុេំនាះ។ 

 

 

2
AB CDI +

∠ =
 

  ស្រមាយប�� ក ់

 ្រសយប�� កថ់ា មុកំ�ុងរង�ងម់ានរង� ស់េស�កន�ះៃនផល 

 បូកធ�ូស� តមុ់េំនាះ និងធ�ូែដលស� តប់នា� យ្រជ�ងៃនមុេំនាះ 

 គូសភា� បអ់ង�តធ់�ូ AC  េនាះ ACI  ជា្រតីេកណែដលមាន 

 CID ACB CAD∠ = ∠ +∠  (មុេំ្រកៃន្រតីេកណ) 

 ែត 
 

,
2 2

AB CDACB CAD∠ = ∠ =  

 នាឱំ្យ 
   

2 2 2
AB CD AB CDCID +

∠ = + =  ឬ 
 

2
AB CDI +

∠ =  ។ 

14. មំុេ្រ�រង�ង់ 

       មុេំ្រករង�ង ់ជាមុែំដលមានកំពូលេនខងេ្រកៃនរង�ង ់េហយ្រជ�ង 

របស់វកតរ់ង�ង។់ មុេំ្រករង�ង ់មានរង� ស់េស�កន�ះៃនផលដកធ�ូស� ត ់

ទងំពីរៃនមុេំនាះ។ 

 

 

2
CD ABP −

∠ =
 

  ស្រមាយប�� ក ់

 ្រសយប�� កថ់ា មុេំ្រករង�ង ់មានរង� ស់េស�កន�ះៃន 

 ផលដកធ�ូស� ត ់ទងំពីរៃនមុេំនាះ 

 គូសភា� បអ់ង�តធ់�ូ BC  េនាះ PBC  ជា្រតីេកណមាន 

 CPB BCP CBD∠ +∠ = ∠  (មុេំ្រក្រតីេកណ) 

 នាឱំ្យ CPB CBD BCP∠ = ∠ −∠  

 ែត   
 

,
2 2

CD ABCBD BCP BCA∠ = ∠ = ∠ =  

 េគបាន 
   

2 2 2
CD AB CD ABCPB −

∠ = − =  ឬ 
 

2
CD ABP −

∠ =   
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15. អង�ត់ធ� � និងធ� � 

 អង�តធ់�ូ ជាអង�តែ់ដលគូសភា� បពី់រចំណុចេនេលរង�ង ់ ។ អង�តធ់�ូកំណតប់ានធ�ូសន�ឹង ។ 

 អង�តធ់�ូែដលែវងជាងេគ្រត�វកតត់មផ�តិៃនរង�ង ់េគេហថាអង�តផ់�តិ ។ 

 អង�តផ់�ិត គឺ្រត�វែកងនឹងអង�តធ់�ូ ្រតងចំ់ណុចកណា� ល ។ 

 អង�តធ់�ូកនែ់តែវង គឺកនែ់តេនជិតផ�តិ ។ 

 អង�តធ់�ូកនែ់តែវង កំណតប់ានធ�ូសន�ឹងកនែ់តធំ ។ 

 ធ�ូ ជាកំេណាងៃនរង�ងែ់ដលកំណតេ់ដយអង�តធ់�ូ ។ 

 ធ�ូពីរេនចេនា� ះអង�តធ់�ូ្រសបគា�  ជាធ�ូប៉ុនគា�  ។ 

16. ទំនក់ទំនងរវងអង�ត់ធ� � និងធ� � 

        ក�ុងរង�ងែ់តមយួ ឬរង�ងពី់រប៉ុនគា�  េបអង�តធ់�ូប៉ុនគា�   

 េនាះធ�ូែដលកំណតេ់ដយអង�តធ់�ូទងំពីរកប៏៉ុនគា� ែដរ ។ 

 AB CD=   េនាះ    AB CD=  
 

  ស្រមាយប�� ក ់

 េគភា� ប ់ , ,OA OB OC  និង OD  េគបាន ៖ 

 OAB  និង OCD  ជា្រតីេកណែដលមាន ៖ 

 -្រជ�ង OA OC=  (ករំង�ងែ់តមយួ) 

 -្រជ�ង OB OD=  (ករំង�ងែ់តមយួ) 

 -្រជ�ង AB CD=  (សម�តិកម�) 

 នាឱំ្យ OAB OCDD ≅ D  តមលក�ខណ� ទី៣ ជ.ជ.ជ 

 វបិាក  
OAB

AOB COD
OCD
D

≅ ⇒ ∠ = ∠
D

 (ជាមុផំ�តិដូចគា� ) 

 ែត  ,AOB AB COD CD∠ = ∠ =  (ធ�ូស� ត ់និងមុផំ�តិមានរង� ស់េស�គា� ) 

 នាឱំ្យ   AB CD=   ។ ដូចេនះ  េបធ�ូ AB CD=   េនាះ    AB CD=   ។ 

17. ការកណំត់រង�ង់  

មយួចំណុច A  ពីរចំណុច A  និង B  បីចំណុច ,A B  និង C  

 

 

 

 

តមចំណុច A  មយួេគអចគូសរង�ង ់

បានេ្រចនរបម់និអស់ ។ 

 

 

 

 

តមពីរចំណុច A  និង B  េគអចគូស 

រង�ងប់ានេ្រចនរបម់និអស់ ែដលមានផ�តិ 

ឋតិេនេលបនា� តែ់តមយួ ។ 

 

 

 

 

តមបីចំណុច , ,A B C  េគអច 

គូសរង�ងប់ានែត មយួគត ់។ 
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18. សមីការស�ង់ដៃនរង�ង់ 

 សមកីរស�ងដ់ៃនរង�ងែ់ដលមានផ�តិ ( )0 , 0O  និងក ំ r  គឺ : 

2 2 2x y r+ =   ។ 

  ស្រមាយប�� ក ់

តង ( ),P x y  ជាចំណុចេនេលរង�ង ់េគបាន OP r=   ឬ 2 2OP r=  

ចមា� យពី O  េទ P  កំណតេ់ដយ ( ) ( )2 2
O OOP x x y y= − + −  

នាឱំ្យ  2 2 2OP x y= +    េគបាន 2 2 2x y r+ =  

ដូចេនះ  សមកីរស�ងដ់រង�ងម់ានផ�តិ ( )0 , 0O  ក ំ r  គឺ 2 2 2x y r+ =   ។ 

 

 សមកីរស�ងដ់ៃនរង�ងែ់ដលមានផ�តិ ( ),I a b  និងក ំ r  គឺ : 

( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =   ។ 

  ស្រមាយប�� ក ់

តង ( ),P x y  ជាចំណុចេនេលរង�ង ់េគបាន IP r=   ឬ 2 2IP r=  

ចមា� យពី I  េទ P  កំណតេ់ដយ ( ) ( )2 2IP x a y b= − + −  

នាឱំ្យ  ( ) ( )2 22IP x a y b= − + −  េគបាន ( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =  

ដូចេនះ  សមកីរស�ងដ់រង�ងម់ានផ�តិ ( ),I a b  ក ំ r  គឺ ( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =   ។ 

19. សមីការទូេ�ៃនរង�ង់ 

 សមកីរទូេទៃនរង�ងគឺ់ 2 2 0x y Ax By C+ + + + =  ។ 

  ស្រមាយប�� ក ់

េគមានសមកីរស�ងដ់ៃនរង�ងគឺ់ ( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =  

េគបាន                 2 2 2 2 22 2x ax a y by b r− + + − + =  

                   2 2 2 2 22 2 0x y ax by a b r+ − − + + − =  

េបតង   2 2 22 , 2 ,A a B b C a b r= − = − = + −  

នាឱំ្យេគបាន  2 2 0x y Ax By C+ + + + =  

ដូចេនះ  សមកីរទូេទៃនរង�ងម់ានទ្រមង ់ 2 2 0x y Ax By C+ + + + =  ។ 

 

O

( ),P x y

r

O

( ),P x y

r

a

Ib
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Rπ

Rπ

20. ការ្រសា䵨យប�� ក់រូបមន�្រកឡៃផ�ថស 

 ស្រមាយប�� ក ់១ : ករេ្របវធីិអព�ន�រញាណ (េ្រប្របាស់រូបបង� ញ) 

គូសរង�ងក់ ំ R  េនេល្រកដសកតុង រចួកតថ់ាសឱ្យបានជា       

ចេ្រម�កេស�ៗគា�  (កនែ់តេ្រចនកនែ់តល�) ដូចបង� ញក�ុងរូបទី១ 
 

យកចេ្រម�កថាសែដលកតប់ាន េរៀបជារងចតុេកណែកង  

ដូចរូបទី២ ែដលមានបេណា� យ Rπ  និងទទឹង R  ។                (រូបទី១) 

(កតក់នែ់តេ្រចនចេ្រម�ក កនែ់តមានរងជាចតុេកណែកង) 
 

េគបាន    ៃផ�ថាស S =  ៃផ�ចតុេកណែកង  

=  បេណា� យ ×  ទទឹង 
2R R Rπ π= × =       (រូបទី២) 

 ដូចេនះ   ្រកឡាៃផ�ថាសែដលមានក ំ R  កំណតេ់ដយ 2S Rπ=   ។ 
 

 ស្រមាយប�� ក ់២ : ករេ្របវធីិអងំេត្រកល 

េគមាន សមកីររង�ងែ់ដលមានផ�ិតជាគល់ត្រម�យមានរង 2 2 2x y R+ =  

េគបាន 2 2 2y R x= −   ឬ  2 2y R x= −   (គិតែត 0y > ) 

គណនា្រកឡាៃផ�ក�ុងក្រដងទី់១ រចួគុណនឹង 4  េគនឹងបានៃផ�ថាសទងំមូល 
 

2 2

0
4

R
S R x dx= −∫       (ជា្រកឡាៃផ�ថាស) 

តង sinx R t=  នាឱំ្យ  cosdx R tdt=    

េប 0x =  េនាះ  0t =  , េប x R=  េនាះ  
2

t π
=  

( )

( )

2 2 22
0

2 22
0

2 22
0

2 22
0

2 2
0

2 2
0

22

0

2

2

4 sin cos

4 1 sin cos

4 cos cos

4 cos

1 cos 24
2

2 1 cos 2

12 sin 2
2

1 12 sin 0 sin 0
2 2 2

S R R t R tdt

R t R tdt

R t R tdt

R tdt

tR dt

R t dt

R t t

R

R

π

π

π

π

π

π

π

π π

π

= − ⋅

= − ⋅

= ⋅

=

+
=

= +

 = +  

    = + − +        

=

∫

∫

∫

∫

∫

∫

 

Rπ

R

O R

2 2y R x= −

2 2y R x= − −
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 ស្រមាយប�� ក ់៣ : ករេ្របវធីិលីមតី 

 េគមានពហុេកណនិយត័មាន n  ្រជ�ងចរកឹក�ុងរង�ង ់។ ៃផ�ៃនពហុេកណនិយត័េនះ 

 បានពី n  ដងៃនៃផ�្រតីេកណ ែដលបានចកព់ណ៌ដូចរូបខងស� ំ ។ 

 -ៃផ�្រតីេកណមយួៃនពហុេកណនិយត័   

 2
1

1 1 2 1 2sin sin
2 2 2

S Rh R R R
n n
π π

= = × =   

 -ៃផ�ៃនពហុេកណនិយត័ែដលមាន n  ្រជ�ង គឺ 2 1S nS=    ឬ   2
2

1 2sin
2

S R n
n
π

=  

 -េនេពល n →+∞  េនាះៃផ�ៃនពហុេកណនិយត័ក� យេទជាៃផ�្រកឡាៃនរង�ងម់ានក ំ R  

 េគបាន     ៃផ�្រកឡារង�ង ់ 2
2

1 2lim lim sin
2n n

S S R n
n
π

→+∞ →+∞

 = =  
 

 

                  21 2lim sin
2 n

R n
n
π

→+∞

 =  
 

 

     តង 1t
n

=   េនាះ  1n
t

=   

     េប n →+∞ េនាះ  0t →  

       

( )

2

0

2

0

2

0

2 2

1 1lim sin 2
2
1 sin 2lim
2
1 sin 2lim 2
2 2
1 1 2
2

t

t

t

S R t
t

tR
t

tR
t

R R

π

π

π π
π

π π

→

→

→

 = ⋅  
 
 = ⋅  
 
 = ⋅ × 
 

= × =

 

 

21. ចតុេកាណចា죤រ�កក� �ងរង�ង់ 
 

 ចតុេកណចរកឹក�ុងរង�ងម់យួ ផលបូករង� ស់មុឈំមេស�នឹង 180°  ។ 

 180A C B D∠ +∠ = ∠ +∠ = °  

 ស្រមាយប�� ក ់ :  

េដយ   


2
BCDA∠ =   ,  



2
BADC∠ =   និង    360BCD BAD+ = °  

នាឱំ្យ     
    360 180

2 2 2 2
BCD BAD BCD BADA C + °

∠ +∠ = + = = = °  

ដូចគា� ែដរ 


2
ADCB∠ =   ,  



2
ABCD∠ =   និង    360ADC ABC+ = °  

នាឱំ្យ     
    360 180

2 2 2 2
ADC ABC ADC ABCB D + °

∠ +∠ = + = = = °  

ដូចេនះ 180A C B D∠ +∠ = ∠ +∠ = °   ។ 

A

B

C

D

O R

2
n
π h
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22. សមីការបន� ត់ប៉ះរង�ង់ 

      សមកីរបនា� តប់ះ៉រង�ង ់ 2 2 2x y r+ =  ្រតងចំ់ណុច ( )0 0,P x y   

មានរង ៖  2
0 0x x y y r+ =   ។  

 ស្រមាយប�� ក ់ :  

 េគមាន សមកីររង�ង ់    2 2 2x y r+ =   (េធ�េដរេីវេធៀបនឹង x  េលអង�ទងំពីរ) 

   2 2 0 xx y y y
y

′ ′+ = ⇒ = −   ឬ  ( ) 0
0

0

xy x
y

′ = −  

 សមកីរបនា� តប់ះ៉មានរង       ( )( )0 0 0y y x x x y′= − +  

       
( )

2
0 0 0

0 0 0
0 0

2 2
0 0 0

0

x x x xx x y y
y y

x x x y
y

− +
= − − + = +

− + +
=

 

   
2 2

0 0 0 0
2 2

0 0 0 0

y y x x x y

x x y y x y

= − + +

+ = +
 

 េដយ ( )0 0,P x y  ជាចំណុចេនេលរង�ង ់េនាះវេផ��ងផា� ត ់ 2 2 2
0 0x y r+ =   

 ដូចេនះ   សមកីរបនា� តប់ះ៉រង�ងអ់ចសរេសរ 2
0 0x x y y r+ =   ។  

23. សមីការបន� ត់ប៉ះរង�ង់ 

      សមកីរបនា� តប់ះ៉រង�ង ់ ( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =  ្រតងចំ់ណុច  

( )0 0,P x y   មានរង ៖  ( )( ) ( )( ) 2
0 0x a x a y b y b r− − + − − =   ។ 

 

 ស្រមាយប�� ក ់ :  

 េគមាន ( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =    (េធ�េដរេីវេលអង�ទងំពីរេធៀបនឹង x ) 

 េគបាន ( ) ( )2 2 0x a y y b′− + − =   ឬ  x ay
y b
−′ = −
−

 ឬ  ( ) 0
0

0

x ay x
y b
−′ = −
−

 

 សមកីរបនា� តប់ះ៉មានរង      ( )( )0 0 0y y x x x y′= − +  

  

( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )

0
0 0

0

0 0 0 0

0 0 0 0

2 2
0 0 0 0

2 2
0 0 0 0

0

0

x ay x x y
y b

y b y y x a x x

x a x a a x y b y b b y

x a x a x a y b y b y b

x a x a y b y b x a y b

−
= − − +

−

− − = − − −

− − + − + − − + − =

− − − − + − − − − =

− − + − − = − + −

 

េដយ  ( )0 0,P x y  ជាចំណុចេនេលរង�ង ់េនាះវេផ��ងផា� តស់មកីរ  ( ) ( )2 2 2
0 0x a y b r− + − =  

ដូចេនះ   សមកីរបនា� តប់ះ៉រង�ងអ់ចសរេសរ  ( )( ) ( )( ) 2
0 0x a x a y b y b r− − + − − =  ។ 

O

( )0 0,P x y

r

y

x

I

( )0 0,P x yr
b

aO x

y

  290 
 

www.facebook.com/7khmer
fb : Entertainment  And Knowledge



24. ្របែវងធ� �ៃនរង�ង់ 

     រង�ងម់យួមាន្របែវងក ំ r  និងមានមុផំ�តិ θ  គិតជារ៉ដ្យង ់ 

ស� តេ់ដយធ�ូមាន្របែវង S  េនាះេគបាន S rθ=  ។ 

 

  ស្រមាយប�� ក ់

េយងមានរង�ងក់ ំ r  និងមានមុផំ�ិត θ  និង 1θ  ែដលវស់ជារ៉ដ្យង ់ 

េហយមុផំ�តិទងំពីរស� តេ់ដយធ�ូ S  និង 1S  េរៀងគា�  (ដូចរូប) ។ 

តមលក�ណៈធរណីមា្រត   េយងបាន  
11 S

S
=

θ
θ  

ឧបមាថា  11 =θ  រ៉ដ្យង ់េនាះ  1S r=   

នាឱំ្យ    
1

S
r

θ
=   ទញបាន    S rθ=  

ដូចេនះ  ចំេពះរង�ងម់យួមាន្របែវងក ំ r  និងមានមុផំ�តិ θ  គិតជារ៉ដ្យង ់ 

            ស� តេ់ដយធ�ូបាន្របែវង S  ែដល S rθ=  ។ 

 

25. ៃផ�ចេ្រម�កថស 

    ៃផ�្រកឡាចេ្រម�កថាស  A  ៃនរង�ងែ់ដលមានក ំ r  និងមាន 

 មុផំ�តិ  θ  គិតជារ៉ដ្យង ់កំណតេ់ដយ 21
2

A r θ=   ។ 

 

  ស្រមាយប�� ក ់

េយងមានរង�ងផ់�តិ O  និងក ំ r  េហយ θ  ជាមុផំ�តិគិតជារ៉ដ្យង ់

េយងនឹងកំណតៃ់ផ�ចេ្រម�កថាស A  ែដលអ្រស័យនឹងមុផំ�តិ  θ  

ឧបមាថារង�ងម់ានក្ំរបែវង  r  េហយ 1θ  និងθ  ជាមុផំ�តិពីរ  

ែដលគិតជារ៉ដ្យង ់និងកំណតប់ានៃផ�ចេ្រម�កថាស 1A  និង A  េរៀងគា�  

តមលក�ណៈ ធរណីមា្រតៈ  
1 1

A
A

θ
θ

=  

យក   1 2θ π=   េនាះ  2
1A rπ=   

េគបាន   22
A
r

θ
π π
=   ទញបាន  21

2
A r θ=  

ដូចេនះ  ៃផ�ចេ្រម�កថាស A  ៃនរង�ងក់ ំ r  មានមុផំ�តិ ( )rdθ   

កំណតេ់ដយ 21
2

A r θ=  ។ 

S

1S

θ

1θ r
•

θ
r•O

A

θ
r•

O
A

1θ
1A

S
θ

r
•
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លំហតអ់នវុត� 

1. េគឱ្យបនា� ត ់ EF  បះ៉រង�ង ់O  ្រតងចំ់ណុច C  ។ អង�តធ់�ូ AB  ្រសបនឹងបនា� ត ់ EF  ។ ្រសយប�� កថ់ា  AC BC=  ។ 

2. េគឱ្យចំណុច A  េនេ្រករង�ង ់O  ។ បនា� តពី់រ AB  និង AC  បះ៉រង�ងេ់រៀងគា� ្រតង ់ B  និង C  ។ ្រសយប�� កថ់ា  

ក. AB AC=  ។ 

ខ. [ )AO  ជាកន�ះបនា� តពុ់ះមុ ំ BAC∠  និង BOC∠  ។ 

3. ្រសយប�� កថ់ា ក�ុងចតុេកណចរកឹេ្រករង�ងម់យួ មានផលបូករង� ស់្រជ�ងឈមេស�គា�  ។ 

4. េគឱ្យ ABC∠  ចរកឹក�ុងរង�ងផ់�តិ O  ែដល [ ]O BC∈  ។ បង� ញថា  

1
2

ABC AC∠ =  ។ 

5. ្រសយប�� ក ់ចតុេកណចរកឹក�ុងរង�ងម់យួ ផលបូករង� ស់មុឈំមេស�នឹង 180°  ។ 

6. ្រសយប�� កថ់ា មុកំ�ុងរង�ងម់ានរង� ស់េស�នឹង កន�ះផកបូក រង� ស់ធ�ូស� តេ់ដយ្រជ�ងមុ ំនិងបនា� យៃន្រជ�ងេនាះ ។ 

7. ្រសយប�� កថ់ា មុេំ្រករង�ងម់ានរង� ស់េស�នឹង កន�ះផកដក រង� ស់ធ�ូស� តស់� តេ់ដយ្រជ�ងៃនមុេំនះ ។ 

8. ក. បង� ញថា សមកីរបនា� តប់ះ៉រង�ង ់ 2 2 2x y r+ =  ្រតងចំ់ណុច ( )0 0,P x y  មានរង ៖  2
0 0x x y y r+ =   ។ 

ខ. បង� ញថា សមកីរបនា� តប់ះ៉រង�ង ់ ( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =  ្រតងចំ់ណុច  ( )0 0,P x y   មានរង ៖   

     ( )( ) ( )( ) 2
0 0x a x a y b y b r− − + − − =   ។ 

9. បង� ញថា ថាសែដលមានក ំ R  មាន្រកឡាៃផ�កំណតេ់ដយ 2S Rπ=  ។ 
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