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ĘៀបĘៀង និង បƁǓៀនȺយɪĔǓŮǓពុទ្ធិពងǓ¦ កŸǓង់លំហាត់ƃǓើសĘÃសកŸǓិតវÂទǓǻល័យធរណីមាŲǓក្ន©ងលំហធរណីមាŲǓក្ន©ងលំហ
១ កូអរȺđǓřǓវុÂចទ័រ

ជាទូɥ កូអរេដោនវុិចទ័រវុិចទ័រពីរៃន
−→
A (xA , yA , zA),

−→
B (xB , yB , zB) កំណក់េដោយ÷

−−→
AB = (xA − xb , yA − yB , zA − zB)

២ ចមាåǓយរវាងពីរចំណȃច

ជាទូɥ ចម�ាយរវាងពីរចំណុចៃន
−→
A (xA , yA , zA),

−→
B (xB , yB , zB) កំណក់េដោយ÷

|−−→AB | =
√
(xB − xA)2 + (yB − yA)2 + (zB − zA)

៣ កូអរȺđǓចំណȃចកណាǾǓល

ជាទូɥ កូអរេដោេនៃនចំណុចកណ ាលៃន
−→
A (xA , yA , zA),

−→
B (xB , yB , zB) កំណក់េដោយ÷

MAB =

(
xA + xB

2
,

yA + yB

2
,

zA + zB

2

)

៤ ផលគុណសាâǓĽǓřǓវុÂចទ័រ២

ជាទូɥ ផលគុណស�ាែលៃនវុិចទ័រ២ៃន −→u (x , y , z),−→v (x′, y′, z) កំណក់េដោយ÷
−→u ·−→v = xx′ + y y′ + zz′ −→u ·−→v =

���−→u ��� · ���−→v ��� cos α cos α =
−→u ·−→v���−→u ��� · ���−→v ���

ទំនាក់ទំនង់ទូរស័ព្ទęǓខ ០៩៦៧៣ ០០ ៣៩៣ ទំព័រទី ១



ĘៀបĘៀង និង បƁǓៀនȺយɪĔǓŮǓពុទ្ធិពងǓ¦ កŸǓង់លំហាត់ƃǓើសĘÃសកŸǓិតវÂទǓǻល័យ
៥ វុÂចទ័រ២źǓបគាñǓ

ជាទូɥ វុិចទ័រពីរ«សបគ¤ាៃន
−→
A (xA , yA , zA),

−→
B (xB , yB , zB) កំណក់េដោយ÷

−→
A | |−→B =

xA

xB
=

yA

yB
=

zA

zB

៦ វុÂចទ័រ២ĢǓងគាñǓ

ជាទូɥ វុិចទ័រពីរ«សបគ¤ាៃន
−→
A (xA , yA , zA),

−→
B (xB , yB , zB) កំណក់េដោយ÷

−→
A ⊥ −→

B ⇐⇒ xAxB + yA yB + zAzB = 0

៧ ផលគុណřǓវុÂចទ័រ ២

ជាទូɥផលគុណវុិចទ័រ២ៃន −→u (x , y , z),−→v (x′, y′, z′) កំណក់េដោយ÷

−→u × −→v =

������
−→
i

−→
j

−→
k

x y z
x′ y′ z′

������ =
���� y z
y′ z′

����−→i −
���� x z
x′ z′

����−→j +

���� x y
x′ y′

����−→k
= (yz′ − y′z)

−→
i − (xz′ − x′z)

−→
j + (x y′x − x′y)

−→
k

៨ សមីការបាúǓរាʳǓĺǓŲǓ និង សមីការបនាïǓត់ឆ្ល©ះ

ជាទូɥ សមីការµ៉ារ¹ាែម«ត និង សមីការបន¢ាត់ឆ¬±ះ ែដលកាត់តាមចំណុច A(xA , yA , zA) និងមានវុិចទ័រ«µាប់ទិស −→n (a , b , c)
កំណត់េដោយ÷

(L) :


x = xA + at
y = yA + bt (t ∈ R)
z = zA + ct

(D) :
x − xA

a
=

y − yA

b
=

z − zA

c

៩ សមីការប្លង់

ជាទូɥសមីការប¬ង់ែដលកាត់តាមចំណុច A(xA , yA , zA) និងមានវុិចទ័រ«µាប់ទិស −→n (a , b , c) កំណត់េដោយ÷

P : a(x − xA) + (y − yA)b + (z − zA)c + d = 0

ទំនាក់ទំនង់ទូរស័ព្ទęǓខ ០៩៦៧៣ ០០ ៣៩៣ ទំព័រទី ២
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១០ ŲǓីȰណĢǓង

ជាទូɥ េគមាន«តីេកោណ △ABC មួយែដលេគស�ាល់កូអរេដោេនៃនកំពូលទាំងបីរបស់វា គឺ

A(xA , yA , zA), B(xB , yB , zB), C(xC , yC , zC) ។ េដើម¥ី«សាយប´�ាក់ថា △ABC ជា«តីេកោណែកង«តង់កំពូល A េគ«តូវ
អនុវត ន៍ដូខខាងេ«កោម÷

រកកូអរេដោេនៃនវុិចទ័រ
−−→
AB,

−−→
AC,

−→
BC

គណនាផលគុណស�ារែល
−−→
AB·

−−→
AC

េបី
−−→
AB·

−−→
AC = 0 េនោះេគទាញµាន

−−→
AB ⊥ −−→

AC

េគµាន △ABC ជា«តីេកោណែកង«តង់កំពូល A A C

B

១១ ŲǓីȰណĢǓងសមបាត

ជាទូɥ េគមាន«តីេកោណ △ABC មួយែដលេគស�ាល់កូអរេដោេនៃនកំពូលទាំងបីរបស់វា គឺ

A(xA , yA , zA), B(xB , yB , zB), C(xC , yC , zC) ។ េដើម¥«ីសាយប´�ាកថ់ា △ABC ជា«តីេកោណែកងសមµាត«តងក់ំពូល A
េគ«តូវអនុវត ន៍ដូខខាងេ«កោម÷

រកកូអរេដោេនៃនវុិចទ័រ
−−→
AB,

−−→
AC

គណនា«បែវងវុិចទ័រ |−−→AB |, |−−→AC |

គណនាផលគុណស�ារែល
−−→
AB·

−−→
AC

េបី

{
|−−→AB |, |−−→AC |
−−→
AB·

−−→
AC = 0

េនោះេគទាញµាន

{
AB = AC
−−→
AB ⊥ −−→

AC

េគµាន △ABC ជា«តីេកោណែកងសមµាត«តងក់ំពូល A

A C

B

១២ ŲǓីȰណĢǓងសម័ងǓ¦

ជាទូɥ េគមាន«តីេកោណ △ABC មួយែដលេគស�ាល់កូអរេដោេនៃនកំពូលទាំងបីរបស់វា គឺ

A(xA , yA , zA), B(xB , yB , zB), C(xC , yC , zC) ។ េដើម¥«ីសាយប´�ាកថ់ា △ABC ជា«តីេកោណែកងសមµាត«តងក់ំពូល A
េគ«តូវអនុវត ន៍ដូខខាងេ«កោម÷

ទំនាក់ទំនង់ទូរស័ព្ទęǓខ ០៩៦៧៣ ០០ ៣៩៣ ទំព័រទី ៣
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រកកូអរេដោេនៃនវុិចទ័រ
−−→
AB,

−−→
AB,

−−→
AC

គណនា«បែវងវុិចទ័រ |−−→AB |, |−−→AC |, |−−→AB |

េបី |−−→AB | = |−−→AB | = |−−→AC |

េគµាន △ABC ជា«តីេកោណែកងសម័ង® A C

B

១៣ ŶǓęǓឡªɸǓǓម

ជាទូɥ េគមានចតុេកោណ ABCD មួយែដលេគស�ាល់កូអរេដោេនៃនកំពូលទាំងបួនរបស់វា គឺ
A(xA , yA , zA), B(xB , yB , zB), C(xC , yC , zC),D(xD , yD , zD) ។ េដើម¥ី«សាយប´�ាក់ថា ABCD ជា«បេលឡ²«កាម

េគ«តូវអនុវត ន៍ដូខខាងេ«កោម÷

រកកូអរេដោេនៃនវុិចទ័រ
−−→
AB,

−−→
DC

េបី |−−→AB | = |−−→DC |

សន¤ដ�ាន ABCD ជា«បេឡលូ«កាម A CA

D

A

B

១៤ ចតុȰណĢǓង

ជាទូɥ េគមានចតុេកោណ ABCD មួយែដលេគស�ាល់កូអរេដោេនៃនកំពូលទាំងបួនរបស់វា គឺ

A(xA , yA , zA), B(xB , yB , zB), C(xC , yC , zC),D(xD , yD , zD) ។ េដើម¥ី«សាយប´�ាក់ថា ABCD ជាចតុេកោណែកង
េគ«តូវអនុវត ន៍ដូខខាងេ«កោម÷

រកកូអរេដោេនៃនវុិចទ័រ
−−→
AB,

−−→
CD

គណនា «បែវង វុិចទ័រ
−−→
AB =

−−→
CD ABCD ជា

«បេលឡ²«កាម

គណនា
−−→
AB·

−−→
CD = 0 េនោះ

−−→
AB ⊥ −−→

CD

េគµាន ABCD ជាចតុេកោណែកង
A CA

D

A

B

ទំនាក់ទំនង់ទូរស័ព្ទęǓខ ០៩៦៧៣ ០០ ៣៩៣ ទំព័រទី ៤



ĘៀបĘៀង និង បƁǓៀនȺយɪĔǓŮǓពុទ្ធិពងǓ¦ កŸǓង់លំហាត់ƃǓើសĘÃសកŸǓិតវÂទǓǻល័យ
១៥ ចតុȰណពាñǓយ

ជាទូɥ េគមានចតុេកោណ ABCD មួយែដលេគស�ាល់កូអរេដោេនៃនកំពូលទាំងបួនរបស់វា គឺ
A(xA , yA , zA), B(xB , yB , zB), C(xC , yC , zC),D(xD , yD , zD) ។ េដើម¥ី«សាយប´�ាក់ថា ABCD ជាចតុេកោណព¤ាយ
µាតតូច AB និង µាតធំ CD េគ«តូវអនុវត ន៍ដូចខាងេ«កោម÷

រកកូអរេដោេនៃនវុិចទ័រ
−−→
AB,

−−→
DC

េបើ 
−−→
AB,

−−→
DC ជាវុិចទ័រកូលីេនែអ៊រនិងគ¤ា

គណនា
−−→
AB·

−−→
CD = 0 េនោះ

−−→
AB ⊥ −−→

CD

េគµាន ABCD ជាABCD ជាចតុេកោណព¤ាយµាតតូច

AB និង µាតធំ CD ។

D CD

BA

D

១៦ ចំណȃចŶǓសព្វរវាងបនាïǓត់និងប្លង់

ជាទូɥ េគមានបន¢ាត់ (L) មានសមីការបន¢ាត់ (L) :
x − x0

a
=

y − y0
b

=
z − z0

c
និងប¬ង់ (P) ែដលមានសមីការ

(P) : αx + βy + ∂z + δ = 0 េបើបន¢ាត់ (L) «បសព­ជាមួយប¬ង់ (P) «តងច់ំណុច A មួយ។ េដើម¥កីំណតក់ូរអេដោេនចំណុច A
េគ«តូវ÷

តាង A(xA , yA , zA)

េដោយ A ∈ (L) ⇒ xA − x0
a

=
yA − y0

b
=

zA − z0
c

= t

គទាញµាន


xA = x0 + at
yA = y0 + bt
zA = Z0 + ct

(1)

េដោយ A ∈ (P)
⇒ αxA + βyA + ∂zA + δ = 0 (2)

យកសមីការ (1) ជួលក¤±ងសមីការ (2)

រួចេដោះ«សាយសមីការរក t រួចជួសក¤±ងសមីការ (1) េគ
µាន A(xA , yA , zA) ។

|A(P)

(L)

១៧ សមីការបនាïǓត់ŶǓសព្វរវាងបង្លង់ពីរ

ទំនាក់ទំនង់ទូរស័ព្ទęǓខ ០៩៦៧៣ ០០ ៣៩៣ ទំព័រទី ៥



ĘៀបĘៀង និង បƁǓៀនȺយɪĔǓŮǓពុទ្ធិពងǓ¦ កŸǓង់លំហាត់ƃǓើសĘÃសកŸǓិតវÂទǓǻល័យ

ជាទូɥ ឧបមាថាេគមានប¬ង់ពីរ (P) និង (Q) មានសមីការ
a1x+b1y+c1z+d1 = 0និង a2x+b2y+c2z+d2 = 0

កំណតស់មីការបន¢ាតក់ំណតេ់ដោយប¬ងព់ីរខាងេលើ«បសព­គ¤ា ។ េបើ
វុិចទ័រ −→u = (a1, b1, c1) និង−→v = (a2, b2, c2) មិនកូលីែន
ែអ៊គ¤ាេនោះេទេនោះ ប¬ង់ (P) និង (Q) «បសព­គ¤ាµានបន¢ាត់ (L)
មួយ ។ េដើម¥ីរកបន¢ាត់ (L) េនោះេគ«តូវ ÷

យក z = t ជំនួសក¤±ងសមីការប¬ង់ (P) និង (Q)

េដោះ«សាយ«បពន័សមីការ

{
a1x + b1y + c1t + d1 = 0

a2x + b2y + c2z + d2 = 0

រកទំនាក់ទំនង់គ©ាន t រវាង x , y , z េនោះេគទទួលµាន
សមីការឆ¬±ះរបសបន្ទាតឮ (L)

(P)(L)

(Q)

១៨ សមីការប្លង់កំណត់ȺយបនាïǓត់មួយ និង ចំណȃចមិនស្ថិតɧęើបនាïǓត់Ƀះ

ជាទូɥ េគមានបន¢ាត់ (L) ែដលមានសមីការេរៀងគ¤ា
x − x0

a
=

y − y0
b

=
z − z0

c
និង ចំណុច A(xA , yA , zA) ែដល

A < (L) ។ េដើម¥ីកំណត់សមីការប¬ង (P) កំណត់េដោយ (L1) និងចំណុច A ។ េគ«តូវអនុវត ន៍ដូខាងេ«កោម ÷

វុិចទ័ៃនបន¢ាត់«សប (L)  គឺ −→u = (a , b , c)

យក M ∈ (L) M(x0, y0, z0)

េគµាន
−−→
AM = (x0 − xA , y0 − yA , z0 − zA)

តាង −→n ជាវុិចទ័រណរម៉ាសៃនប¬ង (P) េគµាន −→n = −→u × −−→
AM =


−→
i

−→
j

−→
k

a b c
x0 − xA y0 − yA z0 − zA

 ។ ឧបមាថា

−→n = (a , b , c)

ʋយ N ∈ (P) ŞȦកំណតស់មីȧរបþង់ (P) ȶម
រូបមនò a(x − x1) + b(y − y1) + c(z − z1) = 0

M
u

A

A

ទំនាក់ទំនង់ទូរស័ព្ទęǓខ ០៩៦៧៣ ០០ ៣៩៣ ទំព័រទី ៦



ĘៀបĘៀង និង បƁǓៀនȺយɪĔǓŮǓពុទ្ធិពងǓ¦ កŸǓង់លំហាត់ƃǓើសĘÃសកŸǓិតវÂទǓǻល័យ
១៩ សមីការប្លង់ŶǓសព្វជាមួយ និង បនាïǓត់ ២

ជាទូɥŞȦȿនបȺōត់ពី (L1), (L2) ƌȦលȿនសមីȧរŶៀងȩŏ x − x1
a

=
y − y1

b
=

z − z1
c

និង
x − x2

a
=

y − y2
b

=
z − z2

c
ឧបȿȷបȺōត់ȸំងពីរǓȦសពÿȩŏǐȦង់ចំណɓច A(xA , yA , zA) ។ ŦើមȦ÷ីកំណត់

សមីȧរបþង (P)  ។ ŞȦǐȦȠវអនុវតòន៍ដូȨង˙Ȧម ÷

វុĜចទ័ƹȦបȺōត់ǖȦប (L1) និង (L2) គឺ −→u1 = (a1, b1, c1) និង −→u2 = (a2, b2, c2)

ȶង −→n ȮវុĜចទ័រណរȿŘសƹȦបþង (P) ŞȦȻន −→n = −→u1 ×−→u2 =


−→
i

−→
j

−→
k

a1 b1 1

a2 b2 z2

 ។ ឧបȿȷ −→n = (a , b , c)

ʋយ N ∈ (P) ŞȦកំណតស់មីȧរបþង់ (P) ȶម
រូបមនò a(x − x1) + b(y − y1) + c(z − z1) = 0

A
−→u1

−→u2

−→n = −→u1 × −→u2

(P)

(L1)

(L2)

២០ សមីការប្លង់កំណត់ȺយបនាïǓត់źǓបពីរ

ជាទូɥŞȦȿនបȺōត់ពី (L1), (L2) ƌȦលȿនសមីȧរŶៀងȩŏ x − x1
a

=
y − y1

b
=

z − z1
c

និង
x − x2

a
=

y − y2
b

=
z − z2

c
ឧបȿȷបȺōត់ȸំងពីរǖȦបȩŏ ។ ŦើមȦ÷ីកំណត់សមីȧរបþង (P) កំណត់ʋយ

បȺōត់ǖȦប (L1) និង (L2) ។ ŞȦǐȦȠវអនុវតòន៍ដូȨង˙Ȧម ÷

វុĜចទ័ƹȦបȺōត់ǖȦប (L1) និង (L2) គឺ −→u = (a , b , c)

យក M ∈ (L1) និង N ∈ (L2) ƌȦល M(x1, y1, z1) និង N(x2, y2, z2)

ŞȦȻន −−−→
MN = (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1)

ȶង −→n ȮវុĜចទ័រណរȿŘសƹȦបþង (P) ŞȦȻន −→n = −→u ×−−−→
MN =


−→
i

−→
j

−→
k

a b c
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

 ។ ឧបȿ

ȷ −→n = (α, β, γ)

ទំនាក់ទំនង់ទូរស័ព្ទęǓខ ០៩៦៧៣ ០០ ៣៩៣ ទំព័រទី ៧



ĘៀបĘៀង និង បƁǓៀនȺយɪĔǓŮǓពុទ្ធិពងǓ¦ កŸǓង់លំហាត់ƃǓើសĘÃសកŸǓិតវÂទǓǻល័យ

ʋយ M ∈ (P) ŞȦកំណតស់មីȧរបþង់ (P) ȶម
រូបមនò
α(x − x1) + β(y − y1) + γ(z − z1) = 0

M −→u1

−→
N

−→n = −→u1 × −−−→
MN

(P)
(L1)

(L2)

២១ សមីការប្លង់កាត់តាមបីចំណȃច

ជាទូɥ

េនៅក¤±ង ត«មុយ អរ តូ ណ ម៉ាល់ មាន ទិសេដៅ វិជ�ា មាន

(O ,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) េគមានបចីំណុច A(xA , yA , zA), B(xB , y,zB), C(xC , yC , zC)

។ េដើម¥ីកំណត់សមីការប¬ង់ (P) េគ«តូវអនុវត ន៍ដូចាងេ«កោម÷

កំណតវ់ុិចទ័រណតម៉ាល់ −→n =
−−→
AB ×−−→

AC = (a , b , c)

េ«ជើសេរើសចំណុចកាត់ A ឬ B ឬ C

េគកំណត់សមីការប¬ង់ (P) តាមរូបមន 
a(x − xA) + b(y − yA) + c(z − zA) = 0

A
−→u1

−→u2

−→n = −→u1 × −→u2

(P)

២២ ចំណȃចŶǓសព្វរវាងបនាïǓត់ និង Ł៊្វǓរ

ជាទូɥជាទូɥ េគមានែស­៊រ (s) : (x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2 និង បន¢ាត់ (L) :
x − x0

a
=

y − y0
b

=

z − z0
c

េដើម¥ី ចំណុច«បសព­រវាងបន¢ាត់ (L) និង ែស៊­រ (s) េគ«តូវ÷

តាង
x − x0

a
=

y − y0
b

=
z − z0

c
= t

 ឬ

{
x = x0 + at
y = y0 + btz = z0 + ct (១)

។

យកសមីការ (១) េទៅ ជំនួសក¤±ងសមីការែស­៊រ (s) រួច

េដោះ«សាយរក t បន¢ាប់មកករ៏ុយក t ែដលµានរកេឃើញ
េនោះ េទៅជំនួសក¤±ងសមីការ (១) េនោះ េគ និង រកេឃើញ

កូអរេដោេនចំណុច«បសព­េនោះ ។

I

A

B

ទំនាក់ទំនង់ទូរស័ព្ទęǓខ ០៩៦៧៣ ០០ ៣៩៣ ទំព័រទី ៨



ĘៀបĘៀង និង បƁǓៀនȺយɪĔǓŮǓពុទ្ធិពងǓ¦ កŸǓង់លំហាត់ƃǓើសĘÃសកŸǓិតវÂទǓǻល័យ
២៣ ចំណȃចប៉ះរវាងបនាïǓត់ និង ŁǓ្វ៊រ

ជាទូɥ េគមានែស­៊រ (s) : (x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2 និង បន¢ាត់ (L) :
x − x0

a
=

y − y0
b

=
z − z0

c
េដើម¥ីរកចំណុចប៉ះរវាងបន¢ាត់ (L) និង ែស៊­រ (s) េគ«តូវ÷

ែស­៊រ (s) មានផ�ិត I(a , b , c) និងកាំ R ។

បន¢ាត់ (L) ប៉ះនិងែស­៊រ (s) លុះ«តាែត d[I , (L)] = R
។

េដើម¥គីណនាកូរេដោេនចំណុចប៉ះគេឺគរកដូចកអូរេដោេនះៃន
ចំណុច«បសព­ែដរ ។

I

A

R

២៤ ចំណȃចប៉ះរវាងប្លង់ និង ស្វ៊ែរ

ជាទូɥ េគមានែស­៊រ (s) : (x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2 និង ប¬ង់ (P) : αx + βy + γz + ∂ = 0

ែស­៊រ (s) មានផ�ិត I(a , b , c) និងកាំ R ។

បន¢ាត់ (L) ប៉ះនិងែស­៊រ (s) លុះ«តាែត d[I , (L)] = R
។

េដើម¥ី គណនា កូអរេដោេន ចំណុច ប៉ះ គឺ េគ រក ដូច កូអរេដោេន
ចំណុច«បសព­ែដរ ។

តាង A(xA , yA , zA) ។

េគµាន
−→
IA| |−→n ⇒ −→

IA = t · −→n ។

េគមាន
−→
IA = (xA − a , yA − b , zA − c) និង

−→n = (α, β, γ)

−→
IA = t · −→n ⇒


xA − a = αt
yA − b = βt (t ∈ R)
zA − c = γt

⇒


xA = a + αt
yA = b + βt (១)
zA = c + γ

េដោយ A ∈ (P) ⇒ αx + βy + γz + ∂ = 0 (២)
។

យក (១) ជំនួសក¤±ង (២) រួចេដោះ«សាយរក t បន¢ាប់មក

យកតៃម¬ t ែដលµានរកេឃើញេទៅជំនួសក¤ង (១) ។

I

A

R

(P)

២៥ ចំណȃចប៉ះរវាងស្វ៊ែរ ២

ជាទូɥ ែស­៊រពីប៉ះគ¤ាខាងេ«កៅចំណុចមួយ

េគមានែស­៊រ ២ (s1) និង (s2) មានផ�ិត I និង J េរៀងគ¤ាេហើយ
កាំ R និង r ។ ែស­៊រ (s1) និង (s2) ប៉ះគ¤ាខាងេ«កៅចំណុចមួយ

លុះ«តាែត D(I J) = R + r ។

I JR
r

ទំនាក់ទំនង់ទូរស័ព្ទęǓខ ០៩៦៧៣ ០០ ៣៩៣ ទំព័រទី ៩



ĘៀបĘៀង និង បƁǓៀនȺយɪĔǓŮǓពុទ្ធិពងǓ¦ កŸǓង់លំហាត់ƃǓើសĘÃសកŸǓិតវÂទǓǻល័យ

ជាទូɥ ែស­៊រពីប៉ះគ¤ាខាងក¤±ងចំណុចមួយ

េគមានែស­រ៊ ២ (s1)និង (s2)មានផ�ិត I និង J េរៀងគ¤ាេហើយកាំ R
និង r ។ ែស­៊រ (s1) និង (s2) ប៉ះគ¤ាខាងក¤±ងចំណុចមួយលុះ«តាែត

D(I J) = R − r ែដល R > r

I
J

R r

២៦ សមីការប្លង់ និង Ł្វǓ៊រ

ជាទូɥ េគមានែស­៊រ (s) : (x − a)2 + (y − b)2 + (z −
c)2 = r2 និងចំណុច A ∈ (s) ែដល A(xA , yA , zA) កំណត់
សមីការប¬ង់ (P) ប៉ះែស­៊ រ (s) «តង់ A ។ េដោយែស­៊រ (s) ប៉ះ
ប¬ង់ (P) «តង់ចំណុច A េនោះវុិទ័រែដលភ�ាប់ពីផ�ិត I េទៅប៉ះ និង 

ចំណុច A ជាវុិចទ័រណរម៉ាល់របស់ប¬ង់ (P) គឺ −→np =
−→
IA =

(xA − a , yA − b , zA − c) េដោយ A ∈ (P) េនោះេគសរេសរ
µានសមីការប¬ង:់

I

A

R

−→n

(P) : (xA − a)(x − xA) + (yA − b)(y − y − A) + (zA − a)(z − zA) = 0

២៧ រកសមីការបនាïǓត់ȺយសាäǓល់ផ្ចិត និង កាំ

ជាទូɥេនៅក¤±ង ត«មុយ អរ តូ ណ រម៉ាល់ មួយ (),
−→
i ,

−→
j ,

−→
k

េដើម¥ីសរេសរសមីការែស­៊រ (S) ែដលមានផ�ិត I(a , b , c) និង
មានង­ាស់កាំ R េគ«តូវអនុវត ន៍ដូខខាងេ«កោម÷

តាង M(x , y , z) ∈ (S)

េគµាន
���−−→IM = R

��� េដោយ
−−→
IM = (x−a , y−b , z−c)

ដូចេនះ (x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2 ជាសមកីា

រែស៊­រែដលមានផ�ិត I(a , b , c) និង កាំ R ។

I R M

២៨ រកសមីការŁ្វǓ៊រȺយសាäǓល់ផ្ចិត និង កាត់តាមចំណȃចមួយ

ជាទូɥ េនៅក¤±ង ត«មុយ អរ តូ ណ រម៉ាល់ មួយ េគឲ ចំណុច

I(a , b , c),A(xA , yA , zA) េដើមីរកសមីការែស­៊រែដលមាន
ផ�ិត I ែដលកាត់តាមចំណុច A េគ«តូវអនុត ន៍ដូចខាងេ«កោម ÷

តាង R កាំរបស់ែស­៊រ (S) ែគµាន R =
���−→IA

���
េដោយ

���−→IA
��� = √

(xA − a)2 + (y − b)2 + (zA − c)2

េ«បើរូបមន  (x−x1)2+(y−y1)2+(z−z1)2 = R2

I R A(xA , yA , zA)

ទំនាក់ទំនង់ទូរស័ព្ទęǓខ ០៩៦៧៣ ០០ ៣៩៣ ទំព័រទី ១០



ĘៀបĘៀង និង បƁǓៀនȺយɪĔǓŮǓពុទ្ធិពងǓ¦ កŸǓង់លំហាត់ƃǓើសĘÃសកŸǓិតវÂទǓǻល័យ
២៩ រកសមីការŁ្វǓ៊រȺយសាäǓល់ចុងទាំងពីរřǓអង្កត់ផ្ចិត ឬ មជǓ�មាŲǓ

ជាទូɥ េនៅក¤±ងត«មុយអរតណូរម៉ាលម់ួយេគេអោយពីរចំណុច

A(xA , yA , zA), B(xB , yB , zB) េដើមីរកសមីការែស­៊រែដល
មានអង�ត់ផ�ិត [AB] េគ«តូវអនុត ន៍ដូចខាងេ«កោម ÷

តាង I ជាផ�ិតរបសែ់ស­៊រ (S) េនោះ I ជាចំណុចកណ ាលៃន
អង�ត់ [AB] េគµាន

I =

(
xA + xB

2
,

yA + yB

2
,

zA + zB

2

)
ឧបមាថា

I(a , b , c)

តាង R ជាកាំរបស់ែស­៊រ (S) េគµាន R =
AB
2

េ«បើរូបមន  (x−x1)2+(y−y1)2+(z−z1)2 = R2

I R BA

៣០ រកសមីការŁ្វǓរȺយសាäǓល់ផ្ចិ និង ប៉ះជាមួយប្លង់មួយ

ជាទូɥ េគឲប¬ង់ (P) : ax + b y + cz + d = 0 េដើម¥ី

រកសមីការែស­៊រមានផ�ិត (x1, y1, z1) េហើយប៉ះនិងបន¢ាត់ (L)
េគអនុវត ន៍ដូចខាងេ«កោម ÷

តាង R ជាកំារំបសែ់ស­៊រ (S) េដោយប៉ះ និង បន¢ាត់ (L) េនោះ

R = d[I , (P)] ឬ R =
|ax1 + b y1 + cz1 + d |

√
a2 + b2 + c2

េ«បើរូបមន  (x−x1)2+(y−y1)2+(z−z1)2 = R2

I
R = d[I , (P)]

(P)

៣១ រកសមីការŁ្វǓ៊រĬǓលសាäǓល់ផ្ចិត និង ប៉ះɥនិងបនាïǓត់ មួយ

ជាទូɥ េគឲ បន¢ាត់ (L) :
x − x0

a
=

y − y0
b

=

z − z0
c

េដើម¥ីរកសមីការែស­៊រមានផ�ិត (x1, y1, z1) េហើយប៉ះ

និងបន¢ាត់ (L) េគអនុវត ន៍ដូចខាងេ«កោម ÷
តាង R ជាកំាំរបស់ែស­៊រ (S) េដោយប៉ះ និង បន¢ាត់ (L)
េនោះ R = d[I , (L)]

េ«បើរូបមន  (x−x1)2+(y−y1)2+(z−z1)2 = R2

I

A

R

ទំនាក់ទំនង់ទូរស័ព្ទęǓខ ០៩៦៧៣ ០០ ៣៩៣ ទំព័រទី ១១



ĘៀបĘៀង និង បƁǓៀនȺយɪĔǓŮǓពុទ្ធិពងǓ¦ កŸǓង់លំហាត់ƃǓើសĘÃសកŸǓិតវÂទǓǻល័យ
៣២លំហាត់ɧក្ន©ងĝៀវɫថាñǓក់ទី ១២ កŸǓិតខ្ពស់លំហាត់ɧក្ន©ងĝៀវɫថាñǓក់ទី ១២ កŸǓិតខ្ពស់

១. រកផលគុណៃនវុិវចទ័រឯកត ា រួចគូសរូបតាង

ក. −→
j × −→

i ខ. −→
i × −→

j គ. −→
j × −→

k ឃ. −→
k × −→

j ង. −→
i × −→

k ច. −→
k × −→

i

២. រក −→u × −→v អរកូណម៉ាលេទៅ និង −→u នឹង −→v ផលក¤±ងករណីនិមួយខាងេ«កោមេនះ ÷

១. −→u = (, 2 − 3, 1),−→v = (1,−2, 1)
២. −→u = (1,−1, 2),−→v = (0, 1, 0)

៣. −→u = (12,−3, 0),−→v = (−2, 5, 0)

៤. −→u = (−10, 0, 6),−→v = (7, 0, 0)

៥. −→u =
−→
i +

−→
j +

−→
k ,−→v = 2

−→
i +

−→
j − −→

k

៦. −→u =
−→
j + 6

−→
k ,−→v =

−→
i − 2

−→
j +

−→
k

៣. រក −→u × −→v និង រកវុិចទ័រឯកត ា ែដលអូរកូកូណាល់េទៅ និង វុិចទ័រ −→u និង −→v ផងក¤±ងករណីនិមួយៗខាងេ«កោមេនះ ÷

ក. −→u = (4,−3.5, 7),−→v = (−1, 8, 4)

ខ. −→u = (−8,−6, 4),−→v = (10,−12,−2)

គ. −→u = −3−→i +2
−→
i −5−→k ,−→v =

1

2

−→
i −3

4

−→
j +

1

10

−→
k

ឃ. −→u =
2

3

−→
k ,−→v =

1

2

−→
i + 6

−→
j

៤. រកៃផ¢«កឡា«បេលឡ²«កាមែដលមានវុិចទ័រ −→u និង −→v ជា«ជុងក¤±ងករណីមនីមួយៗខាងេ«កោម÷

ក. −→u =
−→
j ,−→v =

−→
j +

−→
k

ខ. −→u =
−→
i +

−→
j +

−→
k ,−→v =

−→
j +

−→
k

គ. −→u = (3, 2,−1),−→v = (1, 2, 3)

ឃ. −→u = (2,−1, 0),−→v = (−1, 2, 0)

៥. េផ¢¸ងផ¢ាត់ចំណុចខាងេ«កោម ជាកំពូលរប់«បេលឡ²«កាមរួចរកៃផ¢«កឡា ÷
ក. (1, 1, 1), (1, 2, 3), (6, 5, 2), (7, 7, 5)

ខ. (2,−1, 1), (5, 1, 4), (0, 1, 1), (3, 3, 5)
៦. រកៃផ¢«កឡា«តីេកោណែដលមានកំពូលខាងេ«កោម÷

ក. (0, 0, 0)(1, 2, 3), (−3, 0, 0)
ខ. (2,−3, 4), (0, 1, 2), (−1, 2, 0)

គ. (1, 3, 5), (3, 3, 0), (−2, 0, 5)
ឃ. (1, 2, 0), (−2, 1, 0), (0, 0, 0)

៧. រក −→u ·
(−→v × −→w

)
ក¤±ងករណីនីមួយៗខាងេ«កោម ÷

ក. −→u =
−→
i ,−→v =

−→
j ,−→w =

−→
k

ខ. −→u = (1, 1, 1),−→v = (2, 1, 0),−→w = (0, 0, 1)

គ. −→u = (2, 0, 1),−→v = (0, 3, 0),−→w = (0, 0, 1)

ឃ. −→u = (2, 0, 0),−→v = (1, 1, 1),−→w = (0, 2, 2)

៨. េដោយ«បីផលគុណច«មុះៃនវុិចទ័រក¤±ងលំហ ចូរគណនាមាឌ«បេលពីែប៉តែដលមានវុិចទ័រ −→u ,−→v ,−→u ជាឬ«ជុងជាប់ដូចខាងេ«កោម ÷

ក. −→u =
−→
i +

−→
j ,−→v =

−→
j +

−→
k ,−→w =

−→
i +

−→
k

ខ. −→u = (1, 3, 1),−→v = (0, 5, 5),−→w = (4, 0, 4)

ទំនាក់ទំនង់ទូរស័ព្ទęǓខ ០៩៦៧៣ ០០ ៣៩៣ ទំព័រទី ១២



ĘៀបĘៀង និង បƁǓៀនȺយɪĔǓŮǓពុទ្ធិពងǓ¦ កŸǓង់លំហាត់ƃǓើសĘÃសកŸǓិតវÂទǓǻល័យ
៩. រកមា«ត«បេលពីែប៉តែដលមានកំពូលដូចខាងេ«កោម ÷

ក. (0, 0, 0), (3, 0, 0), (0, 5, 1), (3, 5, 1), (2, 0, 5), (5, 0, 5), (2, 5, 6), (5, 5, 6)

ខ. (0, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 0, 2), (0, 1, 1), (2, 1, 2), (1, 1, 3), (1, 2, 1), (2, 2, 3)

១០. រកសមីការµ៉ារ¹ាែម«ត និង សមីការឆ¬±ះៃនបន¢ាត់ែដកំណត់តាមចំណុច េហើយ«សបេទៅ និង វុិចទ័រ«µាប់ទិសដូចខាងេ«កោម÷

ក. A(0, 0, 0),−→u = (1, 2, 3)

ខ. B(0, 0, 0),−→u =
(
−2, 5

2
, 1
)

គ. C(−2, 0, 3),−→u = (2
−→
i + 4

−→
j − 2

−→
k )

ឃ. D(−2, 0, 3),−→u = (6
−→
i + 3

−→
j )

ង. P(1, 0, 1), x = 3+ 3t , y = 5− 2t , z = −7 + t

ច. Q(−3, 5, 4), x − 1

3
=

y + 1

−2 = z − 3

១១. រកសមីការµ៉ាែម៉«ត និង សមីការឆ¬±ះែដលកំណត់តាមពីចំណុចខាងេ«កោម ÷

ក. A(5,−3, 2), B
(
−2

3
,
2

2
, 1
)

ខ. P(1, 0, 1),Q(1, 3,−2)

១២. រកមសីការµ៉ារ¹ាែម«តៃនបន¢ាត់

ក. កាត់តាមចំណុច A(2, 3, 4) េហើយ«សបេទៅ និង ប¬ង់ xoz និង ប¬ង់ yoz ។

ខ. កាត់តាមចំណុច (2, 3, 4) េហើយែកងេទៅ និង ប¬ង់ 3x + 2y − z = 6 ។

១៣. រកមីការµ៉ារ¹ាែម«តៃនបន¢ាត់ L ដូចខាងេ«កោម÷

ក. បន¢ាត់ L កាត់តាមចំណុច េហើយ«សបេទៅ និង វុិចទ័រ −→u = 4
−→
i − −→

k

a. (2, 3, 0) b. (−6, 3, 2) c. (2, 1, 0) d. (6, 3,−2)
ខ. បន¢ាត់ L កាត់តាមចំណុច េហើយ«សបេទៅ និង វុិចទ័រ −→u = (2, 2, 1)

a. (4, 1,−2) b.
(5
2
,
1

2
,−11

4

) c. (2, 3, 2)

គ. បន¢ាត់ L ជា«បសព­រេវៀងប¬ង់ពីដូចខាងេ«កោម÷
α1 : x − 3y + 4z = 1 − 0 និង α2 : 2x − y + z + 1 = 0 ។
α1 : 3x + 2y − z = 7 និង α2 : 5x + y − z = 4 ។

១៤. រកសមីការប¬ង់ែដលកាត់តាមចំណុច និង មានវុិចទ័រណរម៉ាល់ដូចខាងេ«កោម÷

ក. A(2, 1, 2),−→n =
−→
i

ខ. B(, 1, 0,−3),−→n =
−→
k

គ. C(3, 2, 2)−→n = 2
−→
i + 3

−→
j − −→

k

ឃ. D(0, 0, 0),−→n = −3−→i + 2
−→
k

ង. E(0, 0, 6), x = 1 − t , y = 2 + t , z = 4 − 2t

ច. F(3, 2, 2),
x − 1

4
= y + 2 =

z + 3

−3

ទំនាក់ទំនង់ទូរស័ព្ទęǓខ ០៩៦៧៣ ០០ ៣៩៣ ទំព័រទី ១៣
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៣៣ លំហាត់ធាöǓប់ŶǓឡងăǓញលំហាត់ធាöǓប់ŶǓឡងăǓញ

១. ʸតǕȦុយអរតូណរȿŘល់ (o , ®i , ®J , ®k) ƌȦលȿនទិសʯវĜȮņȿននិងȿនឯកȶŋŷើអ័កȦĀŻûើរនិង 1cm ។
(បាក់ឌុប ៥ សីហា ២០០៣)

ក. ចូរʯចំណɓច A(2, 0, 2); B(1, 2, 0);C(0, 2, 3) ។
ខ. រកសមីȧរȻŘɁŘƚ៉ȦǐȦƹȦបȺōត់ (L) ែដលȧត់ȶម A żើយǖȦបនឹង ®BC ។
គ. គណȺ

���−−→AB
��� និង

���−−→AC
��� ។ ចូរ˒Ȧប់ǓȦųȦទƹȦǐȦីʁណ ABC ។

ឃ. គណȺ −−→
AB × −−→

AC ។ ȸញបȫŖញȷចំណɓច A; B;C មិនសóិតʸŷើបȺōត់ƑȦមួយ ។ រកសមីȧរបȺōត់
ABC ។ គណƹȦƻôȦǊȦɈƹȦǐីȦʁណ ABC  ។

ង. រកȿឌƹȦūȦǐȦƤȦត OABC ។ ȸញ់រកចȿŃយពី O ʶបþង់ (ABC) ។
២. ʸកöăងǓȦȱប់ʋយតǕȦុយអរតណូȿŘសȿ់នទិសʯវĜȮņȿន (O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k ŞȦʣយចំណɓច A(3, 2, 0), K(0,−1, 3)

។ (បាក់ឌុប ៦ សីហា ២០០៤)

ក. ចូរកំណត់សមីȧតបþង់ (P) ƌȦលȧត់ȶមចំណɓច A និងƂȦងនិងបȺōត់ AK ។
ខ. ŞȦʣយចំណɓច B(5, 0, 0), C(0, 5, 0),D(0, 0,−5) ។ űôĔងȼōត់ȷ B, C,D Ȯចំណɓចរបស់បþង់ (P) ។
គ. គណȺƻôȦǊȦɈƹȦǐȦីʁណ △ABC ។

ឃ. គណȺǓȦƞȦង AK រួចȸញរកȿឌūȦˏȦƤȦត BKCD ។
៣. ʸកöăងǓȦȱប់ʋយតǕȦុយអរតណូȿŘសȿ់នទិសʯវĜȮņȿន (O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) ŞȦʣយចំណɓច A(0, 2, 2) និង

បȺōត់ (D) ȿនȻŘɁŘƚ៉ȦǐȦ


x = 1 + t
y = 1 − t (t ∈ R)
z = 2 − t

។ (បាក់ឌុប ៨ សីហា ២០០៥)

ក. បȫŖញȷបþង់ (P) : x − y − z + 4 = 0 ȧត់ȶមចំណɓច A żើយƂȦងនិងបȺōត់ (D) ។
ខ. បþង់ (P)ȧត់ȶមអ័កȦĀ−−→Ox ǐȦង់ M ȧតអ់័កȦĀ−−→O y ǐȦង់ N និងȧត់ȶម−→

Oz ǐȦង់ P ។ រកកូអរʋůȦƹȦចំណɓច
M,N, P រួចសង់ចំណɓច A,M,N, P ʸកöăងតǕȦុយ (O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) ។

គ. បȫŖញȷǐȦីʁណ △MNP ȮǐȦីʁណសម័ងȦĀ ។
ឃ. គណȺ −−→

MP × −−−→
MN រួចȸញរកƻôȦǊȦɈƹȦǐȦីʁណ △MNP ។

៤. ʸកöăងǓȦȱប់ʋយតǕȦុយអរតណូȿŘសȿ់នទិសʯវĜȮņȿន (O ,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ŞȦʣយចំណɓច A(1, 0, 1) និង

វុĜចទ័រ −−→AB ។ (បាក់ឌុប ៧ សីហា ២០០៦)

ក. រកកូអរʋůȦចំណɓច B ។ រកសមីȧរបþង់ (P) ƌȦលȧត់ȶមចំណɓច A żើយƂȦងនិង −−→
AB ។

ទំនាក់ទំនង់ទូរស័ព្ទęǓខ ០៩៦៧៣ ០០ ៣៩៣ ទំព័រទី ១៤



ĘៀបĘៀង និង បƁǓៀនȺយɪĔǓŮǓពុទ្ធិពងǓ¦ កŸǓង់លំហាត់ƃǓើសĘÃសកŸǓិតវÂទǓǻល័យ
ខ. ŞȦងʣយចំណɓច C(2, 1, 0),D(1, 3, 1) ។ រកកូអរʋůȦƹȦវុĜចទ័រ−−→AC&

−−→
CD គណȺ−−→

AC.
−−→
CD រួចបȫŖញȷ

ABCD ȮចតុʁណƂȦង ។
គ. គណȺ −−→

AC × −−→
CD រួចគណȺƻôȦǊȦɈƹȦចតុʁណƂȦង ABCD ។

ឃ. រកȿឌចតុមុខ OABCD រួចȸករកចȿŃយពីគល់ O ʶបþង់ ABC ។
៥. ʸកöăងǓȦȱប់ʋយតǕȦុយអរតូណȿŘស់ȿនទិសʯវĜȮņȿន (O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k ŞȦʣយចំណɓច S(0, 0, 3) និង

®u = (1, 1, 1) ។ (បាក់ឌុប ៦ សីហា ២០០៧)

ក. រកសមីȧរȻŘɁŘƚȦǐȦƹȦបȺōត់ D ƌȦលȧត់ȶមចំណɓច S żើយយƂȦងនិងវុĜចទ័រ ®u ។
ខ. M(x , y , z) ȮចំណɓចមួយʸកöăងតǕȦុយ (O ,−→i ,

−→
j ,

−→
k ។ គណȺផលគុណɆŀƝȦ ®u.−−→SM ។

គ. រកសមីȧរមយƌȦលȸក់ទងនិង x; y; z ŦើមȦ÷ីអʣយវុĜចទ័រ −−→SM អរតូកូȵស់និងងវុĜចទ័រ ®u ។
ឃ. ŞȦʣយចំណɓច A(3, 0, 0), B(0, 3, 0) បȫŖញȷ △SAB ȮǐȦីʁណសម័ងȦĀ ។
ង. គណȺ −→

SA × −→
SB ។ ȸញរកƻôȦǊȦɈ △SAB ។

ច. រកសមីȧរសÿ៊ែរƌȦលȿនផçិត O żើយយȧត់ȶមចំណɓច S,A, B ។
៦. ʸកöăងǓȦȱប់ʋយតǕȦុយអរតណូȿŘសȿ់នទិសʯវĜȮņȿន (O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k ŞȦʣយចំណɓច A(−1, 1, 0), B(2, 0, 1)

, C(1, 2, 2),D(0, 1,−2) និង M(x , y , z) ។ (បាក់ឌុប ៤ សីហា ២០០៨)

ក. រកទំȺក់ទំនងរɃង x; y; z ŦើមȦ÷ីʣយ −−→AM ƂȦងនិង −−→
BM ។ ūើសំណɓំចំណɓច M Ȯអÿី ?

ខ. គណȺ −→n =
−→
BC×−−→BD ។ រកចំនួនពិត m ŦើមȦ÷ីʣយƻôȦǊȦɈ S ƹȦǐȦីʁណ △BCD űôĔងȼōតស់មȾព

S =
3
√

em ។
គ. រកសមីȧរបþង់ (BCD) ។ រកកូអរʋůȦ N រɃងបþង់ (BCD) និងបȺōត់ (L) : x − 1

1
=

y + 1

−1 =
z
1

។
ឃ. គណȺចȿŃយពីចំណɓច A ʶបþង់ (BCD) រួចȸញរកȿឌƹȦūȦតɁƤȦត ABCD ។

៧. ʸកöăងǓȦȱប់ʋយតǕȦុយអរតណូȿŘសȿ់នទិសʯវĜȮņȿន (O ,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ŞȦʣយចំណɓច A(2, 2, 0), B(0, 2, 2), C(1, 0, 1)

។(បាក់ឌុប ២៧ សីហា ២០០៩)

ក. រកសមីȧរសÿ៊ែរƌȦលȿនផçិត [AB] ។ រកកូអរʋůȦចំណɓចǓȦសពÿȸំងពីរɃងសÿ៊ែរ និង បȺōត់ (d) ƌȦល

ȿនសមីȧរȻŘɁŘƚȦǐȦ


x = 1 + t
y = 2 + t (t ∈ R)
z = 2

។

ខ. រកកូអរʋůȦƹȦវុĜចទ័រ −→n =
−−→
CA × −→

CB ។ គណȺƻôȦǊȦɈ △ABC ។ រកសមីȧរបþង់ (ABC) ។
គ. បþង់ (ABC) ជួប ox ǐȦង់ M និង ជួប oz ǐȦង់ N ។ រកកូអរʋůȦ M និង N បȫŖញȷ −−→

AB =
−−−→
MN និង 

−−→
MA.

−−−→
MN = 0 ȸញបɐņកត់ȷ ABNM ȮǐȦីʁណƂȦង ។

ឃ. រកចȿŃយពីចំណɓច D(0, 2, 0) ʶបþង់ (ABC) រួចȸញរកȿឌūȦˏȦƤȦតƹȦ DBCA ។
៨. កöăងតǕȦុយអរតូណរȿŘល់ȿនតិសʯវĜជéȿន (0,®i,®j,®k) ŞȦឲȦüចំណɓច A(−1, 2, 1), B(1,−6, 1), C(2, 2, 2) ។

(បាក់ឌុប ២៦ កក្កដា ២០១០)

ក. គណȺ −−→AB x −−→AC។កំណតស់មីȧរបþង់ (P) ƌȦលȧតȶ់មចំណɓច A, B, និង C  żើយȿនវុĜចទរ័ណរȿŘល់
®n។ កំណត់សមីȧរȻŘɁŘƚȦǐȦƹȦ (d) ȧត់ȶមចំណɓច j(−2, 0, 0) និងȿនវុĜចទ័រ˒Ȧប់ទិស ®u(3.0.1)។

ខ. រកកូអរʋůȦƹȦផçិត I និងȧំ r ƹȦសÿ៊ែ(S)ƌȦលȿនសមីȧរ x2 + y2 + z2 − 2y + 2z − 2 = 0 ។រក
កូអរʋůȦƹȦចំណɓចǓȦសពÿរɃង(S)និងបȺōត(់d)។

ទំនាក់ទំនង់ទូរស័ព្ទęǓខ ០៩៦៧៣ ០០ ៣៩៣ ទំព័រទី ១៥
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៩. កöăងតǕȦុយអរតូណរȿŘល់ȿនតិសʯវĜជéȿន (0, ®i , ®j , ®k) ŞȦឲȦüចំណɓច A(, 1, 24), B(2,−1, 3), C(−2, 3,−2)

។ (បាក់ឌុប ២៥ កក្កដា ២០១១)

ក. រកសមីȧរសòង់ȱរƹȦសÿ៊ែរ S ƌȦលȿនផçិត A និងȧំ r =
1

2
|−→BC | ។ សមីȧរƹȦបþង់ (P) ƌȦលȿនវុĜចទ័រ

ណរȿŘល់ −−→AC żើយȧត់ȶមចំណɓច C żើយȿនវុĜចទ័រ˒Ȧប់ទិស −−→
AB ។

ខ. រកចȿŃយ DBA ពចីំណɓច B ʶ A ។ រកចȿŃយ DBd ពចីំណɓច B ʶបȺōត់ d ។រកចȿŃយ DDP ពចីំណɓច
D(3,−3,−3) ʶបþង់ (P) ។

គ. រកƻôȦǊȦɈǓȦŷȦឡĄˉȦម និង ƻôȦǊȦɈរបស់ǐȦីʁណƌȦលសង់ŷើវុĜចទ័រ −−→BA និង −→
BC ។

១០. ŞȦȿនចំណɓច M(−1, 0, 1),N(0, 1, 2), P(1, 2,−1) សóិតʸកöăងតǕȦុយអរតូណរȿŘល់ȿនទិសʯវĜជéȿន
(0, ®i , ®j , ®k) មួយ ។ ŞȦʣយបþង់ α មួយƌȦលȿនសមីȧរ (α) : x − 2y + z − 4 = 0 ។
(បាក់ឌុប ៦ សីហា ២០១២)

ក. រកកូអរʋůȦƹȦ ®n =
−−−→
MN × −−→

MP រួចȸញរកសមីȧរបþង់ βƌȦលȧត់ȶមចំណɓច M,N, P ។
ខ. រកសមីȧរសÿ៊ែរ S មួយƌȦលȿនផçិត M żើយȧត់ȶមចំណɓច N ។ ūើបþង់ α ជួបនិងសÿ៊ែរ S ƌȦរឬŭȦ ?

១១. ʸកöăងតǕȦុយអរតណូȿŘលȿ់នទិសʯវĜជéȿន (0, ®i , ®j , ®k) ŞȦឲបចីំណɓច A(1, 0, 1), B(0, 2, 2) និង  C(2, 1, 0)

។ (បាក់ឌុប ៥ សីហា ២០១៣)

ក. បȫŖញȷǐȦីʁណ ABC ȮǐȦីʁណƂȦងǐȦង់ចំណɓច A ។
ខ. គណȺ ®n =

−−→
ABX

−−→
AC រួចរកសមីȧរបþង់ ABC ។

គ. រកសមȧីរȻŘɁŘƚ៉ȦǐȦនសបនȶ្ត់ d ƌȦលȧតȶ់ម D(1,−1, 3) żើយƂȦងនិងបþង់ ABC ǐȦងក់ំពូល M
។ រកកូងរʋůȦចំណɓច M ។

១២. កöăងតǕȦុយអរតូណȿŘល់ȿនទិសʯវĜជéȿន (0, ®i , ®j , ®k) ŞȦȿនចំណɓច A(2, 2, 1), B(4,−2, 0), C(3, 1, 1)

D(1, 5, 2) ។ បȫŖញȷ ABCD ȮǓȦŷȦឡĄˉȦម រួចរកƻôȦǊȦɈǓȦŷȦឡĄˉȦមůȦះ ។
(បាក់ឌុប ១៣ តុលា ២០១៤ ęើកទី ២)

ក. រកសមីȧរȻŘɁŘƚ៉ȦǐȦƹȦបȺōត់ ƌȦលȧត់ȶមចំណɓច A(2, 2, 1)និង B(4,−2, 0) ។
ខ. រកសមីȧរបþង់ ƌȦលȧត់ȶមចំណɓច A(2, 2, 1), B(4,−2, 0), C(3, 1, 1) ។

១៣. ŞȦȿនវុĜចទ័រ ®u = ®i − ®j + 2®k , ®v = −®i + 2®j + 2®k , ®w = ®i + ®j − 2®k ។ (បាក់ឌុប ២៤ សីហា ២០១៥)

ក. រកវុĜចទ័រ ®u + ®v ខ. រកវុĜចទ័រ ®u×®u គ. រកវុĜចទ័រ ®u + ®v

១៤. ʸកöăងǓȦȱប់ʋយតǕȦុយអរតូណរȿŘល់ (0, ®i , ®j , ®k) ŞȦȿនចំណɓច M(2, 3, 4),N(2, 5, 6), P(4, 6, 7) និង 
Q(3, 4, 5) ។  (បាក់ឌុប ២២ សីហា ២០១៦)

ក. រកវុĜសចទ័រ −−−→MN និង −−→
QP ។

ខ. ȸញȷ MNPQ ȮǓȦŷȦឡĄˉȦម ។
១៥. កöăងលំហǓȦȱប់ʋយតǕȦុយ (o , ®i , ®j , ®k) ŞȦȿនចមណɓច A(−2, 1, 0), B(0, 1, 1), C(1, 2, 2) និង D(0, 3,−4)

។ (បាក់ឌុប ២១ សីហា ២០១៧)

ក. រកវុĜចទ័រ −−→AB,−−→AC,−−→AD,−→BC,−−→BD,−−→CD ។
ខ. គណȺǓȦƞȦង AB,AC,AD , BD , CD ។ ȸញបȫŖញȷǐȦីʁណ ABD និង ACD ƂȦងǐȦង់ A ។

១៦. កöăងលំហǓȦȱប់ʋយតǕȦុយ អរតណូរȿŘល់ (o , ®i , ®j , ®k)ŞȦȿនចំណɓច A(1, 2, 3), B(3, 0, 1), C(−1, 0, 1),D(2, 1, 2)

។ (បាក់ឌុប ២០ សីហា ២០១៨)

ទំនាក់ទំនង់ទូរស័ព្ទęǓខ ០៩៦៧៣ ០០ ៣៩៣ ទំព័រទី ១៦



ĘៀបĘៀង និង បƁǓៀនȺយɪĔǓŮǓពុទ្ធិពងǓ¦ កŸǓង់លំហាត់ƃǓើសĘÃសកŸǓិតវÂទǓǻល័យ
ក. គណȺ −−→

AB,
−−→
AC,

−−→
AD ,

−→
BC   ។

ខ. បȫŖញȷចំណɓច A, B និង C មិនʸŷើបȺōត់ƑȦមួយ ។
គ. បȫŖញȷវុĜចទ័រ ®n(0, 1,−1) ȮវុĜចទ័រណរȿŘល់ʶនិងបþង់ (ABC) ។

១៧. កöăងលំហǓȦȱប់ʋយតǕȦុយអរតណូរȿŘល់ (o , ®i , ®j , ®k) ŞȦȿនចំណɓច A(1,−1, 4), B(7,−1,−2), C(1, 5,−2)
។ (បាក់ឌុប ១៩ សីហា ២០១៩)

ក. គណȺកូអរʋůȦរបស់វុĜចទ័រ −−→AB,
−−→
AC,

−→
BC ។

ខ. ˕Ȧយបំភþឺȷចំណɓច A, B, C កំណត់Ȼនបþង់មួយ ។
គ. បȫŖញȷវុĜចទ័រ ®n(1, 1,−1) ȮវុĜចទ៧រណរȿŘល់ʶនិងបþង់ (ABC) ។

ឃ. ȸញបȫŖញȷសមីȧររបស់បþង់ (ABC) ។
ង. បȫŖញȷǐȦីʁណ(ABC)ȮǐȦីʁណសម័ងȦĀ ។

១៨. ʸកöăងតǕȦុយអរតូណȿŘល់
(
O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

ŞȦȿនចំណɓច A (1, 1, 1) , B (2, 3, 4) , C (6, 5, 2) ,D (7, 7, 2) ។
(ūǓǑបឋម ១៤ វÂច្ឆិកា ២០០២)

ក. បȫŖញȷ ABCD ȮǓȦŷȦឡĄˉȦម ។
ខ. គណȺƻôȦǊȦɈǓȦŷȦឡĄˉȦមʔះ ។

១៩. ŞȦȿន ៣ ចំណɓច A(−1, 1, 2), B(0, 2, 4), C(−1, 3, 1) ។ (ūǓǑបឋម ១៤ វÂច្ឆិកា ២០០៣)

ក. គណȺផលគុណ −−→
AB × −→

BC រួចȸញបɐņត់ȷចំណɓច A, B, C រត់មិនǐȦង់ȩŏ ។
ខ. គណȺƻôȦǊȦɈƹȦǐȦីʁណ ABC ។

២០. ʸកöăងតǕȦុយអរតូណȿŘល់ƹȦលំហŞȦʣយបþង់(P)និងសÿ៊ែរ(S)Ŷៀងȩŏ(P) : x + 2y + 2z + 5 = 0 និង
(S) : x2 + y2 + z2 − 2x − 4y + 4z = 0 ។ (ūǓǑបឋម ១៣ វÂច្ឆិកា ២០០៤)

ក. រកកូអរʋůȦƹȦផóិត I និងȧំ R ƹȦសមីȧរសÿ៊ែរ ។
ខ. បȫŖញȷបþង់ (P) ȧត់ȶមសÿ៊ែរ (S) ចូរសមីȧរបȵɑបþង់ǖȦបនឹងបþង់ (P) ƌȦរប៉ះនិងសÿ៊ែរ ។

២១. ʸកöăងតǕȦុយអរតូណȿŘល់
(
O , ®i , ®j , ®k

)
ŞȦȿនចំណɓច A(4,−2, 0), B(1, 2, 2), C(2,−1, 0),D(2,−2,−1) ។

(ūǓǑបឋម ១៥ វÂច្ឆិកា ២០០៥)

ក. កំណត់សមីȧរȻŘɁŘƚȦǐȦƹȦបȺōត់ d ƌȦលȧត់ȶមចំណɓច A ƌȦលȿនវុĜចទ័រ˒Ȧប់ទិស −−→
CD ។

ខ. សរŻȦរសមីȧរបþង់ (P) ƌȦលȧត់ȶមចំណɓច B żើយƂȦងʶនិងបȺōត់ (d) ។
គ. រកកូរʋůȦƹȦចំណɓចǓȦសពÿរɃងបȺŋត់ (d) និងបþង់ (P) ។

២២. កöăងǓȦȱបត់ǕȦុយអរតណូȿŘលȿ់នទិសʯវĜȮņȿន
(
O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

ŞȦʣយចំណɓច A(3, 2, 0), B(0,−1, 3)
។ (ūǓǑបឋម ១៦ វÂច្ឆិកា ២០០៦)

ក. រកសមីȧរបþង់ Q ƌȦលȧត់ȶមចំណɓច A żើយƂȦងនិងបȺōត់ (AB) ។
ខ. ŞȦʣយចំណɓច R(5, 0, 0), S(0, 5, 0), T(0, 0,−5) ។ űôĔងȼōតȷ់ចំណɓច R, S, T សóិតʸŷើបþង់ (Q) ។
គ. គណȺǓȦƞȦង AB និងƻôȦǊȦɈǐȦីʁណ RST ។

២៣. កöăងǓȦȱប់តǕȦុយអរតូណȿŘល់ȿនទិសʯវĜȮņȿន (O ,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ŞȦʣយបȺōត់ ២ ƌȦលȿនសមីȧរ

(D1) :
x
1
=

y − 1

−2 =
z
3

និង

(D2) :

{
3x + y − 5z + 1 = 0

2x + 3y − 8z + 3 = 0
។ (ūǓǑបឋម ១៦ វÂច្ឆិកា ២០០៧)

ទំនាក់ទំនង់ទូរស័ព្ទęǓខ ០៩៦៧៣ ០០ ៣៩៣ ទំព័រទី ១៧



ĘៀបĘៀង និង បƁǓៀនȺយɪĔǓŮǓពុទ្ធិពងǓ¦ កŸǓង់លំហាត់ƃǓើសĘÃសកŸǓិតវÂទǓǻល័យ
ក. ˕Ȧយបɐņក់ȷបȺōត់ (D1) និងបȺōត់ (D2) អរតូកូȵល់ȩŏ ។
ខ. ūើបȺōត់ (D1) និងបȺōត់ (D1) ȧត់ȩŏƌȦរឬŭȦ ?
គ. បþង់ (P) មួយȿនសមីȧរ 2x + 3y + z − 12 = 0 រកចȿŃយពីគល់តǕȦុយ O ʶបþង់ (P) ។

២៤. កöăងតǕȦុយអរតូណȿŘល់ȿនទិសʯវĜȮņȿន
(
O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

ŞȦʣយបþង់ (P) មួយƌȦលȧត់ȶមចំណɓច
A(1, 0, 0), B(0, 2, 0), C(0, 0, 3) ។ (ūǓǑបឋម ១៣ វÂច្ឆិកា ២០០៩)

ក. គណȺចȿŃយ |OI | ពីគល់ O មកបþង់ (P) ។
ខ. űôĔងȼōត់ទំȺក់ទំនង 1

|OI |2 =
1

|OA|2 +
1

|OB |2 +
1

|OC |2 ។

២៥. កöăងតǕȦុយអរតូណȿŘល់ȿនទិសʯវĜȮņȿន
(
O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

ƹȦលំហŞȦʣយចំណɓច A(1, 1, 1), B(2, 2, 0)

។ (ūǓǑបឋម ១២ វÂច្ឆិកា ២០១០)

ក. សរŻȦរសមីȧរបþង់ (P) ȧត់ȶមចំណɓច A និងȿនវុĜចទ័រណȿŘល់ −−→OA ។
ខ. បȺōត់ (D) ȧត់ȶមចំណɓច B żើយǖȦនʶនិងវុĜចទ័រ −−→OA ។ រកកូអរʋůȦƹȦ H ȮចណំɓចǓȦសពçរɃង

បþង់ (P) និងបȺōត់ (D) រួចរកចȿŃយពីចំណɓច A ʶវុĜចទ័រណរȿŘល់ −−→OA ។
២៦. ʸកöăងតǕȦុយអរតូណȿŘល់ȿនទិសʯវĜȮņȿន (O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) ŞȦȿនចំណɓច A(1, 1, 0), B(0, 0, 2)

, C(1,−2, 3),D(1,−2, 0) ។ រកសមីȧរសÿ៊ែរ ƌȦលȧត់ȶមចំណɓច A, B, C,D ។ (ūǓǑបឋម ១៨ វÂច្ឆិកា ២០១១)

២៧. ʸកöăងតǕȦុយអរតណូȿŘលȿ់នទិសʯវĜȮņȿន (O ,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k )ŞȦʣយចំណɓច A(2, 0, 1), B(0, 1,−3), C(1, 2, 0)

។ (ūǓǑបឋម ២៣ វÂច្ឆិកា ២០១២)

ក. គណȺ ®n =
−−→
AB × −−→

AC ។
ខ. គណȺƻôȦǊȦɈ ABC ។

២៨. ʸកöăងតǕȦុយអរតូណȿŘល់ȿនទិសʯវĜȮņȿន (O ,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) ŞȦʣយបីចំណɓច A(1, 0,−2), B(2, 1,−1)

, C(1,−2, 2) ។ (ūǓǑបឋម ៧ ធ្នª ២០១៤)

ក. គណȺǓȦƞȦងǎȦុង AB និង BC ƹȦǐȦីʁណ ABC ។
ខ. M និង N ȮចំណɓចកȵɑលŶៀងȩŏƹȦǎȦុង AB និង BC ។ ចូររកកូអរʋůȦƹȦចំណɓច M និង N ។

២៩. ʸកöăងតǕȦុយអរតណូȿŘលȿ់នទិសʯវĜȮņȿន (O ,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k )ŞȦʣយបចីំណɓច A(1, 2, 1), B(2, 0, 3), C(−1, 2, 0)

។ (ūǓǑបឋម ១៥ វÂច្ឆិកា ២០១៥)

ក. គណȺផលគុណវុĜចទ័រ −−→AB × −−→
AC រួចបȫŖញȷ A, B, C មិនសóិតʸŷើបȺōត់ƑȦមួយ ។

ខ. គណȺƻôȦǊȦɈǐȦីʁណ △ABC ។
៣០. ʸកöăងតǕȦុយអរតណូȿŘលȿ់នទិសʯវĜȮņȿន (O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) ŞȦʣយ ៤ ចំណɓច I(3,−1, 5),M(4, 2,−1)

,N(1,−2, 3),A(1, 1, 5) ។ (ūǓǑបឋម ២២ វÂច្ឆិកា ២០១៦)

ក. ចូរសរŻȦរសមីȧរʶʶƹȦបþង់ (P) ȧត់ȶមចំណɓច I ,M,N ។
ខ. គណȺƻôȦǊȦɈƹȦǐȦីʁណ IMN និង សរŻȦរសមȧីរȻŘɁŘƚȦǐȦƹȦបȺōត់ (d) ȧត់ȶមចំណɓច A និង  

ȧត់ȶមបþង់ (P) ។
៣១. ʸកöăងតǕȦុយអរតណូȿŘលȿ់នទិសʯវĜȮņȿន (O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) ŞȦʣយ ៣ ចំណɓច A(3,−1, 2), B(0,−4, 2)

, C(−3, 2, 1) ។ (ūǓǑបឋម ២៥ វÂច្ឆិកា ២០១៧)

ក. រកកូអរʋůȦƹȦវុĜចទ័រ −−→AB,
−→
BC,

−−→
AC និងគណȺបរȿǐȦƹȦǐȦីʁណ △ABC ។

ទំនាក់ទំនង់ទូរស័ព្ទęǓខ ០៩៦៧៣ ០០ ៣៩៣ ទំព័រទី ១៨



ĘៀបĘៀង និង បƁǓៀនȺយɪĔǓŮǓពុទ្ធិពងǓ¦ កŸǓង់លំហាត់ƃǓើសĘÃសកŸǓិតវÂទǓǻល័យ
ខ. កំណត់ǓȦųȦទƹȦǐȦីʁណ △ABC និង គណȺƻõȦǊȦɈរបស់Ƀ ។

៣២. ʸកöăងតǕȦុយអរតណូȿŘលȿ់នទិសʯវĜȮņȿន (O ,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) ŞȦʣយ ៤ ចំណɓច M(−4, 2, 0),N(0, 2, 2)

, P(2, 4, 4),Q(0, 6,−8) ។ (ūǓǑបឋម ៣០ វÂច្ឆិកា ២០១៨)

ក. រកវុĜចទ័រ −−−→MN ,
−−→
MP ,

−−−→
MQ ,

−−→
NP ,

−−→
NQ ,

−−→
PQ ។

ខ. គណȺǓȦƞȦង MN,MP,MQ ,NQ , PQ បȫŖញȷǐȦីʁណ △MNQ និង △MPQ ƂȦងǐȦង់ M ។
៣៣. ʸកöăងតǕȦុយអរតូណȿŘល់ (O ,−→i ,

−→
j ,

−→
k ) ŞȦʣយចំណɓច A(2, 2, 2), B(2, 0, 1), C(4, 1,−1) ។

(ūǓǑអនុ. ១១ តុលា ២០០២)

ក. បȫŖញȷǐȦីʁណ △ABC ȮǐȦីʁណƂȦងǐȦង់ B ។
ខ. រកសមីȧរបþង់ȧត់ȶមបីចំណɓចůȦះ ។

៣៤. ʸកöăងតǕȦុយអរតូណȿŘល់ (O ,−→i ,
−→
j ,

−→
k ) ŞȦʣយបþង់ (α) និង (β) ȿនសមីȧរŶៀងȩŏ

(α) : 3x − 2y + 2z − 5 = 0 និង (β) : 4x + 5y − z + 1 = 0 ។ (ūǓǑអនុ. ១៥ តុលា ២០០៣)

ក. ˕Ȧយបɐņក់ȷបþង់ (α) អរតូកូȵល់បþង់ (β) ។
ខ. សរŻȦរសមីȧរȻŘɁŘƚȦǐȦƹȦបȺōត់ƌȦលǓȦសពÿƹȦបþង់ (α) និង β ។

៣៥. កöăងតǕȦុយអរតណូȿŘលŞ់Ȧȿន A(1, 4, 2), B(2, 1, 3), C(−2, 2−2) ។ គណȺǊȦɈƻôȦƹȦ △ABC រួចបȫŖញȷ
△ABC ȮǐȦីʁណƂȦង ។ (ūǓǑអនុ. ១៧ តុលា ២០០៤)

៣៦. សរŻȦរសមីȧរƹȦបþង់ (E) ƌȦលȧតȶ់មចំណɓច M(1, 2−3) ƌȦលǖȦបȮមួយបþង (Q) : 2x−4y−z+4 = 0

រូចគណȺចȿŃយបþង់ (P) ʶបþង់ (Q) ។ (ūǓǑអនុ. ៣ វÂច្ឆិកា ២០០៥)

៣៧. ʸកöăងតǕȦុយអរតូណȿŘល់ (O ,−→i ,
−→
j ,

−→
k ) ŞȦʣយ A(1, 1, 0), B(0, 2, 2), C(1,−2, 3),D(1,−2, 0) ។ រក

សមីȧរសÿ៊ែរȧត់ȶមȸំង ៤ ចំណɓចȨងŷើ ។ (ūǓǑអនុ. ១៣ តុលា ២០០៦)

៣៨. ʸកöăងតǕȦុយអរតូណȿŘល់ (O ,−→i ,
−→
j ,

−→
k ) ŞȦʣយបþង់ (P) និង សÿ៊ែរ (S) ƌȦលȿនសមីȧរ

(P) : x + 2y + 2z + 5 = 0, (S) : x2 + y2 + z2 − 2z − 4y + 4z = 0 ។ (ūǓǑអនុ. ១៦ តុលា ២០០៧)

ក. កំណត់កូអរʋůȦផçិត និងȧំƹȦសÿ៊ែរ (S) ។
ខ. បȫŖញȷបþង់ (P) ȧត់សÿ៊ែរ (S) ។
គ. រកសមីȧរបȵɑបþង់ǖȦបនិងបþង់ (P) ប៉ះនិងសÿ៊ែរ (S) ។

៣៩. ʸកöăងតǕȦុយអរតណូȿŘល់ (O ,−→i ,
−→
j ,

−→
k )ŞȦʣយ ៤ ចំណɓច គឺ A(−2, 0, 1), B(0, 10, 3), C(2, 0,−1),D(5, 3,−1)

។ (ūǓǑអនុ.១៦ តុលា ២០០៨)

ក. សរŻȦរសមីȧររបþង់ (P) ƌȦលȧត់ȶមចំណɓច A, B, C ។
ខ. សរŻȦរសមីȧរបȺōត់ƌȦលȧត់ȶមចំណɓច D żើយƂȦងនិងបþង់ (P) ។
គ. សរŻȦរសមីȧរសÿ៊ែរផçិត D żើយƂȦងនិងបþង់ (P) ។

៤០. ʸកöăងតǕȦុយអរតូណȿŘល់ (O ,−→i ,
−→
j ,

−→
k ) ŞȦʣយ ៣ ចំណɓច A(1, 4, 3), B(2, 11, 4), C(−3,−3, 4) ។ (ūǓǑ

អនុ.១៥ តុលា ២០០៩)

ក. បȫŖញȷ ៣ ចំណɓច A, B, C មិនសóិតʸŷើបȺōត់ƑȦមួយ ។
ខ. សរŻȦរសមីȧរបþង់ (P) ƌȦលȧត់ȶម ៣ ចំណɓចȨងŷើ ។
គ. គណȺƗôȦǊȦɈƹȦǐȦីʁណ AB ។

ទំនាក់ទំនង់ទូរស័ព្ទęǓខ ០៩៦៧៣ ០០ ៣៩៣ ទំព័រទី ១៩



ĘៀបĘៀង និង បƁǓៀនȺយɪĔǓŮǓពុទ្ធិពងǓ¦ កŸǓង់លំហាត់ƃǓើសĘÃសកŸǓិតវÂទǓǻល័យ
៤១. ʸកöăងតǕȦុយអរតណូȿŘល់ (O ,−→i ,

−→
j ,

−→
k ) ŞȦʣយ ៣ ចំណɓច A(6, 4,−2), B(6, 2, 0), C(4, 2,−2) ។ (ūǓǑអនុ.

១៥ តុលា ២០១០)

ក. បȫŖញȷǐȦីʁណ ABC ȮǐȦីʁណសម័ងȦĀ ។
ខ. ŞȦʣយចំណɓច S(3, y , z) ។ គណȺតƾþȦ y , z ŦើមȦ÷ីʣយ SABC ȮពីɁមីតនិយ័តƌȦលȿនកំពុល S

។
៤២. ʸកöăងតǕȦុយអរតណូȿŘលȿ់នទិសʯវĜȮņȿន (O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) ŞȦʣយបȺōត់ l មួយƌȦលកំណតʋ់យ (l) :

x = t
y = −3 + 3t (t ∈ R)
z = −2 + 2t

និង បþង់ (P)ȧត់ȶមបȺōត់ l និង ȧត់ȶមចំណɓច A(1, 2, 1) ។ រកកូអរʋůȦƹȦចំណɓច

ǓȦសពÿរɃងបþង់ (P) និងអ័កȦĀ z′oz ។ (ūǓǑអនុ.១៥ តុលា ២០១១)

៤៣. ʸកöăងតǕȦុយ (O ,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) ŞȦʣយសÿ៊ែរ (S) : (x − 1)2 + (y − 2)2 + (z + 2)2 = 16 ។ (ūǓǑអនុ.១៥ តុលា

២០១២)

ក. រកកូអរʋůȦƹȦចំណɓចǓȦសពÿរɃងសÿ៊ែរ (S) Ȯមួយ −−→
Ox ,

−−→
O y ,

−→
Oz ។

ខ. ȶង A1,A2 ȮចំណɓចǓȦសពÿរɃងសÿ៊ែររɃង (S) និង −−→
Ox ។ រកសមីȧរបþងƌ់Ȧលប៉ះសÿ៊ែរ (S) ǐȦងច់ំណɓច

A1 និង A2 ។
៤៤. ŞȦʣយពីɁŘមិត SABCD ȿនȻត ABCD ȮចតុʁណƂȦងƌȦលȿនបʏɑយ AB = a ទទឹង AD = b

ǑȦនុង (SA)⊥ បþង់ (ABCD) និងǓȦƞȦង SA = 2a ។ M ȮចំណɓចមួយʸǑȦនុង (SA) ƌȦល AM = x ʋយ
0 ≤ x ≥ 2a ។ បþង់ (MBC) ȧត់ǑȦនុង (SD) ƹȦពីɁŘមីត SABCD ǐȦង់ N ។ (ūǓǑអនុ.១៥ តុលា ២០១៣)

ក. កំណត់Ɂងរបស់ចតុʁណ BCNM ។
ខ. កំណត់តƾþȦ x ŦើមȦ÷ីʣយចតុʁណ BCNM ȿនƻôȦǊȦɈធំបំផុត និង តូចបំផុត ។

៤៥. ʸកöăងតǕȦុយអរតណូរȿŘល់ (O ,−→i ,
−→
j ,

−→
k )ƌȦលȿនទិសʯវĜជéȿនŞȦʣយ ៤ ចំណɓច A(2, 1, 3), B(3, 6, 1)

, C(2, 0, 2),D(1,−5, 4) ។ (ūǓǑអនុ.១៥ តុលា ២០១៤)

ក. ˒Ȧប់ǓȦųȦទចតុʁណ ABCD រួចគណȺƻôȦǊȦɈ SABCD ។
ខ. សរŻȦរសមីȧរȻŘɁŘƚȦǐȦƹȦបȺōត់ (D) ȧត់ȶមចំណɓច A żើយǖȦបនិង −→

BC ។
គ. សរŻȦរសមីȧរƹȦបþង់ (P) ȧត់ȶមចំណɓច A, B និង D ។

៤៦. ŞȦȿនចំណɓច A(2, 1, 3) និង បþង់ (P) : 2x + y − 3z − 28 = 0 ។ (ūǓǑអនុ.១៥ តុលា ២០១៦)

ក. រកចំណɓច H និង A′ ʋយ H ȮចំʏលƂȦងƹȦ A មកŷើបþង់ (P) និង H ȮចំណɓចកȵɑលƹȦ [AA′]
។

ខ. គណȺចȿŃយពីចំណɓច A ʶបþង់ (P) និងសរŻȦរសមីȧរȻŘɁŘƚȦǐȦƹȦបȺōត់ (△) ȧត់ȶមចំណɓច
M(3, 2, 5) żើយƂȦងនិងបþង់ (P) ។

គ. សរŻȦរសមីȧរទូʶƹȦបþង់ (H) ȧត់ȶមចំណɓច I(3,−1, 5) żើយƂȦងនិងបȺōត់ (AM) ។
៤៧. ʸកöăងតǕȦុយអរតូណរȿŘល់ (O ,−→i ,

−→
j ,

−→
k ) ŞȦȿនបȺōត់ d ȧត់ȶមចំណɓច I(1,−3, 3) żើយǖȦបʶនិង

វុĜចទ័រ ®v = (−1, 2, 1) និងȿនបþង់ (P) មƌួȦលȿនសមីȧរ (P) : 2x + y − 2z +9 = 0 ។ (ūǓǑអនុ.១៥ តុលា ២០១៧)

ក. សរŻȦរសមȧីរȻŘɁŘƚȦǐȦƹȦបȺōត់ d និងរកកូអរʋůȦƹȦចំណɓច D ʸŷើបȺōត់ d ʋយដឹងȷចȿŃយ
ពីចំណɓច D ʶបþងŻûើរ និង ២ ។

ខ. រកកូʋůȦចំណɓចǓȦសព្ A រɃងបȺōត់ d និងបþង់ (P) ។
ទំនាក់ទំនង់ទូរស័ព្ទęǓខ ០៩៦៧៣ ០០ ៣៩៣ ទំព័រទី ២០



ĘៀបĘៀង និង បƁǓៀនȺយɪĔǓŮǓពុទ្ធិពងǓ¦ កŸǓង់លំហាត់ƃǓើសĘÃសកŸǓិតវÂទǓǻល័យ
៤៨. ʸកöăងǐȦីʁណ ABC កនþះបȺōត់ពុះមុំƹȦ ∠B និង ∠C ǓȦសពÿȩŏǐȦង់ I ។ ȶម I ŞȦគួសបȺōត់មួយǖȦបនិង

បȺōត់ AB żើយǖȦបនិងបȺōត់ AB ǐȦង់ D និង BC ǐȦង់ E ˕Ȧយបɐņកȷ់ DE = AB + BE ។ (ūǓǑអនុ.១៨
តុលា ២០១៩)

៤៩. ʸកöăងតǕȦុយអរតូណរȿŘល់ (O ,−→i ,
−→
j ,

−→
k ) ŞȦȿនចំណɓច D(2, 4, 6), E(6, 4, 2), F(−2,−4, 4) ។

ក. រកវុĜចទ័រ −−→DE,
−−→
DF,

−→
EF ។

ខ. បȫŖញȷ D , E, F មិនសóិតʸŷើបȺōត់ƑȦមួយ ។
គ. រកសមីȧរបþង់ȧត់ȶមចំណɓច D , E, F ។

ទំនាក់ទំនង់ទូរស័ព្ទęǓខ ០៩៦៧៣ ០០ ៣៩៣ ទំព័រទី ២១



ĘៀបĘៀង និង បƁǓៀនȺយɪĔǓŮǓពុទ្ធិពងǓ¦ ķ្នǓកលំហាត់
៣៤ ķ្នǓកលំហាត់ķ្នǓកលំហាត់

១. គណនាផលគុណស�ាែលរៃនវុិចទ័រ −→u និង −→v ខាងេ«កោម÷

ក. −→u = (−2, 0, 3) និង −→v = (3, 1,−2)

ខ. −→u = 2
−→
i −4

−→
j +

−→
k និង −→v = −−→i +2

−→
j +3

−→
k

គ. −→u =
−→
i − −→

j +
−→
k និង −→v = −2−→j + 3

−→
j − 2

−→
k

ឃ. −→u =
−→
j +

−→
k និង −→v =

−→
i + 3

−→
j − −→

k

២. េគមាន ៤ ចំណុច A(1, 2,−2), B(2, 3,−2), C(0, 3,−2),D(1, 2,−2 +
√
2) ស¡ិតក¤±ងត«មុយ អរតូណរម៉ាល់មានទិសេដៅ

វិជ�មាន (O ,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k )។

ក. េដៅកំពូល A, B, C,D ៃនេត«តាែអត ABC ។ បង¯ាញថា AB = AC = AD េហើយបន¢ាត់ AB,AC,AD ែកងរវាងគ¤ា
ពីរៗ។

ខ. បង¯ាញថា AD ជាកម§ស់ចំេពោះµាត ABC ៃនេត«តាែអត ABCD េហើយទាញរកមាឌ ៃនេត«តាែអត ABCD។

គ. គណនាផលគុណវុិចទ័រ
−→
N =

−→
BC × −−→

BD និង ៃផ¢«កឡាៃន BCD ។ រកសមីការប¬ង់ ៃន«តីេកោណ BCD ។

ឃ. រកសមីការµ៉ារ¹ាែម៉តៃនបន¢ាត់ L ែដលកាត់តាម A េហើយែកងនឹងប¬ង់ BCD «តង់ ចំណុច H ។ រកកូអរេដោេនៃន H ។

៣. េនៅក¤±ងលំហ«បដាប់េដោយត«មុយអរតូណរម៉ាល់
(
o ,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

េគឲចំណុច A(3, 2, 0) និង K(0,−1, 3) ។

ក. ចូរសរេសរសមីការប¬ង់ P ែដលកាត់តាមចំណុច A េហើយែកងនឹងបន¢ាត់ AK ។

ខ. េគឲªចំណុច B(5, 0, 0), C(0, 5, 0),D(0, 0,−5) ។ េផ¢¸ងផ¢ាត់ថា B, C,Dជាចំណុចរបស់ប¬ង់ P ។

គ. គណនា«បែវង AK រួចទាញរកមាឌេត«តាែអ៊ត KBCD ។

៤. េនៅក¤±ងលំហ«បដាប់េដោយត«មុយអរតនូរម៉ាលម់ានទិសេដៅវិជ�មាន
(
o ,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

េគឲចំណុច A(0, 2, 2) និង បន¢ាត់ D ែដល

មានសមីការµ៉ារ¹ាែម៉«ត


x = 1 + t
y = 1 − t (t ∈ R)
z = 2 − t

។

ក. បង¯ាញថាប¬ង់ P : x − y − z + 4 = 0 កាត់តាម A េហើយែកងនឹងបន¢ាត់ D ។

ខ. ប¬ង់ P កាតអ់័ក® Ox «តង់ M,O y «តង់ N,Oz «តង់ P ។ រកកូអរេដោេនៃនចំណុច M,N, P រួចសងច់ំណុច A,M,N, P

េនៅក¤±ងត«មុយ
(
O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

។

គ. បង¯ាញថា«តីេកោណ MNP ជា«តីេកោណសម័ង®។

ឃ. គណនា
−−→
MP × −−−→

MN �រួចទាញរកៃផ¢«កឡាៃន«តីេកោណ MNP ។

៥. ក¤±ងត«មុយអរតូណរម៉ាល់មានទិសេដៅវិជ�មាន
(
O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

មួយេគឲចំណុច A(1, 0, 1), B(−1, 1, 2), C(−1, 1, 0)
,D(2,−1,−2)។

ក. កំណត់កូអរេដោេនៃន
−−→
BA × −→

BC។ ចូរគណនាៃផ¢«កឡាៃន △ABC ។

ខ. កំណត់សមីការប¬ង់ ABC ។ បង¯ាញថា D < ABC ។

គ. គណនា
(−−→
BA × −→

BC
)
· −−→BD ។ ទាញរកមាឌេត«តាែអ៊ត ABCD ។

ទំនាក់ទំនង់ទូរស័ព្ទęǓខ ០៩៦៧៣ ០០ ៣៩៣ ទំព័រទី ២២



ĘៀបĘៀង និង បƁǓៀនȺយɪĔǓŮǓពុទ្ធិពងǓ¦ ķ្នǓកលំហាត់
៦. ក¤±ងត«មុយអរតូណរម៉ាល់មានទិសេដៅវិជ�មាន

(
O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

េគឲចំណុ A(1, 1, 0), B(0, 2, 2), C(1,−2, 3) ។

ក. គណនាផលគុណ
(−−→
AB × −−→

AC
)

។ រួចទាញប´�ាក់ថា A, B, C រត់មិន«តង់ជួរគ¤ា (ឬមិនឋិត េនៅេលើបន¢ាត់ែតមួយ)។

ខ. សរេសរសមីការប¬ង់ P ែដលកាត់តាមចំណុច A, B, C ។

គ. រកសមីការµ៉ារ¹ាែម៉តៃនបន¢ាត់ L ែដលកាត់តាមចំណុច D(1,−2, 0) េហើយែកងនឹង ប¬ង់ P រួចរកកូអរេដោេនៃនចំណុច M
«បសព­រវាងប¬ង់ P នឹងបន¢ាត់ (L)។

ឃ. រកសមីការែស­៊រែដលកាត់តាមបួនចំណុច A, B, C,D ។

៧. ក¤±ងត«មុយអរតូណរម៉ាល់ទិសេដៅវិជ�មាន
(
O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

េគឲចំណុច A(3, 1, 4), B(−1, 2, 5), C(5,−2, 3) ។

ក. រកសមីការµ៉ារ¹ាែម៉ត និង សមីការឆ¬±ះៃនបន¢ាត់ D ែដលកាត់តាមចំណុច C និងវុិចទ័រ «µាប់ទិស
−−→
AB ។

ខ. រកសមីការប¬ង់ P ែដលកាតត់ាមវុិចទ័រនម៉ាល់
−−→
AC េហើយកាត់តាមចំណុច B ។ រកសមីការែស­៊រ S ែដលមានអង�ត់ផ�ិត [AB]

។

គ. គណនា
−−→
AB × −−→

AC។ គណនាៃផ¢«កឡាៃន«តីេកោណ ABC ។ M ជាចំណុច«បសព­រវាង បន¢ាត់ D និង ប¬ង់ P ។ គណនា

កូអរេដោេនៃនចំណុច M ។

៨. ក¤±ងត«មុយអរតូណរម៉ាល់មានទិសេដៅវិជ�មាន
(
O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

មួយ េគមានចំណុច A(1, 0, 0), B(0, 2, 0), C(0, 0, 3) ។

ក. សង់ចតុមុខ OABC ។

ខ. កំណត់កូអរេដោេនៃនវុិចទ័រ
−→
N =

(−−→
AB × −−→

AC
)

។ គណនាៃផ¢«កឡា«តីេកោណ ABC ។

គ. បង¯ាញថាប¬ង់ ABC មានសមីការ
x
1
+

y
2
+

z
3
= 1 ។

ឃ. គណនា
(−−→
OA × −−→

OB
)
· −−→OC ។ ទាញរកមាឌៃនចតុមុខ OABC ។

៩. ក¤±ងត«មុយអរតូណរម៉ាល់
(
O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

មួយេគមានចំណុច A(4,−2, 0), B(1, 2, 2)C(2,−1, 0),D(2,−2,−1) ។

ក. កំណត់សមីការµ៉ារ¹ាែម៉តៃនប¬ង់ d ែដលកាត់តាម  A េហើយមានវុិចទ័រ«µាប់ទិស
−−→
CD ។

ខ. កំណត់សមីការប¬ង់ P ែដលកាត់តាម B េហើយែកងបន¢ាត់ CD ។

គ. កំណត់កូអរេដោេនៃនចំណុច«បសព­រវាង d និង P ។

១០. ក. េនៅក¤±ងត«មុយអរតណូរម៉ាល់
(
O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

ែដលមានទិសេដៅវិជ�មាន (ឯកតាេលើអ័ក®េស©ើ  1cm ) ចូរេដៅចំណុច A(2, 0, 2), B(1, 2, 0), C(0, 2, 3)

។

ខ. រកសមីការµ៉ារ¹ាែម៉តៃនបន¢ាត់ D ែដលកាត់តាម A េហើយ«សបនឹង
−→
BC។

គ. គណនា |−−→AB | និង |−−→AC |។«µាប់«បេភទៃន«តីេកោណ ABC ។

ឃ. គណនា
(−−→
AB × −−→

AC
)

។ ទាញថា A, B, C មិនឋិតក¤±ងប¬ង់ែតមួយ ។ រកសមីការប¬ង់ ABC ។ គណនា«កឡាៃផ¢ៃន«តីេកោណ

ABC ។
ង. រកមាឌេត«តាែអ៊ត OABC ។ ទាញរកចម�ាយពីគល់ O េទៅប¬ង់ ABC ។

១១. េគឲªចំណុច A(1, 1, 1), B(2, 3, 4), C(6, 5, 2) ស¡ិតក¤±ងត«មុយអរតូណរម៉ាល់
(
O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

។

ក. សរេសរសមីការµ៉ារ¹ាែម៉ត និង សមីការឆ¬±ះៃនបន¢ាត់ L ែដលកាត់តាម D(7, 7, 5) េហើយ មានវុិចទ័រ«µាប់ទិស
−→u =

(−−→
AB × −−→

AC
)

។

ខ. សរេសរសមីការប¬ង់ ABC ។ ទាញថា A, B, C មិនរត់«តង់គ¤ា ។ េផ¢¸ងផ¢ាត់ថា ចំណុច D ស¡ិតក¤±ងប¬ង់ ABC ។

គ. បង¯ាញថា ABCD ជា«បេលឡ²«កាម រួចគណនា«កឡាៃផ¢«បេលឡ²«កាម ABCD ។

ឃ. សង់«បេលឡ²«កាម ABCD ក¤±ងត«មុយអរតូណរម៉ាល់
(
O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

។

ង. គណនាមាឌពីរ¹ាមីត OABCD រួចទាញរកចម�ាយពីចំណុច O េទៅប¬ង់ ABC ។

ទំនាក់ទំនង់ទូរស័ព្ទęǓខ ០៩៦៧៣ ០០ ៣៩៣ ទំព័រទី ២៣



ĘៀបĘៀង និង បƁǓៀនȺយɪĔǓŮǓពុទ្ធិពងǓ¦ ķ្នǓកលំហាត់
ច. សរេសរសមីការែស­៊រែដលមានអង�ត់ផ�ិត AD ។

១២. េគឲចំណុច A(−1,−2,−3), B(−2, 0, 1), C(−4,−1,−1) េនៅក¤±ងត«មុយអរតូណរម៉ាល់
(
O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

។

ក. សង់ចំណុច A, B, C ។

ខ. គណនា
(−−→
AB × −−→

AC
)

រួចសរេសរសមីការប¬ង់ ABC ។

គ. េផ¢¸ងផ¢ាត់ថា D(2, 0, 1) េនៅក¤±ងប¬ង់ ABC ។

ឃ. រកសមីការប¬ង់ Q ែដល«សបនឹងប¬ង់ ABC េហើយកាត់តាម E(0, 1, 1) ។

ង. រកចម�ាយពីចំណុច D េទៅប¬ង់ Q ។

ច. េគឲ d :
x − 1

m
=

y + 2

2m − 1
=

z + 3

2
។ កំណត់តៃម¬ m េដើម¥ីឲ

A. បន¢ាត់ d កាត់ប¬ង់ ABC ។
B. បន¢ាត់ d «សបប¬ង់ ABC ។
C. បន¢ាត់ d ែកងប¬ង់ ABC ។

១៣. ក¤±ងត«មុយអរតូណរម៉ាល់មានទិសេដៅវិជ�មាន
(
O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

េគមានចំណុច A(0, 5, 3), B(7, 0, 1), C(2, 2,−2) ។

ក. គណនា
(−−→
AB × −−→

AC
)

រួចទាញប´�ាក់ថា A, B, C មិនរត់«តង់គ¤ា ។

ខ. សរេសរសមីការប¬ង់ (ABC) ែដលមានវុិចទ័រណរម៉ាល់
(−−→
AB × −−→

AC
)

។

គ. គណនា CA និង CB រួចប´�ាក់«បេភទៃន«តីេកោណ △ABC ។

ឃ. េគឲចំណុច B′(x , 0, 1) ។ គណនា x ែដលនាំឲª △AB′C ែកង«តង់ C ។

ង. គណនា«កឡាៃផ¢«តីេកោណ △ABC ។

១៤. ក¤±ងត«មុយអតូណរម៉ាល់មានទិសេដៅវិជ�មាន
(
O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

។ េគមានចំណុច A(2, 0, 0), B(0, 2, 0), C(2, 2, 4) ។

ក. ចូរេដៅចំណុច A, B, C ។

ខ. គណនា«បែវង |−−→AB |, |−−→AC |, |−→BC | រួចទាញប´�ាក់«បេភទ«តីេកោណ △ABC ។

គ. E, F,G ជាចំណុចកណ ាលេរៀងគ¤ាៃន BC,AC,AB ។

ឃ. រកកូអរេដោេនៃនវុិចទ័រ
−→
AE,

−→
BF,

−−→
CG ។ (មិនµាច់េដៅចំណុច E, F,G េទ)

ង. រកសមីការµ៉ារ¹ាែម៉តៃនបន¢ាត់ AE, BF, CG ។

ច. រកកូអរេដោេនៃនវុិចទ័រ −→n =
−−→
CA × −→

CB ។ រួចគណនា«កឡាៃផ¢ៃន«តីេកោណ ABC ។ ទាញរក«បែវង CG ។

ឆ. គណនា
(−−→
OA × −−→

OB
)
· −−→OC ។ ទាញរកមាឌៃនេត«តាែអត OABC ។

១៥. ក¤±ងត«មុយអរតូណរម៉ាល់
(
O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

មានទិសេដៅវិជ�មាន ។

ក. សង់ចំណុច A(0, 4, 3), B(1, 0, 2), C(3, 2, 0) ។

ខ. សរេសរសមីការµ៉ារ¹ាែម៉តៃនបន¢ាត់ D ែដលកាត់តាម B និងមានវុិចទ័រ «µាប់ទិស
−→
BC ។ រួចទាញរកសមីការឆ¬±ះៃន D ។

គ. សរេសរសមីការប¬ង់ P ែដលកាត់តាម A េហើយែកងនឹងវុិចទ័រ
−→
BC។

ឃ. រកកូអរេដោេនចំណុច«បសព­រវាង D និង P ។

ង. គណនា
−→
BC × −−→

BAរួចគណនា«កឡាៃផ¢«តីេកោណ ABC ។

ច. គណនាមាឌេត«តាែអ៊ត OABC ។ គណនាចម�ាយពីចំណុច O េទៅប¬ង់ ABC ។

១៦. ក¤±ងត«មុយអរតណូរម៉ាល់
(
O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

ែដលមានទិសេដៅវិជ�មាន ។ េគមានចំណុច A(1, 0,−2), B(2, 1, 2), C(3,−1, 1)
,D(2,−3, 0) ។

ក. «សាយបង¯ាញថា A, B, C មិនរត់«តង់គ¤ា ។

ទំនាក់ទំនង់ទូរស័ព្ទęǓខ ០៩៦៧៣ ០០ ៣៩៣ ទំព័រទី ២៤



ĘៀបĘៀង និង បƁǓៀនȺយɪĔǓŮǓពុទ្ធិពងǓ¦ ķ្នǓកលំហាត់
ខ. រកសមីការប¬ង់ ABC រួចទាញបង¯ាញថា D < (ABC) ។

គ. គណនាមាឌរបស់ចតុមុខ DABC ។

ឃ. រកសមីការែស­៊រ S ែដលចារឹកេ«កៅចតុមុខ DABC ។

ង. សរេសរសមីការប¬ង់ែដលប៉ះនឹងែស­៊រ S «តង់ចំណុច A និង D ។

ច. គណនាកូសុីនុសៃនមុំ«សួច ែដលផ�±ំេដោយប¬ង់ប៉ះែស­៊រទាំងពីរេនះ ។

១៧. េគឲបីចំណុច A(2, 0, 0), B(0, 2, 0), C(0, 0, 2) េនៅក¤±ងត«មុយអរតូណរម៉ាល់
(
O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

។

ក. េដៅចំណុច A, B, C ។

ខ. េផ¢¸ងផ¢ាត់ថាប¬ង់មានសមីការ x + y + z = 2 កាត់តាមចំណុច A, B, C ។

គ. យក H(x , y , z) ជាចំណុចមួយេនៅក¤±ងប¬ង់ ABC ។ កំណត់ x , y , z េដើម¥ីឲ
−−→
OHអរតូកូណាល់នឹងប¬ង់ ABC ។

ឃ. «សាយប´�ាកថ់ា
−−→
AHនិង

−→
BC អរតកូណូាលគ់¤ាេហើយ

−−→
CH និង

−−→
AB អរតកូណូាលគ់¤ា ។ ទាញថា H ជាអរតសូងៃ់ន«តីេកោណ

ABC ។
ង. គណនាចម�ាយ OH ។

១៨. ក¤±ងត«មុយអរតូណរម៉ាល់មានទិសេដៅវិជ�មាន
(
O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

មួយ េគមានចំណុច A(1,−2, 0), B(1, 0, 4), C(0, 3, 3) ។

ក. ចូរេដៅចំណុច A, B, C ។

ខ. រកសមីការប¬ង់ P ជាប¬ង់េមដªាទ័រៃន AB ។

គ. រកសមីការµ៉ារ¹ាែម៉តៃនបន¢ាត់ D កាត់តាមចំណុច C េហើយែកងនឹងប¬ង់ P ។

ឃ. រកកូអរេដោេនៃនចំណុច«បសព­ M រវាង D និង P ។

ង. រកសមីការែស­រ S ែដលមានអង�ត់ផ�ិត AB ។

១៩. ក¤±ងត«មុយអរតូណរម៉ាល់មានទិសេដៅវិជ�មាន
(
O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

មួយ េគឲចំណុចបី A(2, 3, 0), B(0,−3, 2), C(−2, 3, 4)។

ក. ចូរសង់«តីេកោណ ABC ។

ខ. រកកូអរេដោេនៃនវុិចទ័រ
−−→
BA និង

−→
BC ។ បង¯ាញថា △ABC ជា«តីេកោណសមµាត។

គ. រកសមីការែស­៊រ S ែដលមានអង�ត់ផ�ិត AB ។ រកកូអរេដោេនចំណុច «បសព­ទាំងពីររវាងែស­៊រ S និងបន¢ាត់
L : x = 1 + t , y = 3t , z = 1 + t , t ∈ R ។

ឃ. រកកូអរេដោេនចំណុច D េដើម¥ីឱª ABCD ជា«បេលឡ²«កាម។ គណនា«កឡាៃផ¢«បេលឡ²«កាម ABCD ។

២០. ក¤±ងត«មុយអរតណូរម៉ាលម់ានទិសេដៅវិជ�មាន
(
O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

មួយេគឲប¬ង់ P កាត់តាមចំណុច A(3, 2, 4) េហើយ«សបនឹងប¬ង់

Q ែដលមានសមីការ 2x + 3y − 2z − 6 = 0 ។

ក. ប´�ាក់កូអរេដោេនៃនវុិចទ័រណរម៉ាល់ n1 ៃនប¬ង់ Q ។ រកសមីការប¬ង់ P ។

ខ. បង¯ាញថាប¬ង់ Q ែកងនឹងប¬ង់ R ែដលមានសមីការ 2x − 6y − 7z + 22 = 0 ។

គ. េផ¢¸ងផ¢ាត់ថាចំណុច B(2, 2, 2) ជាចំណុចរួមៃនប¬ង់ Q និងប¬ង់ R ។

ឃ. គណនា −→u = −→n1 × −→n2 ែដល −→n2 ជាវុិចទ័រណរម៉ាល់ៃនប¬ង់ R ។

ង. ទាញរកសមីការµ៉ារ¹ាែម៉តៃនបន¢ាត់ D ែដលជា«បសព­រវាងប¬ង់ Q និងប¬ង់ R ។

២១. ក¤±ងត«មុយអរតូណរម៉ាល់មានទិសេដៅវិជ�មាន
(
O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

មួយ េគមាន ចំណុច A(2, 0, 3), B(0, 2, 1), C(1, 2, 3) ។

ក. រកសមីការែស­៊រ S មានអង�ត់ផ�ិត AB ។ រកកូអរេដោេនៃនចំណុច«បសព­ ទាំងពីរ រវាងែស­៊រ S នឹងបន¢ាត់ d ែដលមានសមីការ
x = 1 + t , y = 1 + t , z = 2 + t ែដល t ជាµ៉ារ¹ាែម៉ត។

ខ. រកសមីការប¬ង់ ABC រួចរកកូអរេដោេនចំណុច«បសព­រវាងប¬ង់ ABC និងបន¢ាត់ d ។

គ. គណនា
(−−→
AB × −−→

AC
)
· −−→OA រួចទាញរកមាឌេត«តាែអត OABC ។

ទំនាក់ទំនង់ទូរស័ព្ទęǓខ ០៩៦៧៣ ០០ ៣៩៣ ទំព័រទី ២៥



ĘៀបĘៀង និង បƁǓៀនȺយɪĔǓŮǓពុទ្ធិពងǓ¦ ķ្នǓកលំហាត់
ឃ. គណនាចម�ាយពី O េទៅប¬ង់ ABC រួចទាញរក ៃផ¢«កឡាៃន △ABC ។

២២. ចំណុច A(1, 2, 1), B(3, 1, 2), C(3, 3, 4) ស¡ិតក¤±ងត«មុយអរតូណរម៉ាល់មានទិសេដៅវិជ�មាន
(
O ,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

មួយ ។

ក. បង¯ាញថា △ABC ជា«តីេកោណែកង។ គណនាៃផ¢«កឡា △ABC ។

ខ. រកសមីការប¬ង់ P កាត់តាមចំណុច A និង B េហើយែកងេទៅនឹងប¬ង់ Q : x + y + z + 1 = 0 ។

គ. រកសមីការµ៉ារ¹ាែម៉តៃនបន¢ាប់«បសព­រវាងប¬ង់ P និង Q េដោយយក z = 1 + t ែដល tជាµ៉ារ¹ាែម៉ត។

ឃ. េគឲប¬ង់ R : 4x − 2y − 6z + 1 = 0 ។ បង¯ាញថាប¬ង់ P «សបនឹងប¬ង់ R ។ រកចម�ាយ ពីប¬ង់ P េទៅប¬ង់ R ។

ង. រកសំណុំចំណុច M(x , y , z) ែដល
−−→
AM · −−→BM = 1។

២៣. េគឲ«បេលពីែប៉តែកង ABCDEFGH ែដលមាន
−−→
DA =

−→
i ,

−−→
DC = 2

−→
j និង ។

−−→
DH = 2

−→
k ជាត«មុយអតូនរម៉ាល់មាន

ទិសេដៅវិជ�មាន (D ,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k )។

ក. ចូរគូសរូប«បេលពីែប៉តែកង ABCDEFGH ។ ប´�ាក់កូអរេដោេនចំណុច A, B, C,D , E, F,G,H ។

ខ. គណនាផលគុណៃនវុិចទ័រ
−−→
AC × −−→

AH រួចទាញរកសមីការប¬ង់ ACH ។

គ. d1 ជាចម�ាយពីចំណុច F េទៅប¬ង់ ACH និង d2 ជាចម�ាយពីចំណុច D េទៅប¬ង់ ACH បង¯ាញថា d1 = 2d2 ។

ឃ. េ«បៀបេធៀបមាឌ V1 ៃនចតុមុខ FACH និងមាឌ V2 ៃនចតុមុខ DACH ។

ង. គណនា«កឡាៃផ¢ៃន«តីេកោណ △ACH រួចគណនាមាឌ V2 ។ ទាញរកមាឌ V1 ។

២៤. ក¤±ងត«មុយអរតូរម៉ាល់ មានទិសេដៅវិជ�មាន
−−→
DA =

−→
i ,

−−→
DC = 2

−→
j េគឲ A(1, 1, 1), (2, 3, 4), C(6, 5, 2) ។

ក. កំណត់កូអរេដោេនចំនុច D េដើម¥ីឲ ABCD ជា«បេលឡ²«កាម និង កំណត់ៃផ¢«បេលឡ²«កាមេនះ។

ខ. កំណត់សមីការប¬ង់ ABC និងសមីការµ៉ារ¹ាែម៉តបន¢ាត់ L កាត់តាម C ែកងនឹងប¬ង់ ABCD ។

២៥. ក¤±ងត«មុយអរតណូរម៉ាលម់ានទិសេដៅវិជ�មាន
−−→
DA =

−→
i ,

−−→
DC = 2

−→
j េគឲចំណុច A, B, C,D , E ែដល A(1,−1, 3), B(0, 3, 1)

, C(6,−7,−1),D(2, 1, 3), E(4,−6, 2)
ក. កំណត់សមីការប¬ង់ ABD និងសមីការµ៉ារ¹ាែមតបន¢ាត់ EC ។ បង¯ាញថា EC អរតូកូរណាល់ និង ប¬ង់ ABD ។

ខ. កំណត់កូរអរេដោេនចំនុច F ែដលជាចំនុច«បសព­រវាងបន¢ាត់ EC េនងប¬ង់ ABD ។

២៦. ក¤±ងត«មុយអរតូណម៉ាល់មានទិសេដៅវិជ�មាន
−−→
DA =

−→
i ,

−−→
DC = 2

−→
j េគឲចំណុច A(2, 0,−1), B(3,−2, 0), C(2, 1,−4)

។

ក. កំណត់សមីការប¬ង់ (ABC) និង ៃផ¢«កឡា«តីេកោណ △ABC ។

ខ. កំណត់កូរអេដោេនៃនចំណុច D េដើម¥ីឲ ABCD ជា«បេលឡ²«កាម ។ គណនាៃផ¢«បេលឡ²«កាមេនះ។

គ. កំណតស់មកីារµ៉ារ¹ាែមតបន¢ាត់ L កាត់តាមចំណុច 0 េហើយអតកូរណាលន់ឹងប¬ង់ ABC ។ ទាញរកកូអរេដោេនចំណុច H ជាេជើង

ៃនចំេណោលែកងចំណុច0េលើប¬ង់ ABC ។

២៧. ក¤±ងត«មុយអតរូណម៉ាលម់ានទិសេដៅវិជ�មាន
−−→
DA =

−→
i ,

−−→
DC = 2

−→
j េគឲចំណុច A(1, 2, 3), B(3, 0, 3) ។ េគតាង I កណ ាល

[AB] និង ែស­៊រ (S) ។

ក. កំណត់សមីការទូេទៅៃនែស­៊រ (S) ។

ខ. កំណត់សមីការប¬ង់ P ប៉ះែស­៊រ (S) «តង់ A ។

២៨. ក¤±ងត«មុយអរតណូរម៉ាលម់ានទិសេដៅវិជ�មាន
−−→
DA =

−→
i ,

−−→
DC = 2

−→
j េគមានប¬ងព់ីរ P : x+y−z = 4, P′ : 2x−4y+z = 3

។

ក. េដោយយក z = t ចូរកំណត់សមីការបន¢ាត់ d ែដលជា«បសព­រវាង P, P′ ។

ខ. កំណត់សមីការប¬ង់ R កាត់តាមចំណុច A(2,−1, 0)េហើតែកងនឹងបន¢ាត់ d ។

ទំនាក់ទំនង់ទូរស័ព្ទęǓខ ០៩៦៧៣ ០០ ៣៩៣ ទំព័រទី ២៦


