
 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0

( ) ( )'( ) lim
x

dy f x x f xf x
dx x∆ →

+ ∆ −
= =

∆

( ) ( ) ( ) ( )
1

( ) lim
b n

b
k k an

ka

f x dx f x F x F b F aξ
→+∞

=

 = ∆ = = −   ∑∫

0 0 0 0

sin tan 1 ln(1 )lim lim lim lim 1
x

x x x x

x x e x
x x x x→ → → →

− +
= = = =

( )cos sin iz a ib r i re ϕϕ ϕ= + = + =



 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0

( ) ( )'( ) lim
x

dy f x x f xf x
dx x∆ →

+ ∆ −
= =

∆

( ) ( ) ( ) ( )
1

( ) lim
b n

b
k k an

ka

f x dx f x F x F b F aξ
→+∞

=

 = ∆ = = −   ∑∫

0 0 0 0

sin tan 1 ln(1 )lim lim lim lim 1
x

x x x x

x x e x
x x x x→ → → →

− +
= = = =

( )cos sin iz a ib r i re ϕϕ ϕ= + = + =
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េមេរៀនទ០ី១ 

ចំនួនកុំផ�ិច 
 

១-ចំនួនកុំផ�ិ ចទ្រម ង់ ពីជគណ ិ 

 ១.១.និយមន័យ 

  ចំនួនកុផំ�ិចទ្រមង់ពីជគណ ិតគឺជាចំនួនកុំផ�ិចែដលេ្រកយពីប្រង 

 មានរ .z a i b= +  ែដល  ,a b∈ℜ  ។ 

 ១.២.ចំនួនកុផំ�ិចេស�ីគា  

  . .
A a

A i B a i b
B b
=

+ = + ⇔  =
  ែដល  , , ,a b A B∈ℜ  ។ 

 ១.៣.ចំនួនកុំផ�ិចឆា�ស  
  េបី  .z a i b= +   េនាះ .z a i b= −   ែដល  ,a b∈ℜ  ។ 

 ១.៤.្របមា ណវិធីេលីកុំផ�ិចទ្រមង់ពីជគ  

   វធិីបក ( ) ( ) ( ) ( )a ib c id a c i b d+ + + = + + +  

   វធិីដក ( ) ( ) ( ) ( )a ib c id a c i b d+ − + = − + −  

   វធិីគណ( )( ) ( ) ( )a ib c id ac bd i ad bc+ + = − + −  

   វធិីែចក 2 2 2 2
( )( ) .
( )( )

a ib a ib c id ac bd bc adi
c id c id c id c d c d
+ + − + −

= = +
+ + − + +

 

 ២-ចំនួនកុំផ�ិ ចទ្រម ង់្រតីេកណ 

 ២.១.មូ៉ឌុល និង អគុយម៉ង 
 ឧបមាថាេគមានចំនួនកុំផ� . ; ,z a i b a b= + ∈ℜ  ។  
 យក ( , )M a b ជារូបភាពៃ z  ក�ុងប�ង់កុផំ�ិច ( )xoy  ។ 
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 តងr OM= និង θ  ជាមុំផ�ុំ េដOM
→

 និងអក្ ស័( )ox  ។ 

 2 2| |r z OM a b= = = + េហថាម៉ូឌុលនិង arg( )zθ =  េហថាអ 

 ម៉ង់ៃនចំនួនកុំផ�ិច .z a i b= +  ែដល cos a
r

θ =   និង sin b
r

θ =  ។ 

 ២.២.ទ្រមង់្រតីេកណ 

 ចំនួនកុផំ�ិច (cos sin )z r iθ θ= +  ែដល 0r >  និង θ ∈ℜ  េហថាទ្រ 
 ្រតីេកណមា្ 

 ២.៣.្របមា ណវិធីេលីចំនួនកុំផ�ិចក�ុងទ្រមង់្រតីេក 

 ឧបមាថាេគមានពីរចំនួនកុំផ�ិ 

 (cos sin )z r iθ θ= +  និង  (cos sin )w iρ ϕ ϕ= +  

 វធិីគណ  . [cos( ) sin( )]z w r ir θ ϕ θ ϕ× = + + +   

 វធិីែចក [cos( ) sin( )]z r i
w

θ ϕ θ ϕ
r

= − + −  

 ២.៤.របូមន�ដឺមរ ័ 
 ្រគប់ចំនួនព តϕ  និងចំនួនគត់រឺ ឡាទ ហ�n  េគបាន  

 ( )cos sin cos( ) .sin( )ni n i nϕ ϕ ϕ ϕ+ = +  
  

M
 b

 

a
 

y
 

x
 

o
 

r
 

θ
 



 របូមន�គណិតវិទ្យោ ថា�ក១២ 

 

Prepared by LIM PHALKUN  Tel: 017 250 290  3 

 

 ២.៥.ស�័យគុណទីn  

 ្រគប់ចំនួនព តϕ  និង  0r >  និង ចំនួនគត់រឺ ឡាទីហ�n  េគបាន  

 ( ) [ ]cos sin cos( ) .sin( )
n nr i r n i nϕ ϕ ϕ ϕ+ = +    

 ២.៦.ឬសទីn  

 ឧបមាថាេគមានចំនួនកុំផ (cos sin )z r iθ θ= +  ែដល  0 ,r θ> ∈ℜ  

 ឬសទី n  ៃន z  កំណត់េដយ  

 2 2cos .sinn k kw r i
n n

θ π θ π + +    = +        
  

 ែដល  0,1,2,...,( 1)k n= −   ។ 

៣-ចំនួនកុំផ�ិ ចទ្រម ង់ អិចស ្ប៉ូណ ង់ែស 

 ៣.១.របូមន�អឺែល 

  ្រគប់ចំនួនព ត x  េគមានcos sin ixx i x e+ =  ែដល  2.71828e =  

  េហីយ cos
2

ix ixe ex
−+

=   និង sin
2

ix ixe ex
i

−−
=   ។ 

 ៣.២.ទ្រមង់អិចស ្ប៉ូណង់ែស 

  ចំនួនកុផំ�ិច iz r e θ=   ែដល  0 ,r θ> ∈ℜ េហថាទ្រមង់អិចស្ប៉  
  ែស្យល ។ r  េហថាម៉ូឌុល និθ  េហថាអគុយម៉ង 

 ៣.៣.្របមា ណវិធីេលីចំនួនកុំផ�ិចក�ុងទ្រមង់្រតីេក 

 ឧបមាថាេគមានពីរចំនួនកុំផ� iz r e θ=  និង  iw e ϕρ=  

  វធិីគណ    ( ). iz w r e θ ϕr +× =   

   វធិីែចក      ( ). iz r e
w

θ ϕ

r
−=  ។ 

 
www.mathtoday.wordpress.com 

 

http://www.mathtoday.wordpress.com/
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េមេរៀនទ០ី២ 

លមីីតៃនអនុគមន ៍
 

១)ស�� ណលីមីត 

េបី  x  ខិតជិត a េហីយអនុគមន៍ខិតជតិតៃម�Lណាមួ 

េនាះេគកំនត់សរេសរ lim ( )
x a

f x L
→

=   មានន័យថាអនុគមន ( )f x  

មានលីមីតេស�Lកល x  ខិតជិត a  ។ 

២-លីមីតៃនអនុគមន៍្រត ង់ចំនួនកំណត 

 និយមន័យ 
 អនុគមន៍ f  មានលីមីតL  កលណ x  ខិតជិត a  េបី្រគប់ចំនួន 0ε >  
មានចំនួន 0δ >  ែដល 0 | |x a δ< − <  នាំ ឲ 

| ( ) |f x L ε− <   ។   េគកំណត់សរេសរ    lim ( )
x a

f x L
→

=    ។ 

និយមន័យ  
អនុគមន៍ f  ខិតេទរក+∞  ឬ −∞  កលណ x  ខិតជិតa  េបី្រគប់ចំនួន

0M >  មានចំនួន 0δ >  ែដល 0 | |x a δ< − <  នាំ ឲ ( )f x M>   ឬ  

( )f x M< − ។ 

េគកំណត់សរេសរ    lim ( )
x a

f x
→

= +∞  ឬ lim ( )
x a

f x
→

= −∞    ។ 

៣-លីមីតៃនអនុគមន៍្រត ង់ អនន 

និយមន័យ  
អនុគមន៍ f  មានលីមីតL  កលណ x  ខិតេទ+∞  ឬ −∞  េបី្រគប់ចំនួន

0ε >  មានចំនួន 0N >  ែដល  x N>  ឬ x N< −   នាំ ឲ្ | ( ) |f x L ε− <    
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េគកំណត់សរេសរ    lim ( )
x

f x L
→+∞

=   ឬ lim ( )
x

f x L
→− ∞

=   ។ 

 និយមន័យ  
អនុគមន៍ f  មានលីមីត+∞  កលណ x  ខិតេទ+∞ េបី្រគប់ចំនួន 

0M >  មានចំនួន 0N >  ែដល  x N> នាំ ឲ្ ( )f x M>   ។ 

េគកំណត់សរេសរ     lim ( )
x

f x
→ +∞

= +∞  ។ 

 និយមន័យ  
អនុគមន៍ f  មានលីមីត+∞  កលណ x  ខិតេទ−∞  េបី្រគប 
ចំនួន 0M >  មានចំនួន 0N >  ែដល  x N< − នាំ ឲ្ ( )f x M>   ។ 

េគកំណត់សរេសរ    lim ( )
x

f x
→ − ∞

= +∞   ។ 

៤)្រ�មណវិធីេលលីម 

ឧបមាថាអនុន៍ ( )y f x=  និង  ( )y g x=  មានលីមីតកល x a→  
េនាះេគមាន្របមាណវិធីលីមី តដូចខ 

ក) lim ( ) lim
x a x a

f x k k
→ →

= =   ែដល  ( )f x k= អនុគមន៍េថរ 

ខ) [ ]lim ( ) lim ( )
x a x a

k f x k f x
→ →

=  

គ) [ ]lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x g x f x g x
→ → →

+ = +  

ឃ) [ ]lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x g x f x g x
→ → →

− = −  

ង) [ ]lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x g x f x g x
→ → →

= ×  

ច)
lim ( )( )lim

( ) lim ( )
x a

x a
x a

f xf x
g x g x

→

→
→

 
= 

 
 ែដល  lim ( ) 0

x a
g x

→
≠  

៥)លីមីតខងេឆ�ងនិងខងស  

-េបីអនុគមន៍ ( )f x  ខិតជិត Lកលណ xខិតជិត 0x ពីខងេឆ� 
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េនាះL  ជាលីមីតខងេឆ�ង ( )f x េហីយេគកំនត់សរេសរ   

0
lim ( )

x x
f x R

−→
=  ។ 

-េបីអនុគមន៍ ( )f x  ខិតជិត Rកលណ xខិតជិត 0x ពីខងស  

េនាះR  ជាលីមីតខងស�  ( )f x េហីយេគកំនត់សរេសរ 
0

lim ( )
x x

f x R
+→

=  

-អនុគមន៍ ( )y f x= មានលីមីត្រតង 0x  លុះ្រតែតលីមីតខងេឆ
េស�ីនឹងលីមីតខងស�ំ  

៦)លីមីតៃនអនុគមន៍អសនិទា 

 របូមន� ៖ 

 ក) lim n n

x a
x a

→
=   ែដល  0a ≥   និង  , 2n n∈ ≥  

 ខ) lim n n

x a
x a

→
=   ែដល  0a <   និង  , 2n n∈ ≥  

    (ចំនួនគត់េសស) ។ 

 គ) lim ( ) lim ( )n n
x a x a

f x f x
→ →

=   ែដល  0a ≥   និង  , 2n n∈ ≥  

៧)លីមីតៃនអនុគមន៍បណ�ក ់ 

 េបី  f  និង  g  ជអនុគមន៍ពីរែដលមានលីមីត lim ( )
x a

g x L
→

=  

 និង  lim ( ) ( )
x L

f x f L
→

=   េនាះ lim [ ( )] ( )
x a

f g x f L
→

=   ។ 

៨)លីមីតតមករេ្រ�ៀបេ 

ក)េបី  f  និង  g  ជាអនុគមន៍ពីរ េហីយ Aជាចំននពិតមួយ 

ែដលចំេពះ : ( ) ( )x A f x g x∀ ≥ ≥  និង  lim ( )
x

g x
→+∞

= +∞   

  េនាះ lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞   ។ 

ខ)េបី  f  និង  g  ជាអនុគមន៍ពីរ េហីយ A ជាចំនួនព តមួ 
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ែដលចំេពះ : ( ) ( )x A f x g x∀ ≥ ≤  និង  lim ( )
x

g x
→+∞

= −∞   

  េនាះ lim ( )
x

f x
→+∞

= −∞   ។ 

គ)េបី  ,f g  និង h  ជាអនុគមន៍បី េហីយ A ជាចំនួនពិតមួ 

 ែដល : ( ) ( ) ( )x A g x f x h x∀ ≥ ≤ ≤ និង lim ( ) lim ( )
x x

g x h x l
→+∞ →+∞

= =   

 េនាះ lim ( )
x

f x l
→+∞

=   ។ ( λជាចំនួនពិត )  

ឃ)េបី  f  និង  g  ជាអនុគមន៍ពីរ េហីយ A ជាចំនួនព តមួ 

 ែដល : ( ) ( )x A f x g x∀ ≥ ≤ និង  lim ( ) , lim ( ) '
x x

f x g xl l
→+∞ →+∞

= =   

   េនាះ 'λλ ≤   ។ ( λនិង  'λ  ជាចំនួនព ត )  

៩)លីមីតអនន�ៃនអនុគមន ៍

    ក) 2 0
lim

0x

a
ax

a→±∞

 + ∞ >= 
−∞ <

ebI

ebI
   

    ខ) lim 0 ,
x

a a
x→±∞
= ∈ℜ  

១០)លីមីតៃនអនុគមន៍្រតីេកណម 

 ក)
0 0

sinlim lim 1
sinx x

x x
x x→ →

= =  

 ខ) 
0 0

tanlim lim 1
tanx x

x x
x x→ →

= =  

 គ) 
0

1 coslim 0
x

x
x→

−
=  

១១)លីមីតៃនអនុគមន៍អិចស្ប៉ូណ  ង់ែស្ 

 ក)
0

1lim 1
x

x

e
x→

−
=  

 ខ)
0

1lim ln , ( 0 )
x

x

a a a
x→

−
= >  
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 គ) ( )
1

0

1lim 1 lim 1
x

x
x x

x e
x→ →∞

 + = + = 
 

 

 ឃ) 1
lim

0 0 1
x

x

a
a

a→+∞

 + ∞ >= 
< <

ebI

ebI
   

 ង) lim x

x
e

→+∞
= +∞  

 ច) lim 0x

x
e

→−∞
=  

 ឆ) lim
x

x

e
x→+∞
= +∞   

 ជ) lim 0xx

x
e→+∞

=  

 ឈ) lim
x

nx

e
x→+∞

= +∞     

 ញ) lim
n

xx

x
e→+∞

= +∞    ( ែដល n  ជាចំនួនពិតវិ ជមាន )  

១២)លីមីតៃនអនុគមន៍េលក រ 

 ក)
0

ln(1 )lim 1
x

x
x→

+
=  

 ខ) 
0

lim ln
x

x
+→

= −∞  

 គ) lim ln
x

x
→+∞

= +∞  

  ឃ) lnlim 0
x

x
x→+ ∞

=   

 ង)
0

lim ln 0
x

x x
+→

=  

 ច) lnlim 0nx

x
x→+∞

=                    

 ឆ)
0

lim ln 0n

x
x x

+→
=   ( ែដល n  ជាចំនួនពិតវិ ជ�មាន ) 
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េមេរៀនទ០ី៣ 

េដរេីវៃនអនុគមន ៍
 

១-អ្រតបែ្រមប្ 

 េគឲ្យអនុគមន៍ ( )y f x=  មាន្រកបតំ( )C  ។ 
េបីអេថរ  x  ែ្រប្រលពី  1x  េទ 2x  េនាះអនុគមន៍ ( )y f x=   ែ្រប្រប�លព

( )1f x  េទ ( )2f x  េនាះេគបានផលេធៀ y
x

∆
∆

 កំណត់េដយ

( ) ( )2 1

2 1

f x f xy
x x x

−∆
=

∆ −
 េហថាអ្រតបែ្រមប្រម�លមធ្យមៃនអ

( )y f x=  ពី 1x  េទ 2x  ។ 

២-េដរីេវ ្រត ង់ចំណុចម ួ 

២.១.និយមន័យ 
េដរីេវៃ នអនុគមន៍ ( )y f x=  ្រតង់ចំណុច  0x x=  (េបីមាន 

កំណត់េដយ ( ) ( )0
0 0

0

'( ) lim lim
x x xo

f x f xyf x
x x x∆ → →

−∆
= =

∆ −
 

ឬ   ( ) ( ) ( )0 0
0 0

' lim
h

f x h f x
f x

h→

+ −
=   ែដល  0x x h= +    ។ 

២.២.ភាពមានេដរីេវ   
អនុគមន៍ f  មានេដរីេវ្រតង់ចំណុ   0x x=  លុះ្រតែត 
-អនុគមន៍ f  ជាប់្ង់ចំណុច 0x x=  
-េដរីេវខង េឆ�ង និង េដរីេវខងស�ំេស�ី   គា�គ 0 0' ( ) ' ( )f x f x− +=  

ែដល  0 0
0

0

( ) ( )' ( ) lim
h

f x h f xf x
h− −→

+ −
=   (េដរីេវខង េឆ�ង និង  

0 0
0

0

( ) ( )' ( ) lim
h

f x h f xf x
h+ +→

+ −
=  (េដរីេវខ ងស�ំ)  
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៣-េដរីេវេល ចេនា �ះមួ 

អនុគមន៍ f  មានេដរីេវេលីចេន  ា� I  លុះ្រតែតវមានេដរីេវ ្រតង់្រគប់

x I∈  ។េគកំណត់សរេសរ 
0

( ) ( )'( ) lim
x

f x x f xf x
x∆ →

+ ∆ −
=

∆
  ។ 

 សមា�ល  
 េបីេគតង x h∆ =   ែដល  0x∆ →   េនាះ 0h →  

 េគបាន
0

( ) ( )'( ) lim
h

f x h f xf x
h→

+ −
=   ។ 

៤-េដរីេវ ៃនអនុគមន៍បណ�ក  

 េបី  ( )y f u=  និង  ( )u g x=  េនាះេគបាន ' dy dy duy
dx du dx

= = ×      

 ឬ     [ ]( ) '( ) '( )d f u x f u u x
dx

= ×   ។ 

៥-េដរីេវ ៃនអនុគមន៍្រតីេកម្ 

 ៥.១.េដរីេវៃ នអនុគមន៍សីុនូស និង កូសីុនូស 
  េបី  siny x=   េនាះ  ' cosy x=  
  េបី  cosy x=  េនាះ  ' siny x= −  
  េបី  siny u=   េនាះ ' 'cosy u u=   
  េបី  cosy u=   េនាះ ' 'siny u u= −  
  ែដល  ( )u u x=   ។ 
 ៥.២.េដរីេវៃ នអនុគមន៍តង់សង់ នងិ កូតង់សង់ 

 េបី  tany x=   េនាះ  2
2

1' 1 tan
cos

y x
x

= = +  

 េបី  coty x=  េនាះ  2
2

1' (1 cot )
sin

y x
x

= − = − +  
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 េបី  tany u=   េនាះ 2
2
'' '(1 tan )

cos
uy u u

u
= = +   

 េបី  coty u=   េនាះ 2
2
'' '(1 cot )

sin
uy u u

u
= − = − +  

៦-េដរីេវ ៃនអនុគមន៍អិចស្ប៉ូណ  ង់ែស្ 

  េបី  xy e=   េនាះ  ' xy e=  
  េបី  xy a=  េនាះ  ' ln , 0 , 1xy a a a a= > ≠  
  េបី  uy e=   េនាះ ' ' uy u e=   
  េបី  uy a=   េនាះ ' '. lnuy u a a=  

៧-េដរីេវ ៃនអនុកមន៍េលក រីតេន 

  េបី  lny x=  េនាះ 
1'y
x

=  

  េបី  ln( )y ax b= +  េនាះ  ' ay
ax b

=
+

 

  េបី  lny u=   េនាះ '' uy
u

=   

៨-រូបមន�េដរីេវ  

 អនុគមន៍  េដរីេវ  
 1) y a=   (a  ចំនួនេថរ ) ' 0y =  
 2) ny x=   1' ny nx −=  
 3) ny ax=  1' ny nax −=  

 4) y x=   1'
2

y
x

=  

 5) 1y
x

=   2
1'y
x

= −  

 6) n
ay
x

=   1' n
nay
x += −  
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 7) y ax b= +  '
2

ay
ax b

=
+

 

 8) ( )ny ax b= +  1' ( )ny na ax b −= +  

 9) 1y
ax b

=
+

 2'
( )

ay
ax b

= −
+

 

 10) y u v w= + −  ' ' ' 'y u v w= + −  
 11) ny u=   1' ' ny nu u −=  

 12) y u=  ''
2
uy

u
=  

 13) y u v=  ' ' 'y u v uv= +  
 14) y uvw=                           ' ' ' 'y u vw uv w uvw= + +  

 15) uy
v

=   2
' '' u v uvy

v
−

=  

 16) 1y
v

=   2
'' vy

v
= −  

 17) xy e=   ' xy e=  
 18) axy e=  ' axy ae=  

 19) lny x=  1'y
x

=  

 20) ( )lny ax b= +  ' ay
ax b

=
+

 

 21) siny x=  ' cosy x=  
 22) sin( )y ax=  ' ( )y acos ax=  
 23) cosy x=  ' siny x= −  
 24) cos( )y ax=  ' sin( )y a ax= −  

 25) tany x=  2
1'

cos
y

x
=  

 26) tan( )y ax=  2'
cos ( )

ay
ax

=  
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 27) coty x=  2
1'

sin
y

x
= −  

 28) cot( )y ax=  2'
sin ( )

ay
ax

= −  

 29) arcsiny x=  
2

1'
1

y
x

=
−

 

 30) arccosy x=  
2

1'
1

y
x

= −
−

 

 31) arctany x=  2
1'

1
y

x
=

+
 

 32) coty arc x=  2
1'

1
y

x
= −

+
 

 33) uy e=  ' ' uy u e=  

 34) lny u=  '' uy
u

=  

 35) siny u=  ' 'cosy u u=  
 36) cosy u=  ' 'siny u u= −  

 37) tany u=  2
''

cos
uy

u
=  

 38) coty u=  2
''

sin
uy

u
= −  

 39) arcsiny u=  
2

''
1

uy
u

=
−

 

 40) arccosy u=  
2

''
1

uy
u

= −
−

 

 41) arctany u=  2
''

1
uy

u
=

+
 

 42) coty arc u=  2
''

1
uy

u
= −

+
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៩-េដរីេវ បន�បនា �ប 

 េដរីេវៃ នអនុគមន ៍ ( )y f x=  អចមានេដរីេវខ� ួនឯងបន�េទៀ 
 េគេហេដរីេវបន�ប ន ា�ប់ដូចតេទ 

 េដរីេវ ទី1   ( )(1)' '( )dyy f x f x
dx

= = =  

 េដរីេវ ទី2   ( )
2

(2)
2'' ''( )d yy f x f x

dx
= = =  

 េដរីេវ ទី3   ( )
3

(3)
2''' '''( )d yy f x f x

dx
= = =  

 េដរីេវ ទី4   ( ) ( )
4

4 (4)
4

d yy f x
dx

= =  

 --------------------------------------------------------- 

 េដរីេវ ទីn    ( ) ( ) ( )
n

n n
n

d yy f x
dx

= =   ។ 

 
www.mathtoday.wordpress.com 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

http://www.mathtoday.wordpress.com/
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េមេរៀនទ០ី៤ 

អនុវត�ន៍េដរេីវ 

 
១-សមីករបនា�ត់ប៉ះ្រកបតងអនុគម  

 េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា�ត់ នឹង្រកបតងអនុគម ( )y f x=  
     ្រតង់ចំណុច  0x  គឺជាេដរីេវៃន  f  ្រតង់ 0x  គឺ  0'( )m f x=  ។ 
 សមីករបន ា�ត់ប៉ះនឹង្រកបតងអនុ ( )y f x=  
     ្រតង់ចំណុច  0x  គឺ  0 0 0( ) : ( ) '( )( )T y f x f x x x− = −  ។ 

២-ទិសេដអេថរភពៃនអនុគម 

 ២.១.អនុគមនេ៍កីន 
     f  ជាអនុគមន៍េកីនេលីចេន ា I លុះ្រត '( ) 0f x >  ្រគប x I∈  
     លក�ណះ េបី  , Iα β∈  ែដល α β>  នាំ ឲ្ ( ) ( )f fα β<  ។ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ២.២.អនុគមនចុ៍ះ 
     f  ជាអនុគមន៍េកីនេលីចេន ា I លុះ្រត '( ) 0f x <  ្រគប x I∈  
     លក�ណះ េបី  , Iα β∈  ែដល α β>  នាំ ឲ្ ( ) ( )f fα β>  ។ 
 

Y’ 

Y 

X O 

( ) : ( )c y f x=  

( )f α  

( )f β  

α  β  
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៣-បរមេធៀបៃនអនុគមន 

 អនុគមន ៍ f  មានអតិបរមាេធៀប្រត 0x x= កល 

 0

0

'( ) 0
''( ) 0

f x
f x

=
 <

 

 ( )0f x M=   ជាតៃម�អតិបរមាេធៀប 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

O 
Y’ 

Y 

X’ X β  α  

( )f β  

( )f α  

( ) : ( )c y f x=  

y 

x o 

( ) : ( )c y f x=  

0x  

M  
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 អនុគមន ៍ f  មានអប្បបរមាេធៀប្រ 0x x= កល 

 0

0

'( ) 0
''( ) 0

f x
f x

=
 >

 

 ( )0f x m=  ជាតៃម�អបបរមាេធៀប 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

៤-ភពផត េបា៉ង និង ចំណុចរប   

 ៤.១.អនុគមនផ៍ត-េបា៉  
  េបី្រគប់ x I∈  េគមាន ''( ) 0f x <  េនាះេគថ f  ជាអនុគមន 
 េបា៉ង Convex function)េលីចេនា�ះ  I  ។ 
  េបី្រគប់ x I∈  េគមាន ''( ) 0f x <  េនាះេគថ f  ជាអនុគមន 
 េបា៉ង Concave function)េលីចេនា�ះ  I  ។ 
 ៤.២.ចំណុចរបត់ៃនែខ្សេក 
  េគថាចំណុ  ( )0 0,I x y  ជាចំណុ របត់ៃនែខ្សេកងតងអនុគ 
 ( )y f x=  កលណាែខ្សេកងេបា៉ង  េនេល [ ]0,a x  
 េហីយផត(ឬេបា៉ង)េនេ  [ ]0 ,x b  ។ 
  រេបៀបរកចំណុចរបត់របស់ែខ្សេកង ( )y f x=  េគ្រត� ៖ 

o 

y 

x 

( ) : ( )c y f x=  

0x  

m  
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  គណនាេដរីេវទី ពី '' ''( )y f x=  
  េដះ្រសយសម '( ) 0f x =  
  សិក្សោស �� ''( )f x   

-េបី ''( )f x ប�ូរស��េ នសងខងៃន 0x  េនាះែខ្សេ  
 មានចំណុចរបត  ( )( )0 0,I x f x  ។ 

-េបី ''( )f x មិនប�ូរស��េ នាះែខ្សេកងគា�ន  ចំណុចរប ។ 

៥-ចំេណទបរ 

  វធិីរកបរមាកម�ៃនអនុគមន៍មួយអេថ 
 ឧបមាថាេគមានអនុគម ( )y f x=  
 រកេដរីេវ ទីមយួ ' '( )y f x=  
 េដះ្រសយសមី ' '( ) 0y f x= =  មានឬស 0x x=  
 រកេដរីេវ ទីពីរ  '' ''( )y f x=  
 សន�ិដ � 
    -េបី  0''( ) 0f x <  េនាះអនុគមន៍មានតៃម�អតិបរមាេធៀប្ 
 ចំណុច 0x x=   គឺ  0( )f x M=  ។ 
   -េបី  0''( ) 0f x >  េនាះអនុគមន៍មានតៃម�អប្បបរមាេធៀប 
 ចំណុច 0x x=   គឺ  0( )f x m=  ។ 
 -េបី  0''( ) 0f x =  មិនអចសន�ិដ� នបា 
 វធិីស�ស�េដះ្រសយចំេណ 
 ឧបមាថាេគមានអនុគម ( )y f x=  
 ចំេពះល ហត់ទងនិងរូបធរណី មា្រត េគ្រត�វសង់រូប 
 ្រត�វេ្រជីសេរីសអេថរតង(អ��ត) េទ  តម្របធ 
    ែដលេគេចទសួរ  
 ្រត�វដក់លក�ខ ណ�អ��តេដីម្បីឲ្យចំេណាទ  
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 ចង្រកងសមីករែដលទក់ទងតមប្រមាប់ៃន្របធាន និង ត- 
 រូបមន� ែដលចំបាច់ពក់ពន�័ក�ុងចំេណ 
 បេង�ីតអនុគមនម៍យួែដលមានអេថរែតមួយតម វិធីជំន 
    បំបាត់សមីករែដលអចរកតៃម�បរមាកម�បានតម្រទឹស�ី  
 សមា�ល់  
  ក�ងករណីែដល មិនអចបំបាត់បានេគអចេ្របី្រទឹស�ីបទ 
  ក�ុងវសិមភាព ស្រមាប់ែស�ងរកតៃម�បរមាេធៀបក�ុងចំ 

៦-េល្ប�ន និង សំទុះៃនចល 

  ៦. ១.េល្ប�នៃនចល 

  េល្ប�នៃនចលនាមួយេនខ t  គឺ  ( ) ( )' dSV t S t
dt

= =  

  ែដល  ( )S t  ជាចម ា�យចរេនខ t  ។ 
  ៦.២.សំទុះៃនចលន 

  សំទុះៃនចលនាេនខណ t  គឺ  ( ) '( )dVa t V t
dt

= =  ែដល  ( )V t  

  ជាេល្ប�នៃនចលនាេន t   ។ 

៧-ឌីេផរ៉ង់ែស្យ   

 និយមនយ័  
 េបីអនុគមន ៍ ( )y f x= មានេដរីេវេនាះឌីេផរ៉ង់  ែស្យលកំ 
 េដ '( ).dy f x dx= ។ 
  កលណាតៃម x∆  កន់ែតតចេនាះdy  អចជាតៃម�្របែហល y∆  
  េគបាន ( ) ( ) ( ) ( ) '( ).f x x f x y f x dy f x f x x+ ∆ = + ∆ ≈ + = + ∆  ។ 

៨-វិសមភពកំេណនមនកំណ  

 ្រទឹស�ីបទទ១ 
 េគឲ្យ f  ជាអនុគមន៍កំណត់ និង ជាប់ េហីយមានេ ដរីេវេលីចេន  I ។ 
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 េបីមានពីរចំនួនពិតm  និង M   ែដល្រគប់ : '( )x I m f x M∈ ≤ ≤   
 េនាះ្រគប់ចំនួនពិ ,a b I∈  ែដល a b<  េគបាន   
 ( ) ( ) ( ) ( )m b a f b f a M b a− ≤ − ≤ −   ។ 
 ស្រយប�� ក់ 
 តងអនុគមន៍ g  ែដល   ( ) ( )g x f x mx= −   មានេដរីេវេលី  I  

 េគបាន '( ) '( ) 0g x f x m= − ≥   ្រគប់ x I∈  េ្រព '( )f x m≥   េនាះ g  
ជាអនុគមន៍េកីនេលីចេន ា� I  ។ 

 ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ ,a b I∈  ែដល a b<  េគបាន ( ) ( )g a g b≤  
 ឬ ( ) ( )f a ma f b mb− ≤ −   េនាះ ( ) ( ) ( ) ( )f b f a m b a i− ≥ −  
 តងអនុគមន៍h  ែដល   ( ) ( )h x f x Mx= −   មានេដរីេវេលី  I  
េគបាន '( ) '( ) 0h x f x M= − ≤   ្រគប់ x I∈  េ្រព '( )f x M≤  េនាះh  
ជាអនុគមន៍ចុះេលីចេន ា� I  ។ 
ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ ,a b I∈  ែដល a b<  េគបាន ( ) ( )h a h b≥  

 ឬ ( ) ( )f a Ma f b Mb− ≥ −   េនាះ ( ) ( ) ( ) ( )f b f a M b a ii− ≤ −  
 តមទំនាក់ទំន ( ) & ( )i ii  េគបាន  ( ) ( ) ( ) ( )m b a f b f a M b a− ≤ − ≤ −    
 ្រទឹស�ីបទទ២ 
 េគឲ្យ f  ជាអនុគមន៍ មានេដរីេវេលីចេនា  [ , ]a b ។  
 េបីមានពីរចំនួនពិតM   ែដល្រគប [ , ] : | '( ) |x a b f x M∈ ≤  េនាះេគបា 
 | ( ) ( ) | . | |f b f a M b a− ≤ −   ។ 
 ស្រមាយប��  
 េគមាន្រគប [ , ] : | '( ) |x a b f x M∈ ≤  េនាះេគទញ '( )M f x M− ≤ ≤  
 តមវិសមភាពកំេណី  នមានកំណត់េគប 
 ចំេពះa b<  េគបាន ( ) ( ) ( ) ( ) (1)M b a f b f a M b a− − ≤ − ≤ −  
 ចំេពះa b>  េគបាន ( ) ( ) ( ) ( ) (2)M a b f a f b M a b− − ≤ − ≤ −  
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 តម1)និង(2)េគបាន | ( ) ( ) | . | |f b f a M b a− ≤ −   ។ 
 ដូចេនះ្រទឹស�ីបទ្រត�វបាន្រសយប�  

៩-្រទឹស�ីបទរ៉ូ  

 េបី  f  ជាអនុគមន៍ជាប់េលីចេនា [ ],a b  មានេដរីេវេលីចេន  ា( ),a b  
 និង  ( ) ( )f a f b= េនាះមានចំនួ ( , )c a b∈  យា៉ងតិចែដល  '( ) 0f c =  ។ 
 
 
 
 
 
 
 
ស្រមាយប��ក  
េគតង ( ) ( )f a f b λ= =  
-ករណី ទី១ េបី  ( )f x λ=  ្រគប់ [ , ]x a b∈  េនាះ f  ជាអនុគមន៍េថរេលីចេន ា� 

[ ],a b  និង  '( ) 0f x =  ្រគប់ ( ),x a b∈  ។ 
-ករណី ទី២ េបី  ( )f x λ>   ្រគប់ [ ],x a b∈  េនាះ f  មានតៃម�អតិបរមាយា៉ង  
 មយួ្រតង់ x c=  ។ េដយ f  មានេដរីេវ្រតង  x c=  េនាះ '( ) 0f c =  
-ករណី ទី៣ េបី  ( )f x λ<   ្រគប់ [ ],x a b∈ េនាះ f  មនតៃម�អប្បបរមាយា៉ង  
 មយួ្រតង់ x c= េដយ f មានេដរីេវ្រតង  x c=  េនាះ '( ) 0f c =  ។ 

១០-្រទឹស�ីបទតៃម�មធ្យម(ឬ្រទឹស� Lagrange) 

េបី  f  ជាអនុគមន៍ជាេលីចេនា�ះ [ ],a b  មានេដរីេវេលីចេន  ា( ),a b  

េនាះមានចំនួ ( , )c a b∈  យា៉ងតិចមួយែដល
( ) ( )'( ) f b f af c

b a
−

=
−

 ។ 

y   

O   

( ) ( )f a f b=

a b

l

c

'( ) 0f c =

x   
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y   

O   

( )f b

a b

( )f a

c

( )f c

ស្រមាយប��ក់  

យក ( ) ( ) ( ) ( )g x f b f x b xλ= − − −  ែដល  ( ) ( )f b f a
b a

λ −
=

−
 ។ 

េនាះ g  ជាអនុគមន៍ជាប់ក�ុងចេនា [ ],a b  និង មានេដរីេវក�ុ ( ),a b  
េហីយេដយ 

( ) ( ) 0g a g b= = េនាះតម្រទឹស�ីបទរ៉ូល  ( , )c a b∈ មយួយា៉ងតិចែដល
'( ) 0g c =  ។  េដយ '( ) '( )g c f c λ= − + េនាះ '( )f c λ=   ។  

ដូចេនះ  ( ) ( )'( ) f b f af c
b a
−

=
−

  ។ 

  
 
 
 

 

 

 

១១-អនវុត�ន៍េដរីេវ ក�ុងេសដ�កិច� 

េយីងតង ( )C C x=  ជាអនុគមន៍ចំណាយសរុបក�ុងករផលិត សម 
ចំននួ x  េ្រគឿ ,  

( )R R x=  ជាអនុគមន៍ចំណូលសរុប ពីករលក់សម ា�រះចំន x  េ្រគឿ 
និង ( ) ( ) ( )P P x R x C x= = −  ជាអនុគមន៍្របាក់ចំេណញពីករលក់ស  
ចំននួ x  េ្រគឿង 
េគបាន '( )C x  េហថាអនុនៃ៍ន្របាក់ចំណាយបែ 
           '( )R x  េហថាអនុគមន៍ៃន្របាក់ចំណូលប  
           '( )P x   េហថាអនុគមន៍ៃន្របាក់ចំេណញបែន� 
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េមេរៀនទ០ី៥ 
 

អំ ងេត្រកលមិនកំ 

 
១-្រពីមីទីវ 

១.១.និយមនយ័ ៖ 
   េគថាអនុគមន ( )F x  ជា្រពីមីទីវៃ ( )f x  េលីចេនា�ះ  I  កល 
ចំេពះ្រគប x I∈  េគមាន '( ) ( )F x f x=  ។ 
១.២.្រទឹស�ីបទ 
 េបីអនុគមន ៍ ( )F x  និង  ( )G x  ជា្រពីមីទីវៃ ( )f x  េលីចេនា�ះ  I  េនាះ្រគប
x I∈  េគមាន ( ) ( )F x G x C= +  ែដល  :C ជាចំនួនេថរ  

២-អាំងេត្រកលមិនកំន 

២.១.និយមនយ័  
  េបីអនុគមន ៍ ( )F x  ជា្រពីមីទីវៃ ( )f x  េនាះអំងេត្រកលមិនកំន 

អនុគមន៍ ( )f x កំនត់េដយ  ( ). ( )f x dx F x C= +∫ ។  

ែដល  :C ជាចំនួនេថរ  
២.២.លក�ណះ 

   ( ) ( )/ . . . .a k f x dx k f x dx=∫ ∫  

      ( ) ( ) ( ) ( )/ . . .b f x g x dx f x dx g x dx+ = +  ∫ ∫ ∫  

      ( ) ( ) ( ) ( )/ . . .c f x g x dx f x dx g x dx− = −  ∫ ∫ ∫  

៣-រូបមន�សំខន ៗអាំងេត្រកលមិនកំ 

    1. .k dx kx c= +∫      13. 1 .lndx ax b c
ax b a

= + +
+∫  
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    2. 11. .
1

n nx dx x c
n

+= +
+∫  14.   2 .dx ax b c

aax b
= + +

+∫  

 3. lndx x c
x
= +∫             15. 2 2

1 .ln
2

dx x a c
a x ax a

−
= +

+−∫  

   4. 2
1dx c
xx

= − +∫             16 .   2 2
1 . ( )dx xarctn c
a ax a

= +
+∫  

  5. 2dx x c
x
= +∫             17.

2 2
arcsindx x c

aa x
 = + 
 −

∫  

   6. sin . cosx dx x c= − +∫              18. 2 2
2 2

lndx x x a c
a x

= + + +
+

∫  

    7. cos . sinx dx x c= +∫                19. 2 2
2 2

lndx x x a c
x a

= + − +
−

∫  

    8. 2 cot
sin

dx x c
x
= − +∫                 2០. 2 2

1 .ln
2

dx a x c
a a xa x

+
= +

−−∫  

    9. 2 tan
cos

dx x c
x
= +∫                21. cot . ln sinx dx x c= +∫  

   1០. .x xe dx e c= +∫                22. tan . ln cosx dx x c= − +∫                        

   11. .
ln

x
x aa dx c

a
= +∫              23. ( ) 1sin . cosax dx ax c

a
= − +∫  

   12. 1. .ax axe dx e c
a

= +∫         24. ( ) ( )1cos . .sinax dx ax c
a

= +∫  

៤-រូបមន���ូរអេថរ  

    សន�តថាេគមានអំងេត្រក ( ) ( ). ' .I f x x dxf f=   ∫   

    េបីេគតង ( )u xφ=  នាំេអ ( )' .du x dxφ=  

    េគបាន ( ) ( ) ( ) ( ). ' . .I f x x dx f u du F u cf f= = = +  ∫ ∫    ។ 

៥-រូបមន�្ រគឹះៃនអាំងេត្រកលមិនកំ 

 1. .k du ku c= +∫  8. 2 2
1 .ln

2
du x a c

a x au a
−

= +
+−∫  
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 2. 11. .
1

n nu du u c
n

+= +
+∫  9. 2 2

1 .arctandu x c
a au a

= +
+∫  

 3. lndu u c
u

= +∫  10. 2 2
2 2

lndu u u a c
u a

= + + +
+

∫  

 4. 2du u c
u
= +∫  11. 

2 2
arcsindu u c

aa u
= +

−
∫  

 5. 2
1du c
uu

= − +∫  12. tan . ln cosu du u c= − +∫  

 6. .u ue du e c= +∫  13. cot . ln sinu du u c= +∫  

 7. sin . cosu du u c= − +∫  14. .
ln

u
u aa du c

a
= +∫  

៧-រូបមន�អាំងេត្រកលសំខន់ៗគួរចង 

    1. ( ) ( ). ' . .k P x dx k P x c= +∫  

    2. ( ) ( ) ( )11. ' . . , 1
1

n nP x P x dx P x c n
n

+= + ≠ −
+∫  

    3.   ( )
( ) ( )'

. ln
P x

dx P x c
P x

= +∫     4. ( )
( )

( )'
. 2

P x
dx P x c

P x
= +∫  

    5. ( )
( ) ( )2

' 1.
P x

dx c
P xP x

= − +∫       6. ( ) ( ) ( ). ' .P x P xe P x dx e c= +∫  

៨-រូបមន�គណនាអាំងេត្រកលេដយ 

     ឧបមាថាេគមានអនុគមន៍ព ( )u u x=  និង   ( )v v x=  
     េគមាន   ( ). . .d u v v du u dv= +    ( រូបមន�ឌីេផរង៉់ែស្យល) 

     េគបាន   ( ). . .d u v v du u dv= +∫ ∫ ∫ ឬ . . .u v v du u dv= +∫ ∫  

     ដូចេនះ   . . .u dv u v v du= −∫ ∫   ។ 
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េមេរៀនទ០ី៦ 

អំ ងេត្រកលកំ 
 

១-រូបមន�ទ្បិបនិ-ញូតុន 

អំងេត្រកលកំនត់a  េទb ៃនអនុគមន៍ ( )y f x=  ជាផលដក

( ) ( )F b F a−  ។ ែដល  ( )F x  ជា្រពីមីទីវៃ ( )f x  ។  

េគកំនត់សរេសរ៖    ( ). ( ) ( ) ( )
bb

aa

f x dx F x F b F a = = −  ∫  ។ 

២-លក�ណះអាំងេត្រកលកំ 

 ក) ( ). 0
a

a

f x dx =∫                                     

  ខ) ( ) ( ). .
b a

a b

f x dx f x dx= −∫ ∫  

 គ) ( ) ( ). . . .
b b

a a

k f x dx k f x dx=∫ ∫  

 ឃ) ( ) ( ) ( ) ( ). . .
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx+ = +  ∫ ∫ ∫   

 ង) ( ) ( ) ( ) ( ). . .
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx− = −  ∫ ∫ ∫  

 ច) ( ) ( ) ( ). . .
b b b

a a a

f x dx f z dz f t dt= =∫ ∫ ∫  

៣-រូបមន���ូរអេថរ 

  សន�តថាេគមា ( ) ( ). 1
b

a

I f x dx= ∫  
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2 3 4-1

2

3

-1

0 1

1

x

y

a b

(c) :  y = f (x)

 េបីេគតង ( )x tφ=  នាំេអ ( )' .dx t dtφ=  េហីយចំេពះ [ ],x a b∈   
 េនាះ [ ]1 2,t t t∈ ។   

 ដូចេនះ   ( ) ( ) ( )
2

1

. . ' .
tb

a t

I f x dx f t t dtf f= =   ∫ ∫   

  សន�តថាេគមា ( ) ( ) ( ). ' . 2
b

a

I f x x dxf f=   ∫  

 េបីេគតង ( )u xφ=  នាំេអ ( )' .du x dxφ=  
 ចំេពះ  [ ],x a b∈  េនាះ ( ) ( ),u a bφφ ∈    

 េគបាន ( ) ( ) ( )
( )

( )

. ' . .
bb

a a

I f x x dx f u du
f

f

f f= =  ∫ ∫  

៤-រូបមន�គណនាអាំងេត្រកយែផ�ក [ ]. . .
b b

b
a

a a

u dv u v v du= −∫ ∫  

៥-គណនា្រកឡា 

 ក)្រកឡាៃផ�ខ័ណ�េដយែខ្សេកងតងអនុគ មន៍ និង អក្ស័អ  
 ្រកឡាៃផ�ខ័ណ�េដយែខ្ស ( ) ( ):C y f x=  ជាមួយអក្ស័អប់ សុ 
  ( )'x ox និង បនា�ត់  x a=  និង  x b= កំនត់េដយ  

      ( ) ( ) ( ) ( ).
b

b

a
a

S f x dx F x F b F a= = = −  ∫   
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2 3 4 5 6-1

2

3

4

5

-1

0 1

1

x

y

ខ)្រកឡាៃផ�ខ័ណ�េដយែខ្សេក  
 ្រកឡាៃផ�ខ័ណ�េដយែខ្ស ( ) ( )1 :C y f x=  និង ( ) ( )2 :C y g x=   
 េលីចេនា�ះ [ ],a b   ែដល្រគប់ [ ] ( ) ( ), :x a b f x g x∈ ≥  កំនត់េដយ  

 ( ) ( ) .
b

a

S f x g x dx= −  ∫   ។ 

 
 
 
 
 
 
 

៦-គណនាមឌសូលីដបរ ិវត� 

 ក)មាឌសូលីតបរិវត�ន៍កំនត់បានពីររង�ិល្រកឡាៃផ�ខណ�   
 ែខ្សេក( ) : ( )c y f x=  ជុំវញិអក្ ស័អប់សុីសក�ុងចេនា [ ],a b  កំនត់ 

 េដយ [ ] 2( ) .
b

a

V f x dxπ= × ∫ ។ 

 ខ)មាឌសូលីតបរិវត�ន៍កំនត់បានពីររង�ិល្រកឡាៃផ�ខណ�័េដយែខ្ស   
  ( )1 : ( )c y f x=  និង ( )2 : ( )c y g x= ជុំវញិអក្ ស័អប់សុីសក�ុងចេនា  

 [ ],a b  កំនត់េដយ 2 2( ) ( ) .
b

a

V f x g x dxπ  = × − ∫   

 ែដល  [ ]( ) ( ) , ,f x g x x a b ≥ ∀ ∈ 
 

។ 

www.mathtoday.wordpress.com 
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េមេរៀនទ០ី៧ 

សមីករឌីេផ រ៉ង់ែស្ 

 
១.សមីករឌីេផរ៉  ង់ែស្យលលំដប់ទី 

១.១.និយមន័យ ៖  
សមីករឌីេផរង់ែស្យលលីេនែអ៊រអូម៉ូែសនលំដប់ទីមួយមានេ 

េថរគឺជាសមីករែដលមានទំរង់ទូេ( ) : ' 0 ,E y ay a− = ∈y    
១.២.ចេម�ីយសមីករ 

សមីករឌីេផរង់ែស្យលលំដប់ទីម( ) : ' 0 ,E y ay a− = ∈y   
មានចំេលីយទូេទជាអនុគមន៍ទំរ ( ) . axy f x k e= =  ែដល kជាចំនួនពិត 

២.សមីករឌីេផរ៉  ង់ែស្យលដប់ទីពី 

២.១.និយមន័យៈ 
សមីករឌីេផរ៉ ង់ែស្យលេនែអ៊អុមូ៉ែសនលំដប់ទីពីរែដលមេមគុណេថរគឺ

ជាសមីករែដលម្រមង់( ) : '' ' 0 , 0, , ,E ay by cy a a b c+ + = ≠ ∈y  ។ 

២.២.សមីកសមា�ល  
សមីករសមា�ល របស់សមីករឌីេផរ៉ ងែស្ល 

'' ' 0 , 0, , ,ay by cy a a b c+ + = ≠ ∈yជាសមីករដឺេ្រកទីពីរែដលមា
2 0ar br c+ + =  ។ 

២.៣.ចេម�ីយយសមីករឌីេផរ៉ ង់ែសលៈ 

េដីម្បីរកេម�ីយសមីករឌីេផរ៉ ង់ែស្ '' ' 0 , 0, , ,ay by cy a a b c+ + = ≠ ∈y  

េគ្រត�វេដះ្រសយសសមា�ល  2 0ar br c+ + =  ។ 
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-េបី  2 4 0b ac∆ = − >   
េនាះសមីករសំគាល់មានឬស 1r  និង  2r  ក�ុងករណីេ នះសមីក 
ឌីេផរង៉់ែស្យលមានចំេលីយទូេទជាអនុគ៖ 

( ) 1 2. .r x r xy f x A e B e= = +  ែដល  ,A B∈។ 

-េបី  2 4 0b ac∆ = − = េនាះសមីករសំគាល់មានឬស 1 2 02
br r r
a

= = − =   

ក�ុងករណីេ នះសមីករឌេផរង៉់ែស្យលមចំេលីយទូេទជាអនុគម ៖ 

( ) ( ) 0. r xy f x Ax B e= = +  ែដល  ,A B∈។ 
-េបី  2 4 0b ac∆ = − <  េនាះសមីករសំគាល់មានរឹស ចំនួនកំផ�ចិឆា�ស់គ   
គឺ 1r iα β= +  និង  2r iα β= −   
ក�ុងករណីេ នះសមីករឌីេផរ៉ ង់ែស្យលមានចំេលីយទូេទជាអន 

( ) ( )cos sin . xy f x A x B x eαβ β= = +  ែដល  ,A B∈។ 

៣.េដះ្រសយសមីករឌីេផរ៉ង់ែស្យល  ែដ ( ) : ' ( )E y ay E x− =  , 

សមីករឌីេផរ៉ ង់ែស្យលេនះមានចេម�ីយទូ e py y y= +  ែដល  ey   
ជាចេម�ីយៃនសមីក ' 0y ay− =  និង  py  ជាចេម�ីយពិេសសមួ 
ៃនសមីករ ' ( )y ay E x− =   ។ 

៤.រេបៀបេដះ្យសមីករឌីេរ៉ង់ែស្យ  ទ្រម ង់ ( ) : '' ' ( )E ay by cy E x+ + =  

ែដល   ( ) 0, 0, , ,E x a a b c≠ ≠ ∈។ 

េដីម្បេដះ្រសយសមីករេនះេគ្រត�វអនុវត�ន៍ដូចខ ៖ 
-ែស�ងរកចេម�ីយពិេសសមិនអូមូ៉ែសនតងេដ py  ៃនសមីក 

'' ' ( )ay by cy E x+ + =  ែដល  py មានទ្រមង់ដូ ( )E x  ។ 
-រកចេម�ីយទូេទតងេដ hy ៃនសមីករលីេនែអ៊អូម៉ូែស 



 របូមន�គណិតវិទ្យោ ថា�ក១២ 

 

Prepared by LIM PHALKUN  Tel: 017 250 290  31 

 

'' ' 0ay by cy+ + =   ។ 
-េគបានចេម�ីយទូេទៃនសមីក( )E  គឺជាអនុគមន៍កំណត់េដ 

P hy y y= +   ។ 
www.mathtoday.wordpress.com 
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េមេរៀនទ០ី៨ 

វិភាគេលបន ្

 
១-សំនុំ 

 សំនុំជាករ្របមូលផ�ុំៃនវត�ុខុសៗគា�ែដលបានក  ំណត់ច្បោ 
 វត�ុៃនសំនុំេហថាធាត 
 កំណត់ច្បោស់លស់មានន័យថាមានវិធានអ  
កំណត់បានថាវត�ុែដលឲ្យជាធាតុៃនសំ 
 សំនុំគា�នធាតុេហថា សំនុំទេទ ែដលេគត ∅  ។ 
 េគឲ្ A និង B  ជាសំនុំពីរ  
 េបីសំនុំ A និង Bមានធាតុដូចគា� េយីងថាស  A និង B េស�ីគា  ។  
   េគសរេសរ  A B=  ។ 
 េបី  A B⊆  េយីងថ AជាសំនុំរងៃB  
 េបី  A B⊂ េយីងថ Aជាសំនុំរងផា�ល់ B  
 សំនុំទេទជាសំនុំរងៃន្រគប់សំន 
 Aជាសំនុំរងៃ Aខ�ួនវ 
ឧទហរណ៍ រកសំនុំរងៃនសំនុំ  { , , }A x y z=  ។ 
-សំនុំរងគា�នធាត ∅  
-សំនុំរងមានមួយធាត:{ },{ },{ }x y z  
-សំនុំរងមានពីរធាត:{ , },{ , },{ , }x y y z z x  
-សំនុំរងមានបីធាត:{ , , }x y z  
ដូចេនះសំនុំមានបីធាតុម 32 8=  សំនុំរង ។ 
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ជាទូេទៈ សំនុំn  ធាតុមា2n  សំនុំរង ។ 

២-្រ�សព និង ្រ�ជុំៃនសំនុ  

 េគឲ្ A និង B  ជាសំនុំពីរ  
្របសព�ៃនសំនុ AជាមួយសំនុBតងេដ A B∩ ជាសំនុំែដលធាតុរួមជ
ស់សំនុំ A និង B  ។ 
េគកំណត់សរេសរ  { /A B x x A∩ = ∈  និង  }x B∈  
្របជុំៃនសំនុ AជាមួយសំនុBតងេដ A B∪ ជាសំនុំែដលមានធាត
តុ របស់ A ឬ ធាតុរបស់B  ធាតុរួមជារបស់សំនុ Aផងនិង សំនុំBផង ។ 
េគកំណត់សរេសរ  { /A B x x A∪ = ∈  ឬ }x B∈  

៣-បំេពញៃនសំនុំ 

 សំនុំបំេពញៃនសំនុំE  តងេដE  ជាសំនុំមាន្រគប់ធាតុែដលមិ 
ជាធាតុៃនសំនE  ។ 
ឧទហរណ៍ៈ េបីសំនុំសកល  {1,2,3,4,5,6,7,8,9}U =  និង  {2,4,6,8}E =  
េនាះសំនុំបំេពញៃនសំនុEគឺ  {1,3,5,7,9}E =  ។ 

៤-របាប 

 ្រទឹស�ីបទ េបី A និង B  ជាសំនុំកំណត់បានេ 
              ( ) ( ) ( ) ( )n A B n A n B n A B∪ = + − ∩  
ែដល  ( ) :n A  ជាចំនួនធាតុឬកឌីណាល់ៃនស A 
       ( ) :n B  ជាចំនួនធាតុឬកឌីណាល់ៃនសB  
       ( ) :n A B∩  ជាចំនួនធាតុឬកឌីណាល់ៃនស A B∩  ។ 
    ( ) :n A B∪  ជាចំនួនធាតុឬកឌីណាសំនុំ A B∪  ។ 
 ្រទឹស�ីបទ េបី A និង B  ជាសំនុំគា�នធាតុរួមគ  ា�េនាះ 
              ( ) ( ) ( )n A B n A n B∪ = +  
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៥-េគលករណ៍ របាប់   ចម�ស់ និង  

ក)េគាលករណ៍របា  
 េបី  1 2, ,...., pE E E  ជ p ្រពឹត�ិករណ៍េកី តេឡីងេផ្សងៗគា� ែ ដលច 
្រពឹត�ិករណ៍នីមួយមា នចំនួនលទ�ផលេរៀង  1 2, ,...., pr r r  េនាះចំនួនលទ�ផ 
សរបុៃន p ្រពឹត�ិករណ៍េនះម  1 2 ... pr r r× × ×  ។ 
ខ)ចមា�ស់   
 ចមា�ស់ៃ nធាតុខុសៗគា�ជាត េ្រមៀប(គិតលំដnធាតុ
ែដលធាតុមួ 
េនលំដប់ទីមួយ ធាតុមួយេទៀតេនលំដប់ទីពីរ និងបន�បន  
ចំនួនចមា�់ៃ nធាតុមាន1 2 3 ... !n n× × × × =  ។ 

!:n  អនnហ�ក់តូែរ្យល  ែ0! 1=  ។ 
ជាទូេទៈ ចំនួនចមា nធាតុ យកម� pធាតុមា 

!( , ) ( 1)...( 1)
( )!

nP n p n n n p
n p

= = − − +
−

  ។ 

គ)ចមា�ស់ែដលម ានវត�ុដូចគ  
 េបីេគចមា�ស n វត�ុ ែដលក�ុងេនាះម 1p វត�ុ្របេភទទទ១, 

2p វត�ុ្របេភទទ២, ...... kp វត�ុ្របេភទទk  េដយ 1 2 ... kp p p n+ + + =  

េនាះចំនួនមា�ស់ គឺ
1 2

!
! !.... !k

nN
p p p

=   ។ 

ឃ)បន្សំ 
 បន្សំគឺជាតេ្រមៀបមិនគិតលំដប
ចំនួនបន្សnធាតុខុសៗគា�ចប់យក  pធាតុ  p n≤ )កំណត់  
និង តងេដយ 
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!( , )
!( )!

nC n p
p n p

=
−

  ឬ !
!( )!

p
n

nC
p n p

=
−

 ឬ !
!( )!n p

nC
p n p

=
−

 

ឬ !
( )!

n n
p n p

 
=  − 

  ។ 

ង)របូមន�េទ�ធាញូតុន 

( ) 1

0

( , ) ( ,0) ( ,1) .... ( , )
n

n n p p n n n

p

a b C n p a b C n a C n a b C n n b− −

=

 + = = + + + ∑  

ឬេគអចសរេសរ  

( ) ( ) 0 1 1 2 2 2

0

...
n

n p n p p n n n n n
n n n n n

p

a b C a b C a C a b C a b C b− − −

=

+ = = + + + +∑  

ច)្រតីេកណបា៉ស   
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −
− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −
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េមេរៀនទ០ី៩ 

្រប�បាប៊ីលី 
១-ប��ត�ិៃន្រ�ូប 

 ្រប�បាបមានសរៈសំខន់េនក�ុងជីវភាព្របចំៃថ�
ែដលេយីងេ្របី្របាស់វស្រមាប់វស់ក្រមឹតៃនភាពមិន
កលណាេយីងេ្រគាងេធ� 
មួយ  កលណាអ�កឧតុនិយមទស្សន៍ទយអកសធាតុឬ្ 
ធានារប់រងេធ�ីេគាលនេយាបាយរបស់្រក�មហ៊ុនចំបាច់្រត�វេ្របី្រប�
េសចក�ីសេ្រចចិត� ឬ េធ�ីករេ្រជីសេរីស  
១.១.្រពឹត�ិករណ៍ លំហសំ  
 ្រពឹត�ិករណ៍លំហសំណាកគឺជាសំ នុំៃនលទ�ផលអចទំ 
១.២.របូមន�េគាលៃន្រប� 
 ក�ុងពិេសធន៍មួយ ែដលមានលំហសំS  ្រប�បាបៃន្រពឹត�ិក  A 

េកីតេឡីងកំណត់េដ ( )( )
( )

n AP A
n S

= =
cnM YnkrNIPsb

cMnYnkrNIGac
 

េដយ A S⊆  េនាះេគបា0 ( ) 1P A≤ ≤   ។ 
-េបី  ( ) 0P A =  េគថា្រពឹត�ិករ  A ជា្រពឹត�ិកណ៍មិនអចេកីត  
-េបី  ( ) 1P A =  េគថា្រពឹត�ិករ  A ជា្រពឹត�ិកណ៍្របាកដជាេកីត  

២-វិធនៃន្រ�ូ 

 េដយ្រពឹត�ិករណ៍ជាសំនុំរងៃនលំហសំណាក េយីងអចេ្រប
្របសព�និងបំេពញៃន្រពឹត�ិករណ៍េដីម្បីបេង�ីត្រពឹត�ិករណ៍បែន   
ែដលេយីងេហថា្រពឹត�ិករណ៍ស  
េគឲ្A និង B  ជា្រពឹត�ិករណ៍េ កីតក�ុងលហសំS  េនាះេគបា 
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ក)្របជុំ្រពឹត�ិក A B∪  
ជា្រពឹត�ិករណ៍េកីនេឡីងៃន្រគប់លទ�ផល ែដលជាលទ�ផលេ 

AឬB  ឬទំងពីរ្រពឹត�ិករណ  
្រប�បាបៃន្រពឹត�ិក A B∪  (្រពឹត�ិករ AឬB)កំណត់េដយ 

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B∪ = + − ∩   ។ 
េបី្រពឹត�ិករ A និង Bមិនចុះស្រម�ងនឹងគា�គ  A B∩ =∅េនាះេគបា 

( ) ( ) ( )P A B P A P B∪ = +  ។ 
ខ)្របសព�្រពឹត�ិក A B∩  
ជា្រពឹត�ិករណ៍េកីតេឡីងៃន្រគប់លទ�ផល ែដលជាលទ�ផលេ Aផងនិង 

Bផង ។ 
គ)បំេពញ្រពឹត�ិករ  
េបី Eជា្រពឹត�ិករណ៍បំេពញៃន្រពឹត�ិ  Eជា្រពឹត�ិក  
ៃន្រគប់លទ�ផលេនក�ុងលំហសំS ែដលមិនេនក�ុE  ។ 
្រប�បាបៃន្រពឹត�ិក រណ៍បE ៃន្រពឹត�ិករ Eកំណត់េដយ 

( ) 1 ( )P E P E= −   ។ 

៣-្រ�ូបាបមនលក�  

 ជួនកល ករេកីតេឡីងៃន្រពឹត�ិករណ៍ មួយ មានឥទ�ិពលេលី 
ៃន្រពឹត�ិករណ៍មួយ េទៀត និងករគណនាបេនះគឺេលីមូលដ � 
ៃនករសន�តថា្រពឹត�ិករណ៍ពិេសសេនាះេកីតេឡីង េគេហ  
មានលក�ខណ�  និយមន័យ្រប�បាបមានលក�ខ  
្រប�បាបៃន្រពឹត�ិក  A េដយដឹងថា មាន្រពឹត�ិក

Bបានេកីតេឡីងរួចេហីយ េហថា្រប�បាបមានលក� ងតងេដ

( / )P A B  អនថា្រប�បាបៃន្រពឹត� A េដយបានដឹង្រពឹត�ិក B  
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េកីតេឡីងរចួេហីយ ។របូមន�្រប�បាបមានលក�ខ  
( )( / )

( )
P A BP A B

P B
∩

=  ែដល  ( ) 0P B ≠  ។ 

វធិានផលគុណ    ចំេពះ្រពឹត�ិករ  A និង B  េដ ( ) 0P B ≠  េគបាន 

( ) ( ) ( / )P A B P B P A B∩ = ×   ។ 

៤-្រពឹត�ិករណ៍មិនទាក់ទងគ� ឬ មិ  នអា្  

 ្រពឹត�ិករ AនិងB ែដលអ្រស័យនឹងគ ា�ក�ុងវ ិធីែដលករេកីតេឡីងៃ
ត�ិករណ៍មួយមិនជាប់ពក់ព ន�័នឹងករេកីតេឡីងៃន្រពឹត�  
មួយេទៀត េយីងេហ្រពឹត�ិករណ៍ែបបេនះថាជា្រពឹត�  ិករណ 
ទងគា � ឬ មិនអ្រស័យនឹង  
េយីងថា ្រពឹត�ិករណ៍ព  AនិងB  ជា្រពឹត�ិករណ៍មិន ទក់  
លុះ្រត ( / ) ( )P A B P A=  ឬ ( / ) ( )P B A P B=  ។ 
េគបាន ( ) ( ) ( )P A B P A P B∩ = ×   ។ 
ជាទូេទៈ េប 1 2, ,..., nA A A  ជn ្រពឹត�ិករណ៍មិនទក់ទងគា�  េនាះេគបា 

1 2 3 1 2 3( ... ) ( ) ( ) ( ) ... ( )n nP A A A A P A P A P A P A∩ ∩ ∩ ∩ = × × × ×  ។ 
www.mathtoday.wordpress.com 

 
 
 
 
 
 

 

http://www.mathtoday.wordpress.com/
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េមេរៀនទ១ី០ 

ធរណីមា្រតវិភាគក�ុង 

 
១-កូអរេដេនៃនចំណុចកណ�ល  អង�ត់មួយក�ុងលំ 

  
 
  

កូអរេដេនចំណុ  I  កណា�លអង�ត [ ] :AB  ( , , )
2 2 2

A B A B A Bx x y y z zI + + +   

២-កូអរេដេនចំណុចែច កក�ុអង�ត់មួយក�ុងលហ 

 
 

 កូអរេដេនចំណុ P  ែចកក�ុងអង�ត់[ ]AB  តមផលេធៀ PA m
PB n

=   

 ( , , )B A B A B Amx nx my ny mz nzP
m n m n m n
+ + +
+ + +

 ។ 

៣-កូអរេដេនចំណុចែចកេ ្រកអង�ត់មួយក�ុង 

 
 
 

កូអរេដេនចំណុ Q  ែចកេ្រកអង�[ ]AB  តមផលេធៀQA m
QB n

=   

 ( , , )B A B A B Amx nx my ny mz nzQ
m n m n m n
− − −
− − −

 ។ 

 

( , , )A A AA x y z ( , , )B B BB x y z

( , , )
2 2 2

A B A B A Bx x y y z zI + + +


n
A B

P


m

n

m

A BQ

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៤-កូអរេដេនទី្រ�ជុំ ទម�ន់ៃន្រតីេកណ 

 
 
 
 
 
 
 
 
កូអរេដេនទី្របជុំទម�G  ៃន្រតីេក :ABC   

 ( , , )
3 3 3

A B C A B C A B cx x x y y y z z zG + + + + + +   

៥-កូអរេដេនទី្រ�ជុំ ទម�ន់ៃនេត្រតែអ៊ត 

   
 

 
 
 
 
 
 
 

B C

A

G

K

LM

•

A

B

C

D
G
•

GA GB GC O
→ → → →

+ + =

GA GB GC GD O
→ → → → →

+ + + =
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 កូអរេដេនទី្របជុំទម�G  ៃនេត្រតែអ៊ :ABCD   

 ( , , )
4 4 4

A B C D A B C D A B c Dx x x x y y y y z z z zG + + + + + + + + +   

៦-កូអរេដេនៃនវុិចទ័រភ �ប់េដយពីរចំណ  

 
  
 កូអរេដេនៃនវុិចទ័រ ែដ ភា�ប់ េដយពីរចំណុ  A និង B   

 ( , , )B A B A B AAB x x y y z z
→

= − − −    ។ 

៧-ចមា�យរវងពីរចំណុចក�ុងល   
 
 
 
 
ចមា�យរវងពីរចំណុ   A និង B  េនក�ុងលំហកំណត់េដយ 

( ) ( ) ( )2 2 2( ) B A B A B Ad AB AB x x y y z z= = − + − + −    ។ 

៨-្រ�មណវិធីវុិចទ័រតមកូអរេដេនេនក� 

 ឧបមាថាេគមានវុិចទ  1 2 3( , , )u u u u
→
=  និង  1 2 3( , , )v v v v

→
=   

 ក) 
1

2

3

0
0
0

u
u O u

u

→ →
=

= ⇔ =
 =

                     ខ)
1 1

2 2

3 3

u v
u v u v

u v

→ →
=

= ⇔ =
 =

  

 គ)
1 1

2 2

3 3

u v
u v u v

u v

λ
λλ

λ

→ →
=

= ⇔ =
 =

    ែដល λ∈   ។ 

A B
AB
→

A B

( )d AB AB=
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 ឃ) 1 1 2 2 3 3( , , )u v u v u v u v
→ →
+ = + + +   

 ង) 1 1 2 2 3 3( , , )u v u v u v u v
→ →
− = − − −  

 ច) 1 1 2 2 3 3( , , )u v u v u v u vλ µ λ µ λ µ λ µ
→ →
+ = + + +   ែដល  ,λ µ∈    

៩-ផលគុណស�ែលក�ុងលំ  

  
 
 
 

ផលគណស� ែលរវងពីរវុិចទ័  u
→

  និង  v
→

 ក�ុងលហគឺជាចំនួនពិតកំណត 

សរេសរេដយ | | | | cosu v u v ϕ
→ → → →
⋅ =   ែដល ϕ  ជាមុំរវu

→
  និង  v

→
  

១០-លក�ណះផលគណុស�ែលក�ុងលំ  

 ក) 0u o o u
→ → → →
⋅ = ⋅ =   ខ)u v v u

→ → → →
⋅ = ⋅   

 គ) 2 2| |u u u u
→ → → →
⋅ = =  ឃ) ( )u v u v u vλλλ 

→ → → → → →
⋅ = ⋅ = ⋅  

 ង) ( )u v w u v u w
→ → → → → → →
⋅ + = ⋅ + ⋅  ច) ( )u v w u v u w

→ → → → → → →
⋅ − = ⋅ − ⋅  

 ឆ) 2 2 2| | | | | | 2u v u v u v
→ → → → → →
+ = + + ⋅  ជ) 2 2 2| | | | | | 2u v u v u v

→ → → → → →
− = + − ⋅  

១១-កេន្សោមវិភគផលគុណ ស�ែលក�ុ 

 ឧបមាថាេគមានវុិចទ  1 2 3( , , )u u u u
→
=  និង  1 2 3( , , )v v v v

→
=   

 ស�ិតេនក�ុងត្រម�យអរតូនរមា៉  ( , , , )o i j k
→ → →

  ។ផលគណស� ែ 

រវងវុិចទ័រ u
→

  និង  v
→

 កំណត់េដយ 1 1 2 2 3 3u v u v u v u v
→ →
⋅ = + +  ។ 

u
→

v
→

ϕ
O
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១២-ណម ឬ ្រ�ែវងវុិចទ័រមួយ 

 េបី  1 2 3( , , )u u u u
→
=  េនាះ 2 2 2

1 2 3| |u u u u
→
= + +   ។ 

១៣-កូសុីនូសៃនមុំផ�ុំ េដយពីរវុិចទ័រ 

 ឧបមាថាេគមានវុិចទ  1 2 3( , , )u u u u
→
=  និង  1 2 3( , , )v v v v

→
=   

 ស�ិតេនក�ុងត្រម�យអរតូនរមា៉  ( , , , )o i j k
→ → →

  ។ 

 េបី ϕ  ជាមុំរវu
→

  និង  v
→

 េនាះេគបាន 

 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos
| | | |

u v u v u vu v

u u u v v vu v
ϕ

→ →

→ →

+ +⋅
= =

+ + + +
    ។ 

១៤-វុិចទ័រអរតូកណូល់ និង វុិចទ័រកូលីេនែអ 

 ក)វុចិទ័រអរតកូណាល 
 

 
  
  

 វុចិទ័រ u
→

 និង  v
→

 ជាវុិចទ័រអរតូកូណាល់គា�លុះ្រ   0u v
→ →
⋅ =  ។ 

  ឧបមាថាេគមានវុិចទ  1 2 3( , , )u u u u
→
=  និង  1 2 3( , , )v v v v

→
=   

  េគបាន 1 1 2 2 3 3 0u v u v u v u v u v
→ → → →
⊥ ⇔ ⋅ = + + =   ។ 

ខ) វុចិទ័រកូលីេនែអ៊គា  
 
  

u
→

v
→

O

u
→

v
→
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 វុចិទ័រ u
→

 និង  v
→
កូលីេនែអ៊គា �លុះ្រតែតមានចំនួλ ែដលu vλ

→ →
=   

 ឧបមាថាេគមានវុិចទ  1 2 3( , , )u u u u
→
=  និង  1 2 3( , , )v v v v

→
=   

  េគបាន  31 2

1 2 3

/ / uu uu v
v v v

→ →
⇔ = =   ។ 

១៥-សមីករបា៉រា៉ែម៉្រត និង សមីក   

 ក)សមីករបា រែម  
 
 
 

បនា�ត  ( )L  មានេមគុណ្របាប់ទ ( , , )u α β γ
→
=  េហីយកត់តមចំណ  

0 0 0 0( , , )M x y z  មានសមីករបា៉រ៉ែ  កំណត់េដយ   

 
0

0

0 ,

x x t
y y t
z z t t

α
β
γ

= +
 = +
 = + ∈ y

  

ខ)សមីករឆ�ុ 

បនា�ត ( )L  មានេមគុណ្របាប់ទ ( , , )u α β γ
→
=  េហីយកត់តមចំណ  

0 0 0 0( , , )M x y z  មានសមីករឆ�ុះកំណត់េដយ 

( ) 0 0 0: x x y y z zL
α β γ
− − −

= =    ។ 

១៦-សមីករប�ង 
 
 

1 2 3( , , )u u u u
→

=

( )L
0M



( )P

( , , )n α β γ
→

=

0 0 0 0( , , )M x y z
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ប�ង់ ( )p  ែដលកត់តមចំណ  0 0 0 0( , , )M x y z  េហីយមានវុិចទ័រនរមា៉   

( , , )n α β γ
→
=   កំណត់េដយ  

0 0 0( ) : ( ) ( ) ( ) 0p x x y y z zα β γ− + − + − =    ។  

១៧-សមីករែស� 

 

 
  
 
ែស�៊ ( )S  មានផ�ិ ( ), ,I a b c  កR  មានសមីករស�ង់ដ 
 ( ) 2 2 2 2: ( ) ( ) ( )S x a y b z c R− + − + − =    ។ 
១៨-ចមា�យ ពីចំណុចមួយេទប�  
 
 
 
 

  
ចមា�យ ពីចំណុ  0 0 0 0( , , )M x y z  េទប�ង( ) : 0p ax by cz d+ + + =   

កំណត់េដយ ( ) 0 0 0
0 2 2 2
,( )

ax by cz d
d M p

a b c

+ + +
=

+ +
  ។ 

 

 

I

M

R

( )S

( )P

H

0 0 0 0( , , )M x y z
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១៩-ផលគុណវុិចទ័រ  

  និយមន័យ 

 
 
 
 
 
  
 

ផលគណរវងពីរវុិចទ័រ  u
→

 និង v
→

 ក�ុងលហកំណត់េដយ  

  | | | |sin .u v u v kϕ
→ → → → →
× =   ។ 

២០-កេន្សោមផលគុណវុិចទ័រក�ុងតរ្ម�យអរតូនរម៉ល់មនទ សេដ 

ក�ុងលហ្របកបេដយត្រម�យអរតូនរមា៉ល់មា នទសិេដ

( , , , )o i j k
→ → →

   េគឲ្យវុិចទ័រ  1 2 3( , , )u u u u
→
=  និង  1 2 3( , , )v v v v

→
= ។ 

ផលគណរវងពីរវុិចទ័   u
→

 និង v
→

 កំណត់េដយ  

 2 3 1 3 1 2
1 2 3

2 3 1 3 1 2
1 2 3

i j k
u u u u u u

u v u u u i j k
v v v v v v

v v v

→ → →

→ → → → →
× = = − +   

 

 

u v
→ →

×

u
→

v
→

ϕ



 របូមន�គណិតវិទ្យោ ថា�ក១២ 

 

Prepared by LIM PHALKUN  Tel: 017 250 290  47 

 

២១-ៃផ�្រកឡា្រតីេ 

 

 
  
  
 

ៃផ�្រកឡាៃន្រតី ABC  កំណត់េដយ 1
2ABCS AB AC

→ →
= ×  

២២-ៃផ�្រកឡា្រ�េលឡូ្ 

 

 
 
 
 

ៃផ�្រកឡាៃន្របេលឡូ ABCD  កំណត់េដយ ABCDS AB AC
→ →

= ×  

២៣-មឌ្រ�េលពីែប 

 
  

 

A

B C

A

B C

D

A B

C

D
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មាឌៃន្របេលពីែប៉ ( )V AB AB AD
→ → →

= × ⋅   

២៤-មឌេត្រតែ 

  

 
 
 
 
  
 

1 ( )
6ABCDV AB AB AD

→ → →
= × ⋅  

២៥-ចម�យ ពីចំណុចម ួយេទបនា�ត់មួយក�ុងល  

 
 
 
 
  
 

 ចមា�យ ពីចំណុច  ( , , )P α β γ  េទបន ា�
0

0

0

( ) :
,

x x at
L y y bt

z z ct t

= +
 = +
 = + ∈ y

  

B

A

C

D

0M

P

H

( )L

u
→

(P,(L))d
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  កំណត់េដយ ( )
0

,( )
| |

M P u

d P L
u

→ →

→

×

=     

  ែដល  0 0 0 0( , , ),M ( , , )u a b c x y z
→
=    ។ 
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