


I 

 

វិ ញ្ញាសា គណិតវិញ្ញយា 

 

   រូមមានៈ ១៥ វិញ្ញាសាជ្រើសជរើសល្អៗ 
សម្រាប់តម្ររៀមម្របលងតម្ររើសត ើសម្ររូបតម្រងៀនកម្រមិរឧរតម 

តម្ររៀមម្របឡងសិស្សពូកករណិរវិទ្្ា 

ម្របលងអា ហា  ូបក ណ៍ និង ម្របលងម្របករងនានា! 

 

ត្ររួពនិរិយនងិកែសត្រួលដោយសាស្រ្សាា ចារ្យៈ  លឹមវផលគនុ   

   ដរ្ៀបដរ្ៀងដោយៈ  សា៊ារ សំណាង  នងិ អូន កែរ 

  វាយអត្ថបទដោយៈ 

  ដោែ សា៊ារ សំណាង នងិ អូន កែរ  

  រចនាក្របដោយៈ សា៊ារ សំណាង 

 



II 

 

អារមភកថា 

      សួសាតី្បិយរិត្រអនែសិែា នងិ អនែកសលរលសោវិសសិអយអបិរ្នំងិអនែសិែា 

គែិរសទិ្យាជាទ្យរីាបិអាន។ 

      ដសៀសដៅ “វិ ញ្ញាសា គណិតវិញ្ញយា” កសលរិត្រអនែសិែាែពុំងករកានិអានដនេះ
ដយើងខ្ញបំានខរិខចំងត្ែងនងិ សែរលសងិដចវពសីញិ្ញា សាកសលបានបដត្ងៀន 

ដោយៈ សាស្រ្សាា ចារ្យ លឹមវផលគនុវវដសើរបីទុ្យែជាឯែសារ្សត្ាបិជំនយួសាា រ្រែីនញង
ការ្ត្បលងត្ែបខអែឌ ត្ែសួងអបិរ្ ំនងិត្បឡងត្បកជងដសេងៗនាដពលខាងរុខ។ 

   ដយើងខ្ញសំងឃឹរថាឯែសារ្រួយដនេះវានងឹកាា យជាឯែសារ្សល៏អសត្ាបិអនែដ ើយែ៏
សូរអធ្យារលសអយទុ្យែជារុននសូរាលិែ ុំស ទំងបដចេែដទ្យសែុពំយូទ្យអរ្ ត្ពរទំងអែខរា
សរិ្ទុ្យធសងកសរ្។ 

     សូរជួនពរ្ឲ្យទ្យទួ្យលបានដជាគជអយត្គបិភារ្ែចិេការ្ងារ្ នងិការ្សិែាត្គបិៗគ្នន …។ 

 

 

ភ្នដំពវ ថ្ងៃទ្យ ី០២ កខ ែែកោ ឆ្ន ំ ២០១៧ 

                                                      អនែដរ្ៀបដរ្ៀង 

សា៊ារ សំណាង នងិ អូន កែរ 



III 

 

បញ្ជ ីអវថបយៈ 

សញិ្ញា សាទ្យ១ី………………………………………………………………………១ 
សញិ្ញា សាទ្យ២ី………………………………………………………………………១៧ 
សញិ្ញា សាទ្យ៣ី……………………………………………………………………...៣៤ 
សញិ្ញា សាទ្យ៤ី…………………………………………………………………….…៥០ 
សញិ្ញា សាទ្យ៥ី………………………………………………………………………៦៣ 
សញិ្ញា សាទ្យ៦ី………………………………………………………………………៨២ 
សញិ្ញា សាទ្យ៧ី………………………………………………………………………៩៧ 
សញិ្ញា សាទ្យ៨ី…………………………………………………………………….១០៨ 
សញិ្ញា សាទ្យ៩ី…………………………………………………………………….១២៥ 
សញិ្ញា សាទ្យ១ី០………………………………………………………….……..១៣៩ 
សញិ្ញា សាទ្យ១ី១………………………………………………………….……..១៥៣ 
សញិ្ញា សាទ្យ១ី២………………………………………………………….……..១៦៦ 
សញិ្ញា សាទ្យ១ី៣………………………………………………………….……..១៧៥ 
សញិ្ញា សាទ្យ១ី៤……………………………………..…………….……..១៨៥-១៩៩ 
សញិ្ញា សាទ្យ១ី៥……………………………………..…………….……..២០០-២១៣ 
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វិ ញ្ញាសា ទ ១ី 

I-ចំរ ោះគ្រប់គ្តរីោែ ABC ចូ គ្សយបញ្ជា ក់ថាររមានសមភាព
1

cos cos cos
8

A B C  ពតិជានចិច ។ 

II-ចូ រែនាលីមីត
0

1
lim cos

2x
A

x x




 
  

 
 

នងិ  lim 2 sin
2x

x
B x

x




 
   

 
 ។ 

III-ររកែំត់ កគ្រប់រូចំននួរត់វជិ្ាមានោច់ខាត ,a b ននសមីោ    

 
2

2 2 1a ab b     ។ 
    ក) កែំត់ a  របើ a b  
    ខ) បង្ហា ញថា    1,1 , 2,3 នងិ  5,8  ជាចរមល ើយពរិសស ។ 
    រ) គ្សយបំភ្លថឺារបើ  ,a b  ជាចរមល ើយននសមីោ  នងិ a b  
 រនាោះ 2 2 0a b    ។ 
  IV-ររឲ្យ f ជាអនរុមនម៍ានរេ រីវរលើ ណេលររ ទ្ៀងផ្ទទ ត់ៈ   

   , :
2

x y
x y f f x f y

 
   

 
។ 

   ចូ  ក  f x ។ 
  V-ររឲ្យ :f  ណេល  1 2f   
នងិ     2 3 2f x f f x x x     គ្រប់ x ។ចូ  ក  f x  
  VI-ររឲ្យស្វីតននចំននួពតិ  nu រ ទ្ៀងផ្ទទ ត់ទំនាក់ទំនង

0

2 2

1

2017

2 1n n n

u

u u nu n n




    
; ណេល 0,1,2,3...n   
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    ក) ររតាង
n nu v an b    ។ចូ គ្សយថាររអាចកែំត់ព ីចំននួពតិaនងិ 

b រេើមបីឲ្យស្វីត nv រ ទ្ៀងផ្ទទ ត់ទំនាក់ទំនង 2

1 2n nv v    
ចំរ ោះគ្រប់ 0,1,2,3,4...n  ។ 

    ខ) រែនា 
0v  រោយស រស វាជាទគ្មង់ 1

ov a
a

    ចួរែនា
nv នងិ nu

ជាអនរុមនន៍ន n   ។ 

 VII-ររឲ្យអនរុមន៍ f កែំត់រោយ  
2 1

2

x
f x

x





មានគ្ោប  H   

  ក) សិកាអរេ ភាព នងិ រូសណខែរោង  H  ននអនរុមន ៍ f  ។ 
  ខ) បង្ហា ញថាបនាទ ត់   :d y x m    ោត់ណខែគ្តង់ព ីចំែុចរ្ែងគ្នា  A  
នងិ B ។ 
  រ)  កតនមល m  រេើមបីឲ្យគ្បណវង AB  អបបប មា ។ 
  VIII-ចូ រែនា 12

D
I xydxdy   

ណេល   2{ , / 0 2,0 2 }D x y x y x x       ។ 
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ដំណ ោះស្រទយ 

I-គ្សយថា 1
cos cos cos

8
A B C    

តាមគ្ទសឹដីបទកូសុីនសុ 
2 2 2

2 2 2

2 2 2
2 2 2

2 2 2
2 2 2

2 cos cos
2

2 cos cos
2

2 cos cosC
2

b c a
a b c bc A A

bc

a c b
b a c ac B B

ac

a b c
c a b ab C

ab

 
    

 
    

 
    

  

រយើងបាន 
   

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2
cos cos cos      1

8

b c a a c b a b c
A B C

a b c

     
   

តាង 
 

 

 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

       2

       3

       4

x b c a

y a c b

z a b c

   


  


  

  

យក  2 + 3 : 2 22
2

x y
x y c c


      

         
   

   

2 2

2 2

2 4 : 2
2

3 4 : 2
2

x z
x z b b

y z
y z a c


    


    

  

យកជំ្នសួកាវង  1  អាចស រស រៅជាៈ  
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       
cos cos cos

8
8

xyz xyz
A B C

x y y z x z x y y z x z
 

     
  

តាមវសិមភាពមធ្យមនព្នដ-មធ្យមធ្ ែីមាគ្ត 

   +
2

2

2

x y xy

y z yz

x z xz

  


 


 

  

    8x y y z x z xyz     

   
 

1
        5

8

xyz

x y y z x z
 

  
  

តាម    2 & 5   

េចូរនោះ 1
cos cos cos

8
A B C   ពតិ។ 

II-រែនាលីមីត  

0

1
lim cos

2x
A

x x




 
  

 
 រាង  0   

តាម cos sin
2


 

 
  

 
  

លីមីត Aអាចស រស  
0

1
lim sin

2 2x
A

x x

 


 
  

 
   

     0

0

1 2 2
lim sin

2 2

1
lim sin

2 4

x

x

x

x x

x

x x

  







  
  

 

 
  

 
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 

 

0 0

0

sin
2 4

lim lim
2 4

2 4

lim
2 4 4

x x

x

x

x x

xx x

x

x







 

 



 
 

  
  

 
 

 


 

េចូរនោះ 
0

1
lim cos

2 4x
A

x x

 


 
  

 
។ 

 lim 2 sin
2x

x
B x

x




 
   

 
 រាង  0   

តាង 2

2 2

x
y

x x

 
   

 
  

2
2   & 

2

x
x y

y x

 
     


 

របើ 0x y    

 
0

2
lim sin
y

B y
y






 
   

 
  

    
 

0

0

2
lim sin

sin
2 lim 2

y

y

y
y

y

y



 





 
   

 

 

 

េចូរនោះ  lim 2 sin 2
2x

x
B x

x






 
   

 
។ 

III-កែំត់គ្រប់រូចំននួរត់វជិ្ាមានោច់ខាត់ .a b ននសមីោ    
 2 2 1a ab a     
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      ក)- កែំត់ a  របើa b   
រយើងមាន   2 2 1a ab a       ,a b       1   
ចំរ ោះ a b សមីោ   1  ោល យរៅជា 

          
2

2 2

4

. 1

                    1

a a a a

a

  



  

                             1a             រោយ a   
េចូរនោះ 1a   ។ 
       ខ)- បង្ហា ញថា      1,1 , 2,3 & 5,8  ជាចរមល ើយពរិសស  
រយើងមាន  2 2 1a ab a    

 ចំរ ោះ 1, 1a b    

  
2

2 21 1 1 1 1     
                         1 1    ពតិ។ 

 ចំរ ោះ 2, 3a b   

    
 

 

2 2

2

2 2 3 3 1

    4 6 9 1

   

  
  

                             1 1     ពតិ។ 
 ចំរ ោះ 5, 8a b   

 
 

2 25 5 8 8 1

25 40 64 1

   

  
  

                        1 1       ពតិ   ។ 
េចូរនោះ       1,1 , 2,3 & 5,8  ជាចរមល ើយពរិសស។ 
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រ)- គ្សយបំភ្លថឺារបើ  ,a b  ជាចរមល ើយននសមីោ នងិ a b  រនាោះ 
2 2 0a b    

  រយើងមាន 
 

 

   

 

2 2 2 2

2 22 2

1 1     2

1            31

a ab b a b ab

a b aba ab b

          
 

      

  

រោយ ,a b   មាន 1 0ab    
តាម  2 : 2 2 0a b    ពតិ 

មយ៉ា ងរទៀត a b   1

1

a

b


 


 1 0ab     

តាម  3  : 2 2 0a b   ពតិេចូរនោះ  ,a b  ជាចរមល ើយននសមីោ នងិa b    

រនាោះ 2 2 0a b   ពតិ 
IV-    ក  f x   

 f  ជាអនរុមនម៍ានរេ រីវរលើ  

     , :   1
2

x y
x y f f x f y

 
   

 
  

 របើ   0f x   រនាោះសមីោ   1  ពតិជានចិច 
  0f x   ជាចរមល ើយពរិសស 

-របើ  : 0x f x    រ ើយ ,
2

x y
y


        

  0

0
2

f y

x y
f

 


   
 

 
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តាម  1  ររបាន   0f x  មិនពតិ រគ្ ោះ 

   . 0 0
2

x y
f x f y f

 
   

 
  

រនាោះ   0   f x x    

តាម      1 ln ln
2

x y
f f x f y

 
  

 
  

                     
 

ln ln
 ln    2

2 2

f x f yx y
f

 
 

 
 

តាង    lng x f x  

 តាម  2
   

      3
2 2

g x g yx y
g

 
  

 
  

តាម 3  រធ្្ ើរេ រីវរធ្ៀបនងិ x  រយើងបាន 
 

'
'

'
2 2 2

g xx y x y
g

    
   

   
  

 

   

'1
'

2 2 2

' '     4
2

g xx y
g

x y
g g x

 
 

 

 
 

 

 

 តាម  4  រធ្្ ើរេ រីវរធ្ៀបនងិ y   រយើងបានៈ 
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 

 

   

'
'

'
2 2 2

'1
'

2 2 2

' '     5
2

g yx y x y
g

g yx y
g

x y
g g y

    
   

   

 
 

 

 
 

 

  

តាម        4 & 5 : ' '       ,g x g y x y    រនាោះ  'g x  រេ  

 

 

, 'a g x a

g x adx ax b

  

   
  

ណត        
ln

g x ax bg x f x f x e e       
េចូរនោះ   ax bf x e    
V-  ក  f x   

បគ្មាប់  

     2

:

1 2

3 2     1

f

f

f x f f x x x

 





     

  

យក 1x   ជំ្នសួកាវងសមីោ   1  រយើងបានៈ  
   

   

21 . 1 1 3 1 2 6

2. 2 6 2 3

f f f

f f

      

  
  

យក 2x   ជំ្នសួកាវងសមីោ   1  រយើងបានៈ 
   

   

22 . 2 2 3 2 2 12

3 3 12 3 4

f f f

f f

      

  
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រយើងសរងេតរ ើញថាៈ 
 

 

 

1 2

2 3

3 4

................

f

f

f






  

ឧបមាថា វាពតិេល់ ,x k k   រ ឺ   1f k k     ពតិ 
រយើងនងឹគ្សយថាវាពតិចំរ ោះ 1x k   រ ឺ  1 2f k k     
យក x k  ជំ្នសួកាវងសមីោ   1  រយើងបាន 
    2 3 2f k f f k k k        ណត   1f k k   

      1 1 1 2k f k k k       
   1 2f k k       ពតិ 

េចូរនោះ   1 ,  f x x x    ។ 
VI- ក) បង្ហា ញថាររអាចកែំត់ព ីចំននួពតិ a  នងិ b  រេើមបីឲ្យស្វីត nv  
រ ទ្ៀងផ្ទទ ត់ទំនាក់ទំនង 2

1 2n nv v    ចំរ ោះគ្រប់ 0,1,2,3,4........n    

សមមតកិមម
 2 2

1

2017

2 1      1

o

n n n

u

u u nu n n




    
  

-        2n nu v an b    
   1 1 11     3n n nu v a n b v an a b             

យក    2 & 3  រៅជួ្សកាវង  1   រយើងបានៈ 

       

      

2 2

1

22 2 2

1

1 :  1 2 1

2 2 2 2 1

n n n

n n n n

v a n b v an b n v an b n n

v an a b v v an b an b n v an nb n n





           

             
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       

2 2 2 2 2 2

1

22 2 2

2 2 2 2 2 2 1

      2 2 2 1 2 2 1 1  4

n n n n n

n n

v v anv bv a n abn nv an nb n n an b a b

v an b n v a n ab b a n a b b

               

             

រេើមបីឲ្យ    2

1, 0 : 2n nn v v       
លុោះគ្តាណតសមីោ   4  បំរពញលកខខែឌ  

 

   

 

 

1

2

2

3

2

4

2 2 2 0       

1 0                 
, {0}:

2 2 1 0     

1 0       

an b n e

a e
n

ab b a e

a b b e

  


 
   

   

    

 

តាម 2e  :  1a   ជំ្នសួកាវង  1e  ររបាន  
2 2 2 0 0n b n b       
យក 1a  , 0b   រ ទ្ៀងផ្ទទ ត់សមីោ  

   3 4

0 0 1 1 0
& :

1 0 1 0 2
e e

   

     

 ពតិ 

េចូរនោះ 1a  , 0b  ។ 

ខ) រែនា ov  រោយស រស វាជាទគ្មង់ 1
ov a

a
    ចួរែនា nu  នងិ nv

ជាអនរុមនន៍ន n   
ចំរ ោះ 1a  , 0b    ររមាន  

n nu v n    
របើ  00,u 2017o o on v v u       

ររអាចស រស  ov  តាង 1
ov a

a
   
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ឧបមាថា 1
2017a

a
   ពតិ  

  

2

2

1

2

2017 1 0

2017 4 2017 2 2017 2 2015 2017

2017 2015 2017

2

2017 2015 2017

2

a a

a

a

   

       

 


 


  

េចូរនោះ 2017 2015 2019 2017 2015 2019

2 2
ov

   
   ។ 

VII-ក) សិកាអរេ ភាព នងិ សង់គ្ោប  H   

រយើងមាន   
2 1

2

x
f x

x





  

ណេនកែំត់: អនរុមន ៍ f  មាននយ័លុោះគ្តាណត  2 0 2x x      នងិ 
{ 2}fD      

ទសិរៅអរេ ភាព :  

 
       

 

' '

'

2

2 1 2 2 2 1

2

x x x x
f x

x

    



 

 
   

 
'

2

2 2 2 1

2

x x
f x

x

  


  
2

3
0    

2
fx D

x
   


 

រនាោះ f ជាអនរុមន ៍ម៉ាូែូតនូរកើន រលើ fD   
-លីមីត នងិ អាសុីមតតូ: 

-  
2 2

      -22 1
lim lim

2       -2x x

if xx
f x

x if x



 

 
  

  
  



វញិ្ញា សាត្រៀម្រលង្រឧូរតម(ររញិ្ញា រ័្រ+១)  នងិ្រឡង្រជែងនានា  

រ ៀបរ ៀងរោយៈ ស៊ាម សំណាង នងិ អូន ណែត                                   ទំព ័ទ1ី3 

 

  រោយ  
2

lim
x

f x


      
រនាោះបនាទ ត់ 2x    ជាអាសុីមតតូឈ  

-  

1
2

2 1
lim lim lim 2

22
1

x x x

x
x x

f x
x

x
x

  

 
     

  
 

 

  

  រោយ  lim 2
x

f x


   រនាោះបនាទ ត់  2y  ជាអាសុីមតតូរេក ។ 
តារាងអរេ ភាព : 

 

 

              +               +

         -     -2     +

'

                  2

          2          

x

f x

f x

 





  

សំែង់គ្ោប : ច្តិឆលវោះ ជាចំែុចគ្បសព្ វាងអាសុីមតតូឈ  2x   នងិ  

អាសុីមតតូរេក 2y   រ ឺ  2,2I    

តាម    2 2o of a x f x b    , o fx D   រោយ 

 
2

2,2
2

a
I

b

 
  


      រនាោះ    4 4o of x f x      

មាន    
2 1

     1
2

o
o

o

x
f x

x





 នងិ 

 
 
 

 
0

2 4 1 2 7 2 7
4    2

4 2 2 2

o o o
o

o o

x x x
f x

x x x

     
    

     
  



វញិ្ញា សាត្រៀម្រលង្រឧូរតម(ររញិ្ញា រ័្រ+១)  នងិ្រឡង្រជែងនានា  

រ ៀបរ ៀងរោយៈ ស៊ាម សំណាង នងិ អូន ណែត                                   ទំព ័ទ1ី4 

 

យក    1 2 :

    0 0
0

2 1 2 7 2
4 4. 4

2 2 2

o
o

o o o

x x x
f x f x

x x x

  
      

  
 ពតិ 

o fx D    

េចូរនោះ  2,2I  ជា ច្តិឆលវោះនន គ្ោប  H  ។ 

តារាងជំ្នយួ    
2 1

:
2

x
H y

x





  

    -4   -3     -2     -1   -1/2         0

y    7/2   5           -1       0        1/2

x
 

 

 

 

 

ខ) បង្ហា ញថា 

     ,d H A B    

 

 

2 1
:

2

:

x
H y

x

d y x m






  

  



វញិ្ញា សាត្រៀម្រលង្រឧូរតម(ររញិ្ញា រ័្រ+១)  នងិ្រឡង្រជែងនានា  

រ ៀបរ ៀងរោយៈ ស៊ាម សំណាង នងិ អូន ណែត                                   ទំព ័ទ1ី5 

 

-សមីោ អាប់សុីស    d H   

 

   

2

2

2

2 2

2 1

2

2 1 2 2

4 2 1 0

4 4 2 1

8 16 8 4 12 0  

x
x m

x

x x mx x m

x m x m

m m

m m m m m


  



     

    

     

          

  

រនាោះសមីោ  E  មានឫសព ីជានចិច។ 

េរូចាោះ បនទត់  d គ្បសព្ H គ្តង់ព ីចំែុច &A Bជានចិច m   ។ 

រ) កែំត់ m  រេើមបីឲ្យ AB   អបបប មា  
យក ,A Bx x   ជាអាប់សុីសនន & BA  

   

   

   

   

2 2

2 2

2 2

,    ,  ,

2 2 4

A A B B

B A B A

B A A B

B A B A B A

A x x m B x x m

AB x x x m x m

AB x x x x

AB x x x x x x

    

      

   

    

  

រោយ &A Bx x  ជាឬស បស់  
4

2 1

A B

A B

x x m
E

x x m

  
 

  
  

2 22 8 16 8 4 2 12AB m m m m         
េចូរនោះ រេើមបីឲ្យ AB   អបបប មាលុោះគ្តាណត 0m    ។ 
 



វញិ្ញា សាត្រៀម្រលង្រឧូរតម(ររញិ្ញា រ័្រ+១)  នងិ្រឡង្រជែងនានា  

រ ៀបរ ៀងរោយៈ ស៊ាម សំណាង នងិ អូន ណែត                                   ទំព ័ទ1ី6 

 

X- រែនា 
12

D

I xydxdy    

  
2

2

2 2

0 0

, : 0 2,0 2

12
x x

D x y x y x x

I xydy dx


     

 
  

 
 

 

           
22 2

2

00
6

x x

I xy dx


     

 
2 2

2

0
6 2I x x x dx   

 

 

2
2 3 4

0

2
3 4 5

0

2

4 5 6

0

6 4 4

24 24 6

24
6

5

24 32
96 64

5

I x x x x dx

I x x x dx

I x x x

I

   
 

  

 
   
 


   




 

800 24 32
392

5
I

 
  ។ 

 



វញិ្ញា សាត្រៀម្រលង្រឧូរតម(ររញិ្ញា រ័្រ+១)  នងិ្រឡង្រជែងនានា 

រ ៀបរ ៀងរោយៈ ស៊ាម សំណាង នងិ អូន ណែត                      ទំព ័ទី 17 

វិ ញ្ញាសា ទ ី២ 

I. ១) 
2

2 1 2
lim tan

1 2 1x

x x
A

x x x




  
  

   
   

  ២)  3 2 3 2 3 23 3 3lim 2 ...
x

B x x x x x nx nx


         

  ៣) 
3

6 6 6 ... 6 3
lim

3x

x
C

x

     



  (មាន n  ឫសការ ) 

II-រេឲ្យត្តរីកាែ ABC  មួយមាន G  ជាទតី្បជ ំទមងន់ ។ 

 ១) ចូ ត្សយថាGB GC  ល ុះត្តណត 
2 2

2

5

AB AC
BC


 ។ 

 ២) ចូ កែំត់តម្មៃធបំំផ តម្នម ំ Aរោយដងឹថា GB GC ។ រេយក 
cos36 0.80O   ។ 
III-រេរោយស្វីតចំននួពតិ nu កែំត់រោយ 1ou  នងិ 

   1 2

2 3

4 10 4
n n

n
u u

n n





 
  ណដល 0,1,2,3...n   ។ 

 ១)រោយរត្បើអន មាន មួេែិតវទិាចូ ត្សយបញ្ជា ក់ថា
 

2 1

1 !2
n n

n
u

n






ចំរ ុះត្េប់ 0,1,2,3...n   

 ២)ចូ កែំត់ព ីចំននួពតិ នងិ រដើមបីឲ្យបាន
 2!2 1 !2

n n
u

n n

 
 


 

 ចួទាញ ក  
1

lim
n

k
n

k

u




   



វញិ្ញា សាត្រៀម្រលង្រឧូរតម(ររញិ្ញា រ័្រ+១)  នងិ្រឡង្រជែងនានា 

រ ៀបរ ៀងរោយៈ ស៊ាម សំណាង នងិ អូន ណែត                      ទំព ័ទី 18 

IV-រេឲ្យស្វីតោងំរតត្កាល
  2 2 2 20 2 2 2 2

n
a

n

x dx
I

x ax a x ax a


   


ណដល 0a  នងិ 0,1,2,3,4,....n   
  ១) ចូ េែនា 

7I  នងិ 2

11 74I a I  ចួទាញ ក 
11I ជាអន េមនម៍្ន a   

  ២) រតើរេត្តវូឲ្យ n  មានតម្មៃប  នាា នរទើប 
nI  មិនោត្សយនងិ a  ? េែនា

nI ចំរ ុះតម្មៃ n រទើប  ករ ើញ។ 
V-រេឲ្យ f ជាអន េមនម៍ានរដ រីវរលើ  ណដលត្េប់ x នងិ y  
 រេមាន       4f x y f x f y xy     ។  
ចូ កែំត់ ក  f x   ។ 
 

 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 



វញិ្ញា សាត្រៀម្រលង្រឧូរតម(ររញិ្ញា រ័្រ+១)  នងិ្រឡង្រជែងនានា 

រ ៀបរ ៀងរោយៈ ស៊ាម សំណាង នងិ អូន ណែត                      ទំព ័ទី 19 

ដំណ ោះស្រទយ 

I-ចូ េែនាលីមីត 

2

2 1 2
.  lim tan

1 2 1x

x x
A

x x x





  
 

   
 រាង 0   

តាង
2 2

2 1 2 2 1 2

x x
z z

x x

    
    

 
 

កាលណា x   រនាុះ 0z     

2

0

2

0

2 1
lim tan

1 2

2 1
lim cot

1

x
z

x
z

x
A z

x x

x
A z

x x









  
  

   


 

 

  

រោយ
 

2 2 4 2 4

2 1 2 2 2 1 4 2

x x x
z

x x x

         
   

  
  

  

2 0

2

2

2

2 1 1
lim lim

1 tan

2 1 4 2
lim

1 4

1 8 8 2 8
lim

4 1 4

x z

x

x

x z
A

x x z z

x x

x x

x x

x x



 

 






   

 

 
  

  

  
  

   

  

ដចូរនុះ  
2

2 1 2 8
.  lim tan

1 2 1 4x

x x
A

x x x





  
  

    
។   



វញិ្ញា សាត្រៀម្រលង្រឧូរតម(ររញិ្ញា រ័្រ+១)  នងិ្រឡង្រជែងនានា 

រ ៀបរ ៀងរោយៈ ស៊ាម សំណាង នងិ អូន ណែត                      ទំព ័ទី 20 

 3 2 3 2 3 2 3 23 3 3 3. lim 2 3 ...
x

B x x x x x x x nx nx


        

រាង  -    

  3 3 2

1 1

lim
n n

x
k k

x kx x


 

  
    

  
    

  3 3 2

1

lim
n

x
k

x kx x




     

រត្បើ
3 3

2 2

a b
a b

a ab b


 

 
  

 

 
   

3 2 3

2
2 2 3 2 21 3 3

lim
n

x
k

x kx x

x kx x x kx x




 
  


 

     

   

2

2
1

2 2 23 3

lim

1 1

n

x
k

kx
B

k k
x x x

x x




 
 
 


 

               



 



វញិ្ញា សាត្រៀម្រលង្រឧូរតម(ររញិ្ញា រ័្រ+១)  នងិ្រឡង្រជែងនានា 

រ ៀបរ ៀងរោយៈ ស៊ាម សំណាង នងិ អូន ណែត                      ទំព ័ទី 21 

      

2
1

3 3

lim

1 1 1

n

x
k

k
B

k k

x x




 
 
 


 

               



 
             

 
 

1

11
1 2 3 ...

3 3 6

n

k

n nk
n



 
       

 
   

ដរូចនុះ    3 2 3 2 3 23 3 3 1
. lim 2 ...

6x

n n
B x x x x x nx nx




        ។ 

3

6 6 6 ... 6 6 3
.lim

3x

x
C

x

      


(មាន n  ឫសការ ) 

 តាង nu  =
3

6 6 6 ... 6 6 3
lim

3x

x

x

      


 

យក   6 6 6 ... 6 6 3nf x x          

នងិ   6 6 6 ... 6 6 3nf x x         

   . 6 6 6 6 ... 6 6 9n nf x f x x        
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                        6 6 6 ... 6 6 3x         

 

       
 

 

   

 
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1

.

1

3 3
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n n n n

n

n n

n

f x
f x f x f x f x

f x

f x f x

x x f x







  

  
   

   

 

 

1

3 3 3

1

1
lim lim lim

3 3

1

3

n n

x x x
n

n n

n

f x f x

x x f x

u u
f



  



  
 

 

  

ណត  3 3 3 6nf      

1

1

6
n n nu u u   ជាស្វីតធ ែីមាត្តមានរ ស ង 

1

6
q    

1

1

1 1

1

6

n

n

nu u q u



  
     

 
 ណដល  1

1
3

lim
3x

f x
u

x



  

     3 3

6 3 6 9 3 1 1
lim lim

3 69 33 6 3 3 6 3x x

x x x

x x x x x 

    
    

      
  

1

1 1 1

6 6 6
n n n

u

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ដរូចនុះ
3

6 6 6 ... 6 6 3 1
.lim

3 6nx

x
C

x

      



។ 

II- 1) ត្សយថា GB GC  ល ុះត្តាណត ៖  
2 2

2

5

AB AC
BC


  

តាង   ;   ;     BC a AC B AB c      
' '  ;   b cBB m CC m   

តាមត្ទសឹដីបទពតីាេ ័ៈ    GB GC 2 2 2BC GB GC     

រោយ G  ជាទតី្បជ ំទមងន់ 

2

3

2

3

b

c

GB m

GC m




 
 


  

2 2 24 4

9 9
b ca m m     

 -តាមត្ទសឹដីរមដាន  
2 2 2

2

2 2 2
2

2 4

2 4

b

c

a c b
m

a b c
m


 


 
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 

2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2

2 2 2 2

4

9 2 4 2 4

4 2 2 2 2

9 4

1
4

9

9 4

a c b a b c
a

a c b a b c
a

a a b c

a a b c

  
     

 

     
   

 

   

   

  

2 2
2

5

b c
a


     ពតិ 

ដរូចនុះ 
2 2

2

5

AB AC
GB GC BC


    ។ 

2) កែត់តម្មៃធបំំផ តម្ន A  រោយដងឹថា GB GC    

រនាុះ     
2 2

2     1
5

b c
a


   

តាមត្ទសឹដីបទកូស ីនសូ  
 2 2 2 2 cosA      2a b c bc     

យក  1  ជំនសួកនវង  2  រយើងបាន ៖ 
2 2

2 2 2 cos
5

b c
b c bc A


     

2 22
cos    3

5

b c
A

bc


    

តាមវសិមភាពកូស ី    2 2 2    4b c bc    
តាម    3 & 4   

4
cos 0.8 cos36

5

cos cos36 36

o

o o

A

A A

  

  
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ដរូនុះ  តម្មៃធបំំផ តម្ន A េ ឺ 36oA ។ 

III- 1) រោយអន មាន មួេែិតវទិាត្សយថា 
 

2 1

1 !2
n n

n
u

n





  

រយើងមាន 1 2

2 3
1, .

4 10 4
o n n

n
u u u

n n



 

 
  

ចំរ ុះ  
  0

2 0 1 1
0 1

0 1 !2 1
nn u


    


  

ឧបមាថាវាពតិដល់ n   តទួ ីn   េ ឺ
 

2 1

1 !2
n n

n
u

n





   ពតិ 

រយើងនងឹត្សយថា  ពតិ  ដល់តទួ ី 1n   េ ឺ
 1 1

2 3
  ?

2 !2
n n

n
u

n
 





  

រយើងមាន   1 2

2 3
.

4 10 4
n n

n
u u

n n





 
  

 ណតតាមកា ឧបមា
 

2 1

1 !2
n n

n
u

n





 

 1 2

2 3 2 1

4 10 4 1 !2
n n

n n
u

n n n


 
  

  
  

            

  

  

  
  

2

2 1 2 3

2 2 5 2 1 !2

2 1 2 3

2 2 1 2 2

n

n

n n

n n n

n n

n n

 


  

 


 

 

             
  1

2 3

2 !2n

n

n 





  ពតិ 
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ដរូចនុះ 
 

2 1

1 !2
n n

n
u

n





។ 

2) កែំត់ ,    រដើមបីឲ្យ 

 
 1

     1
!2 1 !2

n n n
u

n n

 


 


  

រយើងមាន 
 

2 1

1 !2
n n

n
u

n





  

ណត    1 ! 1 !n n n     
 
 

 
   

2 1 1 2 1 1

1 !2 1 !2 1 !2
n n n n

n n
u

n n n

  
  

  
  

                          
 

 
 1

2 1

!2 1 !2

2 2
    2

!2 1 2

n n

n n

n n

n n 

 


 


 

តាម    1 & 2  រយើងបាន 2, 2     
ដរូចនុះ 2, 2    

-  ក  
1

lim
n

k
n

k

u




   

តាម  1  រេបាន  

 
 

 

1
1 1

1

2 2

!2 1 !2

2 2
           

1!2! 1 !2

n n

k k k
k k

n

u
k k

n


 



 
  

 

 


 
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 
  1

1

2
lim lim 1 1

1 2

n

k nn n
k

u
n  



 
    

 
  

ដរូចនុះ  
1

lim
n

k
n

k

u




 1 ។ 

IV- រេឲ្យស្វីតោងំរតត្កាល 

  2 2 2 20 2 2 2 2

n
a

n

x dx
I

x ax a x ax a


   
   

1) េែនា 4

7 11 7& 4I I a I   ចួទាញ ក 11I   
រយើងមាន 
      2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2x ax a x ax a x a ax x a ax           

   

                                                 
2 22 22 2x a ax    

                                              
4 2 2 4 2 2

4 4

4 4 4

4

x x a a a x

x a

   

 
 

4 40 4

n
a

n

x dx
I

x a
 

  ចំរ ុះ 
7

7 4 40
7 :

4

a x dx
n I

x a
 

   

តាង 4 4 34 4u x a du x      

របើ 
4

4

0 4

5

x u a

x a u a

   


  
  

7

7 4 40 4

a x dx
I

x a



4 3

4 40

1 .4

4 4

a x x dx

x a


  

                           4

4

4
5

4
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4

a

a

u a
du

u


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 
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ដរូចនុះ 4

7

1 5
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4 4
I a

 
  

 
។ 

- េែនា 4

11 74I a I   

របើ 
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11 4 40
11

4

a x dx
n I

x a
  
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7

7 4 40 4

a x dx
I
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
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11 4 7
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4
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4 40
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4
8
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8 4 4

a
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4ln
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 

   
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។ 

2) កែំត់ n  រដើមបីឲ្យ nI  មិនោស្ស័យ a   

រយើងមាន
4 40 4

n
a

n

x dx
I

x a


   

តាង .x at dx a dt     

របើ 0 0

1

x t

x a t

  


  
  

1

4 4 40

1
3

40

. .
4

        
4

n n

n

n
n

a t
I a dt

a t a

t
a dt

t



 









  

រដើមបីឲ្យ nI  មិនោស្ស័យa  ល ុះត្តាណត 3 0 3n n      

ចំរ ុះ 3n  :
3

3 4 40 4

a x
I dx

x a


  
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'
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0
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1 1 1 5
  ln 4 ln5 ln 4 ln

4 4 4 4

a

a

x a
dx

x a

x a a a






    


  

ដចូរនុះ 3

1 5
ln

4 4
I

 
  

 
 មិនោស្ស័យ a  ។ 

V- កែំត់  f x   
សមាតកិមា : f  មានរដ រីវរលើ   

     , : 4x y f x y f x f y xy        
- យក      0, 0        :  0 0x y f f f x      
                                                0 0f  

-  
   '

0
lim
h

f x h f x
f x

h

 
   

របើ  
 '

0
0  lim

h

f h
x f x a

h
       

- យក y h   
     

     

     

4

4     : 0

4

f x h f x f h xh

f x h f x f h xh h

f x h f x f h
x

h h

   

     

 
  
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     

 

 

0 0

'

2

lim lim 4

4

2

h h

f x h f x f h
x

h h

f x a x

f x ax x c

 

   
  

 

 

  

 

យក  0: 0 0x f c c      
  2f x x ax   

រផទៀងផ្ទទ ត់       4f x y f x f y xy      
       

2 2 22 2 2 4x y a x y x ax y ay xy          
2 2 2 22 4 2 2 4x xy y ax ay x ax y ay xy           ពតិ 

ដរូចនុះ   22  ,f x x ax a    ។ 
VI- េែនា 23

C
I z dz    

1)  C  ជាភាេបនាទ ត់ភាា ប់ព ី  0,0  រៅ   2,4   
តាង z x iy     ណត 2y x   

 2 1 2z x xi i x       
 1 2dz i dx    

រយើងបាន    
2 2

0
3 2 1 2I x i x i dx    

   
2 23 32 3

00
3 1 2 1 2i x dx i x        

                      
3

1 6 12 8 2 88 16i i i        
2)  C  ជាភាេបនាទ ត់ភាា ប់ព ី  0,0   0,2  នងិ 

   2,0 2,4   
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1 2

2 2 23 3 3
C C C

I z dz z dz z dz       

                   

 
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z z
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z dz z dz

z z

i



 

       

   

 

 

                   88 16i   ។ 
3) C  ណផនកបា រា បូល 2  0 2y x x    

      
 

2

1 2

z x iy x x i

dz xi dx

   

  
  

            
22

2

0
3 1 2I x ix xi dx    

            
  

 

2
2 3 4

0

2
2 3 4 5

0

3 2 1 2

3 4 5 2

x x i x xi dx

x x i x x i

   

   




 

         

2
3 6

4 5

0

3
3 3

8 64
3 16 32

3 3

88 16

x x
I x i x i

I i i

I i

 
    

 

 
    

 

  

 

VII- េែនាោងំរតត្កាល 
  

3

2 2

4

1 1C

z
I dz

z z


 
   

ណដល : 2C z    
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 
  

3

2 2

4

1 1
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

 
  

f  មាននយ័ ល ុះត្តាណត 
2

2

1 0

11 0

z z i

zz

    
 

   
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C:  2 2 4

fD i

z x y x y

   

      
 

         

 
    
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C
I f z dz i f i f i f f
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z i z i z z

         


   


  

 
     

 
     

 
     

 
     

3

3

3

1

3

1
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1 1 2 1 1
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Res lim 1

1 1 2 1 1
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Res 1 lim 1

1 2 1 1
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Res 1 lim 1

1 2 1 1
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
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
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    

     
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ដចូរនុះ 
  

3

2 2

4

1 1C

z
I dz

z z


 
 េ ឺ8 i  ។ 
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វិ ញ្ញាសា ទ ី៣ 

I-ចំរ ោះគ្រប់គ្តរីោែ ABC ចូលគ្សយបញ្ជា ក់ថាររមានសមភាព
3 3

sin sin sin
8

A B C  ពតិជានចិច។ 

II-ចូ រែនាលីមីត
0

1
lim sin

2 1x
A

x x




 
  

 
នងិ 1

lim tan
2 3x

x
B

x x




 
  

 
។ 

III-ចូ កែំត់គ្រប់ចំននួរត់វជិ្ាមានn រ ើមបីឲ្យចំននួ2 1n  ណចកោច់នងឹ7  ។ 
IV-ររឲ្យ f ជាអនរុមនម៍ានរ  រីវរលើ ណ លរ ទ្ៀងផ្ទទ ត់គ្រប់

     , :x y f x y f x f y   ។ ចូ  ក  f x ។ 
V-ររឲ្យអនរុមនជ៍ាប់ :f  រោយ ងឹថា  1000 999f  នងិ
    1f x f f x    គ្រប់ x ។ចូ  ក  500f  ។ 

VI-ររឲ្យស្វីតននចំននួពតិ nu រ ទ្ៀងផ្ទទ ត់ទំនាក់ទំនង
0

2

1̀

1

1
,n

n

n

u

u
u n

u




 

 


   

ណ ល 0,1,2,3,...n   ។ 

ចូ គ្សយបញ្ជា ក់ថា
2

tan
2

n n
u




   ចួទាញ ក  lim 2n

n
n

u


។ 

VII-ររឲ្យគ្តធីា   2f x ax bx c   រ ទ្ៀងផ្ទទ ត់
 

 

 

5 5

55 5555

555 555555

f

f

f









  

    ចូ គ្សយថា
   2

555...555 555...555
n n

f
 
  
 
 

 ។ 
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VIII-ររឲ្យអនរុមន៍ f កែំត់រោយ   2

2

1
f x

x



មានគ្ោប C  

      ក)សិកាអរេ ភាព នងិ រូសណសែរោង C ននអនរុមន៍ f ។ 
      ស)បង្ហា ញថា ង្ង់   2 2: 4x y   ប ោះនងឹណសែរោង C គ្តង់បីចំែុច
ABC បរងក ើតបានជាគ្តរីោែសមងែ័មួយ។ 

IX-ក) ចូ គ្សយបញ្ជា ក់ថា    
b b

a a
f x dx f a b x dx     ។ 

     ស) អនវុតតន៖៍  ចូ រែនា  3

0
ln 1 3 tanI x dx



   ។ 

X-ចូ រោោះគ្សយសមីោ ឌណី្  ង់ណសយល
   cos cot lnsin sin 0y yy e x dx e x x y dy    ។ 
XI-កនវងេង់មូយមានប៊ាូលគ្កហមnនងិប៊ាូលរមៅ n ។ររចាប់យកប៊ាូល2 គ្ពមគ្នន រចញពី
កនវងេង់រនាោះ។តាង nP ជាគ្បូបាបននគ្ពតឹតោិ ែ៍ររចាប់បានប៊ាូលពែ៍ ចូ 
គ្នន ។ចូ រែនា lim n

n
P


 ។ 
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ដំណ ោះស្រទយ 

I-គ្សយបញ្ជា ក់ថា សមភាព 3 3
sin sin sin

8
A B C   

- ABC  មាន  
sinA 0

sin 0

sin 0

B

C





 

  

តាមវសិមភាពកូសីុ   
3sin sin sin 3 sin sin sinA B C A B C     

            
3

sinA sinB sin
sin sin sin    1

3

C
A B C

  
   

 
 

-តាង    sin       , 0,f x x x     

                
 

 

'

''

cos

sin 0

f x x

f x x

 

   
 

     f x  ជាអនរុមនរ៍បា ងរលើ  0,  
តាមវសិមភាព Jensen :  

       , , 0, : 3
3

A B C
A B C f A f B f C f

  
      

 
  

        sin sin sin 3
3

A B C f
 

     
 

 

ណត 3
sin

3 3 2
f

  
  

 
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 

33 3

3 3
sin sin sin

2

sin sin sin 3 3 3
    2

3 2 8

A B C

A B C

  

   
    

   

 

តាម    1 & 2  : 3 3
sin sin sin

8
A B C   

 ចូរនោះវសិមភាព 3 3
sin sin sin

8
A B C   ពតិ ។ 

II- រែនាលីមីត  

0

1
lim sin

2 1x
A

x x




 
  

 
  

តាម  sin sin     

0 0

1 1 2
lim1 sin lim1 sin

2 1 2 1x x

x
A

x x x x

 


 

   
     

    
  

   
0

2
sin

2 12 1
lim 2

2 2 1

2 1
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x
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x x x

x








 
 

    
 

 
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 ចូរនោះ 
0

1
lim sin 2

2 1x
A

x x






 
  

 
។ 

1
lim tan

2 3x

x
B

x x




 
  

 
  

តាង 3

2 3 2 4 6

x
y

x x

  
   

 
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2 3 2

x
y

x

 
  


           

  ោលណា , 0x y    

0

1
lim tan

2x
y

B y
x






 
  

 
  

   
0

1 4 6 4
lim lim

tan 3 3y x

y x

y x   

 
     

 
 

 ចូរនោះ 1
lim tan

2 3x

x
B

x x




 
  

 

4

3
  ។ 

III-កែំត់គ្រប់ចំននួរត់វជិ្ាមាន n  រ ើមបីឲ្យ 2 1n  ណចកោច់នងឹ 7   
របើ 2 1n  ណចកោច់នងឹ 7   រនាោះតាមលកខែៈសមមូលននវធិណីចក   
រយើងអាចស រស ៈ 

 2 1 0 mod7n    ឬ     2 1 mod7       1n    
មាន  32 8 1 mod7    

   3  :   2 1 mod7      2kk n    
តាម    1 & 2    :   3   ,  n k k n     
 ចូរនោះ 2 1n  ណចកោច់នងឹ 7 ។ 
IV- ក  f x   
f  មានរ  រីវរលើ   
មាន        ,   :         1x y f x y f x f y      
ឧបមាថា   f x c   ជាចរមល ើយ បស់សមីោ     1  

 1     2
0

. 1 0
1

c
c c c c c c c

c


        


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 ចូរនោះ    0, 1f x f x   ជាចរមល ើយ បស់សមីោ    1 ។ 
ឧបមាថា f  : មិនជាអនរុមនរ៍េ   
យក 0; 0x y   ជួ្សកនវង  1  
       

  
 

 

20 0 0 0

0 0
(0) 0 1 0

0 1

f f f f

f
f f

f

 


    



  

 ក ែី  0 0f    
តាម  1    យក 0y        : 0 0f x f x f   (រេ ) ជាចរមល ើយ ចូគ្នន  

 ក ែី   0 1f    
មាន      .f x y f x f y    
យក y h   
     

        

.

1

f x h f x f h

f x h f x f x f h

 

    
  

ណចកអងគទំាងព ីនងឹ    :   0h h    
   

 
   

   
 

   

     

0 0

' '

0

0
lim lim

0

h h

f x h f x f h f
f x

h h

f x h f x f h f
f x

h h

f x f x f

 

  


  




  

រោយ f  មានរ  រីវរលើ   រនាោះ  ' 0f a    
       

   

' '

'

0

0      ,ax

f x af x f x af x

y ay f x ke a

   

    
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យក  0  ,   1x f x k k      
 ចូរនោះ   ,axf x e a    ។ 
V- ក  500f   
មាន        :f    

               
 

     

1000 999

1          *

f

f x f f x x

 


     

 

-     1f x f f x     
យក    1000  :  1000 . 1000 1x f f f      

            
1

999 999 1 999
999

f f     

តាង     500g x f x    

យក 
 

 

1000   :  g 1000 999 500 499 0

1
999     :  g 999 500 0

999

x

x

     



   


  

រោយ     1000 . 999 0g g   

            
   

   

999,1000    | 0

500 0 500

c g c

f c f c

  

    
  

យក  x c     ជួ្សកនវង    *  :      . 1 500. 500 1f c f f c f       

 ចូរនោះ  
1

500
500

f  ។ 

VI-គ្សយថា 
2

tan
2

n n
u




   
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មាន 2

1

1

1 1
    ; n

o

n

n

n

u

u
u

u




  

 


  

របើ   0         tan 1
4

on u


     ពតិ 

ឧបមាថា  
2

tan
2

n n
u




    ពតិ 

រយើងនងឹគ្សយថាវាពតិ ហូត ល់តទួ ី 1n   រ ឺ 1 3
tan

2
n n

u


 
  

រយើងមាន 
2

1

1 1n

n

n

u
u

u


 
  

ណត 2

2

1
1 tan

cos



    

2

2 2 3

1 3

2 2 3 3

1
1

cos 1 cos 2.sin
2 2 2 tan

2
tan sin 2sin cos

2 2 2 2

n n n

n n

n n n n

u

  


   

  

 

   




       

 ចូរនោះ  
2

tan
2

n n
u




 ពតិ។ 

VII-ររឲ្យ   2f x ax bx c     

រ ទ្ៀងផ្ទទ ត់
 

 

 

5 55

55 5555

555 555555

f

f

f








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គ្សយថា  
2

555...555 555...555     Polymonadic number
n n

f
 

 
 

 

 ក , ,a b c   
តាមសមៅតកិមៅរយើងបានៈ  

 

 

 

2

2

2

5 5 55                 1

55 55 5555         2

555 555 555555   3

a b c

a b c

a b c

   


  


  

  

យក   2 1    :  2 255 5 50 5500a b    3000 50 5500a b                                                                                       
 60 110        4a b   

យក   3 2    
 2 2 555 55 500 550000 500 610 500 550000a b a b                                                                                      

 610 1100     5a b   

យក    5 4   :  990 9
550 990

550 5
a a      ជំ្នសួកនវង  4  2b   

ជួ្សកនវង  1   
រយើង បាន 0c    

  29
2

5
f x x x    

តាង  
5

555...555 10 1
9

n

n

n

x      

       2

2

2

5
555...555 10 1

9

n

n

n

x     

រយើងនងឹគ្សយថា   2 ?n nf x x   
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     
2

9 5 10
. 10 1 10 1

5 9 9

n n

nf x
 

    
 

 

   

   

 

2

2

2

5 5
10 1 2. 10 1

9 9

5
10 1 10 1 2

9

5
10 1

9

n n

n n

n

nx

   

    
 

  

  

 ចូរនោះ   2n nf x x ពតិ ។ 
VIII- ក) សិកាអរេ ភាព នងិ រូសណសែរោង  C  ននអនរុមន ៍ f  

មាន   2

2

1
f x

x



        

អនរុមនម៍ាននយ័លុោះគ្តាណត  21 0 1x x       
-ណ នកែំត់ននអនរុមន ៍ { 1,1}fD      
-ទសិរៅអរេ ភាព 

   2

2

1
f x

x



 

 

   

'
2 2

'

2 2
2 2

2 1 4

1 1

x x
f x

x x


   

 
  

របើ  
 

'

2
2

4
0 0 0

1

x
f x x

x
    


  

-ចំែុចប មា 
ចំរ ោះ 0x   អនរុមនម៍ានតនមលអបបប មាគ្តង់  0 2f    
- កលីមីត នងិ អាសុីមតតូ 
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 
  2

1 1 1

2 2
lim lim lim

1 1 1x x x
f x

x x x    
   

  
  

 
  2

1 1 1

2 2
lim lim lim

1 1 1x x x
f x

x x x    
   

  
 

 
  

 
  

2
1 1 1

2
1 1 1

2 2
lim lim lim

1 1 1

2 2
lim lim lim

1 1 1

x x x

x x x

f x
x x x

f x
x x x

  

  

  

  

   
  

   
  

 

រហើយ  
  2

2 2
lim lim lim 0

1 1 1x x x
f x

x x x  
  

  
  

រោយ    
1 1

lim ,lim
x x

f x f x
 

    រនាោះបនាទ ត់ 1& 1x x    

ជាអាសុីមតតូឈ ននណសែ រោង C រហើយ   2

2
lim lim 0

1x x
f x

x 
 


 នាឲំ្្

យបនាទ ត់ 0y  ជាអាសុីមតតូរ ក  
-តារាងអរេ ភាព 

 

 

'

             -           -1          0               1            +

         -                  -             +             +

      0                +               +                   0

         

x

f x

f x

 

 

                            2                  - 
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-សង់គ្ោប    2

2

1
f x

x



  

វាជាអនរុមនរូ៏ រគ្ ោះ  
 

 2

2
1 ,

1
ff f x x D

x
    

 
  

នាឲំ្យអ័កែ  oy  ជាអ័កែឆលវោះននគ្ោប C   
 
  
 
 
ស) បង្ហា ញថា សមីោ  ង្ង់   2 2: 4x y    ប ោះនងឹណសែរោង  C  គ្តង់បី
ចំែុច ABC  បរងក ើតបានជាគ្តរីោែសមងែ័មួយ 

មាន   2

2

1
y f x

x
 


 នងិ   2 2: 4x y     

ររបានសមីោ អាប់សុីសចំែុចគ្បសព្ វាងណសែរោង C នងិ    

   
2

2 2
2 2 2 2

2

2
4 1 4 4 1

1
x x x x

x

 
       

 
  

   

 

2 2 4 2 4

2 4 6 2 4

6 4 2 2 4 2

1 2 4 4 1 2

2 4 4 8 4 0

6 9 0 6 9 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x x

      

       

       
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     
2 2 2

2 2 23 0 3 3 0

0

3

3

x x x x x

x

x

x

      




 


 

 

 ចូរនោះ     ប ោះ C គ្តង់ចំនចុ ABC  ណ លមានកូ អរោរន 

     0,2 , 3, 1 , 3, 1A B C    ។ 

-រ ទ្ៀតផ្ទទ ត់ថា ABC ជាគ្តរីោែសម័ងែ 
មាន 

       

       

         

22 2 2

22 2 2

2 22 2

3 0 1 2 2 3

3 0 1 2 2 3

3 3 1 1 2 3

B A B A

C A C A

C B C B

AB x x y y

AC x x y y

BC x x y y


          




         



           


  

 ចូរនោះ ABC ជាគ្តរីោែសម័ងែ។ 

IX ក) គ្សយបញ្ជា ក់ថា    
b b

a a
f x dx f a b x dx      

យក  
b

a
I f x dx    

តាង z a b x x a b z         

                 

                 

dx dz

x a b

z b a

  

 

រយើងបាន    
a

b
I f a b z dz      
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 

 

 

a

b

b

a

b

a

I f a b z dz

I f a b z dz

I f a b x dx

   

  

  







 

 ចូរនោះ    
b b

a a
f x dx f a b x dx    ។ 

ស) រែនា  3

0
ln 1 3 tanI x dx



    

តាមលកខែបានសគ្មាយខាងរលើ    
b b

a a
f x dx f a b x dx      

រយើងអាចស រស ៈ  

3

0

3

0

3

0

3 3

0 0

ln 1 3 tan 0
3

ln 1 3 tan
3

3 tan
ln 1 3

1 3 tan

1 3 tan 3 3 tan 4
ln ln

1 3 tan 1 3 tan

I x dx

I x dx

x
I dx

x

x x
I dx dx

x x







 





  
     

  

  
    

  

 
  

 

     
    

   







 

  

 3

0
ln 4 ln 1 3 tanI x dx



   
   

 3 4

0 0
ln 4 ln 1 3 tanI dx x dx

 

     
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ln 4 0
3

2
2 ln 2

3

ln 2
3

I I

I

I







 
   

 



 

 

 ចូរនោះ ln 2
3

I


 ។ 

X-រោោះគ្សយសមីោ ឌរី្  ង់ណសយល  
    cos cot ln sin - sin 0x yy e x dx e x x y dy     
សមីោ ខាងរលើមានទគ្មង់ជា ៖    , , 0P x y dx Q x y dy    

ណ ល 
 

   

, cos cot

, ln sin sin

y

y

P x y y e x

Q x y e x x y

  


 

  

មាន 
 

'

sin cot

sin
sin sin cot

sin

y

y y

P
y e x

y

xQ
e y y e x

x x


   




     

  

sin cotyP Q
y e x

y x

 
    

 
  

រនាោះអងគទ១ី ននសមីោ រជឺាឌរី្  ង់ណសយលស បុននអនរុមន ៍  ,Z f x y   

ណ ល 0   ,c
z z

dz dx dy z c
x y

 
     
 
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នងិ 
 

   

cos cot    1

ln sin - sin    2

y

y

z
y e x

x

z
e x x y

y


 




 


  

តាម  1  :  cos cotyz y e x x     

   cos cotyz y e x dx     

  
   

     '

cos ln sin

sin ln sin     3

y

y

z x y e x y

z
x y e x y

y





  


    



 

តាម    3 & 2  រយើងទាញ :  
 'sin lnsin lnsin siny yx y e x y e x x y       

       ' 0 oy y c    រេ  
cos lnsiny

oz x y e x c      
ណត z c  
 ចូរនោះចរមល ើយននសមីោ  រៈឺ 
 cos lnsin , -y

ox y e x k k c c    ។ 
XI- រែនា lim n

n
P


  

nP : ជាគ្បូបាបននគ្ពតឹតោិ ែ៍ចាប់ ប៊ាូល ២ បានប៊ាូលមានពែ៍ ចូគ្នន  
-តាង A ជាគ្ពតឹតោិែ៍ចាប់ប៊ាូល ២ បានប៊ាូលមានពែ៍សសុគ្នន   
  1nP P A     
-  P A   ចំននួក ែីស្សប

ចំននួក ែីអាច  = 
𝑛(𝐴)

𝑛(𝑆)
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-ចំននួក ែីអាច 

 
 
 

   
 

 2

2

2 ! 2 2 ! 2 1 2
2 1

2! 2 2 ! 2 2 2 !
n

n n n n
n S C n n

n n

 
    

 
  

-ចននួក ែីស្សប   1 1 2

n nn A C C n    
1

1
2 2 2 1

n

n n
P

n n


   

 
  

 ចូរនោះ 1 1
lim lim

2 1 2
n

n n

n
P

n 

 
  

 
 ។ 
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វិ ញ្ញាសា ទ ី៤ 

I-ចំរ ោះត្តរីោែ ABC ណែលមានម ំក្នងុជាម ំស្សួចចូ ត្សយបញ្ជា ក់្ថា
សមភាព tan tan tan 3 3A B C  ពតិជានចិច។ 

II-ចូ គែនាលីមីត  lim 2 3 cos
2 3x

x
A x

x




 
   

 
នងិ   

                         

6

... 6 3
lim

6x

x x x x x
B

x

      



(n ឫសោរ )   

III-ចូ ក្ែំត់ចំននួពតិa រោយែងឹថាមាន 1 2 3 4 5, , , , 0x x x x x   

       ណែលរ ទ្ៀងផ្ទទ ត់
1 2 3 4 5

3 3 3 3 2

1 2 3 4 5

5 5 5 5 3

1 2 3 4 5

2 3 4 5

2 3 4 5

2 3 4 5

x x x x x a

x x x x x a

x x x x x a

    


    


    

 

VI-រគឲ្យ f ជាអន គមនម៍ានរែ រីេរលើ ណែលរ ទ្ៀងផ្ទទ ត់
     2, : xyx y f x y e f x f y    ។ ចូ  ក្  f x  ។ 

V-រគឲ្យmនងិnជាចំននួគត់េជិាា មានរ ទ្ៀងផ្ទទ ត់
1 1 1 1 1

1 ...
2 3 4 1318 1319

m

n
       ។ 

ចូ ត្សយថាm ណចក្ោច់នងឹ9  ។ 

VI-រគឲ្យអងំរតត្ោល
4

0
  , 0 ,

a

n n n

x dx
I a n

x a
  

  ។ 

    ១) ក្ែំត់តម្មៃ n រែើមបីឲ្យ nI មានតម្មៃមិនអស្ស័យនងិa ។ 
    ២) គែនាតម្មៃ nI ចំរ ោះតម្មៃ n រទើប ក្រ ើញខាងរលើ។ 
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VII-រគឲ្យ្លបូក្
3 3 23

1 1 1
1 ...

4 9
nS

n
     ណែលn  ។ 

 ១)ត្គប់k ត្សយបញ្ជា ក់្ថា
 

1

2 2 23 3
3

1 1

1

k

k

dx

x kk



 


  ។    

 ២) ទាញឲ្យបានថា
1

2 23 31 1
1

n n

n

dx dx
S

x x



     ។ 

 ៣)  ក្លីមីត 
3

lim n

x

S

n

 
 
 

។ 

ដំណ ោះស្រទយ 

I- ត្សយថា tan tan tan 3 3A B C    
មាន  A B C     A B C      

   

 

 

tan tan

tan tan
tan

1 tan tan

tan tan tan 1 tan tan

tan tan tan tan tan tan     1

A B C

A B
C

A B

A B C A B

A B C A B C

  


 



   

  

  

តាមេសិមភាព Cauchy 
 3tan tan tan 3 tan tan tan         2A B C A B C     

យក្  1  ជួស  2   

 

3

3

tan tan tan 3 tan tan tan

tan tan tan 27 tan tan tan

tan tan tan 27 3 3

A B C A B C

A B C A B C

A B C





 
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ែចូរនោះ tan tan tan 27 3 3A B C   ពតិ។ 
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III-ក្ែំត់ត្គប់ចំននួពតិ a រោយែងឹថា  
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វញិ្ញា សាត្រៀម្រលង្រឧូរតម(ររញិ្ញា រ័្រ+១)  នងិ្រឡង្រជែងនានា  

រ ៀបរ ៀងរោយៈ ស៊ាម សំណាង នងិ អូន ណែត                  ទំព ័ទី 55 

 

   

   

   

2

1 2 3 4 5

3 3 3 3 2

1 2 3 4 5

5 5 5 5 3

1 2 3 4 5

2 2 2

1 2 3

2 2

4 5

2 2 2

1 2 3

2 3 4 5                

2 3 4 5      - 2

2 3 4 5          1

2 1 2 8 16 3( 18 81)

4 32 265 5 50 625 0

1 2 4 3( 9)

x x x x x a a

x x x x x a a

x x x x x a

a a x a a x a a x

a a x a a x

a x a x a x

     


    


    

        

     

        
2 2

4 54 16 5 25 0a x a x    

  

តាមសមីោ រនោះរយើងទាញបាន ៖ 
1 2 3 4 5

2 1 3 4 5

3 1 2 4 5

4 1 2 3 5

5 1 2 3 4

1, 1, 0

4, 1, 0

9, 1, 0

16, 1, 0

25, 1, 0

a x x x x x

a x x x x x

a x x x x x

a x x x x x

a x x x x x

     

     

     

     

     

 

IV- ក្  f x   
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VI- 1. k   ត្សយបញ្ជា ក់្ថា 
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 
 
 

 ។ 

    ៣)ទាញ កករនោមបក្រងួមនន nC នងិ nS ។ 
VII-រេមានថង់ព ី X នងិY ណែលកែងុថង់ X មានប៊ាូលក្រកហម 3 នងិប៊ាូលរមៅ 4
រហើយរៅកែងុថង់Y  
មានប៊ាូលក្រកហម4នងិប៊ាូលរមៅ 5។រេចាប់យកប៊ាូល1ពរីចញពថីង់ X ោក់ចូលរៅ
កែងុថង់Y នងិចាប់យកប៊ាូល 2 ពថីង់Y រហើយោក់ចូលកែងុថង់ X វញិ។ចូ េែនា
ក្របូបាបប៊ាីលីរតននក្រពតឹតាិ ែ៍៖ 
១) :A រៅកែងុថង់ X មានប៊ាូលក្រកហមរសៅើនងឹ 1

3
 ននប៊ាូលរមៅ ។ 

២) :B រៅកែងុថង់ X មានប៊ាូលក្រកហមរសៅើនងឹប៊ាូលរមៅ ។ 

ដំណ ោះស្រទយ 

I-េែនា  3

21 4 5

f x
I dx

x x


     

រយើងមាន  3

21 4 5

f x
I dx

x x


   1      

     3 2 2: : 4 4 5 4 5f f x f x x x x x x x           
តាង 4 4u x x u      រហើយ dx du    
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របើ 1x   រនាោះ 3u   
របើ 3x   រនាោះ 1u   

តាម  1 រយើងបាន  

   
 

1

23

4

4 4 4 5

f u
I du

u u


 

   
   

                            3

21

4

16 8 16 4 5

f u
I du

u u u




      

 3

21

4

4 5

f u
I du

u u




     ឺ  3

21

4

4 5

f x
I dx

x x




   2   

យក  1 បូក  2 រយើងបាន៖ 
   

 

3

21

2
3

21

3
2

3

1
1

4
2

4 5

4 51

2 4 5

1 1 1 9 1
2

2 2 2 2 2 2

f x f x
I dx

x x

x x x
I dx

x x

x
I xdx

 


 

 


 

   
      

  







  

ែចូរនោះ 2I   ។ 
II-ក្រសយថា nE  ណចកោច់នងឹ 1897  ជានចិចក្រេប់ n   
រយើងមាន 2903 803 464 261n n n n

nE       
រហើយ 1897 7 271    

   2903 803 464 261n n n n

nE       
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   

 

1 2

1 2

1 2

2903 803 464 261

2100 203

7 300 29

q q

q q

q q

   

 

 

  

មាននយ័ថា ករនោមខាងរលើណចកោច់នងឹ 7   
មយ៉ ងរទៀត  

   2903 464 803 261n n n n

nE       
   

 

1

1 2

1 2

2903 464 803 261

243 542

271 9 2

n

n

n

E q

E q q

E q q

   

 

 

 

មាននយ័ថា ករនោមខាងរលើណចកោច់នងឹ 271   
រោយ 7 នងិ271 មិនណមនជាកតាត បឋម មួគ្នែ  រនាោះ nE ណចកោច់នងឹ 1897  ។ 
III-កែំត់ណ ែ្កេត់នន nu   

រយើងមាន 
 

1

2

2 1

5
2,

2

5
2

2

o

n n n

u u

u u u 


 


   


 ណែល 0,1,2,3,4,...n   

-យក    2 1

2 1 0 1

5 5 5 5 1
0: 2 2

2 2 2 2 2
n u u u          

       -  2

3 2 1

5 5 25 5
1: 2 2

2 2 4 2
n u u u

 
       

 
  

                  3

5 13 65

2 4 8
u     
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        -  2

4 3 2

5 5 13 17
2 : 2 1

2 2 4 4
n u u u

  
       

  
  

                  
4

5 221 16 1025

2 16 32
u

 
  

 
 

រយើងសរងេតរ ើញថាៈ  
0

0 0

1

1 1

1

2 1

3

3 3

5

4 5

1
2 2

2

5 1
2

2 2

5 1
2

2 2

65 1
2

8 2

1025 1
2

32 2

u

u

u

u

u

  

  

  

  

  

  

     -យក  2

5 4 3

5
3: 2

2
n u u u     

រោយ 
2

2 3 6

3 3 6

1 1
2 2 2 2

2 2
u

 
      

 
   

5 6

5 5 6

1 1 5
2 2

2 2 2
u

  
      

  
 

        11 11

11 11

1 1 5 1
2 2 2

2 2 2 2
        
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  2

6 5 4

5
4: 2

2
n u u u      

រោយ 
2

2 5 10

4 5 10

1 1
2 2 2 2

2 2
u

 
      

 
  

11 10 21

6 11 10 21

1 1 2 1
2 2 2

2 2 5 2
u

  
        

  
  

រយើងសរងេតរ ើញថាតទូួរៅនន nu មានរាង 1
2

2
n

n

v

n v
u   ណែល nu  

ជាស្វីតចំននួពតិកែំត់ 
រោយ ៖   :0,1,1,3,5,11,21,43nv  
រោយសមាេ ល់រ ើញថា  

    

1

2 0 1

3 1 2

4 2 3

5 3 4

6 4 5

0

1

1 2

3 2

5 2

11 2

21 2

............................

ov

v

v v v

v v v

v v v

v v v

v v v





  

  

  

  

  

 

ឧបមាពតិែល់ n  េឺ 2 12n n nv v v    
មានសមីា សមាេ ល់ 2 2     
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2 2 0     មានរាង 0a b c    រយើបាន
1

2
c

a





 



  

  

   1 2 1 2
n nn n

nv            

យក 0,1n   0

1

0

2 1

v

v

 

 

  
 

   
  

                           1
3 1

3
      នងិ 1

3
    

 2 1

3

nn

nv
 

     

ែចូរនោះ  
 

 

2 1

3
2 1

3

1
2

2

nn

nnnu
 

 
   ។ 

IV-ចូ កែំត់ កពហុធា  P x ណែលរ ទ្ៀងផ្ទទ ត់៖ 
     2 2 1P x x x P x      1  

-តាងnជាែរឺក្រក បស់ពហុធា  P x  
 2P x  មានែរឺក្រកទី2n  នងិ    2 1 .Px x x  មានែរឺក្រកទ ី 3n    

រែើមបីឲ្យពហុធាព ីមានែរឺក្រករសៅើគ្នែ លុោះក្រតាណតមានសវ័យេុែរសៅើគ្នែ  
តាម  1 រយើងបាន 2 3 3n n n      
នាឲំ្យ  P x ជាពហុធាែរឺក្រកទ ី3   
រោយ x x      ជំនសួ x  រោយ  x   កែងុ  1  
រយើងបានៈ 
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     2 2 1P x x x P x        2  
ទ្មឹ  1 នងិ 2        2 2: 1 1x x P x x x P x       

     P x P x     
   P x  ជាអនេុមនរ៍សស 
   P x មានរាង   3P x ax cx    
តាម  1  -របើ 0x   រនាោះ  0 0P   0x   ជាឬស បស់  P x  
              -របើ 1x   រនាោះ      1 2 1 1 0P P P    1x   ជាឬ
ស បស់  P x  
              -របើ x i រនាោះ      1 0 0P i P i   1x    
ជាឫស បស់   P x  

រោយ 
 

 

 

0 0

1 0

1 0

P

P a c

P a c




  


    

  

0a c a c        
      3 2 1 1 1P x cx cx cx x cx x x             , *c  

រ ទ្ៀងផ្ទទ ត់  1   
-       2 2 2 21 1   *P x cx x x      
-           2 2 2 2 21 1 ( 1) 1 1 1x x P x x x cx x x cx x x           

 **  
តាម         2 2* & ** : 1P x x x P x    
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V-រោោះក្រសយសមីា ឌរី្ ង៉ណសយ៉ល 
មាន  '' 2 ' sin cos xy y y x x e       1  
តាង . x

Gy z e  ជាចរមល ើយទូរៅនន បស់  1  
 '' '2 sin cos x

G G Gy y y x x e        2  
ណត  ' 'x

Gy e z z    
       '' ' z' " 2 ' z''x x

Gy e z z z e z z        
តាម  2    2 ' z" 2 2 ' 2z . sin cos .x xz z z z e x x e          

                                                        '' sin cosz z x x    
មានសមីា សមាេ ល់ 2 1 0     

                             2 21

0

i

i i





  

    
 

រយើងបាន ចរមល ើយទូរៅនន  cos sinx

cz e A x B x      
 0 cos sin cos sinx

cz e A x B x A x B x     
- កចរមល ើយពរិសសននសមីា  '' sin cosz z x x    
តាង  cos sinpy x a x b x    

 

 

'

''

''

cos sin sin cos

sin cos sin cos cos sin

2 sin 2 cos

p

p

p p

z a x b x x a x b x

z a x b x a x b x x a x b x

z z a x b x

    

       

    

  

pz  ជាចរមល ើយពរិសសននសមីា  '' sin cosz z x x    ាលណា៖ 

          '' sin cosz z x x    
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2 sin 2 cos sin cos

1

2 1 2

2 1 1

2

a x b x x x

a
a

b
b

   


  

  
  



  

រនាោះ 1 1
sin cos

2 2
pz x x    

រយើងបាន 1 1
cos sin sin cos

2 2
c pz z z A x B x x x        

ែចូរនោះចរមល ើយទូរៅ ។ 

Gy 
1 1

cos sin sin cos
2 2

xA x B x x x e
 

   
 

  ,A B  

VI-១)ចូ ក្រសយថា  
1

1

1
k k

indn
ia ia

n id
k

e
Z e e

e


  


   

រយើងមាន 

 

 

1 2 3

1

1 2 3

1

cos cos cos cos ... cos

sin sin sin sin ... sin

n

n k n

k

n

n k n

k

C a a a a a

S a a a a a






        



        





 

យក n n nZ C iS    ក្រេប់ n  រនាោះ 
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   

   

1 1

1

cos sin

cos sin

n n

n k k

k k

n

n k k

k

Z a i a

Z a i a

 



       

   

 


   

(រក្ររោះតាមក្រទសឹដីបទEuler   cos sinixe x i x  )  

  31 2

1

...k n

n
ia ia iaia ia

n

k

Z e e e e e


       

រោយ  na ជាសវុីតនពវនដមានតតួបូំង 1a  នងិ្លសង់ មួd  , 0d   
      11 11

12
...

i a d ni a d i a dia

nZ e e e e
  

        

    

 

  

 

1 1 1 1

1

1 1

12

12

. . ... .

1 ...

1 1

1 1

id nia ia ia iaid i d

n

id nia id i d

n

n
id ind

ia ia

n id id

Z e e e e e e e

Z e e e e

e e
Z e e

e e





    

    

 
   

 

 

ែចូរនោះ 1

1

ind
id

n id

e
Z e

e


 


 ពតិ ។ 

២) ទាញបញ្ាក់ថា 
1

2

sin
2

sin
2

na a
i

n

nd

Z e
d



 
 
     

រយើងមាន 1
1

1

ind
ia

n id

e
Z e

e


 


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តាម បូមនដ Euler
cos sin

cos sin

ind

id

e nd i nd

e d i d

  


 
  

រយើងបាន  
 

1
1 cos sin

1 cos sin

ia

n

nd i nd
Z e

d i d

 
 

 
  

1 1

2

2

2sin 2 sin cos
1 cos sin 2 2 2

1 cos sin
2sin 2 sin cos

2 2 2

ia ia

n

nd nd nd
i

nd i nd
Z e e

d d dd i d
i


 

   
 



  

 

1 1

1 1

1
1

2 1

22 2

2

2sin sin cos sin cos sin
2 2 2 2 2 2

2sin sin cos sin cos sin
2 2 2 2 2 2

sin sin sin
2 2 2

sin sinsin
2 22

ia ia

n

nd
i

a a d nnd d ii a
ia

n d
i

nd nd nd nd nd nd
i i

Z e e
d d d d d d

i i

nd nd nd
e

Z e e e
d dd

e

   
  

 

   
    

      
   

    
   


     



 
  
 

 

រហើយ  na  ជាសវុីតនពវនដមាន្លបូក  1 1na a d n     

ែចូរនោះ  
1

2

sin
2

sin
2

na a
i

n

nd

Z e
d

 
 
     ពតិ។ 
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៣)ទាញ កករនោមក្របួមនន nC នងិ nS  

1

2 1 1

1 1

sin sin
2 2 . cos sin

2 2
sin sin

2 2

sin sin
2 2.cos .sin

2 2
sin sin

2 2

na a
i

n n
n

n n
n

nd nd
a a a a

Z e i
d d

nd nd
a a a a

Z i
d d

 
 
 

      
       

    

    
    

   

 
នងិ 

n n nZ C iS   ចំននួកុំ្ លចិព ីរសៅើគ្នែ លុោះក្រតាណត Ren nC Z  នងិ 
Imn nS Z   

ែចូរនោះ 1

sin
2 .cos

2
sin

2

n
n

nd
a a

C
d

 
  

 
នងឹ 1

sin
2 .sin

2
sin

2

n
n

nd
a a

S
d

 
  

 
 

VII-១) :A រៅកែងុថង់ X មានប៊ាូលក្រកហមរសៅើនងឹ 1

3
ននប៊ាូលរមៅ  

រែើមបីទីបញ្ជា ប់ននា ពរិសនវ៍ញិ្ជា រនោះទទួលបានរៅកែងុថង់ X :ចំននួប៊ាូល

ក្រកហមរសៅើនងឹ 1

3
ននប៊ាូ-លរមៅ លុោះក្រតាណត ចាប់ប៊ាូលរលើកទមួីយ1ក្រគ្នប់ពថីង់ X

ក្រតវូបានប៊ាូលក្រកហមោក់ចូលកែងុថង់Y   នងិចាប់ប៊ាូល 2 ពថីង់Y បានប៊ាូលរមៅ ទំាង
2 ោក់ចូលកែងុថង់ X  វញិ។ 
-តាង: 1A ក្រពតឹតាិ ែ៍ចាប់ប៊ាូលរលើកទមួីយ1ក្រគ្នប់ពថីង់ X ោក់កែងុថង់Y  នងិ  
      2A ក្រពតឹតាិ ែ៍ចាប់ប៊ាូលរលើកទពី ីប៊ាូល 2 ក្រគ្នប់ពថីង់Y ោក់កែងុថង់ X វញិ។ 
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1 2A A A    រនាោះ    1 2P A P A A    

តាមក្របូបាបមានលកខខែឌ   
 

 
1 2

2 1/ A
P A A

P A
P A


   

     1 2 1/P A P A P A A     

              

 
 

 

 

 
 

 
 

1

1 2 1

/

/ A

5!
3,1 5,2 3 2!3!

10!7,1 10,2 7

2!8!

3 10 10

7 45 105

X Y A

n A n A

n S n S

C C

C C

 

   

  

  

ែចូរនោះ  
10

105
P A   ។ 

២) :B រៅកែងុថង់ X មានប៊ាូលក្រកហមរសៅើនងឹប៊ាូលរមៅ  
រែើមបីឲ្យទបីញ្ាប់ននា ពរិសធនន៍នវញិ្ាសរនោះរេទទួលបានរៅកែងុថង់ X : 
ចំននួប៊ាូលក្រកហមរសៅើនងិប៊ាូលរមៅ លុោះក្រតាណត៖ ចាប់ប៊ាូលរលើកទមួីយ1ក្រេប់ពថីង់
X ក្រតវូបានប៊ាូលរមៅ ោក់ចូលកែងុថង់Y  
នងឹចាប់ប៊ាូលរលើកទពី ី2 ក្រេប់ពថីង់Y បានប៊ាូលរមៅ 1ក្រេប់ក្រកហម1ក្រេប់ោក់ចូល
ថង់ X វញិ។ 
តាង

1B ជាក្រពតឹតាិ ែ៍ចាប់ប៊ាូលរលើកទីមួយ1ក្រេប់ពថីង់ X ោក់ចូលកែងុថង់Y  
       

2B ជាក្រពតឹតាិ ែ៍ចាប់ប៊ាូល2 ក្រេប់ពថីង់Y ោក់ចូលថង់ X វញិ 
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1 2B B B    រនាោះ    1 2P B P B B   

តាមក្របូបាបមានលកខខែឌ   
 

 
1 2

2 1/
P B B

P B B
P B


   

     1 2 1/P B P B P B B     

              

 
 

 

 
 
 

   
 

1

1 1 2

/

/

4,1 6,1 . 4,1

7,1 10,2

4 6 4 96 32

7 45 315 105

X Y B

C B n B B

n S n S

C C C

C C

 

 


   

 

ែចូរនោះ  
32

105
P B   ។ 
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ររៀបររៀងរោយៈ ស៊ាម សំណាង អូន ណែត 

វញិ្ញា សាទ៧ី 

I.រេឲ្យ  

0

cos

2

n

n k
k

k
C





 
  

 
  នងិ  

0

sin

2

n

n k
k

k
S





 
  

 
   

១.រេតាង
n n nZ C iS   ។ចូរស្រសយបញ្ជា ក់ថា

0 2

k
in

n

k

e
Z





  
   

   
   

២.យក lim n
n

Z Z


 ។ចូរស្រសយថា 4 2cos 2 sin

5 4cos

i
Z

 



 



 

៣.ទាញរក lim n
n

C C


  នងិ lim n
n

S S


 ។ 

II.រេឲ្យអងំរតស្រាល  
1

0
1 .

n

nI x x dx   ណែល 1,2,3,...n  ។ 
តាង

0 1 2 ...n nS I I I I      ។ 

១.ចូរស្រសយថា  
1 1

0
1 1 .

n

nS x dx


     ។ 
២.េែនា

nS  រចួទាញរក
nI ។ 

៣.រោយរស្របើលទធផលខាងរលើចូរទាញថា

  

1
0 1 21 1 1 1 .2 1

...
2 3 4 2 1 2

n
n

n n n n

n
C C C C

n n n

 
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ពជិេែិត4 នងិលំហាត់ធរែីមាស្រត2 ។ 
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III.១ ស្រសយថា
2 12 2n n nb b b    

សមាតកិមា 1 2

3 2 1

1, 2, 5

4 6 4     ; 0,1,2,3,...

o

n n n n

a a a

a a a a n  

  


   
  

រយើងមាន 1 2n n nb a a    

         1 2 1

2 3 2

2

2

n n n

n n n

b a a

b a a

  

  

  

  
 

   

2 2 1 2

2 1

2 1 1

4 6 4 2

      2 6 4

      2 2 2 2

n n n n n

n n n

n n n n

b a a a a

a a a

a a a a

   

 

  

   

  

   

  

ែចូរនោះ 2 12 2n n nb b b   ពតិ។ 
២ ស្រសយថា  1 1n n nZ b i b    ជា(  
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ររៀបររៀងរោយៈ ស៊ាម សំណាង អូន ណែត 

 

 
1

1 2 1

1

1

n n n

n n n

Z b i b

Z b i b



  

  

   
  

ណត 2 12 2n n nb b b     

 

 

1 1 1 1

1 1

1

1

2 2

           2

           1 2

2
           1

1

n n n n n

n n n

n n

n n

Z b b b ib

b ib b

i b b

i b b
i

   

 





    

  

  

 
   

 

  

   

 

1

1

          1 1

1

n

n n

z

n n

i b i b

Z i Z





 
    
 
 

 

 

ែចូរនោះ nZ  ណែលមានររស ងជាចំននួក ផំលចិ 1q i   ។ 

នងិ  1 1o oZ b i b     

ណត 1

1 2 1

2 2 2 0

2 5 4 1

o ob a a

b a a

    


    
  

1oZ   ។ 

៣ េែនា nZ  ជាអន េមនន៍នn  
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ររៀបររៀងរោយៈ ស៊ាម សំណាង អូន ណែត 

n

n oZ Z q   ណត 1oZ   

2 2
1 2 2 cos sin

2 2 4 4

1 2 cos sin
4 4

n

n

q i i i

Z i

 

 

   
        

  

  
    

  

  

ែចូរនោះ  2 cos sin
4 4

n

n

n n
Z i

  
  

 
។ 

៤ ទាញរក nb  

មាន  1 1n n nZ b i b     

 

 

1

    

n n n n

n m n

Z b b ib

b I z

  

 
  

ណត  2 cos sin
4 4

n

n

n n
Z i

  
  

 
  2 sin

4

n

m n

n
I z


    

ែចូរនោះ 2 sin
4

n

n

n
b


 ។ 

៥ ទាញឲ្យបានថា
1

2
0

1
2 1 sin

4( 2)

n
n

n k
k

k
a






  
   

   
   

មាន 1 2n n nb a a   ណចកអងគទំាងពរីនងឹ 12n   
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ររៀបររៀងរោយៈ ស៊ាម សំណាង អូន ណែត 

1

1 12 2 2

n n n

n n n

b a a

 
  ឬ  1

1 12 2 2

k k k

k k k

a a b

 
   

ណត 2 .sin
4

k

k

k
b


   

 

1

1 1

2

2
.sin

2 2 2 4

1
                = .sin

42

k

k k

k k k

k

a a k

k







 



 

  

1 1
1

21
0 0

1

2
0

1
.sin

2 2 42

1
.sin

2 42

n n
k k

kk k
k k

n
n

o kn
k

a a k

a k
a





 



 






  
     

   

 
    

 

 



  

ណត 1oa    

ែចូរនោះ 
1

2
0

1
2 1 sin

4( 2)

n
n

n k
k

k
a






  
   

   
 ពតិ។ 

 IV.១.រតើរេអចបរងក ើតបានវញិ្ជា សខ សៗគ្នន ទំាងអស់បានប  នាា ន? 
ចំននួករែីអច    9,4 6,2 1890C C    ករែី 
២ េែនាស្របូបាបននស្រពតឹតាិរែ៍៖ 
ក. Aរស្រជើសបានវញិ្ាសណែលមានលំហាត់ធរែីមាស្រតស្សួលទំាងពរីលំហាត់ 
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ររៀបររៀងរោយៈ ស៊ាម សំណាង អូន ណែត 

រោយលំហាត់ធរែីមាស្រតស្សួលទំាងពរីស្រតវូរស្រជើសរចញពលំីហាត់ធរែីមាស្រត
ស្សួល4   លំហាត់ នងឹ 4  លំហាត់រទៀតស្រតវូរស្រជើសរចញព ី 
ពជិេែិត9  លំហាត់ 

     
4! 9!

4,2 9,4 756
2!.2! 5!.4!

n A C C       ករែី 

 
 
 

756
0,4

1890

n A
P A

n S
     ។ 

ខ. B  រស្រជើសបានវញិ្ជា សណែលមានលំហាត់ធរែីមាស្រតពបិាកទំាងពរី 
លំហាត់ 
 រោយលំហាត់ធរែីមាស្រតពបិាកពរីលំហាត់ស្រតវូរស្រជើសរចញពលំីហាត់
ធរែីមាស្រតណែលមានលំហាត់ពបិាក2   

     2,2 9,4 126n B C C     ករែី 

 
 
 

126
0,066

1890

n B
P B

n S
     ករែី។ 

េ.C រស្រជើសររ ើសបានវញិ្ជា សណែលមានលំហាត់ពបិាករស្រចើនបំផ ត 
       2,2 3,3 6,1 6n B C C C     ករែី 

 
 
 

6
0,0031

1890

n C
P C

n S
    ករែី។ 
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វញិ្ញា សាទ៨ី 
I-រេឲ្យអនេុមន៍ f កែំត់រ ើ  0, រោយ

 
 2

1 ln
x e

f x x
x e


   


 ។ 

១) ចូ េែនារេ រីេ  'f x  ចួទាញថា f ជាអុនេមនរ៍កើនរ ើចរនាល ោះ  0, ។ 

២) ចំរ ោះគ្េប់ x e ចូ ទាញបញ្ជា ក់ថា 3
ln

x e

x e





 ។ 

II-ចូ េែនា ីមីតខាងរគ្ោម៖ 
2

2 3 4

2

1 sin 1 sin 1 sin
lim

1 sin 1 sin 1 sinx

x x x
A

x x x




    


    
នងិ

sin 1 sin
lim

1
cos

2

x

x x
B

x x
x



 


 
 

III-រេឲ្យaនងិbជាព ីចំននួពតិ។ចូ គ្សយបញ្ជា ក់ថា
3

2 2

21

cos sin

1 12

a x b x
dx a b

x


 

  ។ 

IV-រេឲ្យេូប ABCDEFGH មួយមានគ្ទនង់រសមើ1cm ។រេតាង ,L,MK នងិ
Nជាចំនចុកណាា  រ ៀងគ្នា ននអងគត់     , ,EF FB BC នងិ DH ។ 
គ្សយបញ្ជា ក់ថាKLMN ជាចំែុចកណាា  ់ចា កឹកាងុ ងវង់មួយ។ 
V-រៅកាងុថង់មួយមានឃ្ល ីគ្កហម3 ចុោះរ ខ1,2,3ឃ្ល ីរខៀេ4 ចុោះរ ខ4,5,6,7

នងិឃ្ល ីនបតង2 ចុោះរ ខ8,9   
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រេចាប់យកឃ្ល ី3 គ្េប់គ្ពមគ្នា រចញព ីកាងុថង់រនាោះរោយនចេនយ។ចូ េែនាគ្បូ
បាបននគ្ពតឹតោិ ែ៍៖ 
១) :A ចាប់បានឃ្ល ីចុោះរ ខផាុំបានជាសវុីតនពវនាមួយណេ មានផ សង មួ 3d 

។ 
២) :B  ចាប់បានឃ្ល ីមានផ បូករ ខជាពហុេុែនន5  ។ 
VI-រេឲ្យអនេុមន៍ f កែំត់គ្េប់ចំននួពតិ 0x  រោយ

 
4 40

n
x t dt

f x
x t




 ណេ n ។ 

១) ចូ េែនារេ រីេ  'f x ។ 
២) ចូ កែំត់តនមល n រេើមបីឲ្យ f ជាអនេុមនរ៍ថ   ចួកែំត់ កអនេុមនរ៍ថ រនាោះ។ 

VII-រេឲ្យសវុីតននចំននួពតិ  nu កែំត់រោយ
3

1

4

3

3

o

n n n

u

u u u





  

 

ណេ 0,1,2,3...n  ។ 
ចូ េែនា nu ជាអនេុមនន៍នn  ។ 
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ដណំ ោះស្រសាយ 
I-១.េែនារេ រីេ  'f x   ចួទាញថា f  ជាអនេុមនរ៍កើនរ ើចរនាល ោះ  0,  

 
 2

1 ln
x e

f x x
x e


   


 , 0,x    

 
       

 

 
   

 

 

   

2

2

2 2 2

2 2 2 2

2 2

' '1
' 2.

41 1 4
' 2.

2 4 2

x e x e x e x e
f x

x x e

x e xex e x e e
f x

x xx e x e x x e

x xe e xe x xe e

x x e x x e

    
 



   
     

  

    
 

 

  

េចូរនោះ  
 

 

2

2
'

x e
f x

x x e





 រោយ  0,   ;x  

 

 

2

2
0

x e

x x e





 

 ' 0f x f   ជាអនេុមនរ៍កើនរ ើ  0, ។ 

២.ចំរ ោះគ្េប់ x e  ចូ ទាញបញ្ជា ក់ថា 3
ln

x e
x

x e





 

រោយ f  ជាអនេុមនរ៍កើនរ ើ  0,  
តាម កខែៈអនេុមនរ៍កើន     x e f x f e     
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 2
1 ln 1 ln 0

2 2
ln 1

2 2
ln

x e
x e

x e

x e
x

x e

x e x e
x

x e


       




 



  




  

េចូរនោះ 3
ln

x e
x

x e





  ពតិ។ 

II-េែនា ីមីត៖ 
2

2 3 4

2

1 sin 1 sin 1 sin
lim

1 sin 1 sin 1 sinx

x x x
A

x x x




    


    
 

2

2 3 4

2

1 sin 1 sin 1 sin
lim

1 sin 1 sin 1 sinx

x x x
A

x x x




    


    
  

តាង t sin x   

របើ
2

x


 រនាោះ 1t   

រយើងបាន៖ 
2

2 3 41

1 1 1
lim

1 1 1t

t t t
A

t t t

    


    
  

 
 

2

1 2 3 4

1 1 1
lim

1 1 1
t

t t t
A

t t t


    


    
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 

 

 

 

2

2

3 41
2

3 4

2

2

3 4
1

2

3 4

2

2

3 4
1

2

3 4

2

3
1

2

3 4

1

1 1
1

1 1lim
1 1

1
1 1

1 1
1

1 1lim
1 1

1
1 1

1
1 1lim

1
1 1

1
1

1 1lim
1

1
1 1

1
1 1

lim

t

t

t

t

t

t t
t

t t

t t
t

t t

t t
t

t t

t t
t

t t

t t
t

t t

t t
t

t t

t t
t

t t

t t
t

t t

t t
t











  
 

  
  

 
  

  
 

  
  

 
  


 

  


 
  


 

  


 
  


 


2

3

3 4

1 0 21 1

22 01
1 1

1 1

t t

t t
t t

t t

 
 

     
  

   
   

 

េចូរនោះ
2

2 3 4

2

1 sin 1 sin 1 sin 2
lim

21 sin 1 sin 1 sinx

x x x
A

x x x




    
 

    
 ។ 
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sin 1 sin
lim

1
cos

2

x

x x
B

x x
x



 


 
 

តាម បូមនា sinp sinq 2sin cos
2 2

p q p q 
    

រយើងបាន ៖ 
1

sin
2

2 lim

1
sin

2 1 2
2 lim

1
sin

12 1 2
2 lim 0

1 2 1 2
.

2 1 2

x

x

x

x x

x

x x

x

x x

x x
x

x x







  
 
 

 
 

  

 
 

    
   
 

  

 

េចូរនោះ sin 1 sin
lim 0

1
cos

2

x

x x
B

x x
x



 
 

 
។ 

III-ចូ គ្សយបញ្ជា ក់ថា
3

2 2

21

cos sin

1 12

a x b x
dx a b

x


 

  

 , :x a b f   ជាអនេុមនជ៍ាប់ 
រយើងមាន      f x f x f x     
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     

   

b b b

a a a

b b

a a

f x dx f x dx f x dx

f x dx f x dx

  

 

  

 
 

រយើងបាន
3 3

2 21 1

cos sin cos sin

1 1

a x b x a x b x
dx dx

x x

 


     

តាមេសិមភាព Cauchy Schwarz : 2 2cos sina x b x a b    
2 2

2 2

3 3
2 2

2 21 1

cos sin

1 1

cos sin

1 1

a x b x a b

x x

a x b x dx
dx a b

x x

 
 

 


  

  

  

ណត  
3 3

2 11
arctan

1 3 4 12

dx
x

x

  
   

  

3
2 2

21

cos sin

1 12

a x b x
dx a b

x


  

   

េចូរនោះ 
3

2 2

21

cos sin

1 12

a x b x
dx a b

x


 

 ពតិ ។ 

IV-គ្សយបញ្ជា ក់ថាKLMN ជាចំែុចកណាា  ់ចា កឹកាងុ ងវង់មួយ 
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-រយើងនងិបង្ហា ញថាKLMN ជាចំែុចកូបាល ណន(ចំែុចកាងុបលង់) 

 .MK 0ML MN     

-បរងក ើតតគ្មុយអ តនូ មា៉ា  ់មានទសិរៅេជិ្ាមាន , , ,A AB AD AE   
 រយើងបានៈ 
               0,0,0 , 1,0,0 , 1,1,0 , 0,1,0 , 0,0,1 , 1,0,1 , 1,1,1 , 0,1,1A B C D E F G H

 - K  កណាត   EF
1

,0,1
2

K
 

   
 

  

- L  កណាត   FB  1
1,0,

2
L
 

  
 

  

- M  កណាត   BC
1

1, ,0
2

M
 

  
 

  

- N  កណាត   DA
1

0,1,
2

N
 

  
 

 រយើងបានៈ 

1 1
0, ,

2 2
ML

 
  
 

  

1 1
1, ,

2 2

1 1
, ,1

2 2

MN

MK

 
  
 

 
   
 
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 

1 1
0

1 1 1 12 2
1 1

1 1 1 12 2 2 2
.MK 1 0

1 1 1 12 2 2 2
1 1

1 1 2 2 2 2
1

2 2

ML MN



 
 

       
 

   

 

 1 1 1 1 1 3 3
0 1 0

2 4 2 2 4 8 8

   
           

   
ពតិ។ 

នាឲំ្យKLMN ជាចំែុចកូបាល ណន(ចំនចុសថិតកាងុបលង់ណតមួយ) 

រយើងមានៈ 

1 1
0, ,

2 2

1 1
1, ,

2 2

ML

MN

  
  

  


      

 

1 1
. 0 0

4 4
ML MN ML MN         

90oLMN    
រយើងមាន

1 1
,0,

2 2 1 1
. 0 0

4 41 1
,1,

2 2

KL

KL KN KL KN

KN

  
  

  
       

       

  

90oLKN    រេបានៈ 
180oLMN LKN    

េចូរនោះ KLMN  ជាចតរុោែចា កឹកាងុ ងវង់មួយ។ 
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1,2,3 
4,5,6,7

 
 

 

V-១) េែនា  P A   
:A ចាប់បានឃ្ល ីចុោះរ ខផាុំបានជាសវុីតនពវនាមួយណេ មានផ សង មួ 3d   

សមមតកិមម៖  
-ឃ្ល ីគ្កហម3  ចុោះរ ខ     
-ឃ្ល ីរខៀេ 4   ចុោះរ ខ                                                xyzសវុីតនពវនត        

                                                                                    3d      
-ឃ្ល ីនបតង 2 ចុោះរ ខ      
ក ែីអាច  n S    
-រគ្ជ្ើសរ ើសឃ្ល ី3 គ្ពមគ្នា ពកីាងុថង់មានឃ្ល ី9េជឺាបនសំ3 រគ្ជ្ើសរចញពី9  

ក ែីអាច    
9!

9,3 84
3!6!

n S C   ក ែី 

-ក ែីស្សប  n A   
      1,4,7 , 2,5,8 , 3,6,9A    3n A    

េចូរនោះ  
3

84
P A   ។ 

២) េែនា  P B  
:B  ចាប់បានឃ្ល ីមានផ បូករ ខជាពហុេុែនន5  

តាម  
 
 

n B
P B

n S
  

  84n S    ក ែី 
 កក ែីស្សប  n B   
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               

               

1,2,7 , 1,3,6 , 1,4,5 , 1,5,9 , 1,6,8 , 2,3,5 , 2,4,9 , 2,5,8 ,

2,6,7 , 3,4,8 , 3,5,7 , 3,8,9 , 4,5,6 , 4,7,9 , 5,6,9 , 5,7,8
B

  
  
  

  

  16n B    

េចូរនោះ  
 
 

3 1

84 18

n B
P B

n S
   ។ 

VI-១) េែនារេ រីេ  'f x   

រយើងមាន  
4 40

n
x t dt

f x
x t




 ណេ , 0n x   

ចំណា ំ៖ 

   
 

 v x

u x
f x g t dt    រតើ  'f x  ? 

-តាង  G t ជាគ្ពមីីទេីនន  g t  

   
 

 

       

          ' ' '

v x

u x
f x G t

f x G v x G u x

f x v x g x u x g u x

    

 

  

  

េចូរនោះ           ' ' 'f x v x g x u x g u x   

រនាោះ  
4 40

n
x t dt

f x
x t




 ណេ , 0n x   

     
4 4

0, ,
nt

u x v x x g t
x t

  


  

នាឲំ្យ           ' ' 'f x v x g x u x g u x   
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iv. ចូរេែន្ទម្បូបប៊ាីលីរតននម្ពតឹិតការែ៍ខាងរម្កាម៖ 
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ែចូរន៉ះសំែំុចំនចុ I  េ ជាណខែរកាង  2
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២) ក្ែំត់ទីតាងំននចំែុច AនងិB រែើមបីឲ្យនទាម្ក្ឡាខែ័ឌ រោយ  p នងិ
បន្ទា ត់ AB មានតនមៃធបំំទុត 
នទាម្ក្ឡាខែ័ឌ រោយ  p នងិបន្ទា ត់ AB េ ៈ 

    .
b

a
S AB P dx      

   : A AAB y y m x x     
2 2

B A

B A

y y y b a
m b a

x x x b a

  
    
  

  

    

   

  

 

   

2

2

3
2

3 3
2 2 2

:

:

.

1

2 3

1 1

2 3 2 3

b

a

b

a

AB y a b a x a

AB y a b x ab

S a b x ab x dx

x
S a b x abx

b a
S a b b ab a b a a b

   

  

   

 
    
 

   
         
   

   
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ទំពរ័ទ1ី38 

ររៀបររៀងរោយៈ ស៊ាម សំណាង-អូន ណែត 
 

 

2 3 2 3 3 2 2 3

3 2 2 3

3

3 3 6 2 3 3 6 2

6

3 3

6

1

6

ab b ab b a a b a b a

b ab a b a

S b a

      


  


 

  

   

 
 

22 2 2

2

2

2 2

4

1

AB b a b a

b a
a b

     

  
 

  

 
 

  

2

3
2

2
     

1

4 1

3
1

b a
a b

S

a b

   
 

  

 

 

រែើមបីឲ្យ S  អតបិរមា  0a b    

         a b    
តាម  2 2 1, 1b b a         
ែចូរន៉ះ    1,1 , 1,1A B  ។ 
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ទំពរ័ទ1ី39 

ររៀបររៀងរោយៈ ស៊ាម សំណាង អូន ណែត 

វញិ្ញា សាទ១ី០ 

I.រេឲ្យ  P x  ជាហុធាដរឺរេទរីរ។ំរេលដងឹថា  1P x   ណែេោែ់នងឹ 
3

1x   
នងិ  1P x   ណែេោែ់នងិ 

3
1x  ។ែូររេពហុធា  P x រ ោះ។ 

II.រោយមិនររបើវធិានឡូពតីាល់ែូរេែ លីមីតននអនេុមន៍   3

tanx x
f x

x


  

កាលណា 0x  ។ 
III.រោោះរសយសមីការឌរីេរង់៉ណសយ៉ល
   

2
: '' 2 ' sin cosxE y y y e x x     ។ 

IV.រេមានថង់ពរី A  នងិB រោយដងឹថាេនងុថង Aមានប៊ាូលរេហម6  នងិរ ៀវ4  
រហើយរៅេនងុថង់Bមានប៊ាូលរេហម4នងិរ ៀវ6 ។រេចាប់យេប៊ាូល2  រាប់រពម
ាន រែញពថីង់ Aោេ់េនងុថង់Bនងិចាប់យេប៊ាូល1 ពថីង់Bោេ់ែូលថង់ A វញិ។
ែូរេែ របូរបននរពតឹតកិារែ៍ខាងររកាម៖ 
១.” E  :ែំននួប៊ាូលរេហមេនងុថង់ Aរសមើនងឹែំននួប៊ាូលរេហមេនងុថង់B ”។ 
២.” F  :ែំននួប៊ាូលរ ៀវេនងុថង់ Aរសមើនងឹែំននួប៊ាូលរ ៀវេនងុថង់B ”។ 
V.រេឲ្យស្ុីតននែំននួពតិ 

0n n
u


 រេទៀងផ្ទទ ត់ទំ េ់ទំនង

 2

1
0

3 6 3
nu

nu x x dx     នងិ 1ou  ។ 
េែ nu  ជាអនេុមនន៍នn ។ 

VI.េែ អងំរតរកាល
1

4 20 1

n

n

x dx
I

x x


   ណដល 0,1,2,3,...n  ។ 

១.ែូររសយថា nI  ជាស្ុីតែុោះរែួេែ oI នងិ 1I ។ 



វញិ្ញា សាត្រៀម្រលង្រឧូរតម(ររញិ្ញា រ័្រ+១)  នងិ្រឡង្រជែងនានា  
 

ទំពរ័ទ1ី40 

ររៀបររៀងរោយៈ ស៊ាម សំណាង អូន ណែត 

២.ែូររសយបញ្ជា េ់ថា 4 2

1

1
n n nI I I

n
   


 ។ 

៣.ែំរ ោះរេប់ 4n   ែូររសយថា
   

1 1

3 1 3 3
nI

n n
 

 
  

 រែួទាញរេ  lim n
n

nI


។ 
VII.ែូររសយបញ្ជា េ់ថាពរីមី៉តណដលមាននេទរេឡារតរសមើB  នងិេមពស់រសមើh  

មានមាឌ 1
.

3
V B h  ។ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



វញិ្ញា សាត្រៀម្រលង្រឧូរតម(ររញិ្ញា រ័្រ+១)  នងិ្រឡង្រជែងនានា  
 

ទំពរ័ទ1ី41 

ររៀបររៀងរោយៈ ស៊ាម សំណាង អូន ណែត 

ដណំ ោះស្រសាយ 
I.ែូររេពហុធា  P x   
សមម ិតេិមមៈ 
-  P x  ជាពហុធាដរឺរេទ៥ី 
-   1P x   ណែេោែ់នងិ 

3
1x   

-  1P x   ណែេោែ់នងិ 
3

1x   
រោយ   1P x   ណែេោែ់នងិ 

3
1x   

       
3

1 1 .       1P x x A x      
         

         

2 3

2

' 3 1 . 1 . '

' 1 3. 1 . '

P x x A x x A x

P x x A x x A x

    

    
 

  

តាមទំ េ់ទំនងរនោះបញ្ជា េ់រនថា  'P x  ណែេោែ់នងឹ 
2

1x   
+ដែូាន ណដរ   1P x   ណែេោែ់នងឹ 

3
1x   

 

     

       

         

         

3

3

2 3

2

1 1 .B       

1 . 1      2

' 3 1 . 1 . '

' 1 3. 1 . '

P x x x

P x x B x

P x x B x x B x

P x x B x x B x

   

   

    

      

 

តាមទំ េ់ទំនងរនោះបញ្ជា េ់រនថា  'P x  ណែេោែ់នងឹ 
2

1x   
រោយ  P x ជាពហុធាដរឺរេទ៥ី 
រ ោះ  'P x ជាពហុធាដរឺរេទ៤ី 
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ទំពរ័ទ1ី42 

ររៀបររៀងរោយៈ ស៊ាម សំណាង អូន ណែត 

តាមសរមាយខាងរលើ  'P x ណែេោែ់នងឹ 
2

1x  នងឹ 
2

1x   
 'P x  រតវូណែេោែ់នងឹ 

2
1x   

2
1x  ជាពហុធាដរឺរេទ៤ី 

     
2 2 *' 1 1 ,P x a x x a       

     

 

 

 

2 2

2
2

4 2

5
3

1 1

             1

             2 1

2

5 3

P x a x x dx

a x dx

a x x dx

x
P x a x x c

   

 

  

 
    

 






  

យេ 1x    ជួសេនងុ  1   1 1P      
យេ 1x  ជួសេនងុ  2  1 1P   

រោយ  
5

32

5 3

x
P x a x x c

 
    

 
 

 

 

1 2
1 1 1

5 3

1 2
1 1 1

5 3

P a c

P a c

  
        

  
 

         
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ទំពរ័ទ1ី43 

ររៀបររៀងរោយៈ ស៊ាម សំណាង អូន ណែត 

18
1

5

8
1

15

           2 0 0

a c

a c

c c


   

 
  


  

  

 
5

3

8 15
1

15 8

15 2

8 5 3

a a

x
P x x x

   

 
    

 

  

ដែូរនោះ   5 33 5 15

8 4 8
P x x x x    ។ 

II. រោយមិនររបើវធិានឡូពតីាល់ 

េែ លីមីត     30

tan
lim         ;
x

x x
f x f x

x


   

រេមាន   3

tanx x
f x

x


  

 
 

 
   

 

3

2

3 3

2 3

3 2

2

3 2

3tan tan
3

3 tan3 1 3tan3
273

3 9 tan 3tan tan

27 1 3tan

3 tan tan 9 tan

27 1 3tan

x x
x

x x xf x
xx

x x x x x

x x

x x x x x

x x




   

  




  



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ទំពរ័ទ1ី44 

ររៀបររៀងរោយៈ ស៊ាម សំណាង អូន ណែត 

 

 

 
 

 

2

3 2 3 2

2

2 22

tan 9 tan1 tan 1
.

9 1 3tan 27 1 3tan

1 1 tan tan 1
3 . . 9 .

27 1 3tan9 1 3tan

x x xx x

x x x x

x x
f x f x

x x xx


  

 

 
    

  

  

តាង    
0 0

lim lim 3
x x

f x l f x l
 

     

 
 

 

 

2

2 220 0

1 1 tan tan 1
lim 3 lim . . 9 .

27 1 3tan9 1 3tan

1 1
8

9 27

27 3 8

8 1
24 8

24 3

x x

x x
f x f x

x x xx

l l

l l

l l

 

  
    

    

 

 


     

  

ដែូរនោះ  
0

1
lim

3x
f x


   ។ 

III.រោោះរសយសមីការឌរីេរង់៉ណសយល
   

2
: '' 2 ' sin cosxE y y y e x x     

តាង . xy z e  ជាែរមល ើយរបស់ E   
 

     

' z'e '

'' '' ' ' '' 2 '

x x x

x x x

y ze z z e

y z z e z z e z z z e

    

       
  

យេ , ', ''y y y ជួសេនងុ E  
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ររៀបររៀងរោយៈ ស៊ាម សំណាង អូន ណែត 

     

 

 

2

2

2

'' 2 ' 2 ' sin cos

'' 2 ' 2 ' 2 sin cos

                                   '' 1 sin 2

1
' 1 sin 2 cos2

2

1 1 1
cos2 sin 2

2 2 4

x x x xz z z e z z e ze e x x

z z z z z z x x

z x

z x dx x x A

z x x A dx x x Ax B

      

      

 

     

 
        

 





  

 

ដែូរនោះ 21 1
sin 2

2 4
y x x Ax B

 
    
 

  

 21 1
sin 2     ; ,

2 4

x xy x x e Ax B e A B
 

     
 

។ 

IV.ែូរេែ របូរបននរពតឹតកិារែ៍ខាងររកាម៖ 
១.េែ  P E   
E  :ែំននួប៊ាូលរេហមេនងុថង់ Aរសមើនងឹែំននួប៊ាូលរេហមេនងុថង់B  
រដើមបីឲ្យែំននួប៊ាូលរេហមេនងុថង់ទំាងពរីរសមើាន តាមការពរិសធនរ៍ែួមានពរីេរែី៖ 
េរែីទ១ី: រតវូយេរនប៊ាូលរេហមទំាងពរីពថីង់ Aោេ់ែូលថង់B រែួយេរន
ប៊ាូលរេហម១ ពថីង់Bោេ់ែូលថង់ A វញិ។ 
េរែីទ២ី: រតវូយេរនប៊ាូលរេហមមួយនងឹ រ ៀវមួយពថីង់ Aោេ់ែូលថង់B

រែួយេរនប៊ាូលរ ៀវមួយពថីង់Bោេ់ែូលថង់ A វញិ។ 
-តាងរពតឹតកិារែ៍៖ 

1A  :ចាប់រនប៊ាូលរេហមពរី ពថីង់ Aោេ់ែូលB  



វញិ្ញា សាត្រៀម្រលង្រឧូរតម(ររញិ្ញា រ័្រ+១)  នងិ្រឡង្រជែងនានា  
 

ទំពរ័ទ1ី46 

ររៀបររៀងរោយៈ ស៊ាម សំណាង អូន ណែត 

1B  :ចាប់រនប៊ាូលរេហមមួយ ពថីង់Bោេ់ែូល A  
2A  :ចាប់រនប៊ាូលរេហមមួយ រ ៀវមួយពថីង់ Aោេ់ែូលB  
2B  :ចាប់រនប៊ាូលរ ៀវមួយពថីង់Bោេ់ែូល A  
   1 1 2 2E A B A B      

     

       
1 1 2 2

1 1 1 2 2 2. \ .P \

P E P A B P A B

P A P B A P A B A

   

 
  

 
 

 
 

   
 

 
 

6,2 6,1 6,1 4,1 7,1
0.47

10,2 12,1 10,2 12,1

c c c c c

c c c c


     េរែី។ 

V.េែ nu  ជាអនេុមនន៍នn  

មាន 1ou   ,  2

1
0

3 6 3
nu

nu x x dx      
3 2

0
3 3

nu

x x x       

 

 

   

3 2

1

3

1

3

1

1

3 3

1 1

1 1

ln 1 3ln 1

n n n n

n n

n n

n n

u u u u

u u

u u

u u









  

  

  

  

  

តាង    1 1ln 1 ln 1n n n nv u v u        

1 3n nv v    
 nv  ជាស្ុីតធរែីមារត ណដលមានេលរធៀបរមួ 3q    

នងិ  ln 1 ln2o ov u     
. 3 ln2n n

n ov v q    
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ររៀបររៀងរោយៈ ស៊ាម សំណាង អូន ណែត 

រោយៈ 

 
 

3

3
ln 2

1 2
ln 1

n

nn

n

n n

v
u

v u


  

 
 

ដែូរនោះ  22 1
n

nu   ។ 
VI. ១.ែូររសយថា nI  ជាស្ុីតែុោះរែួេែ oI នងិ 1I   

1

4 20
.

1

n

n

x
I dx

x x


    

មាន  4 2 1 0, 0,1x x x       
រោយ  0,1 : 1x x    

1n nx x    
ណែេអងគនងឹ 4 2 1 0x x    

1

4 2 4 2

1
1 1

4 2 4 20 0

1

1 1

1 1

                   

n n

n n

n n

x x

x x x x

x x
dx dx

x x x x

I I








   


   



   

ដែូរនោះ nI  ជាស្ុីតែុោះ n   ។ 

យេ
1

4 20

1
0 : .

1
on I dx

x x
 

    

មាន    2 2

4 2 4 2

1 11 1
.

1 2 1

x x

x x x x

  


   
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ររៀបររៀងរោយៈ ស៊ាម សំណាង អូន ណែត 

2 2

4 2 4 2

2 2

2 2

2 2

1 1 1 1
. .

2 1 2 1

1 1
1 1

1 1
. .

1 12 2
1 1

x x

x x x x

x x

x x
x x

 
 

   

 
 

   

  

' '

2 2

' '

1 1

2 20 0

1 1

1 1
.

2 21 1
3 1

1 1

1 1
.

2 21 1
3 1

o

x x
x x

x x
x x

x x
x x

I dx dx

x x
x x

   
    

    
   

      
   

   
    

     
   

      
   

 

 

របូមនតៈ  

2 2 2 2

2 2 2 2

' 1
arctan

' 1
ln

2

u du u
dx c

u a u a a a

u du u a
dx c

u a u a a u a

  
 


  

  

 

 
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ររៀបររៀងរោយៈ ស៊ាម សំណាង អូន ណែត 

 

1 1

00

1 1
2 2

2

0

1 1
1

1 1 1 1
arctan ln

12 2 23 3 1

1 1 1 1 1
arctan ln

2 4 13 3

1 1 1
0 ln ln 1

2 4 32 3

o

o

x x
x xI

x
x

x x x

x xx



               
    
    

      
     

     

      
          

      

  

1 1 3 ln3
ln

4 34 3 4 3

   
   

 
 ។ 

យេ 1n    
1

1 4 20

1

20
2

1

1 3

2 4

xdx
I

x x

xdx

x


 


 

  
 




 

តាង 2 1 1
2

2 2
u x du xdx dx xdx        

    0        1

1 3
         

2 2

x

u
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ររៀបររៀងរោយៈ ស៊ាម សំណាង អូន ណែត 

3 3

2 2
1 1 2

22 2 2

3

2

1

2

1
12

3 2 3
4

2

1 2 2
tan

2 3 3

dx
du

I

u
u

u
arc

 
 

  
 

  
   

  

 

  

 

1

1 1
tan 3 arctan

3 3

1

3 63 6 3

arc

I
  

  
   

  

 
   

 

 

ដែូរនោះ 1

1

3 63 6 3
I

   
   

 
។ 

២.ែូររសយបញ្ជា េ់ថា 4 2

1

1
n n nI I I

n
   


 

រេមាន 
1

4 20
.

1

n

n

x
I dx

x x


    
4 2

1

4 2 4 20

1

0

.
1

                            

n n n

n n n

n

x x x
I I I dx

x x

x dx

 

 

 
   

 







  

1
1

0

1 1

1 1

nx
n n

 
 
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ររៀបររៀងរោយៈ ស៊ាម សំណាង អូន ណែត 

ដែូរនោះ 4 2

1

1
n n nI I I

n
   


ពតិ។ 

៣.ែំរ ោះរេប់ 4n   ែូររសយថា
   

1 1

3 1 3 3
nI

n n
 

 
  

តាង   4 2   , 4n n nf n I I I n       
រោយ nI  ជាស្ុីតែុោះរ ោះរេប់ 4n   
  4 2n n n n n nf n I I I I I I         
  3 nf n I (ររ ោះ 4 2,n n n nI I I I    ) 

   
1

     ; 1
3

nf n I   

មយ៉ ងរទៀត   2 44 n n nf n I I I       
 4 n n nf n I I I       

 4 3 nf n I   ររ ោះ 2

4

n n

n n

I I

I I









  

   
1

4      ; 2
3

nI f n   តាម 1  នងិ 2  

   
1 1

4
3 3

nf n I f n     

ណត    
1 1

4
1 3

f n f n
n n

   
 

  

ដែូរនោះ 
   

1 1

3 1 3 3
nI

n n
 

 
។ 

រែួទាញរេ  lim n
n

nI

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ររៀបររៀងរោយៈ ស៊ាម សំណាង អូន ណែត 

រោយ
   

lim lim lim
3 1 3 3

n
n n n

n n
nI

n n  
 

 
  

1 1
lim

3 3
n

n
nI


    

ដែូរនោះ 1
lim

3
n

n
nI


 ។ 

VII.ែូររសយបញ្ជា េ់ថាមាឌពរីមី៉ត 1
.

3
V B h   

 
 
 
 
 
 
 

 
0

h

V S x dx    
រោយ ' ' 'A B C ABC    

 
2

2

2

2 0

3

2

0

.

1 1
.

3 3

h

h

B x
S x

h

B
V x dx

h

B
x B h

h





 
  

 

                     

ដែូរនោះ មាឌពរីមី៉ត 1
.

3
V B h ។ 
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ររៀបររៀងរោយៈស៊ាម សំណាង អូន ណែត 

 វញិ្ញា សាទ១ី១ 

I-រេឲ្យស្វីតចំននួពតិ nu កែំត់រោយ
  

2

3 2 3

3 3 2

3 1 3 1
n

n n
u

n n n n

 


   
 

ណែលn ។ 

តាង   1 2 3

1

...
n

n k n

k

S u u u u u


      ។ចូរេែនាលីមីត lim n
n

S


។ 

II-េែនាអរំតក្រាល
6

1
1

dx
I

x




  ។ 

III-រេមានថង់ពរីថង់ X នងិថង់Y រោយែងឹថារៅកនវងថង់ X មានប៊ាិចពែ៍
ក្រកហម4 នងិប៊ាិចពែ៍រ ៀវ6រហើយរៅកនវងថង់Y មានប៊ាិចក្រកហម2 នងិប៊ាិច 
រ ៀវ7 ។រេចាប់យកប៊ាិច1ពថីង់ X ោក់ចូលរៅកនវងថង់Y រចួចាប់យកប៊ាិច1ពី
ថង់Y ោក់ចូលកនវងថង់ X វញិ។ចូរេែនាក្របូបាបននក្រពតឹតាិរែ៍ខាងរក្រាម 
១. :A រៅកនវងថង់Y ចំននួប៊ាិចពែ៍ក្រកហមរសមើនងឹពាក់កណាា លននប៊ាិចពែ៍រ ៀវ។ 
២. :B រៅកនវងថង់ X ចំននួប៊ាិចពែ៍ក្រកហមនងិប៊ាិចរ ៀវរសមើគ្នន ។ 
៣. :C ចំននួប៊ាិចពែ៍ក្រកហមនងិចំននួប៊ាិចពែ៍រ ៀវកនវងថង់នមួីយៗមិនណក្របក្របួល។ 
IV-រោោះក្រសយសមីារឌរីេរង់៉ណសយល

 2 6 6"'- 6 " 12 '-8 sin cosxy y y y e x x     

V-រេឲ្យស្វីត nI កែំត់រោយ
 1

cos
n

n x

n

x
I dx

e







  ណែល 0,1,2,3,..n   

១.េែនា 0I ។ 
២.ចូរក្រសយថា nI ជាស្វីតធរែីមាក្រតរចួេែនា nI ជាអនេុមនន៍នn  ។ 
៣.េែនាេលបូក 0 1 2 ...n nS I I I I      ជាអនេុមនន៍នn  
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ទំពរ័ទ1ី54 

ររៀបររៀងរោយៈស៊ាម សំណាង អូន ណែត 

រចួទាញរក lim n
n

S


 ។ 
VI-រេឲ្យអនេុមន៍ f កែំត់រោយ  , x y y xz f x y x y x y    ណែល

0, 0x y  ។ 

១.ចូរេែនា z

x




 នងិ z

y




 

២.ចូរក្រសយថា 0z  ចំរពាោះក្រេប់ 0, 0x y  ។ 

៣.ទាញបញ្ជា ក់ថាក្រេប់ , , 0a b c   រេបាន   3

a b c
a b ca b c abc

 

  ។ 
ដណំ ោះស្រសាយ 

I.េែនាលីមីត lim n
n

s


  

រយើងមាន 
  

2

3 2 3

3 3 2
;

3 1 3 1
n

n n
u n

n n n n

 
 

   
  

  1 2

1

...
n

n k n

k

s u u u u


      

តាង 3 23 1na n n     
      3

1 3 1na n n      
មាន 2

1 3 3 2n na a n n       

    1

1 1

1 1

.

n n
n

n n n n

a a
u

a a a a



 


    

     
1 1 1

1 1n n

n k

k k k k

S u
a a  

 
   

 
   
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ទំពរ័ទ1ី55 

ររៀបររៀងរោយៈស៊ាម សំណាង អូន ណែត 

1 2 2 3 1

1

1 1 1 1 1 1
 S ...

1 1
   

n n

n n

a a a a a a

a a





    
          
     

 

 

ណត 1 1a     

ែចូរនោះ 
3

1
1

3 1
ns

n n
  

 
 ។ 

រនាោះលីមីត lim n
n

s
 3

1
lim 1 1

3 1n n n

 
     

  
 ។ 

II.េែនាអងំរតក្រាល
6

1
1

dx

x



   

រនាោះ
6

1

lim
1

b

b

dx
I

x


   

រេមាន     
3

6 2 2 4 21 1 1 1x x x x x         

  6 2 4 2

1 1

1 1 1x x x x


   
 

       

 
  

   

2 2

2 4 2

2

4 2 6

2 2 2

4 2 6

1
 

1 1

1
 

1 1

1 11
 

2 1 1

x x

x x x

x

x x x

x x x

x x x

 


  

 
  

  
 

  
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ទំពរ័ទ1ី56 

ររៀបររៀងរោយៈស៊ាម សំណាង អូន ណែត 

      

 

 

2 2 2

4 2 4 2 6

22 2

6
2 2

2 2

' '

'
3

2 2 26 3

1 1 1 1

2 1 2 1 1

1 1
1 1

1 1

1 12 2 1
1 1

1 1

1 1 1 1
.

1 2 2 31 1 1
1 3

x x x

x x x x x

xx x

x
x x

x x

x x
xx x

x x
x x

x x

 
  

    

 
  


   

   
    

      
     

      
   

 

របូមនតៈ 

 
2 2 2 2

2 2 2 2

' 1
arctan

' 1
ln

2

u du u
dx c

u a u a a a

u du u a
dx c

u a u a a u a

 
   

   


  

  

 

 

   

 

 

 

' '

'
3

2 2 2
32

21

1 1

1 1 1
lim

2 2 31 1 1
1 3

b

b

x x
xx x

I dx
x

x x
x x



    
     

      
     

       
    

   
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ទំពរ័ទ1ី57 

ររៀបររៀងរោយៈស៊ាម សំណាង អូន ណែត 

 3

1

1
3

1 1 1 1
lim arctan ln arctan

12 34 3 3

b

b

x
xx x

x
x

x



 
   

     
   

 

  

 

 

2
3

2

2

1 1 1 3 1 1
lim tan ln arctan

2 34 3 3 1

1 2 3 1
0 ln .

3 44 3 2 3

1 1 1 2 3
. 0 . ln

2 2 3 2 124 3 2 3

1
ln 2 3

4 6 12 4 3

b

b b
arc b b

b b b



  

  



    
      

    

 
   

  

 
     

 

 
     
 

 

ែចូរនោះ  1
ln 2 3

6 2 3
I


   ។  

III.េែនាក្របូបាបននក្រពតឹតាិរែ៍ខាងរក្រាម៖ 
១. :A រៅកនវងថង់Y ចំននួប៊ាិចពែ៍ក្រកហមរសមើនងឹពាក់កណាា លននប៊ាិចពែ៍រ ៀវ។ 
តាងក្រពតឹតាិរែ៍ 

1 :A  ចាប់រលើកទី១បានប៊ាិចក្រកហមពី X  ោក់ចូលY  

2 :A  ចាប់រលើកទី២បានប៊ាិចរ ៀវពីY ោក់ចូល X  
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ទំពរ័ទ1ី58 

ររៀបររៀងរោយៈស៊ាម សំណាង អូន ណែត 

     
1 2

1 2     1

A A

P A P A A

 

 
  

-ក្របូបាបមានលកខ ័ែឌ  

 
 
 

       

1 2

2 1

1

1 2 1 2 1

/

. /    2

P A A
P A A

P A

P A A P A P A A




  

  

តាមសមីារ   1 & 2  រយើងបានៈ 
     1 2 1. /P A P A P A A  

 
4 7 7

10 10 25
P A    ។ 

២. េែនា  P B   
:B រៅកនវងថង់ X ចំននួប៊ាិចពែ៍ក្រកហមនងិប៊ាិចរ ៀវរសមើគ្នន  

តាងក្រពតឹតាិរែ៍៖ 

1 :B  ចាប់រលើកទី១បានប៊ាិចពែ៍រ ៀវពី X ោក់ចូលY  

2 :B  ចាប់រលើកទី២បានប៊ាិចពែ៍ក្រកហមពីY ោក់ចូល X  

   

   

1 2

1 2

1 2 1        . /

B B B

P B P B B

P B P B B

  

 



 

 
6 2 3

10 10 25
P B    ។ 

៣.េែនា  P C   
:C ចំននួប៊ាិចពែ៍ក្រកហមនងិចំននួប៊ាិចពែ៍រ ៀវកនវងថង់នមួីយៗមិនណក្របក្របួល 
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ទំពរ័ទ1ី59 

ររៀបររៀងរោយៈស៊ាម សំណាង អូន ណែត 

     1P c P A P B     

 
7 3 15

1
25 25 25

P c     ។ 

IV.រោោះក្រសយសមីារឌរីេរង់៉ណសយល
 2 6 6"'- 6 " 12 '-8 sin cosxy y y y e x x    

តាង 2xz ye    
 

   

 

   

2 2 2

2 2

2

2 2

' ' 2 ' 2

     '' '' 2 ' 2 ' 2

     '' '' 4 ' 4

''' ''' 4 '' 4 ' 2 '' 4 ' 4

x x x

x x

x

x x

z y e ye y y e

z y y e y y e

z y y y e

z y y y e y y y e

  

 



 

    

   

  

      

  

        2"' '''' 6 '' 12 ' 8 2xz y y y y e      
យក  1 ជួសកនវង 2  រយើងបាន  

  6 6''' sin cosz x x    
តាមរបូមា    

33 3 3a b a b ab a b       
យក 6 6sin , cosa x b x    

នាឲំ្យ   6 6 3 3sin cos 1 3sin cosx x x x     

                                

23
1 sin 2

4

3 1 cos4
1 .

4 2

5 3
cos4

8 8

x

x

x

 

 
   

 

 
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ទំពរ័ទ1ី60 

ររៀបររៀងរោយៈស៊ាម សំណាង អូន ណែត 

5 3
"' cos4

8 8

5 3
''' cos4

8 8

z x

z dx x dx

 

 
   

 
 

  

2

3

5 3
'' sin 4

8 32

5 3
' cos4

16 128

5 3
sin 4

48 512

z x x

z x x

z x x C

 

 

  

 

រោយ 2 25 3 5 3
sin 4 sin 4

48 512 48 512

x xx ye y e x  
     

 
  

ែចូរនោះ 2 5 3
sin 4

48 512

xy e x
 

  
 

  ។ 

V- ១ េែនា oI   

មាន 
 1

cos
, 0,1,2,3.....

n

n x

n

x
I dx n

e







    

ចំរពាោះ 0n   
0

cos
: o x

x
I dx

e



   

         
0
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ពតិ 
ដចូរនោះ  1 3n nz i z   ពតិ 

ទាញថា 62
n

i
n

nz e


  
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+តាមទំនាក់ទំនង  1 3n nz i z   បញ្ជា ក់បានថា nz  ជាសវុី  ែីមទ្តនន

ចំននួកុេំលចិណដលមនរ សុង 3q i   នងិ
1 1 1z x iy    

រោយ 1 1

1 1

1 2

3 1
3, 1

1 3

x y
A x y

y x

   
      
    

  

ដចូរនោះ 1 3z i    

    

1

1

1

3 3 3

n

n

n n

z z q

i i i





  

    
  

ណត 3 1
3 2

2 2
i i

 
   

 
  

62 cos sin 2
6 6

i

i e


  
   

 
  

ដចូរនោះ   6 62 2

n
n

i i
n

nz e e
  

  
 

 ពតិ 

៣.ចូ រទ្បៀបរ ៀប  det nA នងិ  det
n

A    

មនៈ 3 1

1 3
A

 
  
  

 
3 1

det 3 1 4
1 3

A


      

           det 4 1
n nA      

មយ៉ា ងរទៀតៈ n nn

n n

x y
A

y x

 
  
 

  det
n nn

n n

x y
A

y x


    
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   2 2 2det 2n

n n nA x y z    ,ណដល

 2 2

n n n n n nz x iy z x y       

រោយ 6
1 2

n
i

iz e re


   2n

nz    

តាម       
2

2 det 2 4 3n n nA     

តាម        1 & 3 det det
nnA A      

ដចូរនោះ     det det
nnA A    ។  

II.  ចូ ទ្សយថា     4 22 2 2 10 16f f          
មនៈ .   4 3 2f x x ax bx cx d       
        .    1 1, 2 8f f  នងិ  3 27f   
+តាង      3g x f x x     (រោយរសមើសូនយ) 

     1 2 3 0g g g    រនាោះ {1,2,3}x  ជាឫស បស់  g x   
+តាមទ្ទសឹតីបទកកាត ៈ       1 2 3 og x x x x x x       

       31 2 3 of x x x x x x x         
យក 2x    :
          

3
2 1 1 2 2 1of x               

យក 2x    :          2 1 1 2 of x              
 

3
2    
          

3
2 1 1 2 2 2of x               

យក   1 2  រេបានៈ    2 2f f      
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      

3 32

4 2 2 3 2 3

4 2

1 2 2 2

2 2 8 12 6 8 12 6

2 10 16

    

       

 

     

         

  

  

ដចូរនោះ     4 22 2 2 10 16f f         ពតិ 

III-រោោះទ្សយសមីកា ឌរីេ ៉ាង់ណសយល 2

4
" 2 '

64

xe
y y y

x



   


 

សមា ល់ៈ    : '' ' .xE ay by cy e f x     
រដើមបីរោោះទ្សយរេទ្តវូតាង . xz y e    

រេមនៈ   2

4
" 2 ' 1

64

xe
y y y

x



   


 

តាង  . xz y e  ជាចរមលើយ បស់    1    
 

   

' ' . '

'' '' ' '

x x x

x x

z y e e y y y e

z y y e e y y

  

 

 

  

  

 

    

    
  

 2'' ' 'x xe y y y e       

   2'' '' 2 ' 2xz y y y e       យក 1  ជួសកាងុ 2  

    
4 4

1
'' '

64 6

dx
z z

x x x
  

    

    
   2 2 2 2

4 4 4

8 81 1 8 1 8

16 64 16 64 16 64

x x x x
dx dx dx

x x x

    
  

       
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2 2

2 2

2 2

' '

2 2

8 8
1 1

1 1

64 6416 16

8 8

1 1

16 168 8
16 16

x xdx dx

x x
x x

x dx x dx
x x

x x
x x

 
 

 

   
    

    
   

      
   

 

 

  

+ បូមនតៈ 
2 2 2 2

2 2 2 2

' 1
arctan

' 1
ln

2

u du u
dx c

u a u a a a

u du u a
dx c

u a u a a u a

   
 


   

  

 

 
 ;c   

8 8
4

1 1
' arctan ln

864 4 128
4

4

x x
x xz c

x

 
   

    
   
 

  

     
2 2

12

1 8 1 4 8
' arctan ln

64 4 128 4 8

x x x
z c

x x x

   
   

  
  

     
2 2

2

1 8 1 4 8
arctan ln

64 4 2 4 8

x x x
z c dx

x x x

    
     

   
   

   ដចូរនោះ  . xy z e   

             ;ណដល
2 2

2

1 8 1 4 8
arctan ln

64 4 2 4 8

x x x
z c dx

x x x

    
    

   
 ។ 
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IV.១.េែនាេលេុែសា ណល .MK ML  ចួទាញ ករ ម្ ោះនន KLM  
             
 
 
 
 
 
 
+រទ្ជើសរ ើសតទ្មុយ  , , ,A AB AD AE   

K កណាត ល 
1

,0,1
2

EF K
 

   
 

  

L  កណាត ល 
1

,1,0
2

CD L
 

   
 

  

M  កណាត ល 
1

0,1,
2

HD M
 

   
 

 

1 1
, 1,

2 2
MK

 
   

 
នងិ 1 1

,0,
2 2

ML
 

  
 

 

1 1
0 0

4 4
MK ML MK ML          

ដចូរនោះ  KLM  ជាទ្តរីកាែណកងទ្តង់M  

២. ទ្សយាថា
2


    

រោយ  P EH  រនាោះចំែុច P  ទ្តវូមនកូអ រោរន  0, ,1 ;0 1P t t    
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1 1
. , ,0 , ,1 , 1

2 2
PK t PL t

   
       
   

  
2

21 1
0

4 2
PK PL t t PK PL t

 
          

 
  

ដចូរនោះ   ជាមំុស្សួចឬជាមំុណកង 
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វញិ្ញា សាទ១ី៣ 
I-រេមានថង់ព ី A នងិ B ណែលក្នងុថង់ A មានប៊ាូលពែ៍ក្ក្ហមm នងិប៊ាូល 
ពែ៍រ ៀវ n រហើយរៅក្នងុ B មានប៊ាូលពែ៍ក្ក្ហម n នងិប៊ាូលពែ៍ 
រ ៀវm ។រេចាប់យក្ប៊ាូល 2 ក្ាប់រោយប៊ាូលមួយយក្រេញពថីង់ A នងិប៊ាូល 
មួយរទៀតយក្រេញពថីង់ B ។េូ េែនាក្បូបាបននក្ពតិតកិា ែ៍ខាងរក្កាម៖ 
១.” :A ចាប់ប៊ាូលមានពែ៍ែេូាន ”(រេតាង  P A ជាក្បូបាបណែល ក្រ ើញ) 
២.” :B ចាប់ប៊ាូលមានពែ៍ សុាន  “ (រេតាង  P B ជាក្បូបាបណែល ក្រ ើញ) 

៣.េូ ក្សយបញ្ជា ក់្ថា  
1

2
P A  នងិ  

1

2
P B  ។ 

II-រេឲ្យសមីកា ឌរីេ ង់៉ណសយល    : '' ' xE ay by cy g x e     
ណែល 0, , , ,a a b c   នងិ g ជាអនេុមនក៍្ែំត់រលើ ។ 
១.េូ ក្សយបញ្ជា ក់្ថារបើអនេុមន៍ xy ze ជាេរមលើយទូរៅ បស់  E   
រនាោះអនេុមន៍  z h x ជាេរមលើយទូរៅ បស់សមីកា 
       : " ' 'F z f z f z g x     ណែល   2f a b c     ។ 
២.អនវុតតនៈ៍ េូ រោោះក្សយសមីកា ឌរីេ ង់៉ណសយល 3" 6 ' 9 n xy y y x e   ណែល

n   

III-រេឲ្យសីុ្តននេំននួពតិ  nu ក្ែំត់រោយ
0

1

2

2 1

2 2

n

n nn

u

u u



 


 

   

  ណែល 0,1,2,3,...n  ។ 
១.េែនា nu នងិ 0 1 2 ...n nS u u u u     ជាអនេុមនន៍ន n ។ 
២.េែនាលីមីត lim n

n
u


នងិ  lim n

n
S nu


 ។ 

IV-រៅក្នងុតក្មុយអ តនូម៉ាល់  , , ,o i j k រេឲ្យបលង់   : 2 2 6 0P x y z     
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បលង់   : 2 2 6 0P x y z      
បលង់   : 0 0 0 1. 0oxy z x y z       
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យក្  Q ជាបលង់ពុោះមំុេំុ្រោយបលង់  oxy  នងិ P   
តាង  , ,M x y z  ជាេំនេុទូរៅ បស់  Q រេបានៈ 

     

2 2 2

, ,

2 2 6
2 2 6 3

11 2 2

d M P d M oxy

x y z z
x y z z



  
      

 

  

 

 
1

2

2 6 0    2 2 6 3

2 2 6 3 2 5 6 0  

x y z Qx y z z

x y z z x y z Q

       
  

         

  

ែេូរនោះ    1 2: 2 6 0,   : 2 5 6 0Q x y z Q x y z         ។ 

V. េែនាអងំរតក្កាល 

 2

2

0
2 4

f x dx
I

x x


        1   

មាន     32 8 ,f x f x x x        
តាង 2x t dx dt       

របើ 
0 2

2 0

x t

x t

  


  
  

តាម  1 :
  

   

0

2

2

2

2 2 2 4

f t dt
I

t t

 


   
  
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 

 

 
 

2

2

0

2

2

0

2

2

0

2

4 4 4 2 4

2

2 4

2
2

2 4

f t dt
I

t t t

f x dt
I

x x

f x dt
I

x x




    




 




 







  

យក្    1 2  រយើងបាន ៖ 
   

 

2

2

0

2 23

2

0 0

2
2

2 4

1 8 1
2

2 2 4 2

f x f x
I dx

x x

x
I dx x dx

x x

 


 


  

 



 

  

2
2

0

1
2 3

2 2

x
I x

 
   

 
 

ែេូរនោះ 3I     



វញិ្ញា សាត្រៀម្រលង្រកូ្មិរឧរតម(ររញិ្ញា រ័្រ+១) នងិ្រឡង្រជែងនានា  

រ ៀបរ ៀងរោយ ស៊ាម សំណាង -អូន ណែត 
ទំព ័ទ1ី85 

វញិ្ញា សាទ១ី៤ 
I.រៅក្នងុថង់មួយមានប៊ាូលពែ៍ក្ក្ហម 9 ក្ាប់ច ុះរលខ1,2,3,4,5,6,7,8,9

នងិប៊ាូលពែ៍បបតង 9 ក្ាប់ច ុះរលខ1,2,3,4,5,6,7,8,9។រេចាប់យក្ប៊ាូលព ី
ក្ពមាន រចញពកី្នងុថង់រ ុះ។ 
ចូ េែ ក្បូបាបបនក្ពតឹតកិា ែ៍៖ 
១. “ :A យក្បានប៊ាូលច ុះរលខមានផលបូក្រសមើ12 ” 
២.” :B  យក្បានប៊ាូលច ុះរលខខ សាន ” 
៣.” :C  យក្បានប៊ាូលច ុះរលខមានផលបូក្រសមើ12នងិមានពែ៍ដចូាន ”។ 

II.េែ លីមីត
1

20
lim

1

n

x

x dx
A

x


             

       3lim 2 2 4
x

B x x x x


     
 

  

III.រេឲ្យចំននួក្ ផំលចិ 2 2
cos sin

7 7
u i

 
   ។រេតាង 2 4u u u     នងិ

3 5 6u u u    ។ 
១.ចូ ក្សយថា 1     នងិ 2   ។ ២.ចូ ក្សយថា  នងិជាចំននួ
ក្ ផំលចិឆ្លល ស់ាន ។  ៣.ចូ ក្សយថា  Im 0    ចួក្ែំត់  នងិ ។ 

៤.រក្បើលទធផលខាងរលើចូ េែ តបមល  2 4 8
S sin sin sin

7 7 7

  
    ។ 

IV.េែ អងំរតក្កាល
1

20 1

n

n

x dx
I

x x


   ណដល 0,1,2,3,...n  ។ 

១.ចូ េែ 
oI  នងិ

12oI I  ចូទាញ ក្
1I  ។ 

២.ចូ ក្សយថា nI  ជាស្ុីតច ុះ។  ក្ទំ ក់្ទំនង វាង
1,n nI I 
 នងិ

2nI 
។ 

៣.េែ ក្រនោមអមបន
nI   ចួេែ  lim n

x
I


 នងិ  lim n

x
nI


។ 
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V.រេឲ្យមា៉ា ក្ទសី
cos sin

sin cos

a a
A

a a

 
  
 

 ណដលa  

១.ចូ េែ 2A  នងិ 3A ។  ២េែ  nA  ។ 

VI.១.ចូ ក្សយបញ្ជា ក់្ថាarctan arctan arctan
1

x y
x y

xy

 
   

 
  

ណដល0 , 1x y  ។  ២.េែ 
2

1

1

2

n

n

k

s arctan
k

  
   

  
  

 ជាអន េមនប៍នn ។ 
៣.េែ លីមីតបន

ns  កាលណាn ។ 
ដណំ ោះស្រសាយ 

ចូ េែ ក្បូបាបបនក្ពតឹតកិា ែ៍៖ 
១. ក្  P A   

:A យក្បានប៊ាូលច ុះរលខមានផលបូក្រសមើ12  
-ប៊ាូលក្ក្ហមមាន9  :1,2,3,4,5,6,7,8,9 
-ប៊ាូលពែ៍បបតង9  :1,2,3,4,5,6,7,8,9 

 បូមនតៈ  
 
 

n A
P A

n s
   

-ចំននួក្ ែីអច 
រេចាប់យក្ប៊ាូល ២ក្ពមាន រចញពថីង់ណដលមានប៊ាូលស  ប18  រេបានៈ 

   
18!

18,2 153
2!16!

n S C    ក្ ែីអច 

-ចំននួក្ ែីស្សប  n A   
-ក្ ែីប៊ាូលក្ក្ហមទំាងព ី 
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R   3   4   5   
R  9   8   7   

-ក្ ែីប៊ាូលបបតងទំាងព ី 

G   3   4   5   
G  9   8   7   

-ក្ ែីប៊ាូលក្ក្ហមមួយនងិបបតងមួយ 

R  3,4,5,6,7,8,9  
G  9,8,7,6,5,4,3  

 ឲំ្យ   13n A   

 
13

153
P A   ។ 

២. ក្  P B   
  :B  យក្បានប៊ាូលច ុះរលខខ សាន  

 បូមនត  
 
 

n B
P B

n s
  

-ចំននួប៊ាូលមានពែ៍ខ សាន ក្តវូយក្ចំននួប៊ាូលទំាងអស់ដក្នងិចំននួប៊ាូលណដលមាន
រលខដចូាន រចញ 
    9n B n S    

 
153 9 144 16

153 153 17
P B


     ។ 

៣. ក្  P c   
:C  យក្បានប៊ាូលច ុះរលខមានផលបូក្រសមើ12នងិមានពែ៍ដចូាន  

រោយប៊ាូលក្ក្ហមដចូាន មាន៣ ក្ ែី នងិ ប៊ាូលបបតងដចូាន មាន៣ ក្ ែីរ ុះ 
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 
 
 

6 2

153 51

n C
P C

n S
    ។ 

II.េែ លីមីត
1

20
lim

1

n

x

x dx
A

x


             

    0,1x   : 0 1x     រលើក្អងគជាការ  

         
2

2

0 1

1 1 2

x

x

 

  
 

                  
2

1 1
1

2 1x
 


 

                 
2

1

2 1

n
n nx

x x
x

 


 

          
1 1 1

2

0 0 0

1

2 1

n
n nx

x dx dx x dx
x

 
    

         
 

1 11

1 1

2

000

1 1

2 1 1 1

n
n nx

x dx x
n x n

 
   

        
  

 

 

1

2

0

1

2

0

1

2

0

1 1

2 1 1 1

1 1
lim lim lim

2 1 1 1

0 lim 0
1

n

n

n n n

n

n

x
dx

n x n

x
dx

n x n

x
dx

x

  



 
  

 
  

 







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ដចូរនុះ 
1

2

0

lim 0
1

n

x

x dx

x


  ។ 

 3lim 2 2 4
x

B x x x x


     
 

 

 បូមនតៈ a b
a b

a b


 


  

   lim 2 4 2
x

x x x x x x


       
 

  

  

2 4 2
lim

2 4 2

2 2
lim

2 4 2

x

x

x x x x
x x

x x x x

x x
x x x x





     
  

     

 
  

     

  

  

  

1 1
2 lim

4 2 2

4
2 lim .

4 2 2

x

x

x x
x x x x

x x
x x

x x x x





 
  

     

 
  

     
 

  

   
4

2 lim .
4 2 2 4x

x x
x x

x x x x x x

 
  

       
 
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8 lim
4 2 2 4

1 1 1 1 1 1
x

x x

x x x
x x x x


 

     
           

     

  

ដចូរនុះ 1
8 1

2 2 2
B     

 
  

III.១.ចូ ក្សយថា 1     នងិ 2   

2 4 3 5 62 2
cos sin , ,

7 7
u i u u u u u u

 
           

មាន 
7

7 2 2
cos sin cos2 sin 2 1

7 7
u i i

 
 

 
     
 

  

2 3 4 5 6u u u u u u         =
6 71 1

1
1 1 1

u u u u
u

u u u

  
   

  
  

ដចូរនុះ 1     ពតិ 

  2 4 3 5 6u u u u u u        

4 6 7 5 7 8 7 9 10

4 6 5 2 3

2 3 4 5 6

1

1 1 1

3 3 1 2

u u u u u u u u u

u u u u u u

u u u u u u


        

        

         
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២.ចូ ក្សយថា  នងិជាចំននួក្ ផំលចិឆ្លល ស់ាន  

រយើងក្តវូក្សយថា    ឬ     

រេមាន 2 42 4u u u u u u          

ណត 2 1
. 1u u u u

u
     

6 5 3

2 4 7 7 7

1 1 1 u u u

u u u u u u
        

ណត 7 1u   រ ុះ 6 5 3u u u        

ដចូរនុះ    ពតិ 

៣.ចូ ក្សយថា  Im 0    ចួក្ែំត់  នងិ  

 2 4u u u     រោយ 2 2
cos sin

7 7
u i

 
    

2 2 4 4 8 8
cos sin cos sin cos sin

7 7 7 7 7 7
i i i
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         

2 4 8 2 4 8
cos cos cos sin sin sin
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i

     


   
        
   

  

 
2 4 8

Im sin sin sin
7 7 7

2 4
sin sin sin

7 7 7

  

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  
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រោយ  

4
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2
sin sin
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


 




 
 


 

រោយ  
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S

P

 



  



  

តាមក្ទសឹតីបទណវយត   &   ជាឫសបនសមីកា 2 0X SX P     
2 22 0 ; 1 8 7 7X X i          

1

2

1 7 1 7

2 2 2

1 7 1 7

2 2 2
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X i
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X i

  
   


 

 
   
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ដចូរនុះ  
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
  



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  
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 ។  

៤.រក្បើលទធផលខាងរលើចូ េែ តបមល  2 4 8
S sin sin sin

7 7 7

  
    

 
7

Im
2

   ។ 

IV.១.ចូ េែ 
oI  នងិ

12oI I  ចូទាញ ក្
1I  



វញិ្ញា សាត្រៀម្រលង្រកូ្មិរឧរតម(ររញិ្ញា រ័្រ+១) នងិ្រឡង្រជែងនានា  

រ ៀបរ ៀងរោយ ស៊ាម សំណាង -អូន ណែត 
ទំព ័ទ1ី93 

1

20 1

n

n

x dx
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

   ណដល 0,1,2,3,...n   

+ ចំរ ុះ 0n   រយើងបានៈ
1
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dx
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   
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20 1 3
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dx
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
 

  
 
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2 2
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
         

+ចំរ ុះ 3 3
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x


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3
1 tan
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tan
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d
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 
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


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ដចូរនុះ 3

9
oI


 ។ 

1. 2oI I   
1 1 1

1 2 2 20 0 0

2 1
2 2

1 1 1
o

dx xdx x
I I dx

x x x x x x


   

          

1
2

0
ln 1 ln3 ln1x x     
 

  

ដចូរនុះ 
12 ln3oI I   ។ 

+ទាញ ក្
1I   

 1 ln3oI I     

ដចូរនុះ 1

1 3
ln3

2 9
I

 
   

 
 ។ 

២.ក្សយថា nI  ជាស្ុីតច ុះ 
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1 1

12 20 01 1

n n

n n

x dx x dx
I I

x x x x



  
       

 1
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1
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I I dx dx
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




   

       

 0,1 :0 1x x      

  1 0x    េ ែអងគនងឹ 0nx    
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   1 0nx x     

រោយ 2 1 0,x x x      រក្ ុះ
0

0

a 

 

  

 
 
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 
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 

   
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ដចូរនុះ    nI  ជាស្ុីតច ុះ។  
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 
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   ណដល    
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m
k

m k

k

P x a x

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ឬ   2
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

          
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 
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៣.េែ ក្រនោមអមបន
nI   ចួេែ  lim n

x
I


 នងិ  lim n

x
nI


 

 1 2

1
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n
   


  

+ជំនសួn  រោយ 2n   ក្នងុ  1  ណដល 2n    

 2 1

1
2

1
n n nI I I

n
   


  

រោយ nI  ជាស្ុីតច ុះរយើងបានៈ 
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 
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.  
 
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V.១.ចូ េែ 2A  នងិ 3A  
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cos sin cos sin
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a a a a
A
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    
    
   

 

2 2
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a a
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  
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………………………………… 
េែ  nA   រក្បើតាមក្រំែើន រយើងបានៈ 

    

   

cos sin

sin cos

n
na na
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na na
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VI.១.ចូ ក្សយបញ្ជា ក់្ថាarctan arctan arctan
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 
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រយើងមានៈ  
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III.រេឲ្យចតរុោែនយ័ិត ABCDE  មួយចា កឹ្ក្នងុ ងវង់សចតិO  ោំR ។ 
១.ចូ ប្រសយបញ្ជា ក់្ថា 0OA OB OC OD OE      ។ 
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III.១.ចូ ប្រសយបញ្ជា ក់្ថា 0OA OB OC OD OE      
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២.ប្រសយថារេអាចក្ែំត់ព្ ីចំននួព្តិ នងិ  

រដើមបីបនសមភ្ជព្ 2 4
1 cos cos 0

5 5

 
       1   

តាមសប្រមាយខាងរលើៈ 0OA OB OC OD OE      

យក្ i  ជាវុចិទ ័ឯក្តារលើ  ox  

. . . . . 0

0

2 2 0

2 4
2 cos 2 cos 0

5 5

OAi OB i OC i OD i OE i

R OH OK OK OH

R OH OK

R R R
 



     

     

  

 
    

 

 

     2 4
1 2cos 2cos 0

5 5

 
       2    តាម   1 & 2   

 2 4
1 cos cos

5 5

 
   

2 4
1 2cos 2cos

5 5

 
   

ដចូរនោះ 2    ។ 

IV.១.ចូ ប្រសយបំភ្លថឺា Iជាប៉ា  សីង់ននចំែុច , ,A B C  

ណដលមានរមេុែរ ៀងគ្នន , ,a b c  
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+ចំែុច I  ជាប៉ា  សីង់ននប្របព្ន័ធចំែុច{ , },{ , },{ , }x a B b C c  លុោះប្រតាណត 

. . . 0a IA b IB c IC     

សមាា ល់ៈ                           

                                                           
2

a b c
P

  
 

 
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.

.B

.

AM AL P a

K BM P b

CK CL P c

  


  
    

  

+រប្រជើសរ ើសតប្រមុយដចូ បូខាងរលើៈ 

កូ្អ រោរនក្ពូំ្ល , ,A B C  ក្នងុតប្រមុយេៈឺ 

     0,0 , ,0 , cos , sinA B c C b a b a  កូ្អ រោរនសចតិ  ,I P a r   

.        , , 1IA P a r a P a ar        

.        , , 2IB c P a r bIB bc b P a br           

.   cos , sinIC b A P a b A r      

    cos , sin 3cIC bc A c P a bc A cr       

បូក្     1 , 2 , 3  រេបនៈ 

 . . . ,o oa IA b IB c IC x y    

ណដល      cos

sin

o

o

x a P a bc b P a bc A c P a

y ar br bc A cr

        


    
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    

 

1 cos

sin

o

o

x a b c P a bc A

y bc A a b c r

      
 

   

  

 
2 2 2

1
2 2

2 2 0

o

o

a b c b c a
x a b c a bc

bc

y s s

      
         

    


  

  

រប្ររោះ 1
sin , Pr

2
S bc A S   

  

   

2 2 2

2 22 2

2

2 2

0
2 2

o

o

b c a b c a bc b c a
x

b c a b c a
x

      
  

   
    

 

ដចូរនោះ   . . . 0a IA b IB c IC   ព្តិ។ 

២.ប្រសយបញ្ជា ក់្ថាប្រេប់ចំែុច X  ននបលង់រេមាន 

 2 2 2 2aXA bXB cXC a b c IX abc       

(ប្រទសឹតីបទអឺុណល ) 

រេមាន XA XI IA   
2 2

2 2 2 2 2 .XA XA XI IA XA XI IA XI IA          
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 2 2 2 2 .aXA aXI aIA aXI IA i    ដចូគ្នន ណដ  

 2 2 2 2 .bXA bXI bIA bXI IA ii     

 2 2 2 2 .cXA cXI cIA cXI IA iii      យក្     i ii iii    

   2 2 2 2 2 2 2

0

. . . . . .

2 .

b XA b XB c XC a b c XI a IA b IB c IC

X I aIA bIB cIC

       

 
   

 

     2 2 2 2 2 2 2aXA bXB cXC a b c XI aIA bIB cIC iv          

រយើងនងឹប្រសយថា 2 2 2 ?aIA bIB cIC abc     

+រប្របើប្រទសឹតីបទព្តីាេ ័ក្នងុប្រតរីោែ IAM   

 
22 2 2 2IA IM AM r P a       

តាម បូមនតរ  ៉ាងុ    PrS P P a P b P c       

   P P a P b P c
r

P

  
    



វញិ្ញា សាត្រៀម្រលង្រឧូរតម(ររញិ្ញា រ័្រ+១)  នងិ្រឡង្រជែងនានា 

 

 
212 

រ ៀបរ ៀងរោយ ស៊ាម សំណាង -អូន ណែត 
 

   
 

      

  

22

2 2

P a P b P c
IA P a

P

P a P b P c P P a

P

P a P Pc Pb bc P Pa

P

  
  

      

     


   

  
2

2

2

2

.

P

P a P P c b a bc

P

P a
IA bc

P

 
     
 
 




 

ដចូគ្នន ណដ 2 .
P b

IB ac
P


  ; 2 .

P c
IC ab

P


  

2 2 2 P a P b P c
aIA bIB cIC abc abc abc

P P P

  
        

 2 2 2aIA bIB cIC abc    ព្តិ។  

៣.ប្រសយថា 2 2 2OI R rR    

តាម បូមនតខាងរលើ
 2 2 2 2:X aXA bXB cXC a b c XI abc        យក្ 0x    
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 2 2 2 2aOA bOB cOC a b c OI abc        

ណត , 2OA OB OC R a b c P        

2 2

2 2

Pr 4Pr
4

2 2 . 4Pr

2 2

abc
S abc R

R

PR P OI R

R OI rR rR

   

  

   

 

ដចូរនោះ  2 2 2OI R rR   ព្តិ។  
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