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អរម�ក 

   សសួ�ីមតិ �អ�កសិក្សោជាទី�សឡាញ់ រាប 

េសៀវេ� គណិតវ �ទ្យោេ្រជ� សេែដលេលាកអ�កកំ ពុ ងែតកាន់អាន 

ខ �ុំបាទបានេរៀបេឡើងរមួមានបួនជពកូគ ឺវ �សមភាព សមីការអនុគម 

្រទ�ស�ីចំនួន និង ធរណីមា្រត ែដលក�ុងជំពូកន  មួយៗ េយើងខ�ុំបានេ  

េរ� សលំហាត់ពិេសសៗមកេធ�ើដំេណាះ�សាយ ្ រពមទាំងមា 

អនុវត�ន៍ស្រមាប់អ�កសិក្សោហ�ឹកហាត់េដាះ� សាយេដ។ 

 េយើងខ �ុំសង្ ឃឹមថា េសៀវេ�មួយក្បោលេនះ នឹងអាចចូលរួមផ�  

គំនត នង វ �ធសីា�ស�ថ�ីៗក�ុងការេដាះ�សាយលំហា ត់គណិតវ � ទ្ 

អឡូា  ពិចចំេពាះេលាកអ�កសិក្សោជាពុំខា 

 ជាទីប� �ប់ខ�ុំបាទសូមជូនពរចំេពាះេលាកអ�ក សូមមានស  ុ

មាន្រ�ជា�ឈា�សៃវ និង ទទួលបា នេជាគជ័យក�ុង្រគប់ភ 
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គណ�ត�ទ�េ្រជីសេរ� 
 

 

េរៀបេរៀងេដាយ ល�ម ផល�ុ  ទំពរ ័1 

 

ជំពូកទ១ី  

វិសមភាេ្រជសេ រ  

 

 

លហំត 

១-េគឲ្ a ,b ,c  ជាបីចំ នួនពិ ត វិ ជ�មានែដa b c 1+ + =   ។ 

 ចូរ្រសយ b c a1 1 1 1(1 ) (1 ) (1 ) 1
a b c ab bc ca

+ + + ≥ +
+ +

   ។ 

២-េគឲ្បីចំនួនពិតវិជ�មាន a ,b ,c   ។ ចូរ្រសយប ��ក់ថ 

b c c a a b a b c 9
a b c b c c a a b 2
+ + +

+ + ≥ + + +
+ + +

   

៣-េគឲ្បីចនំួនពិតវិជ�មាន a ,b ,c   ។  

    ចូរ្រសយប ��ក់ថ 

   

(a b)(b c)(c a)
(a b c)(ab bc ca) abc

2
+ + +

+ + + + ≥ +    



គណ�ត�ទ�េ្រជីសេរ� 
 

 

េរៀបេរៀងេដាយ ល�ម ផល�ុ  ទំពរ ័2 

 

៤-េគឲ្បីចនំួនពិតវិជ�មាន a ,b ,c   ។ ចូរ្រសយប ��ក់ថ 

2 2 2 2 2 2

a b c 3
2 2b c 2bc c a 2ca a b 2ab

+ + ≥
+ + + + + +

៥-េគឲ្បីចនំួនពិតវិជ�មាន a ,b ,c   ។ ចូរ្រសយប ��ក់ថ 

3 3 3
3

2 2 2
a b c ab bc ca 2

3abc a b c
+ + + +

+ ≥
+ +

    

៦-ឲ្បីចំនួនពិតវិជ�មាន a ,b ,c   ។ ចូរ្រសយប ��ក់ថ 

n
2 2 2

a b c n ab bc ca n 3
b c c a a b 2 2a b c

+ + +
+ + + ≥

+ + + + +
   

ែដល n 2 , n IN≥ ∈   ។ 

៧-ចំេព a ,b ,c 0>  ចូរ្រស  

5 5 5 5 5 5 5 5 5a 2b 4c 7 4a b 2c 7 2a 4b c 7 21
ab( a b) bc( b c) ca( c a)
+ + + + + + + + +

+ + ≥
+ + +

៨-េគឲ្យ្រតីេ  ABC  មួយមាន្រជ a ,b ,c  ។ ចូរ្រសយប ��ក  
2 2 2a sin A b sinB c sinC 6S+ + ≥   ? 

( S  តងឲ្យ្រកឡាៃផ�ៃន្រ ABC  ) 



គណ�ត�ទ�េ្រជីសេរ� 
 

 

េរៀបេរៀងេដាយ ល�ម ផល�ុ  ទំពរ ័3 

 

៩-េគឲ្បីចំនួនពិតវិជ�មាន  a ,b ,c  ជាបីចំ នួនពិ ត វិ ជ�មាន 

្រសយ
3

6

a b c 27 (ab bc ca). 2
b c c a a b 2 (a b c)

+ +
+ + + ≥

+ + + + +
 

១0-េគឲ្ a ,b ,c  ជារង �ស់្រជ�ងៃន្រតីេកណមួយ ។ ចូរ្ 

2 2 2

a b c ab bc ca 4
b c a c a b a b c a b c

+ +
+ + + ≥

+ − + − + − + +
  ។ 

១១-េគឲ្ a ,b ,c  ជាបីច នំួនពិ ត វិ ជ�មាន ។ ចូរ្រស 

2 2 2 2 2 2

a(b c) b(c a) c(a b) 3 2
bc(b c ) ca(c a ) ab(a b )

+ + +
+ + ≥

+ + +
   

១២-េគឲ្ a ,b ,c  ជាបី ច នំួនពិ ត វិ ជ�មាន ។ ចូរ្រស 

2 2 2

a b c ab bc ca 5
b c c a a b a b c 2

+ +
+ + + ≥

+ + + + +
  ។ 

(Spain  Mathematical Olympiad 2011) 

 

 

 



គណ�ត�ទ�េ្រជីសេរ� 
 

 

េរៀបេរៀងេដាយ ល�ម ផល�ុ  ទំពរ ័4 

 

ដំេណាះ្រ 

 

លហំតទី១ 

េគឲ្ a ,b ,c  ជាបីច នំួនពិ ត វិ ជ�មានែដa b c 1+ + =   ។ 

ចូរ្រសយ b c a1 1 1 1(1 ) (1 ) (1 ) 1
a b c ab bc ca

+ + + ≥ +
+ +

   ។ 

ដំេណាះ្រ 

រេបៀបទ�១  

តងអនុគមន៍ 1f (x) ln(1 ) ln(x 1) ln x
x

= + = + −   ែដល 0 x 1< <   

េគមាន 1 1f '(x)
x 1 x

= −
+

  

និង 2 2 2 2
1 1 2x 1f ''(x) 0

(x 1) x x (x 1)
+

= − + = >
+ +

 ្រគប់0 x 1< <  

េនាះf (x) ជាអនុគមន៍ េប ា៉ង  

 



គណ�ត�ទ�េ្រជីសេរ� 
 

 

េរៀបេរៀងេដាយ ល�ម ផល�ុ  ទំពរ ័5 

 

តមវិស មភាJensen ចំេពះa ,b ,c 0>  េគបាន  

af (c) bf (a) cf (b) ab bc caf ( )
a b c a b c
+ + + +

≥
+ + + +

   េដយa b c 1+ + =  

េគបាន 

a b c

1 1 1 1aln(1 ) b ln(1 ) c ln(1 ) ln(1 )
c a b ab bc ca
1 1 1 1ln (1 ) (1 ) (1 ) ln(1 )
c a b ab bc ca

+ + + + + ≥ +
+ +

 + + + ≥ +  + + 

 

ដូចេនះ b c a1 1 1 1(1 ) (1 ) (1 ) 1
a b c ab bc ca

+ + + ≥ +
+ +

   ។ 

រេបៀបទ�២ 

េយងដឹងថា [ ]
1

1 b
0

0

b 1.dx b ln(x a) ln(1 )
x a a

= + = +
+∫  

ត Lemma Cauchy-Schwarz េគមាន  

2 2

cyc cyc

b b (a b c)
x a bx ab (a b c)x ab bc ca

+ +
= ≥

+ + + + + + +∑ ∑  



គណ�ត�ទ�េ្រជីសេរ� 
 

 

េរៀបេរៀងេដាយ ល�ម ផល�ុ  ទំពរ ័6 

 

េដយa b c 1+ + =  េនាះ
cyc

b 1
x a x ab bc ca

≥
+ + + +∑  

េគបាន
1 1

cyc0 0

b dx.dx
x a x ab bc ca

≥
+ + + +∑∫ ∫  

េដយ
1 1

b

cyc cyc cyc0 0

b b 1.dx dx ln(1 )
x a x a a

= = +
+ +∑ ∑ ∑∫ ∫  

                              b c a1 1 1ln (1 ) (1 ) (1 )
a b c

 = + + +  
 

េហយ 
1

0

dx 1ln(1 )
x ab bc ca ab bc ca

= +
+ + + + +∫  

ដូចេនះ  b c a1 1 1 1(1 ) (1 ) (1 ) 1
a b c ab bc ca

+ + + ≥ +
+ +

   ។ 

 

 

 

 



គណ�ត�ទ�េ្រជីសេរ� 
 

 

េរៀបេរៀងេដាយ ល�ម ផល�ុ  ទំពរ ័7 

 

លហំត់ទ២ 

េគឲ្បីចំនួនពិតវិជ�មាន a ,b ,c   ។ ចូរ្រសយប ��ក់ថ 

b c c a a b a b c 9
a b c b c c a a b 2
+ + +

+ + ≥ + + +
+ + +

   

ដំេណាះ្រ 

តមវិស មភាAM HM−  េគមាន 1 1 4 ( x,y 0)
x y x y
+ ≥ ∀ >

+
 

 េដយ b c c a a b 1 1 1 1 1 1a( ) b( ) c( )
a b c b c c a a b
+ + +

+ + = + + + + +  

េគបាន b c c a a b a b c4( )
a b c b c c a a b
+ + +

+ + ≥ + +
+ + +

 

េយងនឹង្រសយ a b c 3
b c c a a b 2

+ + ≥
+ + +

 

តមLemma Cauchy-Schwarz េគមាន  

2 2

cyc cyc

2 2 2

cyc

a a (a b c)
b c a(b c) 2(ab bc ca)

a 3 (a b) (b c) (c a) 3
b c 2 4(ab bc ca) 2

+ +
= ≥

+ + + +

− + − + −
≥ + ≥

+ + +

∑ ∑

∑
 

 



គណ�ត�ទ�េ្រជីសេរ� 
 

 

េរៀបេរៀងេដាយ ល�ម ផល�ុ  ទំពរ ័8 

 

េដយ
cyc cyc

a a b c a4 3
b c b c c a a b b c

= + + +
+ + + + +∑ ∑    

េហយ 
cyc

a 3
b c 2

≥
+∑   េនា

cyc

a a b c 94
b c b c c a a b 2

= + + +
+ + + +∑    

ដូចេនះ   b c c a a b a b c 9
a b c b c c a a b 2
+ + +

+ + ≥ + + +
+ + +

  ។ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



គណ�ត�ទ�េ្រជីសេរ� 
 

 

េរៀបេរៀងេដាយ ល�ម ផល�ុ  ទំពរ ័9 

 

លហំត់ទ៣ 

េគឲ្បីចំនួនពិតវិជ�មាន a ,b ,c   ។ ចូរ្រសយប ��ក់ថ 

(a b)(b c)(c a)
(a b c)(ab bc ca) abc

2
+ + +

+ + + + ≥ +    

ដំេណាះ្រ 

តងu (a b)(b c)(c a) , v abc= + + + =  

េគមានសមភ

u v (a b)(b c)(c a) abc (a b c)(ab bc ca)+ = + + + + = + + + +  

វិស មភាពខងេលសមមូ uu v v
2

+ ≥ +  

េលកជាកេ uu v v 2 uv
2

+ ≥ + +  ឬ u 2 2 uv≥  

សមមលូ 2u 8uv≥   ឬ u 8v≥  ពិត 

េ្រពu (a b)(b c)(c a) 2 ab.2 bc.2 ca 8abc 8v= + + + ≥ = =  

ដូចេនះ (a b)(b c)(c a)
(a b c)(ab bc ca) abc

2
+ + +

+ + + + ≥ +    



គណ�ត�ទ�េ្រជីសេរ� 
 

 

េរៀបេរៀងេដាយ ល�ម ផល�ុ  ទំពរ ័10 

 

លហំត់ទ៤ 

េគឲ្បីចំនួនពិតវិជ�មាន a ,b ,c   ។ ចូរ្រសយប ��ក់ថ 

2 2 2 2 2 2

a b c 3
2 2b c 2bc c a 2ca a b 2ab

+ + ≥
+ + + + + +

   

ដំេណាះ្រ 

ជាដំបូងេយងនឹង្រស 2 2b c 2bc 2(b c)+ + ≤ +  

េលកអង�ទំងពីរជាកេរេគប 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

( b c 2bc) 2(b c)

b c 2 2bc(b c ) 2bc 2b 4bc 2c

2 2bc(b c ) b c 2bc

( b c 2bc) 0

+ + ≤ +

+ + + + ≤ + +

+ ≤ + +

+ − ≥ Bti

 

េគបាន
2 2

cyc cyc

a 1 a 3
b c2 2 2b c 2bc

≥ ≥
++ +

∑ ∑   ពិត 

េ្រពះ
cyc

a 3
b c 2

≥
+∑   ( េមលលហត់ទ២) ។ 



គណ�ត�ទ�េ្រជីសេរ� 
 

 

េរៀបេរៀងេដាយ ល�ម ផល�ុ  ទំពរ ័11 

 

លហំត់ទ៥ 

េគឲ្បីចំនួនពិតវិជ�មាន a ,b ,c   ។ ចូរ្រសយប ��ក់ថ 

3 3 3
3

2 2 2
a b c ab bc ca 2

3abc a b c
+ + + +

+ ≥
+ +

   

ដំេណាះ្រ 

េយងមាន
3 3 3 2 2 2a b c 4 a b c

3abc 3 4ca4bc 4ab

 + +
= + +  

 
 

េដយ
2 2

2
a a
4bc (b c)

≥
+

  េ្រព 2(b c) 4bc+ ≥  

េគបាន
3 3 3 2 2 2

2 2 2
a b c 4 a b c

3abc 3 (b c) (c a) (a b)

 + +
≥ + + 

+ + +  
 

តមវិស មភCauchy-Schwarz េគមាន  

22 2 2

2 2 2
a b c a b c3

b c c a a b(b c) (c a) (a b)

   + + ≥ + +   + + ++ + +    
  

េគទ 
23 3 3a b c 4 a b c

3abc 9 b c c a a b
+ +  ≥ + + + + + 
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េរៀបេរៀងេដាយ ល�ម ផល�ុ  ទំពរ ័12 

 

នាំឲ្
3 3 3a b c 2 a b c( )

3abc 3 b c c a a b
+ +

≥ + +
+ + +

 

តមLemma Cauchy-Schwarz េគមាន  

2 2 2 2 2

cyc cyc

a a (a b c) a b c1
b c a(b c) 2(ab bc ca) 2(ab bc ca)

+ + + +
= ≥ = +

+ + + + + +∑ ∑

  
េគទ

3 3 3 2 2 2a b c 2 a b c
3abc 3 3(ab bc ca)
+ + + +

≥ +
+ +

  

3 3 3 2 2 2
3 3

2 2 2 2 2 2
a b c ab bc ca 2 a b c ab bc ca

3abc 3 3(ab bc ca)a b c a b c
+ + + + + + + +

+ ≥ + +
+ ++ + + +

 

េយងនឹង្រសយ
2 2 2

3
2 2 2

a b c ab bc ca 4
3(ab bc ca) 3a b c

+ + + +
+ ≥

+ + + +
 

តង
2 2 2

3 a b ct 1
ab bc ca

+ +
= ≥

+ +
 េគបាន  

3 2 2t 1 4 (t 1) (t t 3) 0
3 t 3 3t

− + +
+ ≥ ⇔ ≥ Bti  

ដូចេនះ 
3 3 3

3
2 2 2

a b c ab bc ca 2
3abc a b c
+ + + +

+ ≥
+ +

  ។ 
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លហំត់ទ៦ 

េគឲ្បីចំនួនពិតវិជ�មាន a ,b ,c   ។ ចូរ្រសយប ��ក់ថ 

n
2 2 2

a b c n ab bc ca n 3
b c c a a b 2 2a b c

+ + +
+ + + ≥

+ + + + +
   

ែដល n 2 , n IN≥ ∈   ។ 

ដំេណាះ្រ 

េយងមន 
2 2 2a b c a b c

b c c a a b ab ac bc ab ac bc
+ + = + +

+ + + + + +
 

តមLemma Cauchy-Schwarz េគបាន  

2 2 2 2a b c (a b c) a b c1
b c c a a b 2(ab bc ca) 2(ab bc ca)

+ + + +
+ + ≥ = +

+ + + + + + +
 

េយងនឹង្រសយ
2 2 2

n
2 2 2

a b c n ab bc ca n 1
2(ab bc ca) 2 2a b c

+ + + + +
+ ≥

+ + + +
 

តង
2 2 2

n a b ct 1
ab bc ca

+ +
= ≥

+ +
 េគបាន

nt n n 1
2 2t 2

+
+ ≥  

សមមលូ n nt n 1
t

+ ≥ +  
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តមវិស មភាAM GM−  េគមាន  

n nn 1
n

n

1 1 1 1t .... (n 1) t . n 1
t t t t

++ + + + ≥ + = +
((((

 

ឬ n nt n 1
t

+ ≥ +  ពិត 

េហតុេនះ n
2 2 2

a b c n ab bc ca n 1 n 31
b c c a a b 2 2 2a b c

+ + + +
+ + + ≥ + =

+ + + + +
   

ដូចេនះ n
2 2 2

a b c n ab bc ca n 3
b c c a a b 2 2a b c

+ + +
+ + + ≥

+ + + + +
  ។ 
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លហំត់ទ៧ 

ចំេព a ,b ,c 0>  ចូរ្រស  

5 5 5 5 5 5 5 5 5a 2b 4c 7 4a b 2c 7 2a 4b c 7 21
ab( a b) bc( b c) ca( c a)
+ + + + + + + + +

+ + ≥
+ + +

ដំេណាះ្រ 

េយងត 

5 5 5 5 5 5 5 5 5a 2b 4c 7 4a b 2c 7 2a 4b c 7T 21
ab( a b) bc( b c) ca( c a)
+ + + + + + + + +

= + + ≥
+ + +

 

   
5 5 5

cyc

a 2b 4c 7
ab( a b)
+ + +

=
+∑  

តមវិស មភាពមធ្យមនព-មធ្យមធរណីមា្រតេ  5 5t 1 2 t+ ≥  

េគបា 5 5 5 5 5 5a 2b 4c 7 (a 1) 2(b 1) 4(c 1)+ + + = + + + + +  

                                       5 5 52 a 4 b 8 c≥ + +  

េគបា 
5 5 5

cyc

a 2 b 4 cT 2
ab( a b)
+ +

≥
+∑  
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ត x a ,y b ,z c= = =   េគបា 
5 5 5

2 2
cyc

x 2y 4zT 2
x y (x y)
+ +

≥
+∑  

ពិនិត្ 2 2 3 3 5 5 2 2(x y )(x y ) x y x y (x y) 0− − = + − + ≥  

ឬ 5 5 2 2
2 2 5 5

1 1x y x y (x y)
x y (x y) x y

+ ≥ + ⇒ ≥
+ +

 

េគទញប 
5 5 5

5 5
cyc

x 2y 4zT 2
x y
+ +

≥
+∑  

ត 5 5 5u x , v y ,w z= = =  េគបា 
cyc

u 2v 4wT 2
u v

+ +
≥

+∑  

េដ u 2v 4w v 4w1
u v u v

+ + +
= +

+ +
 េនា 

cyc

v 4wT 6 2
u v
+

≥ +
+∑  

េដម្បី្រស T 21≥  េយង្រគាន់ែត្រសយឲ្យ 

cyc

v 4w 15
u v 2
+

≥
+∑   ។  
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ត Lemma Cauchy-Schwarz េយងបា 

2 2

2 2 2
cyc cyc

v 4w (v 4w) 25(u v w)
u v (u v)(v 4w) u v w 9(uv vw uw)
+ + + +

= ≥
+ + + + + + + +∑ ∑  

ឬ 

2

cyc cyc

2cyc

cyc cyc

25 u 50 uv
v 4w
u v

u 9 uv

+
+

≥
+

+

∑ ∑
∑

∑ ∑
   

ឧបមា 

2

cyc cyc

2

cyc cyc

25 u 50 uv
15
2

u 9 uv

+

≥

+

∑ ∑

∑ ∑
  ពិត 

សមមលូ 2 2

cyc cyc cyc cyc

50 u 100 uv 15 u 135 uv+ ≥ +∑ ∑ ∑ ∑  

សមមលូ 2

cyc cyc

u uv≥∑ ∑  
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សមមលូ 2

cyc

1 (u v) 0
5

− ≥∑   ពិត 

ដូេច�ះ 

5 5 5 5 5 5 5 5 5a 2b 4c 7 4a b 2c 7 2a 4b c 7 21
ab( a b) bc( b c) ca( c a)
+ + + + + + + + +

+ + ≥
+ + +
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លហំត់ទ៨ 

េគឲ្យ្រតីេ  ABC  មួយមាន្រជ a ,b ,c  ។  

ចូរ្រសយប ��ក  2 2 2a sin A b sinB c sinC 6S+ + ≥   ? 

( S  តងឲ្យ្រកឡាៃផ�ៃន្រ ABC  ) 

ដំេណាះ្រ 

ត 2 2 2T a sin A b sinB c sinC= + +  

តម្រទឹស�ីបទសុីន a b c 2R
sin A sinB sinC

= = =  

េគទ 
a 2R sin A
b 2R sinC
c 2R sinC

=
 =
 =

  ែដល R  ជាកំរង�ង់ចរឹ កេ្រក្ 

េគបា 2 3 3 3T 4R (sin A sin B sin C)= + +  

តមវិស មភាពមធ្យមនព-មធ្យមធរណីមា្រតេ  

3 3 3sin A sin B sin C 3sin AsinBsinC+ + ≥  

េគបា  2T 12R sin AsinBsinC≥  
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ម្យោ៉ងេទៀតេគ abcS
4R

=   េដ 
a 2R sin A
b 2R sinC
c 2R sinC

=
 =
 =

   

េគបា 
3

28R sin AsinBsinCS 2R sin AsinBsinC
4R

= =  

េហតុេនះ 2T 6 2R sin AsinBsinC 6S≥ × =  ពិត 

ដូចេនះ 2 2 2a sin A b sinB c sinC 6S+ + ≥   ។ 
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លហំត់ទ៩ 

េគឲ្បីចំនួនពិតវិជ�មាន  a ,b ,c  ជាបីចំ នួនពិ ត វិ ជ�មាន 

្រសយ
3

6

a b c 27 (ab bc ca). 2
b c c a a b 2 (a b c)

+ +
+ + + ≥

+ + + + +
 

ដំេណាះ្រ 

េយងមាន
2 2 2a b c a b c

b c c a a b ab ac bc ab ac bc
+ + = + +

+ + + + + +
 

តមLemma Cauchy-Schwarz េគបាន  

2a b c (a b c)
b c c a a b 2(ab bc ca)

+ +
+ + ≥

+ + + + +
 

េយងនិង្រសយ
2 3

6

(a b c) 27 (ab bc ca) 2
2(ab bc ca) 2 (a b c)

+ + + +
+ ≥

+ + + +
 

តង
2(a b c)t 3

ab bc ca
+ +

= ≥
+ +

  េគបាន  

4 3 2 2

3 3 3

t 27 t 4t 27 (t 3) (t 2t 3)2 0
2 2t 2t 2t

− + − + +
+ ≥ ⇔ = ≥  ពិត 

ដូចេនះ 
3

6

a b c 27 (ab bc ca). 2
b c c a a b 2 (a b c)

+ +
+ + + ≥

+ + + + +
  ។ 
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លហំត់ទ១០ 

េគឲ្ a ,b ,c  ជារង �ស់្រជ�ងៃន្រតីេកណមួយ ។ ចូរ្ 

2 2 2

a b c ab bc ca 4
b c a c a b a b c a b c

+ +
+ + + ≥

+ − + − + − + +
  ។ 

ដំេណាះ្រ 

េយងត
cyc

a b c aT
b c a c a b a b c b c a

= + + =
+ − + − + − + −∑    

េដយa ,b ,c  ជា្រជ�ងៃន្រតីេកណ
b c a 0
c a b 0
c a b 0

+ − >
 + − >
 + − >

 

តមLemma Cauchy-Schwarz : 

2 2

2 2 2 2
cyc

a (a b c)T
ab ac a 2(ab bc ca) (a b c )

+ +
= ≥

+ − + + − + +∑  

េដយ 2 2 2a b c ab bc ca+ + ≥ + +  

េនាះ 2 2 2ab bc ca 2(ab bc ca) (a b c ) 0+ + ≥ + + − + + >  

េគទញ
2 2

2 2 2

(a b c) (a b c)
2(ab bc ca) (a b c ) ab bc ca

+ + + +
≥

+ + − + + + +
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េហតុេនះ 
2 2 2 2(a b c) a b cT 2

ab bc ca ab bc ca
+ + + +

≥ = +
+ + + +

 

នាំឲ្
2 2 2

2 2 2 2 2 2

ab bc ca a b c ab bc caT 2 4
a b c ab bc ca a b c

+ + + + + +
+ ≥ + + ≥

+ + + + + +
 

េ្រព
2 2 2

2 2 2

a b c ab bc ca 2
ab bc ca a b c

+ + + +
+ ≥

+ + + +
 (តមវិស មភ AM-GM) 

ដូចេនះ 2 2 2

a b c ab bc ca 4
b c a c a b a b c a b c

+ +
+ + + ≥

+ − + − + − + +
  ។ 
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លហំត់ទ១១ 

េគឲ្ a ,b ,c  ជាបីច នំួនពិ ត វិ ជ�មាន ។ ចូរ្រស 

2 2 2 2 2 2

a(b c) b(c a) c(a b) 3 2
bc(b c ) ca(c a ) ab(a b )

+ + +
+ + ≥

+ + +
  ។ 

ដំេណាះ្រ 

េយងមាន 2 2 2 2 2(b c) (b c ) 2bc 2 2bc(b c )+ = + + ≥ +  

េគទញ
2 2

a(b c) a2 2.
b cbc(b c )

+
≥

++
 

នាំឲ្
2 2

cyc cyc

a(b c) a2 2 3 2
b cbc(b c )

+
≥ ≥

++
∑ ∑  

េ្រពះ
cyc

a 3
b c 2

≥
+∑   ( េមលលហត់ទ២) ។ 

ដូចេនះ 
2 2 2 2 2 2

a(b c) b(c a) c(a b) 3 2
bc(b c ) ca(c a ) ab(a b )

+ + +
+ + ≥

+ + +
  ។ 
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លហំត់ទ១២(Spain  Mathematical Olympiad 2011) 

េគឲ្ a ,b ,c  ជាបីច នំួនពិ ត វិ ជ�មាន ។ ចូរ្រស 

2 2 2

a b c ab bc ca 5
b c c a a b a b c 2

+ +
+ + + ≥

+ + + + +
  ។ 

ដំេណាះ្រ 

េដយេ្របវិសមភ Cauchy-Schwarz េយងបាន  

2 2 2 2 2

cyc cyc

a a (a b c) a b c1
b c a(b c) 2(ab bc ca) 2(ab bc ca)

+ + + +
= ≥ = +

+ + + + + +∑ ∑  

តមវិស មភាAM-GM េគមាន  

2 2 2

2 2 2 2 2 2

a b c ab bc ca ab bc ca 3
ab bc ca a b c a b c

+ + + + + +
+ + ≥

+ + + + + +
 

ឬ 
2 2 2

2 2 2

a b c ab bc ca 3
2(ab bc ca) a b c 2

+ + + +
+ ≥

+ + + +
 

េគទញ 2 2 2
cyc

a ab bc ca 3 51
b c a b c 2 2

+ +
+ ≥ + =

+ + +∑  

ដូចេនះ 2 2 2

a b c ab bc ca 5
b c c a a b a b c 2

+ +
+ + + ≥

+ + + + +
  ។ 
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លហំត់អនុវត�ន 

១-ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិx ,y ,z  េផ��ងផា�ត់ x y z 1+ + =  ចូរ្រសយ 

 2 2 2

x y z 9
x 1 y 1 z 1 10

+ + ≤
+ + +

  ។ 

២-េគឲ្យa ,b ,c 0>   ែដល ab bc ca 1+ + =   ។ ចូរបង �ញថា 

 1 1 1 1 2
a b b c c a a b c

+ + − ≥
+ + + + +

 

៣-េគឲ្យa ,b ,c 0>   ែដល a b c 1+ + =   ។ ចូរបង �ញថា 

 
2 2 2

a b c 3
2a b b c c a

+ + ≤
+ + +

 

៤-េគឲ្យa ,b ,c 0>   ។ ចូរបង �ញថា 

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2a b c a b b c c a

b c a 2 2 2
+ + +

+ + ≥ + +  

៥-េគឲ្យa ,b ,c 0>   ។ ចូរបង �ញថា 

2 2 2

a b c 2 1 1 1(ab bc ca)
b c c a a b 3 (a b) (b c) (c a)

 
+ + ≥ + + + + + + + + + + 
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៦-េគឲ្យa ,b ,c 0>   ។ ចូរបង �ញថា 

 a b c 3
5a 2b c a 5b 2c 2a b 5c 8

+ + ≤
+ + + + + +

 

៧-េគឲ្យx ,y ,z 0>   ។ ចូរបង �ញថា 

   
2 2 2x(y z) y(z x) z(x y) 4 3xyz(x y z)

3x 2y 2z 2x 3y 2z 2x 2y 3z 7
+ + +

+ + ≥ + +
+ + + + + +

 

៨-េគឲ្យx ,y ,z 0>  ែដល 2 2 2x y z 1+ + =   ។ ចូរបង �ញថា 

 x y y z z x 9(x y z)( )
1 xy 1 yz 1 zx 2
+ + +

+ + + + ≤
+ + +

 

៩-េគឲ្យa ,b ,c 0>   ។ ចូរបង �ញថា 

 a b c a b c 1 1 1( )( ) 3 2
b c c a a b 2 a b c

+ +
+ + + + + ≥

+ + +
 

១០-េគឲ្យa ,b ,c 0>   ែដល 3abc x= ។ ចូរបង �ញថា 

    2

a b c 3x
1 a bc 1 b ca 1 c ab 1 x x

+ + ≥
+ + + + + + + +
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១១-េគឲ្យx ,y ,z 0>  ។ ចូរបង �ញថា 

   x y z 4xyz 2
y z z x x y (x y)(y z)(z x)

+ + + ≥
+ + + + + +

 

១២-េគឲ្យa ,b ,c 0>   ។ ចូរបង �ញថា 

   
2 2 2

4 2 2 4 4 2 2 4 4 2 2 4

a(b c) b(c a) c(a b) 4(a b c)
b b c c c c a a a a b b

+ + +
+ + ≤ + +

− + − + − +
 

១៣-េគឲ្យa ,b ,c 0>  ែដល abc 1=  ។ ចូរបង �ញថា 

    
2 2 2a b c 3

1 ab 1 bc 1 ca 4
     + + ≥     + + +     

 

                                         (Spain Mathematical Olympiad 2009) 

១៤-េគឲ្យបីច នំួនពិ ត វិ ជ�មាa ,b ,c   ។ ចូរ្រសយថ 

   a b 3c a 3b c 3a b c 15
3a 3b 2c 3a 2b 3c 2a 3b 3c 8

+ + + + + +
+ + ≥

+ + + + + +
 

                                         (Spain Mathematical Olympiad 2010) 
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ជំពូកទី២ 

សមីករអនុគមន 

លហំត 

១-ចូរកំណត់ រគប់អនុគមន៍ f (x)  េដយដឹងថា 

   2

x 1 2 4f ( ) 1
x x x
+

= + +   ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិx 0≠  ។ 

២-ចូរកណំត់ រគប់អនុគមន៍ f : IR IR→  េដយដឹងថា 

    
2 4x f (x) f (1 x) 2x x+ − = −  ចំេពះ្រគបx IR∈  ។ 

៣-ចូរកណំត់រកអនុគមន៍ f (x)  និង g(x) េដយដឹងថា 

   
2

f (3x 1) g(6x 1) 3x
f (x 1) x.g(2x 3) 2x x

− + − =


+ + + = +  

   
ចំេពះ្រគបx IR∈  ។ 

៤-ចូរកំណត់ រគប់អនុគមន៍ f : IR IR→  េដយដឹងថា 

    f (x y) x f (y)+ = +  ចំេពះ្រគបx ,y IR∈  ។ 
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៥-ចូរកំណត់ រគប់អនុគមន៍ f : IR IR→  េដយដឹងថា 

    f (x y) f (x y) 4xy+ − − =  ចំេពះ្រគបx,y IR∈  ។ 

៦-ចូរកំណត់ រគប់អនុគមន៍ f : IR IR→  េដយដឹងថា 

    f (x)f (y) f (xy) x y= + +  ចំេពះ្រគបx,y IR∈  ។ 

៧-ចូរកណំត់ រគប់អនុគមន៍ f : Q Q+ +→  េដយដឹងថា 

    

y f (y)f (x ) f (x) 2y
x f (x)

+ = + +  ចំេពះ្រគបx,y Q+∈  ។ 

៨-ចូរកំណត់ រគប់អនុគមន៍ f : IR IR→  េដយដឹងថា 

    f (xf (y) x) xy f (x)+ = +  ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិx  និង y ។ 

៩-េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិតេហយេផ��ងផា�ត  

    f (x) x≤   និង f (x y) f (x) f (y)+ ≤ +  ចំេពះ្រគប់ចំនួពិx,y  ។ 

    ចូរ្រសយf (x) x=  ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិx  ។ 
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១០-េគតងQ+  ជាសំណុំៃនច  នួនសនិទនវិជ�មាន  

     ចូរកណំត់ រគប់អនុគមន៍ f : Q Q+ +→  េបេគដឹងថា    

     f (x 1) f (x) 1+ = + និង 3 3f (x ) f (x)=   ចំេពះ្រគបx Q+∈  ។ 

១១-ចូរកំណត់ រគប់អនុគមន៍ f : IR IR→  េដយដឹងថា 

     f (f (x y)) f (x y) f (x)f (y) xy+ = + + −  ចំេពះ្រគបx,y IR∈  ។ 

១២-ចូរកំណត់ រគប់អនុគមន៍ f : IR IR→  េដយដឹងថា 

      
2f (x f (y)) y xf (x)+ = +  ចំេពះ្រគបx ,y IR∈  ។ 
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ដំេណាះ្រ 

 

លហំត់ទ១ 

ចូរកណំត់ រគប់អនុគមន៍ f (x)  េដយដឹងថា 

2

x 1 2 4f ( ) 1
x x x
+

= + +   ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិx 0≠  ។ 

ដំេណាះ្រ 

កណំត់រកអនុគមន៍ f (x)  

េគមាន 2

x 1 2 4f ( ) 1 (1)
x x x
+

= + +    

តង x 1t
x
+

=  នាំឲ្ 1x
t 1

=
−

 ជំនួសក�ុង (1) េគបាន  

2 2f (t) 1 2(t 1) 4(t 1) 4t 6t 3= + − + − = − +  

ដូចេនះ 2f (x) 4x 6x 3= − +   ។ 
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លហំត់ទ២ 

ចូរកណំត់ រគប់អនុគមន៍ f : IR IR→  េដយដឹងថា 

2 4x f (x) f (1 x) 2x x+ − = −  ចំេពះ្រគបx IR∈  ។ 

ដំេណាះ្រ 

កណំត់រកអនុគមន៍ f (x)  

េគមាន 2 4x f (x) f (1 x) 2x x+ − = −   (1) 

ជំនួស x  េដយ1 x−  ក�ុង (1) េគបាន  

2 4(1 x) f (1 x) f (x) 2(1 x) (1 x) (2)− − + = − − −  

តម (1) េគទ 4 2f (1 x) 2x x x f (x) (3)− = − −  

យក (3) ជនំួសក�ុង (2) េគបាន  

2 4 2 2 4(1 x) (2x x ) x (1 x) f (x) f (x) 2(1 x) (1 x)− − − − + = − − −  

បនា�ប់ពីគណនាមកេគទទួលប  2f (x) 1 x= −  ។ 
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លហំត់ទ៣ 

ចូរកំណត់រកអនុគមន៍ f (x) និង g(x) េដយដឹងថា 

 
2

f (3x 1) g(6x 1) 3x
f (x 1) x.g(2x 3) 2x x

− + − =


+ + + = +
 

ដំេណាះ្រ 

កណំត់រកអនុគមន៍ f (x) និង g(x)  

2

f (3x 1) g(6x 1) 3x (1)
f (x 1) x.g(2x 3) 2x x (2)

− + − =


+ + + = +
 

-យក 3x 1 t− =   ឬ t 1x
3
+

=   ជួសក�ុង (1)  េគបាន  

f (t) g(2t 1) t 1 (3)+ + = +  

-យក x 1 t+ =  ឬ x t 1= −   ជួសក�ុង (2)  េគបាន  

2f (t) (t 1)g(2t 1) 2t 3t 1 (4)+ − + = − +  

-ដកសមីករ (4) និង (3) អង�និងអង�េគបាន 

2(t 2)g(2t 1) 2t 4t 2t(t 2)− + = − = −   
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នាំឲ្g(2t 1) 2t+ =   ែដល t 2≠  

ដូចេនះ g(x) x 1= −   ។ 

តម (3) េគទf (t) t 1 g(2t 1) t 1 2t t 1= + − + = + − = − +  ។ 

ដូចេនះ f (x) x 1= − +   ។ 

-ម្យោ៉ងេទៀតចំេពx 1=  សមីករ (1) និង (2) ក �យជ 

 f (2) g(5) 3+ =  នាំឲ្f (2) a , g(5) 3 a (a IR)= = − ∈  

សរុបមកេគបានចេម�យ f (x) x 1 , g(x) x 1= − + = −  

និង f (2) a , g(5) 3 a (a IR)= = − ∈   ។ 
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លហំត់ទ៤ 

ចូរកណំត់ រគប់អនុគមន៍ f : IR IR→  េដយដឹងថា 

f (x y) x f (y)+ = +  ចំេពះ្រគបx ,y IR∈  ។ 

ដំេណាះ្រ 

កណំត់អនុគមន៍ f  

េគមានf (x y) x f (y) (1)+ = +  

ជំនួស x u ,y v= =  ក�ុង (1)េគបានf (u v) u f (v) (2)+ = +  

ជំនួស x v,y u= =  ក�ុង (1) េគបានf (v u) v f (u) (3)+ = +  

ផ�ឹម (2) និង (3) េគទទួលបានu f (v) v f (u)+ = +  

េគទញf (u) u f (v) v− = −  នាំឲ្f (x) x−  ជាអនុគមន៍ េថ 

េគបានf (x) x c− =  ឬ f (x) x c= +  

ដូចេនះ f (x) x c= +  ្រគប់ច នួនេថរc ។ 
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លហំត់ទ៥ 

ចូរកណំត់ រគប់អនុគមន៍ f : IR IR→  េដយដឹងថា 

f (x y) f (x y) 4xy+ − − =  ចំេពះ្រគបx,y IR∈  ។ 

ដំេណាះ្រ 

កណំត់អនុគមន៍ f  

េគមានf (x y) f (x y) 4xy+ − − =  (1) 

តងx y u+ =  និង x y v− =  េនាះ u v u vx ,y
2 2
+ −

= =  

ទំនាក់ទ នង(1)ក �យ 2 2f (u) f (v) u v− = −  

េគទញ 2 2f (u) u f (v) v− = −  

នាំឲ្ 2f (x) x−   ជាអនុគមន៍ េថរ្រគបx IR∈  

េគបាន 2f (x) x c− =  ឬ 2f (x) x c= +  

ដូចេនះ 2f (x) x c= +  ្រគប់ច នួនេថរc ។ 
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លហំត់ទ៦ 

ចូរកណំត់ រគប់អនុគមន៍ f : IR IR→  េដយដឹងថា 

f (x)f (y) f (xy) x y= + +  ចំេពះ្រគបx,y IR∈  ។ 

ដំេណាះ្រ 

កណំត់អនុគមន៍ f  

េគមានf (x)f (y) f (xy) x y= + +   (1) 

យក x y 0= =  ជួសក�ុង (1) េគបាន 2f (0) f (0)=  

នាំឲ្f (0) 0=  ឬ f (0) 1=   ។ 

យក y 0=  ជួសក�ុង (1) េគបានf (x).f (0) f (0) x= +  

-ចំេពះf (0) 0=  េគបានf (x) 0 x× =  (មិនអច 

-ចំេពះf (0) 1=  េគបានf (x) 1 x= +  

-យក f (x) x 1= +  ជួស (1): (x 1)(y 1) (xy 1) x y+ + = + + + Bti  

ដូចេនះ f (x) x 1= +   ។ 
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លហំត់ទ៧ 

ចូរកំណត់ រគប់អនុគមន៍ f : Q Q+ +→  េដយដឹងថា 

y f (y)f (x ) f (x) 2y
x f (x)

+ = + +  ចំេពះ្រគបx,y Q+∈  ។ 

ដំេណាះ្រ 

កណំត់អនុគមន៍ f  

េគមាន y f (y)f (x ) f (x) 2y (*)
x f (x)

+ = + +  

យក (x,y) {(1,1),(1,2),(2,2)}=  ជំនួសក�ុង (*)  េគបាន  

f (2) f (1) 3
f (2)f (3) f (1) 4
f (1)

f (3) f (2) 5

 = +
 = + +

 = +

 

បនា�ប់ពីេដះ្រសយេ f (1) 1 , f (2) 4 , f (3) 9= = =  

តមលទ�ផលេនះេយងឧបមា 2f (n) n=  ចំេពះ្រគបn IN∈  

េយងនឹង្រសយ 2f (n 1) (n 1)+ = +  ។ 
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យក x y n= =  ជំនួសក�ុង (*)  េគបានf (n 1) f (n) 1 2n+ = + +  

េដយ 2f (n) n=  េគបាន 2 2f (n 1) n 1 2n (n 1)+ = + + = + ពិត។ 

េយងនឹង្រសយ 2f (x) x x Q+= ∀ ∈  ជាចេម�យែតមួយគត់របស 

សមីករ  

-យក x n ,y m= =  ្រគប់m,n IN∈  ជួសក�ុង (*)  េគបាន  

2
2

2

m f (m) mf(n ) f (n) 2m n 2m (1)
n f (n) n

+ = + + = + +  

-យក mx ,y m
n

= = ្រគប់m,n IN∈  ជួសក�ុង (*)  េគបាន  

2m m f(m) m mf( n) f ( ) 2m f( ) 2m (2)m mn n nf ( ) f ( )
n n

+ = + + = + +  

ផ�ឹម (1) និង (2) េគទញបាន 

2 2
2

2

m m mf( ) nmn nf ( )
n

+ = +   ឬ 
2 2

2

m m n[f ( ) ][1 ] 0(**)mn n f ( )
n

− − =  
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តង p Q
q

+∈   ែដល p IN∈  និង q IN∈  ។  

-េប 
2q1 0pf ( )
q

− ≠  េនាះត(**) យក m p,n q= =  េគទញបា

22

2

p p pf ( )
q q q

 
= =  

 
។ 

ដូចេនះ 2f (x) x , x Q+= ∀ ∈   ។ 

-េប 
2q1 0pf ( )
q

− =  េនាះ
2 2f (2q) 4q q 12p p pf ( ) f ( ) f ( )

2q q q

= ≠ =   

តម(**) យក m 2p,n 2q= =  េគទញបា
22

2

p 2p (2p) pf ( ) f ( )
q 2q (2q) q

 
= = =  

 
 

ដូចេនះ 2f (x) x , x Q+= ∀ ∈   ជាចេម�យែតមួយគត់ែដលេផ��ងផា �ត 
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លហំត់ទ៨ 

ចូរកណំត់ រគប់អនុគមន៍ f : IR IR→  េដយដឹងថា 

f (xf (y) x) xy f (x)+ = +  ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិx  និង y ។ 

ដំេណាះ្រ 

កណំត់អនុគមន៍ f : 

េគមានf (xf (y) x) xy f (x) (*)+ = +  

-យក x 1 , y 1 f (1)= = − −  ជួសក�ុង (*)  េគបាន  

 f (f ( 1 f ( 1)) 1) 1 f (1) f (1) 1− − − + = − − + = −   

តងa f ( 1 f ( 1)) 1= − − − +  េនាះf (a) 1= −  

-យក y a=  ជួសក�ុង (*)  េគបាន  

 f (xf (a) x) ax f (x)+ = +   េដយf (a) 1= −  

f ( x x) ax f (x)− + = +   ឬ f (x) ax b= − +   ែដល b f (0)=  
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យក f (x) ax b= − +  ជំនួសក�ុងសមីករ(*)  េគបាន  

2a xy abx ax b xy ax b− − + = − +  

េគទញ
2a 1

b 0
 =


=
   ឬ  

a 1
b 0
= ±

 =
 

ដូចេនះ f (x) x=   ឬ  f (x) x= −   ។ 
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លហំត់ទ៩ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កណំត់ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិតេហយេផ��ងផា�ត  

f (x) x≤   និង f (x y) f (x) f (y)+ ≤ +  ចំេពះ្រគប់ចំនួពិx,y  ។ 

ចូរ្រសយf (x) x=  ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិx  ។ 

ដំេណាះ្រ 

្រសយf (x) x=    

-ចំេពះx 0,y 0= =  េគបានf (0) 0≤   និង f (0 0) f (0) f (0)+ ≤ +  

ឬ f (0) 0≥  នាំឲ្f (0) 0=  ។ 

-ជំនួស y x= −  េគបានf (x x) f (x) f ( x)− ≤ + −  ឬ f (x) f ( x) 0+ − ≥  

ែតេគមានf (x) x≤  េនាះf (x) f ( x) x x 0+ − ≤ − =  

េគទញបាf (x) f ( x) 0+ − =  ឬ f (x) f ( x)= − −  ចំេពះx IR∈  

េដយf ( x) x− ≤ −  េនាះx f ( x) f (x)≤ − − =   និង f (x) x≤  

ដូចេនះ f (x) x=  ចំេពះ្រគប់ចំនួនពx  ។ 
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លហំត់ទ១០ 

េគតងQ+  ជាសំណុំៃនច  នំួនសនិទនវិជ�មាន  

ចូរកណំត់ រគប់អនុគមន៍ f : Q Q+ +→  េបេគដឹងថាf (x 1) f (x) 1+ = +  

និង 3 3f (x ) f (x)=   ចំេពះ្រគបx Q+∈  ។ 

ដំេណាះ្រ 

កណំត់អនុគមន៍ f : 

តមសមភាf (x 1) f (x) 1+ = +  េគទញបាf (x n) f (x) n+ = +  

ចំេពះ្រគបn IN∈  ។ 

តង p Q
q

+∈   ែដល p,q IN∈  េហយយក pt f ( )
q

=  

ជំនួស 2px q
q

= + ក�ុងសមភាព 3 3f (x ) f (x)=  េគបាន  

3 3
2 3 2 2

2 3 3 2 2 4 6

p p pf[( q ) ] f ( q ) f ( ) q
q q q

(t q ) t 3t q 3tq q (1)

   
+ = + = +   

   
= + = + + +
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េដយេគមាន 

 

3
2 3 2 3 6

3

3
2 3 6

3

3 2 3 6

3 2 3 6

p pf[( q ) ] f ( 3p 3pq q )
q q

pf ( ) 3p 3pq q
q
pf ( ) 3p 3pq q
q

t 3p 3pq q (2)

+ = + + +

= + + +

= + + +

= + + +

 

ផ�ឹម (1) និង (2) េគបានសម ករ 

2 2 4 2 3

2 2 4 2 3

2 2 2 4 3

3

3

3t q 3tq 3p 3pq
t q tq p pq
(t q p ) (tq pq ) 0
(tq p)(tq p) q (tq p) 0
(tq p)(tq p q ) 0

+ = +

+ = +

− + − =

− + + − =

− + + =

 

េគទញឬស pt
q

=   ឬ  
3p qt

q
+

= −   ែត t Q+∈   

ដូចេនះសមីករមានឬសែតមួយគ
pt
q

=  េហយេដយ pt f ( )
q

=  

ដូចេនះ f (x) x , x Q+= ∀ ∈   ។ 
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លហំត់ទ១១ 

ចូរកណំត់ រគប់អនុគមន៍ f : IR IR→  េដយដឹងថា 

f (f (x y)) f (x y) f (x)f (y) xy+ = + + −  ចំេពះ្រគបx,y IR∈  ។ 

ដំេណាះ្រ 

កណំត់អនុគមន៍f : 

េគមានf (f (x y)) f (x y) f (x)f (y) xy (1)+ = + + −   

-យក y 0=  ជួសក�ុង (1)េគបានf (f (x)) (1 f (0))f (x) (2)= +  

-ជំនួស x  េដយx y+  ក�ុង (2) េគបាន  

 f (f (x y)) (1 f (0))f (x y) (3)+ = + +  

ផ�ឹម (1) និង (3) េគបាន

(1 f (0))f (x y) f (x y) f (x)f (y) xy+ + = + + −  

ឬ f (0)f (x y) f (x)f (y) xy (4)+ = −  

-យក y 1=  ជួសក�ុង (4)  េគបានf (0)f (x 1) f (x)f (1) x (5)+ = −  
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-យក y 1= −  ក�ុង (4)  េគបានf (0)f (x 1) f (x)f ( 1) x− = − +  

នាំឲ្f (0)f (x) f (x 1)f ( 1) x 1 (6)= + − + +  

តម (5) និង (6) េគបាន្របពន
f (0)f (x 1) f (x)f (1) x
f ( 1)f (x 1) f (0)f (x) x 1

+ − = −
 − + − = − −

 

េដះ្រសយបំបf (x 1)+  េគបានសម ករ 

2[f (0) f (1)f ( 1)]f (x) [f (0) f ( 1)]x f (0) (7)− − = − − +  

េប 2f (0) f (1)f ( 1) 0− − =  យក x 0=  ជួសក�ុង (7) េគបានf (0) 0=  

េហយតម (4) េគបាf (x)f (y) xy=  េនាះf (x)f (1) x=  ្រគប់x IR∈  

េហតុេនះចំេពះx 1= −  េគបានf ( 1)f (1) 1− = −   

ប៉ុែន� 2f (0) f (1)f ( 1) 1 0− − = ≠  វផ�ុយព ករឧបមាខងេលែ
2f (0) f (1)f ( 1) 0− − =  ។ 

េហតុេនះតៃម� 2f (0) f ( 1)f (1)− − មិនអចេស�សូន្យេទ  

តម (7) េគទញបាf (x) ax b= +   
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ែដល 2

f (0) f ( 1)a
f (0) f ( 1)f (1)

− −
=

− −
 និង 2

f (0)b
f (0) f ( 1)f (1)

=
− −

 ។ 

ជំនួស f (x) ax b= +  ក�ុងសមីករេដម (1) េគបាន 

2 2 2 2

2 2 2 2

f (a(x y) b) a(x y) b (ax b)(ay b) xy
a[a(x y) b] b a(x y) b (ax b)(ay b) xy
a x a y ab b ax ay b a xy abx aby b xy
a x a y ab (a 1)xy (a ab)x (a ab)y b

+ + = + + + + + −
+ + + = + + + + + −

+ + + = + + + + + + −

+ + = − + + + + +

 

េគទញ

2

2

2

a 1 0
a a ab
ab b

 − =


= +
 =

  នាំឲ្a 1 , b 0= =  

ដូចេនះ f (x) x=   ្រគប់x IR∈   ។ 
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លហំត់ទ១២ 

ចូរកំណត់ រគប់អនុគមន៍ f : IR IR→  េដយដឹងថា 

2f (x f (y)) y xf (x)+ = +  ចំេពះ្រគបx ,y IR∈  ។ 

ដំេណាះ្រ 

កណំត់រកអនុគមន៍f : 

េគមាន 2f (x f (y)) y xf (x) (*)+ = +   

យក x 0=  េគបានf (f (y)) y (1)=  ្រគប់y IR∈  

ជំនួស y  េដយ 2x f (y)+  ក�ុង (1) េគបាន  

2 2f (f (x f (y))) x f (y) (2)+ = +  

តម(*)  និង (2) េគទញបា 2f (y xf (x)) x f (y) (3)+ = +  

ជំនួស x  េដយf (x)  ក�ុង (3) េគបាន  

2

2

f (y f (x)f (f (x))) f (x) f (y)
f (y xf (x)) f (x) f (y) (4) ( f (f (x)) x )

+ = +

+ = + =eRBaH  

តម (3) និង (4) េគទញប 2 2f (x) x (5)=  
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ជំនួស y  េដយf (y) ក�ុង (*)  េគបាន  

( ) ( )

2

2

2 22

2 2 2 2 2

4 2 2 2 4

2

f (x f (f (y))) f (y) xf (x)
f (x y) f (y) xf (x)

f (x y) f (y) xf (x)

(x y) f (y) 2xf (x)f (y) x f (x)
x 2x y y y 2xf (x)f (y) x

2x y 2xf (x)f (y)

+ = +

+ = +

+ = +

+ = + +

+ + = + +

=

 

េគទញf (x)f (y) x y (6)=  

តម (5) េគបាf (x) x=   ឬ  f (x) x= −  ។ 

-េប f (x) x=  េនាះត(6)  េយងបានf (y) y y IR= ∀ ∈  

ដូចេនះ f (x) x x IR= ∀ ∈   ។ 

-េប f (x) x= −  េនាះត(6)  េគបានf (y) y y IR= − ∀ ∈  

ដូចេនះ f (x) x=  ឬ  f (x) x x IR= − ∀ ∈   ។ 
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លហំត់អនុវត�ន 

១-ចូរកំណត់ រគប់អនុគមន៍ f : IR IR→  ែដលេផ��ងផា�ត់  

 f (x y)f (f (x) y) xf (x) y f (y)+ − = −  ចំេពះ្រគបx,y IR∈  ។ 

២-អនុគមន៍ f (x)  កណំត់ រគប់x 0;1≠  ។  

 ចូរេដះ្រសយសមីករអនុគ 1f (x) f ( ) x
1 x

+ =
−

    

៣-ចូរកំណត់ រគប់ចេម�យៃនf (x y) f (x y) f (x)cos y+ + − =  

៤-ចូរកំណត់ រគប់អនុគមន៍ជាប់ែដលេផ��ងផា�ត  

 f (x y) f (x) f (y) xy(x y)+ = + + +  

៥-េគមានf : IN IN→  ជាអនុគមន៍េផ��ងផា �តf (n 1) f[f (n)]+ >  

 ចំេពះ្រគបn  ។  

 ចូរបង �ញថf (n) n= ចំេពះ្រគបn  ។ 

៦-ចូរកំណត់ រគប់អនុគមន៍ជាប់ែដលេផ��ងផា�ត  

 f (x y) f (x) f (y) f (x)f (y)+ = + +   ។ 
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៧-ចូរកំណត់ រគប់អនុគមន៍ែដលេផ��ងផា �ត់ចំេពះ្រx ,y IR :∈  

 xf (y) y f (x) (x y)f (x)f (y)+ = +   ។ 

៨-េគឲ្យf : IN IN  េដយដឹងថf (n) f (f (n)) 6n+ =  ្រគប់n IN∈  

 ចូរកំណត់ f (n) ។ 

៩-កណំត់ រគប់អនុគមន៍ f : Q Q+ +
  េដយដឹងថា 

 f (x 1) f (x) 1+ = +  និង 2 2f (x ) f (x)=  ្រគប់x Q+∈  ។ 

១០-កណំត់ រគប់អនុគមន៍ែដលេផ��ងផា �ត់ 

   3x f (x) f (1 x) x x+ − = −   ្រគប់x IR∈  

១១-ចូរកំណត់ រគប់អនុគមន៍ជាប់ែដលេផ��ងផា�ត  

   2f (x.f (x) f (y)) f (x) y+ = +   ្រគប់x,y IR∈  

១២-កណំត់ រគប់អនុគមន៍ f : Q Q+ +
  េដយដឹងថា 

   f (x)f (x f (y))
y

=  ចំេពះ្រគបx,y Q+∈  
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១៣-ចូរកំណត់ រគប់អនុគមន៍ែដលេផ��ងផា �ត់ 

    2 2f (x f (y)) y f (x)+ = +                                  (IMO 1992) 

១៤-ចូរកំណត់ រគប់អនុគមន៍ែដលេផ��ងផា �ត់ 

    f (x f (y)) f (f (y)) xf (y) xf (y) f (x) 1− = + + + −  ្រគបx,y IR∈                                 

                                                                          (IMO 1999) 

១៥-ចូរកំណត់ រគប់អនុគមន៍ែដលេផ��ងផា �ត់ 

    (f (x) f (y))(f (u) f (v)) f (xu yv) f (xv yu)+ + = − + +       

                                                                         (IMO 2002) 

១៦-ចូរកំណត់ រគប់អនុគមន៍ f : IR IR  េដយដឹងថា 

  2f (x f (x y) ) f (y f (x)) x+ = + ្រគបx,y IR∈                                 

                                                            (IMO 2009 Shortlist) 

១៧-ចូរកំណត់ រគប់អនុគមន៍ f : IR IR+ +
  េដយដឹងថា 

  f (xf (y)) y f (x)= ្រគបx,y IR+∈  និង x : f (x) 0→∞ →  ។                               

                                                                           (IMO 1993) 



គណ�ត�ទ�េ្រជីសេរ� 
 

 

េរៀបេរៀងេដាយ ល�ម ផល�ុ  ទំពរ ័55 

 

១៨-ចូរកំណត់ រគប់អនុគមន៍ f : IR IR  េដយដឹងថា 

  f (x f (y)) f (x y) f (y)+ = + +   ្រគបx,y IR∈    ។ 

១៩-ចូរកំណត់ រគប់អនុគមន៍ f : IR IR  េដយដឹងថា 

  f (xf (y) f (x)) 2f (x) xy+ = +   ្រគបx,y IR∈    ។ 

២០-ចូរកំណត់ រគប់អនុគមន៍ f : IR IR  េដយដឹងថា 

  2f ( f (x) y) f (x y) 4y f (x)+ = − +  ្រគបx,y IR∈  ។ 

២១-េគមានអនុគមន៍ f : IR IR  េដយដឹងថា 

  3 3 2 2f (x y ) (x y)[f (x) f (x)f (y) f (y)]+ = + − + ្រគបx,y IR∈   

 ចូរ្រសយf (1996x) 1996f (x)=  ្រគប់x IR∈  ។ 

២២-ចូរកំណត់ រគប់អនុគមន៍ f : IR [0, )+∞  េដយដឹងថា 

  2 2 2 2f (x y ) f (x y ) f (2xy)+ = − +  ្រគបx,y IR∈  ។ 

២៣-អនុគមន៍ f  កំណត់ រគប់ច នួនគត់វ  ជ�មានែដf (1) 1=  និង 

 2n 1 : f (1) f (2) ... f (n) n f (n)∀ > + + + =  ។ ចូរកំណត់ f (2002) 



គណ�ត�ទ�េ្រជីសេរ� 
 

 

េរៀបេរៀងេដាយ ល�ម ផល�ុ  ទំពរ ័56 

 

ជំពូកទ៣ី 

្រទឹស� ចំនួ 

 

លហំត 

១-(APMO 2011)   េគឲ្យa ,b ,c  ជាច នំួនគត់វ  ជ�មាន  

 ចូរបង �ញថាចំនួនប
2 2 2a b c ,b c a ,c a b+ + + + + +  មិនអច 

 កេរ្របាកដទំងអ 

២-(Eötvös Competition 1899) 

ចូរ្រសប��ក់ថា  n n n n2903 803 464 261− − +  

ែចកដច់នឹង1897 ជានិច�ចំេព្រគប់ច នួនគត់ធម�ជាតn  ។ 

៣-(IMO 1986)   េគតងd  ជាច នំួនគត់វ  ជ�មានខុសព2, 5  ឬ 13   

ចូរបង �ញថាេគអចរកតៃម�ខុស a ,b  មួយេនក�ុងសំណុំ

{ 2,5,13,d}  ែដល ab 1−  មិនែមនជាកេរ្របា 



គណ�ត�ទ�េ្រជីសេរ� 
 

 

េរៀបេរៀងេដាយ ល�ម ផល�ុ  ទំពរ ័57 

 

៤-(IMO 1998) 

ចូរកណំត់ រគប់គូៃនច នួនគត់វ  ជ�មា(x ,y)  េដយដឹងថ 2x y x y+ +   

ែចកដច់នឹង 2xy y 7+ +   ។ 

៥-(IMO 2003) 

ចូរកនំត់ រគប់គូតៃម�គត់វ  ជ�មា(a , b )  េបេគដឹងថាច នួ 

     

2

2 3

a
2ab b 1− +

 ជាច នួនគត់ វ  ជ�មានែដ។ 

៦-(IMO 1961) 

ចូរកនំត់ រគប់គូតៃម�គត់m , n 3≥  េបេគដងឹថាចំេពះ្រ 

ចំនួនគត់វិជ�មាន a   េគមាន 
m

n 2

a a 1
a a 1

+ −
+ −

 ជាច នំួនគត់  

៧-(IMO 1997) 

េគឱ្យព ចំ នួនគត់វ  ជ�មានa  និង b  ។ េពលែដល 2 2a b+ ែចកនងឹ 

a b+ េនាះេគបានផលែចq  និងសណល់ r  ។  

ចូរកំណត់ រគប់គូ(a , b )  េដយដឹងថ 2q r 1977+ =  ។ 



គណ�ត�ទ�េ្រជីសេរ� 
 

 

េរៀបេរៀងេដាយ ល�ម ផល�ុ  ទំពរ ័58 

 

៨-(IMO 1960) 

េគឱ្យN  ជាច នួនមានេលខបីខ�ង់  
េគដឹងថាN  ែចកដច់នឹង11  េហយ N ែចកនឹង 11 បានផលែច 
េស�នឹងផលបូកកេរៃនេលខខ�ង់របស់N  ។ 

ចូរកណំត់េលខទំងបីខ�ង់របស់N  ? 
៩-(IMO 1978) 

េគឱ្យច នំួនគត់វ  ជ�មាm  និង n  ែដល 1 m n≤ <   ។ 

ចូរកណំត់តៃម�តចបផំុតៃន m n+  េដម្បីឱ្យចំនួ m1978  និង n1978

មានេលខបីខ�ង់ចុងេ្រកយបំផុតដូ ? 
១០-(IMO 1962) 

ចូរកំណត់ចំនួនគត់ធម�ជាត តូចបំផុតn  េដយដឹងថ

ក�ុង្របពន�័េដសុីមា៉ល n មានេលខ6  ជាេលខចុងេ្រកយបំផុត

េបេគលុបេលខ 6  ចុងេ្រកយេនាះេចលេហយយកេទ 



គណ�ត�ទ�េ្រជីសេរ� 
 

 

េរៀបេរៀងេដាយ ល�ម ផល�ុ  ទំពរ ័59 

 

ពីខងមុខៃនេលខែដលេនសល់េនាះេគបានចំនួនមួយេទៀតេស�4  

ដងៃនចនំួនេដម n  ។ 

១១-(IMO 1967) 

េគឱ្យk , m , n  ជាច នួនគត់ធម�ជាតិេដយដឹm k 1+ +   

ជាច នួនបថមធំជាn 1+  ។ េគយក sc s(s 1)= +  ។  

ចូរ្រសយថាផល  ៖  

m 1 k m 2 k m 3 k m n k(c c )(c c )(c c )...(c c )+ + + +− − − −  

ែចកដច់នឹងផលគុណ 1 2 3 nc .c .c ...c   ។ 
១២-(IMO 2005) 

េគឱ្យស៊�ីត 1 2 3a ,a ,a , ...   កំណត់េដយ n n n
na 2 3 6 1= + + −  

ចំេពះ្រគប់ចំនួនគត ់វិជ�មn  ។ 

ចូរកណំត់ រគប់ច នួនគត់វ  ជ�មានែដលបឋមេទនឹង្រគប់តួៃនស�ុ 

 



គណ�ត�ទ�េ្រជីសេរ� 
 

 

េរៀបេរៀងេដាយ ល�ម ផល�ុ  ទំពរ ័60 

 

១៣-(IMO Shortlist 2003) 

ចូរកំណត់ចំនួនគត់វិជ�មាន k តូចជាងេគ េដយដឹងថាមានចំនួន 

1 2 3 kx ,x ,x , ...., x  ែដល 3 3 3 2002
1 2 kx x ..... x 2002+ + + = ។ 

១៤-(IMO 1976) 

េគឱ្យស៊�ីត n(u )  កំណត់េដ  ៖  

2
0 1 n 1 n n 1 1

5u 2 , u ,u u (u 2) u
2 + −= = = − −  ចំេពះn 1,2, ...=  

បង �ញថាចំេពះ្រគប់ចំនួននគត់វិជ n  េគមា
n n2 ( 1)

3
nu 2

− −

=        

( ែដល x    តងជាចំនួនគត ់វិជ�មានតូចជx  ) 

១៥-(IMO 2010) 

ចូរកំណត់ រគប់អនុគមន៍ f : IR IR→  េដយដឹងថាសមភ 

( )f x y f (x) f (y)=       ពិតជានិច�្រគបx , y IR∈ ។ 

( a    តងឱ្យែផ�កគត់ៃa  ) ។   



គណ�ត�ទ�េ្រជីសេរ� 
 

 

េរៀបេរៀងេដាយ ល�ម ផល�ុ  ទំពរ ័61 

 

១៦-(IMO 1984) 

ចូរកំណត់គូមួយៃនចនំួនគត់វិជ�មាន a ,b  េដយដឹង  ៖  

(i) : ab(a b)+  ែចកមិនដច់នឹង7   

7 7 7(ii) : (a b) a b+ − −  ែចកដច់នឹង 77   ។ 
១៧-(Russia 2001) 

េគឱ្យa  និង b  ជាច នួនគត់វ  ជ�មានខុសគា  

េគដឹងថា )ba(a b + ែចកដច់នឹង
22 ba ba ++  ។ 

ចូរ្រសយ
3 a|ba| >−  ? 

១៨-េគឱ្យn  ជាច នួនគត់វ  ជ�មានេដយដឹ 22 2 28n 1+ +  

ជាច នួនគត់ 

ចូរ្រសយ 22 2 28n 1+ +  ជាកេរ្របាកដៃនចំនួនគត់ 

 



គណ�ត�ទ�េ្រជីសេរ� 
 

 

េរៀបេរៀងេដាយ ល�ម ផល�ុ  ទំពរ ័62 

 

១៩-ចូរបង �ញថាចំេពះ្រគប់ចំនួនគត់វិជ n  ចំនួន n 33 n+  

ែចកដច់នឹង7  លុះ្រតែ n 33 n 1+  ែចកដច់នឹង7  ។ 
២០-(IMO 1959) 

ចូរ្រសប��ក់ ថា 21n 4
14n 3

+
+

  

ជា្របភាគស្រម�លមិនបាន្រគប់ចំនួនគត់ធn  ។ 

 

  

 

 

 

 

 



គណ�ត�ទ�េ្រជីសេរ� 
 

 

េរៀបេរៀងេដាយ ល�ម ផល�ុ  ទំពរ ័63 

 

 

ែផ�កដេំណាះ្រ 

SOLUTION 

 

 
 

 

 

រក្សោសិទ�ិេដយ លឹម ផល 

Tel: (017) 768 246 

www.mathtoday.wordpress.com 
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េរៀបេរៀងេដាយ ល�ម ផល�ុ  ទំពរ ័64 

 

លហំត់ទ១ (APMO 2011) 

េគឲ្យa ,b ,c  ជាច នួនគត់វ  ជ�មាន  

ចូរបង �ញថាចំនួនប 2 2 2a b c ,b c a ,c a b+ + + + + +  មិនអច 

កេរ្របាកដទំង។ 

ដំេណាះ្រ 

េប  2 2 2a b c ,b c a ,c a b+ + + + + +  សុទ�ែតជាកេរ្រ 

េនាះ្រគប់ចំនួនគត ់វិជ�មa ,b ,c  េគមាន

2 2

2 2

2 2

a b c (a 1)
b c a (b 1)
c a b (c 1)

 + + ≥ +


+ + ≥ +
 + + ≥ +

 

បូកវិស មីករបីេនះអង� និង អង�េគបាន 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

a b c 2a 2b 2c (a 1) (b 1) (c 1)
a b c 2a 2b 2c a b c 2a 2b 2c 3

+ + + + + ≥ + + + + +

+ + + + + ≥ + + + + + +
 

                                    0 3≥  មិនពិត 

ដូចេនះបីចនំួន 2 2 2a b c ,b c a ,c a b+ + + + + +   មិនអចជា 

កេរ្របាកដទំងអ 



គណ�ត�ទ�េ្រជីសេរ� 
 

 

េរៀបេរៀងេដាយ ល�ម ផល�ុ  ទំពរ ័65 

 

លហំត់ទ២ (Eötvös Competition 1899) 

ចូរ្រសប��ក់ថា  n n n n2903 803 464 261− − +  

ែចកដច់នឹង1897 ជានិច�ចំេព្រគប់ច នួនគត់ធម�ជាតn  ។ 

ដំេណាះ្រ 

េគមាន1897 7 271= ×   ែដល GCD(7,271) 1= ។  

េគមាន n n
1 12903 803 (2903 803)q 7 300q− = − = ×   

                  
n n

2 2464 261 (464 261)q 7 29q− = − = ×  

េគបាន n 2 n n
1 22903 803 464 261 7(300q 29q )− − + = −   

នាំឱ្ n n n n7 | 2903 803 464 261− − +  ។ 

ម៉្ យោងេទៀ n n
3 32903 464 (2903 464)q 271 9q− = − = ×  

និង n n
4 4803 261 (803 261)q 271 2q− = − = ×  

នាំឱ n n n n271 | 2903 803 464 261− − +  ។ 

ដូចេនះ n n n n2903 803 464 261− − +  ែចកដច់នឹង1897 ។ 



គណ�ត�ទ�េ្រជីសេរ� 
 

 

េរៀបេរៀងេដាយ ល�ម ផល�ុ  ទំពរ ័66 

 

លហំត់ទ៣ (IMO 1986) 

េគតងd  ជាច នួនគត់វ  ជ�មានខុសព2, 5  ឬ 13  ។ 

ចូរបង �ញថាេគអចរកតៃម�ខុស a ,b  មួយេនក�ុងសំណុំ

{ 2,5,13,d}  ែដល ab 1−  មិនែមនជាកេរ្របា 

ដំេណាះ្រ 

េប a ,b  ជាតៃម�ខុសគា�ៃ { 2,5,13,d}  េនាះេគប  ៖  

ab 1 {9,25, 64 , 2d 1, 5d 1, 13d 1 }− ∈ − − −  

េដម្បីបង �ញថាមានតa ,b  ែដល ab 1− មិនែមនជាកេរ្រ 

េនាះេយង្រត�វឧបម2d 1 , 5d 1, 13d 1− − −  

សុទ�ែតជាកេរ្របាកដជាករណ ីមិន 

េប 2d 1 , 5d 1, 13d 1− − −  ជាកេរ្របាកដេនាះមានចំនa ,b ,c  
ែដល 2 2 22d 1 a , 5d 1 b , 13d 1 c− = − = − =  ។ 

តមសម ក 22d 1 a− =  ប��ក់ថា a  គឺជាច នំួនេសស ។ 

យក a 2x 1= +   ្រគប់x IN∈  ។ 
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េគបាន
2(2x 1) 1d 2x(x 1) 1

2
+ +

= = + +   

េនាះd 1 (mod4)≡  

ម៉្ យោងេទៀតេដd 2x(x 1) 1= + +  ជាច នំួនេសសេន 

តមសម ក 25d 1 b− =  និង 213d 1 c− =  េគបានb  និង c  

សុទ�ែតជាច នួនគូ   តងb 2y , c 2z= =  េគបាន

2 2 2 2(13d 1) (5d 1) c b 4(z y )− − − = − = −  

េគទញ 2 21d (z y )
2

= −  េនាះអចមz  និង y  ែដល 

d 0 (mod4)≡ េដយ d 1≡ េនាះមានន័យថាក 

ខងេលមិនពិ ត  

ដូចេនះគា�នតៃម� d  ែដលេធ�ឱ្2d 1 , 5d 1, 13d 1− − −

សុទ�ែតជាកេរ្របាកដប។ 

សរុបមកេគអចរកតៃម�ខុសគា a ,b  មួយេនក�ុងសំណុំ { 2,5,13,d}   

ែដល ab 1−  មិនែមនជាកេរ្របា 
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លហំត់ទ៤ (IMO 1998) 

ចូរកណំត់ រគប់គូៃនច នួនគត់វ  ជ�មា(x ,y)  េដយដឹងថ 2x y x y+ +   

ែចកដច់នឹង 2xy y 7+ +    ។ 

ដំេណាះ្រ 

កណំត់ រគប់គូៃនច នួនគត់វ  ជ�មា(x ,y)  

តង 2a x y x y= + +   និង  2b xy y 7= + +  

េប a  ែចកដច់នឹងb  េនាះេគបានដូចគ ay bx−  ែចកដច់នឹងb  ។ 

េគមាន 2 2 2ay bx y(x y x y) x(xy y 7) y 7x− = + + − + + = −  

េដយx 1≥  េនាះ 2 2xy y≥   

នាំឱ្ 2 2 2y 7x xy 7x xy y 7 b− ≤ − < + + =  ។ 

ដូចេនះ 2y 7x−  ែចកដច់នឹងb  លុះ្រតែ 2y 7x 0− ≤  ។ 

ក. ករណី ទី១  ៖ 2y 7x 0− =  េនាះ 2y 7x=    

េដយy  ជាច នួនគត់វ  ជ�មានេនាះលុះ្រ 2x 7k=  េហយ y 7k=   
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្រគប់ច នួនគត់វ  ជ�មាk  ។ 

ខ.ករណី ទី២  2y 7x 0− <   េនាះ 27x y 0− >    

 េដយពិនិត្យេឃញ 27x y 7x− <   េហតុេនះេដម្បីឱ្ 27x y−  

ែចកដច់នឹង 2b xy y 7= + +  លុះ្រតែ

2 27x 7x y xy y 7> − ≥ + +  

េហតុេនះេគ្រត�វឱ្ 2y 7<   េនាះy 1=  ឬ y 2=  ។ 

-ចំេពះy 1=   េគបាន 27x y 7x 1− = −  េហយ b x 8= +  

េគមាន 7x 1 7(x 8) 57− = + −  ែចកដច់នឹងb x 8= +  លុះ្រត 

b  ជាតួែចកៃន57  ។  

េដយb x 8 8= + >  េនាះb 19=  ឬ b 57=  

េគទញបាx 11=   ឬ x 49=  ។ 

ដូចេនះេគបានx 11 , y 1= =   ឬ  x 49 , y 1= =  ។ 

 



គណ�ត�ទ�េ្រជីសេរ� 
 

 

េរៀបេរៀងេដាយ ល�ម ផល�ុ  ទំពរ ័70 

 

-ចំេពះy 2=  េគបាន 27x y 7x 4− = −  េហយ b 4x 9= +  

េដយGCD(4x 9;4) 1+ =  េនាះ7x 4−  ែចកដច់នឹង4x 9+  

សមមលូ 4(7x 4)−  ែចកដច់នឹង4x 9+  ។ 

េគមាន4(7x 4) 7(4x 9) 79− = + −   ។  

េដយ79  ជាច នំួនបថមេនាះេដម្ប 4(7x 4)−  ែចកដច់នឹង

4x 9+ លុះ្រតែ4x 9 79+ =   េនាះ 35x
2

=  មិនែមនជាច នួនគត់ 

ដូចេនះក�ុងករណី  y 2=  គា�នចេម�យ   

សរុបមកេគបានគូចេម�  ៖  

2(x,y) { (11, 1 ) , (49, 1 ) , (7k ,7k) } ,k 1,2, ...∈ =  
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លហំត់ទ៥ (IMO 2003) 

ចូរកនំត់ រគប់គូតៃម�គត់វ  ជ�មា(a , b )  េបេគដឹងថាច នួ 

2

2 3

a
2ab b 1− +

 ជាច នំួនគត់ វ  ជ�មានែដរ 

ដំេណាះ្រ 

កនំត់ រគប់គូតៃម�គត់វ  ជ�មា(a , b )  ៖ 

យក  
2

2 3

a k
2ab b 1

=
− +

  ែដល k IN∈  

េគបាន 2 2 3a 2kb a k(b 1) 0 (1)− + − =  

ឌីស្រគីមីណង់ៃនសម ក 2 4 34k b 4k(b 1)∆ = − −  

                         2 2 2(2kb b) 4k b∆ = − + −  

សមីករ(1)  មានចេម�យក�ុងIN  លុះ្រតែ∆  ជាកេរ្រ 

មានន័យថ 2 2 2 2(2kb b) 4k b d∆ = − + − =  

ែដល d  ជាច នួនគត់ 
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-េប  24k b 0− =  ឬ 
2bk

4
=  

េយងទទួលបាន 
3

2 b b ba 2b k
2 2

−
= − =   ឬ  ba

2
=  

េដយa , b  ជាច នំួនគត់វ  ជ�មាន េហតុេនះេគ្រត�វឲ 

b 2p , p IN= ∀ ∈  

េគទញ 
2

2 4(2p)a 2(2p) p 8p p
4

= − = −   

េហយ   2pa p
2

= =  ។ 

ដូចេនះ  4(a , b ) ( 8p p , 2p ) ; ( p , 2p ) , p IN= − ∀ ∈  

-េប  24k b 0− >  

េគបាន 2 2 2 2 2 2(2b k b) 4k b d (2b k b 1) , k IN− + − = ≥ − + ∀ ∈  

ឬ   2 24k(b 1) (b 1) 0− + − ≤    េគទញបាb 1=  

ក�ុងករណីស មីករ(1) ក�យជ  2a 2k a 0− =  នាំឲ្a 2k=  

ដូចេនះ  ( a , b ) ( 2k , 1 )=   ចំេពះ្រគបk IN∈   ។ 
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-េប 24k b 0− <  

េគបាន 2 2 2 2 2 2(2b k b) 4k b d (2b k b 1)− + − = < − −  

សមមលូ 2 2 2 2 2(2b k b) 4k b (2b k b 1) 0− + − − − − <  

ឬ 2b (4k 3) 2b(b 1) (4k 1) 0− + − + − <  (  មិនពិតក�ុង IN  ) 
សរុបមកេគបានគូចេម�យបីមានរងដូចខងេ្ 

4( a , b ) ( 2k , 1 ) ; ( k , 2k ) ; (8k k , 2k )= −  

ែដល  k IN∈   ។ 
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លហំត់ទ៦ (IMO 1961) 

ចូរកនំត់ រគប់គូតៃម�គត់m , n 3≥  េបេគដងឹថាចំេពះ្រ 

ចំនួនគត់វិជ�មាន a   េគមាន 
m

n 2

a a 1
a a 1

+ −
+ −

 ជាច នំួនគត់  

ដំេណាះ្រ 

កនំត់ រគប់គូតៃម�គត់វ  ជ�មា(m , n )  ៖ 

េដម្បីឲ្យ
m

n 2

a a 1
a a 1

+ −
+ −

 ជាច នំួនគត់លុះ្រត n 2a a 1+ −   

ជាកត�រួមៃន  ma a 1+ −  េហយ m n>  ។ 

េយងយក m n k , k IN= + ∈  

m n k

k n 2 k 1 k

a a 1 a a 1
a (a a 1) (1 a)(a a 1)

+

+

+ − = + −

= + − + − + −
 

តមទំនាក់ទំនងេនះេដម្បី n 2a a 1+ −  ជាកត�រួមៃ  ma a 1+ −  

លុះ្រតែn k 1= +  និង k 2=  ។ 

ដូចេនះ (m , n ) ( 5 , 3 )=  ។ 
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លហំត់ទ៧ (IMO 1997) 

េគឱ្យព ចំ នួនគត់វ  ជ�មានa  និង b  ។ េពលែដល 2 2a b+ ែចកនងឹ 

a b+ េនាះេគបានផលែចq  និងសណល់ r  ។  

ចូរកំណត់ រគប់គូ(a , b )  េដយដឹងថ 2q r 1977+ =  ។ 

ដំេណាះ្រ 

កំណត់ រគប់គូ(a , b )  

តមវិធីែចកែបបអឺគ�ីតេគអ ចសរេសរ 2 2a b (a b)q r (*)+ = + +   

ែដល 0 r a b 1≤ ≤ + −   ។ 

េគមានr a b 1≤ + −   េនាះ 2 2q r q a b 1+ ≤ + + −  

ឬ 2q a b 1 1977+ + − ≥  

ឬ 2q a b 1978 (**)+ + ≥  

េគមានr 0≥  េនាះ 2 2a b (a b)q r (a b)q+ = + + ≥ +    

តមវិស មភា
2

2 2 (a b)a b
2
+

+ ≥  
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េគបាន
2(a b)(a b)q

2
+

+ ≥   ឬ  a b 2q+ ≤  

តមវិស មភា(**)  េគអចសរេសរ 2q 2q 1978+ ≥  

ឬ 2 2(q 1) 1979 44 43+ ≥ = +  

េគទញq 1 45+ ≥   ឬ  q 44≥  

ម៉្ យោងេទៀ 2 2 2q q r 1977 44 43≤ + = = +  

េគទញបាq 44≤  ។ពីលទ�ផលខងេលេនះេគទញ  ៖  

q 44=  េហយ 2r 1977 44 41= − =  

សមីករ(*)  អចសរេសរ 2 2a b 44(a b) 41+ = + +  

ឬ  2 2(a 22) (b 22) 1009− + − =  

តងu | a 22 |= −  និង v | b 22 |= −   ែដល u , v IN∈  

េគបានសម ក 2 2u v 1009+ =  ។ េយងដងឹថា្រគប់កេ 
ចំនួនគត់មានេលខចុងេ្យ{0,1,4,9,5,6 } ។ 
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េហតុេនះផលបូកកេរៃនព ច នំួនគត់ែដលមានេលខចុងេ្រកយេ9

លុះ្រតែតេលខចុងេ្រកយៃនកេរចំនួននីមួយេស�េរ 4  និង 5   
ឬ 5 និង 4   ឬ 0  និង 9  ឬ 9  និង 0  ។ 

ពីសមីករ 2 2 2u v 1009 31 48+ = = +  េគទញបា0 u 31≤ ≤  

ឧបមាថu v≥  េនាះ 2 2 22u u v 1009≥ + =   

េគទញ 2 21009 41u 22
2 2

≥ = +   ឬ u 23≥  

េហតុេនះ 23 u 31≤ ≤  ។ 

េដយ 2u  ្រត�វមានេលខចុងេ្រ{0 , 4 , 5 ,9}  

េនាះេគអចេ្រជសេរសតៃ u  ជាដំបូងដូចខងេ្  ៖  

u {30,28,25,23,27}∈  

េដយ 2 2u v 1009+ =  េនាះ 2 2v 1009 u= −  

-េប u 30=  េនាះv 1009 900 109= − =  មិនយក 

-េប u 28=  េនាះv 1009 784 15= − =   យក 
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-េប u 25=  េនាះv 1009 6225 384= − =  មិនយក 

-េប u 23=  េនាះv 1009 529 480= − =  មិនយក 

-េប u 27=  េនាះv 1009 729 280= − =  មិនយក 

េដយ 2 2u v 1009+ =  ជាសម ករឆ�ុះេហតុេនះេប(a ,b ) ជាចេម� 

របស់សមីករេនា(b ,a)  កជ៏ាចេម�យរបស់សម ករែដរ 

េគទញបានចេម�u 28 , v 15= =   ឬ  u 15 , v 28= =    

-ករណី  u 28 , v 15= =    េគបាន
| a 22 | 28
| b 22 | 15
− =

 − =
  

េគទញបាa 50,b 37= =  ឬ a 50 , b 7= =  ។ 

-ករណី  u 15 , v 28= =   េគបាន
| a 22 | 15
| b 22 | 28
− =

 − =
 

a 37,b 50= =  ឬ a 7 , b 50= =   ។ 

ដូចេនះ (a,b) {(50,37);(37,50);(7,50);(50,7)}=  ។ 
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លហំត់ទ៨ (IMO 1960) 

េគឱ្យN  ជាច នួនមានេលខបីខ�ង់  
េគដឹងថាN  ែចកដច់នឹង11  េហយ N ែចកនឹង 11 បានផលែច 
េស�នឹងផលបូកកេរៃនេលខខ�ង់របស់N  ។ 

ចូរកណំត់េលខទំងបីខ�ង់របស់N  ? 

ដំេណាះ្រ 

កំណត់េលខទំងបីខ�ង់របស់N  

តងN abc 100a 10b c (1)= = + +  

េគបាន 2 2 2N a b c
11

= + +   ឬ 2 2 2N 11(a b c ) (2)= + +  

តម(1)  េគអចសរេសរN 11(9a b) a b c= + + − +  

េដម្បីឱ្N  ែចកដច់នឹង11  លុះ្រតែa b c− +   ែចកដច់នឹង11  

េដយ1 a 9≤ ≤  និង 0 b 9 , 0 c 9≤ ≤ ≤ ≤  

េគបាន 8 a b c 18− ≤ − + ≤   េហតុេនះ a b c 0− + =   
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ឬ a b c 11− + =  ។ 

-ករណី  a b c 0− + =  ឬ b a c= +  

េគបាន 2 2 2N 11(9a b) 11(a b c )= + = + +  

ឬ  2 2 29a a c a (a c) c+ + = + + +  

ឬ  2 2
12a 2(c 5)a 2c c 0 (E )+ − + − =  

ឌីស្រគមីណង់សម ក 1(E )  គឺ  2 2
1' (c 5) 2(2c c)∆ = − − −  

ឬ 2
1' 3c 8c 25∆ = − − +  ។  

សមីករ 1(E )  មានឬសក�ុងសំណុំ   លុះ្រតែ 1' 0∆ ≥  និង 1'∆  

ជាកេរ្របាកដ ។ 1' 0∆ <   ចំេពះc 2≥  េនាះc 0 , c 1= =  

េដយ 1'∆  ជាកេរ្របាកដែតក�ុងក c 0=  មួយគត់ 

េហតុេនះសមីករ 1(E )  ក�យជ  22a 10a 0− =   េគទញបា

a 5= េហយ b a c 5 0 5= + = + =   ។ 

ដូចេនះ a 5 , b 5 , c 0= = =   េហយ N 550=  ។ 
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-ករណី   a b c 11− + =  ឬ b (a c) 11= + −  

េគបាន 2 2 2N 11(9a b 1) 11(a b c )= + + = + +  

2 2 29a a c 11 1 a (a c 11) c+ + − + = + + − +  

ឬ 2 2
22a 2(c 32)a 2c 23c 131 0 (E )+ − + − + =  

ឌីស្រគីមីណង់ៃនសម ក 2(E )  គឺ  ៖  

2 2
2' (c 32) 2(2c 23c 131)∆ = − − − +  

       23c 14c 6= − + −  

សមីករ 2(E )  មានឬសក�ុងសំណុំ   លុះ្រតែ 2' 0∆ ≥  និង 1'∆

ជាកេរ្របា 

េដយ 2' 0∆ <   ចំេពះ្រគបc 5≥   េនាះc {1,2 ,3,4}=  

េដយ 2'∆  ជាកេរ្របាកដែតក�ុងក c 3=  មួយគត់ 

េហតុេនះសមីករ 1(E )  ក�យជ  22a 26a 80 0− + =   េគទញបា 

a 5 ; a 8= =  ។ 
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- ចំេពះa 5 , c 3= =    

េនាះb a c 11 8 11 3 0= + − = − = − <  មិនយក  ។ 

-ចំេពះa 8 , c 3= =  េនាះb 8 3 11 0= + − =  ។ 

ដូចេនះ a 8 , b 0 , c 3= = =   េហយ N 803=   ។ 
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លហំត់ទ៩ (IMO 1978) 

េគឱ្យច នំួនគត់វ  ជ�មាm  និង n  ែដល 1 m n≤ <   ។ 

ចូរកណំត់តៃម�តចបផំុតៃន m n+  េដម្បីឱ្យចំនួ m1978  និង n1978

មានេលខបីខ�ង់ចុងេ្រកយបំផុតដូ ? 
ដំេណាះ្រ 

កណំត់តៃម�តចបផំុតៃន m n+  

េដម្បីឱ្យចំនួ m1978  និង n1978

មានេលខបីខ�ង់ចុងេ្រកយបំផុតដូចគា�លុះ្រតែ
n md 1978 1978= −   ែចកដច់នឹង1000  ។ 

េគមាន m n md 1978 (1978 1)−= −  ចំេពះ្រគ1 m n≤ <   ។ 

េដយ1000 8 125= ×   េហយ 1978 989 2= ×  េនាះេដម្បី 

m n md 1978 (1978 1)−= −  ែចកដច់នឹង1000  លុះ្រត 

m1978  ែចកដច់នឹង8  និង n m1978 1− −  ែចកដច់នឹង125  ។ 

ចំនួន m m m1978 989 2= ×   ែចកដច់នឹង8  លុះ្រតែm 3≥   
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េហយេដយ1 m n≤ <   េនាះេគទញបn m 3> ≥  ។ 

េគមាន 11978 15 125 103 125q 103= × + = +   ែដល 1q 15=  

េហយ 2 2 2
1 21978 (125q 103) 125q 103= + = +  

ែតេដយ 2103 84 125 109= × +   

េនាះ 2
21978 (q 84) 125 109= + × +  

ឬ     2
31978 125q 109= +   ែដល 3 2q (q 4) IN= + ∈  

េលកជាកេ 4 2
31978 (125q 109)= +  

                    
2

4

4

5 5 4

125q 109
125(q 95) 6
125q 6 ; q (q 95) IN

= +

= + +

= + = + ∈

 

េហតុេនះ្រគប់p IN∈  េគបា  ៖  

4p p p
5 61978 (125q 6) 125q 6= + = +  

េដយ
p

p p k

k 0
6 (1 5) C(p,k).5

=
= + = ∑  
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p

k 3

k 3

25p(p 1)1 5p 125 C(p,k)5
2

−

=

−
= + + + ∑  

េគបាន 4p
7

25p(p 1)1978 125q 1 5p
2
−

= + + +  

ែដល 
p

k 3
7 6

k 3
q q C(o,k)5 −

=
= + ∑   ( ជាច នំួនគត់វ  ជ�មា) 

េគទញ 4p
7

5p(5p 3)1978 1 125q
2
−

− = +  

េដម្បីឱ n m1978 1− −  ែចកដច់នឹង125 លុះ្រតែត និង្រគាន់ 

n m 4p ,p IN− = ∈   និង 5p(5p 3)
2
−   ែចកដច់នឹង125   

េដម្បីឱ្5p(5p 3)
2
−  ែចកដច់នឹង125  លុះ្រតែp ជាពហុគុណៃន

25 េពលគឺ p 25k , k IN= ∀ ∈   

េហយេដយn m 4p− =  េនាះn m 100k− =  និង m 3≥  

េគមានm n (n m) 2m 100k 6+ = − + ≥ +   ្រគប់k IN∈  

ដូចេនះតៃម�អប្បបរមាៃm n+  គឺ 106  ែដល្រត�វនឹងk 1=  ។ 
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លហំត់ទ១០ (IMO 1962) 

ចូរកំណត់ចំនួនគត់ធម�ជាត តូចបំផុតn  េដយដឹងថ

ក�ុង្របពន�័េដសុីមា៉ល n មានេលខ6  ជាេលខចុងេ្រកយបំផុត

េបេគលុបេលខ 6  ចុងេ្រកយេនាះេចលេហយយកេទ 
ពីខងមុខៃនេលខែដលេនសល់េនាះេគបានចំនួនមួយេទៀតេស�4  

ដងៃនចនំួនេដម n  ។ 

ដំេណាះ្រ 

កណំត់ចនំួនគត់ធម�ជាត តូចបំផុតn   

សន�តថាn  ជាច នំួនមានេលk 1+  ខ�ង់េនាះេគប  ៖  

k k 1 1n a a ....a 6 10.N 6−= = +   ែដល k k 1 2 1N a a ....a a−=   

យក k
k k 1 1p 6a a ....a 6 10 N−= = × +  ។ 

តមលក�ខណ �ៃនសម�តិកម�េគបានp 4 n= ×  

េគទញ k6 10 N 4(10.N 6)× + = +  
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េគទញបា
k10 4N 2
13
−

= ×   ។  

តៃម� k ដំបូងែដលេធ�ឱ្យ k10 4−  

ែចកដច់នឹង13  គឺ k 5=  េហយ 
510 4N 2 15384
13
−

= × =  

ដូចេនះ n 10N 6 153846= + =  ។ 
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លហំត់ទ១១ (IMO 1967) 

េគឱ្យk , m , n  ជាច នួនគត់ធម�ជាតិេដយដឹm k 1+ +   

ជាច នួនបថមធំជាn 1+  ។ េគយក sc s(s 1)= +  ។  

ចូរ្រសយថាផល  ៖  

m 1 k m 2 k m 3 k m n k(c c )(c c )(c c )...(c c )+ + + +− − − −  

ែចកដច់នឹងផលគុណ 1 2 3 nc .c .c ...c   ។  

ដំេណាះ្រ 

្រសយថាផល  ៖  

m 1 k m 2 k m 3 k m n k(c c )(c c )(c c )...(c c )+ + + +− − − −   
ែចកដច់នឹងផលគុណ 1 2 3 nc .c .c ...c  

តង ( )
n

n m i k
i 1

P c c+
=

= −∏  និង ( )
n

n i
i 1

Q c
=

=∏  

េគមាន x yc c (x y)(x y 1)− = − + +  
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េគបាន
n

n
i 1

P (m i k)(m i k 1)
=

= + − + + +∏  

           n n

i 1 i 1
(m i k) (m i k 1)

= =

= + − × + + +∏ ∏  

ឬ        n
(m n k)! (m n k 1)!P

(m k)! (m k 1)!
+ − + + +

= ×
− + +

 

េហយ [ ]
n

n
i 1

Q i(i 1) n!(n 1)!
=

= + = +∏  

េគបាន n

n

P (m n k)!(m n k 1)!
Q n!(n 1)!(m k)!(m k 1)!

+ − + + +
=

+ − + +
 

េគមាន n
m n k

(m n k)!C
n!(m k)!+ −

+ −
=

−
 

និង  n 1
m n k 1

(m n k 1)!C
(n 1)!(m k)!

+
+ + +

+ + +
=

+ +
 

េនាះ n n 1n
m n k m n k 1

n

P 1 .C .C
Q m k 1

+
+ − + + +=

+ +
 

េគមាន
n

knmC −+  ជាច នួនគត 
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េហយ n 1
m n k 1

1 (m n k 1)!C
m k 1 (n 1)!(m k)!(m k 1)

+
+ + +

+ + +
=

+ + + + + +
 

                          )1km() !1n(
) !1knm(
+++

+++
=  

តមសម�តិកម� m k 1+ +  ជាច នំួនបថមធំជាn 1+

េនាះវគា�នកត�រួមជាមួ  (n 1)!+ េហយ(m n k 1)!+ + +  

ែចកដច់នឹង(n k 1)!+ + ។ 

តម្រទឹស�ីបGauss  េគបាន n 1
m n k 1C +
+ + +  ែចកដច់នឹងm k 1+ +  

ដូចេនះ  m 1 k m 2 k m 3 k m n k(c c )(c c )(c c )...(c c )+ + + +− − − −   

ែចកដច់នឹងផលគុណ 1 2 3 nc .c .c ...c   ។ 
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លហំត់ទ១២ (IMO 2005) 

េគឱ្យស៊�ីត 1 2 3a ,a ,a , ...   កំណត់េដយ n n n
na 2 3 6 1= + + −  

ចំេពះ្រគប់ចំនួនគត ់វិជ�មn  ។ 

ចូរកណំត់ រគប់ច នួនគត់វ  ជ�មានែដលបឋមេទនឹង្រគប់តួៃនស�ុ 

ដំេណាះ្រ 

ចនំួនគត់វិជ�មានែដលបឋមេទនឹង្រគប់តួៃនស៊�ីតេនះមា នែតមួយគត1   

េយងនឹងបង �ញថា្រគប់ចំនួនបp ែចកដច់ na

ចំេពះ្រគប់ចំនួនវិជ�ម n ។ 

សមា�ល់េឃញថាចំេព p 2=  និង p 3=  ែចកដច 

2 2 2
2a 2 3 6 1 48= + + − =   ។ 

េយងឧបមាថp 5≥  ។ តម្រទឹស�ីបFermat  េយងមា 

p 1

p 1

p 1

2 1 (modp)
3 1 (modp)
6 1 (modp)

−

−

−

≡

≡

≡
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េនាះ p 1 p 1 p 13.2 2.3 6 3 2 1 6 0 (mod 6)− − −+ + ≡ + + ≡ ≡  

ឬ p 2 p 2 p 26(2 3 6 1) 0 (mod p )− − −+ + − ≡  

េនាះ p 26a −   ែចកដច់នឹងp  ។ 

ពេី្រពះែp  បឋមេទនឹង6  េនាះ p 2a −  ែចកដច់នឹងp  ។ 
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េរៀបេរៀងេដាយ ល�ម ផល�ុ  ទំពរ ័93 

 

លហំត់ទ១៣ (IMO Shortlist 2003) 

ចូរកំណត់ចំនួនគត់វិជ�មាន k តូចជាងេគ េដយដឹងថាមានចំនួន 

1 2 3 kx ,x ,x , ...., x  ែដល 3 3 3 2002
1 2 kx x ..... x 2002+ + + = ។ 

ដំេណាះ្រ 

ចំនួនគត់វិជ�មាន k  ែដលតចជាងេគគឺk 4=  ។ 

ជាដំបូងេយងនឹងបង �ញ 20022002  មិនអចជាផលបូកៃនគូបបីចំនួ 

េគមាន2002 4 (mod 9)≡  េនាះ 32002 4 1 (mod9)≡ ≡  

េគបាន 2002 3 672002 (2002 ) .2004 4 (mod9)= ≡  

ម៉្ យោងេទៀ 3x 0, 1 (mod9)≡ ±  ចំេពះ្រគប់ចំនួនគតx  ។ 

េហតុេនះ 3 3 3
1 2 3x x x+ +  ែចកនងឹ 9  មិនអចឱ្យសំណល់េស�4  

បានេ  ។  ដូចេនះ 
2 0 02 0 0 2 មិនអចសរេសរជាផលបូកគូប្រ 

ៃនបីចនំួនគត់បានេទ 
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េយងនឹងបង �ញថ 20022002  អចសរេសរជាផលបូកៃនគូប្រ 
ៃនបួនចនំួនបាន ។ 
េគមាន 3 32002 1000 1000 1 1 10 10 1 1= + + + = + + +  

េដយ 2002 20012002 2002 2002= ×  

       
667 3 3 3

667 3 667 3 667 3 667 3

(2002 ) (10 10 1 1)
(2002 .10) (2002 .10) (2002 ) (2002 )

= + + +

= + + +
 

ដូចេនះ k 4=   ។ 
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លហំត់ទ១៤ (IMO 1976) 

េគឱ្យស៊�ីត n(u )  កំណត់េដ  ៖  

2
0 1 n 1 n n 1 1

5u 2 , u ,u u (u 2) u
2 + −= = = − −  ចំេពះn 1,2, ...=  

ចូរបង �ញថាចំេពះ្រគប់ចំនួននគត់វិជ n  េគមាន
n n2 ( 1)

3
nu 2

− −

=    

   ។ 

( ែដល x    តងជាចំនួនគត ់វិជ�មានតូចជx  ) 
ដំេណាះ្រ 

បង �ញថា 
n n2 ( 1)

3
nu 2

− −

=          
ជាដំបូងេយងគណនាត 2 3 4 5u ,u ,u , u  េគបានលំនាំដូចខងេ  ៖  

0 1
0 10 1

1 3
2 31 3

5 11
4 55 11

1 5 1u 2 2 , u 2
2 2 2

5 1 1u 2 , u 2
2 2 2

1 1u 2 , u 2
2 2

= = + = = +

= = + = +

= + = +
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េយងសេង�តេឃញថាកេន្ស nu  មានរងទូេ n

n

V
n V

1u 2
2

= +  

ែដល n(V )  ជាស៊�ីតកំណត់េដ n(V ) : 0,1,1,3,5,11, .....  

តងស៊�ីត n(w )  ែដល n n n 1w V V += +   ្រគប់n 0≥  

េគបា  ៖ n(W ) : 1 , 2 , 4,8,16, .... នាំឱ្ n(W )  ជាស៊�ីតធរណីមា  

មានតួ 0W 1=   និង េរសុង q 2=  ។ 

េគបាន n
nW 2=   េនាះ n

n 1 nV V 2+ + =    

គុណអង�ទំងពីរនឹង n 1( 1) +−  េគបា  ៖  

n 1 n n 1 n
n 1 n( 1) V ( 1) V ( 1) 2+ +
+− − − = −  

េគបាន
n 1 n 1

k 1 k k 1 k
k 1 k

k 0 k 0
( 1) V ( 1) V ( 1) 2

− −
+ +

+
= =

   − − − = −   ∑ ∑  

                                  
n n

n
n 0

( 1) 2 1( 1) V V
3

− −
− − =  

េដយ 0V 0=   េនាះ
n n n n

n n

( 1) 2 1 2 ( 1)V
( 1) .3 3
− − − −

= =
−
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ដូចេនះ 
n n n n2 ( 1) 2 ( 1)

3 3
nu 2 2

− − − −

= +
−

   

េដយ n n2 ( 1) (mod 3 )≡ −  េនាះ n n3 | 2 ( 1)− −  

េហយ 
n n2 ( 1)

3 12
− −

−
<     

 ដូចេនះ   
n n2 ( 1)

3
nu 2

− −

=       ។ 
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លហំត់ទ១៥ (IMO 2010) 

ចូរកណំត់ រគប់អនុគមន៍ f : IR IR→  េដយដឹងថាសមភ 

( )f x y f (x) f (y)=       ពិតជានិច�្រគបx , y IR∈ ។ 

( a    តងឱ្យែផ�កគត់ៃa  ) ។   

ដំេណាះ្រ 

កណំត់ រគប់អនុគមន៍ f : IR IR→  

្រគប់x , y IR∈  េគមានសមភា 

យក x 0=  និង y 0=  េគបានf (0) f (0) f (0)=     

េគទញ ( )f (0) 1 f (0) 0− =     េនាះf (0) 0=  ឬ f (0) 1=    

-ករណី  f (0) 1=    

យក y 0=  ជំនួសក�ុង (*)  េគបានf (0) f (x) f (0)=       

ឬ  f (x) f (0)=   នាំឱ្f (x)  ជាអនុគមន៍ េថ 

តងf (x) c=  ជំនួសក�ុងសមីករ(*)  េគបានc c c=       
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េនាះc 0 , c 1= =     ។ 

ដូចេនះ f (x) 0=  ឬ  f (x) c=    

ែដល  c [1,2 )∈  (េ្រពះ c 1=    ) 

-ករណី  f (0) 0=  

យក  x y 1= =  ជំនួសក�ុង (*)  េគបានf (1) f (1) f (1)=      

េនាះf (1) 0=  ឬ f (1) 1=     

ក. ចំេពះf (1) 0=  េនាះេយងយកx 1=  ជំនួសក�ុង (*) េគបាន 

f (y) f (1) f (y) 0 y IR= = ∀ ∈    ។ 

ខ. ចំេពះ f (1) 1=    េនាះេយងយកy 1=  េគបាន

f ( x ) f (x) (**)=    

យក 1x 2 , y
2

= =  ក�ុង (*)  េគបាន 1f (1) f (2) f ( )
2

 =   
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ែតតម(**)  េគបាន 1f ( ) f (0) 0
2

= =  េហតុេនះេគទញបា

f (1) 0= មិនពិតេ្រព f (1) 1=     ។ 

សរុបមកេគបានចេម�យf (x) 0 , x IR= ∀ ∈    

ឬ  f (x) c , x IR= ∀ ∈   ែដល 1 c 2≤ <    ។ 
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លហំត់ទ១៦ (IMO 1984) 

ចូរកណំត់គូមួយៃនចនំួនគត់វិជ�មាន a ,b  េដយដឹង  ៖  

(i) : ab(a b)+  ែចកមិនដច់នឹង7   

7 7 7(ii) : (a b) a b+ − −  ែចកដច់នឹង 77   ។ 

ដំេណាះ្រ 

កំណត់គូមួយៃនចំនួនគត់វិជ�មាន a ,b  ៖  

តមរូបមន�េទ�ធាញូតុន េគ  ៖  

7 7 7 2 2 2(a b) a b 7ab(a b)(a ab b )+ − − = + + +  

តមប្រមាប់េគ(i) : ab(a b)+  ែចកមិនដច់នឹង7   

ដូចេនះេដម្បីឱ្ 7 7 7(ii) : (a b) a b+ − −  ែចកដច់នឹង 77    

លុះ្រតែ 2 2a ab b+ +  ែចកដច់នឹង 37  ។ 

េគមាន 2 2 2 3(a b) a ab b 7+ > + + ≥  េនាះa b 19+ ≥  
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េដយេធ�ករសកល្បងជំa 1 , b 18= =  េនាះេគប  ៖  

2 2 2 2 3a ab b 1 1 18 18 343 7+ + = + × + = =  

ដូចេនះគូ a 1 , b 18= =  ជាចេម�យ 

ម៉្ យោងេទៀតតម្រទឹស�ីបទ  ៖  

េប GCD(a,n) 1=  េនាះ (n)a 1 (modn )ϕ ≡  ។ 

េគមាន 3 3 2 2a b (a b)(a ab b )− = − + +  

េហតុេនះេដម្បីឱ្ 2 2a ab b+ +  ែចកដច់នឹង 37  លុះ្រត 

3 3 3a b (mod7 )≡   និង a b−  ែចកមិនដច់នឹង7  ។ 

េគមាន 3 3 2 2(7 ) 7 7 6 7 3 98ϕ = − = × = ×  ។ 

េប c  ជាច នំួនគត់វ  ជ�មានែចកមិនដច់ន7  េនាះេគបា 

 98 3 3(c ) 1 (mod7 )≡  ។ 

ដូចេនះេដម្បីឱ្ 3 3a 1 (mod 7 )≡  លុះ្រតែ 98a c=  
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ឧទហរណ  ៖  

-េបេគយក c 2=  េនាះ 98 32 18 (mod7 )≡  
  េហតុេនះ ( )398 3 32 18 1 (mod 7 )≡ ≡  
  ដូចេនះ a 18 , b 1= =  ជាចេម�យមួយ  

-េបេគយក c 3=  េនាះ 98 33 324 (mod7 )≡  
  េហតុេនះ  ( )398 3 33 324 1 (mod7 )≡ ≡  
  ដូចេនះ a 324 , b 1= =  ជាចេម�យេផ្សងមួយេទៀត  
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លហំត់ទ១៧ (Russia 2001) 

េគឱ្យa  និង b  ជាច នួនគត់វ  ជ�មានខុសគា  

េគដឹងថា )ba(a b + ែចកដច់នឹង
22 ba ba ++  ។ 

ចូរ្រសយ
3 a|ba| >−  ? 

ដំេណាះ្រ 

្រសយ 3| a b | ab− >  

តង GCD(a,b)δ =   នាំឱ្យមានគូច នួនគត់វិជ�មានបឋមរវ 

(u , v) ែដលa u= δ  និង b v= δ   

េគបាន 2 2 2 2

ab(a b) uv(u v)
a ab b u uv v

+ δ +
=

+ + + +
 ជាច នំួនគត់វ  ជ�មាន 

េយងមាន 2 2 2GCD(u uv v ,u) GCD(v ,u) 1+ + = =  

េហយ 2 2 2GCD(u uv v , v) GCD(u , v) 1+ + = =  

 និង 2 2 2GCD(u uv v ,u v) GCD(v ,u v) 1+ + + = + =  
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េនាះ្របភ 2 2

uv(u v)
u uv v
δ +
+ +

ជាច នួនគត់លុះ្រត 2 2u uv v |+ + δ  

េនាះេគបា 2 2u uv vδ ≥ + +  ។  

្រគប់គូច នួនគត់វ  ជ�មានបឋមរវង (u , v)  

េគមាន| u v | 1− ≥ េហតុេនះ  3 3 3 3| a b | | u v | .− = − δ ≥ δ  

ែត 2 2u uv vδ ≥ + +  េនាះ 3 2 2 2 2| a b | (u uv v ) uv− ≥ δ + + > δ  

េដយ 2ab uv= δ  េនាះ 3| a b | ab− >   

ដូចេនះ 3| a b | ab− >   ។ 
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លហំត់ទ១៨  

េគឱ្យn  ជាច នួនគត់វ  ជ�មានេដយដឹ 22 2 28n 1+ +  

ជាច នួនគត់ 

ចូរ្រសយ 22 2 28n 1+ +  ជាកេរ្របាកដៃនចំនួនគត់ 

ដំេណាះ្រ 

្រសយ 22 2 28n 1+ +  ជាកេរ្របាកដៃនចំនួ 

តមប្រមា 22 2 28n 1+ +  ជាច នួនគត់នាំឱ្យm IN∈ ែដល 

2 228n 1 m+ =   ឬ 2 2m 28n 1− =  ជាសម កPell  ។ 

គូចេម�យដំបងូៃនសមីករេនះគឺm 127 , n 24= =   

េ្រព 2 2127 28 24 1− × = ។   

ចំេពះ្រគបk 1≥ េគអចសរេស  ៖  

2 2 2 2 2 km 28n 127 28 24 (127 28 24 )− = − × = − ×  

k k(m 2 7n)(m 2 7n) (127 48 7) (127 48 7)− + = − +  
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េគទញ
k

k

m 2 7n (127 48 7)

m 2 7n (127 48 7)

 − = −


+ = +
 

េគបានចេម�យទូេទៃនសមី  ៖  

k k

k k

(127 48 7) (127 48 7)m
2

(127 48 7) (127 48 7)n
4 7

− + +
=

+ − −
=

 

ក�ុងករណី េនះេគបាន 22 2 28n 1 2 2m+ + = +  

2 k k2 2 28n 1 2 (127 48 7) (127 48 7)+ + = + + + −  

េដយ 2127 48 7 (8 3 7)± = ±  

និង (8 3 7)(8 3 7) 1+ − =  េនាះេគបា 

[ ]2kkkk )738()738()74 81 2 7()74 81 2 7(2 −++=−+++  

េគបាន 2 k k 22 2 28n 1 [(8 3 7) (8 3 7) ]+ + = + + −  

ជាកេរ្របាកដៃនចំនួនគត់េ k k(8 3 7) (8 3 7)+ + − ជាច នំួនគត 
។ 
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លហំត់ទ១៩ 

ចូរបង �ញថាចំេពះ្រគប់ចំនួនគត់វិជ n  ចំនួន n 33 n+  ែចកដច 

នឹង 7  លុះ្រតែ n 33 n 1+  ែចកដច់នឹង7  ។ 

ដំេណាះ្រ 

-សន�តថា n 33 n+  ែចកដច់នឹង7  េនាះn ្រត�វែចកមិនដច់នឹ7  

តម្រទឹស�ីបEuler  េគបាន 6n 1 (mod7 )≡  ។ 

ចំនួន n 33 n+  ែចកដច់នឹង7  េនាះេគបានដូចគ  3 n 3n (3 n )+  

ែចកដច់នឹង7  ។ 

េគមាន 3 n 3 3 n 6n (3 n ) (n 3 1) (n 1)+ = + + −  

េដយ 6n 1 (mod7 )≡  េនាះេគទញប 3 nn 3 1+   
ែចកដច់នឹ7 ។ 
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-សន�តថា 3 nn 3 1+  ែចកដច់នឹង7  េនាះn ្រត�វែចកមិនដច់នឹ7  

តម្រទឹស�ីបEuler  េគបាន 6n 1 (mod7 )≡  ។ 

ចំនួន 3 nn 3 1+  ែចកដច់នឹង7  េនាះ 3 3 nn (n 3 1)+ ែចកដច់នឹង7   

េគមាន 3 3 n 6 n 3 nn (n 3 1) (n 1)3 n 3+ = − + +  

េដយ 6n 1 (mod7 )≡  េនាះេគទញប 3 nn 3+  ែចកដច់នឹ7  

ដូចេនះ ចំនួន n 33 n+  ែចកដច់នឹង7  លុះ្រតែ n 33 n 1+   

ែចកដច់នឹង7  ។ 
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លហំត់ទ២០  (IMO 1959) 

ចូរ្រសប��ក់ ថា 21n 4
14n 3

+
+

  

ជា្របភាគស្រម�លមិនបាន្រគប់ចំនួនគត់ធn  ។ 

ដំេណាះ្រ 

តមអល់កូរីតអឺគ�ីត េគ  ៖  

21n 4 (14n 3) 1 (7n 1)
14n 3 (7n 1) 2 1
7n 1 (7n 1) 1 0

+ = + × + +
+ = + × +
+ = + × +

 

េគបានGCD(21n 4,14n 3) 1+ + =  

េហតុេនះ 21n 4+  និង 14n 3+  ជាច នំួនបឋមរវងគា�្រ

ចំនួនគត់ធម�ជាតិn  ។ 

ដូចេនះ  21n 4
14n 3

+
+

 ជា្របភាគស្រម�លមិន 
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លហំត់អនុវត�ន 

 

១-ចូរកំណត់ រគប់គូៃនច នួនគត់x  និង y  េដម្បីឲ្យបា 

 3 2 2x x x y y+ + = +   ។   

                                           (Croatia Team Selection Tests 2011) 

២-ស�ុីតៃនចំនួនពិត n(a ) កំណត់េដយ  

 1 n 1 2 n 1a 1 ; a n(a a ... a ) , n 1−= = + + + ∀ >  

 ក/ ចូរបង �ញថាចំេពះ្រn គូ , na  ែចកដច់នឹងn! ។ 

 ខ/ចូរកំណត់ រគប់ច នួនេសសn  េដម្បីឲ na  ែចកដច់នឹងn! ។ 

                                           (Albania National Olympiad 2011) 

៣-ចូរកំណត់ រគប់គូ(a , b)ៃនចនំួនគត់វិជ�មានេដយដឹង ថ 

 a 23 2b 1= +   ។  

                                           (Brazil National Olympiad 2010) 
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៤-ចូរកំណត់ រគប់គូ(a , b)ៃនចនំួនគត់វិជ�មានេដយដឹង ថ 

 a b3 7+  ជាកេរ្របាក 

                                           (Canada National Olympiad 2009) 

៥-ចូរបង �ញថាចំនួ
5 64 53 4+ អចសរេសរជាផលគុណៃនព 

 ចនំួនគត់ធំជាង 200910   ។ 

                                           (Costa Rica Final Round 2009) 

៦-ចូរកំណត់ រគប់ច នួនគត់វ  ជ�មាn  េដម្បីឲ្ n 12 n 1− +  

 ជាកេរ្របាក 

                                           (Georgia Team Selection Tests 2005) 

៧-ចូរេដះ្រសយក�ុងសំ ណុ ចំនួនគត់ៃនសមីក 

 3 2 2 4x y (2y x) x y 36− = −  

                                           (Greece National Olympiad 2011) 
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៨-ចូរកំណត់ រគប់ច នួគត់វ  ជ�មាn 1>  េដយដឹងថ 2n  ែចកមិនដច 

 (n 2)!−   ។  

                                                   (India National Olympiad 2010) 

៩-េគឲ្យa  និង b  ជាពីរច នួនគត់វ  ជ�មាន និa b>  ។ 

 េយងដឹងថាGCD(a b,ab 1) 1− + =  និង GCD(a b,ab 1) 1+ − =  

 ចូរបង �ញថ 2 2(a b) (ab 1)− + +  មិនែមនជាកេរ្របា 

                       (Iran National Math Olympiad (Second Round) 2010) 

១0-ចូរកណំត់ រគប់ច នួនគត់វ  ជ�មា(a,n,p,q,r) េដយដឹងថា 

   n p q ra 1 (a 1)(a 1)(a 1)− = − − −  

                                  (Japan Mathematical Olympiad Finals 2011) 

១១-ចូរកំណត់តៃម�តចបំផុត x IN∈  េដម្បីឲ្
257x 10
83
−  

   ជាច នំួនគត់មួយ  

                                           (Korea National Olympiad 1993) 
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១២-េដះ្រសយក�ុងសំ ណុ ចំនួនគត់មិនអវិជ�មាននូវសមី  

  3 2 3x 7x 35x 27 y+ + + =  

                                           (Kyrgyzstan National Olympiad 2010) 

១៣-េគឲ្យm ,n  ជាច នំួនគត់ធម�ជាតិ េដយដឹm n 1+ +  

    ជាច នំួនបឋម េហយែចកដច 2 22(m n ) 1+ −   ។ 

    ចូរបង �ញថm n=   ។     (Switzerland Final Round 2010)                            

១៤-េគឲ្យm ,n  ជាច នំួនគត់វ  ជ�មាន ។ ចូរបង �ញថាវមានគូៃ 

   គត់វិជ�មាន (a,b) េ្រចនរប់មិនអស់េដយដឹង 

    a ba b |am bn ; gcd(a,b) 1+ + =   ។ 

                                           (China National Olympiad 2011) 

១៥-ចូរកំណត់ រគប់េលខែដលអx ,y ,z  េដយដឹងថាចំន 

       13xy45z  ែចកដច់នឹង792  ។ 

                                           (Croatia National Olympiad 2005) 
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ជំពូកទ៤ី 

ធរណីមា្ 

 

 

លហំត 

១-េគឲ្្រតីេកABC  មួយមាន្រជ�BC a, AC b, AB c= = =  ។ 

P  ជាចំណុចមួយៃនប�ង់ េហយ Iជាផ�ិតរង�ង់ចរឹកក�ុង្រតី ABC។ 

ចូរ្រសយប ��ក់សមភា 

2 2 2 2a.PA b.PB c.PC (a b c).PI abc+ + = + + +   ។ 

២-េគឲ្្រតីេកABC  មួយមាន្រជ�BC a, AC b, AB c= = =  ។ 

ចូរកំណត់ចំណុច  P  ៃនប�ង់េដម្បីឲ្យ 2 2 2a.PA b.PB c.PC+ +    

មានតៃម�អប្បបរមា រួចកំណត់តៃម�អប្បបរមា 
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៣-េគឲ្្រតីេកABC មួយ ។ ចំណុច  D និង E  ស�ិតេនេលបនា �

BCេដយដឹងថាបនា� AD និង AE  ្រសបេទនឹងបនា�ត់  

នឹងរង�ង់ចរឹកេ្ រកៃន្រតីABC  ្រតង់B  និង C េរៀងគា�   

ចូរ្រសយ
2BE AB

CD AC
 =  
 

  ? 

៤-េគឱ្យ្រតីេកABC  មួយ ។ េគតងI ជាផ�ិតៃនរង�ង់ចរឹកក�  
្រតីេកេនះ ។  
កន�ះបនា�ត់ពុះក�ុងៃនមុំ A , B , C កត់្រជ�ងឈមេរៀងគា�្រ  

A' , B' , C'  ។ ចូរ្រសយថ  1 AI.BI.CI 8
4 AA'.BB'.CC' 27
< ≤   ។ 

៥-េគតងI  ជាផ�ិតៃនរង�ង់ចរឹកក�ុង្រតីេ ABC  មួយ ។  

ឧបមាថារង�ង់ចរឹកក�ុង្រតី ABC  ប៉ះ្រជ�ង[BC],[CA],[AB]  

េរៀងគា�្រតង K ,L,M  ។ បនា�ត់មួយគូសេចញព  ច នំុចB  ្រសបនឹង

(MK) កត(LM) និង(LK) េរៀងគា�្រតង R  និង S   ។   

ចូរ្រសយ RIS∠  ជាមុំ្រស�                                                        



គណ�ត�ទ�េ្រជីសេរ� 
 

 

េរៀបេរៀងេដាយ ល�ម ផល�ុ  ទំពរ ័117 

 

៦-េគតងI  និង O  េរៀងគា�ជាផ�ិតរង �ង់ចរឹកក�ុងនិងផ�ិតរង�ង់ចរឹ   

ៃន្រតីេកណ េគឱ្យ្រតីABC មួយ ។ 

ចូរ្រសយ oOIA 90∠ =  លុះ្រតែតAB,BC,CA  ជាស៊�ីតនព�ន� 

៧-េគឱ្យ្រតីេកABC  មួយមាន្រជ�a ,b ,c  និងមានៃផ�្រកS    

ឧបមាDEF  ជា្រតីេកណចរឹកក�ុង្រត ABC   ។ 

ចូរ្រសយប ��ក 
28SDE EF FD

abc
+ + ≥    

៨-េគយក I  និង O  ជាផ�ិតរង�ង់ចរឹកក�ុង និ ង ចរឹ កេ្រ ABC∆ ។ 

រង�ង់ Aω ចរឹកក�ុងមុំ A  វប៉ះេទនឹAB , AC  និង BC  េរៀងគា  

្រតង់ច នុចK ,M  និង N  េរៀងគា�   

េបសិនជាច នុចកណា� P  ៃនអង�ត់ KM  ស�ិតេនេលរង�ង់ចរឹកេ  

ៃន្រតីេកABC  េនាះចូរបង �ញថាបីចំនO , I , N  រត់ រតង់គ ។ 
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៩-ចំេពះ្រគប់្រតីេABC  េគយក D,E,F       
    ជាច នំុចស�ិតេនេលអង�ត[BC]   [CA],[AB]  េរៀងគា� ។  

    យក P  ជាច នំុច្របសព�រវ[AD]  និង ]EF[  ។ 

    ចូរ្រសយ AB AC ADDC DB BC
AF AE AP

× + × = ×   ។ 

១០-េគយក I  ជាផ�ិតរង�ង់ចរឹកក�ុង និ O     ជារង�ង់ចរឹកេ្រ  

      ្រតីេកABC ែដលមិនែមនជា្រតីេកណសមង 

      ចូរបង �ញថ oAIO 90∠ ≤  លុះ្រតែ2BC AB AC≤ +   

១១-ក�ុងេត្រតែអ៊ABCD  មួយមាន oBDC 90∠ =      

      េហយេជងៃនចំេណាលែកងពីD  េទប�ង់(ABC)      

      ជា្របសព�ៃនកម�ស់ ABC∆ ។ 

      ចូរ្រសយ 2 2 2 2(AB BC CA) 6(AD BD CD )+ + ≤ + +   

      េតេពលណាេទបេយងបានសម? 
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១២-េគឱ្យABC  ជា្រតីេកណមួយេហD  ជាេជងៃនកម�ស់គូ 

       ពីកំពូល A  ។ 

       យក E  និង F  ស�ិតេនេលបនា �ត់កតD  េដយដឹងថAE         

       ែកងនងឹ BE េហយ AF  ែកងនងឹ CF  ែដល E  និង F   

        ខុសព ីD  យក M  និង N ជាចំណុច កណា�លៃនអង �តBC
 

            និង EF  េរៀងគា�   

       ចូរ្រសយAN  ែកងនងឹ NM  ។ 
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ដំេណាះ្រ 

 

លហំត់ទ១ 

េគឲ្្រតីេកABC  មួយមាន្រជ�BC a, AC b, AB c= = =  ។ 

P  ជាចំណុចមួយៃនប�ង់ េហយ Iជាផ�ិតរង�ង់ចរឹកក�ុង្រតី ABC។ 

ចូរ្រសយប ��ក់សមភា 

2 2 2 2a.PA b.PB c.PC (a b c).PI abc+ + = + + +   ។ 

ដំេណាះ្រ 

 

 

 

 

 

A 

B C D 

I 

P 
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តង a b cp
2

+ +
=   ជាកន�ះបរិមា្រតៃន្រតី ABC  

យក Dជា្របសព�រវAI  និង BC េនាះAD ជាកន�ះបនា �ត់ពុះក� 

ៃនមុ ំA  របស់្រតីេកABC  ។ 

េគមាន ABC ABD ADCS S S= +  

ឬ  1 1 A 1 Abcsin A c.ADsin b.ADsin
2 2 2 2 2

= +  

េគទញ 2bc AAD .cos
b c 2

=
+

 

តម្រទឹស�ីបទកូសុីនូ
2 2 2b c acos A

2bc
+ −

=  

េគបាន
2 2 2

2 A 1 cos A 2bc b c acos
2 2 4bc

+ + + −
= =  

                     

2 2(b c) a (b c a)(b c a)
4bc 4bc

2p(2p 2a) p(p a)
4bc bc

+ − + + + −
= =

− −
= =
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នាំឲ្
2 2

2
2 2

4b c p(p a) 4bcp(p a)AD
bc(b c) (b c)
− −

= × =
+ +

  . 

េដយAD ជាកន�ះពុះក�ុងៃនមុំA  ៃន ABC∆  េនាះេគមាន 

BD DC BD DC BC
AB AC AB AC AB AC

+
= = =

+ +
 

េគទញ ac abBD , DC
b c b c

= =
+ +

 ។ 

ដូចគា�ែដ  BI  ជាកន�ះពុះក�ុងៃនមុំB  ៃន ABD∆  េនាះេគមាន 

AI ID
AB BD

=   ឬ AI ID
acc

b c

=

+

 ឬ AI ID AI ID AD
b c a b c a 2p

+
= = =

+ + +
 

េគទញ AI b c ID a,
AD 2p AD 2p

+
= =   

និង 2
2

a(b c) abc p aAI.ID .AD .
b c p4p

+ −
= =

+
  ។ 

តម្រទឹស�ីបStewart េគបាន  

-ចំេពះPD  េធៀបនងឹ្រតីេកPBC  
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េគមាន 2 2 2BC.(PD BD.DC) BD.PC DC.PB+ = +  

          
2

2 2 2
2

a bc ac aba(PD ) .PC .PB
b c b c(b c)

+ = +
+ ++

 

េគទញ
2

2 2 2 a bc(b c).PD b.PB c.PC (1)
b c

+ = + −
+

 

-ចំេពះPI  េធៀបនងឹ្រតីេកPAD 

េគមាន 2 2 2AD.(PI AI.ID) AI.PD ID.PA+ = +  

ឬ        2 2 2AI IDPI .PD .PA AI.ID
AD AD

= + −  

           2 2 2b c a abc p aPI .PD .PA .
2P 2P b c p
+ −

= + −
+

 

      2 2 2 2abc(p a)2p.PI (b c).PD a.PA
b c

−
= + + −

+
       

      2 2 2 abc(b c a)2p.PI (b c).PD a.PA (2)
b c
+ −

= + + −
+

  

   យក(1) ជួសក�ុង (2)  បនា�ប់ពីប្រង�ម េគបា  

      
2 2 2 2a.PA b.PB c.PC (a b c).PI abc+ + = + + +   ។ 
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លំហាតទ�២ (Korea National Olympiad 1993) 

េគឲ្្រតីេកABC  មួយមាន្រជ�BC a, AC b, AB c= = =  ។ 

ចូរកំណត់ចំណុច  P  ៃនប�ង់េដម្បីឲ្យ 2 2 2a.PA b.PB c.PC+ +    

មានតៃម�អប្បបរមា រួចកំណត់តៃម�អប្បបរមា 

ដំេណាះ្រ 

តងI ជាផ�ិតរង�ង់ចរឹកក�ុង្រតី ABC  

តម្រទឹស�ីបEULER ចំេពះ្រគប់ចំណុ P  ៃនប�ង់េគមានសមភ 

2 2 2 2a.PA b.PB c.PC (a b c).PI abc+ + = + + +    

េដយ 2PI 0≥  េនាះ 2 2 2a.PA b.PB c.PC abc+ + ≥    

ដូចេនះេដម្បីឲ្  2 2 2a.PA b.PB c.PC+ +  មានតៃម�អប្បប 

លុះ្រតែតចំណុ P I≡  ។ 

ដូចេនះចណំុច  P  គឺជាផ�ិតរង�ង់ចរឹកក�ុង  ABC∆  េហយតៃម�អប្បបរ 

ៃន  2 2 2a.PA b.PB c.PC+ +  គឺ abc  ។ 
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លំហាតទ�៣ (Spain Mathematical Olympiad 1998) 

េគឲ្្រតីេកABC មួយ ។ ចំណុច  D និង E  ស�ិតេនេលបនា �BC 

េដយដឹងថាបនា� AD និង AE  ្រសបេទនឹងបនា�ត់ប៉ះនឹ ងរង�ង់ច  

េ្រកៃន្រតីេABC  ្រតង់B  និង C េរៀងគា�   

ចូរ្រសយ
2BE AB

CD AC
 =  
 

  ? 

ដំេណាះ្រ 

 

 

 

 

 

 

A 

B C D E 

S 

o 
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តងS  ជាចំណុច្របសព�រវងបន  ា�ត់ប៉ះនឹងរង�ង់ចរឹកេ្រកៃន

ABC  ្រតង់B  និង C េរៀងគា�   

េគបាន SBC BAC∠ = ∠   

េដយAE / /SB  េនា SBC AEB∠ = ∠   (មុឆំា�ស់ក�ុង  

េគទញ SBC BAC AEB∠ = ∠ = ∠   

េហយ ABC ABE∠ = ∠  (មុរំមួ ) នាំឲ្ AEB∆  ដូច CAB∆  ។ 

េគបានផលេធៀបដំណូច  BE AB
AB BC

=   ឬ 
2ABBE (1)

BC
=  

្រសយដូចគា�ែដរេគ
2ACCD (2)

BC
=  

ែចកសមភាព (1) និង (2) អង� និង អង�េគបា

2
2

2

AB
BE ABBC
CD ACAC

BC

 = =  
 

 

ដូចេនះ 
2BE AB

CD AC
 =  
 

  ។ 
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លំហាតទ�៤ ( IMO 1991 ) 

េគឱ្យ្រតីេកABC  មួយ ។ េគតងI ជាផ�ិតៃនរង�ង់ចរឹកក�  
្រតីេកេនះ ។ កន�ះបនា�ត់ពុះក�ុងៃនមុំ A , B , C កត់្រជ�ង 
េរៀងគា�្រតង  A' , B' , C'  ។ 

ចូរ្រសយថ  1 AI.BI.CI 8
4 AA'.BB'.CC' 27
< ≤   ។ 

ដំេណាះ្រ 

្រសយថា 1 AI.BI.CI 8
4 AA'.BB'.CC' 27
< ≤   

 

 

 

 
 

'I  

A  

B  C  'A  H  

I  

'B  'C  

r  



គណ�ត�ទ�េ្រជីសេរ� 
 

 

េរៀបេរៀងេដាយ ល�ម ផល�ុ  ទំពរ ័128 

 

តងBC a , AC b, AB c= = = និង  r  ជាកំរង�ង់ចរឹកក�ុង្រតី  

តងS  និង T  េរៀងគា�ជាៃផ �្រកលៃន្រតABC  និង IBC  

េយងមា   
1S AH.BC
2

=  និង 1T II'.BC
2

=  

េគបាន T I I' (i)
S AH
=  

្រតីេកណែកAA'H  និង I A'I' មានមុំ A'AH A'I I'∠ = ∠  

 (មុំ្ រត�វគ )  ជា្រតីេកណដូចគា  

េគបាន II ' IA' AA' AI AI1 (ii)
AH AA' AA' AA'

−
= = = −  

តមទំនាក់ទំន(i)  និង (ii)  េគទញបាន T AI1
S AA'
= −  

េដយ 1T a.r
2

=  និង a b cS pr .r
2

+ +
= =  

េគបាន

1 ar AI2 1a b c AA'.r
2

= −
+ +
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នាំឱ្យ AI a b c1 (1)
AA' a b c a b c

+
= − =

+ + + +
 

ដូចគា�ែដរ  BI c a (2)
BB' a b c

+
=

+ +
 និង  CI a b (3)

CC' a b c
+

=
+ +

 

េធ�វិធី គុណទំនាក់ទំនង(1) , (2)  និង (3)  េគបា  ៖  

3
AI.BI.CI (a b)(b c)(c a) (4)

AA'.BB'.CC' (a b c)
+ + +

=
+ +

 

តមវិស មភាAM GM−  េគបា  ៖  

3

3

(a b) (b c) (c a) 3 (a b)(b c)(c a)

2(a b c) 3 (a b)(b c)(c a)

+ + + + + ≥ + + +

+ + ≥ + + +
 

េគទញ 
3

3
(a b)(b c)(c a) 2 8

3 27(a b c)
+ + +  ≤ = 

 + +
 

េហតុេនះ AI.BI.CI 8 (*)
AA'.BB'.CC' 27

≤  

ម៉្ យោងេទៀតេយងសន�តថ 3
(a b)(b c)(c a) 1

4(a b c)
+ + +

>
+ +

  ពិត 

េយងបាន 34(a b)(b c)(c a) (a b c)+ + + > + +  
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េដយ 3 3 3 3(a b c) a b c 3(a b)(b c)(c a)+ + = + + + + + +  

3 3 34(a b)(b c)(c a) a b c 3(a b)(b c)(c a)+ + + > + + + + + +  

       3 3 3(a b)(b c)(c a) a b c 0
(a b c)(a c b)(b c a) 4abc 0
+ + + − − − >
+ − + − + − + >

 

េដយa , b , c  ជា្រជ�ង្រតីេកណមួយ
a b c
a c b
b c a

+ >
 + >
 + >

 

េគទញ(a b c)(a c b)(b c a) 4abc 0+ − + − + − + >  ពិត 

េហតុេនះ AI.BI.CI 1 (**)
AA'.BB'.CC' 4

>  

តម(*)  និង (**)  េគបាន  1 AI.BI.CI 8
4 AA'.BB'.CC' 27
< ≤    ។ 

ដូចេនះ  1 AI.BI.CI 8
4 AA'.BB'.CC' 27
< ≤    ។ 
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លំហាតទ�៥ ( IMO 1998 ) 

េគតងI  ជាផ�ិតៃនរង�ង់ចរឹកក�ុង្រតីេ ABC  មួយ ។  

ឧបមាថារង�ង់ចរឹកក�ុង្រតី ABC  ប៉ះ្រជ�ង[BC],[CA],[AB]  

េរៀងគា�្រតង K ,L,M  ។ បនា�ត់មួយគូសេចញព  ច នំុចB  ្រសបនឹង

(MK) កត(LM) និង(LK) េរៀងគា�្រតង R  និង S   ។   

ចូរ្រសយ RIS∠  ជាមុំ្រស�                                                        
ដំេណាះ្រ 

្រសយ RIS∠  ជាមុំ្រស  ៖  

 

    

 

 

A 

B C 

I 

L 

K 

M 

S 

R 
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េគមាន o AAML BMR 90
2

∠ = ∠ = −  

ដូចគា�ែដរ  o CCKL BKS 90
2

∠ = ∠ = −  

និង o BBKM BMK 90
2

∠ = ∠ = −  ។ 

ម៉្ យោងេទៀ o BLMK MRS 90
2

∠ = ∠ = −   ។ 

តម្រទឹសបទសុីនសអនុវត�ន៍ក�ុង្រតីេកBRM និង្រតីេកBSK  

េគបាន
o

o

A Asin(90 ) cosRB 2 2
C CBM sin(90 ) cos
2 2

−
= =

−
 

េហយដចគា�ែដរ

CcosSB 2
ABK cos
2

=  ឬ 

AcosBK 2
CSB cos
2

=  

េគទញបា RB BK
BM SB

=  នាំឱ្BM.BK RB.SB=  

េដយBM BK=  េនាះ 2BM RB.SB (1)=  
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េគមាន(RS) / /(MK)   េហយ (IB) (KM)⊥  េនាះ(IB) (RS)⊥  

តម្រទឹស�ីបទពីតគរ័អនុវត �ន៍ក�ុង្រតីេកRIB  និង SIB  

េគបាន 2 2 2IR RB IB (2)= +  

និង     2 2 2IS SB IB (3)= +  

តម្រទឹស�ីបទកូសុីនូសអនុវត�ន៍ក�ុង្រតីេRIS  េគបា  ៖  

)4(Rc o.I S.I R2I SI RR S222 ∠−+=  

យកទំនាក់ទ នង(1) ,(2) ,(3)  មកជនំួសក�ុង (4)  េគបា  ៖  

2 2 2 2RB SB 2IB (RB SB)cos RIS
2IR.IS

+ + − +
∠ =  

                  
2 2 22IB 2RB.SB IB BM
2IR.IS IR.IS
− −

= =  

ែតក�ុង្រតីេកណែកBIM  មាន 2 2 2IB IM BM= +  

េគបាន
2IMcos RIS 0

IR.IS
∠ = >  នាំឱ្ RIS∠  ជាមុំ្រស�ច 
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លំហាតទ�៦ 

េគតងI  និង O  េរៀងគា�ជាផ�ិតរង �ង់ចរឹកក�ុងនិងផ�ិតរង�ង់ចរឹ   

ៃន្រតីេកណ េគឱ្យ្រតីABC មួយ ។ 

ចូរ្រសយ oOIA 90∠ =  លុះ្រតែតAB,BC,CA  ជាស៊�ីតនព�ន� 

ដំេណាះ្រ 

្រសយ oOIA 90∠ =  លុះ្រតែតAB,BC,CA  ជាស៊�ីតនព�ន� 

 

 

 

 

 

 

A C 

C 

O 

H 

I 
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តងBC a , AC b , AB c= = =   និង a b cp
2

+ +
=  

 េហយ r  និង R  ជាកំរង�ង់ចរឹកក�ុង និង ចរឹកេ   ABC∆   

យក H  ជាចំេណាលៃI  េល [AC]  េនាះេគប  ៖  

IH r=   និង AH p a= −   ។ 

-សន�តថា oOIA 90∠ =  េនាះ 2 2 2OA OI IA= +  

តម្រទឹស�ីបទអឺែលេគម 2OI R(R 2r)= −  

តម្រទឹស�ីបទពីតគរ័ក�ុង្រតីេក  2 2 2AHI : IA AH IH= +  

េគបាន 2 2 2R R(R 2r) r (p a)= − = + −  

   ឬ    2 22rR r (p a)= + −  

តមរូបមន�េហរ៉ុង  abcS pr p(p a)(p b)(p c)
4R

= = − − − =  

េគទញ abc2rR
2p

=   និង 2 (p a)(p b)(p c)r
p

− − −
=  

េគបាន 2abc (p a)(p b)(p c) (p a)
2p p

− − −
= + −  
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2

2 2

2

2 2

abc 2(p a)(p b)(p c) 2p(p a)
abc 2(p a)[(p b)(p c) p(p a)]

abc (2p 2a)(p pb pc bc p pa)

abc (2p 2a)[2p p(a b c) bc]

abc (b c a)(2p 2p bc)
abc bc(b c a)
a b c a

= − − − + −
= − − − + −

= − − − + + −

= − − + + +

= + − − +
= + −

= + −

 

េគទញ2a b c= +  េនាះc ,a ,b  ជាស៊�ីតនព�ន�  

-សន�តថាc ,a ,b  ជាស៊�ីតនព�ន�េនាះេគបា2a b c= +  

តម្រទឹស�ីបទកូសុីនូសក�ុង្រតីេOIA  េគបា  ៖  

2 2 2OA OI IA 2OI.IAcos OIA= + − ∠  

េគទញ
2 2 2OI IA OAcos OIA

2OI.IA
+ −

∠ =  

                             
2 2 2

2 2

R(R 2r) r (p a) R
2OI.IA

r 2rR (p a)
2OI.IA

− + + − −
=

− + −
=
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េដយb c 2a+ =  េនាះ a b c 3ap
2 2

+ +
= =  

2
3a 3a 3a( a)( b)( c) a(3a 2b)(3a 2c)2 2 2r 3a 12a

2

− − − − −
= =  

     
2 29a 6(b c)a 4bc 4bc 3a

12 12
− + + −

= =  

េហយ abc bcR 2rR 3a 32( )
2

= = =  

េគបាន

2
24bc 3a bc 3a( a)

12 3 2cos OIA 0
2OI.IA

−
− + −

∠ = =  

េគបាន oOIA 90∠ =  ។ 

ដូចេនះ  oOIA 90∠ =  លុះ្រតែតAB,BC,CA  ជាស៊�ីតនព�ន�  
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លំហាតទ�៧ 

េគឱ្យ្រតីេកABC  មួយមាន្រជ�a ,b ,c  និងមានៃផ�្រកS   ។ 

ឧបមាDEF  ជា្រតីេកណចរឹកក�ុង្រត ABC   ។ 

ចូរ្រសយប ��ក 
28SDE EF FD

abc
+ + ≥    

ដំេណាះ្យ 

្រសយប ��ក 
28SDE EF FD

abc
+ + ≥    

 

 

 

 

តងBD x , CE y , AF z= = =  េនាះ
0 x a
0 y b
0 z c

< <
 < <
 < <

 

A  

B  C  D  

E  

F  
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េគបានDC a x , AE b y , BF c z= − = − = −  

តម្រទឹស�ីបទកូសុីនូសក�ុង្រតីេBDF  េគបា  ៖  

Bc)zc(x2)zc(xD F 222 −−−+=  

េដយcosB cos( (A C)) cos(A C)= π − + = − +  

េនាះ 2 2 2DF x (c z) 2x(c z)cos(A C)= + − + − +  

           2 2[xcos A (c z)cosC] [xsin A (c z)sinC]= + − + − −  

េគទញបាDF | xcos A (c z)cosC |≥ + −  

្រសយដូចគា�ែ DE | y cosB (a x)cos A |= + −  

និង EF | z cosC (b y)cosB |= + −  ។ 

េដយេ្របវិសមភាព្រតីេកណេ គប 

DE EF FD | acos A bcosB ccosC | (1)+ + ≥ + +  

តងT acos A bcosB ccosC= + +  
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         2

3 2 2

R sin 2A R sin 2B R sin 2C
R(sin 2A sin 2B sin 2C)
4R sin AsinBsinC

abc abc abc 8S4R. abc abc8R 2R 2( )
4S

= + +
= + +
=

= = = =
 

ដូចេនះ 
28SDE EF FD

abc
+ + ≥    ។ 
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លំហាតទ�៨ 

េគយក I  និង O  ជាផ�ិតរង�ង់ចរឹកក�ុង និ ង ចរឹ កេ្រ ABC∆ ។ 

រង�ង់ Aω ចរឹកក�ុងមុំ A  វប៉ះេទនឹAB , AC  និង BC  េរៀងគា  

្រតង់ច នុចK ,M  និង N  េរៀងគា�   

េបសិនជាច នុចកណា� P  ៃនអង�ត់ KM  ស�ិតេនេលរង�ង់ចរឹកេ  

ៃន្រតីេកABC  េនាះចូរបង �ញថាបីចំនO , I , N  រត់ រតង់គ ។ 
ដំេណាះ្រ 

្រសយប ��ក់ថាបីចំនO , I , N  រត់ រតង់គ  

 

 

 

 

A  

B  

C  

P  Q
 K  

M  N  

I  

O  
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យក Q  ជាច នំុច្របសព�ទីពីររវងបនា PM  ជាមួយរង�ង់(ABC)  

តងKP PM x= =   និង PQ y=  ។ 

េយងមានKB p c= −  និង MC p b= −  ។ 

តម្រទឹស�ីបទស�័យគុណៃនចំនុK  និង M  េធៀបនឹងរង�ង់ (ABC)  

េគមានKP.KQ KA.KB=  និង MP.MQ MC.MA=  

ឬ x(x y) p(p c)+ = −   និង x(x y) p(p b)− = −  

បូកសមីករពីរេនះេគបា 22x p(2p b a) pa= − − =  

ឬ 2 1x pa
2

=   េហតុេនះ 2 2MK 4x 2pa= =  ។ 

តម្រទឹស�ីបទកូសុីនូសអនុវត�ន៍ក�ុង្រតីេAKM  េគមា  ៖  

2 2 2MK MA KA 2MA.KAcos A= + −  

េដយMA KA p= =  និង 2MK 2pa=  េនាះេគប  ៖  

2 2 2 2 A2pa 2p 2p cos A 4p sin
2

= − =   ឬ 2 Aa 2psin
2

=  
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ែត A (p b)(p c)sin
2 bc

− −
=  

េគបាន 2p(p b)(p c)a
bc

− −
=  ឬ  abc 2p(p b)(p c) (1)= − −  

យក D  ជាចំេណាលែកងៃI  េល BC េហយសន�តថាN'  

ជា្របសព�រវ(OI)  ជាមួយ[BC]  និង តងE  ជាច នំុចកណា�លៃ

BC  ។  

ឧបមាថN' N=  េនាះេគបាN'C NC p b= = −  

េដយBD p b= −  េនាះេគបាED EN'=  ឬ E  ជាច នំុចកណា  

ៃនអង�ត់ [DN']  ។ 

្រតីេកណែកN'DI  និង្រតីេកណែកN'EO  មានមុំ DN'I∠  

រមួវជា្រតីេកណដូចគ  

េហតុេនះេគបាន DI DN' 2DE 2
EO EN' EN'

= = =  ឬ DI 2.EO=   

េគមាន BOCBAC EOC
2

∠
∠ = = ∠   ។ 
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ក�ុង្រតីេកណែកEOC  េគមាន OEcos EOC cos A
OC

∠ = =  

េគទញOE OC.cos A=   នាំឱ្DI 2.OC cos A=  

យក DI r=  និង OC R=  (កំរង�ង់ចរឹកក�ុង និង េ្  ABC∆  ) 

េគបានr 2R cos A=  ឬ  rcos A
2R

=  

តមរូបមន�ៃផ�្រកឡា ABC∆  េគមាន abcS pr
4R

= =  

និង្រទឹស�ីបទកូសុីនូស
2 2 2b c acos A

2bc
+ −

=  

េគបាន 
2 2 2 2

S
b c a 2Sp

abc2bc abcp
2S

+ −
= =  

ឬ 2 2 2 24S ap(b c a )= + −  ែត S p(p a)(p b)(p c)= − − −  

េគបាន 2 2 24p(p a)(p b)(p c) ap(b c a )− − − = + −  

ឬ 2 2 24(p a)(p b)(p c) a(b c a )− − − = + −  
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េដយ 2 2 2 2 2b c a (b c) a 2bc+ − = − − +  

                    
2bc (b c a)(b c a)
2bc 4(p b)(p c)

= + − + − −
= − − −

 

េនាះ4(p a)(p b)(p c) 2abc 4a(p b)(p c)− − − = − − −  

ឬ abc 2(p a)(p b)(p c) 2a(p b)(p c)= − − − + − −  

ឬ abc 2p(p b)(p c) (2)= − −  

តមទំនាក់ទំន(1)  និង (2)  ប��ក់ថាករឧប N' N=  ពិត 

ដូចេនះបីចនំុច O , I , N  រត់ រតង់គា�  
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លំហាតទ�៩   (Indonesia National Science Olympiad 2009) 

ចំេពះ្រគប់្រតីេABC េគយក F,E,D  ជាច នំុចស�ិតេនេលអង�ត 

]BC[   ]A B[,]C A[  េរៀងគា� ។ យក P  ជាច នំុច្របសព�រវ ]AD[   

និង ]EF[  ។ 

ចូរ្រសយ B
A
AD B

A E
A CD C

A F
A B

×=×+×   ។ 

ដំេណាះ្រ 

្រសយប ��ក់ថ AB AC ADDC DB BC
AF AE AP

× + × = ×  
 

   

 

 

 

A  

B  C  

F  

E  

I  

J  

D  

P  
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សង់ (BI) / /(EF)  និង (CJ) / /(EF)  ែដល I ,J (AD)∈  ។ 

េគមាន IBD∆  និង JCD∆  ដូចគា�េនាះ េគប ID DB
JD DC

=  

ឬ ID JD ID JD IJ
DB DC DB DC BC

+
= = =

+
 ឬ DB.IJID

BC
=   

និង IJ.DCJD
BC

= ។ 

េគមាន DB.IJAI AD ID AD
BC

= − = −  

េគបាន AI.DC AD.DC DB.IJ.DC (1)
AP AP AP.BC

= −  

ម៉្ យោងេទៀAJ AD JD= +   ែត IJ.DCJD AD
BC

= +  

េគបាន AJ.DB AD.DB DB.IJ.DC (2)
AP AP AP.BC

= +  

បូកសមភាព(1) & (2)  េគបា  ៖  

AI.DC AJ.DB AD.DC AD.DB AD.BC (3)
AP AP AP AP

+
+ = =  

េ្រពDC DB BC+ =  ។ 
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េគមាន ABI∆  និង AFP∆ ដូចគា�េនាះ េគប AB AI (4)
AF AP

=  

េគមាន  និង AJC∆  ដូចគា�េនាះ េគប AC AJ (5)
AE AP

=  

យកសមីករ ជំនួសក�ុង (3)  េគបា  ៖  

AB AC ADDC DB BC
AF AE AP

× + × = ×  ពិត  ។ 

 

 

 

 

 

 

 

 

A P E∆

)5(&)4(
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លំហាតទ�១០  (Hong Kong National Olympiad 1999) 

េគយក I  ជាផ�ិតរង�ង់ចរឹកក�ុង និ O  ជារង�ង់ចរឹកេ្រកៃន្រ

ABC ែដលមិនែមនជា្រតីេកណសមង្ 

ចូរបង �ញថ oAIO 90∠ ≤  លុះ្រតែ2BC AB AC≤ +   

ដំេណាះ្រ 

បង �ញថ oAIO 90∠ ≤  លុះ្រតែ2BC AB AC≤ +    

 

 

 

 

 

 

 

A 

B 

C 

I 

O 

H 
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តងa ,b ,c  ជា្រជ�ង និr ,R  ជាកំរង�ង់ចរឹកក�ុងកំរ ង�ង់ចរឹកេ  

្រតីេកABC   ។  េប oAIO 90∠ ≤  េនាះ
2 2 2OI IA OA (1)+ ≥ ,យក H  ជាចំេណាលែកងៃI  េល [CA]    

េគបានIH r , AH p a= = −   ែដល a b cp
2

+ +
=  

ក�ុង AIH∆ ⊥  េគមាន 2 2 2IA (p a) r= − +  

តមរូបមន�Euler  េគមាន 2 2OI R 2rR= −   េហយ OA R=  

ទំនាក់ទំនង(1)  អចសរេសរ 2 2 2 2(p a) r R 2rR R− + + − ≥  

2 2

2

2

2 2

(p a) r 2rR
(p a)(p b)(p c) abc(p a) 2 .R

p 4Rp

2p(p a) 2(p a)(p b)(p c) abc

2(p a)[p ap p (b c)p bc] abc
(b c a)bc abc
b c 2a

⇔ − + ≥
− − −

⇔ − + ≥

⇔ − + − − − ≥

⇔ − − + − + + ≥
⇔ + − ≥
⇔ + ≥

 

ដូចេនះ oAIO 90∠ ≤  លុះ្រតែ2BC AB AC≤ +   ។ 
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លំហាតទ�១១ (IMO 1970) 

ក�ុងេត្រតែអ៊ABCD  មួយមាន oBDC 90∠ =  

េហយេជងៃនចំេណាលែកងពីD  េទប�ង់(ABC)  

ជា្របសព�ៃនកម�ស់ ABC∆ ។ 

ចូរ្រសយ 2 2 2 2(AB BC CA) 6(AD BD CD )+ + ≤ + +   

េតេពលណាេទបេយងបានសម? 

ដំេណាះ្រ 

  

 

 

 

 

 

D 

H 
E 

F 
B 

C 
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សង់កម�ស់ [CE]   និង [BF]  ៃន្រតីេកABC  េហយតងH  

ជា្របសព�រវងកម�ស់ៃន្រតីេកណ 

េគមាន(CED) (ABC)⊥   និង (AB) (CE)⊥  ែដល (CE)   

ជាបនា �ត់្របសព�រវងប(CED)  និង (ABC)  េនាះេគទញ 

(AB) (CDE)⊥  េហយេដយ(DE) (CDE)⊂ េនាះេគប 

(AB) (DE)⊥  នាំឱ្ BED∆  ជា្រតីេកណែកង្រE  ។ 

តម្រទឹស�ីបទពីតគ  2 2 2BD DE EB (1)= +   

តមសម�តិកម� oBDC 90∠ = េនាះ BDC∆ ជា្រតីេកណែកង្រD  

េគបាន 2 2 2BC BD CD (2)= +  

យក (1)  ជួសក�ុង (2)  េគបាន 2 2 2 2BC DE EB CD= + +  

ែត 2 2 2BC CE EB= +  េនាះេគទញ  ៖  

2 2 2 2 2CE EB DE EB CD+ = + +  ឬ 2 2 2CE DE CD= +  

នាំឱ្ CED∆  ជា្រតីេកណែកង្រD  ។ 
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េគបាន (CD) (ED)⊥  និង (CD) (BD)⊥  េនាះ(CD) (ABD)⊥  

េដយ(AD) (ABD)⊂  េនាះ(CD) (AD)⊥  នាំឱ្ CDA∆   

ជា្រតីេកណែកង្រD  ។ 

្រសយដូចគា�ែដរេគ (AD) (BD)⊥  នាំឱ្យ ADB∆  

ជា្រតីេកណែកង្រD  ។  

តម្រទឹស�ីបទពីតគរ័េគប

2 2 2

2 2 2

2 2 2

AB AD BD

BC BD CD

CA AD CD

 = +
 = +


= +

 

េគទញ 2 2 2 2 2 2AB BC CA 2(AD BD CD ) (3)+ + = + +  

តមវិស មភាCauchy Schwarz−  េគមា  ៖  

2 2 2 2(AB BC CA) 3(AB BC CA ) (4)+ + ≤ + +  

2 2 2 2(AB BC CA) 6(AD BD CD )+ + ≤ + +   ពិត 

វិស មភាពេនះក �យជាសមភាពលុះ្AB BC CA= =  

ក�ុងករណី េនាះេគបាABC  ជា្រតីេកណសមង។ 
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លំហាតទ�១២ 

េគឱ្យABC  ជា្រតីេកណមួយេហD  ជាេជងៃនកម�ស់គូ 

ពីកំពូល A  ។ 

យក E  និង F  ស�ិតេនេលបនា �ត់កតD  េដយដឹងថAE  

ែកងនងឹ BE េហយ AF  ែកងនងឹ CF  ែដល E  និង F  ខុសព ីD   

យក M  និង N ជាចំណុច កណា�លៃនអង �តBC  និង EF  េរៀងគា�   

ចូរ្រសយAN  ែកងនឹង NM  ។ 

ដំេណាះ្រ 

 

 

 

 

 

A 

B C D M 

N 

Q 

P 
E 

F 



គណ�ត�ទ�េ្រជីសេរ� 
 

 

េរៀបេរៀងេដាយ ល�ម ផល�ុ  ទំពរ ័155 

 

តង 1(w )  និង 2(w )  ជារង�ង់មានអង�ត់ផ�ិតេរៀងគ AB  និង AC  ។ 

េគបាន 1E (w )∈  េ្រពះAE BE⊥  េហយ 2F (w )∈  េ្រព

AF CF⊥ ។ 

តងP  និង Q  ជាច នំុច្របសព�រវងបនា (AN)  ជាមួ 1(w )  និង 

2(w ) េរៀងគា�   

ចំនុច N  េនេ្រករង� 1(w )  េនាះេគបាNE.ND NQ.NA (1)=  

េ្រពN  ជាចំណុច កណា�លៃ EF  ។ 

ចំេពះរង�ង់ 2(w )  េគមានNF.ND NP.NA (2)=  

តម(1) & (2)  េគទញបាNQ.NA NP.NA=  ឬ NQ NP=  

េដយMB MC=  េនាះេគបាMN / /PC  េហយេដយ

AP PC⊥  

ដូចេនះ AN NM⊥   ។ 
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លំហាតទ�១៣ ( IMO 1981) 

េគយក P  ជាចំណុចមួយេនក�ុង្រតីេ ABCេហយ D,E,F  

ជាេជងៃនចំេណាលែកងពP  េទបនា �តBC,CA , AB  េរៀងគា�   

ចូរកណំត់ រគប់ចំណុច P  េដម្បីឲ្ BC CA AB
PD PE PF

+ +  អប្បបរមា 

ដំេណា្រស 

កំណត់ រគប់ចំណុច P 

 

 

 

 

 

 

A 

P 
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F 
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តងBC a, AC b , AB c= = =  ជា្រជ�ងរបស់្រតីេក 

យក PD x , PE y , PF z= = =   ជាចម ា�យពPេទបនា �ត

BC,CA , AB  េរៀងគា�   

ៃផ�្រកឡាៃន្រតីេABCកំណត់េដយ  

PBC PCA PAB
1S S S S (ax by cz)
2

= + + = + +  

េគទញax by cz 2S+ + =  ។  តមវិស មភ Cauchy-Schwarz

2 a b c(a b c) (ax by cz)( )
x y z

+ + ≤ + + + +   

េគទញ
2BC CA AB a b c (a b c)

PD PE PF x y z 2S
+ +

+ + = + + ≥    

វិស មភាពេនះក �ជាសមភាពលុះ្ byax cz
a b c
x y z

= =  

េគទញបាx y z= =  េនាះមានន័ BC CA AB
PD PE PF

+ +  អប្បបរ 

េនេពលែដលចំណុច Pជាផ�ិតរង�ង់ចរឹកក�ុងៃន្រតីេក  
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លំហាតទ�១៤  

េគយក P  ជាចំណុចមួយេនក�ុង្រតីេ ABCេហយ D,E,F  

ជាេជងៃនចំេណាលែកងពP  េទបនា �តBC,CA , AB  េរៀងគា�   

ចូរ្រសយPA PB PC 2(PD PE PF)+ + ≥ + +   ។ 

ដំេណា្រស 

្រសយPA PB PC 2(PD PE PF)+ + ≥ + +   

  

 
 

 

 

 

 

A 
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P 

D 
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េគមាន oPDC PEC 180∠ +∠ =  េនាះPDCE ជាចតុេកណច  

ក�ុងរង�ង់អង�ត់ផ�ិត PC  ។ 

តម្រទឹស�ីបទកូសុីនូសអនុវត�ន៍ក�ុ PDE∆  េគបាន  

2 2 2DE PD PE 2PD.PE.cos DPE= + − ∠  ែត oDPE 180 C∠ = −  

2 2 2

2 2 o

2 2

2 2

DE PD PE 2PD.PE.cosC

PD PE 2PD.PE.cos(180 (A B))

PD PE 2PD.PEcos(A B)

(PDsinB PEsin A) (PDcosB PEcos A)

= + +

= + + − +

= + − +

= + + −

 

េ្រពcos(A B) cos AcosB sin AsinB+ = −  ។ 

ែត 2(PDcosB PEcos A) 0− ≥  េនាះDE PDsinB PEsin A≥ +  

្រតីេកCDE  ចរឹកក�ុងរ ង�ង់អង�ត់ផ�ិតPC  េនាះតម្រទឹស�ីបទសុី 

េគបាន DE sinB sin APC PD. PE. (1)
sinC sinC sinC

= ≥ +   

្រសយបំភ�ឺដូចគា�ែដរេគ  sinB sinCPA PF. PE. (2)
sin A sin A

≥ +  
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និង sin A sinCPB PF. PD. (3)
sinB sinB

≥ +  ។ 

េធ�ផលបកូវិស មភាព (1),(2) និង (3) េគបាន
sinC sinB sinC sin A sinB sin APA PB PC PD( ) PE( ) PF( )
sinB sinC sin A sinC sin A sinB

+ + ≥ + + + + +

តមវិស មភាAM GM−  េគមាន  

sin A sinB sinC sin A sinB sinC2 , 2, 2
sinB sin A sin A sinC sinC sinB

+ ≥ + ≥ + ≥  

ដូចេនះ PA PB PC 2(PD PE PF)+ + ≥ + +   ។ 
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លំហាតទ�១៥ 

េគឲ្យ្រតីេកABCមួយនិង P  ជាចំណុចមួយេនក�ុង្រតីេ

ABC  ។ ចូរ្រសយប ��ក់ថា យា៉ងតិចមួយៃន  PAB, PBC∠ ∠  

និង PCA∠  ្រត�វតូចជាង ឬ េស�េទន o30   ។ 

ដំេណា្រស 

 

 

 

 

 

េយងសន�តថា PAB , PBC , PCA∠ = α ∠ = β ∠ = γ  

យក Q,R ,S ជាចំេណាលែកងៃP  េល BC,CA, AB  េរៀងគា�   

េគបាន PS PQ PRsin , sin ,sin
PA PB PC

α = β = γ =   ។ 

A 

B C 

P 

Q 

R 
S 
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ឧបមាថាមុ , ,α β γ  ទំងអស់សុទ�ែតធំជា o30  េនាះមុំ , ,α β γនីមួយៗ 

្រត�វតូចជា o150 ។ េគបាន 1 1 1sin , sin ,sin
2 2 2

α > β > γ >  

េគទញ PS 1 PQ 1 PR 1, ,
PA 2 PB 2 PC 2

> > >  

េហតុេនះ PA PB PC 2(PQ PR PS)+ + < + +   

េដយPA PB PC 2(PQ PR PS)+ + ≥ + +   

(វិស មភាពErdos-Mordell  : េមលស្រមាយលំហត់ទ) 

នាំឲ្យករឧបមាខងេលមិន 

ដូចេនះយា៉ងតិចមួយៃនមុំ  PAB, PBC∠ ∠  និង PCA∠  ្រត�វតូចជាង 

េស�េទនឹង o30   ។ 
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លហំត់អនុវត�ន 

១-រង�ង់ចរឹកក�ុងៃន្រត ីេកABC  ប៉ះនឹង្រជ�ងBC,CA , AB  
 េរៀងគា�្រតង់ចំណុ  D,E,F  ។  

 ្រសយ
2 2 2BC CA AB 12

EF FD DE
     + + ≥     
     

 

២-េគឱ្យ្រតីេកABC  មួយមានកម�ស់AD, BE ,CF   ។ 

   ្រសយ
2 2 2EF FD DE 3

BC CA AB 4
     + + ≥     
     

 

៣-េគយក P  ជាច នុចេនក�ុង្រតីេABC  េហយ D,E,F   
   ជា្របសព�រAP ,BP ,CP  ជាមួយ្រជ�BC,CA , AB េរៀងគា�   

    ចូរ្រសយ AD BE CF 9
AP BP CP 2

+ + ≥   ។ 

៤-េគតង 1 1 1A ,B ,C ជាបី ចំ នុចស�ិតេនេល្រជBC,CA , AB ៃន 

ABC∆ ។ ចូរបង �ញថ 1 1 1AA BB CC1 3
2 AB BC CA 2

+ +
< <

+ +
  ។ 
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៥-េគមាន្រតីេកABC  មួយមាន្រជ�a ,b ,c  និងៃផ�្រកលS  ។ 
តងT  ជាៃផ�្រកឡាៃន្រតីេកណសមង្ស័ចរឹកក�ុង ABC

ខងេល  ចូរ្រសយ S34cba
S32T 222

2

+++
≥   ។ 

៦-េគមាន្រតីេកណពABC  និង XYZ  ចរឹកក�ុងរ ង�ង់ែតមួយ  
េគដឹងថាAX / / BC , BY / /CA , CZ / /AB  ។ 
តងa ,b ,c  ជា្រជ�ងៃ ABC∆  និង x,y,z ជា្រជ�ងៃ XYZ∆  ។ 

្រសយ x y z 1
a b c
+ +

≤
+ +

 និង x y z 3
a b c
+ + ≤   ។ 

៧-េគឱ្យ្រតីេកABC  មួយែកង្រតង់A  និងមានកម�ស់AH h=  

តងr  ជាកំរង�ង់ចរឹកក�ុងៃន្រតីេក  

ចូរ្រសយ r 12 1
h 2

− ≤ <   ? 
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៨-េគតងP  ជាច នុចមួយេនក�ុង្រតីេABC  េហយយក 

D,E,F  ជាច នំុច្របសព�រវងបនា AP ,BP ,CP  ជាមួយ្រជ�

BC,CA, AB េរៀងគា�   

ចូរ្រសយ AP BP CP 6
PD PE PF

+ + ≥   និង AP BP CP. . 8
PD PE PF

≥  

៩-ក�ុង្រតីេកABC  មួយចរ្រស  ៖  

2 2 2 2 2 2cos A cos B cos B cos C cos C cos A r1
cos A cosB cosB cosC cosC cos A R

+ + +
+ + ≥ +

+ + +
 

១០-េគមាន្រតីេកABC  មួយែកង្រតង់A  ។ តងM  ,N ,P  

ជាច នុចប៉ះរវងរង�ង់ចរឹកក�ុងជាមួយ្ BC,CA, AB  ។ 

ចូរ្រស 4 3MN MP BC
9

+ ≤   ។ 

១១-្រតីេកABC មួយចរឹកក�ុងរ ង�ង់ផ�ិតO  កំR  ។  
តង 1 2 3R ,R ,R ជាកំរង�ង់ចរឹ កេ្រក្រOAB,OBC,OCA  

េរៀងគា� ។ ្រស
1 2 3

1 1 1 3 2 3
R R R R

+
+ + ≥    
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១២-(APMO, 1996) តងa,b,c  ជា្របែវង្រជ�ងៃន្រតីេកណម 
ចូរបង �ញ a b c b c a c a b a b c+ − + + − + + − ≤ + +  
១៣-(IMO, 1964) តងa,b,c  ជា្របែវង្រជ�ងៃន្រតីេកណម

ចូរបង �ញ 2 2 2a (b c a) b (c a b) c (a b c) 3abc+ − + + − + + − ≤  
១៤-(IMO, 1983) តងa,b,c  ជា្របែវង្រជ�ងៃន្រតីេកណម

ចូរបង �ញ 2 2 2a b(a b) b c(b c) c a(c a) 0− + − + − ≥  ។ 

១៥-េគឱ្យ្រតីេកABC  មួយែកង្រតង់A   ។   
ចំេពះ្រគប់ចំនួនគតn 2≥ ចូរ្រសយ n n nAB AC BC+ ≥   ។ 

១៦-តង a b ch ,h ,h  ជា្របែវងកម�ស់ៃន្រតីេABC  

មួយែដលចរឹកេ្ រករង�ង់ផ�I  និងកំr  ។  ចូរ្រស៖ 

ក. 
a b c

1 1 1 1
r h h h
= + +                          

ខ. a b ch h h 9r+ + ≥  
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១៧-(Korea, 1995)េគឱ្យ្រតីេកABC  មួយេហយតងL,M ,N   

ជាច នុចស�ិតេល្រជ�ងBC,CA , AB  េរៀងគា� ។ ត P ,Q  និង R  

ជាចំណុច្របសព�រវងបន  AL,BM  និង CN ជាមួយរង�ង 
ចរឹកេ្ រក ABC∆  េរៀងគា�    

ចូរ្រសយ AL BM CN 9
LP MQ NR

+ + ≥   ។ 

១៨-(Shortlist IMO, 1997)  ្របែវង្រជ�ងៃនឆេកABCDEF  

េផ��ងផា�ត់ AB BC,CD DE= =  និង EF FA=  ។  

ចូរ្រសយ 2
3

F C
F A

D A
D E

B E
B C

≥++  ។ 

១៩-េគយក AD,BE,CF  ជាកម�ស់ៃន្រតីេកABC  េហយ 

PQ,PR,PS ជាចម ា�យពីចំនុP  េទ្រជ�BC,CA, AB  េរៀងគា�   

ចូរបង �ញថ AD BE CF 9
PQ PR PS

+ + ≥   ។ 
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២០-េប P  ជាច នំុចេនក�ុង្រតីេABC  ែដល 

PA ,m PB,n PC= = = េនាះចូរបង �ញថ

2 2 2( m mn n )( m n) a b m c n+ + + + ≥ + +     
ែដល a ,b ,c  ជា្រជ�ងៃ ABC∆  ។ 
២១-(APMO, 1997)េគឱ្យABC  ជា្រតីេកណមួយ 
បនា�ត់ពុះក�ុងៃនមុំ A  ជួបអង�ត់ BC ្រតង់X និងជួបរង�ង់ចរឹកេ្ រក

ABC∆  ្រតង់Y  ។ តង a
AXL
AY

=  ។ 

េគកំណត់ bL  និង cL  តមរេបៀបដូចគ ា�ែដរ 

ចូរ្រសយ a b c
2 2 2

L L L 3
sin A sin B sin C

+ + ≥  ? 

 
                                                            េរៀបេរៀងេដយលមឹ ផល�ុន 

                                                                                              Tel: 017 768 246 

                                                                  0TUwww.mathtoday.wordpress.com U0T 

 

http://www.mathtoday.wordpress.com/

	01. Book
	02.Introduction
	03.Math Vol#01

