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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

្របធានលហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ

លហំាត់ទី ១:
េគឱ្យស្វ�តី {bn} មាន b1 = 2, bn+1 =

3bn + 4
2bn + 3

, n ∈ N ។ រក bn ជាអនគុមនៃ៍ន n។

ដំេណាះ្រសាយ

ដំបូងេយងី្រត�វេដាះ្រសាយសមីការ λ = 3λ + 4
2λ + 3

λ =
3λ + 4
2λ + 3

⇒ 2λ2 + 3λ = 3λ + 4⇒ λ = ±
√

2

េនាះ bn+1 −
√

2

bn+1 +
√

2
=

3bn + 4 −
√

2 (2bn + 3)

3bn + 4 +
√

2 (2bn + 3)
=

(√
2 − 1

)2(√
2 + 1

)2 ·
bn −

√
2

bn +
√

2

តាង cn =
bn −

√
2

bn +
√

2
, n ∈ N េនាះ cn+1 =

(√
2 − 1

)4
· cn និង c1 =

2 −
√

2

2 +
√

2
=(√

2 − 1
)2

េយងីបាន cn =
(√

2 − 1
)2
·
(√

2 − 1
)4(n−1)

=
(√

2 − 1
)4n−2

ែត bn −
√

2

bn +
√

2
= cn ⇒

bn√
2
=

1 + cn

1 − cn
⇒ bn =

√
2 ·

1 +
(√

2 − 1
)4n−2

1 −
(√

2 − 1
)4n−2

លហំាត់ទី ២:
ផលបកូ n តដួបងូៃនស្វ�តី {an} គ ឺS n = −an −

(
1
2

)n−1

+ 2, n ∈ N។ រក an ជាអនគុមនៃ៍ន
n។

ដំេណាះ្រសាយ

•េបី n = 1 េយងីបាន a1 = −a1 − 1 + 2

េនាះ a1 =
1
2

•េបី n ≥ 2
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

S n − S n−1 = −an −
(
1
2

)n−1

+ 2 + an−1 +

(
1
2

)n−2

− 2

⇒ an = −an + an−1 +

(
1
2

)n−1

⇒ an =
1
2

an−1 +
1
2n

គុណអង្គទាងំពីរៃនសមភាពេដាយ 2n

⇒ 2nan = 2n−1an−1 + 1, n ≥ 2
េនាះស្វុ ីត {2nan, n ≥ 1}ជាស្វុ ីតនព្វន្តមានតួទី១ និងផលសងរមួេស្មី 1
េយងីបាន 2nan = n ឬ an =

n
2n

លហំាត់ទី ៣:
េដាះ្រសាយសមកីារ 8sin2x + 8cos2x = 10 + cos2y។

ដំេណាះ្រសាយ

⇔ 8sin2x + 81−sin2x − 9 = 1 + cos2y

⇔ t +
8
t
− 9 = 2cos2y ែដល t = 8sin2x(1 ≤ t ≤ 8)

⇔ (t − 1)(t − 8)
t

= 2cos2y

េដាយអង្គខាងេឆ្វង≤ 0 និងអង្គខាងសា្ត ≥ំ 0 េនាះសមីការេកីតមានកាលណា


t = 1
t = 8

cos2y = 0

⇔


8sin2x = 1

8sin2x = 8
cos2y = 0

⇔
sin2x = 0

cosy = 0
⇔

x =
kπ
2

y =
π

2
+ lπ (k, l ∈ Z)

លហំាត់ទី ៤:
េគឱ្យអនគុមន ៍ y = 2

3
x3 + (cosa − 3sina)x2 − 8(cos2a + 1)។

ក) ្រសាយបញ្ជ ក់ថា ចេំពាះ្រគប់ a អនគុមនែ៍ដលឱ្យមកមានតៃម ្លអតបិរមា នងិអប្បបរមាជានចិ ្ច។
ខ) អនគុមនេ៍នះមានអតបិរមា នងិអប្បបរមា្រតង់ចណុំច x1 នងិ x2។
្រសាយបញ្ជ ក់ថា x2

1 + x2
2 ≤ 18។

ដំេណាះ្រសាយ
គណិតវЋទŜថា្ន ក់មធ្យមសិក⅝ 2



នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

ក) ្រសាយបញ្ជ ក់ថា ចំេពាះ្រគប់ aអនុគមន៍ែដលឱ្យមកមានតៃម្លអតិបរមានិងអប្បបរមាជានិច្ច
េយងីមាន y =

2
3

x3 + (cosa − 3sina)x2 − 8(cos2a + 1)

⇒ y′ = 2x2 + 2(cosa − 3sina)x − 8(cos2a + 1)
េបី y′ = 0⇔ 2x2 + 2(cosa − 3sina)x − 8(cos2a + 1) = 0
ឬ x2 + (cosa − 3sina)x − 8cos2a = 0 (1)
ពិនិត្យ : ∆ = (cosa − 3sina)2 + 32cos2a > 0 ចំេពាះ្រគប់ a
េនាះសមីការ (1) មានឫសពីរេផ្សងគា្ន ចំេពាះ្រគប់ a
ដូចេនះ ចំេពាះ្រគប់ a អនុគមន៍ែដលឱ្យមកមានតៃម្លអតិបរមា និងអប្បបរមាជានិច្ច
ខ) ្រសាយបញ្ជ ក់ថា x2

1 + x2
2 ≤ 18

េយងីមាន x2
1 + x2

2 = (x1 + x2)2 − 2x1x2

េដាយ x1, x2 ជាឫសៃនសមីការ x2 + (cosa − 3sina)x − 8cos2a = 0

េនាះ
x1 + x2 = −(cosa − 3sina)

x1x2 = −8cos2a
េយងីបាន x2

1 + x2
2 = (cosa − 3sina)2 + 16cos2a
= cos2a − 6sinacosa + 9sin2a + 16cos2a

= 17cos2a + 9
(
1 − sin2a

)
− 3sin2a

= 8cos2a + 9 − 3sin2a

= 8
(
1 + cos2a

2

)
+ 9 − 3sin2a

= 13 + 4cos2a − 3sin2a ≤ 13 +
√

42 + 32 = 18 ពិត

Euler's Theorem: េគឱ្យ a,m ∈ Z ែដល m ≥ 1។ េបី (a,m) = 1 េនាះ
aφ(m) ≡ 1 (mod m)។

លហំាត់ទី ៥:
ចរូរកសំណលេ់ពលែដលេគែចក 910 + 9102

+ ... + 910100 នងឹ 7។

ដំេណាះ្រសាយ

េយងីមាន (9, 7) = 1 េនាះតាម្រទឹស្តីបទអឺែលរ 96 ≡ 1 (mod7)
េនាះ 910 ≡ 94 ≡ 38 ≡ 32 ≡ 2 (mod7)
ដូចគា្ន ែដរ 9102 ≡

(
910

)10 ≡ 210 ≡ 2 (mod7)

គណិតវЋទŜថា្ន ក់មធ្យមសិក⅝ 3



នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

ឧបមាថាពិតដល់ n = k គឺ 910k ≡ 2(mod7)
ពិនិត្យ : n = k + 1

910k+1
=

(
910k)10

≡ 210 ≡ 2 (mod7)
តាមកំេណីន : 910n ≡ 2 (mod7)
េយងីបាន 910 + 9102

+ ... + 910100 ≡ 2 · 100 ≡ 4 (mod7)
ដូចេនះ សំណល់ R = 7

Cauchy­Schwartz Inequality:
ចំេពាះចំនួនពិត a1, a2, ..., an និង b1, b2, ..., bn :
(a1b1 + a2b2 + ... + anbn)2 ≤

(
a2

1 + a2
2 + ... + a2

n

) (
b2

1 + b2
2 + ... + b2

n

)
។

េលីសពីេនះេបី a1, a2, ..., an មិនសូន្យ្រពមគា្ន េនាះសមភាពេកីតមានកាលណាមានចំនួន
េថរ k ែដល bi = kai ចំេពាះ i = 1, 2, 3, ..., n។
វបិាក ១:

n∑
i=1

a2
i

bi
≥

(∑n
i=1 ai

)2∑n
i=1 bi

ែដល a1, a2, ..., an, b1, b2, ..., bn ≥ 0 និង
n∑

i=1

bi , 0។

វបិាក ២:
n∑

i=1

ai

bi
≥

(∑n
i=1 ai

)2∑n
i=1 aibi

ែដល a1, a2, ..., an, b1, b2, ..., bn ≥ 0 និង
n∑

i=1

aibi , 0។

វបិាក ៣:
√√

n∑
i=1

ai ·

√√
n∑

i=1

bi ≥
n∑

i=1

√
aibi ែដល a1, a2, ..., an, b1, b2, ...,

bn ≥ 0។

លហំាត់ទី ៦:
រង ្វង់ចារកឹក ្ន�ង្រតេីកាណ ABC បះ៉ជាមយួ្រជងុ AB, AC នងិ BC េរៀងគា្ន ្រតង់ចណុំច C1, B1 នងិ

A1។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា
√

AB1

AB
+

√
BC1

BC
+

√
CA1

CA
≤ 3
√

2
។

ដំេណាះ្រសាយ

គណិតវЋទŜថា្ន ក់មធ្យមសិក⅝ 4



នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

A

B C

C1
B1

A1

x

y
z

តាង x = Ab1, y = BC1, z = CA1

⇒ AB = x + y, BC = y + z, AC = z + x

វសិមភាពែដល្រត�វ្រសាយកា្ល យជា :
√

x
x + y

+

√
y

y + z
+

√
z

z + x
≤ 3
√

2

ឬ
√√√ 1

1 +
y
x

+

√√√√ 1

1 +
z
y

+

√√√ 1

1 +
x
z

≤ 3
√

2

ឬ 1
√

1 + a2
+

1
√

1 + b2
+

1
√

1 + c2
≤ 3
√

2
ែដល a =

√
y
x
, b =

√
z
y
, c =

√
z
x
>

0 និង abc = 1
តាមវសិមភាព Cauchy­Schwartz: 1 · 1 + 1 · c ≤

√(
12 + 12) (1 + c2)

⇒ 1
√

1 + c2
≤
√

2
1 + c

1
√

1 + a2
+

1
√

1 + b2
≤

√
2
(

1
1 + a2 +

1
1 + b2

)
ែត 1

1 + a2 +
1

1 + b2 = 1 +
1 − a2b2(

1 + a2) (1 + b2) ≤ 1 +
1 − a2b2

(1 + ab)2 =
2

1 + ab

⇒

√
2
(

1
1 + a2 +

1
1 + b2

)
≤

√
4

1 + ab
=

2√
1 +

1
c

=
2
√

c
√

1 + c

តាមវសិមភាព AM­GM:
1

√
1 + a2

+
1

√
1 + b2

+
1

√
1 + c2

≤ 2
√

c
√

c + 1
+

√
2

1 + c

គណិតវЋទŜថា្ន ក់មធ្យមសិក⅝ 5



នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

=

√
2

1 + c

( √
2c(c + 1) + 1

)
≤
√

2
1 + c

(
2c + c + 1

2
+ 1

)
=

3
√

2
ពិត

លហំាត់ទី ៧:

េគឱ្យចនំនួគត់វជិ ្ជមាន n > 1។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា

√√√√√
2

√√√
2

√
4

√
...

√
(n − 1)

√
n < 3។

ដំេណាះ្រសាយ

ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់វជិ្ជមាន k :
k =
√

k2 =

√
1 +

(
k2 − 1

)
=

√
1 + (k − 1)(k + 1)

េយងីបាន 3 =
√

1 + 2 · 4 =
√

1 + 2
√

1 + 3 · 5 =

√
1 + 2

√
1 + 3

√
4 · 6 = ...

=

√
1 + 2

√
1 + 3

√
1 + ... +

√
1 + (n − 1)(n + 1)

េនាះ 3 =

√√√
1 + 2

√
1 + 3

√
1 + ... +

√
1 + (n − 1)

√
(n + 1)2 >√√√√√

2

√√√
2

√
4

√
...

√
(n − 1)

√
n ពិត

រេបៀបមួយេទៀត:√√√√√
2

√√√
3

√
4

√
...

√
(n − 1)

√
n <

√√√
2

√
3

√
4...

√
(n − 1)

√
(n + 1)2

=

√√√
2

√
3

√
4...

√
(n − 2)

√
(n − 1)(n + 1) <

√√√
2

√
3

√
4...

√
(n − 2)

√
n2

< .... <

√
2
√

3
√

52 < 3 ពិត

គណិតវЋទŜថា្ន ក់មធ្យមសិក⅝ 6



នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

លហំាត់ទី ៨:
េគឱ្យ a, b, c, d ជាចនំនួពតិវជិ ្ជមាន។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា a4 + b4 + c4 + d4 ≥ 4abcd
+ 4(a − b)2

√
abcd។

ដំេណាះ្រសាយ

េយងីមាន
√

abcd ≤ 2(ab + cd) (វសិមភាព AM­GM)
េនាះ 4abcd + 4(a − b)2

√
abcd ≤ 4abcd + 2(a − b)2(ab + cd)

េយងីបាន a4 + b4 + c4 + d4 =
(
a2 − b2

)2
+ c4 + d4 + 2a2b2

≥
(
a2 − b2

)2
+ 2c2d2 + 2a2b2

េយងីនិង្រសាយថា
(
a2 − b2

)2
+ 2c2d2 + 2a2b2 ≥ 4abcd + 2(a − b)2(ab + cd)

េដាយ 4abcd + 2(a − b)2(ab + cd) = 4abcd + 2
(
a2 − 2ab + b2

)
(ab + cd)

= 4abcd+2(a−b)2ab+2
(
a2 + b2

)
cd−4abcd = 2(a−b)2ab+2

(
a2 + b2

)
cd

វសិមភាពែដល្រត�វ្រសាយេទជា:(
a2 − b2

)2
+ 2c2d2 + 2a2b2 ≥ 2(a − b)2ab + 2

(
a2 + b2

)
cd(

a2 − b2
)2 − 2(a − b)2ab = (a − b)2

(
a2 + 2ab + b2 − 2ab

)
= (a − b)2

(
a2 + b2

)
≥ 1

2
(a − b)2(a + b)2 =

1
2

(
a2 − b2

)2

ដូេច្នះ េយងី្រគាន់ែត្រសាយថា : 1
2

(
a2 − b2

)2
+ 2c2d2 + 2a2b2 ≥ 2

(
a2 + b2

)
cd(

a2 + b2
)2

2
− 2

(
a2 + b2

)
cd + 2c2d2 ≥ 0(

a2 + b2
)2 − 4

(
a2 + b2

)
cd + 4c2d2 ≥ 0(

a2 + b2 − 2cd
)2 ≥ 0 ពិត

សមភាពេកីតមានកាលណា a = b = c = d។

លហំាត់ទី ៩:
O នងិ H ជាផ ្ចតិរង ្វង់ចារកឹេ្រក នងិអរតសូង់ៃន្រតេីកាណ ABC។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា :
ក) −−→OA +

−−→
OB +

−−→
OC =

−−→
OH ខ) −−→HA +

−−→
HB +

−−→
HC = 2

−−→
HO។
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

ដំេណាះ្រសាយ

M

A

B C

H

L D

O

ក) −−→OA +
−−→
OB +

−−→
OC =

−−→
OH

តាង D ជាចំណុចកណា្ត លៃន BC
+ ក្នុង្រតីេកាណ OBC:
−−→
OB +

−−→
OC = 2

−−→
OD

េនាះ −−→OA +
−−→
OB +

−−→
OC =

−−→
OA + 2

−−→
OD (1)

+ ក្នុងចតុេកាណ HLCM:
∠HLC = ∠HMC = 900

∠LHM = 1800 −C
∠AHM = C

េដាយ O ជាផ្ចិតរង្វង់ចារកឹេ្រក្រតីេកាណ ABC េនាះ ∠BOC = 2A
D ជាចំណុចកណា្ត លៃន BC
េនាះ ∠BOD = ∠COD = A និង OB = OC = OA = R (កាៃំនរង្វង់)
+ ក្នុង្រតីេកាណ OBD:

cosA =
OD
OB
=

OD
R
⇒ OD = RcosA

ឬ 2OD = 2RcosA (2)
+ ក្នង្រតីេកាណ AHM:

sinC =
AM
AH

(3)
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

ែតក្នុង្រតីេកាណ ABM, cosA =
AM
AB
=

AM
c

ឬ AM = ccosA
តាម (3):

sinC =
ccosA

AH
ឬ AH =

c
sinC

· cosA

ឬ AH = 2RcosA (េ្រពាះ a
sinA

=
b

sinB
=

c
sinC

= 2R) (4)

តាម (2)&(4) េយងីបាន 2OD = AH
េហយីេដាយ AH និង OD សុទ្ធែតែកងនឹង BC េនាះ AH ∥ OD
េនាះ −−→AH = 2

−−→
OD (5)

តាម (1)⇒ −−→OA +
−−→
OB +

−−→
OC =

−−→
OA +

−−→
AH =

−−→
OH

ខ) −−→HA +
−−→
HB +

−−→
HC = 2

−−→
HO

េយងីបាន −−→HA +
−−→
HB +

−−→
HC =

−−→
HA + 2

−−→
HD = 2

−−→
DO + 2

−−→
HD = 2

(−−→
DO +

−−→
HD

)
= 2

(−−→
HD +

−−→
DO

)
= 2
−−→
HO

The Euler Line and Euler Formula:
បនា្ទ ត់អឺែលរ (The Euler Line of a triangle) ភា្ជ ប់ពីផ្ចិតរង្វង់ចារកឹេ្រក
េទផ្ចិតរង្វង់ចារកឹក្នុង។ េគមាន្រតីេកាណ ABC មួយ។ O និង I ជាផ្ចិតរង្វង់ចារកឹេ្រក
និងចារកឹក្នុងៃន្រតីេកាណេនះ។ R និង r ជាកាេំរៀងគា្ន ៃនរង្វង់ចារកឹេ្រក និងចារកឹក្នុង។
្របែវង OI =

√
R(R − 2r)។

ស្រមាយបញ្ជ ក់
A

B C

I

O
S

T
N

D

∠DIC =
A
2
+

C
2
= ∠DCI
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

|DI| = |DC| = 2Rsin
A
2

|IN |
|IA| = sin

A
2

; |AI| = r

sin
A
2

តាង |OI| = x
េយងីបាន |S I| · |IT | = |AI| · |ID|

(R + x)(R − x) =
r

sin
A
2

· 2Rsin
A
2

x2 = R2 − 2Rr
x =
√

R2 − 2Rr
ដូចេនះ ចមា្ង យរវាងផ្ចិតរង្វង់ចារកឹក្នុង និងផ្ចិតរង្វង់ចារកឹេ្រកគឺ x =

√
R(R − 2r)

លហំាត់ទី ១០:
អដ ្ឋេកាណមយួមាន្រជងុមយួៗៃន្រជងុបនួជាប់តគា្ន មានរងា្វ ស់ 4 េហើយ្រជងុមយួៗៃន្រជងុជាប់តគា្ន បនួ
េទៀតមានរងា្វ ស់ 3 (របូ)។ រក្រកឡាៃផ ្ទៃនអដ ្ឋេកាណ។

4

4
4

4

3
33

3

ដំេណាះ្រសាយ

េយងីអាចតំេរៀប្រតីេកាណទាងំេនះ េដីម្បបីេង្កីតជាអដ្ឋេកាណថ្មី មានៃផ្ទេស្មីអដ្ឋេកាណចាស់។
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

4

4
4

4

3
33

3

r

េយងីសង់កាេរដូចរូបខាងេ្រកាម:

តាង x ជា្រជ�ងកាេរ េនាះ x = 4 +
3
√

2
2
+

3
√

2
2
= 4 + 3

√
2

ៃផ្ទ្រកឡាអដ្ឋេកាណគឺ S = Sកាេរ − 4S ្រតីេកាណតូច

S = x2 − 4 · 1
2
· 3
√

2
2
· 3
√

2
2
= (4 + 3

√
2)2 − 9 = 25 + 24

√
2 ឯកតាៃផ្ទ

3
√

2
2

3
√

2
2

រេបៀបមួយេទៀត:
តាង r ជាកាៃំនរង្វង់
α, βជាមុំមានរងា្វ ស់េស្មីពាក់កណា្ត លៃនមុំផ្ចិតអង្កត់ធ្នូ 4 និង 3

េយងីបាន 8α + 8β = 2π⇒ β = π
4
− α

sinα =
2
r
⇒ r =

2
sinα
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

sinβ =
3
2r
= sin

(
π

4
− α

)
=

cosα − sinα
√

2

⇒ 3
2r
=

cosα − sinα
√

2
⇔ 3
√

2 = 2r(cosα − sinα)

⇔ 3
√

2 = 2 · 2
sinα

(cosα − sinα)

េនាះ cotα =
4 + 3

√
2

4
េហយី cotβ = cot

(
π

4
− α

)
=

cotα + 1
cotα − 1

cotβ =

4 + 3
√

2
4

+ 1

4 + 3
√

2
4

− 1

=
1
3

(3 + 4
√

2)

+ កម្ពស់ៃន្រតីេកាណ OAB : h1 = 2cotα = 2 × 4 + 3
√

2
4

=
4 + 3

√
2

2

+ កម្ពស់ៃន្រតីេកាណ OCD : h2 =
3
2

cotβ =
3
2
· 1

3
(3 + 4

√
2) =

3 + 4
√

2
2

ៃផ្ទ្រកឡាអដ្ឋេកាណ S = 4
(
4h1 + 3h2

2

)
= 25 + 24

√
2 ឯកតាៃផ្ទ

លហំាត់ទី ១១:
្រសាយបញ្ជ ក់ថា alogbc = clogba។

ដំេណាះ្រសាយ

េយងីបាន alogbc = alogba×logac =
(
alogac

)logba

⇒ alogbc = clogba ពិត

លហំាត់ទី ១២:
បងា្ហញថា េបើ α, β, γ ជាម ុៃំន្រតេីកាណ ABC េនាះ cosα + cosβ + cosγ ≤ 3

2
។

ដំេណាះ្រសាយ

តាង
∣∣∣∣−−→BC

∣∣∣∣ = a,
∣∣∣∣−−→CA

∣∣∣∣ = b,
∣∣∣∣−−→AB

∣∣∣∣ = c

េយងីមាន −−→AB · −−→BC = −cacosβ,
−−→
BC · −−→CA = −abcosγ,

−−→
CA · −−→AB = −bccosα
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

−−→BC
a
+

−−→
CA
b
+

−−→
AB
c


2

= 3 − 2(cosα + cosβ + cosγ) ≥ 0

េនាះ cosα + cosβ + cosγ ≤ 3
2
ពិត

លហំាត់ទី ១៣:
្រសាយបញ្ជ ក់ថា

(
1 +

1
n

)n

<

(
1 +

1
n + 1

)n+1

(n ជាចនំនួគត់ធម ្មជាត)ិ។

ដំេណាះ្រសាយ

េយងីអនុវត្តវសិមភាព a1 + a2 + ... + an + an+1

n + 1
> n+1√a1a2...anan+1

(a1, a2, ..., an+1 > 0)

េដាយយក a1 = a2 = ... = an = 1 +
1
n
និង an+1 = 1

េយងីបាន n+1

√(
1 +

1
n

)n

<

1 +
(
1 +

1
n

)n

n + 1
= 1 +

1
n + 1

េនាះ
(
1 +

1
n

)n

<

(
1 +

1
n + 1

)n+1

(n ជាចំនួនគត់ធម្មជាតិ)

លហំាត់ទី ១៤:
េប ើ a1, a2, ..., an ជា n ចនំនួគត់វជិ ្ជមានខសុៗគា្ន ្រសាយបញ្ជ ក់ថា(
1 + a1 + a2

1

) (
1 + a2 + a2

2

)
...

(
1 + an + a2

n

)
a1a2...an

≥ 3n។

ដំេណាះ្រសាយ

ចំេពាះ a > 0 េយងីបាន 1 + a + a2

a
= 1 + a +

1
a
≥ 1 + 2 េ្រពាះ a +

1
a
≥ 2

េនាះ
1 + ai + a2

i

ai
≥ 3 ចំេពាះ i = 1, 2, ..., n

⇒

(
1 + a1 + a2

1

)
a1

·

(
1 + a2 + a2

2

)
a2

...

(
1 + an + a2

n

)
an

≥ 3 × 3 × ... × 3︸           ︷︷           ︸
n ដង
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

េនាះ
(
1 + a1 + a2

1

) (
1 + a2 + a2

2

)
...

(
1 + an + a2

n

)
a1a2...an

≥ 3n ពិត

លហំាត់ទី ១៥:
េប ើ a > b > 1 ្រសាយបញ្ជ ក់ថា an − bn > n(a − b) ចេំពាះ្រគប់ n ≥ 2។

ដំេណាះ្រសាយ

េយងីមាន a > b > 1 េនាះ a
b
> 1

⇒ 1 +
a
b
+

(a
b

)2
+

(a
b

)3
+ ... +

(a
b

)n−1
> n

⇒

(a
b

)n
− 1

a
b
− 1

> n

⇒ an − bn

bn−1(a − b)
> n

⇒ an − bn > n(a − b)bn−1 េ្រពាះ a − b > 0, bn−1 > 0
េនាះ an − bn > n(a − b) ពិតចំេពាះ្រគប់ n ≥ 2

លហំាត់ទី ១៦:
េគឱ្យ a > b > 0 នងិ n ជាចនំនួគត់វជិ ្ជមានធជំាង 1។ បងា្ហញថា n√

an + kn − n√
bn + kn

ចេំពាះ
្រគប់ k ≥ 0 ។

ដំេណាះ្រសាយ

េយងីដឹងថា xn − yn = (x − y)
(
xn−1 + xn−2y + ... + xyn−2 + yn−1

)
តាង x =

n√
an + kn និង y =

n√
bn + kn េនាះ x ≥ a, y ≥ b

េយងីបាន
( n√

an + kn − n√
bn + kn

) (
an−1 + an−2 + ... + bn−1

)
≤ an − bn

⇒
( n√

an + kn − n√
bn + kn

) (an − bn

a − b

)
≤ an − bn

⇒ n√
an + kn − n√

bn + kn ពិត េ្រពាះ a − b > 0, an − bn > 0
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

លហំាត់ទី ១៧:
គណនា lim

n→+∞

(
cos

a
n
+ xsin

a
n

)n
។

ដំេណាះ្រសាយ

តាង t =
a
n
េនាះ n =

a
tេពល n→ +∞ េនាះ t → 0

lim
n→+∞

(
cos

a
n
+ xsin

a
n

)n
= lim

t→0
(cost + xsint)

a
t

= lim
t→0

[1 + (cost − 1 + xsint)]
a
t

= lim
t→0

(1 + (cost − 1 + xsint))
1

cost − 1 + xsint


a
t

= e
a limt→0

cost − 1 + xsint
t = e

a limt→0

cost − 1
t

+x·
sint

t


= ea(0+x) = eax

លហំាត់ទី ១៨:
េដាះ្រសាយក ្ន�ងសំណំុចនំនួពតិ R ្របពន័ ្ធសមកីារ

tan2x + 2cot22y = 1

tan2y + 2cot22z = 1

tan2z + 2cot22x = 1

។

ដំេណាះ្រសាយ

ចំេពាះចំនួនពិត φ េគបាន
2cot22φ = 2

(
cos2φ − sin2φ

2sinφcosφ

)
=

1
2

(
tan2φ + cot2φ − 2

)
តាង a = tan2x, b = tan2y, c = tan2z ែដល a, b, c ជាចំនួនពិត
្របព័ន្ធសមីការអាចសរេសរេទជា
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍



a +
1
2

(
b +

1
b

)
= 2

b +
1
2

(
c +

1
c

)
= 2

c +
1
2

(
a +

1
a

)
= 2

(1)

សន្មត់ a ≥ b ≥ c េនាះ a +
1
a
≤ b +

1
b
≤ c +

1
c

េដាយ x +
1
x
≥ 2 ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិតវជិ្ជមាន x េនាះតាម (1) េគបាន 0 < a, b, c ≤ 1

អនុគមន៍ f (x) = x +
1
x
ចុះក្នុងចេនា្ល ះ (0, 1] េហយីេដាយ a +

1
a
≤ b +

1
b
≤ c +

1
c

េយងីទាញបាន a = b = c។
េយងី្រត�វកំណត់ u ∈ (0, 1] ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់សមីការ

u +
1
2

(
u +

1
u

)
= 2

=⇒ 3u2 − 4u + 1 = 0 ឬ (u − 1)(3u − 1) = 0
� ករណី u − 1 = 0 ⇐⇒ u = 1
េគបាន tan2x = 1 េនាះ x =

π

4
+ k · π

2
� ករណី 3u − 1 = 0⇐⇒ u =

1
3

េគបាន tan2x =
1
3
េនាះ x = ±π

6
+ k · π

ដូចេនះ ចេម្លីយ (x, y, z) ៃន្របព័ន្ធសមីការគឺ(
π

4
+ k1 ·

π

2
,
π

4
+ k2 ·

π

2
,
π

4
+ k3 ·

π

2

)
និង

(
±π

6
+ k1 · π,±

π

6
+ k2 · π,±

π

6
+ k3 · π

)
ែដល k1, k2, k3 ជាចំនួនេថរេសរ ី

លហំាត់ទី ១៩:
M ជាចណុំច មយួេនេល ើ ឬេនក ្ន�ងរង ្វង់កា ំ R។ តាម M េគគសូអង ្កត់ធ ្ន�ពរីែកងគា្ន AC នងិ BD។
រកតៃម ្លធបំផំតុ នងិតៃម ្លតចូបផំតុរបស់ផលបកូ S = AC + BD ។

ដំេណាះ្រសាយ
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

y

x

B
A

C

D
M

O

b

a

R

េគតាង M(a, b) េនក្នុងត្រម�យកូអរេដាេន xOyមួយ ែដលមាន BD ∥ Ox និង AC ∥ Oy
េគបាន:
a2 + b2 ≤ R2

A(a,
√

R2 − a2), B(−
√

R2 − b2, b)
C(a,−

√
R2 − a2), D(

√
R2 − b2, b)

AC = 2
√

R2 − a2, BD = 2
√

R2 − b2

S (a, b) = AC + BD = 2
(√

R2 − a2 +
√

R2 − b2
)

េគសេង្កតេឃញីថា S (a, b) មានតៃម្លធំបំផុតកាលណា a = b = 0 ។
ដូចេនះ max

a2+b2≤R2
S (a, b) = S (0, 0) = 4R

មយង៉េទៀត:(√
R2 − a2 +

√
R2 − b2

)2
= 2R2 −

(
a2 + b2

)
+ 2

√(
R2 − a2) (R2 − b2)

≥ 2R2 −
(
a2 + b2

)
= R2 +

(
R2 −

(
a2 + b2

))
≥ R2(√

R2 − a2 +
√

R2 − b2
)2
≥R2 =⇒ 2

(√
R2 − a2 +

√
R2 − b2

)
≥ 2R

ដូចេនះ min
a2+b2≤R2

S (a, b) = S (±R, 0) = S (0,±R) = 2R

លហំាត់ទី ២០:
េគឱ្យទនំាក់ទនំង D មយួែដលេផ ្ទ�ងផា្ទ ត់លក្ខខណ្ឌខាងេ្រកាម :
(i) D(1, 0, 0, 1) = 1,
(ii) D(kw, x, ky, z) = kD(w, x, y, z),
(iii) D(w, x, y, z) = −D(x,w, z, y)
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

(iv) (w + u, x, y + v, z) = D(w, x, y, z) + F(u, x, v, z) ែដល k, u, v,w,
x, y នងិ z ជាចនំនួពតិ។
កណំត់ D(a, b, c, d) ជាអនគុមនៃ៍ន a, b, c នងិ d។

ដំេណាះ្រសាយ

តាម (iii): D(1, 1, 0, 0) = −D(1, 1, 0, 0) =⇒ D(1, 1, 0, 0) = 0
D(0, 0, 1, 1) = −D(0, 0, 1, 1) =⇒ D(0, 0, 1, 1) = 0

តាម (iii) និង (i): D(0, 1, 1, 0) = −D(1, 0, 0, 1) = −1
េគអាចសរេសរ
D(a, b, c, d) = D(a + 0, b, 0 + c, d) = D(a, b, 0, d) + D(0, b, c, d) (តាម (iv))
= aD(1, b, 0, d) + cD(0, b, 1, d) (តាម (ii))
= −aD(b, 1, d, 0) − cD(b, 0, d, 1) (តាម (iii))
= −a (D(b, 1, 0, 0) + D(0, 1, d, 0))−c (D(b, 0, 0, 1) + D(0, 0, d, 1)) (តាម (iv))
= −ab (D(1, 1, 0, 0) − adD(0, 1, 1, 0)) − cb (D(1, 0, 0, 1) − cdD(0, 0, 1, 1))
(តាម (ii))
= −ab(0) − ad(−1) − bc(1) − cd(0) = ad − bc

ដូចេនះ D(a, b, c, d) =

∣∣∣∣∣∣a c
b d

∣∣∣∣∣∣
លហំាត់ទី ២១:
បងា្ហញថា A =

1
n + 1

C(2n, n) ជាចនំនួគត់ ចេំពាះ n = 1, 2, 3, ... ។

ដំេណាះ្រសាយ

េគមាន A =
1

n + 1
C(2n, n) =

(2n)!
n!(n + 1)!

A =
(2n)!

n!(n + 1)!
((n + 1) − n) =

(2n)!(n + 1)
n!(n + 1)!

− (2n)!n!
n!(n + 1)!

=
(2n)!
(n!)2 −

(2n)!
(n − 1)!(n + 1)!

= C(2n, n) −C(2n, n − 1)
េដាយ C(2n, n) និង C(2n, n − 1) ជាចំនួនគត់ េនាះ A = C(2n, n) − C(2n, n − 1)
ជាចំនួនគត់
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

លហំាត់ទី ២២:
P ជាចណុំចមយួេនក ្ន�ង្រតេីកាណ ABC មយួ។ បនា្ទ ត់ AP ជបួ BC ្រតង់ I បនា្ទ ត់ BP ជបួ CA
្រតង់ J េហើយបនា្ទ ត់ CP ជបួ AB ្រតង់ K ។
បងា្ហញថា PA

PI
× PB

PJ
+

PB
PJ
× PC

PK
+

PC
PK
× PA

PI
≥ 12 ។

ដំេណាះ្រសាយ

A

B
C

PK

I

J

តាង S = S △ABC, S 1 = S △PBC, S 2 = S △PAC, S 3 = S △PAB

េគបាន S = S 1 + S 2 + S 3

េដាយ △ABC&△PBC មាន្រជ�ងរមួ BC =⇒ AI
PI
=

S
S 1

PA
AI
=

AI − PI
PI

=
AI
PI
− 1 =

S
S 1
− 1 =

S 2 + S 3

S 1

តាមរេបៀបដូចគា្ន
PB
PJ
=

S 3 + S 1

S 2
PC
PK
=

S 1 + S 2

S 3

េគអាចសរេសរ PA
PI
× PB

PJ
+

PB
PJ
× PC

PK
+

PC
PK
× PA

PI
=

(S 2 + S 3) (S 3 + S 1)
S 1S 2

+

(S 3 + S 1) (S 1 + S 2)
S 2S 3

+
(S 1 + S 2) (S 2 + S 3)

S 3S 1

=

(
S 3

S 1
+

S 1

S 3

)2

+

(
S 3

S 1
+

S 2

S 3

)
+

(
S 1

S 2
+

S 2

S 1

)
+ 3 +

S 2
1

S 2S 3
+

S 2
2

S 3S 1
+

S 2
3

S 1S 2

=

(
S 3

S 1
+

S 1

S 3

)2

+

(
S 3

S 1
+

S 2

S 3

)
+

(
S 1

S 2
+

S 2

S 1

)
+ 3 +

S 3
1 + S 3

2 + S 3
3

S 1S 2S 3
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

≥ 2 + 2 + 2 + 3 + 3 = 12
ដូចេនះ PA

PI
× PB

PJ
+

PB
PJ
× PC

PK
+

PC
PK
× PA

PI
≥ 12

លហំាត់ទី ២៣:
C ជាចណុំច្របសព ្វរវាងបនា្ទ ត់ l នងិ m ែដលបះ៉បា៉រា៉បលូ y = x2 ្រតង់ចណុំច A

(
a, a2

)
នងិ

B
(
b, b2

)
េរៀងគា្ន ែដល a < b ។

១. សរេសរៃផ ្ទ្រកឡាែដលខណ័្ឌេដាយបនា្ទ ត់ l,m នងិ បា៉រា៉បលូ ជាអនគុមនៃ៍ន a នងិ b ។
២. រកតៃម ្លអប្បបរមាៃន S កាលណាចណុំច C ផា្ល ស់ទេីល ើបា៉រា៉បលូ y =

1
2

x2 − x − 2។

ដំេណាះ្រសាយ

១. សរេសរៃផ្ទ្រកឡាែដលខ័ណ្ឌ េដាយបនា្ទ ត់ l,m និង ប៉ារ៉ាបូល ជាអនុគមន៍ៃន a និង b
y

a b

C

O

A

B

x

តាង l : y = m1x + n1 និង m : y = m2x + n2 ជាបនា្ទ ត់ទាងំពីរ
តាមសម្មតិកម្ម េយងីបាន

x2 − (m1x + n1) = (x − a)2...... 1⃝
x2 − (m2x + n2) = (x − b)2...... 2⃝

អាប់សីុស x ៃនចំណុច C ជា្របសព្វរវាងបនា្ទ ត់ l និង m គឺ
m1x + n1 = m2x + n2

តាម 1⃝ និង 2⃝ េយងីបាន x2 − (x − a)2 = x2 − (x − b)2

េនាះ x − a = −(x − b), x =
a + b

2
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

ៃផ្ទ្រកឡា S =

∫ a + b
2

a

(x − a)2dx +

∫ b
a + b

2

(x − b)2dx

S =
1
3

[
(x − a)3

]a + b
2

a
+

1
3

[
(x − b)3

]b
a + b

2

=
1
3

(
b − a

2

)3

− 1
3

(
a − b

2

)3

=
1

12
(b − a)3

២. រកតៃម្លអប្បបរមាៃន S កាលណាចំណុច C ផា្ល ស់ទីេលីប៉ារ៉ាបូល y =
1
2

x2 − x − 2

តាម 1⃝ េយងីបាន
(
a + b

2

)2

−
(
a + b

2
− a

)2

= ab

េនាះចំណុច C
(
a + b

2
, ab

)
េដាយចំណុច C រត់េនេលីប៉ារ៉ាបូល y =

1
2

x2 − x − 2

េនាះ ab =
1
2

(
a + b

2

)2

− a + b
2
− 2

⇒ 8ab = (a + b)2 − 4(a + b) − 16...... 3⃝
តាង b − a = k (k > 0) េនាះ b = a + k ជំនួសចូល 3⃝

8a(a + k) = (2a + k)2 − 4(2a + k) − 16
4a2 + 4(k + 2)a −

(
k2 − 4k − 16

)
= 0

េដាយ a ជាចំនួនពិត េនាះ D
4
= 4(k + 2)2 + 4

(
k2 − 4k − 16

)
≥ 0

⇔ k2 − 6 ≥ 0
ែត k > 0 េនាះ k ≥

√
6

តាមសំណួរទី ១ : ៃផ្ទ្រកឡាអប្បបរមាគឹ 1
12

(√
6
)3
=

√
6

2
ឯកតាៃផ្ទ

លហំាត់ទី ២៤:
ABC ជា្រតេីកាណសមបាតកពំលូ Bមាន AB = 1, AC = 1, BC =

1
2
។ H ជាេជ ើងៃនចេំណា

លែកងគសូេចញពកីពំលូ B មកេល ើAC។
១. េយើងតាង ∠BAC = θ ចរូគណនា cosθ នងិ sinθ។
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

២. s ជាចនំនួពតិ នងិ 0 < s < 1។ P ជាចណុំចែចកក ្ន�ង BH តាមផលេធៀប s : (1 − s) ។
គណនាតៃម ្លអប្បបរមាៃន AP2 + BP2 +CP2 នងិតៃម ្លៃន s ក ្ន�ងករណីេនះ។

ដំេណាះ្រសាយ

១. គណនា cosθ និង sinθ
A

B C

H

θ

P

តាម្រទឹស្តីបទកូសីុនុស BC2 = AB2 + AC2 − 2AB · AC · cosθ

⇒ cosθ =
12 + 12 −

(
1
2

)2

2 · 1 · 1 =
7
8

េដាយ 0 < θ < π េនាះ sinθ =

√
1 −

(
7
8

)2

=

√
15
8

២. គណនាតៃម្លអប្បបរមាៃន AP2 + BP2 +CP2 និងតៃម្លៃន s ក្នុងករណីេនះ
េយងីមាន BH = ABsinθ និង BP : PH = s : (1 − s)

BP = sBH =

√
15
8

s, PH = (1 − s)BH =

√
15
8

(1 − s)

AH = ABcosθ =
7
8
, CH = AC − AH =

1
8

AP2 = AH2 + PH2 =
49
64
+

15
64

(1 − s)2

CP2 = CH2 + PH2 =
1

64
+

15
64

(1 − s)2

េយងីបាន F(s) = AP2 + BP2 +CP2
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F(s) =
49
64
+

15
64

(1−s)2+
15
64

s2+
1
64
+

15
64

(1−s)2 =
15
64

(
3s2 − 4s + 2

)
+

50
64

=
15
64
{3

(
s − 2

3

)2

+
2
3
} + 50

64
=

45
64

(
s − 2

3

)2

+
15
16

េដាយ 0 < s < 1 េនាះ AP2 + BP2 +CP2 អប្បបរមាេស្មី
15
16

េពល s =
2
3

លហំាត់ទី ២៥:
រង ្វង់ផ ្ចតិ O កាំ R មយួចារកឹេ្រក្រតេីកាណ ABC មយួែដលមានម ុទំាងំបជីាម ុ�ំសចួេហើយ
∠ACB, ∠ABC េផ ្ទ�ងផា្ទ ត់វសិមភាព ∠ACB − ∠ABC ≥ π

6
។ H

ជាេជ ើងចេំណាលែកងៃនកពំលូ A េទេល ើ្រជងុ BC របស់្រតេីកាណ។ បងា្ហញថា ∠BAC +

∠COH <
π

2
។

ដំេណាះ្រសាយ

A'
AI

O

C'

C
B J H

េគគូសអង្កត់ធ្នូ AA′ ∥ BC េហយីេគបាន ∠ACB = ∠A′BC

∠A′BC − ∠ABC ≥ π
6
⇒ ∠A′BC ≥ ∠ABC +

π

6
∠CBA + ∠ABA′ ≥ ∠ABC +

π

6
⇒ ∠ABA′ ≥ π

6
∠AOA′ ≥ π

3
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

តាង I, J ជាចំណុចកណា្ត លអង្កត់ធ្នូ AA′, BC េរៀងគា្ន
្រតីេកាណសមបាត OAA′ មាន ∠AOA′ ≥ π

3
⇒ AA′ ≥ OA = R

េគបាន AI ≥ R/2
AIJH ជាចតុេកាណែកង េនាះេគបាន AI = HJ ≥ R/2
្រតីេកាណែកង JOH : OH > JH ≥ R/2⇒ OH > R/2 (1)
ែត HC = JC − JH < R − JH ≤ R/2⇒ HC < R/2 (2)
(1)&(2)⇒ HC < OH
⇒ ∠COH < ∠OCH
គូសអង្កត់ផ្ចិត CC′ េហយីេគបាន ∠C′CB = ∠C′AB (សា្ក ត់ធ្នូរមួ C′B)
∠COH < ∠OCH ⇒ ∠COH + ∠BAC < ∠OCH + ∠BAC
∠COH + ∠BAC < ∠C′AB + ∠BAC = ∠C′AC = π/2

លហំាត់ទី ២៦:
គណនា

∫ √
3 − x2 +

√
3 + x2

√
9 − x4

dx។

ដំេណាះ្រសាយ

េយងីបាន
∫ √

3 − x2 +
√

3 + x2√(
3 − x2) (3 + x2) dx =

∫
dx
√

3 + x2
+

∫
dx
√

3 − x2

=

∫
dx
√

3 + x2
+

∫
dx√(√
3
)2 − x2

= ln
∣∣∣∣x + √3 + x2

∣∣∣∣ + arcsin
x
√

3
+C

លហំាត់ទី ២៧:
គណនា

∫
2tan2x + cos2x − 1

sin2x
dx។

ដំេណាះ្រសាយ

េយងីមាន tanx = sinx/cosx; 1 − cos2x = 2sin2x
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

េយងីបាន
∫

2tan2x + cos2x − 1
sin2x

dx = 2
∫

tan2x
sin2x

dx −
∫

1 − cos2x
sin2x

dx

= 2
∫

1
sin2x

· sin2x
cos2x

dx −
∫

2sin2x
sin2x

dx

= 2
∫

dx
cos2x

− 2
∫

dx

= 2tanx − 2x +C

លហំាត់ទី ២៨:
េដាះ្រសាយសមកីារ 3 + 2logx+13 = 2log3(x + 1)។

ដំេណាះ្រសាយ

សមីការមានន័យលុះ្រតាែត
x + 1 > 0

x + 1 , 1

េយងីបាន 3 +
2

log3(x + 1)
= 2log3(x + 1) (1)

តាង t = log3(x + 1)

(1)⇒ 3 +
2
t
= 2t2t2 − 3t − 2 = 0

t , 0

t1,2 =
3 ±
√

25
4

t1 = 2, t2 = −
1
2

� ចំេពាះ t = 2
⇒ log3(x + 1) = 2⇔ x + 1 = 32

⇒ x = 8
� ចំេពាះ t = −1

2

⇒ log3(x + 1) = −1
2
⇔ x + 1 = 3

−
1
2

⇔ x + 1 =
1
√

3
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

⇒ x =

√
3 − 3
3

លហំាត់ទី ២៩:
េដាះ្រសាយសមកីារ log2

(
9 − 2x−4

)
= 7 − x។

ដំេណាះ្រសាយ

េយងីបាន 9 − 2x−4 = 27−x (∗)
តាង t = 2x, t > 0

(∗)⇒ 9 − t
16
=

27

t
⇔ t2 − 24 · 32t + 211 = 0
េនាះ t1 = 24, t2 = 27

� ចំេពាះ t = 24

⇒ 2x = 24 ⇔ x = 4
� ចំេពាះ t = 27

⇒ 2x = 27 ⇔ x = 7

លហំាត់ទី ៣០:
េដាះ្រសាយសមកីារ logx(2x + 1) = log2x3+x2

(
4x3 + 4x2 + x

)
។

ដំេណាះ្រសាយ

សមីការមានន័យលុះ្រតាែត



2x + 1 > 0

4x3 + 4x2 + x > 0

x > 0

x , 1

2x3 + x2 > 0

2x3 + x2 , 1

េយងីបាន log2(2x + 1)
log2x

=
log2

(
4x3 + 4x2 + x

)
log2

(
2x3 + x2) (∗)
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

េដាយ log2

(
4x3 + 4x2 + x

)
= log2x

(
4x2 + 4x + 1

)
= log2x + log2

(
4x2 + 4x + 1

)
= log2x + log2(2x + 1)2

= log2x + 2log2(2x + 1)

log2

(
2x3 + x2

)
= log2x2 (2x + 1)

= log2x2 + log2(2x + 1)
= 2log2x + log2(2x + 1)

(∗)⇒ log2(2x + 1)
log2x

=
log2x + 2log2(2x + 1)
2log2x + log2(2x + 1)

ែចកនឹង log2x , 0 ចំេពាះអង្គខាងសា្ត ំ

⇒ log2(2x + 1)
log2x

=

1 +
2log2(2x + 1)

log2x

2 +
log2(2x + 1)

log2x

តាង t =
log2(2x + 1)

log2x
េនាះសមីការេទជា: t =

1 + 2t
2 + t

⇔ t1 = 1, t2 = −1
� ចំេពាះ t = 1
⇒ log2(2x + 1)

log2x
= 1 ⇔ log2(2x + 1) = log2x

⇔ 2x + 1 = x ឬ x = 1 មិនយក
� ចំេពាះ t = −1
⇒ log2(2x + 1)

log2x
= −1 ⇔ log2(2x + 1) = −log2x

⇔ log2(2x + 1) + log2x = 0
⇔ log2

(
2x2 + x

)
= 0

⇔ 2x2 + x = 1
⇔ 2x2 + x − 1 = 0 ឬ (2x − 1)(x + 1) = 0

េនាះ x =
1
2
, x = −1

ដូចេនះ សមីការមានចេម្លីយ x =
1
2
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

លហំាត់ទី ៣១:
េដាះ្រសាយសមកីារ log5

(
3 · 21+x − 2−x · 52x+1

)
= x + log513។

ដំេណាះ្រសាយ

េយងីបាន 3 · 21+x − 2−x · 52x+1 = 5x+log513

⇔ 6 · 2x − 5 · 52x

2x = 5x · 13

⇔ 6 · 22x − 2x · 5x · 13 − 5 · 52x = 0
ែចកសមីការេដាយ 22x , 0

⇒ 6 − 13
(
5
2

)x

− 5
(
5
2

)2x

= 0

តាង t =
(
5
2

)x

, t > 0

(∗)⇒ 6 − 13t − 5t2 = 0

t1 =
2
5
, t2 = −3 (មិនយក)

� ចំេពាះ t =
2
5

⇒
(
5
2

)x

=
2
5
ឬ

(
5
2

)x

=

(
5
2

)−1

⇒ x = −1
ដូចេនះ សមីការមានចេម្លីយ x = −1

លហំាត់ទី ៣២:
េគតាង [x] ជាែផ ្នកគត់ៃនចនំនួពតិ x េហើយែដលកណំត់េដាយ [x] ≤ x < [x] + 1។

បងា្ហញថា េបើ b ជាចនំនួគត់រ ុឡឺាទបីវជិ ្ជមាន េនាះេគបាន
[x
b

]
=

[
[x]
b

]
។

ដំេណាះ្រសាយ

តាង a = [x] េហយីតាមវធីិែចកអឺគ្លីតៃន a&b េគបាន a = bq + r, 0 ≤ r < b
េដាយ 0 ≤ r < b ⇒ bq ≤ bq + r < b(q + 1) េហយី bq ≤ a < b(q + 1) ⇒ q ≤
a
b
< q + 1
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េគទាញបាន [a/b] = q េហយី [a/b] = [[x]/b] = q (1)
មយង៉េទៀត [x] ≤ x < [x] + 1⇒ x + a + ϵ = bq + r + ϵ, 0 ≤ ϵ < 1
េគបាន [x/b] =

[
(bq + r + ϵ)/b

]
=

[
q + (r + ϵ)/b

]
ែត 0 ≤ ϵ < 1&0 ≤ r ≤ b − 1⇒ 0 ≤ r + ϵ < b េហយី 0 ≤ (r + ϵ)/b < 1
េគបាន q ≤ q + (r + ϵ)/b < q + 1 េហយី q ≤ [x/b] < q + 1⇒ [x/b] = q (2)
តាម (1)&(2)⇒ [x/b] = [[x]/b]

លហំាត់ទី ៣៣:
េគឱ្យផលបកូ S (a, b) = (a + 1)b + (a + 2)b + (a + 3)b + (a + 4)b + (a + 5)b

ែដល a នងិ b ជាពរីចនំនួគត់រ ុឡឺាទបីមនិអវជិ ្ជមាន។
បងា្ហញថា S (a, b) ែចកដាច់នងឹ 5 េប ើ b មនិែមនជាពហគុណុៃន 4។

ដំេណាះ្រសាយ

ចំេពាះ a ≥ 0 េគបាន a + 1, a + 2, a + 3, a + 4, a + 5 ែចកនឹង 5 បានសំណល់
0, 1, 2, 3, 4។
េគបាន S (a, b) ≡ 0b + 1b + 2b + 3b + 4b ≡ 1b + 2b + 3b + 4b (mod 5)
តាមការសេង្កតេគបាន: 24m ≡ 1, 24m+1 ≡ 2, 24m+2 ≡ 4, 24m+3 ≡ 3 (mod 5)
34m ≡ 1, 34m+1 ≡ 3, 34m+2 ≡ 4, 34m+3 ≡ 2 (mod 5)
44m ≡ 1, 44m+1 ≡ 4, 44m+2 ≡ 1, 44m+3 ≡ 4 (mod 5)
- េបី b = 4m + 1 (មិនែមនជាពហុគុណៃន 4) េនាះេគបាន
1b + 2b + 3b + 4b = 14m+1 + 24m+1 + 34m+1 + 44m+1 ≡ 1 + 2 + 3 + 4 = 10 ≡
0 (mod 5)
⇒ S (a, b) ≡ 0 (mod 5)
- េបី b = 4m + 2 (មិនែមនជាពហុគុណៃន 4) េនាះេគបាន
1b + 2b + 3b + 4b = 14m+2 + 24m+2 + 34m+2 + 44m+2 ≡ 1 + 4 + 4 + 1 = 10 ≡
0 (mod 5)
⇒ S (a, b) ≡ 0 (mod 5)
- េបី b = 4m + 3 (មិនែមនជាពហុគុណៃន 4) េនាះេគបាន
1b + 2b + 3b + 4b = 14m+3 + 24m+3 + 34m+3 + 44m+3 ≡ 1 + 3 + 2 + 4 = 10 ≡
0 (mod 5)
⇒ S (a, b) ≡ 0 (mod 5)
ដូចេនះ S (a, b) ែចកដាច់នឹង 5 េបី b ែចកមិនដាច់នឹង 4។
រេបៀបមួយេទៀត:
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បងា្ហ ញថា S (a, b) ÷ 5 េបី b , 4k
ចំេពាះ a ≥ 0 : a + 1, a + 2, a + 3, a + 4 ≡ 0, 1, 2, 3, 4 (mod 5)
េបី b មិនែមនជាពហុគុណៃន 4 េនាះ b = 4k + r ែដល r ∈ {1, 2, 3, }
េគបាន S (a, b) ≡ 14k+r + 24k+r + 34k+r + 44k+r (mod 5)

≡ 1 + (15 + 1)k.2r + (80 + 1)k.3r + (255 + 1)k.4r (mod 5)
≡ 1 + 2r + 3r + 4r (mod 5)

- េបី r = 1 : S (a, b) ≡ 10 ≡ 0 (mod 5)
- េបី r = 2 : S (a, b) ≡ 30 ≡ 0 (mod 5)
- េបី r = 3 : S (a, b) ≡ 100 ≡ 0 (mod 5)
ដូចេនះ S (a, b) ≡ 0 (mod 5) េបី b មិនែមនជាពហុគុណៃន 4

លហំាត់ទី ៣៤:
សមកីារ t3 = 3t2 + 4t − 5 មានឫសបេីផ្សងគា្ន a, b នងិ c។

គណនាតៃម ្លៃន F7(a, b, c) =
a7 − b7

a − b
+

b7 − c7

b − c
+

c7 − a7

c − a
។

ដំេណាះ្រសាយ

សមីការ t3 = 3t2 + 4t − 5 មិនេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ចំេពាះ t = 0 គឺថា t , 0
េនាះេគបាន t3 = 3t2 + 4t − 5 ⇔ tk+3 = 3tk+2 + 4tk+1 − 5tk

េដាយ a, b, c ជាឫសបីេផ្សងគា្ន េនាះេគបាន ak+3 = 3ak+2 + 4ak+1 − 5ak (1)
bk+3 = 3bk+2 + 4bk+1 − 5bk (2) , ck+3 = 3ck+2 + 4ck+1 − 5ck (3)

(1) − (2) រចួែចកនឹង a − b :
ak+3 − bk+3

a − b
= 3

ak+2 − bk+2

a − b
+ 4

ak+1 − bk+1

a − b
−

5
ak − bk

a − b
(4)

(2) − (3) រចួែចកនឹង b − c :
bk+3 − ck+3

b − c
= 3

bk+2 − ck+2

b − c
+ 4

bk+1 − ck+1

b − c
−

5
bk − ck

b − c
(5)

(3) − (1) រចួែចកនឹង c − a :
ck+3 − ak+3

c − a
= 3

ck+2 − ak+2

c − a
+ 4

ck+1 − ak+1

c − a
−

5
ck − ak

c − a
(6)

េដាយបូក (4) + (5) + (6) អង្គ និងអង្គ
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ak+3 − bk+3

a − b
+

bk+3 − ck+3

b − c
+

ck+3 − ak+3

c − a
= 3

(
ak+2 − bk+2

a − b
+

bk+2 − ck+2

b − c

+
ck+2 − ak+2

c − a

)
+ 4

(
ak+1 − bk+1

a − b
+

bk+1 − ck+1

b − c
+

ck+1 − ak+1

c − a

)
− 5

(
ak − bk

a − b
+

bk − ck

b − c
+

ck − ak

c − a

)
(7)

តាង Fk =
ak − bk

a − b
+

bk − ck

b − c
+

ck − ak

c − a
, Fk+1 =

ak+1 − bk+1

a − b
+

bk+1 − ck+1

b − c
+

ck+1 − ak+1

c − a

Fk+2 =
ak+2 − bk+2

a − b
+

bk+2 − ck+2

b − c
+

ck+2 − ak+2

c − a
, Fk+3 =

ak+3 − bk+3

a − b
+

bk+3 − ck+3

b − c
+

ck+3 − ak+3

c − aេគបាន Fk+3 = 3Fk+2 + 4Fk+1 − 5Fk (8)
- េបី k = 0 េនាះេគបាន F0 = 0, F1 = 1+1+1 = 3, F2 = 2(a+b+c) = 3×3 = 6
េហយីតាម (8) េគបាន F3 = 3F2 + 4F1 − 5F0 = 3 × 6 + 4 × 3 − 5 × 0 = 30
- េបី k = 1 េនាះតាម (8) េគបាន F4 = 3F3 + 4F2 − 5F1 = 90 + 24 − 15 = 99
- េបី k = 2 េនាះតាម (8) េគបាន F5 = 3F4 + 4F3 − 5F2 = 297+ 120− 30 = 387
- េបី k = 3 េនាះតាម (8) េគបាន F6 = 3F5+4F4−5F3 = 1161+396−150 = 1407
- េបី k = 3 េនាះតាម (8) េគបាន F7 = 3F6 + 4F5 − 5F3 = 4221 + 1548 − 495
= 5274

ដូចេនះ F7(a, b, c) =
a7 − b7

a − b
+

b7 − c7

b − c
+

c7 − a7

c − a
= 5274

រេបៀបមួយេទៀត:
សមីការ t3 = 3t2 + 4t − 5
t4 = 3t3 + 4t2 − 5t = 3

(
3t2 + 4t − 5

)
+ 4t2 − 5t = 13t2 + 7t − 15

t5 = t.t4 = t
(
13t2 + 7t − 15

)
= 46t2 + 37t − 65

t6 = t.t5 = t
(
46t2 + 37t − 65

)
= 175t2 + 119t − 230

t7 = 644t2 + 470t − 875
a7 − b7 = 644

(
a2 − b2

)
+ 440(a − b)

a7 − b7

a − b
= 644(a + b) + 470

ដូចគា្ន b7 − c7

b − c
= 644(b + c) + 470,

c7 − a7

c − a
= 644(c + a) + 470
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ដូចេនះ F7(a, b, c) = 2× 644(a+ b+ c)+ 1410 = 2× 644× 3+ 1410 = 5274

លហំាត់ទី ៣៥:
្រតេីកាណ ABC មយួមាន ∠ABC = 2a នងិៃផ ្ទ្រកឡា s។ D ជាចណុំចមយួេនេល ើ្រជងុ
AC េហើយែដលរង ្វង់ចារកឹក ្ន�ង្រតេីកាណ ABD ប៉នុគា្ន នងឹរង ្វង់ចារកឹក ្ន�ង្រតេីកាណ BCD។ បងា្ហញថា

BD =
√

s
tana

។

ដំេណាះ្រសាយ

B

O

C

A

O1

O2

F

F′

E

E′

D

តាង : s1 និង p1 ជាៃផ្ទ្រកឡា និងកន្លះបរមិា្រតៃន △ABD, s2 និង p2 ជាៃផ្ទ្រកឡា និងកន្លះ
បរមិា្រតៃន △BCD
pជាកន្លះបរមិា្រតៃន △ABC , r ជាការំង្វង់ចារកឹក្នុង △ABC, r′ ជាការំង្វង់ចារកឹក្នុង △ABD
និង △BCD
E និង E′ ជាចំណុចប៉ះរវាង AB ជាមួយរង្វង់ចារកឹក្នុង △ABC និង △ABD

F និង F′ ជាចំណុចប៉ះរវាង BC ជាមួយរង្វង់ចារកឹក្នុង △ABC និង △BCD
េគបាន : s = s1 + s2, pr = p1r′ + p2r′ = (p1 + p2) r′ (1)
មយង៉េទៀត : 2p1 + 2p2 = 2p2 + BD ⇒ p1 + p2 = p + BD
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(1) អាចសរេសរ : pr = (p + BD)r′ េហយី r′

r
=

p
p + BD

(2)

△E′AO1 ∼ △EAO :
AE′

AE
=

r′

r
េហយី △F′CO2 ∼ △FCO :

CF′

CF
=

r′

r
(3)

ក្នុង △ABC េគមាន p = AE + BF + FC = AE + BC ⇒ AE = p − BC
ក្នុង △ABC េគមាន p = CF + AE + EB = CF + AB⇒ CF = p − AB
ក្នុង △ABD េគមាន AE′ = p1 − BD
ក្នុង △BCD េគមាន CF′ = p2 − BD

(3) :
r′

r
=

p1 − BD
p − BC

=
p2 − BD
p − AB

=
p1 + p2 − 2BD

2p − (BC + AB)
r′

r
=

p + BD − 2BD
AC

=
p − BD

AC
⇒ p · AC = p2 − BD2

⇒ BD2 = p(p − AC) = p · BE (5) េ្រពាះ BE = p − AC
ក្នុង △EBO : BE =

r
tana

(5) : BD2 =
pr

tana
=

s
tana

⇒ BD =
√

s
tana

លហំាត់ទី ៣៦:
េគតាង s(n) ជាផលបកូេលខទាងំអស់របស់ចនំនួ 2n ែដល n = 1, 2, 3, ...។
បងា្ហញថា គា្ម នចនំនួគត់វជិ ្ជមាន n ែដលេផ ្ទ�ងផា្ទ ត់ s(n + 1) = s(n)។

ដំេណាះ្រសាយ

េគមាន 2n = am10m + am−110m−1 + · · · + a110 + a0 ែដល a j ជាចំនួនគត់ េហយី
1 ≤ am ≤ 9, 0 ≤ a j ≤ 9 ចំេពាះ j =, 1, 2, 3, ...,m − 1
េគបាន 2m ≡ am + am−1 + · · · + a1 + a0 (mod 3)
2n ≡ s(n) (mod 3)
មយង៉េទៀត 2n+1 = bp10p + bp−110p−1 + · · · + b110 + b0

s(n + 1) ≡ 2n+1 ≡ 2 × 2n ≡ 2s(n) (mod 3)
ឧបមាថាមានចំនួនគត់វជិ្ជមាន n ែដល s(n + 1) = s(n) េនាះេគបាន
s(n) ≡ 2s(n) (mod 3)⇒ s(n) ≡ 0 (mod 3)
⇒ 2n ≡ 0 (mod3) ែដលជាករណីមិនអាចមាន។
ដូចេនះ គា្ម នចំនួនគត់វជិ្ជមាន n ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ s(n + 1) = s(n)
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លហំាត់ទី ៣៧:
្រតេីកាណមយួមាន្រជងុ្របែវង a, b នងិ c។ េគគសូកន ្លះរង ្វង់ប ី េនខាងេ្រក្រតេីកាណ នងិមានអង ្កត់ផ ្ចតិ
ជា្រជងុនមីយួៗរបស់្រតេីកាណេនាះ។ អង ្កត់បះ៉រមួៃនកន ្លះរង ្វង់ពរីៗ មាន្របែវង x, y នងិ z េរៀងគា្ន ។
សរេសរផលបកូ

∑
=

yz
x
+

zx
y
+

xy
z

ជាអនគុមនៃ៍ន a, b នងិ c។

ដំេណាះ្រសាយ

A

B

C
A′

B′
C′

M
Nx

S

R

y
P

Q

z

េគយក △ABC ជា្រតីេកាណែដលមាន BC = a, CA = b និង AB = c
តាង A′, B′,C′ ជាចំណុចកណា្ត លេរៀងគា្ន របស់្រជ�ង BC,CA, AB។
តាង MN ជាបនា្ទ ត់ប៉ះរមួៃនកន្លះរង្វង់ផ្ចិតC′ និងផ្ចិត B′ េហយី MN = x

RS ជាបនា្ទ ត់ប៉ះរមួៃនកន្លះរង្វង់ផ្ចិតA′ និងផ្ចិត C′ េហយី RS = y

PQ ជាបនា្ទ ត់ប៉ះរមួៃនកន្លះរង្វង់ផ្ចិតB′ និងផ្ចិត A′ េហយី PQ = z
គូស C′T ⊥ B′N ្រតង់ T េនាះេគបាន MNTC′ ជាចតុេកាណែកង។
វបិាក MN = C′T = x
េគបាន B′C′ = a/2, B′T = B′N − T N = |(b/2) − (c/2)|
C′T =

√
(B′C′)2 − (B′T )2 =

√
(a/2)2 − ((b/2) − (c/2))2

x = (1/2)
√

(a + b − c)(a − b + c)
តាមរេបៀបដូចគា្ន េគបាន :
y = (1/2)

√
(a + b − c)(−a + b + c)
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z = (1/2)
√

(−a + b + c)(a − b + c)

េគបាន yz
x
=

1
2

(−a + b + c),
zx
y
=

1
2

(a − b + c),
xy
z
=

1
2

(a + b − c)

ដូចេនះ
∑
=

yz
x
+

zx
y
+

xy
z
=

1
2

(a + b + c)

លហំាត់ទី ៣៨:
េគឱ្យចនំនួពតិ a1, a2, ..., am នងិ un = a1 + a2 + · · · + an ែដល n = 1, 2, ...,m។

បងា្ហញថា
n∑

n=2

(un

n

)2
≤ 12

m∑
n=1

a2
n។

ដំេណាះ្រសាយ

េគមាន
(un

n

)2
=

(
an +

(un

n
− an

))2
≤ 2a2

n+2
(un

n
− an

)2
= 4a2

n+2
(un

n

)2
−4an

un

n

េគអាចសរេសរ
m∑

n=1

(un

n

)2
≤ 4

m∑
n=1

a2
n + 2

m∑
n=1

(un

n

)2
− 4

m∑
n=1

an

(un

n

)
(1)

ែត u2
n − u2

n−1 = (un + un−1) (un − un−1) = (2un − an) an = 2unan − a2
n

⇒ −2unan = −
(
u2

n − u2
n−1

)
− a2

n ≤ −
(
u2

n − u2
n−1

)
េគបាន : −2−

(
u2

n − u2
n−1

) unan

n
= −2u2

1−2
m∑

n=2

unan

n
≤ −u2

1−
m∑

n=2

1
n

(
u2

n − u2
n−1

)
=

−
m−1∑
n=1

1
n(n + 1)

u2
n −

u2
m

m(m + 1)

⇒ −2
m∑

n=1

unan

n
≤ −

m−1∑
n=1

1
n(n + 1)

u2
n −

u2
m

m
≤ −

m−1∑
n=1

1
n(n + 1)

u2
n −

u2
m

m(m + 1)

⇒ −2
m∑

n=1

unan

n
≤ −

m∑
n=1

1
n(n + 1)

u2
n (2)

តាម (1) និង (2) េគបាន
m∑

n=1

(un

n

)2
≤ 4

m∑
n=1

a2
n + 2

m∑
n=1

u2
n

n2(n + 1)
⇒

m∑
n=1

(
1 − 2

n + 1

) (un

n

)2
≤ 4

m∑
n=1

a2
n

⇒
m∑

n=1

(
n − 1
n + 1

) (un

n

)2
≤ 4

m∑
n=1

a2
n ⇒ 0 +

m∑
n=2

(
n − 1
n + 1

) (un

n

)2
≤ 4

m∑
n=1

a2
n (3)

គណិតវЋទŜថា្ន ក់មធ្យមសិក⅝ 35



នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

េដាយ f (n) =
n − 1
n + 1

ជាអនុគមន៍េកីនជានិច្ច េនាះេគបាន f (n) ≥ f (2) =
1
3

ចំេពាះ n ≥ 2

េគបាន n − 1
n + 1

≥ 1
3
⇒

n∑
m=2

n − 1
n + 1

(un

n

)2
≥ 1

3

n∑
m=2

(un

n

)2
(4)

តាម (3) និង (4) េគបាន
n∑

n=2

(un

n

)2
≤ 12

m∑
n=1

a2
n

លហំាត់ទី ៣៩:
េដាះ្រសាយសមកីារ
cos3xcos2x + sin3xsin2x =

(
cos
π

10
− sin

π

10

) (
sin
π

10
+ cos

π

10

)
។

ដំេណាះ្រសាយ

េយងីបាន cos(3x − 2x) = cos2 π

10
− sin2 π

10
⇒ cosx = cos

π

5
⇔ x = ±π

5
+ 2πn, n ∈ Z

លហំាត់ទី ៤០:
សមកីារ x3−px+2019 = 0 ែដល pជាចនំនួគត់ធម ្មជាតមិានឫសប ីx1, x2 នងិ x3។ េត ើតៃម ្លៃន
x3

1 + x3
2 + x3

3 គបឺ ៉នុា្ម ន?

ដំេណាះ្រសាយ

េដាយ x1, x2 និង x3 ជាឫសៃនសមីការ x3 − px + 2019 = 0
េគអាចសរេសរ x3 − px + 2019 = (x − x1) (x − x2) (x − x3) = 0

េយងីបាន


x1 + x2 + x3 = 0

x1x2 + x2x3 + x3x1 = p

x1x2x3 = −2019

មយង៉េទៀត x1, x2 និង x3 ជាឫសៃនសមីការ x3 − px + 2019 = 0
x3

1 − px1 + 2019 = 0
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x3
2 − px2 + 2019 = 0

x3
3 − px3 + 2019 = 0

បូកសមភាពទាងំបីខាងេលី េយងីបាន:
x3

1 + x3
2 + x3

3 − p (x1 + x2 + x3) + 3 · 2019 = 0
⇒ x3

1 + x3
2 + x3

3 = p (x1 + x2 + x3) − 3 · 2019 = p · 0 − 3 · 2019 = −6057
វÂធីទី២
េយងីមាន x3

1 + x3
2 + x3

3 = (x1 + x2 + x3)3 − 3
(
x2

1x2 + x2
2x1 + x2

1x3 + x2
3x1

+x2
2x3 + x2

3x2

)
− 6x1x2x3

= (x1 + x2 + x3)3 − 3
[
p (x1 + x2 + x3) − 3x1x2x3

] − 6x1x2x3

= 3x1x2x3 = 3(−2019) = −6057

លហំាត់ទី ៤១:
េគឱ្យស្វ�តី (an)n≥1 កណំត់េដាយ a1 = 0 នងិ an+1 = an+

√
4.an + 1+1, n ∈ N, n ≥

1។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា
√

4.a1 + 1+
√

4.a2 + 1+
√

4.a3 + 1+ ...+
√

4.an + 1 =
n2, n ∈ N, n ≥ 1។

ដំេណាះ្រសាយ

េយងីមាន a1 = 0

a2 = a1 +
√

4.a1 + 1 + 1 = 2 = 1.2

a3 = a2 +
√

4.a2 + 1 + 1 = 6 = 2.3
..................

េនាះ an = (n − 1)n
េយងីបាន

√
4.a1 + 1+

√
4.a2 + 1+

√
4.a3 + 1+ ...+

√
4.an + 1 = 1+ 3+ 5+

... + (2n − 1) = n2 ពិត

លហំាត់ទី ៤២:
េគឱ្យមា៉្រទសី A =

(
cos2x sin2x
sin2x cos2x

)
, x ∈ R ។

ក) បងា្ហញថា An =


1 + cosn2x

2
1 − cosn2x

2
1 − cosn2x

2
1 + cosn2x

2

 ចេំពាះ្រគប់ចនំនួគត់ធម ្មជាត ិn។
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ខ) គណនា lim
x→∞

∑n
k=1 detAk

det
(∑n

k=1 Ak
)។
ដំេណាះ្រសាយ

ក) បងា្ហ ញថា An =


1 + cosn2x

2
1 − cosn2x

2
1 − cosn2x

2
1 + cosn2x

2

 ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ធម្មជាតិ n

េយងីមាន A =
(
cos2x sin2x
sin2x cos2x

)
េដាយ cos2x =

1 + cos2x
2

និង sin2x =
1 − cos2x

2

⇒ A =


1 + cos2x

2
1 − cos2x

2
1 − cos2x

2
1 + cos2x

2


េនាះវាពិតក្នុងករណី n = 1

ឧបមាថាវាពិតរហូតដល់ n = k គឺ Ak ==


1 + cosk2x

2
1 − cosk2x

2
1 − cosk2x

2
1 + cosk2x

2


ឬ Ak =

(
ak bk

bk ak

)
ែដល ak =

1 + cosk2x
2

, bk =
1 − cosk2x

2

េយងីនិង្រសាយថា Ak+1 =

(
ak+1 bk+1

bk+1 ak+1

)
ែដល ak+1 =

1 + cosk+12x
2

,

bk+1 =
1 − cosk+12x

2

េយងីដឹងថា Ak+1 = Ak.A =


1 + cosk2x

2
1 − cosk2x

2
1 − cosk2x

2
1 + cosk2x

2



1 + cos2x

2
1 − cos2x

2
1 − cos2x

2
1 + cos2x

2


េដាយ 1 + cos2x + cosk2x + cosk+12x

4
+

1 − cos2x − cosk2x + cosk+12x
4

=
1 + cosk+12x

2
= ak+1,
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1 − cos2x + cosk2x − cosk+12x
4

+
1 + cos2x − cosk2x − cosk+12x

4

=
1 − cosk+12x

2
= bk+1

េនាះ Ak+1 =

(
ak+1 bk+1

bk+1 ak+1

)
ពិត

ដូចេនះ An =


1 + cosn2x

2
1 − cosn2x

2
1 − cosn2x

2
1 + cosn2x

2

 ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ធម្មជាតិ n

ខ) គណនា lim
x→∞

∑n
k=1 detAk

det
(∑n

k=1 Ak
)

េយងីមាន Ak =


1 + cosk2x

2
1 − cosk2x

2
1 − cosk2x

2
1 + cosk2x

2

 េនាះ detAk =

(
1 + cosk2x

)2

4
−

(
1 − cosk2x

)2

4
= cosk2x

⇒
n∑

k=1

detAk = cos2x + cos22x + ... + cosn2x

n∑
k=1

Ak =


1 + cos2x

2
1 − cos2x

2
1 − cos2x

2
1 + cos2x

2

 +

1 + cos22x

2
1 − cos22x

2
1 − cos22x

2
1 + cos22x

2

 + ...
+


1 + cosn2x

2
1 − cosn2x

2
1 − cosn2x

2
1 + cosn2x

2


n∑

k=1

Ak =

(
a b
b a

)
ែដល a =

n + cos2x + cos2x + ... + cosn2x
2

និង

b =
n − cos2x − cos22x − ... − cosn2x

2

⇒ det

 n∑
k=1

Ak

 = a2 − b2 = n(cos2x + cos22x + ... + cosn2x)
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ដូចេនះ lim
x→∞

∑n
k=1 detAk

det
(∑n

k=1 Ak
) = 1

n

លហំាត់ទី ៤៣:
D នងិ E ជាេជ ើងៃនចេំណាលែកងពកីពំលូ A នងិ B ៃន្រតេីកាណ ABC។ F
ជា្របសព ្វរវាងកន ្លះបនា្ទ ត់ពះុក ្ន�ងៃនម ុំ ∠C ជាមយួ្រជងុ AB។ O, I នងិ H ជាផ ្ចតិរង ្វង់ចារកឹេ្រក

ផ ្ចតិរង ្វង់ចារកឹក ្ន�ង នងិអរតសូង់ៃន្រតេីកាណ ABC។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថាេបើ CF
AD
+

CF
BE
= 2 េនាះ

OI = IH។

ដំេណាះ្រសាយ

A

C

B

E

D

I

H
O

F

M

តាង BC = a, AC = b, ∠ACB = γ, ∠CAB = α, CF = sc
េយងីមាន S △ABC = S △AFC + S △BFC

1
2

bscsin
γ

2
+

1
2

ascsin
γ

2
=

1
2

absinγ ⇒ sc =

2abcos
(
γ

2

)
a + b

AD = bsinγ និង BE = asinγ
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េយងីបាន CF
AD
+

CF
BE
=

2acos
(
γ

2

)
(a + b)sinγ

+

2bcos
(
γ

2

)
(a + b)sinγ

=
1

sin
γ

2

(
a

a + b
+

b
a + b

)
=

1

sin
γ

2
តាមសម្មតិកម្ម េយងីទាញបាន sin

γ

2
=

1
2
⇒ γ = 600

តាង M ជាចំណុច្របសព្វរវាងបនា្ទ ត់ CF ជាមួយរង្វង់ចារកឹេ្រក
េនាះ OM ⊥ AB
ែត CH ⊥ AB េនាះ ∠OMC = ∠MCH
ឬ ∠OCM = ∠MCH
េដាយ ∠EHC = 900 − ∠ECH = 900 −

(
900 − α

)
= α

ក្នុង △HCE : CH =
CE
sinα

ក្នុង △BCE : CE = acosα

េនាះ CH =
acosγ
sinα

=
a

sinα
cosγ = 2Rcosγ = R េ្រពាះ γ = 600

េយងីបាន △CHI ≃ △COI (ជ.ម.ជ)
វបិាក : OI = IH

លហំាត់ទី ៤៤:
េគឱ្យ a, b, c, d ∈ R+ \ {1} នងិ x, y, z, t ∈ R េផ ្ទ�ងផា្ទ ត់ ax = bcd, by = cda,

cz = dab, dt = abc។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា 1
1 + x

+
1

1 + y
+

1
1 + z

+
1

1 + t
= 1។

ដំេណាះ្រសាយ

េយងីមាន ax = bcd ⇒ x = loga(bcd) =
log(bcd)
log(a)

េនាះ 1 + x = 1 +
log(bcd)

loga
=

log(a) + log(bcd)
log(a)

=
log(abcd)

log(a)

េយងីបាន 1
1 + x

+
1

1 + y
+

1
1 + z

+
1

1 + t
=

log(a)
log(abcd)

+
log(b)

log(abcd)
+

log(c)
log(abcd)

+

log(d)
log(abcd)
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=
log(abcd)
log(abcd)

= 1 ពិត

លហំាត់ទី ៤៥:
េគឱ្យចនំនួពតិ a នងិ b េផ ្ទ�ងផា្ទ ត់ a2 + b2 = 1។ េត ើមានតៃម ្ល a នងិ b ែដលេធ ្វើេអាយ cosa −
sinb អវជិ ្ជមានែដរឬេទ?

ដំេណាះ្រសាយ

េយងីមាន cosa − sinb = cosa + cos
(
1
2
π + b

)
= 2cos

1
2

(
1
2
π + a + b

)
· cos

1
2

(
1
2
π − (a − b)

)
េដាយ |a ± b| =

√
(a ± b)2

=
√

a2 + b2 ± 2ab

≤
√

2
(
a2 + b2) = √2 <

1
2
π

េ្រពាះ a2 + b2 ≥ 2ab

េយងីបាន 0 <
1
2

(
1
2
π + a + b

)
<

1
2
π, 0 <

1
2

(
1
2
π − (a − b)

)
<

1
2
π

េនាះ cosa − sinb > 0
ដូចេនះ គា្ម នតៃម្លៃនa និង b ែដលេធ្វីេអាយ cosa − sinb អវជិ្ជមានេទ

លហំាត់ទី ៤៦:
េប ើ x ជាចនំនួពតិ នងិ [x] តាងេអាយចនំនួគត់ធបំផំតុ m េផ ្ទ�ងផា្ទ ត់សមភាព x = m + r ែដល
0 ≤ r < 1។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា េបើ a នងិ b ជាចនំនួពតិេនាះ :
(ក) [a + b] ≥ [a] + [b],

(ខ)
[
a +

1
a

]
≥ 2 េប ើ a > 0,

(គ)
[
a +

1
a

]
េប ើ a < −1,

(ឃ) [2a + 2b] ≥ [a] + [b] + [a + b] ។

ដំេណាះ្រសាយ

គណិតវЋទŜថា្ន ក់មធ្យមសិក⅝ 42
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(ក) [a + b] ≥ [a] + [b],
តាង a = m + r.b = n + s ែដល m, n ជាចំនួនគត់ និង 0 ≤ r, s < 1
េនាះ a + b = m + n + l + t ែដល r + s = l + t ក្នុងេនាះ l ជាចំនួនគត់មិនអវជិ្ជមាន និង
0 ≤ t < 1
⇒ [a + b] = m + n + l ≥ m + n = [a] + [b]

(ខ)
[
a +

1
a

]
≥ 2 េបី a > 0,

តាង a = m + r, 0 ≤ r < 1, m ជាចំនួនគត់មិនអវជិ្ជមាន
េយងីបាន a +

1
a
=

(m + r)2 + 1
m + r

= 2 +
(m + r − 1)2

m + r
≥ 2

េនាះ
[
a +

1
a

]
≥ 2

(គ)
[
a +

1
a

]
≤ −3 េបី a < −1,

េបី a < −1 េនាះ a = −m + r ែដល m ≥ 2 ជាចំនួនគត់ និង 0 ≤ r < 1

េយងីបាន a +
1
a
= −m + s ែដល s = r +

1
r − m

េបី m = 2, s < 0

េបី m ≤ 3, s = 1 − (m − r)(1 − r)
m − r

+ 1 < 1

េនាះ
[
a +

1
a

]
≤ −3

(ឃ) [2a + 2b] ≥ [a] + [b] + [a + b]
តាង a = m + r.b = n + s ែដល m, n ជាចំនួនគត់ និង 0 ≤ r, s < 1
េនាះ [a + b] = m + n ឬ m + n + 1 អា្រស័យេលី r + s < 1 ឬ r + s ≥ 1
េដាយ [2a + 2b] ≥ 2m + 2n + 2 េបី r + s ≥ 1
⇒ [2a + 2b] ≥ [a] + [b] + [a + b]

លហំាត់ទី ៤៧:
្រសាយតាមវចិារកេំណើនថា ចេំពាះ្រគប់ចនំនួគត់ n > 1, nn > (n + 1)n−1។

ដំេណាះ្រសាយ

- ចំេពាះ n = 2 : 22 > 31 ពិត
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

- ឧបមាថាពិតរហូតដល់ n = k គឺ kk > (k + 1)k−1

- េយងីនិង្រសាយថាពិតរហូតដល់ n = k + 1 គឺ្រសាយថា (k + 1)k+1 > (k + 2)k

េយងីមាន 1 + k >
(
1 +

1
k

)k

េហយី
(
1 +

1
k

)k

>

(
1 +

1
k + 1

)k

⇒ k + 1 >
(
1 +

1
k + 1

)k

ឬ (k + 1) >
(k + 2)k

(k + 1)k

េនាះ (k + 1)k+1 > (k + 2)k ពិត
ដូចេនះ ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ n > 1, nn > (n + 1)n−1

លហំាត់ទី ៤៨:
េគឱ្យអនគុមន ៍ f : R \ {−1, 0, 1} េផ ្ទ�ងផា្ទ ត់ 2 f (x)− f

(
1 − x
1 + x

)
= x− 1

x
។ ចរូគណនា

n∑
k=2

(
3

k4 + 1

)
· f (k)។

ដំេណាះ្រសាយ

ជំនួស x េដាយ 1 − x
1 + x

េនាះ 2 f
(
1 − x
1 + x

)
− f (x) =

1 − x
1 + x

− 1 + x
1 − x

2 f
(
1 − x
1 + x

)
− f (x) =

4x
x2 − 1

(1)

4 f (x) − 2 f
(
1 − x
1 + x

)
= 2x − 2

x
(2)

យក (1) បូក (2) េយងីបាន 3 f (x) = 2x − 2
x
+

4x
x2 − 1

= 2
(

x2 − 1
x
+

2x
x2 − 1

)
3 f (x) = 2

(
x4 + 1
x3 − x

)
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

េយងីបាន
n∑

k=2

(
3

k4 + 1

)
· f (k) =

n∑
k=1

2
(k − 1)(k + 1)k

=

n∑
k=1

(
1

k − 1
− 1

k + 1

)
1
k

=

n∑
k=1

(
1

(k − 1)k
− 1

k(k + 1)

)
=

(
1

1 · 2 −
1

2 · 3 +
1

2 · 3 −
1

3 · 4 + ... +
1

(n − 1)n
− 1

n(n + 1)

)
=

1
2
− 1

n(n + 1)

លហំាត់ទី ៤៩:
េគឱ្យ k ∈ N នងិ tanxk =

√
4k − 2

√
4k2 − 1

1 +
√

4k2 − 1
។ គណនា lim

n→∞

 n∑
k=1

xk

។
ដំេណាះ្រសាយ

េយងីមាន tanxk =

√
2k + 1 −

√
2k − 1

1 +
√

2k + 1.
√

2k − 1
េនាះ xk = arctan

√
2k + 1 − arctan

√
2k − 1

⇒
n∑

k=1

xk = arctan
√

2n + 1 − arctan1

េយងីបាន lim
n→∞

 n∑
k=1

xk

 = π2 − π4
លហំាត់ទី ៥០:
គណនាអាងំេត្រកាលខាងេ្រកាម:

(ក) I =
∫ π

2

0

sinx + cos2x
cosx + esinx dx។

(ខ) J =
∫

e2x + (2ex + 1) sinx + 2ex + sin2x + cosx
ex + sinx

dx។
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

ដំេណាះ្រសាយ

(ក) I =
∫ π

2

0

sinx + cos2x
cosx + esinx dx

េយងីបាន I =
∫ π

2

0

cos2x + esinxcosx − esinxcosx + sinx
cosx + esinx dx

=

∫ π
2

0

cosx
(
cosx + esinx

)
cosx + esinx dx −

∫ π
2

0

esinxcosx − sinx
cosx + esinx dx

=

∫ π
2

0
cosxdx −

∫ π
2

0

(
cosx + esinx

)′
cosx + esinx dx

= [cosx]
π
2
0 −

[
cosx + esinx

]π
2

0
= ln
π

2

(ខ) J =
∫

e2x + (2ex + 1) sinx + 2ex + sin2x + cosx
ex + sinx

dx

េយងីបាន J =
∫

e2x + 2sinxex + sin2x + ex + sinx + ex + cosx
ex + sinx

dx

=

∫ [
(ex + sinx)2

ex + sinx
+

ex + sinx
ex + sinx

+
ex + cosx
ex + sinx

]
dx

=

∫ [
ex + sinx + 1 +

(ex + sinx)′

ex + cosx

]
dx

= ex − cosx + x + ln |ex + sinx| +C

លហំាត់ទី ៥១:
កណំត់ចនំនួ a ∈ N តចូបផំតុេដ ើម្បីេអាយ A = 2021x(2021x+1)(2021x+2)(2021x+

3) + a ជាកាេរ្របាកដចេំពាះ្រគប់ x ∈ N។

ដំេណាះ្រសាយ

តាង y = 2021x េនាះ A = y(y + 1)(y + 2)(y + 3) + a
A = (y2 + 3y)(y2 + 3y + 2) + a
= (y2 + 3y)2 + 2(y2 + 3y) + a
= (y2 + 3y)2 + 2(y2 + 3y) + 1 + a − 1

=
(
y2 + 3y + 1

)2
+ a − 1
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

A ជាកាេរ្របាកដ កាលណា a − 1 = 0
ដូចេនះ a = 1

លហំាត់ទី ៥២:
កណំត់តទួេូទៃនស្វ�តី (xn)n≥1 ែដលកណំត់េដាយ

x1 = 1 នងិ xn+1 =
xn
√

n√
n
(
x2

n + xn + 1
)
+ 1

។

ដំេណាះ្រសាយ

េយងីមាន x1 = 1

x2 =
x1
√

1√
1
(
x2

1 + x1 + 1
)
+ 1
=

1
2

x3 =
x2
√

2√
2
(
x2

2 + x2 + 1
)
+ 1
=

1
3

េយងីអាចសន្មត់បានថា xn =
1
n

េយងីនិង្រសាយថា xn+1 =
1

n + 1

េដាយ xn+1 =
xn
√

n√
n
(
x2

n + xn + 1
)
+ 1
=

1
n
·
√

n√
n
(

1
n2 +

1
n
+ 1

)
+ 1

េនាះ xn+1 =
1

n + 1
ពិត

ដូចេនះ xn =
1
n
, n ≥ 1

លហំាត់ទី ៥៣:
េគឱ្យ a, b, c > 0។
្រសាយបញ្ជ ក់ថា  1

a3 + b3 + abc
+

1
b3 + c3 + abc

+
1

c3 + a3 + abc
≤ 1

abc
។

ដំេណាះ្រសាយ
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

េយងីមាន x2 + y2 ≥ 2xy ⇔ x2 − xy + y2 ≥ xy ចំេពាះ្រគប់ x, y ∈ R
េដាយ x > 0, y > 0 េនាះ x3 + y3 = (x + y)

(
x2 − xy + y2

)
≥ (x + y)xy

ចំេពាះចំនួនពិត a, b, c > 0 េយងីបាន
a3 + b3 ≥ (a + b)ab⇔ a3 + b3 + abc ≥ (a + b)ab + abc = ab(a + b + c) > 0

⇔ 1
a3 + b3 + abc

≤ 1
ab(a + b + c)

(1)

្រសាយដូចគា្ន ែដរ: 1
b3 + c3 + abc

≤ 1
bc(a + b + c)

(2)

1
c3 + a3 + abc

≤ 1
ca(a + b + c)

(3)

បូក (1), (2), (3) បញ្ចូ លគា្ន :
1

a3 + b3 + abc
+

1
b3 + c3 + abc

+
1

c3 + a3 + abc
≤ 1

a + b + c

(
1

ab
+

1
bc
+

1
ca

)
=

1
a + b + c

(
a + b + c

abc

)
=

1
abc

ពិត

លហំាត់ទី ៥៤:
្រតេីកាណ ABC មាន BC = a,CA = b, AB = c នងិ R ជាកាៃំនរង ្វង់ចារកឹេ្រក្រតេីកាណ
ABC េហើយេផ ្ទ�ងផា្ទ ត់សមភាព R(b + c) = a

√
bc។ កណំត់រងា្វ ស់ម ុទំាងំបៃីន្រតេីកាណេនះ។

ដំេណាះ្រសាយ

េយងីមាន 2R ≥ BC = a
តាមវសិមភាព Cauchy ចំេពាះពីរចំនួន
វជិ្ជមាន b និង c:

b + c
2
≥
√

bc

េនាះ 2R.
b + c

2
≥ a
√

bc

⇔ R(b + c) ≥ a
√

bc

A

B C

c
b

a

សញញ "="េកីតមាន⇔
a = 2R

b = c
;
∠BAC = 900

AB = AC
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

េយងីបាន △ABC ជា្រតីេកាណែកងសមបាតកំពូល A
ដូចេនះ ∠B = ∠C = 450, ∠A = 900

លហំាត់ទី ៥៥:
្រសាយបញ្ជ ក់ថាេបើ 0 < x <

π

2
េនាះ (tanx)sinx + (cotx)cosx ≥ 2។

ដំេណាះ្រសាយ

តាង a ∈
(
0,
π

4

]
និង b ∈

[
π

4
,
π

2

)
ែដល a + b =

π

2
េនាះ (tanb)sinb = (cota)sina, (cotb)cosb = (tana)sina

េយងីេឃញីថា េបីវសិមភាពេនះពិតចំេពាះ x = a េនាះវាក៍ពិតចំេពាះ x = b ែដរ។ វា្រគប់្រគាន់
េអាយេយងី្រសាយវសិមភាពេនះចំេពាះ x ∈

(
0,
π

4

]
េបី x ∈

(
0,
π

4

]
េនាះ cotx ≥ 1, cosx ≥ sinx

េយងីបាន (tanx)sinx + (cotx)cosx ≥ (tanx)sinx + (cotx)sinx

= (tanx)sinx +
1

(tanx)sinx = A +
1
A

(1)

ែតចំេពាះចំនួនវជិ្ជមាន A : A +
1
A
=

(√
A − 1
√

A

)2

+ 2 ≥ 2 (2)

តាម (1)&(2) : (tanx)sinx + (cotx)cosx ≥ 2 ពិត

លហំាត់ទី ៥៧:
េ្របៀបេធៀបចនំនួពតិ α = (2014.2014201420142014)3 − 2014

2015.2014201420142014
នងិ

β =
(2014.2014201420142015)3 − 2014

2015.2014201420142015
។

ដំេណាះ្រសាយ

តាង f (x) =
x3 − 2014

x + 1

⇒ f ′(x) =
2x3 + 3x2 + 2014

(x + 1)2

ចំេពាះ x > 0⇒ f ′(x) > 0 េហយី f េកីនដាច់ខាតចំេពាះ x > 0
េគដឹងថា 0 < 2014.2014201420142014 < 2014.2014201420142015
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

េនាះេគទាញបាន f (2014.2014201420142014) < f (2014.2014201420142015)

⇒ α = (2014.2014201420142014)3 − 2014
2015.2014201420142014

<

β =
(2014.2014201420142015)3 − 2014

2015.2014201420142015

លហំាត់ទី ៥៨:
េគឱ្យចនំនួគត់ធម ្មជាត ិa នងិ b ែដល a = da′, b = db′ ែដល a′ នងិ b′ ជាចនំនួបឋមរវាងគា្ន ។
តាង A ជាសំណំុពហគុណុរមួៃន a នងិ b េហើយ B ជាសំណំុពហគុណុៃន ab′។ បងា្ហញថា A = B។

ដំេណាះ្រសាយ

- ចំេពាះ M ∈ A⇒ ∃k, l ∈ N ែដល M = ka = lb (1)
េគមាន: a = a′d, b = b′d ែដល gcd(a′, b′) = 1
តាម (1) : ka′d = lb′d ⇒ ka′ = lb′

គឺ b′|ka′ ែត gcd(a′, b′) = 1⇒ b′|k ⇒ k = b′q ែដល q ∈ N
េគបាន M = (ab′)q⇒ M ∈ B បានន័យថា A ⊂ B (i)
- ចំេពាះ្រគប់ M′ ∈ B ⇒ M′ = (ab′)r ែដល r ∈ N
⇒ M′ = (ab′)r = a(b′r) (2)
មយង៉េទៀត ab′ = (da′)b′ = a′(db′) = a′b
េដាយ M′ ជាពហុគុណៃន ab′ េនាះ M′ ជាពហុគុណៃន a′b
េគបាន M′ = (a′b)s = (a′s)b ែដល s ∈ N (3)
តាម (2)&(3) : M′ = a(b′r)&M′ = b(a′s)⇒ M′ ∈ A បានន័យថា B′ ⊂ A (ii)
តាម (i) និង (ii) :⇒ A = B ។

លហំាត់ទី ៥៩:
អនគុមន ៍S កណំត់េល ើសំណំុចនំនួគត់ធម ្មជាត ិ េដាយ:
S (n) = 1n + 2n−1 + 3n−2 + 4n−3 + · · · + (n − 2)3 + (n − 1)2 + n។
បងា្ហញថា S (n + 1) > 3S (n) ចេំពាះ្រគប់ n ≥ 5។

ដំេណាះ្រសាយ

S (n + 1) = 1n+1 + 2n + 3n−1 + 4n−2 + · · · + (n − 1)3 + n2 + (n + 1) >
> 1n+1 + 2n + 3n−1 + 4n−2 + 5n−3 + 6n−4 + · · · + (n − 1)3 + n2

ែតេគមាន: 1n+1 + 2n + 3n−1 + 4n−2 + 5n−3 + 6n−4 + · · · + (n − 1)3 + n2 >
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> 1n+1 + 2n + 3n−1 + 4n−2 + 5n−3 + 3
(
6n−5 + 7n−6 + · · · + (n − 1)2 + n

)
⇒ S (n + 1) > 1n+1 + 2n + 3n−1 + 4n−2 + 5n−3 + 3

(
6n−5 + 7n−6 + · · ·

+(n − 1)2 + n
)

(1)

ែតេគមាន: 1n+1+2n+3n−1+4n−2+5n−3+3
(
6n−5 + 7n−6 + · · · + (n − 1)2 + n

)
=

1n−1 + 2n + 3n−1 + 4n−2 + 5n−3 + 3
(
S (n) − 1n − 2n−1 − 3n−2 − 4n−3 − 5n−4

)
= 3S (n)−2+2·2n−1−3·2n−1+3n−1−3·3n−2+4·4n−3−3·4n−3+5·5n−4−3·5n−4

= 3S (n) − 2 − 2n−1 + 4n−3 + 2 · 5n−4

= 3S (n) + 2
(
5n−4 − 1

)
+ 2n−1

(
2n−5 − 1

)
> 3S (n) (2)

េ្រពាះ 2n−1
(
2n−5 − 1

)
> 0

តាម (1)&(2) េគបាន S (n + 1) > 3S (n) ចំេពាះ្រគប់ n ≥ 5។

លហំាត់ទី ៦០:
ចនំនួបន្សំ ៃន n ធាតខុសុៗគា្ន យកម ្តង i ធាត ុតាងេដាយ C(n, i)។

េដាយេ្រប ើអនមុានរមួគណិតវទិយ បងា្ហញថា
n∑

i=1

(−1)i+11
i
C(n, i) =

n∑
j=1

1
j
ចេំពាះ n =

1, 2, 3, ...។

ដំេណាះ្រសាយ

- ចំេពាះ n = 1 េគបាន
1∑

i=1

(−1)i+11
i
C(1, i) = (−1)2C(1, 1)

1
1
= 1 =

1
1
=

1∑
j=1

1
j

គឺសមភាពពិតចំេពាះ n = 1

- ឧបមាថាសមភាពពិតដល់ n = k គឺថា
k∑

i=1

(−1)i+11
i
C(k, i) =

k∑
j=1

1
j

(1)

- សិក�ចំេពាះ n = k + 1 េគបាន
k+1∑
i=1

(−1)i+1C(k+1, i)
1
i
=

k∑
i=1

(−1)i+1C(k+1, i)
1
i
+(−1)k+1+1C(k+1, k+1)

1
k + 1

=

k∑
i=1

(−1)i+1 (C(k, i − 1) +C(k, i)) · 1
i
+ (−1)k+1+1C(k + 1, k + 1)

1
k + 1

=

 k∑
i=1

(−1)i+1C(k, i − 1) · 1
i
+ (−1)k+1+1C(k + 1, k + 1)

1
k + 1

 +
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k∑
i=1

(−1)i+1C(k, i)
1
i

=

 k∑
i=1

(−1)i+1C(k, i − 1) · 1
i
+ (−1)k+1+1C(k, k + 1 − 1)

1
k + 1

 +
k∑

i=1

(−1)i+1C(k, i)
1
i

⇒
k+1∑
i=1

(−1)i+1C(k + 1, i)
1
i
=

 k+1∑
i=1

(−1)i+1C(k, i − 1) · 1
i

 +
k∑

i=1

(−1)i+1C(k, i) · 1
i

(2)

ែតេគអាចសរេសរ C(k, i − 1)
1
i
=

k!
i(i − 1)!(k − i + 1)!

=
(k + 1)!

i!(k + 1 − i)!
· 1

k + 1
=

1
k + 1

C(k + 1, i) (3)

តាម (1), (2)&(3) េគបាន
k+1∑
i=1

(−1)i+1C(k+1, i)·1
i
=

k+1∑
i=1

(−1)i+1C(k+1, i)
1

k + 1
+

n∑
j=1

1
j

k+1∑
i=1

(−1)i+1C(k + 1, i)
1
i
= (−1)

k+1∑
i=1

(−1)iC(k + 1, i)
1

k + 1
+

k∑
j=1

1
j

(4)

ែតេគមាន 0 = (1 + (−1))k+1 = 1 +
k+1∑
i=1

C(k + 1, i)1k+1−i(−1)i ⇒ −
k+1∑
i=1

C(k +

1, i) · 1k+1−i(−1) = 1

⇒ (−1)
k+1∑
i=1

(−1)iC(k + 1, i)
1

k + 1
= 1 × 1

k + 1

(4) ⇒
k+1∑
i=1

(−1)i+1C(k + 1, i)
1
i
=

1
k + 1

+

k∑
j=1

1
j
=

k+1∑
j=1

1
j
គឺសមភាពពិតចំេពាះ

n = k + 1
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លហំាត់ទី ៦១:
េគឱ្យស្វ�តី xn នងិ yn ែដលកណំត់ចេំពាះ n = 1, 2, 3, ... េដាយ x1 = 0, xn+1 =

1
2

(xn + yn) នងិ y1 = 1, yn+1 =
1
4

(xn + 3yn)។
១. គណនាតទួ២ី ទ៣ី នងិទ៤ី ៃនស្វ�តីនមីយួៗ។
២. គណនា lim

n→+∞
(xn) នងិ lim

n→+∞
(yn)។

ដំេណាះ្រសាយ

១. គណនាតួទី២ ទី៣ និងទី៤ ៃនស្វុ ីតនីមួយៗ
x2 = (1/2) (x1 + y1) = 1/2, y2 = (1/4) (x1 + 3y1) = 3/4
x3 = (1/2) (x2 + y2) = 5/8, y3 = (1/4) (x2 + 3y2) = 11/16
x4 = (1/2) (x3 + y3) = 21/32, y4 = (1/4) (x3 + 3y3) = 43/64
២. គណនា lim

n→+∞
(xn) និង lim

n→+∞
(yn)

េគមាន xn+1 − yn+1 =
1
4

(xn − yn)

តាង zn = xn − yn េនាះេគបាន zn+1 =
1
4

zn ែដលជាស្វុ ីតធរណីមា្រតមានេរសុង q =
1
4

ដូចេនះ zn+1 =

(
1
4n

)
z1

ែត z1 = z1 − y1 = −1⇒ zn+1 = −
1
4n ⇒ zn = −

1
4n−1 ⇒ yn = xn +

(
1

4n−1

)
េគបាន xn+1 =

1
2

(
xn + xn +

(
1

4n−1

))
= xn +

(
1

2 · 4n−1

)
េដាយ xn+1 = xn +

(
1

2 · 4n−1

)
េនាះេគបាន x2 = x1 + 1/2

x3 = x2 +

(
1

2 · 43−2

)
= x1 + 1/2 +

(
1

2 · 43−2

)
x4 = x1 + 1/2 +

(
1

2 · 43−2

)
+

(
1

2 · 44−2

)
.....................................................................................................................

xn = x1 + 1/2 +
(

1
2 · 43−2

)
+

(
1

2 · 44−2

)
+ · · · +

(
1

2 · 4n−2

)
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xn = x1 + (1/2)
1 −

(
1

4n−1

)
1 − 1

4

= (2/3)
(
1 −

(
1

4n−1

))

េគបាន lim
n→+∞

(xn) = lim
n→+∞

(2/3)
(
1 −

(
1

4n−1

))
=

2
3

- គណនា lim
n→+∞

(yn)

lim
n→+∞

(yn) = lim
n→+∞

(xn) + lim
n→+∞

(
1

4n−1

)
= 2/3

លហំាត់ទី ៦២:
្រតេីកាណ ABC មយួមានម ុកំ ្ន�ងទាងំប ីA, B,C នងិបរមិា្រត 2p។

បងា្ហញថា BC =
psin(A/2)

cos(B/2)cos(C/2)
, AC =

psin(B/2)
cos(A/2)cos(C/2)

នងិ AB =

psin(C/2)
cos(A/2)cos(B/2)

។

ដំេណាះ្រសាយ

េគតាង BC = a, AC = b, AB = c េនាះេគបាន a + b + c = 2p

េគមាន a
sinA

=
b

sinB
=

c
sinC

=
a + b + c

sinA + sinB + sinC
=

2p
sinA + sinB + sinC

=
2p

2sin(A/2)cos(A/2) + 2sin ((B +C)/2) cos ((B −C)/2)

=
2p

2sin(A/2)cos(A/2) + 2cos(A/2)cos ((B −C)/2)
=

p
cos(A/2) (cos ((B +C)/2) + cos ((B −C)/2))

⇒ a
sinA

=
b

sinB
=

c
sinC

=
p

2cos(A/2)cos(B/2)cos(C/2)

⇒ a =
psinA

2cos(A/2)cos(B/2)cos(C/2)
=

2psin(A/2)cos(A/2)
2cos(A/2)cos(B/2)cos(C/2)

=
psin(A/2)

cos(B/2)cos(C/2)

តាមរេបៀបដូចគា្ន េគបាន b =
psinB

2cos(A/2)cos(B/2)cos(C/2)
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b =
psin(B/2)

cos(A/2)cos(C/2)

c =
psinC

2cos(A/2)cos(B/2)cos(C/2)

c =
psin(C/2)

cos(A/2)cos(B/2)

លហំាត់ទី ៦៣:
រង ្វង់ផ ្ចតិ I នងិកា ំ rមយួ ចារកឹក ្ន�ងចេ្រមៀកថាស (AOB) ផ ្ចតិ O កាំRមយួ នងិមានអង ្កត់ធ ្ន� AB =

2R។ បងា្ហញថា 1
r
=

1
R
+

1
a
។

ដំេណាះ្រសាយ

A
D

B

O

C
I r

H

េគមាន ្រតីេកាណ HOB ដូច COI
HOB
COI

⇒ OB
OI
=

BH
CI

R
R − r

=
a
r
⇒ Rr = aR − ar

⇒ aR
aRr
=

Rr
aRr
+

ar
aRr
⇒ 1

r
=

1
R
+

1
a

លហំាត់ទី ៦៤:
េគឱ្យបចីនំនួវជិ ្ជមាន a, b, c ែដល a ≥ b ≥ c នងិ a + b + c ≥ 1។
បងា្ហញថា a2 + 3b2 + 5c2 ≥ 1។
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ដំេណាះ្រសាយ

េគមាន 0 < a + b + c ≤ 1⇔ (a + b + c)2 ≤ 1 (1)
a ≥ b⇒ 2ab ≥ 2b2

b ≥ c⇒ 2bc ≥ 2c2

a ≥ c⇒ 2ac ≥ 2c2

េដាយបូកអង្គ និងអង្គ េគបាន 2ab + 2bc + 2ac ≥ 2b2 + 4c2

⇒ a2 + b2 + c2 + 2ab + 2bc + 2ac ≥ a2 + 3b2 + 5c2 (2)
តាម (1)&(2)⇒ a2 + 3b2 + 5c2 ≤ 1។

លហំាត់ទី ៦៥:
ស្វ�តី (un) កណំត់េដាយ u0 = a, un+1 =

un

nun + 1
ចេំពាះ n = 0, 1, 2, ... នងិ a , 0។

គណនា u2014 ជាអនគុមនៃ៍ន a។

ដំេណាះ្រសាយ

េគអាចសរេសរ un+1 (nun + 1) = un ⇔ un − un+1 = nunun+1

⇒ 1
un+1
− 1

un
= n

េគបាន n = 0⇒ 1
u1
− 1

u0
= 0

n = 1⇒ 1
u2
− 1

u1
= 1

n = 2⇒ 1
u3
− 1

u2
= 2

..........................................

n = 2013⇒ 1
u2014

− 1
u2013

= 2013

េដាយបូកអង្គ និងអង្គ េគបាន
1

u2014
− 1

u0
= 0 + 1 + 2 + 3 + · · · + 2013 = 2013 × 1007

1
u2014

=
2013 × 1007 × u0 + 1

u0

⇒ u2014 =
u0

2013 × 1007 × u0 + 1
=

a
2027091a + 1

គណិតវЋទŜថា្ន ក់មធ្យមសិក⅝ 56



នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

លហំាត់ទី ៦៦:
d ជាតែួចករមួធបំផំតុៃនចនំនួគត់ធម ្មជាត ិ x នងិ y។ d′ ជាតែួចករមួធបំផំតុៃនចនំនួគត់ធម ្មជាត ិ a =
x + y នងិ b = (k + 3)x + (k + 2)y។ បងា្ហញថា d = d′ ។

ដំេណាះ្រសាយ

- េដាយ d ជាតួែចករមួធំបំផុតៃនចំនួនគត់ធម្មជាតិ x និង y⇒ d|a = x + y
d ជាតួែចករមួធំបំផុតៃនចំនួនគត់ធម្មជាតិ x និង y⇒ d|(k + 3)x ∧ d|(k + 2)y
⇒ d|b = (k + 3)x + (k + 2)y
d|a ∧ d|b⇒ d|gcd(a, b) = d′ (1)
- េដាយ d′ជាតួែចករមួធំបំផុតៃនចំនួនគត់ធម្មជាតិ a = x+y និង b = (k+3)x+ (k+2)y
េគបាន d′|(a = x + y)⇒ d′| ((k + 2)x + (k + 2)y)
ែត d′|b = (k+3)x+(k+2)y⇒ d′| ((k + 3)x + (k + 2)y − (k + 2)x − (k + 2)y) =
x
តាមរេបៀបដូចគា្ន :
d′|(x + y)⇒ d′| ((k + 3)x + (k + 3)y)
ែត d′| ((k + 3)x + (k + 2)y)
និង d′| ((k + 3)x + (k + 3y))⇒ d′| ((k + 3)x + (k + 3)y − (k + 3)x − (k + 2)y) =
y
េដាយ (

d′|x ∧ d′|y)⇒ d′|gcd(x, y) = d (2)
តាម (1)&(2)⇒ d = d′

លហំាត់ទី ៦៧:
អនគុមន ៍ f កណំត់េល ើសំណំុចនំនួគត់ធម ្មជាត ិ នងិមានរបូភាពេល ើសំណំុចនំនួគត់ធម ្មជាត ិ
េហើយបេំពញលក្ខណៈ
ដចូខាងេ្រកាម:
(1) f (2) = 2

(2) f (mn) = f (m) f (n) ចេំពាះ្រគប់ចនំនួគត់ធម ្មជាត ិmនងិ n
(3) f (m) > f (n) កាលណា m > n ។
បងា្ហញថា f (n) = n ចេំពាះ្រគប់ចនំនួគត់ធម ្មជាត ិn។

ដំេណាះ្រសាយ

គណិតវЋទŜថា្ន ក់មធ្យមសិក⅝ 57



នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

- តាម (1)&(2) េគអាចសរេសរ f (2) = 2⇒ f (2) = f (1 · 2) = f (1) f (2)
2 = f (1) · 2⇒ f (1) = 1 ែដលពិតចំេពាះ n = 1
- ឧបមាថាពិតដល់ n = k គឺថា f (k) = k (4)
-សិក�ចំេពាះ n = k + 1
i. េបី k + 1 = 2p េនាះ 1 ≤ p ≤ k
តាម (1), (2)&(4) េគអាចសរេសរ f (k + 1) = f (2p) = f (2) f (p) = 2p ⇒ f (k +
1) = k + 1
ii. េបី k + 1 = 2p + 1 េនាះ 1 ≤ p < k ⇒ 2 ≤ p + 1 ≤ k
មយង៉េទៀត 2p < 2p + 1 < 2(p + 1)
តាម (3) េគអាចសរេសរ f (2p) < f (2p + 1) < f (2(p + 1))
⇒ 2p < f (2p+ 1) < f (2(p+ 1)) = f (2) f (p+ 1) = 2(p+ 1) េ្រពាះ p+ 1 ≤ k
⇒ 2p < f (2p + 1) < 2p + 2
េដាយ f (2p + 1) ជាចំនួនគត់ធម្មជាតិ េនាះេគទាញបាន f (2p + 1) = 2p + 1
⇒ f (k + 1) = k + 1 េនះបញ្ជ ក់ថាសមភាពពិតចំេពាះ n = k + 1

លហំាត់ទី ៦៨:
្រតេីកាណ ABC មយួ មានអរតសូង់ H ែដលកណំត់េល ើកម ្ពស់ AA′ បានផលេធៀប AH

HA′
= k , k

ជាចនំនួវជិ ្ជមាន។ បងា្ហញថា tanBtanC = k + 1, tanB + tanC = ktanA នងិ
cos(B −C) =

k + 2
k

cosA។

ដំេណាះ្រសាយ

A

C B

A′

H

B′

O

- បងា្ហ ញថា tanBtanC = k + 1
តាង I ជា្របសព្វរវាងរង្វង់ផ្ចិត O ែដលចារកឹេ្រក្រតីេកាណ ABC និង AA′
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េគមាន tanBtanC =
AA′

A′B
× AA′

A′C
=

AA′ · AA′

A′B · A′C (1)

្រតីេកាណែកង A′AC ដូច A′BI េ្រពាះ ∠AA′C = ∠BA′I, ∠CAA′ = ∠A′BI
A′AC
A′BI

⇒ A′A
A′B
=

A′C
A′I
⇒ A′B · A′C = AA′ · A′I

⇒ A′B · A′C = AA′ · A′H េ្រពាះ A′I = A′H

តាម (1) េគបាន tanBtanC =
AA′ · AA′

AA′ · A′H =
AA′

A′H
=

AH + HA′

HA′
= k + 1

- បងា្ហ ញថា tanB + tanC = ktanA

េគមាន tanB + tanC =
sin(B +C)
cosBcosC

(2)
េដាយ tanBtanC = k + 1 េនាះ sinBsinC = (k + 1)cosBcosC
−kcosBcosC = cosBcosC − sinBsinC = cos(B +C)
⇒ cosBcosC = (−1/k)cos(B +C)

តាម (2) េគបាន tanB + tanC = −k
sin(B +C)
cos(B +C)

= −ktan(B + C) = −ktan(π −
A) = ktanA

- បងា្ហ ញថា cos(B −C) =
k + 2

k
cosA

េគមាន cos(B −C) = cosBcosC + sinBsinC = (k + 2)cosBcosC
cos(B−C) = (k+ 2)(−1/k)cos(B+C) េ្រពាះ cosBcosC = (−1/k)cos(B+C)
⇒ cos(B −C) = (−(k + 2)/k)cos(π − A) = ((k + 2)/k)cosA

លហំាត់ទី ៦៩:
បងា្ហញថា ្រគប់ចនំនួគត់រ ុឡឺាទបី k អាចសរេសរជារាង a2 + b2 − 5c2 ែដល a, b, c
ជាចនំនួគត់រ ុឡឺាទបី។

ដំេណាះ្រសាយ

- ករណី k = 2n + 1, n ∈ Z េគអាចសរេសរ k = 2n + 1 = n2 + 4n2 − 5n2 + 2n + 1
k = n2 + 2n + 1 + 4n2 − 5n2

k = (n + 1)2 + (2n)2 − 5n2

- ករណី k = 2n, n ∈ Z េគអាចសរេសរ k = 2n = n2 + 4n2 − 5n2 − 8n + 10n
k = n2 − 4n + 4 + 4n2 − 4n + 1 − 5n2 + 10n − 5
k = (n − 2)2 + (2n − 1)2 − 5(n − 1)2
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លហំាត់ទី ៧០:
កណំត់ចនំនួឫសគត់វជិ ្ជមានទាងំអស់ៃនសមកីារ x + y + z = n ែដល n ជាចនំនួគត់ធជំាង 2។

ដំេណាះ្រសាយ

- ដំបូងេគពិនិត្យសមីការ y + z = k ែដល k ជាចំនួនគត់វជិ្ជមាន
y អាចយកតៃម្ល 1, 2, .., k − 1 េ្រពាះេបី y ≥ k ⇒ z ≤ 0 ែដលមិនអាច
z អាចយកតៃម្ល k − y គឺ z = k − 1, k − 2, ..., 1
ដូចេនះ សមីការ y + z = k មាន (k − 1) គូចេម្លីយចំនួនគត់វជិ្ជមាន
- ចំេពាះសមីការ x + y + z = n
xអាចយកតៃម្ល 1, 2, .., n−2 េ្រពាះេបី x ≥ n−1⇒ x+y+z ≥ n−1+1+1 = n+1
ែដលមិនអាច
ចំែណក y និង z េផ្ទ�ងផា្ទ ត់សមីការ y + z = n − x ែដលអាចមាន ((n − x) − 1) គូចេម្លីយ
(y, z)
បានន័យថា ចំេពាះ តៃម្លណាមួយរបស់ x េគអាចបាន (n − x − 1) គូចេម្លីយ (y, z) ។
េដាយ x = 1, 2, ..., n−2 េនាះេគបានចំនួន ចេម្លីយគត់វជិ្ជមាន (x, y, z)ទាងំអស់ៃនសមីការ
x + y + z = n
σ = (n − 1 − 1) + (n − 2 − 1) + · · · + (n − (n − 2) − 1)
= (n − 2) + (n − 3) + · · · + 1 = 0.5(n − 1)(n − 2)

ដូចេនះ ចំនួន ចេម្លីយគត់វជិ្ជមាន (x, y, z) ទាងំអស់ៃនសមីការ :σ = 0.5(n − 1)(n − 2)

លហំាត់ទី ៧១:
ស្វ�តីចនំនួពតិ x1, x2, ..., xn កណំត់េដាយ x1 = 0 នងិ |xi| = |xi−1 + c| ែដល 2 ≤ i < n

នងិ c ជាចនំនួពតិវជិ ្ជមាន។ កណំត់តៃម ្លអប្បបរមារបស់ A =
1
n

n∑
i=1

ជាអនគុមនៃ៍នចនំនួពតិវជិ ្ជមាន c

ែតមយួគត់។

ដំេណាះ្រសាយ

េគមាន
n+1∑
i=1

x2
i =

n+1∑
i=2

|xi|2 =
n+1∑
i=2

|xi−1 + c|2

=

n+1∑
i=2

(xi−1 + c)2 =

n+1∑
i=2

x2
i−1 + 2c

n+1∑
i=2

xi−1 + nc2
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=

n∑
i=1

x2
i + 2c

n∑
i=1

xi + nc2

⇒
n+1∑
i=1

x2
i −

n∑
i=1

x2
i = 2c

n∑
i=1

xi + nc2

⇒ 0 ≤ x2
n+1 = 2c

n∑
i=1

xi + nc2

េគទាញបាន 2c
n∑

i=1

xi ≥ −nc2

េហយី A =
1
n

n∑
i=1

xi ≥ −
c
2
េ្រពាះ c > 0

ដូចេនះ A =
1
n

n∑
i=1

xi មានតៃម្លអប្បបរមា (−c
2

)

លហំាត់ទី ៧២:
សសិ្ស 9 នាក់ េធ ្វើដេំណើរកសំាន ្តតាមកាណូតមយួ ែដលខណ័្ឌជា 3 បន ្ទប់ដាច់ពគីា្ន ។ សសិ្សមា្ន ក់ៗ្រតវូេឡ ើង
ជះិេនក ្ន�ងបន ្ទប់ណាមយួេដាយៃចដន្យ។ រក្របបូាបៃន្រពតឹ ្តកិារណ៍:
A : សសិ្ស 3 នាក់ ជះិេនក ្ន�ងបន ្ទប់ទមីយួ
B : សសិ្ស 3 នាក់ ជះិេនក ្ន�ងបន ្ទប់នមីយួៗ
C :សសិ្ស 2នាក់ជះិេនក ្ន�ងបន ្ទប់ទមីយួ 3នាក់ ជះិេនក ្ន�ងបន ្ទប់មយួ េហើយ 4នាក់ជះិេនក ្ន�ងបន ្ទប់ែដល
េនសល។់

ដំេណាះ្រសាយ

រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ A, B,C
ចំនួនករណីអាច n(S ) = 3 × 3 × · · · × 3 (មាន 9 កតា្ត ) គឺ n(S ) = 39

- រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ A:
· បន្ទប់ទី ១ មានសិស្ស 3 នាក់ អាចេ្រជីសេរសីបាន C(9, 3) រេបៀប
· សិស្សេផ្សងេទៀតជិះេនក្នុងបន្ទប់ែដលេនសល់ អាចេ្រជីសេរសីបាន 26 រេបៀប
េគបានចំនួនករណី្រសប n(A) = C(9, 3) × 26 = 21 × 28

ដូចេនះ p(A) =
n(A)
n(S )

=
7 × 28

38 = 0.273

- រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ B:
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B : សិស្ស 3 នាក់ជិះេនក្នុងបន្ទប់នីមួយៗគឺ សិស្ស 3 នាក់ ជិះេនក្នុងបន្ទប់ទីមួយ បនា្ទ ប់មក 3

នាក់ជិះេនក្នុងបន្ទប់មួយេទៀត និង 3 នាក់ចុងេ្រកាយជិះេនក្នុងបន្ទប់ែដលេនសល់។
េគបានចំនួនករណី្រសប n(B) = C(9, 3) ×C(6, 3) ×C(3, 3) = 9!/(3!)3

ដូចេនះ p(B) =
n(B)
n(S )

=
9!

(3!)3 × 39 =
560

6561
= 0.085

- រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ C:
· បន្ទប់មួយមានសិស្ស 2 នាក់ អាចេ្រជីសេរសីបាន 3C(9, 2) រេបៀប
· បន្ទប់មួយេទៀតមានសិស្ស 3 នាក់ អាចេ្រជីសេរសីបាន 2C(7, 3) រេបៀប
· សិស្សេផ្សងេទៀតជិះេនក្នុងបន្ទប់េនសល់ អាចេ្រជីសេរសីបានែត១រេបៀប
េគបានចំនួនករណី្រសប n(C) = 3C(9, 2) × 2C(7, 3) × 1 = 0.085

ដូចេនះ p(C) =
n(C)
n(S )

=
7560

39 = 0.384

លហំាត់ទី ៧៣:
រក្រគប់អនគុមន ៍ f ែដលកណំត់ នងិមានេដរេីវចេំពាះ្រគប់ចនំនួពតិ x, y, xy , 1 េហើយេផ ្ទ�ងផា្ទ ត់

សមភាព f (x) + f (y) = f
(

x + y
1 − xy

)
។

ដំេណាះ្រសាយ

េគមាន f ′(x) =
1 + y2

(1 − xy)2 f ′
(

x + y
1xy

)
(1)

f ′(y) =
1 + x2

(1 − xy)2 f ′
(

x + y
1 − xy

)
(2)

េដាយែចក (1)&(2)
f ′(x)
f ′(y)

=
1 + y2

1 + x2

⇒ f ′(x)(1 + x2) = f ′(y)(1 + y2)
េគទាញបាន អង្គទាងំពីរ្រត�វែតេស្មីនឹងចំនួនេថរ k ណាមួយ គឺថា f ′(x)(1 + x2) = k
⇒ f ′(x) = k/(1 + x2)

⇒ f (x) =
∫

(k/(1 + x2))dx = karctanx + c

េបី y = 0⇒ f (x) + f (0) = f
(

x + 0
1 − 0

)
= f (x)⇒ f (0) = 0
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ែត f (0) = karctan0 + c = 0⇒ c = 0
ដូចេនះ f (x) = karctanx ែដល k ជាចំនួនេថរណាមួយ។

លហំាត់ទី ៧៤:
ចនំនួមយួជាកាេរ្របាកដមានរាង abcd ។ េដាយដងឹថា ab − cd = 1 ចរូរកចនំនួ abcd។

ដំេណាះ្រសាយ

មាន ab − cd = 1⇒ ab = 1 + cd
· េដាយ abcd ជាកាេរ្របាកដ⇒ abcd = n2, n ∈ N
⇒100 · ab + cd = n2

101(1 + cd) + cd = n2

101 · cd = n2 − 102 = (n + 10)(n − 10) (∗)
េដាយ n2 មាន4 ខ្ទង់⇒ n < 100
·តាម (∗)⇒ n + 10 = 101⇒ n = 91
ដូចេនះ abcd = n2 = 912 = 8281

លហំាត់ទី ៧៥:
េគឱ្យអនគុមន ៍ f (x) = 24x2 + x + 2015 ។ េប ើ a > 0, b > 0 ចរូបងា្ហ ញថា

f
(

a + b
1 + a + b

)
< f

(
a

1 + a
+

b
1 + b

)
។

ដំេណាះ្រសាយ

· អនុគមន៍ f (x) = 24x2 + x + 2015 , D = R

· េដរេីវ f ′(x) = 48x + 1 , f ′(x) = 0 ⇔ x = − 1
48

x

f ′(x)

f (x)

−∞ − 1
48

+∞

− 0 +

f
(
− 1

48

)
f
(
− 1

48

)
េយងីបាន ∀x > − 1

48
⇒ អនុគមន៍ f េកីន។
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េបី a > 0, b > 0⇒ 0 <
a

1 + a + b
<

a
1 + a

និង 0 <
b

1 + a + b
<

b
1 + b

⇒ 0 <
a + b

1 + a + b
<

a
1 + a

+
b

1 + b

ដូចេនះ f
(

a + b
1 + a + b

)
< f

(
a

1 + a
+

b
1 + b

)
លហំាត់ទី ៧៦:
f ជាអនគុមនក៍ណំត់េល ើR េដាយ f (1) = 1, f (x + 1) ≤ f (x) + 1 នងិ f (x + 5) ≥
f (x) + 5។ េប ើ g(x) = f (x) − x + 1 ចរូគណនាតៃម ្លៃន g(2015)។

ដំេណាះ្រសាយ

េយងីបាន f (x) + 5 ≤ f (x + 5) = f [(x + 1) + 4]
≤ f (x + 4) + 1
≤ f (x + 3) + 2
≤ f (x + 2) + 3
≤ f (x + 1) + 4
≤ f (x) + 5

⇒ f (x) + 5 ≤ f (x + 5) ≤ f (x) + 5
⇒ f (x + 5) = f (x) + 5⇒ f (x + 1) = f (x) + 1
· េដាយ f (1) = 1⇒ f (2) = 2, f (3) = 3, ..., f (2015) = 2015
· េបី g(x) = f (x) − x + 1⇒ g(2015) = f (2015) − 2015 + 1
ដូចេនះ g(2015) = 1

លហំាត់ទី ៧៧:
េគឱ្យ f (1) = 2 នងិ 2 f (n + 1) = 2 f (n) + 1 ែដល n = 1, 2, 3, ...។
កណំត់តៃម ្ល n េដ ើម្បីឱ្យ f (n) = 2015 ។

ដំេណាះ្រសាយ

⇒
k∑

n=1

[
f (n + 1) − f (n)

]
=

k∑
n=1

1
2
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⇒ f (k + 1) − f (1) =
k
2
⇒ f (k + 1) = f (1) +

k
2

(∗)
·យក n = k + 1⇒ k = n − 1
(∗)⇒ f (n) = 2 +

n − 1
2
=

n + 3
2

· េបី f (n) = 2015⇒ n + 3
2
= 2015⇒ n = 4030 − 3 = 4027

ដូចេនះ n = 4027

លហំាត់ទី ៧៨:
េគឱ្យកេន�ម f (x) =

3

√
x +

x + 1
3

√
8x − 1

3
+

3

√
x − x + 1

3

√
8x − 1

3
។

គណនា f (2015)។

ដំេណាះ្រសាយ

តាង t =

√
8x − 1

3
⇔ t2 =

8x − 1
3
⇔ x =

3t2 + 1
8

⇔ x + 1 =
3t2 + 9

8
⇔

x + 1
3
=

t2 + 3
8

x +
x + 1

3

√
8x − 1

3
=

3t2 + 1
8
+

t3 + 3t
8
=

(
1 + t

2

)3

x − x + 1
3

√
8x − 1

3
=

3t2 + 1
8
− t3 + 3t

8
=

(
1 − t

2

)3

េយងីបាន f (x) =
1 + t

2
+

1 − t
2
= 1

ដូចេនះ f (2015) = 1

លហំាត់ទី ៧៩:
បងា្ហញថាចនំនួទាងំបនួគ ឺtan

π

8
, tan

3π
8
, tan

5π
8
, tan

7π
8

ជាឫសៃនសមកីារ x4−6x2+1 =
0។

ដំេណាះ្រសាយ

សមីការ (E) : x4 − 6x2 + 1 = 0
តាង x = tanα , cosα , 0
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(E)⇔ tan4α − 6tan2α + 1 = 0(
tan2α + 1

)2 − 8tan2α = 0

1
cos4α

− 8sin2α

8cos2α
= 0

1 − 8cos2αsin2α = 0
1 − 2sin2α = 0

sin2α = ±
√

2
2

· េបី sin2α =

√
2

2
⇒ α = π

8
+ kπ ឬ α = 3π

8
+ kπ, k ∈ Z

· េបី sin2α = −
√

2
2
⇒ α = −π

8
+ kπ ឬ α = 5π

8
+ kπ, k ∈ Z

- ចំេពាះ k = 0⇒ α ∈
{
− π

8
,
π

8
,
3π
8
,
5π
8

}
- ចំេពាះ k = 1⇒ α ∈

{7π
8
,
9π
8
,
11π

8
,
13π

8

}
េយងីយក 5π

8
∈

{π
8
,
3π
8
,
5π
8
,
7π
8

}
ដូចេនះ tan

π

8
, tan

3π
8
, tan

5π
8
, tan

7π
8
ជាឫសៃនសមីការ x4 − 6x2 + 1 = 0

លហំាត់ទី ៨០:
គណនា S = 1+x+x2+· · ·+xn នងិ

∑
= 1+2

(
1
3

)
+3

(
1
32

)
+· · ·+(n+1)

(
1
3n

)
។

ដំេណាះ្រសាយ

•ករណី x = 1⇒ S = 1 + 1 + 1 + 1 + · · · + 1︸                 ︷︷                 ︸
n តួ

= n + 1

•ករណី x , 1⇒ S ជាផលបូកៃន (n + 1) តួដំបូងៃនស្វុ ីតធរណីមា្រតែដលមាន
u1 = 1, q = x

ដូចេនះ S =
1 − xn+1

1 − x∑
= 1 + 2

(
1
3

)
+ 3

(
1
32

)
+ · · · + (n + 1)

(
1
3n

)
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•ករណី x , 1⇒ S =
1 − xn+1

1 − x

េដរេីវសងខាង : (1 + x + x2 + · · · + xn)′ =
−(n + 1)xn · (1 − x) +

(
1 − xn+1

)
(1 − x)2

1 + 2x + 3x2 + · · · + nxn−1 =
nxn+1 − (n + 1)xn + 1

(1 − x)2

ចំេពាះ x =
1
3
⇒ 1+2

(
1
3

)
+3

(
1
32

)
+· · ·+n

(
1

3n−1

)
=

n
(

1
3n+1 − (n + 1)

(
1
3n

)
+ 1

)
4
9

∑
=

9n
(

1
3n+1 − 9(n + 1)

(
1
3n

)
+ 9

)
4

+ (n + 1)
(

1
3n

)
ដូចេនះ S =

3n+2 − 2n − 5
4 × 3n

លហំាត់ទី ៨១:
េគឱ្យស្វ�តី (an) កណំត់េដាយ a1 = 5, an = 2an−1 − n, n = 1, 2, 3, ...។

គណនា an នងិ S n =

n∑
i=1

ai រចួគណនា lim
n→+∞

S n។

ដំេណាះ្រសាយ

តាង (rn) ែដល rn = αn + βជាស្វុ ីតជំនួយ⇒ rn−1 = α(n − 1) + β
េដាយ an = 2an−1 − n⇒αn + β = 2

[
α(n − 1) + β

] − n
αn + β = 2αn − 2α + 2β − n
αn − n + β − 2α = 0
(α − 1)n + (β − 2α) = 0 · n + 0

⇒
α − 1 = 0

β − 2α = 0
⇒

α = 1

β = 2
េយងីបាន rn = n + 2
រកផលសង an − rn:
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an − (n + 2) = 2an−1 − n − n + 2
= 2an−1 − 2(n + 1)
= 2 [an−1 − (n + 1)] (1)

តាង vn = an − (n + 2)⇒ vn−1 = an−1 − (n + 1)
តាម (1)⇒ vn = 2vn−1 ⇒

vn

vn−1
= 2

⇒ (vn) ជាស្វុ ីតធរណីមា្រតែដលមាន q = 2, v1 = a1 − 3 = 5 − 3 = 2
⇒ vn = v1 × qn−1 = 2 × 2n−1 = 2n

េដាយ vn = an − (n + 2)⇒ an − (n + 2) = 2n

ដូចេនះ an = 2n + n + 2

S n =

n∑
i=1

ai =

n∑
i=1

(
2i + i + 2

)
=

n∑
i=1

2i +

n∑
i=1

i +
n∑

i=1

2

=
2 (2n − 1)

2 − 1
+

n(n + 1)
2

+ 2n =
4 × 2n − 4 + n2 + n + 4n

2

ដូចេនះ S n =
2n+2 + n2 + 5n − 4

2

•គណនា lim
n→+∞

S n = lim
n→+∞

2n

2

(
4 +

n2

2n +
5n
2n −

4
2n

)
= +∞

លហំាត់ទី ៨២:
យក M ជាចណុំចមយួស្ថតិេនក ្ន�ង្រតេីកាណ ABC ែដល−−→MA+2

−−→
MB+3

−−→
MC =

−→
0 ។ គណនា

P =
S ABC

S AMC
។ (S ABC, S AMC ជា្រកឡាៃផ ្ទ្រតេីកាណ ABC, AMC)

ដំេណាះ្រសាយ

A

B C
M

E

D

យក D និង E ជាចំណុចកណា្ត លេរៀងគា្ន ៃន AC និង BC
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េយងីបាន −−→MA +
−−→
MC = 2

−−−→
MD

2
−−→
MB + 2

−−→
MC = 4

−−→
ME

⇒ −−→MA + 2
−−→
MB + 3

−−→
MC = 2

−−−→
MD + 4

−−→
ME

⇒ −−−→MD = −2
−−→
ME

⇒ D,M, E ស្ថិតេនេលីបនា្ទ ត់ែតមួយ និង MD = 2ME

េនាះ S AEC

S AMC
=

S AED

S AMD
=

3 · S AME

2 · S AME

េយងីបាន S ABC

S AMC
=

2S AEC

S AMC
= 2 × 3

2

ដូចេនះ P =
S ABC

S AMC
= 3

លហំាត់ទី ៨៣:
េគឱ្យ x, y, z ជាចនំនួពតិវជិ ្ជមានេផ ្ទ�ងផា្ទ ត់ទនំាក់ទនំង x2016 + y2016 + z2016 = 3។
រកតៃម ្លធបំផំតុៃន f (x, y, z) = x2 + y2 + z2។

ដំេណាះ្រសាយ

តាមវសិមភាពកូសីុ 2016 តួ េយងីបាន:
1 + 1 + 1 + · · · + a2016 + a2016 ≥ 2016 · 2016

√(
a2016)2

= 2016 · a2

⇒ a2 ≤ 2014 + 2a2016

2016
=

1007 + a2016

1008
(∗)

តាម (∗) េយងីបាន:
x2 ≤ 1007 + x2016

1008
, y2 ≤ 1007 + y2016

1008
, z2 ≤ 1007 + z2016

1008

⇒ f (x, y, z) = x2 + y2 + z2 ≤ 3 × 1007 + x2016 + y2016 + z2016

1008

≤ 3 × 1007 + 3
1008

=
3(1007 + 1)

1008
= 3

ដូចេនះ តៃម្លធំបំផុតៃន f (x, y, z) = x2 + y2 + z2 គឺ 3

លហំាត់ទី ៨៤:
េគឱ្យ p ជាចនំនួបឋមធជំាង 2 នងិ n ជាចនំនួគត់វជិ ្ជមាន។
បងា្ហញថា p ជាតែួចកៃន 1pn

+ 2pn
+ 3pn

+ · · · + (p − 1)pn។
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ដំេណាះ្រសាយ

េដាយ pជាចំនួនបឋមធំជាង 2⇒ p គឺជាចំនួនគត់េសស⇒ pnជាចំនួនគត់េសសចំេពាះ្រគប់
n ∈ N ។
•យក m ជាចំនួនគត់េសស េយងីបាន:
am + (p − a)m =

[
a + (p − a)

] [
am−1 + am−2 · (p − a) + · · · + (p − a)m−1

]
= p

[
am−1 + am−2 · (p − a) + · · · + (p − a)m−1

]
(∗)

តាង
∑
= 1pn

+ 2pn
+ 3pn

+ · · · + (p − 1)pn

=
[
1pn
+ (p − 1)pn]

+
[
2pn
+ (p − 2)pn]

+ · · · +
(p − 1

2

)pn

+

(
p + 1

2

)pn
តាម (∗) េយងីបាន

∑
= p × k ែដល k ជាចំនួនគត់

ដូចេនះ p ជាតួែចកៃន 1pn
+ 2pn

+ 3pn
+ · · · + (p − 1)pn

លហំាត់ទី ៨៥:
រកចនំនួពតិ x, y នងិ z ែដលេផ ្ទ�ងផា្ទ ត់ទនំាក់ទនំង x3 + y = 3x+ 4, 2y3 + z = 6y+ 6 នងិ
3z2 + x = 9z + 8។

ដំេណាះ្រសាយ

េយងីមាន x3 + y = 3x + 4 (1), 2y3 + z = 6y + 6 (2) , 3z2 + x = 9z + 8 (3)
(1)⇒ x3 − 3x − 2 = 2 − y

(x − 2)(x + 1)2 = 2 − y (i)
(2)⇒ 2y3 − 6y − 4 = 2 − z

2(y − 2)(y + 1)2 = 2 − z (ii)
(3)⇒ 3z3 − 9z − 6 = 2 − x

3(z − 2)(z + 1)2 = 2 − x (iii)
គុណសមីការ (i), (ii), (iii) េយងីបាន:
6(x − 2)(y − 2)(z − 2)(x + 1)2(y + 1)2(z + 1)2 = (2 − x)(2 − y)(2 − z)
⇒ (x − 2)(y − 2)(z − 2)

[
(x + 1)2(y + 1)2(z + 1)2 + 1

]
= 0

⇒ x = 2 ឬ y = 2 ឬ z = 2
•េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ចំេពាះ x = 2 និង y = 2 និង z = 2
� (1) : 8 + 2 = 6 + 4 ពិត
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� (2) : 16 + 2 = 12 + 6 ពិត
� (3) : 24 + 2 = 18 + 8 ពិត
ដូចេនះ x = 2, y = 2, z = 2

លហំាត់ទី ៨៦:
េគឱ្យចនំនួពតិវជិ ្ជមាន a, b, c ែដល c = a + b។ បងា្ហញថា 4√

a3 +
4√
b3 >

4√
c3។

ដំេណាះ្រសាយ

េយងីមាន a, b, c ជាចំនួនពិតវជិ្ជមាន ែដល c = a + b

⇒ a
c
+

b
c
= 1⇒


0 <

a
c
< a

0 <
b
c
< 1

⇒



(a
c

)3
4 >

(a
c

)1

(
b
c

)3
4
>

(
b
c

)1

បូកអង្គ និងអង្គ ⇒
(a
c

)3
4 +

(
b
c

)3
4
>

a
c
+

b
c
=

a + b
c
=

c
c
= 1

⇒ a
3
4

c
3
4

+
b

3
4

c
3
4

> 1

ដូចេនះ 4√
a3 +

4√
b3 >

4√
c3

លហំាត់ទី ៨៧:
ក) រក f (x) េដាយដងឹថា f

(
3x − 1
x + 2

)
=

x + 1
x − 1

្រគប់ x , −2 នងិ x , 1។

ខ) េគឱ្យ g(x +
√

x2 + 1) = x −
√

x2 + 1។ គណនា g(2015) + 1។

ដំេណាះ្រសាយ

ក) រក f (x) េដាយដឹងថា f
(
3x − 1
x + 2

)
=

x + 1
x − 1

្រគប់ x , −2 និង x , 1

តាង t =
3x − 1
x + 1

⇒ tx + 2t = 3x − 1
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⇒ tx − 3x = −2t − 1⇒ x =
−2t − 1

t − 3

េយងីបាន x + 1
x − 1

=

−2t − 1
t − 3

+ 1

−2t − 1
t − 3

− 1
=
−2t − 1 + t − 3
−2t − 1 − t + 3

=
−t − 4
−3t + 2

=
t + 4

3t − 2

⇒ f (t) =
t + 4

3t − 2
, t ,

2
3

ដូចេនះ f (x) =
t + 4

3x − 2
, x ,

2
3

ខ) គណនា g(2015) + 1
េយងីមាន g(x +

√
x2 + 1) = x −

√
x2 + 1

តាង t = x+
√

x2 + 1⇒ x−
√

x2 + 1 = −1
t
េ្រពាះ

(
x +
√

x2 + 1
) (

x −
√

x2 + 1
)
=

−1
េយងីបាន : g(t) = −1

t
⇒ g(2015) + 1 = 1 − 1

2015
=

2014
2015

ដូចេនះ g(2015) + 1 =
2014
2015

លហំាត់ទី ៨៨:
f ជាអនគុមនក៍ណំត់េល ើ R េហើយេផ ្ទ�ងផា្ទ ត់ (u − v)(u + v) − (u + v) f (u − v) =
4uv(u2 − v2)។ គណនា f (0)។ បងា្ហញថា f ជាអនគុមនេ៍សស ។ កណំត់អនគុមន ៍ f (x) ។

ដំេណាះ្រសាយ

(u − v)(u + v) − (u + v) f (u − v) = 4uv(u2 − v2) (∗) + គណនា f (0)
•យក u = v , 0 េនាះ (∗)⇒ −2u · f (0) = 0⇒ f (0) = 0
ដូចេនះ f (0) = 0 + បងា្ហ ញថា f ជាអនុគមន៍េសស
•យក u = 0 និង v , 0 េនាះ (∗)⇒ −v f (v) − v f (−v) = 0
⇒ v f (−v) = −v f (v)⇒ f (−v) = − f (v) ្រគប់ −v, v ស្ថិតក្នុងែដនកំណត់
ដូចេនះ f ជាអនុគមន៍េសស
+ កំណត់អនុគមន៍ f (x)

តាង x = u + v និង y = u − v⇒


u =

x + y
2

v =
x − y

2
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(∗)⇒ y f (x) − x f (y) = 4
(x + y

2

) (x − y
2

)
· xy

⇒ y f (x) − x f (y) =
(
x2 − y2

)
(xy) = x3y − y3x

⇒ y f (x) − x3y = x f (y) − xy3

⇒ y
[
f (x) − x3

]
= x

[
f (y) − y3

]
⇒ f (x) − x3

x
=

f (y) − y3

y

⇒មានចំនួនពិត k ែដល f (x) − x3

x
= k ⇒ f (x) = x3 + kx

គឺ f ជាអនុគមន៍េសស និង f (0) = 0
ដូចេនះ f (x) = x3 + kx , k ∈ R

លហំាត់ទី ៨៩:
គណនា S = 0 × 12 + 1 × 22 + 2 × 32 + · · · + 2014 × 20152។

ដំេណាះ្រសាយ

S = 0 × 12 + 1 × 22 + 2 × 32 + · · · + 2014 × 20152

= (1 − 1) × 12 + (2 − 1) × 22 + (3 − 1) × 32 + · · · + (2015 − 1) × 20152

=
(
13 + 23 + 33 + · · · + 20153

)
−

(
12 + 22 + 32 + · · · + 20152

)
=

(
2015 × 2016

2

)2

−
(
2015 × 2016 × 4031

6

)
ដូចេនះ S = 20152 × 10082 − 336 × 2015 × 4031

លហំាត់ទី ៩០:
គណនា E =

n−1∑
k=1

[
k

[(2k − 1)(2k + 1)]2 +
(n − 1)!
(n + 1)!

]
។

ដំេណាះ្រសាយ

E =
n−1∑
k=1

[
k

[(2k − 1)(2k + 1)]2 +
(n − 1)!
(n + 1)!

]
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E =
n−1∑
k=1

[(
1

(2k − 1)2 −
1

(2k + 1)2

)
· 1

8

]
+

n−1∑
k=1

(n − 1)!
(n + 1)!

=
1
8

(
1 − 1

(2n − 1)2

)
+ (n − 1) × (n − 1)!

(n − 1)! · n · (n + 1)

=
4n2 − 4n + 1 − 1

8(2n − 1)2 +
n − 1

n(n + 1)

ដូចេនះ E =
n2 − n

2(2n − 1)2 +
n − 1

n(n + 1)

លហំាត់ទី ៩១:
េគឱ្យ្រតេីកាណ ABC មយួនងិ P ជាចណុំចមយួេនក ្ន�ង្រតេីកាណ ABC។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា ក ្ន�ង
ចេំណាមម ុំ ∠PAB, ∠PBC នងិ ∠PCA មានមយួយា៉ងតចិ្រតវូតចូជាង ឬ េស្មើ 300 ។ 

ដំេណាះ្រសាយ

•យក Q,R, S ជាចំេណាលែកងៃន P
េលី BC,CA, AB

•េយងីបាន sinα =
PS
PA
, sinβ =

PQ
PB
,

sinγ =
PR
PC

ឧបមាថាα > 300, β > 300, γ > 300

េនាះ α, β, γ នីមួយៗ្រត�វតូចជាង 1500

A

B C

P

S

Q

R

α

β
γ

⇒ sinα >
1
2
, sinβ >

1
2
, sinγ >

1
2

⇒ PS
PA
>

1
2
,

PQ
PB
>

1
2
,

PR
PC
>

1
2

⇒ PA < 2PS , PB < 2PQ, PC < 2PR
⇒ PA + PB + PC < 2(PS + PQ + PR) : ផ្ទុយពីវសិមភាព Erdos Mordell
ដូចេនះ ក្នុងចំេណាមមុំ ∠PAB, ∠PBC និង ∠PCA មានមួយយ៉ាងតិច្រត�វតូចជាង ឬ េស្មី 300
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លហំាត់ទី ៩២:
រកវមិា្រតចតេុកាណែកងែដលមានៃផ ្ទ្រកឡាធបំផំតុអាចចារកឹក ្ន�ងេអលបី (E) :

x2

a2 +
y2

b2 = 1 ។

ដំេណាះ្រសាយ

y

x′ x

y′

O

y
M

x

េអលីប (E) :
x2

a2 +
y2

b2 = 1

តាង M(x, y) ជាកំពូលៃនចតុេកាណែកង
លក្ខខណ្ឌ 0 < x < a និង 0 < y < b
វមិា្រតចតុេកាណែកងគឺ 2x, 2y
ៃផ្ទ្រកឡាចតុេកាណែកងគឺ S = 4xy (1)

(E)⇒ y2 =
b2

a2

(
a2 − x2

)
⇒ y =

b
a

√
a2 − x2

(1)⇒ S = 4x · b
a

√
a2 − x2 =

4b
a

x
√

a2 − x2

⇒ S ′ =
4b(a +

√
2x)(a −

√
2x)

a
√

a2 − x2

S ′ យកសញញ តាម a −
√

2x េ្រពាះ a +
√

2x > 0

េបី a −
√

2x = 0 ⇒ x =
a
√

2
2

តារាងអេថរភាពៃន S
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x

S ′

S

0 a
√

2
2

a

+ 0 −
អតិអតិ

S អតិបរមា្រតង់ x =
a
√

2
2

និង y =
b
a

√
a2 −

(
a
√

2

)2

=
b
√

2
2

ដូចេនះ វមិា្រតចតុេកាណែកងគឺ 2x = a
√

2 និង 2y = b
√

2

លហំាត់ទី ៩៣:
េគឱ្យអនគុមន ៍ y = 4 + mx − 3x2

4x + m
។

ក) កណំត់តៃម ្លm េដ ើម្បីេអាយបនា្ទ ត់បះ៉នងឹែខ្សេកាង្រតង់ x = 0 ែកងនងឹអាសុមីតតូេ្រទត។
ខ) កណំត់ a េដ ើម្បីេអាយសមកីារ sin6x + cos6x = a |sin2x| មានរសឹ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក) កំណត់តៃម្ល m េដីម្បេីអាយបនា្ទ ត់ប៉ះនឹងែខ្សេកាង្រតង់ x = 0 ែកងនឹងអាសីុមតូតេ្រទត
អនុគមន៍ y = 4 + mx − 3x2

4x + m
− 3

4
x +

7
16

m

4x + m
) − 3x2 + mx + 4

3x2 +
3
4

mx

7
4

mx + 4

− 7
4

mx − 7
16

m2(
4 +
−7
16

m2
)

េយងីអាចសរេសរ y = −3
4

x +
7

16
m +

4 − 7
16

m2

4x + m
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េដាយ lim
x→±∞


4 − 7

16
m2

4x + m

 = 0⇒ y = −3x
4
+

7
16

m ជាអាសីុមតូតេ្រទត

y′ = −3
4
−

4
(
4 − 7

16
m2

)
(4x + m)2

េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះែខ្សេកាង្រតង់ x = 0 គឺ y′(0) =
m2 − 16

m2

បនា្ទ ត់ប៉ះេនះែកងនឹងអាសីុមតូតេ្រទតកាលណា:(
−3

4

) (
m2 − 16

m2

)
= −1

⇔ 3m2 − 48 = 4m2

⇔ m2 = −48 គា្ម នតៃម្ល m
ខ) កំណត់ a េដីម្បេីអាយសមីការ sin6x + cos6x = a |sin2x|មានឫស
sin6x + cos6x = a |sin2x| (1)
⇔

(
sin2x

)3
+

(
cos2x

)3
= a |sin2x|

⇔
(
sin2x + cos2x

) (
sin4x − sin2xcos2x + cos4x

)
= a |sin2x|

⇔
(
sin2x + cos2x

)2 − 3sin2xcos2x = a |sin2x|
⇔ 1 − 3sin2xcos2x = a |sin2x|

⇔ 1 − 3
(

sin2x
2

)2

= a |sin2x|

⇔ 4 − 3sin22x
4

= a |sin2x|

⇔ 4 − 3sin22x
4 |sin2x| = a (2)

តាង t = sin2x , −1 ≤ t ≤ 1

(2)⇒ 4 − 3t2

4 |t| = a (3)

សមីការ (3)ជាសមីការអាប់សីុសចំណុច្របសព្វរវាងែខ្សេកាង (C1) : y =
4 − 3t2

4 |t| ជាមួយបនា្ទ ត់
y = a ។
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សំណង់ (C1) : y1 =
4 − 3t2

4t
=

1
t
− 3

4
t

y
′
1 = −

1
t2 −

3
4
= −

(
1
t2 +

3
4

)
< 0

តារាងអេថរភាព
t

y
′
1

y1

−∞ 0 +∞
− −

+∞+∞

−∞

+∞

−∞−∞

- បនា្ទ ត់ t = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ
- បនា្ទ ត់ y = −3t

4
ជាអាសីុមតូតេ្រទត

- បនា្ទ ត់កាត់តាម
(
−1,−1

4

)
;
(
1,

1
4

)

សំណង់ (C) : y =
4 − 3t2

4 |t|
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y(−t) =
4 − 3(−t)2

4 |−t| =
4 − 3t2

4 |t| = y(t)

⇒ y ជាអនុគមន៍គូ
ែខ្សេកាង (C) ឆ្លុះគា្ន េធៀបនឹងអ័ក្ស (Oy)

េបី t > 0 : y =
4 − 3t2

4t
= y1

⇒ (C) និង (C1) ្រត�តសីុគា្ន
តាម្រកាភិចសមីការ (1) មានឫសលុះ្រតាែត a ≥ 1

4

លហំាត់ទី ៩៤:
ក) សកិ�អេថរភាព នងិសង់ែខ្សេកាងតាងអនគុមន ៍ y = x2 +

1
x
។

ខ) េត ើសមកីារ x3 − 1000x + 1 = 0 មានឫសប៉នុា្ម ន?

ដំេណាះ្រសាយ

ក) សិក�អេថរភាព និងសង់ែខ្សេកាងតាងអនុគមន៍ y = x2 +
1
x

•ែដនកំណត់ D = R∗ = R − {0} •លីមីត
lim

x→±∞
y = lim

x→±∞

(
x2 +

1
x

)
= +∞

lim
x→0

y = lim
x→0

(
x2 +

1
x

)
=

−∞ េបី x→ 0−

+∞ េបី x→ 0+

•េដរេីវ
y′ = 2x − 1

x2 =
2x3 − 1

x2

y′ = 0⇔ x3 =
1
2
⇒ x =

1
3√2
, y =

1
3√4
+

3√
2 =

3
3√4

តារាងអេថរភាព
x

y′

y

−∞ 0
1
3√2

+∞

− − 0 +

+∞+∞
−∞

+∞ 3
3√4

3
3√4

+∞+∞

−1
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•សង់ែខ្សេកាង
អ័ក្ស (Oy) ជាអាសីុមតូតឈរ
lim

x→±∞

1
x
= 0 េនាះប៉ារ៉ាបូល y = x2 ជាអាសីុមតូតេកាង

កាត់អ័ក្ស (Ox) ្រតង់ A(−1, 0)

y′′ = 2 +
2
x3 =

2
(
x3 + 1

)
x3 ⇒ A(−1, 0) ជាចំណុចរបត់

កាត់តាម B(1, 2)

ខ) េតីសមីការ x3 − 1000x + 1 = 0 មានឫសប៉ុនា្ម ន?
េយងីបាន x2 − 1000 +

1
x
= 0 េ្រពាះ 0 មិនែមនឫស

⇔ x2 +
1
x
= 1000 ជាសមីការអាប់សីុសចំណុច្របសព្វរវាងែខ្សេកាង (C) ជាមួយបនា្ទ ត់

y = 1000 ។ ដូចេនះ តាម្រកាភិចសមីការមានឫសបីេផ្សងគា្ន ។
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លហំាត់ទី ៩៥:
េប ើ x1 ជារសឹៃនសមកីារ ax2 + bx + c = 0 េហើយ x2 ជារសឹៃនសមកីារ ax2 +

bx − c = 0 , c , 0 ។ បងា្ហញថា សមកីារ ax2 + bx +
c
2
= 0 មានរសឹ

េហើយេអាយទតីាងំរសឹទាងំេនាះេធៀបនងឹ x1 នងិ x2 ។

ដំេណាះ្រសាយ

f (x) = ax2 + bx + c = 0
• : a f (α) < 0⇒សមីការមានរសឹពីរ x1 < α < x2

• : f (α) · f (β) < 0⇒សមីការមានរសឹពីរ ែដលរសឹមួយស្ថិតេនចេនា្ល ះ α&β ។

តាមសម្មតិកម្ម េយងីបាន
ax2

1 + bx1 + c = 0

ax2
2 + bx2 − c = 0

តាង f (x) = ax2 + bx +
c
2

េយងីបាន


f (x1) = ax2

1 + bx1 +
c
2
=

(
ax2

1 + bx1 + c
)
− c

2
f (x2) = ax2

2 + bx2 +
c
2
=

(
ax2

2 + bx2 − c
)
+

3c
2
=

3c
2

⇒ f (x1) · f (x2) = −3c2

4
< 0

ដូចេនះ សមីការ f (x) = 0 មានរសឹពីរជានិច្ច ែដលមានរសឹមួយេនចេនា្ល ះ x1&x2

លហំាត់ទី ៩៦:
េដាះ្រសាយវសិមកីារ 4

(
x3 − 2x + 1

)
(sinx + 2cosx) ≥ 9

∣∣∣x3 − 2x + 1
∣∣∣ ។

ដំេណាះ្រសាយ

េយងីមាន asinx + bcosx =
√

a2 + b2

(
a

√
a2 + b2

sinx +
b

√
a2 + b2

cosx
)

េយងីអាចសរេសរ asinx ± bcosx =
√

a2 + b2sin(x ± φ) ែដល
cosφ =

a
√

a2 + b2

sinφ =
b

√
a2 + b2
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4
(
x3 − 2x + 1

)
(sinx + 2cosx) ≥ 9

∣∣∣x3 − 2x + 1
∣∣∣ (1)

េយងីបាន : x3 − 2x + 1 = (x − 1)(x2 + x − 1)

x

x3− 2x+ 1

−1 +
√

5
2

√
5 − 1
2

1

− 0 + 0 − 0 +

sinx + 2cosx =
√

5
(

1
√

5
sinx +

2
√

5
cosx

)

=
√

5sin(x + φ),


cosφ =

1
√

5
sinφ =

2
√

5

ករណីទី ១: x = −1 +
√

5
2
, x =

√
5 − 1
2
, x = 0

(1)⇒ 0 ≥ 0 ពិត
ករណីទី ១: −1 +

√
5

2
< x <

√
5 − 1
2

ឬ x > 1

⇔ x3 − 2x + 1 > 0⇔
∣∣∣x3 + 2x − 1

∣∣∣ = x3 − 2x + 1
(1)⇒ 4

√
5sin(x + φ) ≥ 9

⇔ sin(x + φ) ≥ 9

4
√

5
=

9
√

5
20
> 1

(េ្រពាះ 9
√

5 u 9 × 2.23 = 20.07)
វសិមីការគា្ម នរសឹេទក្នុងករណីេនះ

ករណីទី ៣ : x < −1 +
√

5
2

ឬ
√

5 − 1
2

< x < 1

⇔ x3 − 2x + 1 < 0⇔
∣∣∣x3 − 2x + 1

∣∣∣ = − (
x3 − 2x + 1

)
(−4)

[
−

(
x3 − 2x + 1

)]
(sinx + 2cosx) ≥ 9

∣∣∣x3 − 2x + 1
∣∣∣

(1)⇒ −4
√

5sin(x + φ) ≥ 9

⇔ sin(x + φ) ≤ − 9

4
√

5
< −1 គា្ម នរសឹ

ដូចេនះ S =
{
− 1 +

√
5

2
,

√
5 − 1
2
, 1

}
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លហំាត់ទី ៩៧:
កណំត់ m េដ ើម្បីេអាយតៃំលតចូបផំតុៃនអនគុមន ៍ f (x) =

∣∣∣x2 − 3x + 2
∣∣∣ + mx ធជំាង 1

ដាច់ខាត ។

ដំេណាះ្រសាយ

x

x2− 3x+ 2

1 2

+ 0 − 0 +

ករណីទី ១ : 1 ≤ x ≤ 2
េគបាន: f (x) = −x2 + (m + 3)x − 2
ដូចេនះ min f (x) = min

{
f (1), f (2)

}
ករណីទី ២ : x ≤ 1 ឬ x ≥ 2

េគបាន f (x) = x2 − (3 − m)x + 2 មានអាប់សីុសកំពូលគឺ 3 − m
2

េនាះ min f (x) = min
{
f (1), f (2), f

(
3 − m

2

) }

min f (x) > 1 លុះ្រតាែត


f (1) > 1

f (2) > 1

f
(
3 − m

2

)
> 1

⇔


f (1) = m > 1

f (2) = 2m > 1

f
(
3 − m

2

)
=

(
3 − m

2

)2

− (3 − m)2

2
+ 2 > 1

⇒


m > 1

−9 − 6m + m2

4
+ 8 > 1

⇒
m > 1

−9 + 6m − m2 + 8 > 4

⇒
m > 1

m2 − 6m + 5 < 0
⇒

1 < m

1 < m < 5
⇒ 1 < m < 5
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លហំាត់ទី ៩៨:

េគឱ្យអនគុមន ៍ f (x) =


ex − x េបី x < 0

cos2πx េបី 0 ≤ x ≤ 1

1 +
lnx
x

េបី x > 1

។

សកិ�ភាពជាប់ នងិភាពមានេដរេីវ្រតង់ x = 0 នងិ x = 1 ។

ដំេណាះ្រសាយ

+ ភាពជាប់ៃនអនុគមន៍ f ្រតង់ x = 0
f (0) = cos20 = 1

lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

(ex − x) = 1

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

cos2πx = 1

⇒ f ជាប់្រតង់ x = 0

+ ភាពជាប់ៃនអនុគមន៍ f ្រតង់ x = 1
f (1) = cos2π = 1

lim
x→1−

f (x) = lim
x→1−

cos2πx = 1

lim
t→1+

f (x) = lim
x→1+

(
1 +

lnx
x

)
= 1

⇒ f ជាប់្រតង់ x = 1

ចំណាំ : f (x) =

g(x) េបី x ≤ x0

h(x) េបី x ≥ x0
, g, h ជាអនុគមន៍ធម្មតាមានេដរេីវ។

f មានេដរេីវ្រតង់ x0 ⇔ lim
x→x−0

g′(x) = lim
x→x+0

h′(x) ។

+ ភាពមានេដរេីវៃនអនុគមន៍ f ្រតង់ x = 0
lim

x→0−
f ′(x) = lim

x→0−
(ex − x)′ = lim

x→0−
(ex − 1) = 0

lim
x→0+

f ′(x) = lim
x→0+

(
cos2πx

)′
= lim

x→0+
(−2πcosπxsinπx) = 0

⇒ f មានេដរេីវ្រតង់ x = 0 េហយី f ′(0) = 0
+ ភាពមានេដរេីវៃនអនុគមន៍ f ្រតង់ x = 1
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
lim

x→1−
f ′(x) = lim

x→1−
(−2πcosπxsinπx) = 0

lim
x→1+

f ′(x) = lim
x→1+

(
1 +

lnx
x

)′
= lim

x→1+

1 − lnx
x2 = 1

⇒ f គា្ម នេដរេីវ្រតង់ x = 1

លហំាត់ទី ៩៩:
រកែដនកណំត់ៃនអនគុមន ៍ : ក) y =

sinx
|x − 1| + |3x + 1| ខ) y =

√
|2x + 1| − 2
1 − |x − 2|

គ) y = ln
(
sin
√

x
)

ឃ) y = log(1 − 2cosx) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក) y =
sinx

|x − 1| + |3x + 1|

េយងីបាន |x − 1| + |3x + 1| = 0⇔
|x − 1| = 0

|3x + 1| = 0

⇔

x = 1

x = −1
3

គា្ម នតៃម្ល x

េនាះ |x − 1| + |3x + 1| , 0; ∀x ∈ R
ដូចេនះ D = R

ខ) y =

√
|2x + 1| − 2
1 − |x − 2|

|2x + 1| − 2 មានសញញ ដូច (2x + 1)2 − 4 = (2x − 1)(2x + 3)
1 − |x − 2|មានសញញ ដូច 1 − (x − 2)2 = (−x + 1)(x + 3)

x

|2x+ 1| − 2

1 − |x − 2|
|2x + 1| − 2
1 − |x − 2|

−∞ −3/2 1/2 1 3 +∞
+ 0 − 0 + + +

− − − 0 + 0 −

+ +
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

េបី a, b > 0 េនាះ |a| − b មានសញញ ដូច a2 − b2 េ្រពាះ a2 − b2 = |a|2 − b2 =

(|a| + b)(|a| − b)។

ដូចេនះ D =
[
−3

2
,
1
2

]
∪]1, 3[

គ) y = ln
(
sin
√

x
)

y មានន័យលុះ្រតាែត
x ≥ 0

sin
√

x > 0

⇔
x ≥ 0

2kπ <
√

x < π(2k + 1); ∀k ∈ Z
⇔ 2kπ <

√
x < π(2k + 1); ∀k ∈ N

េ្រពាះ⇔ 2kπ <
√

x < π(2k + 1) មិនអាច
⇔ 4n2π2 < x < (2n + 1)2π2; ∀n ∈ N
ដូចេនះ D =

⋃
n∈N

]
4n2π2, (2n + 1)2π2

[
ឃ) y = log(1 − 2cosx)
y មានន័យលុះ្រតាែត 1 − 2cosx > 0

⇔ cosx <
1
2

π

3

5π
3

cosx <
1
2

េនាះ π
3
+ 2kπ < x <

5π
3
+ 2kπ, k ∈ Z

ដូចេនះ D =
⋃
k∈Z

]
π

3
+ 2kπ,

5π
3
+ 2kπ

[
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

លហំាត់ទី ១០០:
េគឱ្យអនគុមន ៍ y = (3m + 1)x + m − m2

x + m
មានែខ្សេកាង (Cm) ។

ក) កណំត់ m េដ ើម្បីេអាយ (Cm) មនិកាត់អក័្ស (Ox)។
ខ) កណំត់ m េដ ើម្បីេអាយបនា្ទ ត់បះ៉ែខ្សេកាង (Cm) ្រតង់ចណុំចែដលជា្របសព ្វរវាង (Cm) នងិអក័្ស
(Ox) �សបនងឹបនា្ទ ត់ y = x េហើយសរេសរសមកីារបនា្ទ ត់បះ៉េនាះ។
គ) បងា្ហញថា (Cm) បះ៉នងឹបនា្ទ ត់នងឹពរី។

ដំេណាះ្រសាយ

ក) កំណត់ m េដីម្បេីអាយ (Cm) មិនកាត់អ័ក្ស (Ox)
សមីការអាប់សីុសចំណុច្របសព្វរវាងែខ្សេកាង (Cm) និងអ័ក្ស (Ox) គឺ

(3m + 1)x + m − m2

x + m
= 0

(Cm) មិនកាត់អ័ក្ស (Ox) កាលសមីការគា្ម នរសឹ(3m + 1)x + m − m2 គា្ម នរសឹ
y ជាអនុគមន៍េថរ , 0

y =
(3m + 1)x + m − m2

x + m
ជាអនុគមន៍េថរកាលណា y′ = 0

ែត y′ =

∣∣∣∣∣∣3m + 1 m − m2

1 m

∣∣∣∣∣∣
(x + m)2

y′ = 0⇒
∣∣∣∣∣∣3m + 1 m − m2

1 m

∣∣∣∣∣∣ = 0

េនាះ 4m2 = 0⇒ m = 0
មយង៉េទៀត (3m+1)x+m−m2 = 0គា្ម នរសឹកាលណាm−m2 , 0 េហយី 3m+1 = 0

⇒ m = −1
3

េយងីបាន


m = −1

3m = 0

y = 1 , 0

ដូចេនះ m = −1
3
ឬ m = 0
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

ខ)កំណត់m េដីម្បេីអាយបនា្ទ ត់ប៉ះែខ្សេកាង (Cm) ្រតង់ចំណុចែដលជា្របសព្វរវាង (Cm) និងអ័ក្ស
(Ox) ្រសបនឹងបនា្ទ ត់ y = x េហយីសរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះេនាះ
តាមស្រមាយខាងេលី m , −1

3
,m , 0

(Cm) កាត់អ័ក្ស (Ox) ្រតង់ M

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x =

m2 − m
3m + 1

y = 0

ែត y′ =

∣∣∣∣∣∣3m + 1 m − m2

1 m

∣∣∣∣∣∣
(x + m)2 =

4m2

(x + m)2

⇒ បនា្ទ ត់ប៉ះនឹង (Cm) ្រតង់ M មានេមគុណ្របាប់ទិស
a = 1⇔ 9m2 + 6m + 1

4m2 = 1⇒ 5m2 + 6m + 1 = 0

⇒ m = −1 ឬ m = −1
3

•េបី m = −1 បនា្ទ ត់ប៉ះមានសមីការ
y = x − m2 − m

3m + 1
= x + 1

•េបី m = −
1
3
បនា្ទ ត់ប៉ះមានសមីការ

y = x − m2 − m
3m + 1

⇔ y = x − 3
5

គ) បងា្ហ ញថា (Cm) ប៉ះនឹងបនា្ទ ត់នឹងពីរ
េបីបនា្ទ ត់ (D) : y = ax + b ប៉ះនឹង (Cm), ∀m , 0

េនាះសមីការ ax + b =
(3m + 1)x + m − m2

x + m
មានរសឹឌុប ∀m , 0

⇔ ax2 + max + bx + bm − 3mx − x − m + m2 = 0 មានរសឹឌុប ∀m , 0
∆ = [(a − 3)m + (b − 1)]2 − 4a

(
m2 + m(b − 1)

)
= 0, ∀m , 0

⇔ (a−3)2m2+2(a−3)(b−1)m+ (b−1)2−4am2−4a(b−1)m = 0, ∀m , 0
⇒

(
a2 − 10a + 9

)
m2 − 2(b − 1)(a + 3)m + (b − 1)2 = 0,∀m , 0

⇒


a2 − 10a + 9 = 0

2(b − 1)(a + 3) = 0

(b − 1)2 = 0

⇒


a = 1 ឬ a = 9

b = 1 ឬ a = −3

b = 1
ដូចេនះ ចំេពាះ្រគប់ m ែខ្សេកាង (Cm) ប៉ះនឹងបនា្ទ ត់នឹងពីរគឺ (D1) : y = x + 1 និង
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

(D2) : y = 9x + 1

លហំាត់ទី ១០១:
េដាះ្រសាយសមកីារ cosx − 3

√
3sinx = cos7x។

ដំេណាះ្រសាយ

⇔ cosx − cos7x − 3
√

3sinx = 0
⇔ 2sin3xsin4x − 3

√
3sinx = 0

⇔ 2sin4xsinx
(
3 − 4sin2x

)
− 3
√

3sinx = 0

⇔ sinx
[
2sin4x(1 + cos2x) − 3

√
3
]
= 0

⇔

sinx = 0 (1)

sin4x(1 + cos2x) =
3
√

3
2

(2)
តាម (1) : sinx = 0
⇔ x = kπ, k = 0, k = ±1, k = ±2, ...

តាម (2) : sin4x(1 + cos2x) =
3
√

3
2

⇔ 2sin4xcos2x + sin4x =
3
√

3
2

(3)

តាមវសិមភាព កូសីុ ចំេពាះបីចំនួនវជិ្ជមាន sin22x,
cos22x

2
និង cos22x

2

1 = sin2x +
cos22x

2
+

cos22x
2
≥ 3

3

√(
sin2xcos22x

)2

4
⇔ sin2xcos22x ≤ 2

3
√

3

តាម (3) : 2sin4xcos2x + cos2x ≤ 8

3
√

3
+ 1 <

3
√

3
2

(4)

តាម (3)&(4) បញ្ជ ក់ថាសមីការ (2) គា្ម នចេម្លីយេទ។ ដូចេនះសមីការមានចេម្លីយែតមួយគត់
x = kπ, k = 0, k = ±1, k = ±2, ...

លហំាត់ទី ១០២:
េគឱ្យអនគុមន ៍g(x) = ex

(
x2 + λx + 1

)
, λ ∈ R។

ក) បងា្ហញថា g(n)(x) = ex
(
x2 + unx + vn

)
ែដល un នងិ vn ជាស្វ�តីអា�សយ័ែត n។
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

ខ) បងា្ហញថា un+1 = un + 2 នងិ vn+1 = vn + 2n + λ ។ គណនា un, vn រចួ g(n)(x)។

ដំេណាះ្រសាយ

ក) បងា្ហ ញថា g(n)(x) = ex
(
x2 + unx + vn

)
ែដល un និង vn ជាស្វុ ីតអា្រស័យែត n

េយងីបងា្ហ ញេដាយកំេនីន:
g′(x) = ex

(
x2 + λx + 1 + 2x + λ

)
= ex

(
x2 + (λ + 2)x + λ + 1

)
េបីតាង u1 = λ + 2, v1 = λ + 1
េនាះ g′(x) = ex

(
x2 + u1x + v1

)
ឧបមាថាពិតដល់ n គឺ g(n)(x) = ex

(
x2 + unx + vn

)
ែដល un និង vn ជាស្វុ ីតអា្រស័យែត

n
ចំេពាះ n + 1 េគបាន:
g(n+1)(x) =

(
g(n)(x)

)′
= ex

(
x2 + unx + vn + 2x + un

)
= ex

(
x2 + (un + 2)x + un + vn

)
េបីតាង un+1 = un + 2, vn+1 = un + vn

េនាះ g(n+1)(x) = ex
(
x2 + un+1x + vn+1

)
ដូចេនះ g(n)(x) =

(
x2 + unx + vn

)
ខ) បងា្ហ ញថា un+1 = un + 2 និង vn+1 = vn + 2n + λ
តាមស្រមាយខាងេលី េយងីបាន un+1 = un + 2
(un) ជាស្វុ ីតនព្វន្តមានផលសងរមួ d = 2
េនាះ un = u1 + (n − 1)d = λ + 2 + 2(n − 1)
ដូចេនះ un = 2n + λ
vn+1 = un + vn = un + 2n + λ
គណនា vn : vn = vn−1 + 2(n − 1) + λ

vn−1 = vn−2 + 2(n − 2) + λ
... ...

v2 = v1 + 2 · 1 + λ
− − − − − − − − − − − − − − − − − − − −

vn = v1 + 2 + (1 + 2 + 3 + · · · + (n − 1)) + (n − 1)λ

⇒ vn = (λ + 1) + 2 · (n − 1)n
2

+ (n − 1)λ
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

ដូចេនះ vn = n2+(λ−1)n+1 និង g(n)(x) = ex
(
x2 + (2n + λ)x + n2 + (λ − 1)n + 1

)
លហំាត់ទី ១០៣:
សរេសរ្រគប់សមកីារបនា្ទ ត់បះ៉េទនងឹែខ្សេកាងទាងំពរី y = x2 នងិ x = y2 +

1
2
។

ដំេណាះ្រសាយ

−5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

0

តាង (a, b) ជាកូអរេដាេនៃនចំណុចប៉ះេនេលី y = x2 និង (c, d) េនេលី x = y2 +
1
2

េនាះេយងីបាន្របព័ន្ធសមីការ
b = a2

c = d2 +
1
2

េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះគឺ y′ = 2a =
1

2d
=

d − b
c − a

ជំនួសអេថរមិនសា្គ ល់ទាងំអស់ជាអនុគមន៍ៃន a េយងីបាន

2a =

1
4a
− a2(

1
4a

)2

+
1
2
− a

េនាះសមីការ 8x3 − 8a2 + 1 = 0
⇔ (2a − 1)

(
4a2 − 2a − 1

)
= 0

មានឫស a1 =
1
2
, a2 =

1 +
√

5
4

និង a3 =
1 −
√

5
4
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

•ចំេពាះ a =
1
2
⇒ b =

1
4

សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះគឺ y = 2 × 1
2

(
x − 1

2

)
+

1
4

y = x − 1
4

•ចំេពាះ a =
1 +
√

5
4

⇒ b =
1 +

√
5

4

2

សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះគឺ y = 2 ×
1 +

√
5

4

 x − 1 +
√

5
4

 + 1 +
√

5
4

2

y =
1 +

√
5

2

 x −
3 +

√
5

8


•ចំេពាះ a =

1 −
√

5
4

⇒ b =
1 −

√
5

4

2

សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះគឺ y = 2 ×
1 −

√
5

4

 x − 1 −
√

5
4

 + 1 −
√

5
4

2

y =
1 +

√
5

2

 x −
3 −

√
5

8


លហំាត់ទី ១០៤:
េគឱ្យអនគុមន ៍ f : R→ R េដាយ f (x) = cosx + cos

√
3x ។

បងា្ហញថា f មនិែមនជាអនគុមនខ៍បួ។

ដំេណាះ្រសាយ

ឧបមាថា f ជាអនុគមន៍ខួបេនាះេកីតមានចំនួនវជិ្ជមាន T ែដល f (x+T ) = f (x) ចំេពាះ្រគប់
x ∈ R។
⇒ cos(x + T ) + cos

√
3(x + T ) = cosx + cos

√
3x (1)

េធ្វីេដរេីវេធៀប x អង្គសងខាងចំនួនពីរដង
⇒ −sin(x + T ) −

√
3sin
√

3(x + T ) = −sinx −
√

3sin
√

3x
⇒ −cos(x + T ) − 3cos

√
3(x + T ) = −cosx − 3cos

√
3x (2)

តាម (1)&(2) : cos(x + T ) = cosx និង cos
√

3(x + T ) = cos
√

3x ចំេពាះ្រគប់
x ∈ R
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

េបី cos(x + T ) = cosx⇒ T = 2kπ, k ∈ Z
េបី cos

√
3(x + T ) = cos

√
3x⇒

√
3T = 2mπ, m ∈ Z

នាេំអាយ
√

3 =
k
m
∈ Q មិនពិត

ដូចេនះ f មិនែមនជាអនុគមន៍ខួប

លហំាត់ទី ១០៥:
សកិ�ភាពគ ូ នងិភាពេសសៃនអនគុមន ៍ f (x) = ln3

(
x +
√

1 + x2
)

ដំេណាះ្រសាយ

f (x) = ln3
(
x +
√

1 + x2
)

ែដនកំណត់ :
េយងីមាន : x +

√
1 + x2 > x +

√
x2 = x + |x| ≥ 0

⇒ D = R
∀x ∈ R េយងីបាន f (−x) = ln5

(
−x +

√
1 + (−x)2

)
f (−x) = ln5

(√
1 + x2 − x

)
= ln5


(√

1 + x2 − x
) (√

1 + x2 + x
)

√
1 + x2 + x


= ln5

(
1

√
1 + x2 + x

)
=

[
ln

(√
1 + x2 + x

)−1]5

=
[
−ln

(
x +
√

1 + x2
)]5

= −ln5
(
x +
√

1 + x2
)
= − f (x)

ដូចេនះ f ជាអនុគមន៍េសស
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

លហំាត់ទី ១០៦:
គណនាលមីតី:

ក) lim
x→0

lntan
(
π

4
+ ax

)
sinbx

ខ) lim
x→±∞

ln (1 + 3x)
ln (1 + 2x)

គ) lim
h→0

ax+h + ax−h − 2ax

h2 , a > 0

ឃ) lim
x→0

(
ax+1 + bx+1 + cx+1

a + b + c

)1/x

, a, b, c > 0

ង) lim
x→0

ln(xlna)ln
lnax

ln
x
a


ច) lim

x→0

ln
(
1 + x
1 − x

)
Arctan(1 + x) − Arctan(1 − x)

។

ដំេណាះ្រសាយ

ក) lim
x→0

lntan
(
π

4
+ ax

)
sinbx

រូបមន្ត
•lim

x→0

ln(1 + x)
x

= 1

•lim
x→0

ex − 1
x
= 1

តាង L1 = lim
x→0

lntan
(
π

4
+ ax

)
sinbx
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

L1 = lim
x→0

ln
1 + tanax
1 − tanax
sinbx

= lim
x→0

ln
(
1 +

1 + tanax
1 − tanax

− 1
)

sinbx

= lim
x→0

ln
(
1 +

2tanax
1 − tanax

)
2tanax

1 − tanax

· tanax
sinbx

· 2
1 − tanax

=
2a
b

ខ) lim
x→±∞

ln (1 + 3x)
ln (1 + 2x)

រូបមន្ត
•a > 1 : lim

x→+∞
ax = +∞, lim

x→−∞
ax = 0

•0 < a < 1 : lim
x→+∞

ax = 0, lim
x→−∞

ax = +∞

•lim
x→0

ax − 1
x
= lna

•lim
x→0

loga(1 + x)
x

=
1

lna

- ករណី x→ −∞ េនាះ lim
x→−∞

ln (1 + 3x)
ln (1 + 2x)

រាង 0
0

េយងីបាន lim
x→−∞

ln (1 + 3x)
ln (1 + 2x)

= lim
x→−∞

ln (1 + 3x)
3x · 2x

ln (1 + 2x)
·
(
3
2

)x

= 0

- ករណី x→ +∞ េនាះ lim
x→+∞

ln (1 + 3x)
ln (1 + 2x)

រាង 0
0

េយងីបាន lim
x→+∞

ln (1 + 3x)
ln (1 + 2x)

= lim
x→+∞

ln3x · (3−x + 1)
ln2x · (2−x + 1)

= lim
x→+∞

xln3 + ln (3−x + 1)
xln2 + ln (2−x + 1)

= lim
x→+∞

ln3 +
ln (3−x + 1)

x

ln2 +
ln (2−x + 1)

x

=
ln3
ln2
= log23

គ) lim
h→0

ax+h + ax−h − 2ax

h2 , a > 0

តាង L3 = lim
h→0

ax+h + ax−h − 2ax

h2
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

L3 = lim
h→0

(
ax+h − ax

)
−

(
ax − ax−h

)
h2 = lim

h→0
ax

(
ah − 1

)
−

(
1 − a−h

)
h2

= lim
h→0

ax ·

(
ah − 1

)
−

(
1 − 1

ah

)
h2 = lim

h→0
ax ·

(
ah − 1

)
−

(
ah − 1

ah

)
h2

= lim
h→0

ax

ah ·
ah − 1

h
· a

h − 1
h
= ax · ln2a

ឃ) lim
x→0

(
ax+1 + bx+1 + cx+1

a + b + c

)1/x

, a, b, c > 0

•របូមន ្ត: lim
x→0

(1 + x)
1
x = e, lim

x→+∞

(
1 +

1
x

)x

= e

• lim
x→0+

lnx = −∞
• lim

x→+∞
lnx = +∞

•េប ើ I = lim
x→a

u(x)v(x) មានរាង 1∞

⇒ I = lim
x→a

(1 + (u − 1))
1

u − 1


(u−1)v

= elimx→a[u(x)−1]v(x) ។

តាង L4 = lim
x→0

(
ax+1 + bx+1 + cx+1

a + b + c

)1/x

L4 = lim
x→0

(
1 +

ax+1 + bx+1 + cx+1

a + b + c
− 1

)1/x

= lim
x→0

[
1 +

a (ax − 1) + b (bx − 1) + c (cx − 1)
a + b + c

]1/x

L4 = lim
x→0

{ [
1 +

1 (ax − 1) + b (bx − 1) + c (cx − 1)
a + b + c

] a + b + c
a (ax − 1) + b (bx − 1) + c (cx − 1)

}h

(x)

ែដល h(x) =
a (ax − 1) + b (bx − 1) + c (cx − 1)

(a + b + c)x

L4 = e
limx→0

1
a + b + c

·

a · a
x − 1
x
+ b · b

x − 1
b
+ c · c

x − 1
x



L4 = e
1

a + b + c
(alna + blnb + clnc)

=

(
elnaabbcc) 1

a + b + c
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

L4 =
(
aabbcc

) 1
a + b + c

ង) lim
x→0

ln(xlna)ln
lnax

ln
x
a


តាង L5 = lim

x→0

ln(xlna)ln
lnax

ln
x
a


L5 = lim

x→0

[
ln(xlna) · lnlnx + lna

lnx − lna

]
= lim

x→0

[
ln(xlna) · ln

(
1 +

lnx + lna
lnx − lna

− 1
)]

= lim
x→0

ln(xlna) · ln

1 + 2lna

ln
x
a




= lim
x→0


lnx + ln(lna)

lnx − lna
· 2lna ·

ln

1 + 2lna

ln
x
a


2lna

ln
x
a


= lim

x→0

1 +
ln(lna)

lnx

1 − lna
lnx

· 2lna · 1 = 2lna

ច) lim
x→0

ln
(
1 + x
1 − x

)
Arctan(1 + x) − Arctan(1 − x)
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

រូបមន្ត
•Arctana+Arctanb = Arctan

a + b
1 − ab

, ab , 1

•Arctana−Arctanb = Arctan
a − b

1 + ab
ab , −1

•lim
x→0

Arctanx
x

= 1

តាង L6 = lim
x→0

ln
(
1 + x
1 − x

)
Arctan(1 + x) − Arctan(1 − x)

L6 = lim
x→0

ln
(
1 +

1 + x
1 − x

− 1
)

Arctan
1 + x − (1 − x)

1 + (1 + x)(1 − x)

= lim
x→0

ln
(
1 +

2x
1 − x

)
Arctan

2x
2 − x2

= lim
x→0


ln

(
1 +

2x
1 − x

)
2x

1 − x

 ·


2x
2 − x2

Arctan
2x

2 − x2

 · 2 − x2

1 − x
= 2

លហំាត់ទី ១០៧:
គណនាអាងំេត្រកាល:

ក)
∫

xx(1 + lnx)dx ខ)
∫

ax2 + b
x2 − 1

ln
∣∣∣∣∣x − 1
x + 1

∣∣∣∣∣ dx

គ)
∫

x
√

x2 + 1ln
√

x2 + 1dx ឃ)
∫

x5dx
x6 − x3 − 2

ង)
∫

dx
3sin2x − 8sinxcosx − 5cos2x

ច)
∫

x f ′(x)dx

ឆ)
∫

f ′(2x)dx ។

ដំេណាះ្រសាយ
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

ក)
∫

xx(1 + lnx)dx

ចំណាំ:

េដីម្បគីណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ y = u(x)v(x) េគអាចសរេសរជារាង y = ev(x)lnu(x)។
ឧទាហរណ៍: គណនាេដរេីវៃន y = (sinx)x2 ។
y = ex2ln(sinx)

y′ = ex2ln(sinx)
(
2xln(sinx) + x2cosx

sinx

)
= x(sinx)x2

(xln(sinx) + xcotx)

តាង t = xx ⇒ dt = exlnx
(
lnx + x · 1

x

)
= xx (lnx + 1) dx

⇒
∫

xx(1 + lnx)dx = t +C = xx +C

ខ)
∫

ax2 + b
x2 − 1

ln
∣∣∣∣∣x − 1
x + 1

∣∣∣∣∣ dx

រូបមន្ត
•
∫

dx
x2 − 1

=
1
2

ln
∣∣∣∣∣x − 1
x + 1

∣∣∣∣∣ +C

a
x2 − 1

)
ax2 + b
− ax2 + a

(1a + 1b)∫
ax2 + b
x2 − 1

ln
∣∣∣∣∣x − 1
x + 1

∣∣∣∣∣ dx =

∫ (
a +

a + b
x2 − 1

)
ln

∣∣∣∣∣x − 1
x + 1

∣∣∣∣∣ dx

= a

∫
ln

∣∣∣∣∣x − 1
x + 1

∣∣∣∣∣ dx + (a + b)
∫

ln
∣∣∣∣∣x − 1
x + 1

∣∣∣∣∣ dx
x2 − 1

តាង

u = ln
∣∣∣∣∣x − 1
x + 1

∣∣∣∣∣⇒ du = − 2dx
x2 − 1

dv = dx⇒ v = x
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍∫
ax2 + b
x2 − 1

ln
∣∣∣∣∣x − 1
x + 1

∣∣∣∣∣ dx =

∫
audv + (a + b)
∫

u · du
2

= a
[
xln

∣∣∣∣∣x − 1
x + 1

∣∣∣∣∣ − ∫ 2xdx
x2 − 1

]
+

(a + b)
4

u2

= a
(
xln

∣∣∣∣∣x − 1
x + 1

∣∣∣∣∣ − ln
∣∣∣x2 − 1

∣∣∣) + (a + b)
4

ln2
∣∣∣∣∣x − 1
x + 1

∣∣∣∣∣ +C

គ)
∫

x
√

x2 + 1ln
√

x2 + 1dx

តាង F =

∫
x
√

x2 + 1ln
√

x2 + 1dx

តាង


u = ln

√
x2 − 1 =

1
2

ln
(
x2 − 1

)
⇒ du =

xdx
x2 − 1

dv = x
√

x2 + 1dx⇒ v =

∫
x
√

x2 + 1dx =
1
3

(
x2 + 1

)3
2

F =

∫
udv =

1
3

√(
x2 + 1

)3.ln
√

x2 − 1 − 1
3

∫ x
√(

x2 + 1
)3

x2 − 1

� ចំេពាះ G =

∫ x
√(

x2 + 1
)3

x2 − 1
x = tant ⇔ t = Arctanx,−π

2
< t <

π

2
dx =

dt
cos2t

√
x2 + 1 =

√
tan2t + 1 =

√
1

cos2t
=

1
cost

⇒ G =

∫ ( sint
cost

) ( 1
cos2t

)
· 1

sin2t
cos2t

− 1
· dt

cos2t

=

∫
sintdt

cos4t
(
sin2t − cos2t

) = ∫ sintdt
cos4t

(
1 − 2cos2t

)
តាង


s =

1
cost

⇔ cost =
1
s

ds =
sintdt
cos2t
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G =

∫
s2 · 1

1 − 2
s2

ds =

∫
s4

s2 − 2
ds

=

∫ (
s2 + 2 +

4
s2 − 2

)
ds

=
s3

3
+ 2s +

4

2
√

2
ln

∣∣∣∣∣∣ s −
√

2

s +
√

2

∣∣∣∣∣∣
=

√(
x2 + 1

)3

3
+ 2

√(
x2 + 1

)
+
√

2ln

∣∣∣∣∣∣∣
√

x2 + 1 −
√

2
√

x2 + 1 +
√

2

∣∣∣∣∣∣∣
ដូចេនះ F =

1
3

√(
x2 + 1

)3.ln
√

x2 − 1 − 1
3


√(

x2 + 1
)3

3
+ 2

√(
x2 + 1

)
+
√

2ln

∣∣∣∣∣∣∣
√

x2 + 1 −
√

2
√

x2 + 1 +
√

2

∣∣∣∣∣∣∣
 +C

ឃ)
∫

x5dx
x6 − x3 − 2

តាង M =

∫
x5dx

x6 − x3 − 2

M =

∫
x5dx

x6 − x3 − 2
=

∫
x3.x2dx

x6 − x3 − 2
(តាង t = x3 ⇒ dt = 3x2dx)

=
1
3

∫
tdt

t2 − t − 2
=

1
6

∫
2t − 1 + 1
t2 − t − 2

dt

=
1
6

∫
2t − 1

t2 − t − 2
dt +

1
6

∫
dt(

t − 1
2

)2

− 9
4

=
1
6

ln
∣∣∣t2 − t − 2

∣∣∣ + 1
6
· 1

2 × 3
2

ln

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t − 1

2
− 3

2

t − 1
2
+

3
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1
6

ln
∣∣∣x6 − x3 − 2

∣∣∣ + 1
18

ln

∣∣∣∣∣∣x3 − 2
x3 + 1

∣∣∣∣∣∣ +C
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ង)
∫

dx
3sin2x − 8sinxcosx − 5cos2x

តាង N =

∫
dx

3sin2x − 8sinxcosx − 5cos2x

N =

∫
dx

3sin2x − 8sinxcosx − 5cos2x
=

∫ dx
cos2x

3tan2x − 8tanx − 5

t = tanx⇒ dt =
dx

cos2x

N =

∫
dt

3t2 − 8t − 5
=

1
3

∫
dt

t2 − 8
3

t − 5
3

=
1
3

∫
dt(

t − 4
3

)2

− 31
9

=
1
3
· 1

2 ·
√

31
3

ln

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t − 4

3
−
√

31
3

t − 4
3
+

√
31
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

2
√

31
ln

∣∣∣∣∣∣3tanx − 4 −
√

31

3tanx − 4 +
√

31

∣∣∣∣∣∣ +C

ច)
∫

x f ′(x)dx

តាង
u = x⇒ du = dx

dv = f ′(x)dx⇒ v = f (x)∫
x f ′(x)dx =

∫
udv = x f (x) −
∫

f (x)dx

ឆ)
∫

f ′(2x)dx∫
f ′(ax + b)dx =

1
a

f (ax + b) +C

តាង t = 2x⇒ dt = 2dx

⇒
∫

f ′(2x)dx =

∫
f ′(t) · dt

2
=

1
2

f (t) +C =
1
2

f (2x) +C
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លហំាត់ទី ១០៨:
កណំត់ f (x) េដាយដងឹថា៖ ក) f ′

(
x2

)
=

1
x
, x > 0 ; ខ) f ′

(
sin2x

)
= cos2x ; គ)

f ′(lnx) =

1 េបី 0 < x ≤ 1

x េបី 1 < x
។

ដំេណាះ្រសាយ

ក) f ′
(
x2

)
=

1
x
, x > 0

េបី t = x2 ⇒ dt = 2xdx
េយងីបាន f ′(t) =

1
√

t

⇒ f (t) =
∫

dt
√

t
= 2
√

t +C េ្រពាះ
∫

f ′(t)dt = f (t)

ដូចេនះ f (x) = 2
√

x +C
ខ) f ′

(
sin2x

)
= cos2x

េបី t = sin2x⇔ cos2x = 1 − sin2x = 1 − t
េយងីបាន f ′(t) = 1 − t

⇒ f (t) =
∫

(1 − t)dt = t − t2

2
+ c

ដូចេនះ f (x) = x − x2

2
+C

គ) f ′(lnx) =

1 េបី 0 < x ≤ 1

x េបី 1 < x
េបី t = lnx⇔ x = et

គឺ 0 < x ≤ 1⇔ t ≤ 0 និង 1 < x⇒ 0 < t

េយងីបាន f ′(t) =


∫

dt េបី t ≤ 0∫
etdt េបី t > 0

=

t +C េបី t ≤ 0

et +C′ េបី t > 0

េនាះ f (x) =

x +C េបី t ≤ 0

ex +C′ េបី t > 0
ែត f មានេដរេីវ⇒ f ជាប់្រតង់ x = 0

គណិតវЋទŜថា្ន ក់មធ្យមសិក⅝ 103
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⇒ lim
x→0−

f (x) = lim
x→0+

f (x)⇒ e = 1 +C′ ⇒ C′ = C − 1

ដូចេនះ f (x) =

x +C េបី t ≤ 0

ex +C − 1 េបី t > 0

លហំាត់ទី ១០៩:
េគឱ្យ sin4α

m
+

cos4α

n
=

1
m + n

។

្រសាយបញ្ជ ក់ថា sin8α

m3 +
cos8α

n3 =
1

(m + n)3 ; (m , −n) ។

ដំេណាះ្រសាយ

តាង cos2α = x
េនាះ sin2α =

1
2

(1 − x), sin4α =
1
4

(
1 − 2x + x2

)
cos2α =

1
2

(1 + x), sin4α =
1
4

(
1 + 2x + x2

)
េយងីបាន 1 − 2x + x2

4m
+

1 + 2x + x2

4n
=

1
m + n

⇔ (m + n)2x2 + 2(m − n)(m + n)x + (m − n)2 = 0
⇔ [(m + n)x + (m − n)]2 = 0
⇒ x =

n − m
n + m

នាេំអាយ sin2α =
1
2

(
1 − n − m

n + m

)
=

m
n + m

cos2α =
1
2

(
1 +

n − m
n + m

)
=

n
n + m

េយងីបាន sin8α

m3 +
cos8α

n3 =
m4

(n + m)4m3 +
n4

(n + m)4n3 =
1

(m + n)3 ពិត

លហំាត់ទី ១១០:
្រសាយបញ្ជ ក់ថា 1 + sinθ + icosθ

1 + sinθ − icosθ
= sinθ + icosθ រចួទាញបញ្ជ ក់ថា(

1 + sin
π

5
+ icos

π

5

)5
+ i

(
1 + sin

π

5
− icos

π

5

)5
= 0 ។

ដំេណាះ្រសាយ
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េយងីបាន 1 + sinθ + icosθ
1 + sinθ − icosθ

=
1 + sinθ + icosθ
1 + sinθ − icosθ

× 1 + sinθ + icosθ
1 + sinθ + icosθ

=
(1 + sinθ + icosθ)2

(1 + sinθ)2 − (icosθ)2

=
1 + sin2θ + i2cos2θ + 2sinθ + 2icosθ + 2isinθcosθ

1 + 2sinθ + sin2θ − i2cos2θ

=
1 + sin2θ − cos2θ + 2sinθ + 2icosθ(sinθ + 1)

2 + 2sinθ

=
2sin2θ + sinθ + 2icosθ(sinθ + 1)

2(sinθ + 1)
= sinθ + icosθ ពិត

-រចួទាញបញ្ជ ក់ថា(
1 + sin

π

5
+ icos

π

5

)5
+ i

(
1 + sin

π

5
− icos

π

5

)5
= 0

តាមស្រមាយខាងេលី 1 + sinθ + icosθ
1 + sinθ − icosθ

= sinθ + icosθ

⇒
(
1 + sin

π

5
+ icos

π

5

)5
=

(
1 + sin

π

5
− icos

π

5

)5 (
sin
π

5
+ icos

π

5

)5

=

(
1 + sin

π

5
− icos

π

5

)5 [
cos

(
π

2
− π

5

)
+ isin

(
π

2
− π

5

)]5

=

(
1 + sin

π

5
− icos

π

5

)5
[
cos

(
5π
2
− π

)
+ isin

(
5π
2
− π

)]
=

(
1 + sin

π

5
− icos

π

5

)5
(
cos

3π
2
+ isin

3π
2

)
= −i

(
1 + sin

π

5
− icos

π

5

)5

េយងីបាន
(
1 + sin

π

5
+ icos

π

5

)5
+i

(
1 + sin

π

5
− icos

π

5

)5
= −i

(
1 + sin

π

5
− icos

π

5

)5

+ i
(
1 + sin

π

5
− icos

π

5

)5
= 0 ពិត

លហំាត់ទី ១១១:
េគឱ្យ a នងិ b ជាចនំនួគត់វជិ ្ជមាន នងិសន ្មត់ x < 0។
េប ើ

(
1 + xa + xb

)2
= 3

(
1 + x2a + x2b

)
បងា្ហញថា a នងិ b ជាចនំនួគត់គ ូ

នងិកណំត់តៃម ្លែដលអាចមានៃន x ។
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ដំេណាះ្រសាយ

តាង u = xa និង v = xb េយងីបាន:
(1 + u + v)2 = 3

(
1 + u2 + v2

)
⇒ 1 + u2 + v2 + 2u + 2v + 2uv = 3 + 3u2 + 3v2

⇒ (u − v)2 + (u − 1)2 + (v − 1)2 = 0
េដាយ (u−v)2, (u−1)2, (v−1)2 សុទ្ធែតវជិ្ជមានេហយីផលបូកេស្មីសូន្យ េនាះកតា្ត នីមួយៗ
េស្មីសូន្យ។⇒ u = v = 1
ពិនិត្យ: េបី u = 1 េនាះ xa = 1
ែត x < a េនាះ a ្រត�វែតជាចំនួនគត់គូ េហយី x = −1
្រសាយដូចគា្ន ចំេពាះ b
ដូចេនះ a និង b ជាចំនួនគត់គូ េហយី x = −1

លហំាត់ទី ១១២:
េគឱ្យ a, b, c ជារងា្វ ស់្រជងុៃន្រតេីកាណមយួ។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា a3 + b3 + 3abc > c3។

ដំេណាះ្រសាយ

េដាយសារែត a + b > c ចំេពាះ្រគប់្រតីេកាណ េយងីបាន:
a3 + b3 + 3abc − c3 = a3 + b3 + (−c)3 − 3ab(−c)

= (a + b + (−c))
(
a2 + b2 + (−c)2 − b(−c) − c(a) − ab

)
=

1
2

(a + b − c)
(
(b + c)2 + (c + a)2 + (a − b)2

)
> 0

ដូេច្នះ a3 + b3 + 3abc > c3

លហំាត់ទី ១១៣:
េគឱ្យស្វ�តីចនំនួពតិ (an) មាន a0 = 1 នងិ an =

√
1 + a2

n−1 − 1

an−1
។

ក) ្រសាយបញ្ជ ក់ថា an = tan
π

2n+2 ចេំពាះ n = 0, 1, 2, 3, ...
រចួទាញរក lim

n→+∞
(2n.an) ។

ខ) ្រសាយបញ្ជ ក់ថា an >
π

2n+2 ។
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ដំេណាះ្រសាយ

ក) ្រសាយបញ្ជ ក់ថា an = tan
π

2n+2 ចំេពាះ n = 0, 1, 2, 3, ... រចួទាញរក lim
n→+∞

(2n.an)

េយងីមាន a0 = 1 = tan
π

4
= tan

π

20+2

a1 =

√
1 + a2

0 − 1

a0
=

√
1 + tan

π

22 − 1

tan
π

22

=

1

cos
π

22

− 1

tan
π

22

=

1 − cos
π

22

sin
π

22

=

2 sin2 π

23

sin
π

22

⇒ a1 =

2 sin2 π

23

2 sin
π

23 cos
π

23

= tan
π

23 = tan
π

21+2

ឧបមាថា ak = tan θ ែដល θ = π

2k+2

េយងីនិង្រសាយថា ak+1 = tan
π

2k+3

េយងីបាន ak+1 =

√
1 + tan2 θ

tan θ
=

1
cos θ

− 1

tan θ

=

2 sin2 θ

2
sin θ

=

2 sin2 θ

2

2 sin
θ

2
cos
θ

2

= tan
θ

2

⇒ ak+1 = tan
θ

2
តាមវចិារអនុមាណរមួគណិតវទិយ an = tan

π

2n+2 ចំេពាះ n = 0, 1, 2, 3, ...
◦ គណនា lim

n→+∞
(2n.an)

យក A = lim
n→+∞

(2n.an) = lim
n→+∞

2n tan
π

2n+2

តាង t =
π

2n+2 ⇒ 2n =
π

4tេពល n→ +∞ េនាះ t → 0
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

េយងីបាន A = lim
t→0

π tan t
4t
=
π

4
lim
t→0

tan t
t
=
π

4
ខ) ្រសាយបញ្ជ ក់ថា an >

π

2n+2 េយងី្រគាន់ែត្រសាយថា tan
(
π

2n+1

)
>
π

2n+2

តាង f (x) = tan x − x ចំេពាះ x =
π

2n+2 ∈
[
0,
π

4

]
េនាះ f ′(x) =

1
cos2 x

− 1 =
sin2 x
cos2 x

=

(
sin x
cos x

)2

> 0 ចំេពាះ x > 0

េគបានអនុគមន៍ f េកីនដាច់ខាតេនចេនា្ល ះ
[
0,
π

4

]
េយងីបាន f (x) > f (0) = 0 (1)
ែតចំេពាះ្រគប់ n, π

2n+1 ∈
[
0,
π

4

]
េយងីទាញបានថា tan

(
π

2n+2

)
>
π

2n+2 ពិត
ដូចេនះ an >

π

2n+2

លហំាត់ទី ១១៤:
្រសាយបញ្ជ ក់ថា ក ្ន�ង្រតេីកាណ ABC េគបាន:
ក) b cos C + c cos B = a
ខ) b cos B + c cos C = a cos(B −C) ។

ដំេណាះ្រសាយ
ក) b cos C + c cos B = a

A

B CD a

bc

ក្នុង △ABD : cos B =
BD
AB
=

BD
c
⇒ BD = c cos B

ក្នុង △ACD : cos C =
DC
AC
=

DC
b
⇒ DC = b cos C
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នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ េ្រតЭម្របលងសិស្សពូែក និងអាហារូបករណ៍

េដាយ BC = BD + DC ⇒ a = c cos B + b cos C ពិត
ខ) b cos B + c cos C = a cos(B −C)

តាម្រទឹស្តីបទសីុនុស
a

sinA
=

b
sinB

=
c

sinC
= m⇒

b = m sin B

c = m sin C
េយងីបាន b cos B + c cos C = m sin B cos B + m sin C cos C
=

m
2

(2 sin B cos B + 2 sin C cos C) =
m
2

(sin 2B + sin 2C) =
m
2
· 2 sin(B +

C) cos(B −C) =
a

sin A
· sin A cos(B −C) = a cos(B −C) ពិត

លហំាត់្រសាវ្រជាវ
I. េគឱ្យស្វុ ីតចំនួនពិត (xn)កំណត់េដាយ x1 = 2, x1+x2+x3+· · ·+xn = n2xn, ∀n ≥

2 ។ ចូរគណនា x2022 ។
II. េគឱ្យស្វុ ីតចំនួនពិត (xn)កំណត់េដាយ x1 = x2 = 1 និង xn = (n−1) (xn−1 + xn−2)
ចំេពាះ n ≥ 3 ។ ចូររក x2022 ។

III. េគឱ្យស្វុ ីតចំនួនពិត (xn) និង (yn) េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ x1 = y1 =
√

3, xn+1 = xn +√
1 + x2

n, yn+1 =
yn

1 +
√

1 + y2
n

, n ≥ 1 ។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា xnyn ∈ (2, 3)

ចំេពាះ n ≥ 2 និង lim
n→+∞

yn = 0 ។

IV. េគឱ្យស្វុ ីត (un) េផ្ទ�ងផា្ទ ត់
u0 = 5, u1 = 1

un+2 =
2
3

un+1 +
1
3

un ចំេពាះ n ≥ 0
។

ចូររកតួទូេទ un និងគណនា lim
n→+∞

un
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