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វ��� សឆា �ំ ១៩៩៧ 

1. ចូរបង �ថា ចំេព្រគប បណា ចំណុចចំននួ្របាំបួឋតិខក��ងកេមួយមា្រជុរង �ស មួយ

ឯកត េគែតែតអរកបានវូចំនចុបី ែដលជកពូំលរបស់ ្រតីេកមួយមា្រកលៃតូចជា 

1 8⁄  ។ 

2.  េគឱ្ចំននួពតិ 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ែដល  

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2

𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2 +
𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 𝑘𝑘 

ចូរគណន  
𝑥𝑥8 + 𝑦𝑦8

𝑥𝑥8 − 𝑦𝑦8 −
𝑥𝑥8 − 𝑦𝑦8

𝑥𝑥8 + 𝑦𝑦8 

ជអនគុមនៃ៍ន 𝑘𝑘 ។ 

3.  ត 𝐼𝐼 ជផ�តិរង�ង់ច រឹ ក��ង្រតីេក 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ ត 𝑁𝑁,𝑀𝑀 ជចំណុចកណា �របស់  𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐶𝐶𝐶𝐶 ។ 

បនា�ត  𝐵𝐵𝐵𝐵,𝐶𝐶𝐶𝐶 កត 𝑀𝑀𝑀𝑀 ្រតង  𝐾𝐾 នងិ 𝐿𝐿 េរៀងគា�។ ចូ បង �ថា
𝐴𝐴𝐴𝐴 +  𝐵𝐵𝐵𝐵 +  𝐶𝐶𝐶𝐶 >  𝐵𝐵𝐵𝐵 +  𝐾𝐾𝐾𝐾 

4.  ្រតីេកមួយ មាកំរង�ងច រឹកេ្េស� 𝑅𝑅 នងិមា្រជុ 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ែដល  

𝑅𝑅(𝑏𝑏 +  𝑐𝑐)  =  𝑎𝑎√𝑏𝑏𝑏𝑏 
ចូរគណនមំុ្រតីេកេនាះ 

5.  ត 𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, … ,𝑛𝑛1998 ជចំននួគត់វជិ�មាន ែដ  

𝑛𝑛1
2 + 𝑛𝑛2

2 + ⋯  + 𝑛𝑛1997
2 = 𝑛𝑛1998

2  
ចូរបង �ថាក��ងចំេណមចំននួទំងេន មាេលខគូយា ៉េហណាសពរី។ 

 
 
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ដ �េណា្រស 

1. េយងែចកកេេនាជកេតចូៗចំននួបួនេស�គា  ដចូក��ងរបូទ ី1។ កេនមួិយៗមារង �ស ្រជុ ង

1 2⁄  ។ 

 
រូបទី 1 : កាែបងែចកចនំចុេ�ក��ងកាេតូច 

ក��ងចំេណមកេតចូៗទំេនះ ្រត មាយា៉ េហណាសកេមួយែដលមាចំណុចយា៉ តចិចំននួ 3 

។ េយងពនិតិ្េលកេមាចំណុចចំននួបី ដចូក��ងរបូទ ី2 ។  

តចំណុចេនាេដយ𝐴𝐴,𝐵𝐵,𝐶𝐶 ។ េយងគសូ្របអបចតេុកែកងមួយច រឹ េ្រ្រតីេក𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ 

េបកំពលូណមួយឋិតេនចំកំពលូរបស់្របអប  េយងទ្រតីេកេអកំពលូេនាមក្រតួនងឹកំពលូ

របស់កេេ្រក ករណីេនះជកំពលូ 𝐶𝐶 ។ ដេូច�ះ្រតីេក𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 មកជ 𝐴𝐴′𝐵𝐵′𝐶𝐶′ ។ ្រឡៃផ�្ រតីេក

𝐴𝐴′𝐵𝐵′𝐶𝐶′ េស�  ្រឡៃផ�្ រតីេក𝐷𝐷𝐷𝐷′𝐶𝐶′ ែដល 𝐴𝐴′𝐷𝐷 ∥  𝐵𝐵′𝐶𝐶′។ េយងមាន  

𝑆𝑆𝐷𝐷𝐵𝐵′ 𝐶𝐶′  <  𝑆𝑆𝐹𝐹𝐵𝐵′ 𝐶𝐶′  <  𝑆𝑆𝐹𝐹𝐶𝐶′ 𝐸𝐸  =
1
8

  

ដេូច�ះ ្រឡៃផ�របស់្រតីេក𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 តចូជាង1 8⁄  េហយេស�នងឹ 1 8⁄  ទលែត មាកំពលូពរីឋិតេល

កំពលូរបស់កេ នងិមួយេទៀតស�ិតេល្ រជុ ឈមរបស់កេរ ែតករណីេនះមិនអេ្រពចំណុចទំ

្របាំបឋិតេនខក��ងកេធំ ទំអស់។ 

1 

1
2

 

𝐹𝐹 
 𝐺𝐺 

𝐻𝐻 𝐼𝐼 
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រូបទី 2 : កាេរែដមាចនំចុបី 

2. េយងមា 

𝑘𝑘 =
𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2

𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2 +
𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 

=
2𝑥𝑥4 + 2𝑦𝑦4

𝑥𝑥4 − 𝑦𝑦4  

⟹
𝑘𝑘
2

=
𝑥𝑥4 + 𝑦𝑦4

𝑥𝑥4 − 𝑦𝑦4 

⟹
𝑘𝑘
2

+
2
𝑘𝑘

=
𝑥𝑥4 + 𝑦𝑦4

𝑥𝑥4 − 𝑦𝑦4 +
𝑥𝑥4 − 𝑦𝑦4

𝑥𝑥4 + 𝑦𝑦4 

= 2
𝑥𝑥8 + 𝑦𝑦8

𝑥𝑥8 − 𝑦𝑦8 

⟹  
𝑥𝑥8 + 𝑦𝑦8

𝑥𝑥8 − 𝑦𝑦8 =
𝑘𝑘
4

+
1
𝑘𝑘

=
𝑘𝑘2 + 4

4𝑘𝑘
 

⟹  
𝑥𝑥8 + 𝑦𝑦8

𝑥𝑥8 − 𝑦𝑦8 −
𝑥𝑥8 − 𝑦𝑦8

𝑥𝑥8 + 𝑦𝑦8 =
𝑘𝑘2 + 4

4𝑘𝑘
−

4𝑘𝑘
𝑘𝑘2 + 4

 

=
𝑘𝑘4 + 8𝑘𝑘2 + 16 − 16𝑘𝑘2

4𝑘𝑘(𝑘𝑘2 + 4)  

=
𝑘𝑘4 − 8𝑘𝑘2 + 16

4𝑘𝑘(𝑘𝑘2 + 4)  

=
(𝑘𝑘2 − 4)2

4𝑘𝑘(𝑘𝑘2 + 4) 

𝐹𝐹 
 

𝐺𝐺 ≡ 𝐶𝐶′  
 

𝐻𝐻 
 

𝐼𝐼 
 

𝐴𝐴 
 

𝐵𝐵 
 

𝐶𝐶 
 

𝐴𝐴′  
 

𝐵𝐵′  
 

𝐷𝐷 
 

𝐸𝐸 
 

1/2 
 

1/2 
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3. សូមពនិតិ្របូទ ី3 ។ េយងមាន𝐵𝐵𝐵𝐵 +  𝐶𝐶𝐶𝐶 >  𝐵𝐵𝐵𝐵 ពតិ តវសិមភា្រតីេកណ។ េយនងឹបង �

ថា𝐴𝐴𝐴𝐴 >  𝐾𝐾𝐾𝐾 ។ 

េយងមាន 
∠ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾 = ∠𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾 = ∠ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 ⟹𝑁𝑁𝑁𝑁 =  𝑁𝑁𝑁𝑁 
∠ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 = ∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 = ∠ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 ⟹𝑀𝑀𝑀𝑀 =  𝑀𝑀𝑀𝑀 
𝐾𝐾𝐾𝐾 =  𝐾𝐾𝐾𝐾 +  𝐿𝐿𝐿𝐿 −  𝑀𝑀𝑀𝑀 

=
1
2
𝐴𝐴𝐴𝐴 +

1
2
𝐴𝐴𝐴𝐴 −

1
2
𝐵𝐵𝐵𝐵  

 
រូបទី3 : សំនរួទី 3 

តង𝑃𝑃,𝑄𝑄,𝑅𝑅 ជចំណុចប៉ះៃនរង�ង់ផ�តិ 𝐼𝐼 ជមួយ្រជុ  𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐵𝐵𝐵𝐵,𝐴𝐴𝐴𝐴 េយងមា 
𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝑃𝑃𝑃𝑃 
𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 − 𝐵𝐵𝐵𝐵 
𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐴𝐴𝐴𝐴 
𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 
⟹ 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝑃𝑃𝑃𝑃 

= 𝐴𝐴𝐴𝐴 − (𝐵𝐵𝐵𝐵 − 𝐵𝐵𝐵𝐵) 
= 𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 
= 𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐴𝐴𝐴𝐴 
= 𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐴𝐴𝐴𝐴 

⟹  𝐴𝐴𝐴𝐴 =
𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐵𝐵𝐵𝐵

2
  

ដេូច�ះ 𝐾𝐾𝐾𝐾 =  𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ េយងមាន 

𝐴𝐴 
 

𝐵𝐵 
 

𝐶𝐶 
 

𝑁𝑁 
 

𝑀𝑀 
 

𝐾𝐾 
 

𝐿𝐿 
 

𝐼𝐼 
 

𝑃𝑃 
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𝐴𝐴𝐴𝐴 = �𝐴𝐴𝑃𝑃2  + 𝑟𝑟2 = �𝐾𝐾𝐿𝐿2  +  𝑟𝑟2  > 𝐾𝐾𝐾𝐾 
ែដល  𝑟𝑟 ជករង�ង់ច រឹ ក��ង។ ដេូច�ះវសិមភាពតិ។ 

4. េយងមាន 𝑎𝑎 = 2𝑅𝑅 sin𝐴𝐴 ≤ 2𝑅𝑅 ដេូច�ះ  

2√𝑏𝑏𝑏𝑏 ≥
𝑎𝑎
𝑅𝑅
√𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 ≥ 2√𝑏𝑏𝑏𝑏 

េយងមាសមភាទលែតនងិមាែត 𝑏𝑏 =  𝑐𝑐 នងិ  sin𝐴𝐴  =  1 ដេូច�ះ 𝐴𝐴 = 𝜋𝜋 2⁄  ។ 

5. េបមាពរីក��ងចំេណម 𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, . . . ,𝑛𝑛1997 ជេលខគ ូេនាសំេណ ពតិ។ េបមាែតមួយក��ង

ចំេណម 𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, . . . ,𝑛𝑛1997 ជេលខគ ូេនាះ េយមាចំននួេសសចំននួ 1996 នងិចំននួគមួូយ ដេូច�ះ

បូកចូលគា � បជេលខគ ូ⟹  𝑛𝑛1998  ជេលខគ ូដេូច�ះសំេណ ពតិ។ បនា�ប មកេទៀត េយងនងឹបង �

ថាបណា 𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, . . . ,𝑛𝑛1997 មិនអជេលខេសសទំងអស ់េទ។ករណីវេសសទំអស់ េយងទ

បាន𝑛𝑛1998 ជេលខេសស។ េយងដងឹថាកេៃនចំននួេសសមួយ ែចកនងឹ 8 សល់សំណល់មួយជនចិ�

េ្រព បណា កេៃនចំននួេសសែដលមារង8𝑚𝑚 + 1; 8𝑚𝑚 + 3; 8𝑚𝑚 + 5; 8𝑚𝑚 + 7 មា 
(8𝑚𝑚 + 1)2 = 64𝑚𝑚2 + 16𝑚𝑚 + 1 ≡ 1 (mod 8) 
(8𝑚𝑚 + 3)2 = 64𝑚𝑚2 + 48𝑚𝑚 + 9 ≡ 1 (mod 8) 
(8𝑚𝑚 + 5)2 = 64𝑚𝑚2 + 80𝑚𝑚 + 25 ≡ 1 (mod 8) 
(8𝑚𝑚 + 7)2 = 64𝑚𝑚2 + 112𝑚𝑚 + 49 ≡ 1 (mod 8) 

ដេូច�ះ  
𝑛𝑛1

2 + 𝑛𝑛2
2 + ⋯+ 𝑛𝑛1997

2  ≡ 1997 ≡ 5 (mod 8) 
𝑛𝑛1998

2 ≡ 1 (mod 8) 
ដេូច�ះសមភា 𝑛𝑛1

2 + 𝑛𝑛2
2 + ⋯  + 𝑛𝑛1997

2 = 𝑛𝑛1998
2  មិនអេផ��ងផា�ត បាេទ។ មានន័ ថ 

𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, . . . ,𝑛𝑛1997 មិនអជេលខេសសទំងអស ់េទ 

 

 

 
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វ��� សឆា �ំ ១៩៩៨ 

 

1.  ចូរបង �ថា ចំនួន111 … 11�������
1997

22 … 22�����
1998

5 (ែដលមាេលខ 1 ចំននួ 1997 ដង នងិ េលខ 2 

ចំននួ 1998 ដង) ជចំននួកេ ។ 

2.  តង𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ជប��េកេបា ៉ែដល 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐶𝐶𝐶𝐶 =  1,∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 = 90° 

នងិ 𝐵𝐵𝐵𝐵 +  𝐷𝐷𝐷𝐷 = 1 ។ ចូរគណន្រឡៃផ�ប��េកណ 

3.  ចូរគណន្រគប គូចំននួគត់វជិ�មាន(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ែដល 

𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝑦𝑦𝑥𝑥−𝑦𝑦  

4.  េតអមាឬេទនវូ េលខបីខ�ង់ ចំននួ 16 េផ្ងគា� ែដលេផ��ងផា�ត់  ចំនួទំ 16 មាសំណល់

េផ្សគា ទំអស់ េពលែចកនឹង 16 នងិ ចំននួទំ16 េនះ េ្របែតតេួលខ ចំននួបីែតបុ៉េណា �។ 

 

 
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ដ �េណា្រស 
 

1. តង 

𝐴𝐴 = 111 … 11�������
1997

22 … 22�����
1998

5 

េយងទបា 
𝐴𝐴 = (101996 + 101995 + ⋯+ 10 + 1) × 101999 + 2(101997 + 101996 + ⋯+ 10 + 1) × 10

+ 5 

= 101999 1019997 − 1
9

+ 20
101998 − 1

9
+ 5 

=
(101998)2 + 10.101998 + 25 

9
 

= �
101998 + 5

3 �
2

 

េដ 𝐴𝐴 ជចំននួគត់ ដេូច�ះ 101998 +5
3

 ្រត ែតជចំននួគត់ែដរ។ ដេូច�ះ 𝐴𝐴 ជចំននួកេរ  

2. េយងពនិតិ្ចំណុច 𝑅𝑅 មួយឋិតេនេលបនា�ត់ 𝐶𝐶𝐶𝐶 ែដល 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝐷𝐷𝐷𝐷 ។ ដេូច�ះ 𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 =

𝐷𝐷𝐷𝐷 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 1 ។ ្រតីេក 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 នងិ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ប៉ុ នគា � េ្រមាមំុែកងដចូគា � និ មា្រជុ ង

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝐸𝐸𝐸𝐸។ ដេូច�ះ 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ េដយ𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝐶𝐶𝐶𝐶 = 1 េនា្រតីេក𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 នងិ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 

កប៏៉ុ នគា ែដរ។ 

   

រូបទី 1 : សំនរួទី 2 

𝐴𝐴 
 

𝐵𝐵 
 

𝐶𝐶 
 

𝐷𝐷 
 

𝐸𝐸 
 

𝑅𝑅 
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ដេូច�ះ  
𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  
= 𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  
= 2 𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐶𝐶𝐶𝐶.𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1 

 

3. េដយ𝑥𝑥𝑦𝑦 ∈  ℕ េនាះ𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝑦𝑦𝑥𝑥−𝑦𝑦  ⟹ 𝑥𝑥 ≥  𝑦𝑦 ។ ករណី 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 េយងទបាន𝑥𝑥 =  𝑦𝑦 = 1 ។ 

ករណី 𝑥𝑥 > 𝑦𝑦  នងិ ចំេពះ𝑥𝑥,𝑦𝑦 ≠  1 ⟹   𝑥𝑥 > 𝑦𝑦 ≥  2 េយងមាន𝑥𝑥 មនរង𝑥𝑥 = 𝑦𝑦𝑛𝑛  ែដល 

𝑛𝑛 ∈  ℕ,𝑛𝑛 > 1 ។ េយងទបា 

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑦𝑦𝑛𝑛−1−1� 
⟹   𝑛𝑛 = 𝑦𝑦𝑛𝑛−1 − 1 
⟹   𝑛𝑛 + 1 = 𝑦𝑦𝑛𝑛−1 ≥ 2𝑛𝑛−1 

ចំេព្រគប់ 𝑛𝑛 ≥  4 េយងមាន𝑛𝑛 + 1 ≤  2𝑛𝑛−1 ដេូច�ះ 𝑛𝑛 < 4 ។ 

ចំេពះ𝑛𝑛 = 3 េយងទបាន𝑦𝑦 = 2;  𝑥𝑥 = 8 

ចំេពះ𝑛𝑛 = 2 េយងទបាន𝑦𝑦 = 3;  𝑥𝑥 = 9 

ដេូច�ះសមីកមាចេម�យ (𝑥𝑥,𝑦𝑦) = (1,1); (8,2); (9,2) ។ 

 

4. តតេួលខែដលយកមកបេង�តចំននួទំ16 េដយ𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ។ ជេលខពេីលខ 1 ដល់េលខ 9។ 

ចំននួទំ 16 ែដលបេង�តេឡងេដយ𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 គ ឺ𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥����� ។ ចំននួទំ 16 េនា្រត ែតមារង

16𝑚𝑚1, 16𝑚𝑚2 + 1, . . . ,16𝑚𝑚16 + 15 េដម ប្ឱ្វមាសំណល់េផ្សគា េពលែចកនងឹ 16។ េយងេឃញ

ថា𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 មិនអេសសទំអស់ឬគទូំអស់បាេទ េ្រពេបមិនអ��ងឹេទ េយងមិនអរកបា

សំណល់ខុសគា ្រគប16 បាេទ(េ្រពេប 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 គទូំអស់ ចំននួទំេនះ្រត ែតជចំននួគ ូដេូច�ះវ

មារង16𝑚𝑚1, 16𝑚𝑚2 + 2, . . . ,16𝑚𝑚16 + 14 អមាសំណល់ខុសគា េ្រចបំផតុចំននួ 8។ េប

េសសទំអស់ ចំននួទំេនះ្រត មាន រ16𝑚𝑚1 + 1,16𝑚𝑚2 + 3, . . . ,16𝑚𝑚16 + 15 អមា

សំណល់ខុសគា េ្រចបំផតុចំននួ8។ )។ ដេូច�ះក��ងចំេណាម𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ្រត ែតមានយាេហណាស េលខ

គមួូយនងិយា៉ េហេលខេសសមួយ។ ជដំបូងេយងសន�តថមាេលខេសសមួយនងិេលខគពូរី។ 

ដេូច�ះសំណល់ជចំននួេសសទំ 8 (សំណល់ែដលេស�  1, 3, … , 15)្រត ែតបាមកពេីលខេសស 

ែដលេកតមកពកីដកតេួលខេសសមួយេនះេនខចុង។ តបណា េលខែបបេនះេដយ𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥����� ែដល 

𝑧𝑧 ជតេួលខេសស។ េយងមាន𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥����� = 𝑥𝑥𝑥𝑥���. 10 + 𝑧𝑧 ឱ្សំណល់េសសចំននួ 8 េផ្សគា េពលេពលែចក

នងឹ 16 ដេូច�ះ 𝑥𝑥𝑥𝑥���. 10 ្រត ឱ្សំណល់គខុូសៗគា ចំននួយា៉ េហណាសក ៏8 ែដរ េពលែចកនងឹ16 

េ្រព𝑧𝑧 ឱ្សំណល់េសសរចួេហយ។ េយងមា 9 រេបៀបក��ងកេ្រជេរ សេលខពរីខេដមមកផ��ំជ 

ravi007
Underline

ravi007
Underline
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𝑥𝑥𝑥𝑥���  (េ្រពេលខខ�ង់ទមួីយមាបីករណី គ ឺ𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 េហយខ�ង់ទពីរីបាបីករណីែដរគ ឺ𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧។ េលខ

ទំេនាមាដចូជា𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥�����, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥�����, 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧�����  , … )។ ចំននួទំ9េនា្រត វែមារង16𝑛𝑛1, 16𝑛𝑛2 +

2, . . . , 16𝑛𝑛8 + 14 េដម ប្ឱ្វមាសំណល់គេូផ្សគាយា៉ េហណាស ចំននួ 8 េពលែចកនងឹ 16 ។ 

ដេូច�ះបនា�ប  ពែីចកនងឹ 2 រចួេហយ ពកួវមារង8𝑛𝑛1, 8𝑛𝑛2 + 1, . . . , 8𝑛𝑛8 + 7 ។ មានន័ ថាក��ង

ចំេណមចំននួគ9ូេនាះ ្រតមា4 ែដលឱ្សំណល់េសសេពលែចកនងឹ8 (សំណល់របស់ 

8𝑛𝑛2 + 1, 8𝑛𝑛4 + 3 , … ,8𝑛𝑛8 + 7 )។ មិនអេ្រព𝑥𝑥𝑥𝑥���  គ។ូ ្រសប�� ក់ដចូគា ករណីមាេលខ

េសសពរីនងិេលខគមួូយ។     

 

 

 

 
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វ��� សឆា �ំ ១៩៩៩ 

 

1.  តង𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ជចំននួពតិ្របែដល 𝑎𝑎3 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑦𝑦 = 0, 𝑏𝑏3 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑦𝑦 = 0 នងិ 𝑐𝑐3 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 +

𝑦𝑦 = 0 ។ េប 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ជចំននួខុសគា�ទ អស់  ចូរបង �ថា ផបូករបស់វេស�សូន្យ 

2.  ចំេព្រគប ចំននួគត់មិនអវជិ�មា 𝑛𝑛 េយងតង𝐴𝐴𝑛𝑛  =  23𝑛𝑛 + 36𝑛𝑛+2 + 56𝑛𝑛+2 ។  

ចូរកណំត់តួែចករមួធបំំផតរបស់  𝐴𝐴0,𝐴𝐴1, . . . ,𝐴𝐴1999 ។ 

3.  តង𝑆𝑆 ជកេមួយែដលមារង �ស ្រជុ 20 នងិ តង𝑀𝑀 ជសំណំុៃនចំណុចែដលេកតមកពី

កពូំលរបស់  𝑆𝑆 នងិចំណុចចំននួ 1999 េផ្សេទៀតឋតិេនខក��ង  𝑆𝑆 ។ ចូរបង �ថា ម

្រតីេកមួយ ែដលកពូំលឋតិក��ងសំណំុ 𝑀𝑀 នងិមា្រឡៃផ�យា ៉េ្រចេស�ន ឹង 1 10⁄   ។ 

4.  ត 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ជ្រតីេកមួយ ែដល 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ តង𝐷𝐷 ∈  [𝐵𝐵𝐵𝐵] ជចំណុចមួយែដល 𝐵𝐵𝐵𝐵 >

 𝐵𝐵𝐵𝐵 >  𝐷𝐷𝐷𝐷 >  0 នងិតង𝒞𝒞1,𝒞𝒞2 ជរង�ង់ច រឹ េ្រ្រតីេក𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 នងិ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 េរៀងគា�។ ត

𝐵𝐵𝐵𝐵′ នងិ 𝐶𝐶𝐶𝐶′ ជអង�ត់ផ�តិរបស់ រង�ង់ទំពរី នងិតង𝑀𝑀 ជចំណុចកណា �លៃនB′C′ ។ ចូរបង �

ថា ្ឡៃផ�្រតីេក 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 មាតៃម�េថរ (មានន័ ថា មិនអ�ស័នឹងជេ្រមសៃនចំណុច 𝐷𝐷  

េទ)។ 

 

 

 
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ដ �េណា្រស 

1. េដយ𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ជចំននួពតិខុសៗគា �ដេូច�ះពកួវជឬសពតិៃនសមីករ𝑡𝑡^3 + 𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 0 ។ ផល

បូកឬសទំបីៃនសមីកេនះេស�សូន្យ។ ដូេច�ះ𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 0 ។ 

2. េយងមាន𝐴𝐴0 = 35 =  7. 5, 𝐴𝐴1 = 23 + 38  + 58 ≡  3 + 1 = 4 (mod 5) ។ ដេូច�ះ 5 មិន

ែមនជតែួចករបស់ 𝐴𝐴1 េទ។ េយងមាន 
56𝑛𝑛 =   253𝑛𝑛 ≡  43𝑛𝑛 = 64𝑛𝑛 ≡ 1  (mod 7) 

36𝑛𝑛 =  272𝑛𝑛 ≡  1  (mod 7) 
 ដេូច�ះ 𝐴𝐴𝑛𝑛 ≡  1 +  9 + 25 =  35 ≡  0  (mod 7) មានន័ ថា7 ជតែួចករបស់្រគប  𝐴𝐴𝑛𝑛  ។ ដេូច�ះ

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 របស់ចំននួអស់េនះេស�នងឹ 7 ។ 

3. េយងរប ចំននួ្រតីេកែដលមិន្រតួពេីលគា តែបបដចូតេទេនះ។ ចំេពចំណុចមួយ េយង

មា្រតីេកបួនែដលភា�ប  ពចំីណុចេនះេទកំពលូទំបួនរបស់កេរ។ រេលក េពលេយងបែន�ម

ចំណុចមួយេទៀត េបចំណុចេនាឋិតេនក��ង្រតីេកែដលមា្រសប់ េយ ែចក្រតីេកេនាជបី។ 

េយងែថមបា្រតីេកចំននួ2 េទៀត េ្រពដក្រតីេកចស មួយេច។ 

 

រូបទី 1 : សំនរួទី 3 

េបចំណុចែដល្រត ែថមឋិតេនេល្ រជុ រមួៃន្រតីេកមា្រសប់ចំនពរី េនាេយងែចក្រតីេក

េនាជ្រតីេកពរីតចូៗ។ េយងែថមបា្រតីេកចំននួ2 េទៀត ។ 

តរេបៀបខេលេនះ េពលែថមចំណុចមួយេយងែថមបា្រតីេកចំននួ 2 ។ ដេូច�ះចំេពចំណុច

មា 1999 េយងមា្រតីេកមិន្រតួគា ចំននួ 4 + 2.1998 = 4000 ។ 

្រតេកាណ4 ្រតេកាណ4 + 2 = 6 
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រូបទី 2 : សំនរួទី 3 

្រឡៃផ�សរុបេស�នងឹ 400 ដេូច�ះជមធ្យម ្រតីេមួយមា្រឡៃផ� 400/4000 = 1/10 ។ េប

្រតីេកទំអស់ សុទ�ែតមា្រកៃផ�ធំជាង1/10 េនា្រកៃផ�សរុបនងឹធំជាង4000.1/10 =

400 : មិន្រតឹម្រតូវដេូច�ះ្រត មាយា៉ េហណាស ្រតីេកមួយែដលមា្រកលៃយា៉ េ្រច 

1/10 ។  

4. ត្រទឹស�បទសីុនសុ 

𝑎𝑎
sin𝐴𝐴

=
𝑏𝑏

sin𝐵𝐵
=

𝑐𝑐
sin𝐶𝐶

= 2𝑅𝑅 

ចំេព្រតីេក𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 នងិ ្រតីេក𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 េយងទបា 

2𝑅𝑅1 =
𝐴𝐴𝐴𝐴

sin∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
 

2𝑅𝑅2 =
𝐴𝐴𝐴𝐴

sin∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
=

𝐴𝐴𝐴𝐴
sin(𝜋𝜋 − ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴) =

𝐴𝐴𝐴𝐴
sin∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

= 2𝑅𝑅2 

ដេូច�ះ 𝑅𝑅1 = 𝑅𝑅2 ែដល 𝑅𝑅1,𝑅𝑅2 ជកំរង�ង𝒞𝒞1,𝒞𝒞2 េរៀងគា �។ ដូេច�រង�ង់ទំពរីប៉ុ នគា � េហចតេុកណ

𝐴𝐴𝑂𝑂1𝐷𝐷𝑂𝑂2 ជ្របេលឡូ្រេស�។   

្រតីេក𝐶𝐶′𝐷𝐷𝐷𝐷 ែកង្រតង់ 𝐷𝐷 េ្រពច រឹ កន�ះរង�ង់។ ្រតីេក𝐵𝐵′𝐷𝐷𝐷𝐷 ែកង្រតង់ 𝐷𝐷 េ្រពច រឹ កន�ះ

រង�ង់។ ដេូច�ះ 𝐷𝐷,𝐵𝐵′ ,𝐶𝐶′  រត់្រតងគា �។𝑀𝑀 កណា �ល𝐵𝐵′𝐶𝐶′ ដេូច�ះ 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐷𝐷𝐵𝐵′ + 𝐷𝐷𝐶𝐶′

2
 

ត 𝑁𝑁 ជចំណុច្របសព អង�ត់្រទូ របស់្របេលឡូ្រេស�  𝐴𝐴𝑂𝑂1𝐷𝐷𝑂𝑂2 នងិ តង𝐸𝐸,𝐴𝐴′ ,𝑁𝑁′ ,𝐹𝐹 ជ

ចំេណាលែករបស់ចំណុច 𝑂𝑂1,𝐴𝐴,𝑁𝑁,𝑂𝑂2 េលបនា�ត់ 𝐵𝐵𝐵𝐵 េរៀងគា �។ អង�ត 𝑂𝑂1𝐸𝐸 នងិ 𝑂𝑂2𝐹𝐹 ជបា

មធ្យរបស់្រតីេក𝐵𝐵𝐵𝐵′𝐷𝐷 នងិ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶′ េរៀងគា � 

្រតេកាណ4 ្រតេកាណ4 + 2 = 6 
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រូបទី 3 : សំនរួទី 4 

ដេូច�ះេយងមា 

𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝐷𝐷𝐵𝐵′ + 𝐷𝐷𝐶𝐶′

2
=

2𝐸𝐸𝑂𝑂1 + 2𝐹𝐹𝑂𝑂2

2
= 𝐸𝐸𝑂𝑂1 + 𝐹𝐹𝑂𝑂2 

េដយអង�ត់𝑁𝑁𝑁𝑁′ ជបាមធ្យរបស់ចតេុកព�យ𝐸𝐸𝐸𝐸𝑂𝑂2𝑂𝑂1 នងិ ្រតីេក𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴′ េនា 

𝑁𝑁𝑁𝑁′ =
𝐸𝐸𝑂𝑂1 + 𝐹𝐹𝑂𝑂2

2
=
𝐷𝐷𝐷𝐷

2
 

𝑁𝑁𝑁𝑁′ =
𝐴𝐴𝐴𝐴′

2
 

⟹ 𝐴𝐴𝐴𝐴′ = 𝐷𝐷𝐷𝐷 
ដេូច�ះ  

𝑆𝑆𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 =
𝑀𝑀𝑀𝑀.𝐵𝐵𝐵𝐵

2
=
𝐴𝐴𝐴𝐴′ .𝐵𝐵𝐵𝐵

2
= 𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  

ដេូច�ះ្រកៃផ�្ រតីេក𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 មាតៃម�េថរ។ 

 

 
 

𝐴𝐴 
 

𝐷𝐷 
 

𝐶𝐶 
 

𝐵𝐵 
 

𝐸𝐸 
 

𝐴𝐴′ 
 
𝑁𝑁′ 

 

𝐹𝐹 
 

𝐵𝐵′ 
 

𝑂𝑂2 

𝑂𝑂1 

𝐶𝐶′ 

𝑀𝑀 

𝑁𝑁 
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វ��� សឆា �ំ ២០០០ 

 

1.  តង𝑥𝑥 នងិ 𝑦𝑦 ជចំននួពតិវជិ�មា ែដល 

𝑥𝑥3 + 𝑦𝑦3 + (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)3 + 30𝑥𝑥𝑥𝑥 = 2000 
ចូរបង �ថា𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 10 ។ 

2.  ចូរកណំត់្រគប ចំននួគត់ 𝑛𝑛 ≥  1 ែដល 𝑛𝑛2 + 3𝑛𝑛  ជចំននួកេរ 

3.  កន�ះរង�ង់ មួយមាអង�ត់ផ�តិ 𝐸𝐸𝐸𝐸 ្រតូបាដកេល្រជុ 𝐵𝐵𝐵𝐵 របស់ ្រតីេក𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 េហយវប៉ះនឹង

្រជុ 𝐴𝐴𝐴𝐴 នងិ 𝐴𝐴𝐴𝐴 ្រតង ចំនចុ 𝑄𝑄 នងិ 𝑃𝑃 េរៀងគា�។ ចូ បង �ថា ចណុច្របសព 𝐾𝐾 រវបនា�ត  𝐸𝐸𝐸𝐸 

នងិ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ឋតិេនេលកម�ស់ គូសេចញព ី𝐴𝐴 របស់ ្រតីេក 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ 

4.  ក្របកួេតន�សីមួយ មា្របុ 2𝑛𝑛 នាក  នងិ�ស 𝑛𝑛  នាកចូលរមួេលង។ កឡីករមា�ក ់្របកួជ

មួយ្រគប កឡីករេផ្សេទៀត។ ្របុឈ� ះ 5/7 ដងេធៀបនឹង�ស។ េដដឹងថា គា គូ្របកួណ

េស�គា េទ។ ចូរកណំត់ 𝑛𝑛 ។ 

  

 
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ដ�េណា្រស 

 

1. សមមភាសមមូលនងឹ 

[𝑥𝑥3 + 𝑦𝑦3 − 103 + 30𝑥𝑥𝑥𝑥] +  [(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)3 − 103] = 0 
េដដងឹថ 
𝑥𝑥3 + 𝑦𝑦3 − 103 + 30𝑥𝑥𝑥𝑥 = (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)3 − 103 − 3𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 30𝑥𝑥𝑥𝑥 

= (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 10)[(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)2 + 10(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 100] − 3𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 10) 
= (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 10)[(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)2 + 10(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 100− 3𝑥𝑥𝑥𝑥]   

 
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)3 − 103 = (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 10)[(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)2 + 10(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 100] 
 
[𝑥𝑥3 + 𝑦𝑦3 − 103 + 30𝑥𝑥𝑥𝑥] + [(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)3 − 103] 
= (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 10)[2(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)2 + 20(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 200 − 3𝑥𝑥𝑥𝑥] 
= (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 10)[2𝑥𝑥2 + 2𝑦𝑦2 + 20(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 𝑥𝑥𝑥𝑥 + 200] 
 

េយងមាន2𝑥𝑥2 + 2𝑦𝑦2 + 20(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 𝑥𝑥𝑥𝑥 + 200 > 0 េ្រព𝑥𝑥,𝑦𝑦 វជិ �មាន។ ដូេច�ះ ផលគុណ

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 10)[2𝑥𝑥2 + 2𝑦𝑦2 + 20(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 𝑥𝑥𝑥𝑥 + 200] េស�សូន្ទលែត 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 10 ។ 

2. តង𝑛𝑛2 + 3𝑛𝑛 = 𝑎𝑎2 ⟹ 3𝑛𝑛 = (𝑎𝑎 − 𝑛𝑛)(𝑎𝑎 + 𝑛𝑛) ។ តង 

𝑎𝑎 − 𝑛𝑛 = 3𝑥𝑥 ;  𝑎𝑎 + 𝑛𝑛 = 3𝑦𝑦 ;  𝑥𝑥 < 𝑦𝑦 ⟹ � 𝑛𝑛 = 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦
2𝑛𝑛 = 3𝑦𝑦 − 3𝑥𝑥

�   

េយងដងឹថា 

� 3𝑦𝑦 − 3𝑥𝑥 ≥ 3𝑦𝑦 − 3𝑦𝑦−1 = 2.3𝑦𝑦−1

𝑛𝑛 = 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≤ 𝑦𝑦 − 1 + 𝑦𝑦 = 2𝑦𝑦 − 1
� 

⟹ 2.3𝑦𝑦−1 ≤ 2𝑛𝑛 ≤ 2(2𝑦𝑦 − 1) 
⟹  3𝑦𝑦−1 ≤ 2𝑦𝑦 − 1 
តង𝑝𝑝 = 𝑦𝑦 − 1 ដេូច�ះ 3𝑝𝑝 ≤  2𝑝𝑝 + 1 ។ ែតតវសិមភាែប៊នលូ*ី ចំេពះ𝑝𝑝 >  1 េយងមាន

3𝑝𝑝  >  2𝑝𝑝 + 1 ។ ដេូច�ះ ចំេពះ𝑝𝑝 = 1 េយងទបាន𝑦𝑦 = 2 ។ ចំេពះ𝑥𝑥 = 1 េយងទបាន

𝑛𝑛 = 3 េផ��ងផា�ត់។ ចំេព 𝑥𝑥 = 0 េយងទបាន𝑛𝑛 = 2 មិនេផ��ងផា�ត់។  

ចំេពះ𝑝𝑝 = 0  េយងទបាន𝑦𝑦 = 1 នងិ 𝑥𝑥 = 0 េយងទបាន𝑛𝑛 = 1 េផ��ងផា�ត់  

ចេម�យ 𝑛𝑛 = 1;  𝑛𝑛 = 3 ។ 
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3. តង𝑂𝑂 ជផ�តិរបស់កន�ះរង�ង់ នងិ តង𝐻𝐻 ជចំេណាែកងរបស់ចំណុច 𝐾𝐾 េទេល្ រជុ  𝐵𝐵𝐵𝐵 ។ 

េយងពនិតិ្ករណី 𝑂𝑂 ឋិតេលអង�ត់ 𝐻𝐻𝐻𝐻 ។ មំុ ∠𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 ស�ត អង�ត់ផ�តិរបស់កន�ះរង�ង់ ដេូច�ះជមំុែកង 

ដចូ ∠𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾 ែដរ។ ដេូច�ះចតេុកណ𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾 ច រឹ ក��ងរង�ង់ េហយ 
∠𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾 = ∠𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾 

ចំេពកន�ះរង�ង់ផ�តិ 𝑂𝑂 េយងមាន∠𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 = 1
2
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 ដេូច�ះ 

∠𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾 = ∠𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾 =
1
2
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 

េយងមាន𝑂𝑂𝑂𝑂 ⊥ 𝐴𝐴𝐴𝐴 នងិ 𝑂𝑂𝑂𝑂 ⊥ 𝐴𝐴𝐴𝐴 ដេូច�ះ្រតីេក𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 នងិ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ជ្រតីេកែកង េហយមាន

𝑂𝑂𝑂𝑂 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 ដេូច�ះ 

∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 =
1
2
∠𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 = ∠𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾 

∠𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 = 90°− ∠𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾;∠𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 = 90°− ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 
⟹  ∠𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 = ∠𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 
⟹ ចតេុកណ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ជចតេុកច រឹ ក��ងរង�ង់។ ដេូច�ះមំុ ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 កជ៏មំុែកងែដរ ⟹𝐴𝐴𝐴𝐴 ⊥

𝐵𝐵𝐵𝐵 ⟹𝐾𝐾 ∈ 𝐴𝐴𝐴𝐴 ។  

 

រូបទី 1 : សំនរួទី 3 

ករណី 𝑂𝑂 ∈ [𝐸𝐸𝐸𝐸] េយង្រសប�� ក់ដចូគា � 

ករណី 𝐻𝐻 ≡ 𝑂𝑂 េនា្រតីេក𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ជ្រតីេកសមបាត។ ដូេច�សំេណ ពតិ។ 

 

4. កឡីាកសរុបមាចំននួ 3𝑛𝑛 នាក់។ ចំនួ្របកួសរុបមា 

�
3𝑛𝑛
2
� =

3𝑛𝑛(3𝑛𝑛 − 1)
2

 

េយងដងឹថា ក�� 12 ្របកួ្របុឈ�ះ 5 ដង �សីឈ�ះ 7 ដង។ ដេូច�ះចំននួ្របកួែដល្របុឈ�ះ

មានចំនួន 

𝐴𝐴 
 

𝐵𝐵 
 

𝐶𝐶 
 

𝑃𝑃 
 𝑄𝑄 

 

𝐸𝐸 
 

𝐹𝐹 
 

𝑂𝑂 
 

𝐻𝐻 
 

𝐾𝐾 
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5
12

3𝑛𝑛(3𝑛𝑛 − 1)
2

=
5𝑛𝑛(3𝑛𝑛 − 1)

8
  

ចំននួ្របកួ្របុនងឹ្របុមាចំននួ 

�2𝑛𝑛
2 � =

2𝑛𝑛(2𝑛𝑛 − 1)
2

= 𝑛𝑛(2𝑛𝑛 − 1) 

ក��ងក្របកួមួយរវ្របុនងឹ្របុស្រត វែមា្របុមា �កឈ�ះ េ្រពគា� អ�កេស�។ ដេូច�ះក��ងក

្របកួតរវ្របុនងឹ្របុស ទ 𝑛𝑛(2𝑛𝑛 − 1) ្របកួេនះ មា្របុឈ�ះ ទំអស់។ ដេូច�ះ 
5𝑛𝑛(3𝑛𝑛 − 1)

8
≥ 𝑛𝑛(2𝑛𝑛 − 1) 

⟹ 15𝑛𝑛 − 5 ≥ 16𝑛𝑛 − 8 
⟹ 𝑛𝑛 ≤ 3 

បនា�ប មកេទៀត េយងដងឹថា5𝑛𝑛(3𝑛𝑛 − 1) 8⁄  ្រត ែតជចំននួគត់។ ដេូច�ះ មាែត 𝑛𝑛 = 3 ។ ដេូច�ះមា

្របុចំននួ 6 នាក់ និ �សី 3 នាក េហយជសរុបមានកីឡាក9 នាក់។ 

 

សមា �ល 

* វសិមភាែប៊នលីូ 

ចេំពា្រគប់𝑥𝑥 ≥ −1 និង ចនំនួគត់ 𝑛𝑛 ≥ 0 េគមាន(1 + 𝑥𝑥)𝑛𝑛 ≥ 1 + 𝑛𝑛𝑛𝑛 ។ 

 

 

 

 

 
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វ��� សឆា �ំ ២០០១ 

1.  េដ្រសសមីករ𝑎𝑎3 + 𝑏𝑏3 + 𝑐𝑐3 = 2001 ក��ងសំណំុចំននួគត់វជិ�មាន 

2.  តង𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ជ្រតេកែដលមាន∠ 𝐴𝐴𝐶𝐶𝐶𝐶 = 90° នងិ 𝐶𝐶𝐶𝐶 ≠  𝐶𝐶𝐶𝐶 ។ តង𝐶𝐶𝐶𝐶 ជកម�ស់  នងិ 𝐶𝐶𝐶𝐶 

ជកន�ះបនា�ត ពុះមំុក��ង។  

a) ចូរបង �ថា ចំេព្រគប  𝑋𝑋 ≠  𝐶𝐶 ឋតិេនេលបនា�ត់  𝐶𝐶𝐶𝐶 េយងមាន∠ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 ≠  ∠𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 ។  

b) ចូរបង �ផងែដរថា ចំេព𝑌𝑌 ≠  𝐶𝐶 ឋតិេលបនា�ត   𝐶𝐶𝐶𝐶 េយងមា ∠ 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑌𝑌 ≠ ∠ 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑌𝑌 ។ 

 3.  តង𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ជ្រតីេកសម័ង្ស និង𝐷𝐷,𝐸𝐸 ជចំណុចមួយឋតិេល្រជុ [𝐴𝐴𝐴𝐴] នងិ [𝐴𝐴𝐴𝐴] េរៀងគា�។

េប 𝐷𝐷𝐷𝐷,𝐸𝐸𝐸𝐸 (ែដល 𝐹𝐹 ∈  𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐺𝐺 ∈  𝐴𝐴𝐴𝐴) ជអង�ត់ពុះមំុក��ងៃន្រតីេក𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ចូរបង �ថា

ផលបូក្រឡៃផ�្រតីេក𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 នងិ 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 យា ៉េ្រចេស�ន ឹង្រឡៃផ�្រតីេក 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ េតវ

េស�គា េពលណ?។ 

4.   តង𝑁𝑁 ជពហុេកេបា ៉ែដលមាកពូំលចំននួ 1415 មាបរមិា្រ2001 ។ ចូរបង �ថ 

េយងអរកបាកពូំលបីៃន 𝑁𝑁 ែដលបេង� តបាជ្រតីេកមួយ ែដលមា្រឡៃផ�តចូជា 1 

។  

 

 

 
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ដ �េណា្រស 

 

1. េដសមីកគា� លក�ណៈពេិសសណមួយទកទងនងឹលំដប់រប ស ់𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ដំបូងេយងសន�តថា

𝑎𝑎 ≤ 𝑏𝑏 ≤ 𝑐𝑐 ។ េយងមាន13 + 103 + 103 = 2001 ។ េយងនងឹបង �ថា(1,10,10) ជឬសែត

មួយគត់ែដលេផ��ងផា�ត់ 𝑎𝑎 ≤ 𝑏𝑏 ≤ 𝑐𝑐 ។ 

ជដំបូងេយង្រសប�� ក់បទគន�ឹះមួយសិន 

បទគន�ឹះ៖ េបើ 𝑛𝑛 ជចនំនួគត់ េនាះ𝑛𝑛3 េពលែចកនឹង 9 សល់ 0,1 ឬ −1 ។ 

េបើ 𝑛𝑛 = 3𝑘𝑘 េនាះ9|𝑛𝑛3 ។ 

េបើ 𝑛𝑛 = 3𝑘𝑘 ± 1 េនា 𝑛𝑛3 = 27𝑘𝑘3 ± 27𝑘𝑘2 + 9𝑘𝑘 ± 1 ≡ ±1 (mod 9)  

េដយ2001 = 9.222 + 3 ≡ 3 (mod 9) េនាះ

𝑎𝑎3 + 𝑏𝑏3 + 𝑐𝑐3 = 2001 ⟹ 𝑎𝑎3 ≡ 1 (mod 9); 𝑏𝑏3 ≡ 1 (mod 9); 𝑐𝑐3 ≡ 1 (mod 9);  ។ ដេូច�ះ 

𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ជចំននួែដលមារង3𝑘𝑘 + 1 ។ េយងនងឹតៃម�របស់ 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ក��ងសំណំុ {1,4,7,10,13, … } ។ 

េប 𝑐𝑐 ≥ 13 េនាះ𝑐𝑐3 ≥ 2197 > 2001 = 𝑎𝑎3 + 𝑏𝑏3 + 𝑐𝑐3 មិនពតិ។ 

េប 𝑐𝑐 ≤ 7 េនាះ2001 = 𝑎𝑎3 + 𝑏𝑏3 + 𝑐𝑐3 ≤ 3.73 = 1029  មិនពតិ។ ដេូច�ះ 𝑐𝑐 = 10។ េយងទបាន

𝑎𝑎3 + 𝑏𝑏3 = 1001 ។ េប 𝑏𝑏 < 𝑐𝑐 = 10 េនាះ𝑎𝑎 ≤ 𝑏𝑏 ≤ 7 េនាះ1001 = 𝑎𝑎3 + 𝑏𝑏3 ≤ 2.73 = 686 

មិនពតិ។ ដេូច�ះ 𝑏𝑏 = 10 េហយ 𝑎𝑎 = 1 ។ 

ដេូច�ះ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐) ∈ {(1,10,10), (10,1,10), (10,10,1)}  ។ 

2. a)េប ∠𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 = ∠𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 េនាះ ្រតីេក𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 ប៉ុ ន្រតីេក𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 ដេូច�ះ 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 ផ��យ

ពសីម�តកិម�។ ដេូច�ះ ∠𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 ≠ ∠𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 ។ 

b) សន�តផ��យពសំីេណ ថា មា𝑌𝑌 ឋិតេលបនា�ត់ 𝐶𝐶𝐶𝐶 េផ��ងផា�ត់ ∠𝑌𝑌𝑌𝑌𝑌𝑌 = ∠𝑌𝑌𝑌𝑌𝑌𝑌 ។ ត្រទឹស�បទ

សីុនសុ  
𝐶𝐶𝐶𝐶

sin∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶
= 2𝑅𝑅1;

𝐶𝐶𝐶𝐶
sin∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶

= 2𝑅𝑅2 

⟹ 𝑅𝑅1 = 𝑅𝑅2 
េយងទបាន រង�ង់ 𝒞𝒞1 មាកំ𝑅𝑅1 នងិ 𝒞𝒞2 មាក 𝑅𝑅2 ច រឹ េ្រ្រតីេក𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 នងិ 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 មាទំហំ

ប៉ុនគា � ដេូច�ះ 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 (េ្រព𝐴𝐴𝐴𝐴 ⊥ 𝐶𝐶𝐶𝐶)ដេូច�ះ្រតីេក𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ជ្រតីេកសមបាកំពលូ 𝐶𝐶 

ផ��យពសីម�តកិម�។ 



វ��� សឆា � ២០០១  -20-  http://www.dahlina.com/  

   

 

រូបទី 1 : សំនរួទី 2 

3. េយងមា 

∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 + ∠𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 +
1
2
∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 

= ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 +
1
2

[180° − ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 − ∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷] 

= ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 +
1
2

[180° − ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 − 60°] 

= 60° +
1
2
∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 

នងិ 

∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 + ∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 =
1
2
∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 + 60° 

⟹  ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷                                           (1) 
តង𝐼𝐼 ជចំណុច្របសព រវបនា�ត់ (𝐷𝐷𝐷𝐷) នងិ (𝐸𝐸𝐸𝐸) នងិ តង𝑀𝑀 ជចំណុចមួយឋិតេនេលអង�ត់ 

[𝐷𝐷𝐷𝐷] ែដល ∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 = ∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 ។ ដេូច�ះ Δ𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 ≡ Δ𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 េយងទបា 
𝐷𝐷𝐷𝐷 = 𝐷𝐷𝐷𝐷,                                                        (2) 
∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 = ∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷                                               (3) 

តម(3) េយងទបាន∠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 េហយតម(1) ែថមេទៀត េយងទបាន

∠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 ។ ដេូច�ះ ∠𝐼𝐼𝑀𝑀𝑀𝑀 = ∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 ⟹ Δ𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ≡ 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼  
⟹𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝐹𝐹𝐹𝐹                                                        (4) 

តម(2) នងិ (4) េយងទបា 

𝐷𝐷𝐷𝐷 = 𝐷𝐷𝐷𝐷 + 𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝐷𝐷𝐷𝐷 + 𝐸𝐸𝐸𝐸             (5) 
រង�ង់ច រឹ កក��្រតីេក𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 មាផ�តិ 𝐼𝐼 េហយមាកតេដយ𝑟𝑟 ។ តម(5) េយងមា 

𝐴𝐴 
 

𝐶𝐶 
 

𝐵𝐵 
 

𝐻𝐻 
 

𝐿𝐿 
 

𝑋𝑋 
 

𝑌𝑌 
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𝑆𝑆𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑆𝑆𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 =
1
2
𝑟𝑟.𝐷𝐷𝐷𝐷 +

1
2
𝑟𝑟.𝐸𝐸𝐸𝐸 =

1
2
𝑟𝑟. (𝐷𝐷𝐷𝐷 + 𝐸𝐸𝐸𝐸) =

1
2
𝑟𝑟.𝐷𝐷𝐷𝐷 = 𝑆𝑆𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼  

ដេូច�ះ 
𝑆𝑆𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 + 𝑆𝑆𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 = 𝑆𝑆𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑆𝑆𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑆𝑆𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝑆𝑆𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = 3𝑆𝑆𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼     (6) 

េយងដងឹថា េប 𝑀𝑀 ជចំណុចមួយឋិតេនេលធ�� 𝑋𝑋𝑋𝑋 (𝑀𝑀 ែ្រប្របេដរក្ស∠𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 េថរ) េនា

្រកឡាៃ រតីេក𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 ធំបំផតុេពល 𝑀𝑀 ឋិតេនចំកណា �ធ�� 𝑋𝑋𝑋𝑋 ។  

ដេូច�ះ េប 𝐼𝐼 ែ្រប្របេដរក្ស∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 េថរ េនា្រកៃផ� 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 ធំបំផតុេពល 𝐼𝐼 ≡ 𝑃𝑃 ែដល 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑃𝑃,∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 = ∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷  ឬ 𝑆𝑆𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ≤ 𝑆𝑆𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃  ។ 

 

រូបទី 2 : សំនរួទី 3 

េយងមាន∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 = 180° − ∠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − ∠𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = 180° − 1
2

(∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 + ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴) = 180° −
1
2

(180° − ∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷) = 180° − 1
2

(180° − 60°) = 120° ។ ដេូច�ះ្រតីេកសមបាត𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 មាន

∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 = 120° ។ 

តង𝑂𝑂 ជផ�តិរង�ង់ច រឹ េ្រ្រតីេក𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ ដេូច�ះ ∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 = 2 ∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 = 120° ។ េយងទ

បា្រតីេកΔ𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 នងិ Δ𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 ដចូគា �។ ដូេច�ះ𝑆𝑆𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 ≤ 𝑆𝑆𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵  េដអង�ទំពរីេស�គា េពល 

𝐷𝐷 ≡ 𝐵𝐵;𝐸𝐸 ≡ 𝐶𝐶។ េយងទបា 
𝑆𝑆𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ≤ 𝑆𝑆𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵                                       (7) 

តម(6) នងិ (7) េយងទបា 

𝑆𝑆𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 + 𝑆𝑆𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 = 3𝑆𝑆𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ≤ 3𝑆𝑆𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  
ដេូច�ះសំេណ ពតិ។ សមភាេកតេឡងេពល 𝐷𝐷 ≡ 𝐵𝐵 នងិ 𝐸𝐸 ≡ 𝐶𝐶 ។ 

4. ពហុេកេបា៉មាន1415 ្រជុ ង េហមាបរមិា្រ2001 ។ ត𝐴𝐴1, 𝐴𝐴2, …  , 𝐴𝐴1415  ជ

កំពលូរបស់ពហុេកណ។ េយសន�តថា្រតីេកទំអស់ែដលេកតេឡងេដកំពលូបីតេរៀង

𝐴𝐴 
 

𝐵𝐵 
 

𝐶𝐶 
 

𝐷𝐷 
 

𝐸𝐸 
 

𝐹𝐹 
 𝐺𝐺 

 
𝐼𝐼 
 

𝑀𝑀 
 

𝑋𝑋 
 

𝑌𝑌 
 

𝑀𝑀 
 

𝑀𝑀′ 
 

𝑃𝑃 
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គា �របស ពហុេកណ ម 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3, 𝐴𝐴2𝐴𝐴3𝐴𝐴4, … , 𝐴𝐴1414𝐴𝐴1415𝐴𝐴1, 𝐴𝐴1415𝐴𝐴1𝐴𝐴2 សុទ�ែតមា្រក

ៃផ�ធំជា 1 ទំអស់។ 

ក��ង្រតីេក𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 មួយេយងមា 
2𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴.𝐴𝐴𝐴𝐴. sin∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 ≤ 𝐴𝐴𝐴𝐴.𝐴𝐴𝐴𝐴 

ដេូច�ះ 2 ≤ 2𝑆𝑆𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 ≤ 𝐴𝐴1𝐴𝐴2.𝐴𝐴2𝐴𝐴3 ។ េហយតវសិមភាកសីុូ េយងទបា 

𝐴𝐴1𝐴𝐴2 + 𝐴𝐴2𝐴𝐴3 ≥ 2 �𝐴𝐴1𝐴𝐴2.𝐴𝐴2𝐴𝐴3 ≥ 2√2 
ដចូគា � េយទបា 

𝐴𝐴2𝐴𝐴3 + 𝐴𝐴3𝐴𝐴4 ≥ 2√2 
… 
𝐴𝐴1414𝐴𝐴1415 + 𝐴𝐴1415𝐴𝐴1 ≥ 2√2 
𝐴𝐴1415𝐴𝐴1 + 𝐴𝐴1𝐴𝐴2 ≥ 2√2 

បូកវសិមភាទំង1415 េនះប���លគា � េយទបា 

2(𝐴𝐴1𝐴𝐴2 + 𝐴𝐴2𝐴𝐴3 + ⋯+ 𝐴𝐴1414𝐴𝐴1415 + 𝐴𝐴1415𝐴𝐴1) ≥ 1415.2√2 
⇔ 2.2001 ≥ 1415.2√2 
⟺ 4004001 ≥ 4004450 

មិនពតិ។ ដេូច�ះក��ងចំេណា្រតីេកទំអស់ែដលេកតេឡងេដកំពលូបីតេរៀងគា �របស

ពហុេកណ ្រតែតមាយា៉ េហណាស មួយ ែដលមា្រកៃផ�តចូជាង1 ។ 

 

 

 
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វ��� សឆា �ំ ២០០២ 

 

1.  ្រតីេក 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 មាន𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝐶𝐶𝐶𝐶 ។ 𝑃𝑃 ជចំណុចមួយឋតិេលរង�ង់ច រឹ េ្រ្រតីេក េនចេនា�ះ

𝐴𝐴 នងិ 𝐵𝐵 (េហយឋតិេនមា �មា�ក ៃន 𝐶𝐶 េធៀបនឹង 𝐴𝐴𝐴𝐴 )។ 𝐷𝐷 ជចំេណលែកងពចំីណុច 𝐶𝐶 េទេល 

𝑃𝑃𝑃𝑃 ។ ចូរបង �ថា𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑃𝑃𝑃𝑃 = 2𝑃𝑃𝑃𝑃 ។ 

2.  រង�ង់ពរីមាផ�តិ 𝑂𝑂1 នងិ 𝑂𝑂2 កតគា ្រតង ចំណុច 𝐴𝐴 នងិ 𝐵𝐵 ែដលផ�តិរបស់ រង�ង់ទំពរីឋតិេនមា �

មា�ក ៃនបនា�ត   𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ បនា�ត  𝐵𝐵𝑂𝑂1 នងិ 𝐵𝐵𝑂𝑂2 កតរង�ង់ របស់ខ��នម�ងេទៀត្រតង់ 𝐵𝐵1 នងិ 𝐵𝐵2 ។ តង

𝑀𝑀 ជចំណុចកណា �ៃន 𝐵𝐵1𝐵𝐵2 ។ តង𝑀𝑀1,𝑀𝑀2 ជចំណុចឋតិេលរង�ង់ ែដលមាផ�តិ 𝑂𝑂1 នងិ 𝑂𝑂2 

េរៀងគា� ែដ  ∠ 𝐴𝐴𝑂𝑂1𝑀𝑀1  = ∠ 𝐴𝐴𝑂𝑂2𝑀𝑀2  នងិ 𝐵𝐵1 ឋតិេលធ��តូច 𝐴𝐴𝑀𝑀1 រឯី 𝐵𝐵 ឋតិេលធ��តូច 𝐴𝐴𝑀𝑀2 ។ 

ចូរបង �ថា∠ 𝑀𝑀𝑀𝑀1𝐵𝐵 = ∠ 𝑀𝑀𝑀𝑀2𝐵𝐵 ។ 

3.  ចូររក្រគប ចំននួគត់វជិ�មា 𝑁𝑁 ែដលមាតែួចកវជិ�មាចំននួ 16 គត់ គ  ឺ1 =  𝑑𝑑1  <  𝑑𝑑2  < . . . <

 𝑑𝑑16  =  𝑁𝑁  ែដលតែួចក 𝑑𝑑𝑘𝑘  េស�ន ឹង (𝑑𝑑2 + 𝑑𝑑4)𝑑𝑑6 ចំេព  𝑘𝑘 = 𝑑𝑑5 ។ 

4.  ចូរបង �ថា ចំេព្រគប ចំននួពតិវជិ�មាន𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 វសិមភាខងេ្រពតិ 

1
𝑏𝑏(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) +

1
𝑐𝑐(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) +

1
𝑎𝑎(𝑐𝑐 + 𝑎𝑎) ≥

27
2(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)2 

 

 

 

 
 

 

 

 



វ��� សឆា � ២០០២  -24-  http://www.dahlina.com/  

   

ដ �េណា្រស 

 

1.  បនា� អង�ត់ 𝑃𝑃𝑃𝑃  ឱ្បាអង�ត់ 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ េយងមាន 

∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴;  ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶   
∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 180° − ∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 − ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  
∠𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 = 180° − ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 − ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 180° − ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 − ∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶  

⟹   ∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = ∠𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 
⟹ ្រតីេក𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 នងិ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ប៉ុ ន គា  ⟹ 𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝐶𝐶𝐶𝐶 ⟹ ្រតីេកΔ𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 ជ្រតីេកសមបាត។

េដយ𝐶𝐶𝐶𝐶 ⊥ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ដេូច�ះ 𝐷𝐷 ជចំណុចកណា �ល𝑃𝑃𝑃𝑃 ដេូច�ះ 
2𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑃𝑃𝑃𝑃 

ដចូចង់បាន 

 
រូបទី 1 : សំនរួទី 1 

2. េយងមាន∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵1 = ∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵2 = 90° ដេូច�ះ 𝐵𝐵1,𝐴𝐴,𝐵𝐵2 រត់្រតងគា � លក�ខណ�  ∠𝐴𝐴𝑂𝑂1𝑀𝑀1 =

∠𝐴𝐴𝑂𝑂2𝑀𝑀2 ⟹∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝑀𝑀1 = ∠𝐴𝐴𝐵𝐵2𝑀𝑀2 (េ្រព𝐵𝐵;𝐵𝐵2 ឋិតេនខធ��តចូដចូគា )។ េដយចតេុក 

𝐴𝐴𝐵𝐵1𝑀𝑀1𝐵𝐵 ច រឹ ក��ងេនាះ∠𝐴𝐴𝐵𝐵1𝑀𝑀1 = 𝜋𝜋 − ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝑀𝑀1 េហយេដយ𝐴𝐴𝐵𝐵2𝑀𝑀2𝐵𝐵 ច រឹ ក��ងរង�ង់ េនា 

∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝑀𝑀2 = 𝜋𝜋 − ∠𝐴𝐴𝐵𝐵2𝑀𝑀2 ⟹  ∠𝐴𝐴𝐵𝐵1𝑀𝑀1 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝑀𝑀2 ។ ដេូច�ះ 
∠𝐴𝐴𝐵𝐵1𝑀𝑀1 + ∠𝐴𝐴𝐵𝐵2𝑀𝑀2 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝑀𝑀2 + ∠𝐴𝐴𝐵𝐵2𝑀𝑀2 = 180° 
∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝑀𝑀1 + ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝑀𝑀2 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝑀𝑀1 + ∠𝐴𝐴𝐵𝐵1𝑀𝑀1 = 180°  

ដេូច�ះ បនា�ត់ (𝑀𝑀1𝐵𝐵1) ∥ (𝑀𝑀2𝐵𝐵2) េហយ ចំណុច 𝑀𝑀1,𝐵𝐵,𝑀𝑀2 រត់្រតងគា � 

𝐴𝐴 
 

𝐶𝐶 
 

𝐵𝐵 
 

𝑀𝑀 
 

𝑃𝑃 
 

𝐷𝐷 
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េយងនងឹបង �ថា𝑀𝑀𝑀𝑀1 = 𝑀𝑀𝑀𝑀2 ។ េយងដងឹថា𝑀𝑀1𝐵𝐵1𝐵𝐵2𝑀𝑀2 ជចតេុកព�យ ែដមាន

∠𝐵𝐵1𝑀𝑀1𝐵𝐵 = ∠𝐵𝐵2𝑀𝑀2𝐵𝐵 = 90° ។ េយងមាន𝑀𝑀 កណា �ល𝐵𝐵1𝐵𝐵2 ។ បាមធ្យរបស់ចតេុកព�

េនះកតតម𝑀𝑀 េហយែកងនងឹ 𝑀𝑀1𝑀𝑀2 ្រតង ចំណុចកណា �ល។ ដូេច�ះ𝑀𝑀𝑀𝑀1 = 𝑀𝑀𝑀𝑀2 ។ 

ដេូច�ះ្រតីេក𝑀𝑀𝑀𝑀1𝑀𝑀2 សមបា ⇒ ∠𝑀𝑀𝑀𝑀1𝐵𝐵 = ∠𝑀𝑀𝑀𝑀2𝐵𝐵 ។ 

 
រូបទី 2 : សំនរួទី 2 

3. េប 𝑁𝑁 មាតែួចកបឋមចំននួបួនេផ្សគា  េនាចំននួតែួចកសរុបរបស់ 𝑁𝑁 េស�នងឹ 1 + �4
1� +

�4
2� + �4

3� + �4
4� = 1 + 4 + 6 + 4 + 1 = 16 ែដលក��ងេនះ 1 ជា𝑑𝑑1 = 1 ។ េដយ𝑁𝑁 មាតែួចក

ែត 16 ដេូច�ះ 𝑁𝑁 មាតែួចកបឋមេ្រចមិនេលសពបួីនេទ។ 

េប 𝑑𝑑 > 2 ជាចំនួគ ូជតែួចករបស់ 𝑁𝑁 េនាះ2 កជ៏តែួចកមួយរបស់ 𝑁𝑁 ែដរ ដេូច�ះ 𝑑𝑑2 = 2 េ្រព 𝑑𝑑2 

តចូជាេគេហយធំជាង1។ 

េប្រគបតែួចករបស់ 𝑁𝑁 ជចំននួេសស េនាះ𝑑𝑑𝑘𝑘 = (𝑑𝑑2 + 𝑑𝑑4)𝑑𝑑6 ជចំននួគ ូផ��យកសន�ត។ ដេូច�ះ 

𝑑𝑑2 = 2 ។  

េដយ 𝑑𝑑𝑘𝑘 = (𝑑𝑑2 + 𝑑𝑑4)𝑑𝑑6  ⟹ 𝑑𝑑𝑘𝑘 > 𝑑𝑑6  ⟹ 𝑘𝑘 > 6  ⟹ 𝑑𝑑5 = 𝑘𝑘 > 6 ⟹ 𝑑𝑑5 ≥ 7 ។ (𝑑𝑑2 + 𝑑𝑑4) 

ជតែួចករបស់ 𝑑𝑑𝑘𝑘  ដេូច�ះកជ៏តែួចករបស់ 𝑁𝑁 ែដរ។ េប (𝑑𝑑2 + 𝑑𝑑4) < 𝑑𝑑5 េនាេយងមាតែួចករបស់ 

𝑁𝑁 ែដល 𝑑𝑑4 < 𝑑𝑑2 + 𝑑𝑑4 < 𝑑𝑑5 ផ��យពសីម�តកិម� ែដលគា� តែួចកេផ្សេទៀតចេនា�ះ 𝑑𝑑4 នងិ 𝑑𝑑5។ 

ដេូច�ះ (𝑑𝑑2 + 𝑑𝑑4) ≥ 𝑑𝑑5 ។ េយងទបា 
𝑑𝑑2 + 𝑑𝑑4 = 2 + 𝑑𝑑4 ≥ 𝑑𝑑5 ≥ 7 
𝑑𝑑4 ≥ 5 

េយងមាន𝑑𝑑4 < 𝑑𝑑5   ⟹ 𝑑𝑑4 + 1 ≤ 𝑑𝑑5 ≤ 𝑑𝑑4 + 2  ⟹ 𝑑𝑑5 = 𝑑𝑑4 + 1 ឬ 𝑑𝑑5 = 𝑑𝑑4 + 2 ។ 

• ករណី 𝑑𝑑5 = 𝑑𝑑4 + 1 េយងទញបា𝑑𝑑𝑘𝑘 = (𝑑𝑑5 + 1)𝑑𝑑6 ដេូច�ះ (𝑑𝑑5 + 1) ជតែួចករបស់ 

𝑑𝑑𝑘𝑘  កជ៏តែួចកមួយរបស់ 𝑁𝑁 ែដរ។ េដយ𝑑𝑑5 < 𝑑𝑑6  ⟺ 𝑑𝑑5 < 𝑑𝑑5 + 1 ≤ 𝑑𝑑6 េហយតែួចក

របស់ 𝑁𝑁 មាន… < 𝑑𝑑4 < 𝑑𝑑5 < 𝑑𝑑6 < 𝑑𝑑7 < ⋯ េនាះ𝑑𝑑6 = 𝑑𝑑5 + 1 ។ េយងទបាន
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𝑑𝑑6 = 𝑑𝑑4 + 2 ។ ដេូច�ះ 𝑑𝑑4,𝑑𝑑5 = 𝑑𝑑4 + 1,𝑑𝑑6 = 𝑑𝑑4 + 2 ជាចំនួគត់បីបន�បនា�ប គា � េហ

ជតែួចករបស់ 𝑁𝑁 ។ ្រត ែតមាមួយក��ងចំេណាតែួចកអស់េនះែដលែចកដចនងឹ 3 ។ 

ដេូច�ះ 3 កជ៏តែួចករបស់ 𝑁𝑁 ែដរ។ ដេូច�ះ 𝑑𝑑3 = 3 ។ េដយ𝑑𝑑2 = 2 នងិ 𝑑𝑑3 = 3 ជតែួចក

របស់ 𝑁𝑁 េនាះ6 = 2.3 កជ៏តែួចករបស់ 𝑁𝑁 ែដរ។ េដយ𝑑𝑑6 > 𝑑𝑑5 ≥ 7 េនាះមែត 

𝑑𝑑4 = 6  ⟹ 𝑑𝑑5 = 7;𝑑𝑑6 = 8 = 4.2 េនាះ4 កជ៏តែួចករបស់ 𝑁𝑁 ែដរ ដេូច�ះ 𝑑𝑑4 = 4 ≠ 6 

ផ��យពកីសន�ត។ 

• ករណី 𝑑𝑑5 = 𝑑𝑑4 + 2 

i) ករណី 4|𝑁𝑁 ។ េដយ𝑑𝑑4 ≥ 5 េនាះ𝑑𝑑3 = 4 ⟹ 8|𝑁𝑁 ។ េដយ𝑑𝑑6 ≥ 8 េនាះ𝑑𝑑4 = 8;ឬ 𝑑𝑑5 = 8 

ឬ 𝑑𝑑6 = 8 ។ 

េប 𝑑𝑑4 = 8 េនាះ𝑑𝑑5 = 10 ⟹ 5|𝑁𝑁 ⟹ 𝑑𝑑4 = 5 ≠ 8 ខុស។ 

េប 𝑑𝑑5 = 8 េនាះ𝑑𝑑4 = 6 ⟹ 3|𝑁𝑁 ⟹ 𝑑𝑑3 = 3 ≠ 4 ខុស។ 

េប 𝑑𝑑6 = 8 េនាះ𝑑𝑑5 = 7;𝑑𝑑4 = 5 ⟹ 10|𝑁𝑁  ។ េយងមាន𝑑𝑑𝑘𝑘 = (𝑑𝑑2 + 𝑑𝑑4)𝑑𝑑6 ;𝑘𝑘 = 𝑑𝑑5 = 7  ⟹

𝑑𝑑7 = (𝑑𝑑2 + 𝑑𝑑4)𝑑𝑑6   ⟺ 𝑑𝑑7 = (2 + 5)8 = 56 > 10 ផ��យនងឹ 10|𝑁𝑁 ។ 

ដេូច�ះ 4 មិនែមនជតែួចករបស់ 𝑁𝑁 េទ។ 

ii) ករណី 3|𝑁𝑁 េយងទបាន𝑑𝑑3 = 3 ។ ដេូច�ះ 6|𝑁𝑁 ។ េដយ𝑑𝑑5 ≥ 7 េនាះ𝑑𝑑4 = 6 ⟹ 𝑑𝑑5 =

8 ⟹ 4|𝑁𝑁 ខុស។ 

ដេូច�ះ 3 នងិ 4 ែចក 𝑁𝑁 មិនដច  ⟹ 𝑑𝑑3 ≥ 5 នងិ 𝑑𝑑4 ≥ 7 (េ្រព6 មិនែមនជតែួចក)។ េដយ𝑁𝑁 

នងិ 2 + 𝑑𝑑4 មិនែមនជពហុគណុៃន 4 េហយ 𝑑𝑑2 = 2 េនាេយងទបាន2 + 𝑑𝑑4 ជចំននួេសស។ 

េដយ2 + 𝑑𝑑4 នងិ 𝑑𝑑4 ែចកមិនដចនងឹ 3 េយងទញបា𝑑𝑑4 = 3𝑘𝑘 + 2 ែដល 𝑘𝑘 ជចំននួគត់។ 

េដយ𝑑𝑑4 ជចំននួេសស  េនាះ𝑑𝑑4 = 6𝑙𝑙 + 5 ែដល 𝑙𝑙 ជាចំនួនគត់។េដយ𝑑𝑑5 ≤ 16 េយងទបាន
𝑑𝑑4 + 2 ≤ 16 ⟹ 𝑑𝑑4 ≤ 14 ⟹ 7 ≤ 𝑑𝑑4 ≤ 16 ⟹ 7 ≤ 6𝑙𝑙 + 5 ≤ 16 ⟹ 0,33 ≤ 𝑙𝑙 ≤ 1,83 ⟹
𝑙𝑙 = 1 ⟹ 𝑑𝑑4 = 11 ⟹ 𝑑𝑑5 = 13 ។ 

េដយ2.𝑑𝑑3 ជតែួចករបស់ 𝑁𝑁 េហយធំជាឬេស�  𝑑𝑑4 = 11 ⟹ 𝑑𝑑3 ≥ 5,5 ⟹ 𝑑𝑑3 ≥ 6 ។ ជាេនះ

េទេទៀត 𝑑𝑑3 < 𝑑𝑑4 = 11 ⟹ 𝑑𝑑3 = {7; 10} ។ េដយ𝑑𝑑3 មិនអេស�  10 េទេ្រពេបមិនអ��ងឹ 

5 < 𝑑𝑑3 កជ៏តែួចករបស់ 𝑁𝑁 ែដរ។ ដេូច�ះ 𝑑𝑑3 = 7 ។  

េយងទបាន𝑑𝑑1 = 1;𝑑𝑑2 = 2;𝑑𝑑3 = 7;𝑑𝑑4 = 11;𝑑𝑑5 = 13 ។ ដេូច�ះ 𝑁𝑁 = 2.7.11.13 = 2002 ។ 

តែួចកេផ្សេទៀតមាន𝑑𝑑6 = 14;𝑑𝑑7 = 22;𝑑𝑑8 = 26;𝑑𝑑9 = 77;𝑑𝑑10 = 91; … ។   
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4. តវសិមភាកសីុូ 

�
1

𝑏𝑏(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) +
1

𝑐𝑐(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) +
1

𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 𝑐𝑐)�
3
≥

27
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)(𝑐𝑐 + 𝑎𝑎) 

ម យ្ោវញិេទៀត 

�
2(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)

3 �
3

= �
(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) + (𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) + (𝑐𝑐 + 𝑎𝑎)

3 �
3

≥ (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)(𝑐𝑐 + 𝑎𝑎) 

�
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

3
�

3

≥ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 

⟹ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)(𝑐𝑐 + 𝑎𝑎) ≤
8

272 (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)6 

⟹
1

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)(𝑐𝑐 + 𝑎𝑎) ≥
272

8
.

1
(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)6 

⟹
27

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)(𝑐𝑐 + 𝑎𝑎) ≥
273

23 .
1

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)6 

⟹  �
1

𝑏𝑏(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) +
1

𝑐𝑐(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) +
1

𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 𝑐𝑐)�
3
≥

273

23 .
1

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)6 

⟹  
1

𝑏𝑏(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) +
1

𝑐𝑐(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) +
1

𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 𝑐𝑐) ≥
27

2(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)2 

ពតិ។ 

 

 

 
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វ��� សឆា �ំ ២០០៣ 

 

1.  តង𝑛𝑛 ជចំននួគត់វជិ�មាន។ ចំនួន𝐴𝐴 មួយមា 2𝑛𝑛 ខ�ង់  ែដលខ�ង់នមួិយៗជេលខ 4 នងិ ចំននួ 𝐵𝐵 

មួយមាន𝑛𝑛 ខ�ង់ ែ ដលខ�ង់នមួិយៗជេលខ 8 ។ ចូរបង �ថា𝐴𝐴 + 2𝐵𝐵 + 4 ជចំននួកេរ 

2.  សន�តថា មចំណុចចំននួ 𝑛𝑛 ឋតិក��ងប�ង់ មួយ ែដលគា� ចំនចុបីណរត់្រតងគា� េហ មាលក�ណៈ 

េបើេគដាក ប់ ាចណុំចទាំេនាេដាយA1, A2, … , An  តារេបៀបណក៏បាន េនអង�ត់កាចចុះ

កាចេឡើង A1A2. . . An  មិន្របសពខ��នឯងេទ។  

ចូរកណំត់តៃម�ធបំំផតរបស់  𝑛𝑛 ។ 

3.  តង𝐷𝐷,𝐸𝐸,𝐹𝐹 ជចំណុចកណា �ៃនធ�� 𝐵𝐵𝐵𝐵� ,𝐶𝐶𝐶𝐶� ,𝐴𝐴𝐴𝐴�  របស់ រង�ង់ច រឹ េ្រ្រតីេក 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ែដលគា�

ចំណុច 𝐴𝐴,𝐵𝐵,𝐶𝐶 េរៀងគា�។   សន�តថា បនា�   𝐷𝐷𝐷𝐷 កត 𝐵𝐵𝐵𝐵 នងិ 𝐶𝐶𝐶𝐶 ្រតង  𝐺𝐺 នងិ 𝐻𝐻 នងិ តង𝑀𝑀 

ជចំណុចកណា �ៃនអង�ត់ 𝐺𝐺𝐺𝐺 ។ សន�តថា𝐹𝐹𝐹𝐹 កត់𝐵𝐵𝐵𝐵 នងិ 𝐴𝐴𝐴𝐴 ្រតង  𝐾𝐾 នងិ 𝐽𝐽 េហយតង𝑁𝑁 

ជចំណុចកណា �ល អង�ត់ 𝐾𝐾𝐾𝐾 ។  

a) ចូរកណំត់មំុៃន្រតីេក𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 ។ 

b) ចូរបង �ថា េប𝑃𝑃 ជចំណុច្របសពៃនបនា�ត់  𝐴𝐴𝐴𝐴 នងិ 𝐸𝐸𝐸𝐸 េនាផ�តិរបស់ រង�ង់ច រឹ េ្រ

្រតីេក𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 ឋតិេលរង�ង់ច រឹ េ្រ្រតីេក𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 ។  

4.  េគឱ្ 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 >  −1 ។ ចូរបង �ថ 

1 + 𝑥𝑥2

1 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧2 +
1 + 𝑦𝑦2

1 + 𝑧𝑧 + 𝑥𝑥2 +
1 + 𝑧𝑧2

1 + 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦2 ≥ 2 

 

 

 
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ដ�េណា្រស 

1. តង𝐴𝐴 = 44 … 4���
2𝑛𝑛

;𝐵𝐵 = 88 … 8���
𝑛𝑛

 ។ ដេូច�ះ 

𝐴𝐴 = 4(102𝑛𝑛−1 + 102𝑛𝑛−2 + ⋯+ 1) = 4.
102𝑛𝑛 − 1

9
 

𝐵𝐵 = 8(10𝑛𝑛−1 + 10𝑛𝑛−2 + ⋯+ 1) = 8
10𝑛𝑛 − 1

9
  

⟹ 𝐴𝐴 + 2𝐵𝐵 + 4 = 4
102𝑛𝑛 − 1

9
+ 16

10𝑛𝑛 − 1
9

+ 4 

=
4
9

(102𝑛𝑛 − 1 + 4.10𝑛𝑛 − 4 + 9) 

=
4
9

(102𝑛𝑛 + 4.10𝑛𝑛 + 4) 

= �
2
3

(10𝑛𝑛 + 2)�
2
 

េដយ𝐴𝐴 + 2𝐵𝐵 + 4 ជចំននួគត់ េនាះ2
3

(10𝑛𝑛 + 2) ជចំននួគត់ ⟹ 𝐴𝐴 + 2𝐵𝐵 + 4 ជចំននួកេរ។

2. ក��ងចំេណាចំណុច 5 េនក��ងប�ង់មួយ ែដលគា� ចំណុច 3 ណរត់្រតងគា � េអរកបាចំណុច4 

ែដលបេង�តបាចតេុកេបា៉ងជានិច េ្រព 

េយងពនិតិ្ចំណុច 5 េនក��ងប�ង់មួយ។ ដំបូងេយងពនិតិ្ចំណុចបីក��ងចំេណាចំណុចទំ្របេនះ

សិន។ េយងគសូបនា�ត ភា�ប  ចំណុចទំងបី𝐴𝐴;𝐵𝐵;𝐶𝐶 ជ្រតីេកមួយ។ តងចំណុ ទបួីន នងិទី្ រប

េដយ𝐷𝐷;𝐸𝐸 ។ េបមាមួយក��ងចំេណាម𝐷𝐷 ឬ 𝐸𝐸 ឋិតេនេ្រក្រត, ឧបមាថ𝐷𝐷 េនាេយងអ

បេង�តបាចតេុកេបា៉ ង𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ ដេូច�ះេយងពនិតិ្ករណី វឋិតេនក��ង្រតីេកទំពរី។ 

 

រូបទី 1 : ចំណច្របក��ងប�ង� 

𝐴𝐴 

𝐵𝐵 
𝐶𝐶 

𝐷𝐷 
𝐸𝐸 

𝐴𝐴 

𝐵𝐵 
𝐶𝐶 

𝐷𝐷 

𝐸𝐸 
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េយងសង់្រតីេក𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴;𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵;𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 ។ េដយគា ចំណុចបីរត់្រតងគា េនាះ𝐸𝐸 ្រត ឋិតេនខក��ង

្រតីេកមួយក��ងចំេណាេនះ។ េយងសន�តថា ឋិតេនក��ង្រតីេក𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ េយងគសូបនា�ត់

(𝐵𝐵𝐵𝐵) ។ េដយគា ចំណុចបីរត់្រតងគា េនាះ𝐸𝐸 មិន្រត ឋិតេនេលបនា�ត់ (𝐵𝐵𝐵𝐵) េទ។ សន�តថវឋិ

េនខងមា ដចូរបូ។ ក��ងករណីេនះ េយងសង់បាចតេុកណេបា៉𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ ដេូច�ះសំេណ ពតិ។ 

បនា�ប មកេទៀតចំេព្រគប់ចតុេកេបា៉ទំងអស ់ េយអគសូអង�ត់ភា�ប  កំពលូរបស់វ ែដ

កតគា ជានិច�។ អង�ត េនាជអង�ត់្រទូ របស់ចតេុកណ 

 

រូបទី 2 : ករណអង�ត់ A1A2A3A4 កាតខ��នវ 

 

ដេូច�ះចំននួចំណុចមិនអេលសពបួីនបាេទ។ ក��ងករណីចំណុចបួន េបចំណុចទំេនាបេង�តបាជ

ចតេុកេបា៉េនាវកមិ៏នអែដរ។ ករណីចំណុចទំងបួបេង�តបាជចតេុកផត ដចូជ

ករណីចំណុចទបួីនដកេនចំផ�តិ្រតីេកសម័ង្មួយ េនាេទជេយងេដអក្រ 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3𝐴𝐴4 ត

លំដបណកវ៏មិនកតគា ែដរ។ 

 

រូបទី 3 : ករណអង�ត់ A1A2A3A4 មិនកាតខ��នវ 

 

ដេូច�ះ 𝑛𝑛 ធំបំផតុេស�  4 ។ 

 

𝐴𝐴1 
𝐴𝐴2 

𝐴𝐴3 

𝐴𝐴4 

𝐴𝐴1 

𝐴𝐴2 

𝐴𝐴3 

𝐴𝐴4 
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3. a) េយងនងឹបង �ថា(𝐽𝐽𝐽𝐽) ∥ (𝐵𝐵𝐵𝐵) េដបង �ថា 

𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐴𝐴𝐴𝐴

=
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐴𝐴𝐴𝐴

 

តង𝑂𝑂 ជផ�តិរង�ង់។ (𝑂𝑂𝑂𝑂) កត់(𝐴𝐴𝐴𝐴) ្រតង ចំណុច 𝐸𝐸′  កណា �ល[𝐴𝐴𝐴𝐴] េហយ 𝑂𝑂𝑂𝑂 ⊥ 𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ េយង

មាន𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐸𝐸′ + 𝐸𝐸′𝐻𝐻 ។ េយងមាន 
∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 2𝐵𝐵 = 2∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐸𝐸′ = 2∠𝐸𝐸′𝑂𝑂𝑂𝑂 
∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 = 2𝐴𝐴 = 2∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 
⟹ ∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 = ∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 + ∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐸𝐸′ = 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵 

⟹  ∠𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 = ∠𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 =
𝜋𝜋 − (𝐴𝐴 + 𝐵𝐵)

2
=
𝐶𝐶
2

 

តរេបៀបដចូគា េយងទបា 

∠𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 =
𝐵𝐵
2

 

តង𝑅𝑅 ជករង�ង់។ េយងមា 
𝐴𝐴𝐸𝐸′ = 𝑅𝑅 sin∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐸𝐸′ = 𝑅𝑅 sin𝐵𝐵 ;𝐴𝐴𝐴𝐴 = 2𝑅𝑅 sin𝐵𝐵 
𝑂𝑂𝐸𝐸′ = 𝑅𝑅 cos∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐸𝐸′ = 𝑅𝑅 cos𝐵𝐵 

⟹   𝐸𝐸𝐸𝐸′ = 𝑂𝑂𝑂𝑂 − 𝑂𝑂𝐸𝐸′ = 𝑅𝑅 − 𝑅𝑅 cos𝐵𝐵 = 2𝑅𝑅 sin2 𝐵𝐵
2

 

⟹𝐸𝐸′𝐻𝐻 = 𝐸𝐸𝐸𝐸′ tan∠𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 = 2𝑅𝑅 sin2 𝐵𝐵
2

tan
𝐶𝐶
2

 

⟹𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐸𝐸′ + 𝐸𝐸′𝐻𝐻 = 𝑅𝑅 sin𝐵𝐵 + 2𝑅𝑅 sin2 𝐵𝐵
2

tan
𝐶𝐶
2

 

⟹
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐴𝐴𝐴𝐴

=
𝑅𝑅 sin𝐵𝐵 + 2𝑅𝑅 sin2 𝐵𝐵

2 tan𝐶𝐶2
2𝑅𝑅 sin𝐵𝐵

 

=
2 sin𝐵𝐵2 cos𝐵𝐵2 + 2 sin2 𝐵𝐵

2 tan𝐶𝐶2
4 sin𝐵𝐵2 cos𝐵𝐵2

 

=
cos𝐶𝐶2 cos𝐵𝐵2 + sin𝐵𝐵2 sin𝐶𝐶2

cos𝐵𝐵2 cos𝐶𝐶2
 

=
cos𝐵𝐵 − 𝐶𝐶

2
cos𝐵𝐵2 cos𝐶𝐶2

 

តរេបៀបដចូគា  េយងទបា 

𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐴𝐴𝐴𝐴

=
cos𝐵𝐵 − 𝐶𝐶

2
cos𝐵𝐵2 cos𝐶𝐶2
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ដេូច�ះ 
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐴𝐴𝐴𝐴

=
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐴𝐴𝐴𝐴

 

 

 

រូបទី 4 : សំនរួទី 3 

ដេូច�ះ (𝐽𝐽𝐽𝐽) ∥ (𝐾𝐾𝐾𝐾) ។ េដយ𝑀𝑀,𝑁𝑁 ចំណុចកណា �ល[𝐺𝐺𝐺𝐺], [𝐽𝐽𝐽𝐽] េនាះ(𝑀𝑀𝑀𝑀) ∥ (𝐾𝐾𝐾𝐾) ។ េយងមា 

∠𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 = ∠𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾 = 90° − ∠𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 = 90° −
𝐶𝐶
2

 

∠𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 = ∠𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 = 90° − ∠𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 = 90° −
𝐵𝐵
2

 

∠𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾 = ∠𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 + ∠𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 =
𝐵𝐵 + 𝐶𝐶

2
= 90° −

𝐴𝐴
2

 

ដេូច�ះ 

𝐷𝐷 = 90° −
𝐴𝐴
2

;  𝑀𝑀 = 90° −
𝐶𝐶
2

;𝑁𝑁 = 90° −
𝐵𝐵
2

 

b) តង𝐼𝐼, 𝐿𝐿 ជចំណុច្របសព ៃន (𝐹𝐹𝐹𝐹) ជមួយនងឹ [𝐴𝐴𝐴𝐴] នងិ [𝐴𝐴𝐴𝐴] ។ េយងនងឹបង �ថា𝑃𝑃 ជចំណុច

កណា �ៃន [𝐼𝐼𝐼𝐼] េដបង �ថា្រតីេកΔ𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ≡ Δ𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 ។ េយងមាន∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 = ∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 នងិ 𝐴𝐴𝐴𝐴 

ជ្រជុ រមួ។ ដេូច�ះេយងបង �ថា∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 មួយេទៀតជកេ�សច។ េយងមា 

∠𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 =
𝜋𝜋
2
−
𝐴𝐴
2

;  ∠𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 =
𝜋𝜋
2
−
𝐵𝐵
2

;  ∠𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 =
𝜋𝜋
2
−
𝐶𝐶
2

 

∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∠𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 = 𝜋𝜋 − (∠𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 + ∠𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸) 

𝐴𝐴 
 

𝐵𝐵 
 

𝐶𝐶 

𝐷𝐷 
 

𝐸𝐸 
 

𝐹𝐹 
 

𝐺𝐺 
 

𝐻𝐻 
 

𝐾𝐾 
 

𝐽𝐽 
𝑂𝑂 
 

𝐸𝐸′ 
 

𝑀𝑀 𝑁𝑁 

𝑃𝑃 
𝐼𝐼 

𝐿𝐿 

𝑂𝑂1 
F 

𝑂𝑂2 
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= 𝜋𝜋 −
𝜋𝜋
2

+
𝐵𝐵
2
− ∠𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 =

𝜋𝜋
2

+
𝐵𝐵
2
− ∠𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 

=
𝜋𝜋
2

+
𝐵𝐵
2
− ∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 =

𝜋𝜋
2

+
𝐵𝐵
2
− (𝜋𝜋 − 𝐶𝐶 − ∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶) 

= −
𝜋𝜋
2

+
𝐵𝐵
2

+ 𝐶𝐶 + ∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 

= −
𝜋𝜋
2

+
𝐵𝐵
2

+ 𝐶𝐶 + ∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 

= −
𝜋𝜋
2

+
𝐵𝐵
2

+ 𝐶𝐶 +
𝜋𝜋
2
−
𝐶𝐶
2

 

=
𝐵𝐵 + 𝐶𝐶

2
 

ដចូគា េយងទបា 

∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 =
𝐵𝐵 + 𝐶𝐶

2
 

ដេូច�ះ ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ⟹𝑃𝑃 កណា �ល[𝐼𝐼𝐼𝐼] ។ 

េយងតសំនរួ a) េយងទបាន(𝑁𝑁𝑁𝑁) ∥ (𝐴𝐴𝐴𝐴); (𝑀𝑀𝑀𝑀) ∥ (𝐴𝐴𝐴𝐴) ។ េយងទបា 
∠𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝐵𝐵;  ∠𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝐶𝐶;∠𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 = 𝐴𝐴 

 ផ�តិរង�ង់ច រឹ េ្រ្រតីេកΔ𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 នងិ Δ𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 ឋិតេនេលបនា�ត ែកងកត់តចំណុចកណា �

េហយែកងនងឹ 𝑀𝑀𝑀𝑀 ។ តង𝑂𝑂1,𝑂𝑂2 ជផ�តិរង�ង់ច រឹ េ្រ្រតីេក Δ𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 នងិ Δ𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁។ េយងមា 
∠𝑁𝑁𝑂𝑂1𝑀𝑀 = 2∠𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 = 2𝐴𝐴 ⟹∠𝑁𝑁𝑂𝑂1𝑂𝑂2 = 𝐴𝐴 
⟹∠𝑂𝑂1𝑁𝑁𝑁𝑁 =

𝜋𝜋
2
− 𝐴𝐴 

∠𝑁𝑁𝑂𝑂2𝑀𝑀 = 2∠𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 = 2𝐷𝐷 ⟹∠𝑁𝑁𝑂𝑂2𝑂𝑂1 = 𝐷𝐷 
⟹∠𝑂𝑂2𝑁𝑁𝑁𝑁 =

𝜋𝜋
2
−𝐷𝐷 

⟹∠𝑂𝑂2𝑁𝑁𝑂𝑂1 =
𝜋𝜋
2
− 𝐴𝐴 +

𝜋𝜋
2
−𝐷𝐷 = 𝜋𝜋 − (𝐴𝐴 + 𝐷𝐷) 

= 𝜋𝜋 − �𝐴𝐴 +
𝜋𝜋
2
−
𝐴𝐴
2
� 

=
𝜋𝜋
2
−
𝐴𝐴
2

 
⟹∠𝑁𝑁𝑂𝑂2𝑂𝑂1 = 𝜋𝜋 − ∠𝑂𝑂2𝑁𝑁𝑂𝑂1 − ∠𝑁𝑁𝑂𝑂1𝑂𝑂2 

= 𝜋𝜋 − �
𝜋𝜋
2
−
𝐴𝐴
2
� − 𝐴𝐴 =

𝜋𝜋
2
−
𝐴𝐴
2

 

ដេូច�ះ្រតីេក 𝑂𝑂1𝑂𝑂2𝑁𝑁 ជ្រតីេកសមបាត។ ដូេច�ះ𝑂𝑂1𝑁𝑁 = 𝑂𝑂1𝑂𝑂2 ដេូច�ះ 𝑂𝑂2 ឋិតេនេលរង�ង់

ច រឹ េ្រ្រតីេកΔ𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 ។ 

 

4. េយងមាន 

(1 − 𝑦𝑦)2 ≥ 0    ⟹  
1 + 𝑦𝑦2

2
≥ 𝑦𝑦 
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⟹   0 ≤ 1 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧2 ≤
1 + 𝑦𝑦2

2
+ (1 + 𝑧𝑧2) 

⟹
1 + 𝑥𝑥2

1 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧2 ≥
1 + 𝑥𝑥2

1 + 𝑦𝑦2

2 + (1 + 𝑧𝑧2)
=

2(1 + 𝑥𝑥2)
1 + 𝑦𝑦2 + 2(1 + 𝑧𝑧2)

 

ដចូគា េយងទបា 
1 + 𝑦𝑦2

1 + 𝑧𝑧 + 𝑥𝑥2 ≥
2(1 + 𝑦𝑦2)

1 + 𝑧𝑧2 + 2(1 + 𝑥𝑥2) 

1 + 𝑧𝑧2

1 + 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦2 ≥
2(1 + 𝑧𝑧2)

1 + 𝑥𝑥2 + 2(1 + 𝑦𝑦2)  

េយង្រគាែតបង �ថ 
2(1 + 𝑥𝑥2)

1 + 𝑦𝑦2 + 2(1 + 𝑧𝑧2)
+

2(1 + 𝑦𝑦2)
1 + 𝑧𝑧2 + 2(1 + 𝑥𝑥2) +

2(1 + 𝑧𝑧2)
1 + 𝑥𝑥2 + 2(1 + 𝑦𝑦2) ≥ 2 

 

តង𝑎𝑎 = 1 + 𝑥𝑥2;𝑏𝑏 = 1 + 𝑦𝑦2; 𝑐𝑐 = 1 + 𝑧𝑧2 ។ ដេូច�ះ វសិមភាសមមូលនងឹ 
2𝑎𝑎

𝑏𝑏 + 2𝑐𝑐
+

2𝑏𝑏
𝑐𝑐 + 2𝑎𝑎

+
2𝑐𝑐

𝑎𝑎 + 2𝑏𝑏
≥ 2 

⟺    
𝑎𝑎

𝑏𝑏 + 2𝑐𝑐
+

𝑏𝑏
𝑐𝑐 + 2𝑎𝑎

+
𝑐𝑐

𝑎𝑎 + 2𝑏𝑏
≥ 1 

តវសិមភាកសីុូស � 

[(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎) + (𝑐𝑐𝑐𝑐 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎) + (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2𝑏𝑏𝑏𝑏)] �
𝑎𝑎

𝑏𝑏 + 2𝑐𝑐
+

𝑏𝑏
𝑐𝑐 + 2𝑎𝑎

+
𝑐𝑐

𝑎𝑎 + 2𝑏𝑏�
≥ (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)2 (∗) 

េហយ  
(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)2 ≥ 3(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐𝑐) 

េ្រព 
⟺ 𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 + 2(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐𝑐) ≥ 3(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐𝑐) 
⟺  𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 ≥ 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 

⟺
1
2

 [(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)2 + (𝑏𝑏 − 𝑐𝑐)2 + (𝑐𝑐 − 𝑎𝑎)2] ≥ 0 

ពតិ។ ដេូច�ះ (*) នាឱ្ 

3(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐𝑐) �
𝑎𝑎

𝑏𝑏 + 2𝑐𝑐
+

𝑏𝑏
𝑐𝑐 + 2𝑎𝑎

+
𝑐𝑐

𝑎𝑎 + 2𝑏𝑏�
≥ (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)2 ≥ 3(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐𝑐) 

⟹   
𝑎𝑎

𝑏𝑏 + 2𝑐𝑐
+

𝑏𝑏
𝑐𝑐 + 2𝑎𝑎

+
𝑐𝑐

𝑎𝑎 + 2𝑏𝑏
≥ 1 

អង�ទំពរីេស�គា េពល 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 = 𝑐𝑐 ។ 

 

 
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វ��� សឆា �ំ ២០០៤ 

 

1.  ចូរ្រសប�� ក់វសិមភា 

𝑥𝑥 + 𝑦𝑦
𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦2 ≤

2√2

�𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2
 

ពតិចំេព្រគប ចំននួពតិ 𝑥𝑥 នងិ 𝑦𝑦 ែដលមិនេស�សូន្ទំពរី្រពគា�  

2.  តង𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ជ្រតីេកសមបាែដល 𝐴𝐴𝐴𝐴 =  𝐵𝐵𝐵𝐵 តង𝑀𝑀 ជចំណុចកណា �របស់ ្រជុង𝐴𝐴𝐴𝐴 នងិ 

តង𝑍𝑍 ជបនា�ត កតត 𝐶𝐶 ែកងនឹង 𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ រង�ង់កតតចំណុច 𝐵𝐵,𝐶𝐶 នងិ 𝑀𝑀 ្របសពបនា�ត  𝑍𝑍 

្រតង ចំណុច 𝐶𝐶 នងិ 𝑄𝑄 ។ ចូរកណំត់រង ស់ករបស់ រង�ង់ច រឹ េ្រៃន្រតីេក𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ជអនគុមនៃ៍ន 

𝑚𝑚 =  𝐶𝐶𝐶𝐶 ។ 

3.  េបចំននួគត់វជិ�មាន𝑥𝑥 នងិ 𝑦𝑦 ែដល 3𝑥𝑥 + 4𝑦𝑦 នងិ 4𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 ជចំននួកេទំពរី ចូរបង �ថា

ទំ 𝑥𝑥 នងិ 𝑦𝑦 សុទ�ែតែចកដចនឹង 7 ។ 

4.  េយងពនិតិ្ពហុេកេបា ៉មួយ ែដលមាកពូំលចំននួ 𝑛𝑛 ≥  4 ។ េយងបំែបកពហុេក  ជ

្រតីេកែដលមាកពូំលទំអស់ជកពូំលរបស់ពហុេក ែដលគា� ្រតីេកពរីែដលមា

ចំណុចក��ងរមួគា េទ។ េយងលេដពណ៌េខ� ចំេព្រតីេកណែដលមា្រជុពរីជ្រជុ

របស់ពហុេកណ េដពណ៌្រកហេប្រតីេកមា្រជុែតមួយគត់ជ្រជុរបស់ពហុេកណ

េហយលពណ៌សចំេព្រតីេកណែដលគា� ្រជុរមួនឹងពហុេកណ។ ចូបង �ថា

្រតីេកេខ េ្រចជា្រតីេកសចំននួពរី។  

 

 
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ដ�េណា្រស 

1. េយងនងឹ្រសប�� ក់វសិមភាក�� ងករណី 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ≥ 0 សិន។ ក��ងករណីេនះ វសិមភាសមមូលនងឹ 

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)�𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ≤ 2√2(𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦2)  
តវសិមភាកសីុូស �ត េយមាន 

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)2 ≤ (1 + 1)(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2) 
⟹ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) ≤ √2�𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 

⟹  (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)�𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ≤ √2(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)  
េយង្រគាែតបង �ថ √2(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2) ≤ 2√2(𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦2) 

⟺   𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ≤ 2(𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦2) 
⟺ 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦2 ≥ 0 
⟺ (𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)2 ≥ 0 

ពតិ។ អង�ទំពរីេស�គា េពល 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 ។ 

េប 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≤ 0 េនាេយងអមាករណី 𝑥𝑥,𝑦𝑦 តចូជាសូន្ទំពរី ឬ មាមួយតចូជាសូន្យ មួ

េទៀតធំជាសូន្យ។ េបតចូជាឬេស�សូន្ទំពរីេនាះ(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)2 ≥ 0 ⟹ 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 − 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≥ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≥

0 េនាអង�ខងេឆ�អវជិ �មាន ែអង�ខស� វជិ �មាន។ ដូេច�វសិមភាពតិ។ េបមាមួយតចូជាសូន្យ

មួយធំជាសូន្េនាះ𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦2 > 0 េនាអង�ខងេឆ�អវជិ �មាន ែអង�ខស� វជិ �មាន 

េប 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 > 0 ែត 𝑦𝑦 ≤ 0 េនាះ𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≤ 𝑥𝑥 + |𝑦𝑦| នងិ 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦2 ≥ 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥|𝑦𝑦| + 𝑦𝑦2 > 0 

ដេូច�ះ 
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦2 ≤
𝑥𝑥 + |𝑦𝑦|

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥|𝑦𝑦| + 𝑦𝑦2 

តស្រមប�� ក់ករណី 𝑦𝑦 ≥ 0 េយងទបា 
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦2 ≤
𝑥𝑥 + |𝑦𝑦|

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥|𝑦𝑦| + 𝑦𝑦2 ≤
2√2

�𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2
 

ពតិ។ 

2. តង𝑃𝑃 ជាផ�ិរង�ង់ច រឹ េ្រ្រតីេក𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 ; 𝑂𝑂 ជផ�តិរង�ង់ច រឹ េ្រ្រតីេក𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 នងិ តង

𝐾𝐾 ជចំណុចកណា �ល[𝑀𝑀𝑀𝑀] ។ តង𝐻𝐻 ជេជងកម�ស់គសូេចញព ី𝐶𝐶 របស់ Δ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ 

េដយ𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝐶𝐶𝐶𝐶 េនាះ𝑂𝑂 ឋិតេនេល 𝐶𝐶𝐶𝐶 ។ យក 𝐾𝐾𝐾𝐾 ្របសព ជាមួនងឹ 𝐶𝐶𝐶𝐶 ្រតង់ 𝐿𝐿 ។ េដ 𝐾𝐾𝐾𝐾 

នងិ 𝑂𝑂𝑂𝑂 សុទ�ែតែកងនងឹ 𝐴𝐴𝐴𝐴 េនាះ𝐾𝐾𝐾𝐾 ∥ 𝑂𝑂𝑂𝑂 ។ េដយ𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝐾𝐾𝐾𝐾 ⟹𝑂𝑂𝑂𝑂 = 𝐿𝐿𝐿𝐿 ។  
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េដយ𝑂𝑂𝑂𝑂 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 នងិ 𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑃𝑃 េនាះ𝑂𝑂𝑂𝑂 ⊥ 𝐵𝐵𝐵𝐵 ។ ដេូច�ះ ∠𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = ∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 90° − ∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵  នងិ 

∠𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 = ∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 90° − ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ 

 

 

រូបទី 1 : សំនរួទី 2 

េដយΔ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ជ្រតីេកសមបាតនងិ ∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 េនាះ∠𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = ∠𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 នងិ 𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑃𝑃 ។ 

េដយ𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑃𝑃 េនា ∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = ∠𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 នងិ 𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 ។ ដេូច�ះ 𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝐿𝐿𝐿𝐿 = 𝑂𝑂𝑂𝑂  

⟹ 𝐶𝐶𝐶𝐶 =
2
3
𝐶𝐶𝐶𝐶 

 ដេូច�ះករង�ង់ច រឹ េ្រ Δ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 េស�  𝑅𝑅 = 2
3
𝑚𝑚 ។ 

 

3. តង𝑎𝑎2 = 3𝑥𝑥 + 4𝑦𝑦, 𝑏𝑏2 = 4𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 ែដល 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ជាចំនួគត់វជិ �មា។ េយងមាន𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 =

7𝑥𝑥 + 7𝑦𝑦 ។ ដេូច�ះ 𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 ែចកដចនងឹ 7 ។ តង𝑎𝑎 = 7𝑘𝑘 + 𝑚𝑚; ែដល 𝑚𝑚 = 0; 1; … ; 6 នងិ 

𝑏𝑏 = 7𝑝𝑝 + 𝑛𝑛 ែដល 𝑛𝑛 = 0; 1; … ; 6 េហយ 𝑘𝑘,𝑝𝑝 ជចំននួគត់មិនអវជិ �មា។ េយងមា 
𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 = 49𝑘𝑘2 + 14𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑚𝑚2 + 49𝑝𝑝2 + 14𝑝𝑝 + 𝑛𝑛2 ≡ 0 (mod 7) 
⟹   𝑚𝑚2 + 𝑛𝑛2 ≡ 0 (mod 7)  

េប 𝑚𝑚 = 0 េនាះមាែត 𝑛𝑛 = 0 ។ េប 𝑚𝑚 = 1; 2; . . ; 6 េនាេដជំនសួេលខចូល េយងមិនអរក

បាន𝑛𝑛  ែដលេផ��ងផា�ត់ 𝑚𝑚2 + 𝑛𝑛2 ≡ 0 (mod 7) េទ។ ដេូច�ះ 𝑎𝑎 = 7𝑘𝑘; 𝑏𝑏 = 7𝑝𝑝 ។ េយងទបា 
3𝑥𝑥 + 4𝑦𝑦 = 49𝑘𝑘2; 4𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 = 49𝑝𝑝2 

  
⟹ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 7(𝑘𝑘2 + 𝑝𝑝2)  

⟹ 𝑦𝑦 = 49𝑘𝑘2 − 21(𝑘𝑘2 + 𝑝𝑝2) 

𝐶𝐶 

𝐴𝐴 𝐵𝐵 
𝑄𝑄 

𝑀𝑀 

𝐻𝐻 

𝐾𝐾 

𝑂𝑂 

𝑃𝑃 

𝐿𝐿 
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⟹ 𝑥𝑥 = 49𝑝𝑝2 − 21(𝑘𝑘2 + 𝑝𝑝2) 
ដេូច�ះ 𝑥𝑥,𝑦𝑦 សុទ�ែតែចកដចនងឹ 7 ។ 

 

4. ត 𝑏𝑏, 𝑟𝑟,𝑤𝑤 ជចំននួ្រតីេកេខ� ្រកហម ន  ស េរៀងគា �។ េដគា� ្រតីេកកតពេីលគា � េន

ពហុេកេបា៉មាកំពលូចំននួ 𝑛𝑛 បេង�តបា្រតីេកែបបេនះចំននួ 𝑛𝑛 − 2 ។ 

  

រូបទី 2 : សំនរួទី 4 

េយងមាន 
𝑏𝑏 + 𝑟𝑟 + 𝑤𝑤 = 𝑛𝑛 − 2 

្រជុ មួយរបស់ពហុេកមិនែមនជ្រជុ រមួៃន្រតីេកណមួយេនាេទ េ្រពេបមិនអ��ងឹនងឹមា

្រតីេកកតគា �។ ដូេច� 
2𝑏𝑏 + 𝑟𝑟 = 𝑛𝑛 

េយងទបា 
𝑤𝑤 = 𝑏𝑏 − 2 

ដេូច�ះចំននួ្រតីេកណព ស តចិជា្រតីេកេខ ចំននួពរី។ 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

𝑏𝑏 
𝑏𝑏 

𝑏𝑏 
𝑏𝑏 

𝑟𝑟 

𝑏𝑏 

𝑏𝑏 

𝑏𝑏 𝑤𝑤 

កំពលូ៤ ្រតីេក

េ�� ២ 

កំពលូ៥ ្រតីេក

េ�� ២ ្រកហ១ 

កំពលូ៤ ្រតីេក

េ�� ២ ស១ 
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វ��� សឆា �ំ ២០០៥ 

 

1.  ចូរកណំត់្រគប ចំននួគត់វជិ�មាន𝑥𝑥,𝑦𝑦 ែដលេផ��ងផា�ត សមីក 

9 (𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 1) + 2(3𝑥𝑥𝑥𝑥 + 2) = 2005 

2.  តង𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ជ្រតីេកមាមំុទំអស់ �សចួ ច រឹ ក��ងរង�ង់  𝑘𝑘 ។ េគដឹងថា បនា� ប៉ះគូសេចញព ី

𝐴𝐴 ប៉ះេទនឹងរង�ង់  កតបនា�ត  (𝐵𝐵𝐵𝐵) ្រតង ចំណុច 𝑃𝑃 ។ តង𝑀𝑀 ជចំណុចកណា �ៃនអង�ត់ [𝐴𝐴𝐴𝐴] 

នងិ 𝑅𝑅 ជចំណុច្របសពទពីរីៃនរង�ង់  𝑘𝑘 ជមួយបនា�ត  (𝐵𝐵𝐵𝐵) ។ បនា�ត  (𝑃𝑃𝑃𝑃) កតរង�ង់  𝑘𝑘 ម�ង

េទៀត្រតង ចំណុច 𝑆𝑆 េផ្សព ី𝑅𝑅 ។ចូរបង �ថា បនា�ត  (𝐴𝐴𝐴𝐴) នងិ (𝐶𝐶𝐶𝐶) �សបគា�  

3.  ចូរបង �ថ  

a) មាចំណុច 5 ឋតិេលប�ង់ មួយ ែដលក��ងចំេណម្រតីេកទំអស់ ែដលមាកពូំលឋតិក��ង

ចំេណមចំណុចទំេនាះ ម្រតីេកែកងចំននួ 8 ។  

b)  មាចំណុច 64 ឋតិេលប�ង់ មួយ ែដលក��ងចំេណម្រតីេកទំអស់ ែដលមាកពូំលឋតិក��ង

ចំេណមចំណុចទំេនាះ ម្រតីេកែកងចំននួ 2005 ។ 

4.  ចូរកណំត់្រគប ចំននួគត់មាេលខបីខ�ង់  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎����� ែដល 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎����� = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) 
ែដល 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎����� ជេលខក��ង្របព័នេគាដប់របស់ ចំននួេនាះ 

 

 

 
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ដ �េណា្រស 

 

1. េយងមាន 

9(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 1) + 2(3𝑥𝑥𝑥𝑥 + 2) = 2005 
⟺   9((𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)2 − 2𝑥𝑥𝑥𝑥 + 1) + 2(3𝑥𝑥𝑥𝑥 + 2) = 2005 

តង𝑘𝑘 = 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦; 𝑙𝑙 = 𝑥𝑥𝑥𝑥 ។ សមីកេទជ 
9(𝑘𝑘2 − 2𝑙𝑙 + 1) + 2(3𝑙𝑙 + 2) = 2005 
⟺ 9𝑘𝑘2 − 12𝑙𝑙 + 13 = 2005 
⟺  9𝑘𝑘2 = 12𝑙𝑙 + 1992 
⟺ 3𝑘𝑘2 = 4𝑙𝑙 + 664 = 4(𝑙𝑙 + 166) 

⟹ 𝑘𝑘 ជចំននួគ។ូ  
3𝑘𝑘2 = 4𝑙𝑙 + 664 
⟺   2𝑘𝑘2 − 664 + 𝑘𝑘2 − 4𝑙𝑙 = 0          (∗) 

េដយ𝑘𝑘 = 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦; 𝑙𝑙 = 𝑥𝑥𝑥𝑥 េនាតម្រទឹស�ីែវ្យតសមីករ𝑎𝑎2 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑙𝑙 = 0 មាឬស 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ។ 

េដម ប្ឱ្សមីកេនះមាឬស ឌសី្រគីមីណង់ Δ = 𝑘𝑘2 − 4𝑙𝑙 ≥ 0 ។ សមីករ(*) េទជ 
2𝑘𝑘2 − 664 = −(𝑘𝑘2 − 4𝑙𝑙) ≤ 0 
⟹ 2𝑘𝑘2 − 664 ≤ 0 
⟹ 𝑘𝑘2 ≤ 332 
⟹ 𝑘𝑘 ≤ 18,22 

ម យ្ោវញិេទៀត  
3𝑘𝑘2 = 4𝑙𝑙 + 664 
⟹ 3𝑘𝑘2 ≥ 664 
⟹ 𝑘𝑘2 ≥ 221,33 
⟹ 𝑘𝑘 ≥ 14,87 

េដយ𝑘𝑘 ជចំននួគ ូេយងទបាន𝑘𝑘 = 16; 18 ។  

េប 𝑘𝑘 = 16 ⟹ 𝑙𝑙 = 26 ⟹ 𝑘𝑘2 − 4𝑙𝑙 = 152 មិនែមនជចំននួកេរ ដូេច�ះ មិអរកបាន𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ជ

ចំននួគត់។ 

េប 𝑘𝑘 = 18 ⟹ 𝑙𝑙 = 77 ⟹ 𝑘𝑘2 − 4𝑙𝑙 = 16 ⟹ 𝑥𝑥;𝑦𝑦 = 18±4
2

= �11
7
� 

ដេូច�ះ (𝑥𝑥,𝑦𝑦) = {(11; 7); (7; 11)}  ។ 

2. តស�័យគណុៃនចំណុច 𝑀𝑀 េធៀបនងឹរង�ង់ េយងទ 

𝑃𝑃𝑀𝑀2 = 𝑀𝑀𝐴𝐴2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀.𝑀𝑀𝑀𝑀 

⟹
𝑃𝑃𝑃𝑃
𝐵𝐵𝐵𝐵

=
𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑀𝑀𝑀𝑀

 
⟹ Δ𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 ~ Δ 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 
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⟹ ∠𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 = ∠𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀;  ∠𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 = ∠𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 

 

រូបទី 1 : សំនរួទី 2 

េយងមាន∠𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 = ∠𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 = ∠𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 = ∠𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 (មំុស�ត ធ��រមួគា ) េហយ ∠𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 = ∠𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 =

∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ ដេូច�ះ ∠𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ⟹ 𝐶𝐶𝐶𝐶 ∥ 𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ 

3. a) េយងពនិតិ្ចំណុច៤ែដលជកំពលូរបស់កេរមួយ និ ចំណុចមួយេទៀតឋិតេនចំផ�តិ។េយង

មា្រតីេកែកងចំននួ្របាំគ ឺ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴;𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴;𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴;  𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵;𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴;𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸;𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸;𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸  ។ 

 

រូបទី 2 : សំនរួទី 3 

b) េយងពនិតិ្្រក 8 × 8 ។ ចំេពចំណុចមួយៃន្រកេនះ េយងពនិតិ្ចំណុច៧េផ្សេទៀតែដល

ឋិតេនេលបនា�ត ែតមួយនងិចំណុច៧េផ្សេទៀតែដលឋិតេនេលកេូឡានែមួយ។ ពចំីណុចអស់េនះ

េយងសង់បា្រតីេកណែចំននួ 7 × 7 = 49 ។ ចំណុចទំអស់មាចំននូ 64 ដេូច�ះេយងសង់បា

្រតីេកែកងែបបេនះចំននួ 49 × 64 = 3136 > 2005 ។ ដេូច�ះមា្រតីេកែកងយា៉ េហ

ណាស ចំននួ 2005 ។ 

𝐴𝐴 𝐵𝐵 

𝐶𝐶 𝐷𝐷 

𝐸𝐸 

𝐴𝐴 

𝐵𝐵 

𝐶𝐶 

𝑃𝑃 𝑀𝑀 
𝑅𝑅 

𝑆𝑆 
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រូបទី 3 : បណា ្រតីេកខ�ះក��ងចេំណា្រតីេកទាំ៤៩ សង�េចញពីបណា ចំណចឋ�តេ�េលើបនា �តែត

មួយនិងកូេឡាែតមួយ 

 

4. លក�ខណ� ែដលឱ្សមមូលនងឹ 

100𝑎𝑎 + 10𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) 
⟺ 99𝑎𝑎 + 9𝑏𝑏 + (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) 
⟺ 99𝑎𝑎 + 9𝑏𝑏 = (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 1)(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) 
⟺ 9(11𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) = (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 1)(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) 

េយងដងឹថា𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ជតេួលខព1ី ដល់ 9 ។  

i) ករណី 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 9𝑘𝑘 ែដល 𝑘𝑘 = 1; 2; 3 ។ េយងទបា 

�𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 9𝑘𝑘
11𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 = 𝑘𝑘(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 1)

� 

⟹ 11𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(9𝑘𝑘 − 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏) − 𝑘𝑘 
⟺ 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑎𝑎2 + [11 − 𝑘𝑘𝑘𝑘(9𝑘𝑘 − 𝑏𝑏)]𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑘𝑘 = 0 

Δ = [11 − 𝑘𝑘𝑘𝑘(9𝑘𝑘 − 𝑏𝑏)]2 − 4𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑏𝑏 + 𝑘𝑘) 
ករណី 𝑘𝑘 = 1 : េយងមាន1 ≤ 𝑎𝑎;𝑏𝑏; 𝑐𝑐 ≤ 7 ។ 

𝑏𝑏 1 2 3 4 5 6 7 
11 − 𝑘𝑘𝑘𝑘(9𝑘𝑘 − 𝑏𝑏) 3 −3 −7 −9 −9 −7 −3 

Δ 1 −15 1 1 −39 −119 −215 
𝑎𝑎 − − 1 1 − − − 
𝑐𝑐 − − 5 4 − − − 

⟹ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = {(1; 3; 5); (1; 4; 4)} 
ករណី 𝑘𝑘 = 2 : េយងមាន𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 18 ⟹  ។ 

𝑏𝑏 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
11 − 𝑘𝑘𝑘𝑘(9𝑘𝑘 − 𝑏𝑏) −23 −53 −79 −101 −119 −133 −143 −149 −151 

Δ 505 2745 6121 10009 13881 17305 19945 21561 22009 
√Δ 22,4 52.39 78.23 100.04 117.81 131.54 141.22 146.83 148.35 
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𝑎𝑎 − − − − − − − − − 

គា� ចេម�យ។ 

ករណី 𝑘𝑘 = 3 ⟹ 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 27 ⟹ 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 = 𝑐𝑐 = 9 ។លក�ខណ� ទពីរី 

11.9 + 9 = 3(9.9.9− 1)  ⟺ 108 = 2184: មិនពតិ 
ii) ករណី 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 1 = 9𝑚𝑚 ⟹ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 9𝑚𝑚 + 1 ⟹ 11𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 = 𝑚𝑚(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) 

េយងរក 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ែដលេផ��ងផា�ត់ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 9𝑚𝑚 + 1 សិន។ សន�តថា𝑎𝑎 ≤ 𝑏𝑏 ≤ 𝑐𝑐 (សន�ត

ែបបេនះបា េ្រពេពលេនះេយង្រគាែតរក 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ែដលេផ��ងផា�ត់ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 9𝑚𝑚 + 1 

សិន)។ េបមាមួយក��ងចំេណាម𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ែចកដចនងឹ 3 េនាះ𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 ែចកដចនងឹ 3 ែត 

9𝑚𝑚 + 1 ែចកមិនដចនងឹ 3 ។ ដេូច�ះ េយងពនិតិ្យ𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ {1; 2; 4; 5; 7; 8} ។ បនា�ប

មកេទៀតេយងមិនពនិតិ្ករណី 𝑎𝑎. 𝑏𝑏; ឬ 𝑎𝑎. 𝑐𝑐 ឬ 𝑏𝑏. 𝑐𝑐 ែចកដចនងឹ 10 េទ េ្រពេបដេូច�ះ 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) ្រត មាេលខសូន្េនកន��យ េហយ = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎�����  ⟹ 𝑐𝑐 = 0 ⟹

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) = 0 ។ ម យ្ោវញិេទៀត  

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎����� = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) ≤ 999 
⟹ 𝑎𝑎.𝑎𝑎.𝑎𝑎(3𝑎𝑎) ≤ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) ≤ 999 
⟹ 𝑎𝑎 ≤ 4 

េប 𝑎𝑎 = 1;𝑏𝑏 = 1; 𝑐𝑐 = {1; … ; 9} ⟹𝑚𝑚 = មិនគត់ ⟹ មិនេផ��ងផា�ត  

េប 𝑎𝑎 = 1;𝑏𝑏 = 4;⟹ 𝑐𝑐 = 7 ⟹𝑚𝑚 = 3 ⟹ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) = 336  ⟹ 

មិនេផ��ងផា�ត  

េប 𝑎𝑎 = 1;𝑏𝑏 = 5; 𝑐𝑐 = {5; 7} ⟹𝑚𝑚 = មិនគត់ ⟹ មិនេផ��ងផា�ត  

េប 𝑎𝑎 = 1;𝑏𝑏 = 7; 𝑐𝑐 = {7; 8} ⟹𝑚𝑚 = មិនគត់ ⟹ មិនេផ��ងផា�ត  

េប 𝑎𝑎 = 2;𝑏𝑏 = 2; 𝑐𝑐 = 7 ⟹𝑚𝑚 = 3 ⟹ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) = 308 មិនេផ��ងផា�ត  

េ្រពផលគណុេនះេ្របតេួលខ 0; 3; 8 ែដលេផ្សព ី2; 7 ឬនយិាតមួយែបបេទៀត 

េទបីជេយងឆា� ស តេួលខ (2; 2; 7) យា៉ េម៉ចកមិ៏នអផ��ំបនេលខ 308 ែដរ។ 

េប 𝑎𝑎 = 2;𝑏𝑏 = 4; 𝑐𝑐 = 8 ⟹𝑚𝑚 = 7 ⟹ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) = 896 មិនេផ��ងផា�ត  

េប 𝑎𝑎 = 2;𝑏𝑏 = 7; 𝑐𝑐 = {7; 8} ⟹𝑚𝑚 = មិនគត់ ⟹ មិនេផ��ងផា�ត  

េប 𝑎𝑎 = 2;𝑏𝑏 = 8;⟹𝑚𝑚 = មិនគត់ ⟹ មិនេផ��ងផា�ត  

េប 𝑎𝑎 = 4;𝑏𝑏 = 4; 𝑐𝑐 = 4 ⟹𝑚𝑚 = 7 ⟹ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) = 768 មិនេផ��ងផា�ត  

េប 𝑎𝑎 = 4;𝑏𝑏 = 7; 𝑐𝑐 = {7; 8} ⟹𝑚𝑚 = មិនគត់ ⟹ មិនេផ��ងផា�ត  

េប 𝑎𝑎 = 4;𝑏𝑏 = 8; 𝑐𝑐 = {8} ⟹𝑚𝑚 = មិនគត់ ⟹ មិនេផ��ងផា�ត  

ដេូច�ះករណី 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 1 = 9𝑚𝑚 េយងមិនអរកបាតៃម� 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ែដលេផ��ងផា�ត លក�ខណ� បាេទ។ 
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iii) ករណី 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 3𝑛𝑛;𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 1 = 3𝑙𝑙 

េយងរក 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ែដលេផ��ងផា�ត លក�ខណ� ពរីេនះសិន។ ដេូច�ះេយងអសន�តថា𝑎𝑎 តចូ

ជាងេគ។ ដូេច�ះ𝑎𝑎 ≤ 4 ។ សន�តថា𝑐𝑐 ធំជាេគ ដេូច�ះ  
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎����� = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) ≥ 111 
⟹ 3𝑐𝑐4 ≥ 111 ⟹ 𝑐𝑐 ≥ 3 

បនា�ប មកេទៀតក��ងចំេណា 𝑎𝑎;𝑏𝑏, 𝑐𝑐 គា� េលខមួយណែចកដចនងឹ 3 េទ េ្រព

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 3𝑙𝑙 + 1 ែចកមិនដចនងឹ 3 ។ េហយផលគណុ 𝑎𝑎. 𝑏𝑏; ឬ 𝑎𝑎. 𝑐𝑐 ឬ 𝑏𝑏. 𝑐𝑐 គា� មួយ

ណាែចដចនងឹ 10 េទ។ ដេូច�ះ េយងពនិតិ្យ𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ {1; 2; 4; 5; 7; 8} ។ 

េប 𝑎𝑎 = 1;𝑏𝑏 = 1; 𝑐𝑐 = 4 ⟹ 𝑛𝑛 = 2, 𝑙𝑙 = 1 ⟹ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) = 24 មិនេផ��ងផា�ត  

េប 𝑎𝑎 = 1;𝑏𝑏 = 2;  ⟹ មិនេផ��ងផា�ត  

េប 𝑎𝑎 = 1;𝑏𝑏 = 4; 𝑐𝑐 = 4 ⟹ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) = 144 េផ��ងផា�ត  

េប 𝑎𝑎 = 1;𝑏𝑏 = 4; 𝑐𝑐 = 7 ⟹ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) = 336 មិនេផ��ងផា�ត  

េប 𝑎𝑎 = 1;𝑏𝑏 = 5; ⟹ មិនេផ��ងផា�ត   

េប 𝑎𝑎 = 1;𝑏𝑏 = 7; 𝑐𝑐 = 7 ⟹ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) = 735 មិនេផ��ងផា�ត  

េប 𝑎𝑎 = 1;𝑏𝑏 = 8;⟹ មិនេផ��ងផា�ត  

េប 𝑎𝑎 = 2;𝑏𝑏 = 2; ⟹ មិនេផ��ងផា ត់ 

េប 𝑎𝑎 = 2;𝑏𝑏 = 4;⟹ មិនេផ��ងផា�ត  

េប 𝑎𝑎 = 2;𝑏𝑏 = 7;⟹ មិនេផ��ងផា�ត  

េប 𝑎𝑎 = 2;𝑏𝑏 = 8;⟹ មិនេផ��ងផា�ត  

េប 𝑎𝑎 = 4;𝑏𝑏 = 4; 𝑐𝑐 = 4 ⟹ មិនេផ��ងផា�ត  

េប 𝑎𝑎 = 4;𝑏𝑏 = 7; 𝑐𝑐 = 7 ⟹ មិនេផ��ងផា�ត  

េប 𝑎𝑎 = 4;𝑏𝑏 = 8; 𝑐𝑐 = 8 ⟹ មិនេផ��ងផា�ត  

 

ដេូច�ះជាសរុេលខែដល្រត វរក មា{135; 144} ។ 

 

 
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វ��� សឆា �ំ ២០០៦ 

 

1.  េប 𝑛𝑛 > 4  ជចំននួពហុគុណ ចូរបង �ថា2𝑛𝑛 ែចកដច់ (𝑛𝑛 − 1)! ។ 

2.  ្រតីេក 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ជ្រតីេកសមបាត ែដល𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 នងិ ∠ 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 <  60° ។ ចំណុច 𝐷𝐷 នងិ 𝐸𝐸 

ឋតិេល្រជុង𝐴𝐴𝐴𝐴 ែដល 𝐸𝐸𝐸𝐸 =  𝐸𝐸𝐸𝐸 នងិ ∠ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∠ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 ។ តង𝑂𝑂 ជចំណុច្របសពរវ

កន�ះបនា�ត ពុះមំុក��ង ∠ 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 នងិ ∠ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ ចូរគណនា ∠ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 ។ 

3.  េយងេហ 𝑛𝑛 មួយជសម ប្ុណ េលខ េបផលបូកៃនតែួចកវជិ�មារបស់វ(គតិទំ 1 នងិ 𝑛𝑛 ) េស� 

2𝑛𝑛 ។ ចូរកណំត់្រគបសម ប្ុណ េលខ 𝑛𝑛 ែដល 𝑛𝑛 − 1 នងិ 𝑛𝑛 + 1 ជចំននួបឋម។ 

 

 

 

-------- 

សមា �ល់៖ សំនួ ទី៤ ខ��េំមើល្របធអត់យល់ ឬ េដា្រសមិនទានេចញ។ 

 

 
 
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ដ �េណា្រស 

1. េដយ𝑛𝑛 ជចំននួពហុគណុ េយងមា 𝑛𝑛 = 𝑎𝑎. 𝑏𝑏;𝑎𝑎 ≥ 2; 𝑏𝑏 ≥ 2 ។ សន�តថា𝑎𝑎 ≤ 𝑏𝑏 ។ ដេូច�ះ 

(𝑛𝑛 − 1)! = (𝑎𝑎𝑎𝑎 − 1)! = 1.2 …𝑎𝑎… . (𝑏𝑏 − 1)𝑏𝑏… (𝑎𝑎𝑎𝑎 − 1) 
ដេូច�ះ (𝑛𝑛 − 1)!  ែចកដចនងឹ 2𝑛𝑛 = 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ។ 

2. េប 𝐸𝐸 ឋិតេនជតិ 𝐴𝐴 េហយេដយ𝐸𝐸𝐸𝐸 = 𝐸𝐸𝐸𝐸 េនា 𝐸𝐸ឋិតេន្រតង ចំណុច្របសព រវបនា�ត ែកង

នងឹ 𝐵𝐵𝐵𝐵 េហយកតតចំណុចកណា �ល𝐵𝐵𝐵𝐵 នងិបនា�ត់ (𝐴𝐴𝐴𝐴) ។ េប 𝐷𝐷 ≡ 𝐶𝐶 េនាះចំណុច 𝐸𝐸 ្រតួនងឹ 

𝐴𝐴 ។ េប 𝐷𝐷 មិន្រតួេល𝐶𝐶 េនាះ𝐸𝐸 ្រត ឋិតេនេ្រក𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ ដេូច�ះករណីេនះមាែត 𝐷𝐷 ≡ 𝐶𝐶 នងិ 𝐸𝐸 ≡ 𝐴𝐴 

ែតប៉ុេ ណា �ះ េយងទបាន𝑂𝑂 ≡ 𝐷𝐷 ≡ 𝐶𝐶 ។ េដម ប្គណនមំុ ∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 ជដំបូងេយងពនិតិ្េពលចំណុច 

𝐷𝐷 មិនទន្រតួនងឹចំណុច 𝐶𝐶 សិន េពគឋិឺតេនក��ង [𝐴𝐴𝐴𝐴] ។ តង∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 = 𝑥𝑥 ។ 

េយងមា 

∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 180° − ∠𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 − ∠𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 = 180° −
∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐶𝐶

2
−
∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

2
 

= 180° −
180° − 𝑥𝑥 − ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

2
−
∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

2
= 90° +

𝑥𝑥
2
 

lim
x→0

∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = lim
x→0

90° +
𝑥𝑥
2

= 90° 

ដេូច�ះ េពល 𝐷𝐷 ≡ 𝐶𝐶 គ ឺេពល 𝑥𝑥 = 0 េហយ ∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 90° ។ 

 

រូបទី 1 : សំនរួទី 2 

𝐴𝐴 

𝐶𝐶 𝐵𝐵 

𝐸𝐸 

𝐷𝐷 

𝐴𝐴 

𝐶𝐶 𝐵𝐵 

𝐷𝐷 

𝑂𝑂 
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េប 𝐸𝐸 ឋិតេនជតិ 𝐶𝐶 េហយេដយ𝐸𝐸𝐸𝐸 = 𝐸𝐸𝐸𝐸 េនា 𝐸𝐸ឋិតេន្រតង ចំណុច្របសព រវបនា�ត ែកងនងឹ 

𝐵𝐵𝐵𝐵 េហយកតតចំណុចកណា �ល𝐵𝐵𝐵𝐵 នងិបនា�ត់ (𝐴𝐴𝐴𝐴) ។ េប ∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 = 60° េនាះេនេព𝐷𝐷 ≡ 𝐴𝐴 

េយងទបា 𝐸𝐸 ≡ 𝐶𝐶 ។ េដយ∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 < 60°  េនាះ𝐸𝐸 ∈ [𝐴𝐴𝐴𝐴] ។ ករណីេនះេយងអរក

បានទីត 𝐷𝐷;𝐸𝐸 ែដលេផ��ងផា�ត សម�តកិម�បាន។ 

 

រូបទី 2 : សំនរួទី 2 

តង∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑥𝑥 ។ េយងមាន 
∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = ∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 = 𝐵𝐵 − 2𝑥𝑥 
⟹   180° − 2𝐵𝐵 + 𝑥𝑥 = 𝐵𝐵 − 2𝑥𝑥   ⟺ 3𝐵𝐵 − 3𝑥𝑥 = 180°  ⟹𝐵𝐵− 𝑥𝑥 = 60° 

េយងមា 

∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 180° − ∠𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 − ∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 180° −
(∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 + ∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶)

2
 

 ⟺  ∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 180° −
𝐵𝐵 + 𝐵𝐵 − 2𝑥𝑥

2
= 180° − (𝐵𝐵 − 𝑥𝑥) = 120° 

 

3. េយងពនិតិ្បណា ចំននួែដលមានរ6𝑘𝑘, 6𝑘𝑘 + 1, 6𝑘𝑘 + 2, 6𝑘𝑘 + 3, 6𝑘𝑘 + 4, 6𝑘𝑘 + 5 ។ េយងមិន

យក 𝑛𝑛 = 6𝑘𝑘 + 1, 6𝑘𝑘 + 2, 6𝑘𝑘 + 3, 6𝑘𝑘 + 5 េទ េ្រពវ 𝑛𝑛 + 1 = 6𝑘𝑘 + 2, 6𝑘𝑘 + 3, 6𝑘𝑘 + 4, 6𝑘𝑘 +

6 វមិនែមនជចំននួបឋម។ េយងមិនយក 𝑛𝑛 = 6𝑘𝑘 + 4 េទេ្រព𝑛𝑛 − 1 = 6𝑘𝑘 + 3 មិនែមនជចំននួ

បឋម។ ដេូច�ះ 𝑛𝑛 ្រត វមរង6𝑘𝑘 ។ េយងពនិតិ្តែួចកខ�ះរបស់6𝑘𝑘 គ ឺ1,𝑘𝑘, 2𝑘𝑘, 3𝑘𝑘, 6𝑘𝑘 ។ េប 𝑘𝑘 > 1 

េនាផលបូកតែួចកទំេនះេស�នងឹ 1 + 𝑘𝑘 + 2𝑘𝑘 + 3𝑘𝑘 + 6𝑘𝑘 = 12𝑘𝑘 + 1 > 2𝑛𝑛 = 12𝑘𝑘 មិនេផ��ង

ផា�ត់។ ដូេច�ះ 𝑘𝑘 = 1 នងិ 𝑛𝑛 = 6 ។ 

ដេូច�ះ 𝑛𝑛 = 6 ជសម ប្ុណ�េល ែតមួយគត់ែដលេផ��ងផា�ត លក�ខណ� ។ 

𝐴𝐴 

𝐵𝐵 𝐶𝐶 

𝐸𝐸 

𝐷𝐷 

𝑂𝑂 
𝐸𝐸 

𝐷𝐷 ≡ 𝐴𝐴 

𝐶𝐶 𝐵𝐵 
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វ��� សឆា �ំ ២០០៧ 

 

1.  ត 𝑎𝑎 ជចំននួពតិវជិ�មា ែដល 𝑎𝑎3 = 6(𝑎𝑎 + 1) ។ ចូរបង �ថ សមីក 𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎2 −

6 = 0 គា� ឬសជចំននួពតិេទ។ 

2.  𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ជចតេុកេបា ៉មួយ មា ∠ 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 = ∠ 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 =  36°,∠ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 18° នងិ 

∠ 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 = 72° ។ អង�ត់្រទូ្របសពគា ្រតង  𝑃𝑃 ។ ចូរគណនរង �ស់មុ  ∠ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ 

3.  េគឱ្ចំណុច 50 ក��ងប�ង់ មួយ េផ��ងផា�ត គា� ចំណុចបីណាែដឋតិេលបនា�ត ែតមួយេនាេទ។ 

ចំណុចនមួិយៗ្រតូលេដយពណ មួយក��ងចំេណមពណ៌បួន។ ចូរបង �ថ មាពណ៌មួយ 

េហយយា ៉េហណាស  ្រតីេកស�ែល ចំននួ 130 ែដលមាកពូំលទំបីមាពណ៌មួយ

េនាះ ្រតីេកស�ែល ជ្រតីេកែដលមា្រជុទំបីមិនេស�គា�  

4.  ចូរបង �ថ េប 𝑝𝑝 ជចំននួបថម េនា 7𝑝𝑝 + 3𝑝𝑝 − 4 មិនែមនជចំននួកេេនាេទ។ 

 

 

 
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ដ�េណា្រស 

1. េយងមានΔ = 𝑎𝑎2 − 4(𝑎𝑎2 − 6) = 3(8 − 𝑎𝑎2) ។ សមីកមាឬសពតិទលែត 

Δ ≥  0 ⟹  𝑎𝑎 ≤  2 √2 
ករណី 𝑎𝑎 ≤  2 √2 េយងទបា 

𝑎𝑎3 = 6 (𝑎𝑎 + 1) 
⟹ 6 = 𝑎𝑎(𝑎𝑎2 − 6) 

តង𝑦𝑦 = 𝑎𝑎(𝑎𝑎2 − 6)។ េយងមាន𝑦𝑦′ = 3𝑎𝑎2 − 6 = 3(𝑎𝑎 − √2)(𝑎𝑎 + √2)។ ចំេព 𝑎𝑎 ≤ 2√2 េយង

ទបាន6 = 𝑦𝑦 ≤ 2√2(8 − 6) = 4√2 មិនពតិ។   

 
 

2. ពនិតិ្របូទ ី1។  

 

រូបទី 1 : សំនរួទី 2 

េយងមាន∠ 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 =  2 ∠ 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 នងិ ∠ 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 = 2 ∠ 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 ដេូច�ះរង�ង់មាផ�តិ្រតង  𝐴𝐴 ក 𝐴𝐴𝐴𝐴 កត

តម𝐵𝐵,𝐷𝐷 ។ ដេូច�ះ 𝐴𝐴𝐴𝐴 =  𝐴𝐴𝐴𝐴 =  𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ េយងទបាន 

∠ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∠ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 =
180° − (∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 + ∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶)

2
 

𝐴𝐴 
 

𝐵𝐵 
 

𝐶𝐶 
 

𝐷𝐷 
 

36° 
 

36° 
 

18° 
 72° 

 

−√2 √2 𝑎𝑎 

𝑦𝑦′ 

𝑦𝑦 
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=
180° − (36° + 72°)

2
= 36° 

 ដេូច�ះ ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 =  180° − ∠𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 − ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 180° − 2 × 36° = 108° ។ 

 

3. សំេណើ  : ក��ងចេំណមចណុំចចចនំនួ 𝑛𝑛 ឋ�តក��ងប�ង�មយួ ែដលេផ��ងផា�ត គា �ចណុំចបីណរត់

្រតងគា� េយើ មាយា ៉េហាណាស្រតីេកសា �ែលចនំនួ 𝑛𝑛
(𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−8)

6
 ។ 

ស្រយប�� ក់ 

អង�ត់មយួែដលភា� បចណុំចពីរអាជបាៃន្រតីេកាណសមយា ៉េ្រចើពីរ េ្រពេបើមនិអ��ឹ ង

េទនឹងមាចណុំចបីរត់្រតងគា ែកងនឹងអង�ត់េនា (របូទី 2)។ ដេូច�ះេយើងមា្រតីេកសមបា

យា ៉េ្រចើន2 �𝑛𝑛2� ។ ដេូច�ះមា្រតីេកសា �ែលយា ៉េហាណាស់ ចំនួ 

�
𝑛𝑛
3
� − 2 �

𝑛𝑛
2
� =

𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 − 8)
6

 

 

រូបទី 2 : ករណអង�ត់មួយជបាៃន្រតីេកសមបាចាបពីបីេ� េគនឹងមាចំណចយា ៉តិចបីរត់្រតងគា � 

 

ក��ងសំនរួេនះេយងមាចំណុច 50 លេដពណ៌បួន។ េយងមាន50/4 = 12,5 ដេូច�ះ មាចំណុច

យា៉ េហណាស  13 ែដលមាពណ៌ែតមួយ។ េ្រពេបពណ៌នមួិយៗមាែត 12 ចំណុចេទ េនាជ

សរុប េយងមាន4 ×  12 =  48 <  50 ។ ក��ងចំេណមចំនចុទំ13 េនះ េយងមា្រតីេក

ស�ែល យា៉ េហណាស ចំននួ 13(13−1)(13−8)
6

= 130 ។ 

4. េប 𝑝𝑝 = 2 េនាះ7𝑝𝑝 + 3𝑝𝑝 − 4 = 19 ពតិ។ 

ត្រទឹស�បទ Fermat: 

1. េប 𝑝𝑝 ជចំននួបឋម េនាចំេព្រគប ចំននួគត់ 𝑎𝑎 េគមាន𝑎𝑎𝑝𝑝 ≡  𝑎𝑎 (mod 4) 

𝐴𝐴 
 

𝐵𝐵 
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2. េប 𝑝𝑝 ជចំននួបឋម េនាចំេព្រគប ចំននួគត់ 𝑎𝑎 ែដលបឋមនងឹ 𝑝𝑝 េគមាន𝑎𝑎𝑝𝑝−1 ≡  1 (mod 4) 

ត្រទឹស�ីប (1) េយងទបាន3𝑝𝑝 ≡  3 (mod 𝑝𝑝) ដេូច�ះ 
7𝑝𝑝 + 3𝑝𝑝 − 4 ≡  3 − 4 = −1 (mod 𝑝𝑝) 

តង7𝑝𝑝 + 3𝑝𝑝 − 4 = 𝑥𝑥2 ដេូច�ះ 𝑥𝑥2 ≡  −1 (mod 𝑝𝑝) មានន័ ថា𝑥𝑥 បឋមនងឹ 𝑝𝑝 ។ ដេូច�ះត្រទឹស�

បទ(2) េយងទបា 

𝑥𝑥𝑝𝑝−1 ≡ 1 (mod 𝑝𝑝) 

⟺ (𝑥𝑥2)
𝑝𝑝−1

2 ≡ 1 (mod 𝑝𝑝) 

⟺ (−1)
𝑝𝑝−1

2 ≡ 1 (mod 𝑝𝑝) 

⟹
𝑝𝑝− 1

2
= 2𝑘𝑘 

⟹ 𝑝𝑝 = 4𝑘𝑘 + 1 
ែដល 𝑘𝑘 ជចំននួគត់វជិ �មាន 

ករណី 𝑝𝑝 = 4𝑘𝑘 + 1 េនា 
7𝑝𝑝 + 3𝑝𝑝 − 4 = 28𝑘𝑘 + 7 + 34𝑘𝑘+1 − 4 ≡ 3 + (−1)4𝑘𝑘+1 = 2  (mod 4) 

មិនអជចំននួកេបាេទ េ្រពចំននួកេរ≡  0; 1 (mod 4) ។ 

 

 

 
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វ��� សឆា �ំ ២០០៨ 

 

1.   ចូរគណន្រគប ចំននួពតិ 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐,𝑑𝑑 ែដល 

�𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 = 20
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 150

� 

2.  កពូំល 𝐴𝐴 នងិ 𝐵𝐵 របស់ ្រតីេកសម័ង្ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ឋតិេលរង�ង់  𝑘𝑘 ករង �ស  1 ឯកត នងិ កពូំល 𝐶𝐶 

ឋតិេនក��ងរង�ង់  𝑘𝑘 ។ ចំណុច 𝐷𝐷 មួយេផ្សព ី𝐵𝐵 ឋតិេល 𝑘𝑘 ែដល 𝐴𝐴𝐴𝐴 =  𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ បនា�ត  𝐷𝐷𝐷𝐷 

្របសព 𝑘𝑘 ជេលកទីពរី្រតង  𝐸𝐸 ។ ចូរគណនរង �ស  [𝐶𝐶𝐶𝐶] ។ 

3.  ចូរកណំត់្រគប ចំននួបឋម 𝑝𝑝, 𝑞𝑞, 𝑟𝑟 ែដល  

𝑝𝑝
𝑞𝑞
−

4
𝑟𝑟 + 1

= 1 

4.  េគែចកតុទំហំ 4 × 4 មួយ ជ្រឡកេឯកតពណ៌សចំននួ 16 ។ េគថ ្រឡមួយេនជាបគា  

េបវមា្រជុរមួមួយ។ ចលនមួយ ជកេ្រជេរ ស្រឡមួយ េហយនងិកប�� រពណ៌របស់

្រឡមួយេនា នងិ ្រគប ្រឡេនជាប ់នឹ្រឡមួយេនា ពសីេទេខ  ឬ ពេីខ េទស។ បនា� ប

ព ីេគេធ� ចលនចំននួ 𝑛𝑛 ដងមក ្រឡទំ 16 មាពណ៌េខ ទំអស់ ។ ចូរកណំត់្រគប តៃម�ែដល

អមាៃន 𝑛𝑛 ។ 

 

 

 
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ដ �េណា្រស 

 

1. េយងមា 

(𝑎𝑎 +  𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑)2  = 𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 + 𝑑𝑑2 + 2(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐𝑐) 
⟹ 202 = 𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 + 𝑑𝑑2 + 2(150) 
⟹  𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 + 𝑑𝑑2 = 100 

ែត 

100 =
1
3

[(𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2) + (𝑎𝑎2 + 𝑐𝑐2) + (𝑎𝑎2 + 𝑑𝑑2) + (𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2) + (𝑏𝑏2 + 𝑑𝑑2) + (𝑐𝑐2 + 𝑑𝑑2)] 

≥
2
3

[𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐𝑐] 

=
2
3

(150) = 100 

ដេូច�ះ អង�ទំពរីេស�គា េបនងិមាែត 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 = 𝑐𝑐 = 𝑑𝑑 ⟹ 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 = 𝑐𝑐 = 𝑑𝑑 = 5 ។ 

2. តង𝑆𝑆 ជផ�តិរង�ង់ 𝑘𝑘 ។ េដយ𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 េនាះ 𝐵𝐵,𝐶𝐶,𝐷𝐷 ឋិតេលរង�ង់មាផ�តិ 𝐴𝐴 ។ តង

∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝛼𝛼 េនាះ∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 2𝛼𝛼 $។ េដ្រតេកណ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 សមបា្រតង  𝐴𝐴 េនាះ∠ 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 =

 60° − 𝛼𝛼 = ∠ 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 ។ េហយ្រតីេក 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 សមបាកំពលូ 𝐴𝐴 េនាះ∠ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∠ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 =
180°−2𝛼𝛼

2
= 90° − 𝛼𝛼 ។ ដេូច�ះ 

∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 − ∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 = 90° − 𝛼𝛼 − (60° − 𝛼𝛼) = 30° 
⟹   ∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 = 2.∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 = 60° 

 ដេូច�ះ្រតីេក 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 សម័ង្ ⟹𝐵𝐵𝐵𝐵 = 1 ។ 

េយងមាន 
∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 = ∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 + ∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝛼𝛼 + 30° 

េដយ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ឋិតេលរង�ង់ែតមួយ េនាះ 
∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 = 180° − ∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 = 180° − (60° + 2𝛼𝛼) = 120° − 2𝛼𝛼 

ដេូច�ះ 
∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 180° − (∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 + ∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵) = 180° − (120° − 2𝛼𝛼 + 𝛼𝛼 + 30°) 

= 30° + 𝛼𝛼 
ដេូច�ះ ∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 = ∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 ⟹ 𝐸𝐸𝐸𝐸 = 𝐸𝐸𝐸𝐸 = 1  ។  
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រូបទី 1 : សំនរួទី 2 

 

3. លក�ខណ� ែដលឱ្អសរេសរជ 

𝑝𝑝(𝑟𝑟 + 1) − 4𝑞𝑞 = 𝑞𝑞(𝑟𝑟 + 1) 
⟺ 𝑝𝑝(𝑟𝑟 + 1) = 𝑞𝑞(𝑟𝑟 + 5)            (1) 

េដយ𝑝𝑝, 𝑞𝑞 ជចំននួបឋមេនាះ េយមានករណី 𝑝𝑝 =  𝑞𝑞 ឬ 𝑝𝑝 ែចក 𝑟𝑟 +  5 ដច់។ 

ករណី 𝑝𝑝 =  𝑞𝑞 េនាះ𝑟𝑟 + 1 = 𝑟𝑟 + 5 មិនអច។ ដូេច�ះ𝑝𝑝 នងិ 𝑞𝑞 បឋមនងឹគា � េហយ𝑝𝑝 ែចក  𝑟𝑟 + 5 

ដច់ និ  ង𝑞𝑞 ែចក 𝑟𝑟 + 1 ដច់។ ត𝑑𝑑 =  PGCD(𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟 + 5) ⟹ 𝑑𝑑 ែចកដច់ 𝑟𝑟 + 5 −

(𝑟𝑟 + 1) = 4 ⟹ 𝑑𝑑 = 1; 2; 3; 4 ។ េយងមាន(𝑟𝑟 + 1) 𝑑𝑑⁄  បឋមនងឹ (𝑟𝑟 + 5) 𝑑𝑑⁄  ។ សមីករ(1) 

សមមូលនងឹ   

𝑝𝑝
𝑟𝑟 + 1
𝑑𝑑

= 𝑞𝑞
𝑟𝑟 + 5
𝑑𝑑

 

⟹   �
𝑝𝑝 =

𝑟𝑟 + 5
𝑑𝑑

𝑞𝑞 =
𝑟𝑟 + 1
𝑑𝑑

� 

⟹ 𝑝𝑝− 𝑞𝑞 =
4
𝑑𝑑

 

េយងទបាថា𝑑𝑑 ≠ 3 ។ 

េប 𝑑𝑑 = 4 េនាះ𝑝𝑝 − 𝑞𝑞 = 1 ជចំននួគត់បន�បនា�ប គា  េហយជចំននួបឋមទំពរី ដេូច�ះមាែត 

𝑝𝑝 = 3,𝑞𝑞 = 2 ⟹  𝑟𝑟 = 7 ។ 

𝐴𝐴 
 

𝐵𝐵 
 

𝐶𝐶 
 

𝐷𝐷 
 

𝐸𝐸 
 

𝑆𝑆 
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េប 𝑑𝑑 = 2 េនាះ𝑝𝑝 − 𝑞𝑞 = 2 ។ ដេូច�ះ 𝑟𝑟 = 2𝑝𝑝 − 5 = 2𝑞𝑞 − 1 េហយ 𝑝𝑝 នងិ 𝑞𝑞 បឋមេសសទំពរី 

(េ្រពផលសងវគ)ូ។ េប 𝑝𝑝 នងិ 𝑞𝑞 សុទ�ែតខុសព ី3 េនាះ𝑝𝑝, 𝑞𝑞 មារង6𝑚𝑚 + 1,6𝑚𝑚 + 5 ។ េដយ

𝑝𝑝 − 𝑞𝑞 = 2 េនាផលសងេនះែចកនងឹ 3 សល់សំណល់ 2។ ដេូច�ះ េយងយក 𝑝𝑝 = 6𝑚𝑚 + 5, 𝑞𝑞 = 6𝑛𝑛 +

1 : 
⟹ 𝑝𝑝− 𝑞𝑞 = 6(𝑚𝑚− 𝑛𝑛) + 4 = 2 

⟹𝑚𝑚−𝑛𝑛 = −
1
3
 

មិនអច 

េបមាមួយក��ងចំេណាម𝑝𝑝, 𝑞𝑞 ែដលេស�  3 េនាះ គឺ𝑞𝑞 = 3 (េ្រព𝑝𝑝 > 𝑞𝑞) ⟹  𝑝𝑝 = 5 ។ 

េប 𝑑𝑑 = 1 េនាះ𝑝𝑝 = 𝑟𝑟 + 5; 𝑞𝑞 = 𝑟𝑟 + 1 ⟹  𝑝𝑝 −  𝑞𝑞 =  4 ⟹ 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 េសសទំពរី។ េដ 

𝑟𝑟 = 𝑞𝑞 − 1 េនាះ𝑟𝑟 គ ូ⟹ 𝑟𝑟 = 2 ⟹ 𝑝𝑝 = 7, 𝑞𝑞 = 3 ។ 

ដេូច�ះ (𝑝𝑝, 𝑞𝑞, 𝑟𝑟) = (3,2,7); (5,3,5); (7,3,2) ។ 

4. េយងមាទំអស់ 16 ្រឡ។ េពលេយងេ្រជេរ សយក្រឡមួយ េហយដរូពណ៌្រឡេនះ នងិ

ពណ៌្រឡេនជាបគា �េនាម�ងេនះ េយងដរូបាន5 ្រឡ។ ម�ងដរូបាពណ៌ 5 ្រឡ ដេូច�ះេយង្រត

កចលនយា៉ តចិ 4 ដង ែដលដរូបាន20 ្រឡ។ 

បនា�ប  ពេីធ� ចលនបាន𝑛𝑛 ដង េនាះ េយដរូពណ៌បាន5𝑛𝑛 ្រឡ តង𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, . . . ,𝑎𝑎16 ជចំននួដង

ែដល្រឡនមួិយៗដរូពណ៌។ េដពដំីបូង្រឡទំអស់មាពណ៌សេ្រកមកមាពណ៌េខ� ដូេច�  

𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, . . . ,𝑎𝑎16 ជចំននួេសស េហយ ធំជាឬេស�  1 ។ តង𝑎𝑎𝑖𝑖 = 2𝑏𝑏𝑖𝑖 + 1 ។ ដេូច�ះ 2∑ 𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖 + 16 =

5𝑛𝑛 ។ ដេូច�ះ 𝑛𝑛 ្រត ែតជចំននួគ។ូ 

េយងមាន ចល 4 ដង ែដលអប��រពណ៌្រឡទំអស់ជេខបាន ដូបង �ក��ងរបូទ ី2 ។ 

 

រូបទី 2 : ដ�បូងេយើងយក្រក 𝐴𝐴 រចួដរូពណ្រកេនះនិង្រកទាំបីេ�ជុ�វ�ញ ពសេ�េ�� ។ បនា �បមក

េទៀតយក្រកឡ𝐵𝐵 រចួដរូ្រកទាំបួន បនា �បមកេទៀត 𝐶𝐶,𝐷𝐷 ។ល។ 

𝐴𝐴 

𝐵𝐵 

𝐶𝐶 

𝐷𝐷 
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បនា�ប មកេទៀត ្រឡទំអស់បនា�ប  ពចីលន4ដង  ែដលដរូពណ៌័្រកជេខទំអស់េហយ េយង

អេ្រជសេ រយក្រឡណមួយ រចួដរូពណ៌វពរីដង េនាេយងបា្រឡមាពណ៌េខទំងអស

ដែដល។ ដេូច�ះ បណា� ចល ចំននួ 2𝑚𝑚 ដង ែដល 𝑚𝑚 ≥  2 អប��រពណ៌្រឡទំអស់ជេខបាន។

ដេូច�ះ 𝑛𝑛 = 2𝑚𝑚 ≥  4។ 

 

 

 

 
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វ��� សឆា �ំ ២០០៩ 

1.  េគឱ្ប��េកេបា ៉ង𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 េផ��ងផា�ត់  𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐷𝐷𝐷𝐷 នងិ 𝑘𝑘𝑎𝑎  ជរង�ង់មាផ�តិឋតិ

េល្រជុ𝐴𝐴𝐴𝐴 ែដលប៉ះ្រជុ 𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐵𝐵𝐵𝐵,𝐶𝐶𝐶𝐶 នងិ 𝐷𝐷𝐷𝐷 េរៀងគា�្រត  ចំណុច 𝑃𝑃,𝑄𝑄,𝑅𝑅 នងិ 𝑆𝑆 ែដលេផ្សពី

កពូំលរបស់ប��េកណ។ ចូបង �ថា បនា�ត  𝑃𝑃𝑃𝑃 នងិ 𝐴𝐴𝐴𝐴 �សបគា�  

2.  េដះ្រសមីកខេ្រកក��ងសំណំុចំននួគត់មិនអវជិ�មា 

2𝑎𝑎3𝑏𝑏 + 9 = 𝑐𝑐2 

3.  តង𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ជចំននួពតិ ែដល 0 < 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 < 1 នងិ 

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = (1 − 𝑥𝑥)(1 − 𝑦𝑦)(1 − 𝑧𝑧) 
ចូរបង �ថាក��ចំេណម (1 − 𝑥𝑥)𝑦𝑦, (1 − 𝑦𝑦)𝑧𝑧, (1 − 𝑧𝑧)𝑥𝑥 មាយា ៉េហណាស មួយែដលធជំាឬ

េស�1 4⁄  ។ 

4.  ្រគប ចំណុចេផ្សគា ទំ 2009 ឋតិក��ងប�ង់ មួយ ្រតូបាេគលេដពណ៌េខៀវ ឬ្រកហម ែដ

យា ៉ណឱ្រល់រង�ង ឯកតផ�តិពណ៌េខៀវ មាចំណុច្រកហមចំនួពរីគត់ឋតិេនេល។ ចូរគណនចំននួ

ចំណុចពណ៌េខៀវេ្រចបំផត។ 
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ដ �េណា្រស 

3.  សន�តផ��យមកវញិថា(1 − 𝑥𝑥)𝑦𝑦 < 1 4⁄ , (1 − 𝑦𝑦)𝑧𝑧 < 1 4⁄ , (1 − 𝑧𝑧)𝑥𝑥 < 1 4⁄  ។ េយងទបា 

(1 − 𝑥𝑥)(1− 𝑦𝑦)(1 − 𝑧𝑧)𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑥𝑥2𝑦𝑦2𝑧𝑧2 <
1

64
 

⟹ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 <
1
8
 (1) 

នងិ 

(1 − 𝑥𝑥)𝑦𝑦 + (1 − 𝑦𝑦)𝑧𝑧 + (1 − 𝑧𝑧)𝑥𝑥 <
3
4
  

𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 − 𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑧𝑧𝑧𝑧 <
3
4
 (2) 

តសម�តកិម� េយងមា 
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = (1 − 𝑥𝑥)(1 − 𝑦𝑦)(1 − 𝑧𝑧) 

= (1 − 𝑦𝑦 − 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥𝑥𝑥)(1 − 𝑧𝑧) 
= 1 − 𝑧𝑧 − 𝑦𝑦 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

⟹ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 − 𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑧𝑧𝑧𝑧 = 1 − 2𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 (3) 

ជំនសួ(3) ចូលក��ង(2) េយងទបា 

1 − 2𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 <
3
4
  

⟹ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 >
1
8
 (4) 

េយងេឃញថា(1) ផ��យនងឹ(4) ។ ដេូច�ះកសន�តថា(1 − 𝑥𝑥)𝑦𝑦 < 1
4

, (1 − 𝑦𝑦)𝑧𝑧 < 1
4
, (1 − 𝑧𝑧)𝑥𝑥 < 1

4
 

មិនអពតិេទ។ វ្រត ែតមាមួយែដលេស�1/4 រធំឺជាង។

 

4.  តង𝑟𝑟 ជចំននួចំណុចពណ៌្រកហម។ ត𝑏𝑏 ជចំននួចំណុចពណ៌េខៀវ។ េយងមាន

𝑏𝑏 + 𝑟𝑟 = 2009 ។ 

េយងដងឹថាគចំូណុចពណ៌្រកហមួយគែូដលឋិតេនេលរង�ង់ឯកតណមួយ វអឋិតេនេលរង�ង់

ឯកតបាែត 2 េផ្សគា ប៉ុ េ ណា �ះ។ ចំណុ ពណ៌្រកហមាចំននួ 𝑟𝑟 ដេូច�ះអបេង�តបាគចំូណុច

ចំននួ 

�
𝑟𝑟
2
� =

𝑟𝑟(𝑟𝑟 − 1)
2
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េផ្សគា �។ ដូេច�មាចំណុចពណ៌េខៀវយា៉ េ្រចន 

2.
𝑟𝑟(𝑟𝑟 − 1)

2
= 𝑟𝑟(𝑟𝑟 − 1) 

ដេូច�ះ 𝑏𝑏 ≤ 𝑟𝑟(𝑟𝑟 − 1) ។ េយងទបា 
2009 = 𝑏𝑏 + 𝑟𝑟 ≤ 𝑟𝑟(𝑟𝑟 − 1) + 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟2   ⟹ 𝑟𝑟 ≥ 45 

េយងមាន𝑏𝑏 ធំបំផតុេពល 𝑟𝑟 តចូបំផតុ ដេូច�ះេពល 𝑟𝑟 = 45 ⟹ 𝑏𝑏 = 2009 − 45 = 1964 ។ 
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