
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

កំែណវ���� 

សិស��ពូែកគណិតវ�ទ��វ័យេក�ង 

ឧបទ�ីប�ល់កង់ 
 

េដាយ លឹ យ សុវណ ុវ�ចិ  ្

1997- 2009 



វ��� សឆា � ១៩៩៧  -1-  http://www.dahlina.com/  

   

វ��� សឆា �ំ ១៩៩៧ 

1. ចូរបង �ថាចចំេព្របប បណា ចចណុចចចននួ្រចបួនាឋតិខក��កំរមួយមន្រុរង �ប មួយ

ឯកតាំរគតគតអចរករននវូចចនចុបីាគដលជកចពូលរប�ប ្តីំ កណមួយមន្កកលៃតូចជ 

1 8⁄  ។ 

2.  ំរឱ្ចចននួពតិ 𝑥𝑥,𝑦𝑦 គដល  

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2

𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2 +
𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 𝑘𝑘 

ចូររណន  
𝑥𝑥8 + 𝑦𝑦8

𝑥𝑥8 − 𝑦𝑦8 −
𝑥𝑥8 − 𝑦𝑦8

𝑥𝑥8 + 𝑦𝑦8 

ជអនរុមនល៍ន 𝑘𝑘 ។ 

3.  ត 𝐼𝐼 ជ�តិរបចរ រកក��្តីំ កណ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ាត 𝑁𝑁,𝑀𝑀 ជចចណុចកណា លរប�ប  𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ា

បនៃ តប 𝐴𝐴𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐼𝐼 កតប 𝑀𝑀𝑁𝑁 ្តប  𝐾𝐾 និ 𝐿𝐿 ំរៀគ� ។ាចូរបង �ថា
𝐴𝐴𝐼𝐼 +  𝐴𝐴𝐼𝐼 +  𝐴𝐴𝐼𝐼 >  𝐴𝐴𝐴𝐴 +  𝐾𝐾𝐿𝐿 

4.  ្តីំ កណមួយាមនកចរបចរ រកំ្្ំ�� 𝑅𝑅 និមន្រុ 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 គដល  

𝑅𝑅(𝑏𝑏 +  𝑐𝑐)  =  𝑎𝑎√𝑏𝑏𝑐𝑐 
ចូររណនមុច្តីំ កណំនព។ 

5.  ត 𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, … ,𝑛𝑛1998 ជចចននួរតបវរិ�មនាគដល  

𝑛𝑛1
2 + 𝑛𝑛2

2 + ⋯  + 𝑛𝑛1997
2 = 𝑛𝑛1998

2  
ចូរបង �ថាក��ចចំណមចចននួទចំនព មនំលខរូយា ំហចណ�បពរី។ 
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ដ�េណា្សស 

1. េយងែចកកេេេនាជកេេតចូៗចំននួបួនេស�គា  ដចូកា�ងេបូទ ី1។ កេេនមួិយៗមនេង សស ្រជងង

1 2⁄  ។ 

 
រូបទី 1 : កាែបងែចកច�នចុេ�កា�ងកេាតូច 

កា�ងចំេណមកេេតចូៗទងំេនា ្តូូ មនយាងេហចណសសកេេមួយែដលមនចំណជ ចយាងតចិចំននួ 3 

។ េយងពនិតិ្េលកេេមនចំណជ ចចំននួបីងដចូកា�ងេបូទ ី2 ។  

តងចំណជ ចេនាេដយង𝐴𝐴,𝐴𝐴,𝐴𝐴 ។ងេយងគសូ្បបបសចតជេកណែកងមួយចេ រកេ្រ្តេីកណង𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ 

េបកំពលូណមួយឋិតេនចំកំពលូេបសស ្បបបស  េយងទ្តេីកណេអយកំពលូេនាមក្តតួន រងកំពលូ

េបសសកេេេ្រ។ កេណីេនាជកំពលូ 𝐴𝐴 ។ងដេូចាា្តេីកណង𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 មកជ 𝐴𝐴′𝐴𝐴′𝐴𝐴′ ។ ្កឡៃផ�្ តេីកណង

𝐴𝐴′𝐴𝐴′𝐴𝐴′ េស� ង្កឡៃផ�្ តេីកណង𝐷𝐷𝐴𝐴′𝐴𝐴′ ែដលង𝐴𝐴′𝐷𝐷 ∥  𝐴𝐴′𝐴𝐴′។ េយងមនង  

𝑆𝑆𝐷𝐷𝐴𝐴′ 𝐴𝐴′  <  𝑆𝑆𝐹𝐹𝐴𝐴′ 𝐴𝐴′  <  𝑆𝑆𝐹𝐹𝐴𝐴′ 𝐸𝐸  =
1
8

  

ដេូចាា ្កឡៃផ�េបសស ្តេីកណ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 តចូជងង1 8⁄  េហយេស�ន រង 1 8⁄  ទលសែតងមនកំពលូពេីឋិតេល

កំពលូេបសសកេេ នងិមួយេទៀតស�ិតេល្ រជងឈមេបសសកេេ។ ែតកេណីេនាមិនអចេ្រាចំណជ ចទងំ

្រំបួនឋិតេនខងកា�ងកេេធំ ទងំបសស ។ 

1 

1
2

 

𝐹𝐹 
 𝐺𝐺 

𝐻𝐻 𝐼𝐼 
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រូបទី 2 : កេាែដដមនច�នចុបី 

2. េយងមន 

𝑘𝑘 =
𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2

𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2 +
𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 

=
2𝑥𝑥4 + 2𝑦𝑦4

𝑥𝑥4 − 𝑦𝑦4  

⟹
𝑘𝑘
2

=
𝑥𝑥4 + 𝑦𝑦4

𝑥𝑥4 − 𝑦𝑦4 

⟹
𝑘𝑘
2

+
2
𝑘𝑘

=
𝑥𝑥4 + 𝑦𝑦4

𝑥𝑥4 − 𝑦𝑦4 +
𝑥𝑥4 − 𝑦𝑦4

𝑥𝑥4 + 𝑦𝑦4 

= 2
𝑥𝑥8 + 𝑦𝑦8

𝑥𝑥8 − 𝑦𝑦8 

⟹  
𝑥𝑥8 + 𝑦𝑦8

𝑥𝑥8 − 𝑦𝑦8 =
𝑘𝑘
4

+
1
𝑘𝑘

=
𝑘𝑘2 + 4

4𝑘𝑘
 

⟹  
𝑥𝑥8 + 𝑦𝑦8

𝑥𝑥8 − 𝑦𝑦8 −
𝑥𝑥8 − 𝑦𝑦8

𝑥𝑥8 + 𝑦𝑦8 =
𝑘𝑘2 + 4

4𝑘𝑘
−

4𝑘𝑘
𝑘𝑘2 + 4

 

=
𝑘𝑘4 + 8𝑘𝑘2 + 16 − 16𝑘𝑘2

4𝑘𝑘(𝑘𝑘2 + 4)  

=
𝑘𝑘4 − 8𝑘𝑘2 + 16

4𝑘𝑘(𝑘𝑘2 + 4)  

=
(𝑘𝑘2 − 4)2

4𝑘𝑘(𝑘𝑘2 + 4) 

𝐹𝐹 
 

𝐺𝐺 ≡ 𝐴𝐴′  
 

𝐻𝐻 
 

𝐼𝐼 
 

𝐴𝐴 
 

𝐴𝐴 
 

𝐴𝐴 
 

𝐴𝐴′  
 

𝐴𝐴′  
 

𝐷𝐷 
 

𝐸𝐸 
 

1/2 
 

1/2 
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3. សូមពនិតិ្េបូទ ី3 ។ងេយងមនង𝐴𝐴𝐼𝐼 +  𝐴𝐴𝐼𝐼 >  𝐴𝐴𝐴𝐴 ពតិ តមូសិមភព្តេីកណ។ងេយងន រងបង 

ថង𝐴𝐴𝐼𝐼 >  𝐾𝐾𝐿𝐿 ។ 

េយងមនង 
∠ 𝐾𝐾𝐴𝐴𝑁𝑁 = ∠𝐾𝐾𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∠ 𝑁𝑁𝐾𝐾𝐴𝐴 ⟹𝑁𝑁𝐴𝐴 =  𝑁𝑁𝐾𝐾 
∠ 𝑀𝑀𝐴𝐴𝐿𝐿 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐿𝐿 = ∠ 𝑀𝑀𝐿𝐿𝐴𝐴 ⟹𝑀𝑀𝐿𝐿 =  𝑀𝑀𝐴𝐴 
𝐾𝐾𝐿𝐿 =  𝐾𝐾𝑁𝑁 +  𝐿𝐿𝑀𝑀 −  𝑀𝑀𝑁𝑁 

=
1
2
𝐴𝐴𝐴𝐴 +

1
2
𝐴𝐴𝐴𝐴 −

1
2
𝐴𝐴𝐴𝐴  

 
រូបទី3 : ស�នាួទី 3 

តងង𝑃𝑃,𝑄𝑄,𝑅𝑅 ជចំណជ ចបាាៃនេងងសផ�តិង𝐼𝐼 ជមួយ្រជង 𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐴𝐴𝐴𝐴 េយងមន 
𝐴𝐴𝑃𝑃 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝑃𝑃𝐴𝐴 
𝑃𝑃𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝑄𝑄 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐴𝐴𝑄𝑄 
𝐴𝐴𝑄𝑄 = 𝐴𝐴𝑅𝑅 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐴𝐴𝑅𝑅 
𝐴𝐴𝑅𝑅 = 𝐴𝐴𝑃𝑃 
⟹ 𝐴𝐴𝑃𝑃 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝑃𝑃𝐴𝐴 

= 𝐴𝐴𝐴𝐴 − (𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐴𝐴𝑄𝑄) 
= 𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐴𝐴𝑄𝑄 
= 𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐴𝐴𝑅𝑅 
= 𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐴𝐴𝑃𝑃 

⟹  𝐴𝐴𝑃𝑃 =
𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐴𝐴𝐴𝐴

2
  

ដេូចាាង𝐾𝐾𝐿𝐿 =  𝐴𝐴𝑃𝑃 ។ងេយងមនង 

𝐴𝐴 
 

𝐴𝐴 
 

𝐴𝐴 
 

𝑁𝑁 
 

𝑀𝑀 
 

𝐾𝐾 
 

𝐿𝐿 
 

𝐼𝐼 
 

𝑃𝑃 
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𝐴𝐴𝐼𝐼 = �𝐴𝐴𝑃𝑃2  + 𝑟𝑟2 = �𝐾𝐾𝐿𝐿2  +  𝑟𝑟2  > 𝐾𝐾𝐿𝐿 
ែដល  𝑟𝑟 ជកេំងងសចេ រកកា�ង។ ដេូចាាូសិមភពពតិ។ 

4. េយងមនង 𝑎𝑎 = 2𝑅𝑅 sin𝐴𝐴 ≤ 2𝑅𝑅 ដេូចាាង 

2√𝑏𝑏𝑐𝑐 ≥
𝑎𝑎
𝑅𝑅
√𝑏𝑏𝑐𝑐 = 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 ≥ 2√𝑏𝑏𝑐𝑐 

េយងមនសមភពទលសែតនងិមនែតង𝑏𝑏 =  𝑐𝑐 នងិង sin𝐴𝐴  =  1 ដេូចាាង𝐴𝐴 = 𝜋𝜋 2⁄  ។ 

5. េបមនពេីកា�ងចំេណមង𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, . . . ,𝑛𝑛1997 ជេលខគ ូេនាសំេណ ពតិ។ងេបមនែតមួយកា�ង

ចំេណម 𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, . . . ,𝑛𝑛1997 ជេលខគងូេនាងេយងមនចំននួេសសចំននួ 1996 នងិចំននួគមួូយ ដេូចាា

បូកចូលគា ងរនជេលខគងូ⟹  𝑛𝑛1998  ជេលខគ ូដេូចាាសំេណ ពតិ។ងបន� បសមកេទៀតងេយងន រងបង 

ថងបណា 𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, . . . ,𝑛𝑛1997 មិនអចជេលខេសសទងំបសស េទ។ងកេណីវេសសទងំបសស ងេយងទ

រនង𝑛𝑛1998 ជេលខេសស។ងេយងដរងថងកេេៃនចំននួេសសមួយងែចកន រង 8 សលសសំណលសមួយជនចិ�

េ្រា បណា កេេៃនចំននួេសសែដលមនរងង8𝑚𝑚 + 1; 8𝑚𝑚 + 3; 8𝑚𝑚 + 5; 8𝑚𝑚 + 7 មន 
(8𝑚𝑚 + 1)2 = 64𝑚𝑚2 + 16𝑚𝑚 + 1 ≡ 1 (mod 8) 
(8𝑚𝑚 + 3)2 = 64𝑚𝑚2 + 48𝑚𝑚 + 9 ≡ 1 (mod 8) 
(8𝑚𝑚 + 5)2 = 64𝑚𝑚2 + 80𝑚𝑚 + 25 ≡ 1 (mod 8) 
(8𝑚𝑚 + 7)2 = 64𝑚𝑚2 + 112𝑚𝑚 + 49 ≡ 1 (mod 8) 

ដេូចាាង 
𝑛𝑛1

2 + 𝑛𝑛2
2 + ⋯+ 𝑛𝑛1997

2  ≡ 1997 ≡ 5 (mod 8) 
𝑛𝑛1998

2 ≡ 1 (mod 8) 
ដេូចាាសមភព 𝑛𝑛1

2 + 𝑛𝑛2
2 + ⋯  + 𝑛𝑛1997

2 = 𝑛𝑛1998
2  មិនអចេផ��ងផ� តសរនេទ។ងមនននយថ 

𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, . . . ,𝑛𝑛1997 មិនអចជេលខេសសទងំបសស េទ។ 
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វ��� សឆា �ំ ១៩៩៨ 

 

1.  ចូរបង �ថាចចននួា111 … 11�������
1997

22 … 22�����
1998

5 (គដលមនំលខ 1 ចចននួា1997 ដានិាំលខ 2 

ចចននួ 1998 ដ) ជចចននួកំរ ។ 

2.  តា𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷𝐸𝐸 ជប��ំកណំរា គដលា𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐸𝐸 = 𝐴𝐴𝐷𝐷 =  1,∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∠𝐷𝐷𝐸𝐸𝐴𝐴 = 90° 

និា𝐴𝐴𝐴𝐴 +  𝐷𝐷𝐸𝐸 = 1 ។ាចូររណន្កឡលៃប��ំកណ។ 

3.  ចូររណន្របប រូចចននួរតបវរិ�មនា(𝑥𝑥,𝑦𝑦) គដល 

𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝑦𝑦𝑥𝑥−𝑦𝑦  

4.  ំតអចមនឬំទនវូ ំលខបីខៃបចចននួ 16 ំ្គ� ាគដលំៃ�ផៃ តប ាចចននួទច 16 មន�ចណលប

ំ្គ� ទចអ�ប ំពលគចកនរ 16 និ ចចននួទច16 ំនព ំ្បគតតួំ លខ ចចននួបីគតបាុំណា ព។ 
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ដ�េណា្សស 
 

1. តងង 

𝐴𝐴 = 111 … 11�������
1997

22 … 22�����
1998

5 

េយងទរន 
𝐴𝐴 = (101996 + 101995 + ⋯+ 10 + 1) × 101999 + 2(101997 + 101996 + ⋯+ 10 + 1) × 10

+ 5 

= 101999 1019997 − 1
9

+ 20
101998 − 1

9
+ 5 

=
(101998)2 + 10.101998 + 25 

9
 

= �
101998 + 5

3 �
2

 

េដយ 𝐴𝐴 ជចំននួគតសងដេូចាា 101998 +5
3

 ្តូូ ែតជចំននួគតសែដេ។ងដេូចាាង𝐴𝐴 ជចំននួកេេ។  

2. េយងពនិតិ្ចំណជ ចង𝑅𝑅 មួយឋិតេនេលបន� តសង𝐴𝐴𝐴𝐴 ែដលង𝐴𝐴𝑅𝑅 = 𝐷𝐷𝐸𝐸 ។ងដេូចាាង𝐴𝐴𝑅𝑅 = 𝐴𝐴𝑅𝑅 + 𝐴𝐴𝐴𝐴 =

𝐷𝐷𝐸𝐸 + 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1 ។ង្តេីកណ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑅𝑅 នងិង𝐴𝐴𝐸𝐸𝐷𝐷 បាជនគា ងេ្រាមនមជំ ែកងដចូគា ងនងិមន្រជងង

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐸𝐸,𝐴𝐴𝑅𝑅 = 𝐸𝐸𝐷𝐷។ ដេូចាាង𝐴𝐴𝑅𝑅 = 𝐴𝐴𝐷𝐷 ។ងេដយង𝐴𝐴𝐷𝐷 = 𝐴𝐴𝑅𝑅 = 1 េនា្តេីកណង𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷 នងិង𝐴𝐴𝐴𝐴𝑅𝑅 

កប៏ា ជនគា ែដេ។ 

   

រូបទី 1 : ស�នាួទី 2 

𝐴𝐴 
 

𝐴𝐴 
 

𝐴𝐴 
 

𝐷𝐷 
 

𝐸𝐸 
 

𝑅𝑅 
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ដេូចាា  
𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷𝐸𝐸 = 𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝑆𝑆𝐴𝐴𝐷𝐷𝐸𝐸 + 𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷  
= 𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝑅𝑅 + 𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷  
= 2 𝑆𝑆𝐴𝐴𝑅𝑅𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝑅𝑅.𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1 

 

3. េដយង𝑥𝑥𝑦𝑦 ∈  ℕ េនាង𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝑦𝑦𝑥𝑥−𝑦𝑦  ⟹ 𝑥𝑥 ≥  𝑦𝑦 ។ងកេណីង𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 េយងទរនង𝑥𝑥 =  𝑦𝑦 = 1 ។ង

កេណីង𝑥𝑥 > 𝑦𝑦  នងិងចំេរាង𝑥𝑥,𝑦𝑦 ≠  1 ⟹   𝑥𝑥 > 𝑦𝑦 ≥  2 េយងមនង𝑥𝑥 មនរងង𝑥𝑥 = 𝑦𝑦𝑛𝑛  ែដលង

𝑛𝑛 ∈  ℕ,𝑛𝑛 > 1 ។ េយងទរន 

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛 = 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑦𝑦𝑛𝑛−1−1� 
⟹   𝑛𝑛 = 𝑦𝑦𝑛𝑛−1 − 1 
⟹   𝑛𝑛 + 1 = 𝑦𝑦𝑛𝑛−1 ≥ 2𝑛𝑛−1 

ចំេរា្គបស ង𝑛𝑛 ≥  4 េយងមនង𝑛𝑛 + 1 ≤  2𝑛𝑛−1 ដេូចាា 𝑛𝑛 < 4 ។ 

ចំេរាង𝑛𝑛 = 3 េយងទរនង𝑦𝑦 = 2;  𝑥𝑥 = 8 

ចំេរាង𝑛𝑛 = 2 េយងទរនង𝑦𝑦 = 3;  𝑥𝑥 = 9 

ដេូចាាសមីកេមនចេម�យង(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = (1,1); (8,2); (9,2) ។ 

 

4. តងតេួលខែដលយកមកបេង�តចំននួទងំ16 េដយង𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ។ងជេលខពេីលខ 1 ដលសេលខ 9។ង

ចំននួទងំ 16 ែដលបេង�តេឡងេដយង𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 គងឺ𝑥𝑥𝑦𝑦𝑧𝑧����� ។ងចំននួទងំ 16 េនា្តូូ ែតមនរងង

16𝑚𝑚1, 16𝑚𝑚2 + 1, . . . ,16𝑚𝑚16 + 15 េដម្ីឱ្វមនសំណលសេផ្ងគា េពលែចកនរង 16។ងេយងេឃ

ថង𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 មិនអចេសសទងំបសស ឬគទូងំបសសរនេទងេ្រាេបមិនប��រងេទងេយងមិនអចេករន

សំណលសខជសគា ្គបស16 រនេទ(េ្រាេប 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 គទូងំបសស ងចំននួទងំេនា្តូូ ែតជចំននួគងូដេូចាាវ

មនរងង16𝑚𝑚1, 16𝑚𝑚2 + 2, . . . ,16𝑚𝑚16 + 14 អចមនសំណលសខជសគា េ្ចនបំផជតចំននួ 8។ងេប

េសសទងំបសស  ចំននួទងំេនា្តូូ មនងរងង16𝑚𝑚1 + 1,16𝑚𝑚2 + 3, . . . ,16𝑚𝑚16 + 15 អចមន

សំណលសខជសគា េ្ចនបំផជតចំននួ8។ )។ងដេូចាាកា�ងចំេណមង𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ្តូូ ែតមនយាងេហចណសស េលខ

គមួូយនងិយាងេហចេលខេសសមួយ។ងជដំបូងេយងសន�តថមនេលខេសសមួយនងិេលខគពូេី។ង

ដេូចាាសំណលសជចំននួេសសទងំ 8 (សំណលសែដលេស� ង1, 3, … , 15)្តូូ ែតរនមកពេីលខេសស 

ែដលេកតមកពកីេដកសតេួលខេសសមួយេនាេនខងចជង។ងតងបណា េលខែបបេនាេដយង𝑥𝑥𝑦𝑦𝑧𝑧����� ែដល 

𝑧𝑧 ជតេួលខេសស។ងេយងមនង𝑥𝑥𝑦𝑦𝑧𝑧����� = 𝑥𝑥𝑦𝑦���. 10 + 𝑧𝑧 ឱ្សំណលសេសសចំននួ 8 េផ្ងគា េពលេពលែចក

នរង 16 ដេូចាាង𝑥𝑥𝑦𝑦���. 10 ្តូូ ឱ្សំណលសគខូជសៗគា ចំននួយាងេហចណសសកង៏8 ែដេងេពលែចកនរង16 

េ្រាង𝑧𝑧 ឱ្សំណលសេសសេចួេហយ។ងេយងមន 9 េេបៀបកា�ងកេេ្រសេេ សេលខពេីខងេដមមកផ��ំជ 

ravi007
Underline

ravi007
Underline
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𝑥𝑥𝑦𝑦���  (េ្រាេលខខ�ងសទមួីយមនបីកេណីងគងឺ𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 េហយខ�ងសទពីេីរនបីកេណីែដេគងឺ𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧។ងេលខ

ទងំេនាមនដចូជង𝑥𝑥𝑥𝑥𝑧𝑧�����, 𝑥𝑥𝑦𝑦𝑧𝑧�����, 𝑧𝑧𝑥𝑥𝑧𝑧�����  , … )។ងចំននួទងំ9េនា្តូូ ែតមនរងង16𝑛𝑛1, 16𝑛𝑛2 +

2, . . . , 16𝑛𝑛8 + 14 េដម្ីឱ្វមនសំណលសគេូផ្ងគាយាងេហចណសស ចំននួង8 េពលែចកនរង 16 ។ង

ដេូចាាបន� បស ពែីចកន រងង2 េចួេហយ ពកួវមនរងង8𝑛𝑛1, 8𝑛𝑛2 + 1, . . . , 8𝑛𝑛8 + 7 ។ងមនននយថងកា�ង

ចំេណមចំននួគ9ូេនាង្តូូ មន4 ែដលឱ្សំណលសេសសេពលែចកនរង8 (សំណលសេបសស ង

8𝑛𝑛2 + 1, 8𝑛𝑛4 + 3 , … ,8𝑛𝑛8 + 7 )។ងមិនអចេ្រាង𝑥𝑥𝑦𝑦���  គ។ូង្រយប�� កសដចូគា កេណីមនេលខ

េសសពេីនងិេលខគមួូយ។     
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វ��� សឆា �ំ ១៩៩៩ 

 

1.  តា𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ជចចននួពតិ្រចគដលា𝑎𝑎3 + 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 0, 𝑏𝑏3 + 𝑏𝑏𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 0 និា𝑐𝑐3 + 𝑐𝑐𝑥𝑥 +

𝑦𝑦 = 0 ។ាំបា𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ជចចននួខុ�គ� ទចអ�ប ាចូរបង �ថាលបូករប�បវំ���ូន្។ 

2.  ចចំេព្របប ចចននួរតបមិនអវរិ�មន 𝑛𝑛 ំយតា𝐴𝐴𝑛𝑛  =  23𝑛𝑛 + 36𝑛𝑛+2 + 56𝑛𝑛+2 ។ា 

ចូរកចណតបតួគចករមួធចបចុតរប�ប ា𝐴𝐴0,𝐴𝐴1, . . . ,𝐴𝐴1999 ។ 

3.  តា𝑆𝑆 ជកំរមួយគដលមនរង �ប ្រុ 20 និ តា𝑀𝑀 ជ�ចណុច លនចចណុចគដលំកតមកពី

កចពូលរប�ប ា𝑆𝑆 និចចណុចចចននួ 1999 ំ្ំទៀតឋតិំនខក��  𝑆𝑆 ។ាចូរបង �ថាមន

្តីំ កណមួយាគដលកចពូលឋតិក���ចណុច  𝑀𝑀 និមន្កឡលៃយា ំ្ចនំ��ន រ 1 10⁄   ។ 

4.  ត 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ជ្តីំ កណមួយ គដលា𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ាតា𝐷𝐷 ∈  [𝐴𝐴𝐴𝐴] ជចចណុចមួយគដលា𝐴𝐴𝐴𝐴 >

 𝐴𝐴𝐷𝐷 >  𝐷𝐷𝐴𝐴 >  0 និតា𝒞𝒞1,𝒞𝒞2 ជរបចរ រកំ្្្តីំ កណា𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷 និា𝐴𝐴𝐷𝐷𝐴𝐴 ំរៀគ� ។ាតា

𝐴𝐴𝐴𝐴′ និា𝐴𝐴𝐴𝐴′ ជអ�តប�តិរប�ប របទចពរី និតា𝑀𝑀 ជចចណុចកណា លលនាB′C′ ។ាចូរបង �

ថា្កឡលៃ្តីំ កណ 𝑀𝑀𝐴𝐴𝐴𝐴 មនតលម�ំថរា(មនននយថាវមិនអ�នយនររំ្ម�លនចចណុច 𝐷𝐷  

ំទ)។ 
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ដ�េណា្សស 

1. េដយង𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ជចំននួពតិខជសៗគា ងដេូចាាពកួវជឬសពតិៃនសមីកេង𝑡𝑡^3 + 𝑥𝑥𝑡𝑡 + 𝑦𝑦 = 0 ។ងផល

បូកឬសទងំបីៃនសមីកេេនាេស�សូន្។ងដេូចាាង𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 0 ។ 

2. េយងមនង𝐴𝐴0 = 35 =  7. 5, 𝐴𝐴1 = 23 + 38  + 58 ≡  3 + 1 = 4 (mod 5) ។ងដេូចាាង5 មិន

ែមនជតែួចកេបសស  𝐴𝐴1 េទ។ងេយងមនង 
56𝑛𝑛 =   253𝑛𝑛 ≡  43𝑛𝑛 = 64𝑛𝑛 ≡ 1  (mod 7) 

36𝑛𝑛 =  272𝑛𝑛 ≡  1  (mod 7) 
 ដេូចាាង𝐴𝐴𝑛𝑛 ≡  1 +  9 + 25 =  35 ≡  0  (mod 7) មនននយថង7 ជតែួចកេបសស ្គបស  𝐴𝐴𝑛𝑛  ។ងដេូចាា

𝑃𝑃𝐺𝐺𝐴𝐴𝐷𝐷 េបសស ចំននួបសស េនាេស�ន រង 7 ។ 

3. េយងរបស ចំននួ្តេីកណែដលមិន្តតួពេីលគា តមែបបដចូតេទេនា។ងចំេរាចំណជ ចមួយងេយង

មន្តេីកណបួនែដលភ� បស ពចំីណជ ចេនាេទកំពលូទងំបួនេបសសកេេ។ងរលសេលក េពលេយងបែន�ម

ចំណជ ចមួយេទៀតងេបចំណជ ចេនាឋិតេនកា�ង្តេីកណែដលមន្របស ងេយងែចក្តេីកណេនាជបី។ 

េយងែថមរន្តេីកណចំននួ2 េទៀត េ្រាដក្តេីកណចសស មួយេចល។ 

 

រូបទី 1 : ស�នាួទី 3 

េបចំណជ ចែដល្តូូ ែថមឋិតេនេល្ រជងេមួៃន្តេីកណមន្របស ចំននួពេីងេនាេយងែចក្តេីកណ

េនាជ្តេីកណពេីតចូៗ។ងេយងែថមរន្តេីកណចំននួ2 េទៀត ។ 

តមេេបៀបខងេលេនាងេពលែថមចំណជ ចមួយេយងែថមរន្តេីកណចំននួ 2 ។ងដេូចាាចំេរាចំណជ ច

មន 1999 េយងមន្តេីកណមិន្តតួគា ចំននួង4 + 2.1998 = 4000 ។ង

្តីេកាំ4 ្តីេកាំ4 + 2 = 6 
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រូបទី 2 : ស�នាួទី 3 

្កឡៃផ�សេជបេស�ន រងង400 ដេូចាាជមធ្មង្តេីកណមួយមន្កឡៃផ�ង400/4000 = 1/10 ។ងេប

្តេីកណទងំបសស  សជទ�ែតមន្កកៃផ�ធំជងង1/10 េនា្កឡៃផ�សេជបន រងធំជងង4000.1/10 =

400 : មិន្តរម្តូូ ។ងដេូចាា្តូូ មនយាងេហចណសស ្តេីកណមួយែដលមន្កកៃផ�យាងេ្ចន 

1/10 ។  

4. តម្ទរសសីបទសជីនជស 

𝑎𝑎
sin𝐴𝐴

=
𝑏𝑏

sin𝐴𝐴
=

𝑐𝑐
sin𝐴𝐴

= 2𝑅𝑅 

ចំេរា្តេីកណង𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷 នងិង្តេីកណង𝐴𝐴𝐷𝐷𝐴𝐴 េយងទរន 

2𝑅𝑅1 =
𝐴𝐴𝐴𝐴

sin∠𝐴𝐴𝐷𝐷𝐴𝐴
 

2𝑅𝑅2 =
𝐴𝐴𝐴𝐴

sin∠𝐴𝐴𝐷𝐷𝐴𝐴
=

𝐴𝐴𝐴𝐴
sin(𝜋𝜋 − ∠𝐴𝐴𝐷𝐷𝐴𝐴) =

𝐴𝐴𝐴𝐴
sin∠𝐴𝐴𝐷𝐷𝐴𝐴

= 2𝑅𝑅2 

ដេូចាាង𝑅𝑅1 = 𝑅𝑅2 ែដលង𝑅𝑅1,𝑅𝑅2 ជកេំងងស𝒞𝒞1,𝒞𝒞2 េេៀងគា ។ងដេូចាាេងងសទងំពេីបា ជនគា ងេហយចតជេកណង

𝐴𝐴𝑂𝑂1𝐷𝐷𝑂𝑂2 ជ្បេលឡូ្ កមេស�។ង  

្តេីកណង𝐴𝐴′𝐷𝐷𝐴𝐴 ែកង្តងស ង𝐷𝐷 េ្រាចេ រកកន�ាេងងស។ង្តេីកណង𝐴𝐴′𝐷𝐷𝐴𝐴 ែកង្តងស ង𝐷𝐷 េ្រាចេ រកកន�ា

េងងស។ ដេូចាាង𝐷𝐷,𝐴𝐴′ ,𝐴𝐴′  េតស្តងសគា ។ង𝑀𝑀 កណា លង𝐴𝐴′𝐴𝐴′ ដេូចាា 

𝐷𝐷𝑀𝑀 =
𝐷𝐷𝐴𝐴′ + 𝐷𝐷𝐴𝐴′

2
 

តង 𝑁𝑁 ជចំណជ ច្បសព បង�តស្ទងូេបសស ្បេលឡូ្ កមេស� ង𝐴𝐴𝑂𝑂1𝐷𝐷𝑂𝑂2 នងិងតងង𝐸𝐸,𝐴𝐴′ ,𝑁𝑁′ ,𝐹𝐹 ជ

ចំេណលែកងេបសស ចំណជ ច 𝑂𝑂1,𝐴𝐴,𝑁𝑁,𝑂𝑂2 េលបន� តសង𝐴𝐴𝐴𝐴 េេៀងគា ។ងបង�តស 𝑂𝑂1𝐸𝐸 នងិង𝑂𝑂2𝐹𝐹 ជរត

មធ្មេបសស ្តេីកណង𝐴𝐴𝐴𝐴′𝐷𝐷 នងិង𝐴𝐴𝐷𝐷𝐴𝐴′ េេៀងគា ។ 

្តីេកាំ4 ្តីេកាំ4 + 2 = 6 
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រូបទី 3 : ស�នាួទី 4 

ដេូចាាេយងមន 

𝐷𝐷𝑀𝑀 =
𝐷𝐷𝐴𝐴′ + 𝐷𝐷𝐴𝐴′

2
=

2𝐸𝐸𝑂𝑂1 + 2𝐹𝐹𝑂𝑂2

2
= 𝐸𝐸𝑂𝑂1 + 𝐹𝐹𝑂𝑂2 

េដយបង�តសង𝑁𝑁𝑁𝑁′ ជរតមធ្មេបសស ចតជេកណរាយង𝐸𝐸𝐹𝐹𝑂𝑂2𝑂𝑂1 នងិង្តេីកណង𝐴𝐴𝐷𝐷𝐴𝐴′ េនា 

𝑁𝑁𝑁𝑁′ =
𝐸𝐸𝑂𝑂1 + 𝐹𝐹𝑂𝑂2

2
=
𝐷𝐷𝑀𝑀

2
 

𝑁𝑁𝑁𝑁′ =
𝐴𝐴𝐴𝐴′

2
 

⟹ 𝐴𝐴𝐴𝐴′ = 𝐷𝐷𝑀𝑀 
ដេូចាាង 

𝑆𝑆𝑀𝑀𝐴𝐴𝐴𝐴 =
𝑀𝑀𝐷𝐷.𝐴𝐴𝐴𝐴

2
=
𝐴𝐴𝐴𝐴′ .𝐴𝐴𝐴𝐴

2
= 𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  

ដេូចាា្កឡៃផ�្ តេីកណង𝑀𝑀𝐴𝐴𝐴𝐴 មនតៃម�េថេ។ 

 

 
 

𝐴𝐴 
 

𝐷𝐷 
 

𝐴𝐴 
 

𝐴𝐴 
 

𝐸𝐸 
 

𝐴𝐴′ 
 
𝑁𝑁′ 

 

𝐹𝐹 
 

𝐴𝐴′ 
 

𝑂𝑂2 

𝑂𝑂1 

𝐴𝐴′ 

𝑀𝑀 

𝑁𝑁 
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វ��� សឆា �ំ ២០០០ 

 

1.  តា𝑥𝑥 និា𝑦𝑦 ជចចននួពតិវរិ�មន គដល 

𝑥𝑥3 + 𝑦𝑦3 + (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)3 + 30𝑥𝑥𝑦𝑦 = 2000 
ចូរបង �ថា𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 10 ។ 

2.  ចូរកចណតប្របប ចចននួរតប ា𝑛𝑛 ≥  1 គដលា𝑛𝑛2 + 3𝑛𝑛  ជចចននួកំរ។ 

3.  កន�ពរប មួយមនអ�តប�តិ 𝐸𝐸𝐹𝐹 ្តវូរនដកបំល្រុ 𝐴𝐴𝐴𝐴 រប�ប ្តីំ កណ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ំហយវបាពនរ

្រុ 𝐴𝐴𝐴𝐴 និា𝐴𝐴𝐴𝐴 ្តបចចនចុ 𝑄𝑄 និា𝑃𝑃 ំរៀគ� ។ាចូរបង �ថាចចណុច្ប�ព 𝐾𝐾 រវបនៃ តប 𝐸𝐸𝑃𝑃 

និា𝐹𝐹𝑄𝑄 ឋតិំនំលកម��ប រូ�ំច�ព ី𝐴𝐴 រប�ប ្តីំ កណ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ 

4.  ករ្បកួតំតន��ីមួយាមន្បុ� 2𝑛𝑛 នកប  និ�ីា𝑛𝑛  នកបចូលរមួំល។ាកឡីករម� កប់្បកួតជ

មួយ្របប កឡីករំ្ំទៀត។ា្បុ�ឈ�ព 5/7 ដំធៀបនរ�ី។ាំដយដរថាគ� នរូ្បកួតណ

ំ��គ� ំទ។ាចូរកចណតបា𝑛𝑛 ។ 
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ដ�េណា្សស 

 

1. សមមភពសមមូលនរង 

[𝑥𝑥3 + 𝑦𝑦3 − 103 + 30𝑥𝑥𝑦𝑦] +  [(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)3 − 103] = 0 
េដយដរងថ 
𝑥𝑥3 + 𝑦𝑦3 − 103 + 30𝑥𝑥𝑦𝑦 = (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)3 − 103 − 3𝑥𝑥𝑦𝑦(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 30𝑥𝑥𝑦𝑦 

= (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 10)[(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)2 + 10(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 100] − 3𝑥𝑥𝑦𝑦(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 10) 
= (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 10)[(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)2 + 10(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 100− 3𝑥𝑥𝑦𝑦]   

 
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)3 − 103 = (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 10)[(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)2 + 10(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 100] 
 
[𝑥𝑥3 + 𝑦𝑦3 − 103 + 30𝑥𝑥𝑦𝑦] + [(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)3 − 103] 
= (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 10)[2(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)2 + 20(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 200 − 3𝑥𝑥𝑦𝑦] 
= (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 10)[2𝑥𝑥2 + 2𝑦𝑦2 + 20(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 𝑥𝑥𝑦𝑦 + 200] 
 

េយងមនង2𝑥𝑥2 + 2𝑦𝑦2 + 20(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 𝑥𝑥𝑦𝑦 + 200 > 0 េ្រាង𝑥𝑥,𝑦𝑦 ូរិ �មន។ងដេូចាាងផលគជណង

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 10)[2𝑥𝑥2 + 2𝑦𝑦2 + 20(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 𝑥𝑥𝑦𝑦 + 200] េស�សូន្ទលសែតង𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 10 ។ 

2. តងង𝑛𝑛2 + 3𝑛𝑛 = 𝑎𝑎2 ⟹ 3𝑛𝑛 = (𝑎𝑎 − 𝑛𝑛)(𝑎𝑎 + 𝑛𝑛) ។ងតងង 

𝑎𝑎 − 𝑛𝑛 = 3𝑥𝑥 ;  𝑎𝑎 + 𝑛𝑛 = 3𝑦𝑦 ;  𝑥𝑥 < 𝑦𝑦 ⟹ � 𝑛𝑛 = 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦
2𝑛𝑛 = 3𝑦𝑦 − 3𝑥𝑥

�   

េយងដរងថង 

� 3𝑦𝑦 − 3𝑥𝑥 ≥ 3𝑦𝑦 − 3𝑦𝑦−1 = 2.3𝑦𝑦−1

𝑛𝑛 = 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≤ 𝑦𝑦 − 1 + 𝑦𝑦 = 2𝑦𝑦 − 1
� 

⟹ 2.3𝑦𝑦−1 ≤ 2𝑛𝑛 ≤ 2(2𝑦𝑦 − 1) 
⟹  3𝑦𝑦−1 ≤ 2𝑦𝑦 − 1 
តងង𝑝𝑝 = 𝑦𝑦 − 1 ដេូចាា 3𝑝𝑝 ≤  2𝑝𝑝 + 1 ។ងែតតមូសិមភពែប៊នលូ*ី ចំេរាង𝑝𝑝 >  1 េយងមនង

3𝑝𝑝  >  2𝑝𝑝 + 1 ។ងដេូចាាងចំេរាង𝑝𝑝 = 1 េយងទរនង𝑦𝑦 = 2 ។ងចំេរាង𝑥𝑥 = 1 េយងទរនង

𝑛𝑛 = 3 េផ��ងផ� តស។ងចំេរាង𝑥𝑥 = 0 េយងទរនង𝑛𝑛 = 2 មិនេផ��ងផ� តស។ង 

ចំេរាង𝑝𝑝 = 0  េយងទរនង𝑦𝑦 = 1 នងិង𝑥𝑥 = 0 េយងទរនង𝑛𝑛 = 1 េផ��ងផ� តស។ 

ចេម�យង𝑛𝑛 = 1;  𝑛𝑛 = 3 ។ 
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3. តងង𝑂𝑂 ជផ�តិេបសស កន�ាេងងស ងនងិងតងង𝐻𝐻 ជចំេណលែកងេបសស ចំណជ ចង𝐾𝐾 េទេល្ រជង 𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ង

េយងពនិតិ្កេណីង𝑂𝑂 ឋិតេលបង�តសង𝐻𝐻𝐹𝐹 ។ងមជំ ង∠𝐸𝐸𝑃𝑃𝐹𝐹 រ� តសបង�តសផ�តិេបសស កន�ាេងងស ងដេូចាាជមជំ ែកងង

ដចូង∠𝐾𝐾𝐻𝐻𝐹𝐹 ែដេ។ងដេូចាាចតជេកណង𝐾𝐾𝐻𝐻𝐹𝐹𝑃𝑃 ចេ រកកា�ងេងងស  េហយ 
∠𝐾𝐾𝐻𝐻𝑃𝑃 = ∠𝐾𝐾𝐹𝐹𝑃𝑃 

ចំេរាកន�ាេងងសផ�តិង𝑂𝑂 េយងមនង∠𝑄𝑄𝐹𝐹𝑃𝑃 = 1
2
𝑄𝑄𝑂𝑂𝑃𝑃 ដេូចាា 

∠𝐾𝐾𝐻𝐻𝑃𝑃 = ∠𝐾𝐾𝐹𝐹𝑃𝑃 =
1
2
𝑄𝑄𝑂𝑂𝑃𝑃 

េយងមនង𝑂𝑂𝑃𝑃 ⊥ 𝐴𝐴𝐴𝐴 នងិង𝑂𝑂𝑄𝑄 ⊥ 𝐴𝐴𝐴𝐴 ដេូចាា្តេីកណង𝐴𝐴𝑂𝑂𝑃𝑃 នងិង𝐴𝐴𝑂𝑂𝑄𝑄 ជ្តេីកណែកងងេហយមនង

𝑂𝑂𝑃𝑃 = 𝑂𝑂𝑄𝑄 ដេូចាា 

∠𝐴𝐴𝑂𝑂𝑃𝑃 = ∠𝐴𝐴𝑂𝑂𝑄𝑄 =
1
2
∠𝑄𝑄𝑂𝑂𝑃𝑃 = ∠𝐾𝐾𝐻𝐻𝑃𝑃 

∠𝑃𝑃𝐻𝐻𝑂𝑂 = 90°− ∠𝐾𝐾𝐻𝐻𝑃𝑃;∠𝑃𝑃𝐴𝐴𝑂𝑂 = 90°− ∠𝐴𝐴𝑂𝑂𝑃𝑃 
⟹  ∠𝑃𝑃𝐻𝐻𝑂𝑂 = ∠𝑃𝑃𝐴𝐴𝑂𝑂 
⟹ ចតជេកណង𝐴𝐴𝑃𝑃𝑂𝑂𝐻𝐻 ជចតជេកណចេ រកកា�ងេងងស។ងដេូចាាមជំ ង∠𝐴𝐴𝐻𝐻𝑂𝑂 កជ៏មជំ ែកងែដេង⟹𝐴𝐴𝐻𝐻 ⊥

𝐴𝐴𝐴𝐴 ⟹𝐾𝐾 ∈ 𝐴𝐴𝐻𝐻 ។  
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កេណីង𝑂𝑂 ∈ [𝐸𝐸𝐻𝐻] េយង្រយប�� កសដចូគា ។ 

កេណីង𝐻𝐻 ≡ 𝑂𝑂 េនា្តេីកណង𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ជ្តេីកណសមរត។ងដេូចាាសំេណ ពតិ។ 

 

4. កឡីកេសេជបមនចំននួង3𝑛𝑛 នកស។ងចំននួ្បកតួសេជបមន 

�
3𝑛𝑛
2
� =

3𝑛𝑛(3𝑛𝑛 − 1)
2

 

េយងដរងថងកា�ង 12 ្បកតួ្បជសឈា ាង5 ដងង�សីឈា ាង7 ដង។ងដេូចាាចំននួ្បកតួែដល្បជសឈា ា

មនចំននួង 

𝐴𝐴 
 

𝐴𝐴 
 

𝐴𝐴 
 

𝑃𝑃 
 𝑄𝑄 

 

𝐸𝐸 
 

𝐹𝐹 
 

𝑂𝑂 
 

𝐻𝐻 
 

𝐾𝐾 
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5
12

3𝑛𝑛(3𝑛𝑛 − 1)
2

=
5𝑛𝑛(3𝑛𝑛 − 1)

8
  

ចំននួ្បកតួ្បជសន រង្បជសមនចំននួ 

�2𝑛𝑛
2 � =

2𝑛𝑛(2𝑛𝑛 − 1)
2

= 𝑛𝑛(2𝑛𝑛 − 1) 

កា�ងកេ្បកតួមួយេវង្បជសន រង្បជសង្តូូ ែតមន្បជសមា កសឈា ាងេ្រាគ� នបាកេស�។ងដេូចាាកា�ងកេ

្បកតួេវង្បជសន រង្បជសងទងំ 𝑛𝑛(2𝑛𝑛 − 1) ្បកតួេនាងមន្បជសឈា ាទងំបសស ។ងដេូចាា 
5𝑛𝑛(3𝑛𝑛 − 1)

8
≥ 𝑛𝑛(2𝑛𝑛 − 1) 

⟹ 15𝑛𝑛 − 5 ≥ 16𝑛𝑛 − 8 
⟹ 𝑛𝑛 ≤ 3 

បន� បសមកេទៀតងេយងដរងថង5𝑛𝑛(3𝑛𝑛 − 1) 8⁄  ្តូូ ែតជចំននួគតស។ងដេូចាាងមនែតង𝑛𝑛 = 3 ។ងដេូចាាមន

្បជសចំននួង6 នកសងនងិ�សីង3 នកស េហយជសេជបមនកឡីកេង9 នកស។ងង

 

សមា ដល 

* វ�ិមភពគប៊នលីូ 

ចេំពា្រគប់𝑥𝑥 ≥ −1 និង់ចនំនួរតប 𝑛𝑛 ≥ 0 េរមន់(1 + 𝑥𝑥)𝑛𝑛 ≥ 1 + 𝑛𝑛𝑥𝑥 ។ 
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វ��� សឆា �ំ ២០០១ 

1.  ំដព្រយ�មីករា𝑎𝑎3 + 𝑏𝑏3 + 𝑐𝑐3 = 2001 ក���ចណុច ចចននួរតបវរិ�មន។ 

2.  តា𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ជ្តីំ កណគដលមនា∠ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 90° និ 𝐴𝐴𝐴𝐴 ≠  𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ាតា𝐴𝐴𝐻𝐻 ជកម��ប ានិា𝐴𝐴𝐿𝐿 

ជកន�ពបនៃ តបពុពមុចក��។ា 

a) ចូរបង �ថាចចំេព្របប  𝑋𝑋 ≠  𝐴𝐴 ឋតិំនំលបនៃ តប ា𝐴𝐴𝐿𝐿 ំយមនា∠ 𝑋𝑋𝐴𝐴𝐴𝐴 ≠  ∠𝑋𝑋𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ា 

b) ចូរបង �គដរថាចចំេពា𝑌𝑌 ≠  𝐴𝐴 ឋតិំលបនៃ តប  𝐴𝐴𝐻𝐻 ំយមន ∠ 𝑌𝑌𝐴𝐴𝐴𝐴 ≠ ∠ 𝑌𝑌𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ 

 3.  តា𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ជ្តីំ កណ�មន្ានិា𝐷𝐷,𝐸𝐸 ជចចណុចមួយឋតិំល្រុ [𝐴𝐴𝐴𝐴] និា[𝐴𝐴𝐴𝐴] ំរៀគ� ។ា

ំប 𝐷𝐷𝐹𝐹,𝐸𝐸𝐺𝐺 (គដលា𝐹𝐹 ∈  𝐴𝐴𝐸𝐸,𝐺𝐺 ∈  𝐴𝐴𝐷𝐷) ជអ�តបពុពមុចក��លន្តីំ កណា𝐴𝐴𝐷𝐷𝐸𝐸 ចូរបង �ថា

លបូក្កឡលៃ្តីំ កណា𝐷𝐷𝐸𝐸𝐹𝐹 និា𝐷𝐷𝐸𝐸𝐺𝐺 យា ំ្ចនំ��ន រ្កឡលៃ្តីំ កណ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ាំតវ

ំ��គ� ំពលណ?។ 

4.   តា𝑁𝑁 ជពហុំកណំរា គដលមនកចពូលចចននួ 1415 មនបរមិ្តា2001 ។ាចូរបង �ថ 

ំយអចរករនកចពូលបីលន 𝑁𝑁 គដលបំ� តរនជ្តីំ កណមួយ គដលមន្កឡលៃតចូជ 1 

។  
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ដ�េណា្សស 

 

1. េដយសមីកេគ� នលក�ណៈពេិសសណមួយទកសទងន រងលំដបស េបសស ង𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ដំបូងេយងសន�តថង

𝑎𝑎 ≤ 𝑏𝑏 ≤ 𝑐𝑐 ។ េយងមនង13 + 103 + 103 = 2001 ។ងេយងន រងបង ថង(1,10,10) ជឬសែត

មួយគតសែដលេផ��ងផ� តសង𝑎𝑎 ≤ 𝑏𝑏 ≤ 𝑐𝑐 ។ង

ជដំបូងេយង្រយប�� កសបទគន�រាមួយសិន 

គទរន�ឹា៖់េគើ់𝑛𝑛 ជចនំនួរតប់េនា់𝑛𝑛3 េពលែចកនឹង់9 សលប់0,1 ឬ់−1 ។ 

េគើ់𝑛𝑛 = 3𝑘𝑘 េនា់9|𝑛𝑛3 ។ 

េគើ់𝑛𝑛 = 3𝑘𝑘 ± 1 េនា 𝑛𝑛3 = 27𝑘𝑘3 ± 27𝑘𝑘2 + 9𝑘𝑘 ± 1 ≡ ±1 (mod 9)  

េដយង2001 = 9.222 + 3 ≡ 3 (mod 9) េនាង

𝑎𝑎3 + 𝑏𝑏3 + 𝑐𝑐3 = 2001 ⟹ 𝑎𝑎3 ≡ 1 (mod 9); 𝑏𝑏3 ≡ 1 (mod 9); 𝑐𝑐3 ≡ 1 (mod 9);  ។ងដេូចាាង

𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ជចំននួែដលមនរងង3𝑘𝑘 + 1 ។ងេយងន រងតៃម�េបសស ង𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 កា�ងសំណជំ ង{1,4,7,10,13, … } ។ 

េបង𝑐𝑐 ≥ 13 េនាង𝑐𝑐3 ≥ 2197 > 2001 = 𝑎𝑎3 + 𝑏𝑏3 + 𝑐𝑐3 មិនពតិ។ 

េបង𝑐𝑐 ≤ 7 េនាង2001 = 𝑎𝑎3 + 𝑏𝑏3 + 𝑐𝑐3 ≤ 3.73 = 1029  មិនពតិ។ងដេូចាាង𝑐𝑐 = 10។ងេយងទរនង

𝑎𝑎3 + 𝑏𝑏3 = 1001 ។ងេបង𝑏𝑏 < 𝑐𝑐 = 10 េនាង𝑎𝑎 ≤ 𝑏𝑏 ≤ 7 េនាង1001 = 𝑎𝑎3 + 𝑏𝑏3 ≤ 2.73 = 686 

មិនពតិ។ងដេូចាាង𝑏𝑏 = 10 េហយង𝑎𝑎 = 1 ។ 

ដេូចាាង(𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐) ∈ {(1,10,10), (10,1,10), (10,10,1)}  ។ 

2. a)េបង∠𝑋𝑋𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∠𝑋𝑋𝐴𝐴𝐴𝐴 េនាង្តេីកណង𝑋𝑋𝐴𝐴𝐴𝐴 បាជន្តេីកណង𝑋𝑋𝐴𝐴𝐴𝐴 ដេូចាាង𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ផ��យ

ពសីម�តកិម�។ងដេូចាាង∠𝑋𝑋𝐴𝐴𝐴𝐴 ≠ ∠𝑋𝑋𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ 

b) សន�តផ��យពសំីេណ ថងមនង𝑌𝑌 ឋិតេលបន� តសង𝐴𝐴𝐻𝐻 េផ��ងផ� តសង∠𝑌𝑌𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∠𝑌𝑌𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ងតម្ទរសាីបទ

សជីនជសង 
𝐴𝐴𝑌𝑌

sin∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝑌𝑌
= 2𝑅𝑅1;

𝐴𝐴𝑌𝑌
sin∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝑌𝑌

= 2𝑅𝑅2 

⟹ 𝑅𝑅1 = 𝑅𝑅2 
េយងទរនងេងងស ង𝒞𝒞1 មនកងំ𝑅𝑅1 នងិង𝒞𝒞2 មនក ំ𝑅𝑅2 ចេ រកេ្រ្តេីកណង𝐴𝐴𝑌𝑌𝐴𝐴 នងិង𝐴𝐴𝑌𝑌𝐴𝐴 មនទំហំ

បាជនគា ។ ដេូចាាង𝐴𝐴𝐻𝐻 = 𝐴𝐴𝐻𝐻 (េ្រាង𝐴𝐴𝐴𝐴 ⊥ 𝐴𝐴𝑌𝑌)ដេូចាា្តេីកណង𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ជ្តេីកណសមរតកំពលូង𝐴𝐴 

ផ��យពសីម�តកិម�។ 
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រូបទី 1 : ស�នាួទី 2 

3. េយងមន 

∠𝐴𝐴𝐺𝐺𝐸𝐸 = ∠𝐴𝐴𝐷𝐷𝐸𝐸 + ∠𝐺𝐺𝐸𝐸𝐷𝐷 = ∠𝐴𝐴𝐷𝐷𝐸𝐸 +
1
2
∠𝐷𝐷𝐸𝐸𝐴𝐴 

= ∠𝐴𝐴𝐷𝐷𝐸𝐸 +
1
2

[180° − ∠𝐴𝐴𝐷𝐷𝐸𝐸 − ∠𝐷𝐷𝐴𝐴𝐸𝐸] 

= ∠𝐴𝐴𝐷𝐷𝐸𝐸 +
1
2

[180° − ∠𝐴𝐴𝐷𝐷𝐸𝐸 − 60°] 

= 60° +
1
2
∠𝐴𝐴𝐷𝐷𝐸𝐸 

នងិ 

∠𝐷𝐷𝐹𝐹𝐸𝐸 = ∠𝐴𝐴𝐷𝐷𝐹𝐹 + ∠𝐷𝐷𝐴𝐴𝐹𝐹 =
1
2
∠𝐴𝐴𝐷𝐷𝐸𝐸 + 60° 

⟹  ∠𝐴𝐴𝐺𝐺𝐸𝐸 = ∠𝐷𝐷𝐹𝐹𝐸𝐸                                           (1) 
តងង𝐼𝐼 ជចំណជ ច្បសព េវងបន� តសង(𝐷𝐷𝐹𝐹) នងិង(𝐸𝐸𝐺𝐺) នងិងតងង𝑀𝑀 ជចំណជ ចមួយឋិតេនេលបង�តសង

[𝐷𝐷𝐸𝐸] ែដលង∠𝐷𝐷𝐼𝐼𝑀𝑀 = ∠𝐷𝐷𝐼𝐼𝐺𝐺 ។ងដេូចាាងΔ𝐷𝐷𝐼𝐼𝑀𝑀 ≡ Δ𝐷𝐷𝐼𝐼𝐺𝐺 េយងទរន 
𝐷𝐷𝑀𝑀 = 𝐷𝐷𝐺𝐺,                                                        (2) 
∠𝐷𝐷𝑀𝑀𝐼𝐼 = ∠𝐷𝐷𝐺𝐺𝐼𝐼                                               (3) 

តមង(3) េយងទរនង∠𝐼𝐼𝑀𝑀𝐸𝐸 = ∠𝐴𝐴𝐺𝐺𝐼𝐼 = ∠𝐴𝐴𝐺𝐺𝐸𝐸 េហយតមង(1) ែថមេទៀតងេយងទរនង

∠𝐼𝐼𝑀𝑀𝐸𝐸 = ∠𝐴𝐴𝐺𝐺𝐼𝐼 = ∠𝐴𝐴𝐺𝐺𝐸𝐸 = ∠𝐷𝐷𝐹𝐹𝐸𝐸 ។ងដេូចាាង∠𝐼𝐼𝑀𝑀𝐸𝐸 = ∠𝐷𝐷𝐹𝐹𝐸𝐸 ⟹ Δ𝐼𝐼𝑀𝑀𝐸𝐸 ≡ 𝐼𝐼𝐹𝐹𝐸𝐸  
⟹𝑀𝑀𝐸𝐸 = 𝐹𝐹𝐸𝐸                                                        (4) 

តមង(2) នងិង(4) េយងទរន 

𝐷𝐷𝐸𝐸 = 𝐷𝐷𝑀𝑀 + 𝑀𝑀𝐸𝐸 = 𝐷𝐷𝐺𝐺 + 𝐸𝐸𝐹𝐹             (5) 
េងងសចេ រកកា�ង្តេីកណង𝐴𝐴𝐷𝐷𝐸𝐸 មនផ�តិង𝐼𝐼 េហយមនកតំងេដយង𝑟𝑟 ។ តមង(5) េយងមន 

𝐴𝐴 
 

𝐴𝐴 
 

𝐴𝐴 
 

𝐻𝐻 
 

𝐿𝐿 
 

𝑋𝑋 
 

𝑌𝑌 
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𝑆𝑆𝐼𝐼𝐷𝐷𝐺𝐺 + 𝑆𝑆𝐼𝐼𝐸𝐸𝐹𝐹 =
1
2
𝑟𝑟.𝐷𝐷𝐺𝐺 +

1
2
𝑟𝑟.𝐸𝐸𝐹𝐹 =

1
2
𝑟𝑟. (𝐷𝐷𝐺𝐺 + 𝐸𝐸𝐹𝐹) =

1
2
𝑟𝑟.𝐷𝐷𝐸𝐸 = 𝑆𝑆𝐼𝐼𝐷𝐷𝐸𝐸  

ដេូចាា 
𝑆𝑆𝐷𝐷𝐸𝐸𝐺𝐺 + 𝑆𝑆𝐷𝐷𝐸𝐸𝐹𝐹 = 𝑆𝑆𝐼𝐼𝐷𝐷𝐺𝐺 + 𝑆𝑆𝐼𝐼𝐷𝐷𝐸𝐸 + 𝑆𝑆𝐼𝐼𝐷𝐷𝐸𝐸 + 𝑆𝑆𝐼𝐼𝐸𝐸𝐹𝐹 = 3𝑆𝑆𝐼𝐼𝐷𝐷𝐸𝐸     (6) 

េយងដរងថងេប 𝑀𝑀 ជចំណជ ចមួយឋិតេនេលធា�ង𝑋𝑋𝑌𝑌 (𝑀𝑀 ែ្ប្បួលេដយេក្ង∠𝑋𝑋𝑀𝑀𝑌𝑌 េថេ) េនា

្កឡៃផ�្ តេីកណង𝑀𝑀𝑋𝑋𝑌𝑌 ធំបំផជតេពលង𝑀𝑀 ឋិតេនចំកណា លធា�ង𝑋𝑋𝑌𝑌 ។ង 

ដេូចាាងេបង𝐼𝐼 ែ្ប្បួលេដយេក្ង∠𝐷𝐷𝐼𝐼𝐸𝐸 េថេងេនា្កឡៃផ� 𝐷𝐷𝐼𝐼𝐸𝐸 ធំបំផជតេពលង𝐼𝐼 ≡ 𝑃𝑃 ែដលង

𝑃𝑃𝐷𝐷 = 𝑃𝑃𝐸𝐸,∠𝐷𝐷𝑃𝑃𝐸𝐸 = ∠𝐷𝐷𝐼𝐼𝐸𝐸  ឬង𝑆𝑆𝐼𝐼𝐷𝐷𝐸𝐸 ≤ 𝑆𝑆𝑃𝑃𝐷𝐷𝐸𝐸  ។ 

 

រូបទី 2 : ស�នាួទី 3 

េយងមនង∠𝐷𝐷𝐼𝐼𝐸𝐸 = 180° − ∠𝐼𝐼𝐷𝐷𝐸𝐸 − ∠𝐼𝐼𝐸𝐸𝐷𝐷 = 180° − 1
2

(∠𝐴𝐴𝐷𝐷𝐸𝐸 + ∠𝐴𝐴𝐸𝐸𝐷𝐷) = 180° −
1
2

(180° − ∠𝐷𝐷𝐴𝐴𝐸𝐸) = 180° − 1
2

(180° − 60°) = 120° ។ងដេូចាា្តេីកណសមរតង𝐷𝐷𝑃𝑃𝐸𝐸 មនង

∠𝐷𝐷𝑃𝑃𝐸𝐸 = 120° ។ 

តងង𝑂𝑂 ជផ�តិេង�ងសចេ រកេ្រ្តេីកណង𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ងដេូចាាង∠𝐴𝐴𝑂𝑂𝐴𝐴 = 2 ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 120° ។ងេយងទ

រន្តេីកណងΔ𝐷𝐷𝑃𝑃𝐸𝐸 នងិ Δ𝐴𝐴𝑂𝑂𝐴𝐴 ដចូគា ។ងដេូចាាង𝑆𝑆𝐷𝐷𝑃𝑃𝐸𝐸 ≤ 𝑆𝑆𝐴𝐴𝑂𝑂𝐴𝐴  េដយបង�ទងំពេីេស�គា េពលង

𝐷𝐷 ≡ 𝐴𝐴;𝐸𝐸 ≡ 𝐴𝐴។ងេយងទរន 
𝑆𝑆𝐼𝐼𝐷𝐷𝐸𝐸 ≤ 𝑆𝑆𝐴𝐴𝑂𝑂𝐴𝐴                                       (7) 

តមង(6) នងិង(7) េយងទរន 

𝑆𝑆𝐷𝐷𝐸𝐸𝐺𝐺 + 𝑆𝑆𝐷𝐷𝐸𝐸𝐹𝐹 = 3𝑆𝑆𝐼𝐼𝐷𝐷𝐸𝐸 ≤ 3𝑆𝑆𝐴𝐴𝑂𝑂𝐴𝐴 = 𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  
ដេូចាាសំេណ ពតិ។ងសមភពេកតេឡងេពលង𝐷𝐷 ≡ 𝐴𝐴 នងិង𝐸𝐸 ≡ 𝐴𝐴 ។ 

4. ពហជ េកណេរាងមនង1415 ្រជងងេហយមនបេមិ្តង2001 ។ងតង𝐴𝐴1, 𝐴𝐴2, …  , 𝐴𝐴1415  ជ

កំពលូេបសស ពហជ េកណ។ងេយងសន�តថង្តេីកណទងំបសស ែដលេកតេឡងេដយកំពលូបីតេេៀង
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 𝐺𝐺 
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គា េបសស ពហជ េកណងមន 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3, 𝐴𝐴2𝐴𝐴3𝐴𝐴4, … , 𝐴𝐴1414𝐴𝐴1415𝐴𝐴1, 𝐴𝐴1415𝐴𝐴1𝐴𝐴2 សជទ�ែតមន្កឡ

ៃផ�ធំជង 1 ទងំបសស ។ 

កា�ង្តេីកណង𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 មួយេយងមន 
2𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴.𝐴𝐴𝐴𝐴. sin∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ≤ 𝐴𝐴𝐴𝐴.𝐴𝐴𝐴𝐴 

ដេូចាាង2 ≤ 2𝑆𝑆𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 ≤ 𝐴𝐴1𝐴𝐴2.𝐴𝐴2𝐴𝐴3 ។ងេហយតមូសិមភពកសូជី ងេយងទរន 

𝐴𝐴1𝐴𝐴2 + 𝐴𝐴2𝐴𝐴3 ≥ 2 �𝐴𝐴1𝐴𝐴2.𝐴𝐴2𝐴𝐴3 ≥ 2√2 
ដចូគា ងេយងទរន 

𝐴𝐴2𝐴𝐴3 + 𝐴𝐴3𝐴𝐴4 ≥ 2√2 
… 
𝐴𝐴1414𝐴𝐴1415 + 𝐴𝐴1415𝐴𝐴1 ≥ 2√2 
𝐴𝐴1415𝐴𝐴1 + 𝐴𝐴1𝐴𝐴2 ≥ 2√2 

បូកូសិមភពទងំង1415 េនាប���លគា ងេយងទរន 

2(𝐴𝐴1𝐴𝐴2 + 𝐴𝐴2𝐴𝐴3 + ⋯+ 𝐴𝐴1414𝐴𝐴1415 + 𝐴𝐴1415𝐴𝐴1) ≥ 1415.2√2 
⇔ 2.2001 ≥ 1415.2√2 
⟺ 4004001 ≥ 4004450 

មិនពតិ។ ដេូចាាកា�ងចំេណម្តេីកណទងំបសស ែដលេកតេឡងេដយកំពលូបីតេេៀងគា េបសស

ពហជ េកណង្តូូ ែតមនយាងេហចណសស មួយងែដលមន្កឡៃផ�តចូជងង1 ។ 
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វ��� សឆា �ំ ២០០២ 

 

1.  ្តីំ កណ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 មនា𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ា𝑃𝑃 ជចចណុចមួយឋតិំលរបចរ រកំ្្្តីំ កណ ំនចំន� ពា

𝐴𝐴 និា𝐴𝐴 (ំហយឋតិំនមា ម� កបលន 𝐴𝐴 ំធៀបនរា𝐴𝐴𝐴𝐴 )។ា𝐷𝐷 ជចចំណលគកពចីចណុច 𝐴𝐴 ំទំលា

𝑃𝑃𝐴𝐴 ។ាចូរបង �ថា𝑃𝑃𝐴𝐴 + 𝑃𝑃𝐴𝐴 = 2𝑃𝑃𝐷𝐷 ។ 

2.  របពរីមន�តិ 𝑂𝑂1 និា𝑂𝑂2 កតបគ� ្តបចចណុច 𝐴𝐴 និា𝐴𝐴 គដល�តិរប�ប របទចពរីឋតិំនមា 

ម� កបលនបនៃ តប 𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ាបនៃ តប 𝐴𝐴𝑂𝑂1 និា𝐴𝐴𝑂𝑂2 កតបរប រប�បខ��នមាំទៀត្តប ា𝐴𝐴1 និា𝐴𝐴2 ។ាតា

𝑀𝑀 ជចចណុចកណា លលន 𝐴𝐴1𝐴𝐴2 ។ាតា𝑀𝑀1,𝑀𝑀2 ជចចណុចឋតិំលរប គដលមន�តិ 𝑂𝑂1 និា𝑂𝑂2 

ំរៀគ� ាគដល ∠ 𝐴𝐴𝑂𝑂1𝑀𝑀1  = ∠ 𝐴𝐴𝑂𝑂2𝑀𝑀2  និា𝐴𝐴1 ឋតិំលធ��តូច 𝐴𝐴𝑀𝑀1 រឯី 𝐴𝐴 ឋតិំលធ��តូចា𝐴𝐴𝑀𝑀2 ។ា

ចូរបង �ថា∠ 𝑀𝑀𝑀𝑀1𝐴𝐴 = ∠ 𝑀𝑀𝑀𝑀2𝐴𝐴 ។ 

3.  ចូររក្របប ចចននួរតបវរិ�មន 𝑁𝑁 គដលមនតគួចកវរិ�មនចចននួ 16 រតបារាឺ1 =  𝑑𝑑1  <  𝑑𝑑2  < . . . <

 𝑑𝑑16  =  𝑁𝑁  គដលតគួចក 𝑑𝑑𝑘𝑘  ំ��ន រា(𝑑𝑑2 + 𝑑𝑑4)𝑑𝑑6 ចចំេព  𝑘𝑘 = 𝑑𝑑5 ។ 

4.  ចូរបង �ថាចចំេព្របប ចចននួពតិវរិ�មនា𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 វ�ិមភពខំ្កមពតិ 

1
𝑏𝑏(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) +

1
𝑐𝑐(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) +

1
𝑎𝑎(𝑐𝑐 + 𝑎𝑎) ≥

27
2(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)2 
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ដ�េណា្សស 

 

1.  បន� យបង�តសង𝑃𝑃𝐴𝐴  ឱ្រនបង�តសង𝐴𝐴𝑀𝑀 = 𝐴𝐴𝑃𝑃 ។ េយងមនង 

∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝑃𝑃 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝑃𝑃;  ∠𝐴𝐴𝑃𝑃𝐴𝐴 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴   
∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝑀𝑀 = 180° − ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 − ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝑃𝑃  
∠𝑃𝑃𝐴𝐴𝐴𝐴 = 180° − ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝑃𝑃 − ∠𝐴𝐴𝑃𝑃𝐴𝐴 = 180° − ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝑃𝑃 − ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  

⟹   ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝑀𝑀 = ∠𝑃𝑃𝐴𝐴𝐴𝐴 
⟹ ្តេីកណង𝐴𝐴𝐴𝐴𝑀𝑀 នងិង𝐴𝐴𝐴𝐴𝑃𝑃 បាជន គា  ⟹ 𝐴𝐴𝑃𝑃 = 𝐴𝐴𝑀𝑀 ⟹ ្តេីកណងΔ𝐴𝐴𝑃𝑃𝑀𝑀 ជ្តេីកណសមរត។ង

េដយង𝐴𝐴𝐷𝐷 ⊥ 𝑃𝑃𝑀𝑀 ដេូចាាង𝐷𝐷 ជចំណជ ចកណា លង𝑃𝑃𝑀𝑀 ដេូចាា 
2𝑃𝑃𝐷𝐷 = 𝑃𝑃𝑀𝑀 = 𝑃𝑃𝐴𝐴 + 𝐴𝐴𝑀𝑀 = 𝑃𝑃𝐴𝐴 + 𝑃𝑃𝐴𝐴 

ដចូចងសរន។ 

 
រូបទី 1 : ស�នាួទី 1 

2. េយងមនង∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴1 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 90° ដេូចាាង𝐴𝐴1,𝐴𝐴,𝐴𝐴2 េតស្តងសគា ។ លក�ខណ� ង∠𝐴𝐴𝑂𝑂1𝑀𝑀1 =

∠𝐴𝐴𝑂𝑂2𝑀𝑀2 ⟹∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝑀𝑀1 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴2𝑀𝑀2 (េ្រាង𝐴𝐴;𝐴𝐴2 ឋិតេនខងធា�តចូដចូគា )។ងេដយងចតជេកណ 

𝐴𝐴𝐴𝐴1𝑀𝑀1𝐴𝐴 ចេ រកកា�ងេនាង∠𝐴𝐴𝐴𝐴1𝑀𝑀1 = 𝜋𝜋 − ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝑀𝑀1 េហយេដយង𝐴𝐴𝐴𝐴2𝑀𝑀2𝐴𝐴 ចេ រកកា�ងេងងស ងេនា 

∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝑀𝑀2 = 𝜋𝜋 − ∠𝐴𝐴𝐴𝐴2𝑀𝑀2 ⟹  ∠𝐴𝐴𝐴𝐴1𝑀𝑀1 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝑀𝑀2 ។ងដេូចាា 
∠𝐴𝐴𝐴𝐴1𝑀𝑀1 + ∠𝐴𝐴𝐴𝐴2𝑀𝑀2 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝑀𝑀2 + ∠𝐴𝐴𝐴𝐴2𝑀𝑀2 = 180° 
∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝑀𝑀1 + ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝑀𝑀2 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝑀𝑀1 + ∠𝐴𝐴𝐴𝐴1𝑀𝑀1 = 180°  

ដេូចាាងបន� តសង(𝑀𝑀1𝐴𝐴1) ∥ (𝑀𝑀2𝐴𝐴2) េហយងចំណជ ចង𝑀𝑀1,𝐴𝐴,𝑀𝑀2 េតស្តងសគា ។ 

𝐴𝐴 
 

𝐴𝐴 
 

𝐴𝐴 
 

𝑀𝑀 
 

𝑃𝑃 
 

𝐷𝐷 
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េយងន រងបង ថង𝑀𝑀𝑀𝑀1 = 𝑀𝑀𝑀𝑀2 ។ងេយងដរងថង𝑀𝑀1𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝑀𝑀2 ជចតជេកណរាយងែដលមនង

∠𝐴𝐴1𝑀𝑀1𝐴𝐴 = ∠𝐴𝐴2𝑀𝑀2𝐴𝐴 = 90° ។ងេយងមនង𝑀𝑀 កណា លង𝐴𝐴1𝐴𝐴2 ។ងរតមធ្មេបសស ចតជេកណរាយ

េនាកតសតមង𝑀𝑀 េហយែកងន រងង𝑀𝑀1𝑀𝑀2 ្តងស ចំណជ ចកណា ល។ងដេូចាាង𝑀𝑀𝑀𝑀1 = 𝑀𝑀𝑀𝑀2 ។ 

ដេូចាា្តេីកណង𝑀𝑀𝑀𝑀1𝑀𝑀2 សមរត ⇒ ∠𝑀𝑀𝑀𝑀1𝐴𝐴 = ∠𝑀𝑀𝑀𝑀2𝐴𝐴 ។ 

 
រូបទី 2 : ស�នាួទី 2 

3. េប 𝑁𝑁 មនតែួចកបឋមចំននួបួនេផ្ងគា  េនាចំននួតែួចកសេជបេបសស  𝑁𝑁 េស�ន រងង1 + �4
1� +

�4
2� + �4

3� + �4
4� = 1 + 4 + 6 + 4 + 1 = 16 ែដលកា�ងេនាង1 ជង𝑑𝑑1 = 1 ។ងេដយង𝑁𝑁 មនតែួចក

ែតង16 ដេូចាាង𝑁𝑁 មនតែួចកបឋមេ្ចនមិនេលសពបួីនេទ។ 

េបង𝑑𝑑 > 2 ជចំននួគងូជតែួចកេបសស ង𝑁𝑁 េនាង2 កជ៏តែួចកមួយេបសស ង𝑁𝑁 ែដេងដេូចាាង𝑑𝑑2 = 2 េ្រា 𝑑𝑑2 

តចូជងេគេហយធំជងង1។ 

េប្គបសតែួចកេបសស ង𝑁𝑁 ជចំននួេសសងេនាង𝑑𝑑𝑘𝑘 = (𝑑𝑑2 + 𝑑𝑑4)𝑑𝑑6 ជចំននួគងូផ��យកេសន�ត។ងដេូចាាង

𝑑𝑑2 = 2 ។ង 

េដយង 𝑑𝑑𝑘𝑘 = (𝑑𝑑2 + 𝑑𝑑4)𝑑𝑑6  ⟹ 𝑑𝑑𝑘𝑘 > 𝑑𝑑6  ⟹ 𝑘𝑘 > 6  ⟹ 𝑑𝑑5 = 𝑘𝑘 > 6 ⟹ 𝑑𝑑5 ≥ 7 ។ង(𝑑𝑑2 + 𝑑𝑑4) 

ជតែួចកេបសស  𝑑𝑑𝑘𝑘  ដេូចាាកជ៏តែួចកេបសស ង𝑁𝑁 ែដេ។ងេបង(𝑑𝑑2 + 𝑑𝑑4) < 𝑑𝑑5 េនាេយងមនតែួចកេបសស ង

𝑁𝑁 ែដលង𝑑𝑑4 < 𝑑𝑑2 + 𝑑𝑑4 < 𝑑𝑑5 ផ��យពសីម�តកិម� ែដលគ� នតែួចកេផ្ងេទៀតចេន� ាង𝑑𝑑4 នងិង𝑑𝑑5។ង

ដេូចាាង(𝑑𝑑2 + 𝑑𝑑4) ≥ 𝑑𝑑5 ។ងេយងទរន 
𝑑𝑑2 + 𝑑𝑑4 = 2 + 𝑑𝑑4 ≥ 𝑑𝑑5 ≥ 7 
𝑑𝑑4 ≥ 5 

េយងមនង𝑑𝑑4 < 𝑑𝑑5   ⟹ 𝑑𝑑4 + 1 ≤ 𝑑𝑑5 ≤ 𝑑𝑑4 + 2  ⟹ 𝑑𝑑5 = 𝑑𝑑4 + 1 ឬង𝑑𝑑5 = 𝑑𝑑4 + 2 ។ 

• កេណីង𝑑𝑑5 = 𝑑𝑑4 + 1 េយងទរនង𝑑𝑑𝑘𝑘 = (𝑑𝑑5 + 1)𝑑𝑑6 ដេូចាាង(𝑑𝑑5 + 1) ជតែួចកេបសស ង

𝑑𝑑𝑘𝑘  កជ៏តែួចកមួយេបសស ង𝑁𝑁 ែដេ។ងេដយង𝑑𝑑5 < 𝑑𝑑6  ⟺ 𝑑𝑑5 < 𝑑𝑑5 + 1 ≤ 𝑑𝑑6 េហយតែួចក

េបសស ង𝑁𝑁 មនង… < 𝑑𝑑4 < 𝑑𝑑5 < 𝑑𝑑6 < 𝑑𝑑7 < ⋯ េនាង𝑑𝑑6 = 𝑑𝑑5 + 1 ។ងេយងទរនង
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𝑑𝑑6 = 𝑑𝑑4 + 2 ។ងដេូចាាង𝑑𝑑4,𝑑𝑑5 = 𝑑𝑑4 + 1,𝑑𝑑6 = 𝑑𝑑4 + 2 ជចំននួគតសបីបនសបន� បសគា ងេហយ

ជតែួចកេបសស ង𝑁𝑁 ។ង្តូូ ែតមនមួយកា�ងចំេណមតែួចកបសស េនាែដលែចកដចសន រង 3 ។ង

ដេូចាាង3 កជ៏តែួចកេបសស ង𝑁𝑁 ែដេ។ងដេូចាាង𝑑𝑑3 = 3 ។ េដយង𝑑𝑑2 = 2 នងិង𝑑𝑑3 = 3 ជតែួចក

េបសស ង𝑁𝑁 េនាង6 = 2.3 កជ៏តែួចកេបសស ង𝑁𝑁 ែដេ។ងេដយង𝑑𝑑6 > 𝑑𝑑5 ≥ 7 េនាមនែត 

𝑑𝑑4 = 6  ⟹ 𝑑𝑑5 = 7;𝑑𝑑6 = 8 = 4.2 េនាង4 កជ៏តែួចកេបសស ង𝑁𝑁 ែដេងដេូចាាង𝑑𝑑4 = 4 ≠ 6 

ផ��យពកីេសន�ត។ 

• កេណីង𝑑𝑑5 = 𝑑𝑑4 + 2 

i) កេណី 4|𝑁𝑁 ។ងេដយង𝑑𝑑4 ≥ 5 េនាង𝑑𝑑3 = 4 ⟹ 8|𝑁𝑁 ។ងេដយង𝑑𝑑6 ≥ 8 េនាង𝑑𝑑4 = 8;ឬ 𝑑𝑑5 = 8 

ឬង𝑑𝑑6 = 8 ។ 

េបង𝑑𝑑4 = 8 េនាង𝑑𝑑5 = 10 ⟹ 5|𝑁𝑁 ⟹ 𝑑𝑑4 = 5 ≠ 8 ខជស។ 

េបង𝑑𝑑5 = 8 េនាង𝑑𝑑4 = 6 ⟹ 3|𝑁𝑁 ⟹ 𝑑𝑑3 = 3 ≠ 4 ខជស។ 

េបង𝑑𝑑6 = 8 េនាង𝑑𝑑5 = 7;𝑑𝑑4 = 5 ⟹ 10|𝑁𝑁  ។ េយងមនង𝑑𝑑𝑘𝑘 = (𝑑𝑑2 + 𝑑𝑑4)𝑑𝑑6 ;𝑘𝑘 = 𝑑𝑑5 = 7  ⟹

𝑑𝑑7 = (𝑑𝑑2 + 𝑑𝑑4)𝑑𝑑6   ⟺ 𝑑𝑑7 = (2 + 5)8 = 56 > 10 ផ��យន រងង10|𝑁𝑁 ។ 

ដេូចាាង4 មិនែមនជតែួចកេបសស ង𝑁𝑁 េទ។ 

ii) កេណី 3|𝑁𝑁 េយងទរនង𝑑𝑑3 = 3 ។ ដេូចាាង6|𝑁𝑁 ។ងេដយង𝑑𝑑5 ≥ 7 េនាង𝑑𝑑4 = 6 ⟹ 𝑑𝑑5 =

8 ⟹ 4|𝑁𝑁 ខជស។ 

ដេូចាាង3 នងិង4 ែចកង𝑁𝑁 មិនដចស  ⟹ 𝑑𝑑3 ≥ 5 នងិង𝑑𝑑4 ≥ 7 (េ្រាង6 មិនែមនជតែួចក)។ងេដយង𝑁𝑁 

នងិង2 + 𝑑𝑑4 មិនែមនជពហជគជណៃនង4 េហយង𝑑𝑑2 = 2 េនាេយងទរនង2 + 𝑑𝑑4 ជចំននួេសស។ង

េដយង2 + 𝑑𝑑4 នងិង𝑑𝑑4 ែចកមិនដចសន រងង3 េយងទរនង𝑑𝑑4 = 3𝑘𝑘 + 2 ែដលង𝑘𝑘 ជចំននួគតស។ង

េដយង𝑑𝑑4 ជចំននួេសស  េនាង𝑑𝑑4 = 6𝑙𝑙 + 5 ែដលង𝑙𝑙 ជចំននួគតស។ងេដយង𝑑𝑑5 ≤ 16 េយងទរនង
𝑑𝑑4 + 2 ≤ 16 ⟹ 𝑑𝑑4 ≤ 14 ⟹ 7 ≤ 𝑑𝑑4 ≤ 16 ⟹ 7 ≤ 6𝑙𝑙 + 5 ≤ 16 ⟹ 0,33 ≤ 𝑙𝑙 ≤ 1,83 ⟹
𝑙𝑙 = 1 ⟹ 𝑑𝑑4 = 11 ⟹ 𝑑𝑑5 = 13 ។ 

េដយង2.𝑑𝑑3 ជតែួចកេបសស ង𝑁𝑁 េហយធំជងឬេស� 𝑑𝑑4 = 11 ⟹ 𝑑𝑑3 ≥ 5,5 ⟹ 𝑑𝑑3 ≥ 6 ។ងជងេនា

េទេទៀតង𝑑𝑑3 < 𝑑𝑑4 = 11 ⟹ 𝑑𝑑3 = {7; 10} ។ងេដយង𝑑𝑑3 មិនអចេស� 10 េទេ្រាេបមិនប��រង 

5 < 𝑑𝑑3 កជ៏តែួចកេបសស  𝑁𝑁 ែដេ។ងដេូចាាង𝑑𝑑3 = 7 ។ង 

េយងទរនង𝑑𝑑1 = 1;𝑑𝑑2 = 2;𝑑𝑑3 = 7;𝑑𝑑4 = 11;𝑑𝑑5 = 13 ។ងដេូចាាង𝑁𝑁 = 2.7.11.13 = 2002 ។ 

តែួចកេផ្ងេទៀតមនង𝑑𝑑6 = 14;𝑑𝑑7 = 22;𝑑𝑑8 = 26;𝑑𝑑9 = 77;𝑑𝑑10 = 91; … ។   

 



វ��� សឆា � ២០០២  -27-  http://www.dahlina.com/  

   

4. តមូសិមភពកសូជី 

�
1

𝑏𝑏(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) +
1

𝑐𝑐(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) +
1

𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 𝑐𝑐)�
3
≥

27
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)(𝑐𝑐 + 𝑎𝑎) 

ម ា្ងូិេទៀត 

�
2(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)

3 �
3

= �
(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) + (𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) + (𝑐𝑐 + 𝑎𝑎)

3 �
3

≥ (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)(𝑐𝑐 + 𝑎𝑎) 

�
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

3
�

3

≥ 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 

⟹ 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)(𝑐𝑐 + 𝑎𝑎) ≤
8

272 (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)6 

⟹
1

𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)(𝑐𝑐 + 𝑎𝑎) ≥
272

8
.

1
(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)6 

⟹
27

𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)(𝑐𝑐 + 𝑎𝑎) ≥
273

23 .
1

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)6 

⟹  �
1

𝑏𝑏(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) +
1

𝑐𝑐(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) +
1

𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 𝑐𝑐)�
3
≥

273

23 .
1

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)6 

⟹  
1

𝑏𝑏(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) +
1

𝑐𝑐(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) +
1

𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 𝑐𝑐) ≥
27

2(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)2 

ពតិ។ 
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វ��� សឆា �ំ ២០០៣ 

 

1.  តា𝑛𝑛 ជចចននួរតបវរិ�មន។ាចចននួា𝐴𝐴 មួយមន 2𝑛𝑛 ខៃប  គដលខៃបនមួិយ់ជំលខ 4 និាចចននួ 𝐴𝐴 

មួយមនា𝑛𝑛 ខៃប ាគដលខៃបនមួិយ់ជំលខ 8 ។ាចូរបង �ថា𝐴𝐴 + 2𝐴𝐴 + 4 ជចចននួកំរ។ 

2.  �ន�តថាមនចចណុចចចននួ 𝑛𝑛 ឋតិក��ប�ប មួយាគដលគ� នចចនចុបីណរតប្តបគ� ាំហយមនលកាណៈា

េបើេគដកល ប់ កច�ាុចទ�ងេនាេដសំA1, A2, … , An  តាាេបៀបណក៏់នំេនាអង�តលកចលចុា

កចលេឡើងំA1A2. . . An  ាិន្បសសពខប�នឯងេទ។  

ចូរកចណតបតលម�ធចបចុតរប�ប ា𝑛𝑛 ។ 

3.  តា𝐷𝐷,𝐸𝐸,𝐹𝐹 ជចចណុចកណា លលនធ�� 𝐴𝐴𝐴𝐴� ,𝐴𝐴𝐴𝐴� ,𝐴𝐴𝐴𝐴�  រប�ប របចរ រកំ្្្តីំ កណ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 គដលគ� ន

ចចណុចា𝐴𝐴,𝐴𝐴,𝐴𝐴 ំរៀគ� ។ា  �ន�តថាបនៃ តប  𝐷𝐷𝐸𝐸 កតប 𝐴𝐴𝐴𝐴 និា𝐴𝐴𝐴𝐴 ្តប  𝐺𝐺 និា𝐻𝐻 និាតា𝑀𝑀 

ជចចណុចកណា លលនអ�តប ា𝐺𝐺𝐻𝐻 ។ា�ន�តថា𝐹𝐹𝐷𝐷 កតបា𝐴𝐴𝐴𝐴 និា𝐴𝐴𝐴𝐴 ្តប  𝐾𝐾 និា𝐽𝐽 ំហយតា𝑁𝑁 

ជចចណុចកណា លាអ�តប ា𝐾𝐾𝐽𝐽 ។  

a) ចូរកចណតបមុចលន្តីំ កណា𝐷𝐷𝑀𝑀𝑁𝑁 ។ 

b) ចូរបង �ថាំបា𝑃𝑃 ជចចណុច្ប�ពលនបនៃ តប ា𝐴𝐴𝐷𝐷 និា𝐸𝐸𝐹𝐹 ំនព�តិរប�ប របចរ រកំ្្

្តីំ កណា𝐷𝐷𝑀𝑀𝑁𝑁 ឋតិំលរបចរ រកំ្្្តីំ កណា𝑃𝑃𝑀𝑀𝑁𝑁 ។  

4.  ំរឱ្ 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 >  −1 ។ាចូរបង �ថ 

1 + 𝑥𝑥2

1 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧2 +
1 + 𝑦𝑦2

1 + 𝑧𝑧 + 𝑥𝑥2 +
1 + 𝑧𝑧2

1 + 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦2 ≥ 2 
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ដ�េណា្សស 

1. តងង𝐴𝐴 = 44 … 4���
2𝑛𝑛

;𝐴𝐴 = 88 … 8���
𝑛𝑛

 ។ងដេូចាា 

𝐴𝐴 = 4(102𝑛𝑛−1 + 102𝑛𝑛−2 + ⋯+ 1) = 4.
102𝑛𝑛 − 1

9
 

𝐴𝐴 = 8(10𝑛𝑛−1 + 10𝑛𝑛−2 + ⋯+ 1) = 8
10𝑛𝑛 − 1

9
  

⟹ 𝐴𝐴 + 2𝐴𝐴 + 4 = 4
102𝑛𝑛 − 1

9
+ 16

10𝑛𝑛 − 1
9

+ 4 

=
4
9

(102𝑛𝑛 − 1 + 4.10𝑛𝑛 − 4 + 9) 

=
4
9

(102𝑛𝑛 + 4.10𝑛𝑛 + 4) 

= �
2
3

(10𝑛𝑛 + 2)�
2
 

េដយង𝐴𝐴 + 2𝐴𝐴 + 4 ជចំននួគតសងេនាង2
3

(10𝑛𝑛 + 2) ជចំននួគតសង⟹ 𝐴𝐴 + 2𝐴𝐴 + 4 ជចំននួកេេ។ង

2. កា�ងចំេណមចំណជ ច 5 េនកា�ងប�ងស មួយ ែដលគ� នចំណជ ច 3 ណេតស្តងសគា ងេគអចេករនចំណជ ច4 

ែដលបេង�តរនចតជេកណេរាងជនចិ�។ េ្រា 

េយងពនិតិ្ចំណជ ចង5 េនកា�ងប�ងស មួយ។ងដំបូងេយងពនិតិ្ចំណជ ចបីកា�ងចំេណមចំណជ ចទងំ្រំេនា

សិន។ងេយងគសូបន� តសភ� បស ចំណជ ចទងំបីង𝐴𝐴;𝐴𝐴;𝐴𝐴 ជ្តេីកណមួយ។ងតងចំណជ ចទបួីនងនងិទី្ រំ

េដយង𝐷𝐷;𝐸𝐸 ។ងេបមនមួយកា�ងចំេណមង𝐷𝐷 ឬង𝐸𝐸 ឋិតេនេ្រ្តេីកណ, ឧបមថង𝐷𝐷 េនាេយងអច

បេង�តរនចតជេកណេរាងង𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷 ។ងដេូចាាេយងពនិតិ្កេណីងវឋិតេនកា�ង្តេីកណទងំពេី។ 

 

រូបទី 1 : ច�ាុច្ �់កា�ងបបង� 

𝐴𝐴 

𝐴𝐴 
𝐴𝐴 

𝐷𝐷 
𝐸𝐸 

𝐴𝐴 

𝐴𝐴 
𝐴𝐴 

𝐷𝐷 

𝐸𝐸 
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េយងសងស ្តេីកណង𝐴𝐴𝐷𝐷𝐴𝐴;𝐴𝐴𝐷𝐷𝐴𝐴;𝐴𝐴𝐷𝐷𝐴𝐴 ។ងេដយគ� នចំណជ ចបីេតស្តងសគា េនាង𝐸𝐸 ្តូូ ឋិតេនខងកា�ង

្តេីកណមួយកា�ងចំេណមេនា។ងេយងសន�តថងវឋិតេនកា�ង្តេីកណង𝐴𝐴𝐷𝐷𝐴𝐴 ។ងេយងគសូបន� តសង

(𝐴𝐴𝐷𝐷) ។ងេដយគ� នចំណជ ចបីេតស្តងសគា េនាង𝐸𝐸 មិន្តូូ ឋិតេនេលបន� តសង(𝐴𝐴𝐷𝐷) េទ។ងសន�តថវឋិត

េនខងម� ងដចូេបូ។ងកា�ងកេណីេនាងេយងសងសរនចតជេកណេរាងង𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷𝐸𝐸 ។ងដេូចាាសំេណ ពតិ។ 

បន� បសមកេទៀតចំេរា្គបសចតជេកណេរាងទងំបសស ងេយងអចគសូបង�តសភ� បស កំពលូេបសស វងែដល

កតសគា ជនចិ�។ងបង�តសេនាជបង�តស្ទងូេបសស ចតជេកណ។ 

 

រូបទី 2 : កាាីអង�តលំA1A2A3A4 កតលខប�នវ 

 

ដេូចាាចំននួចំណជ ចមិនអចេលសពបួីនរនេទ។ងកា�ងកេណីចំណជ ចបួនងេបចំណជ ចទងំេនាបេង�តរនជ

ចតជេកណេរាងេនាវកមិ៏នអចែដេ។ងកេណីចំណជ ចទងំបួនបេង�តរនជចតជេកណផតងដចូជ

កេណីចំណជ ចទបួីនដកសេនចំផ�តិ្តេីកណសមនង្មួយងេនាេទាជេយងេដបក្េង𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3𝐴𝐴4 តម

លំដបសណកវ៏មិនកតសគា ែដេ។ 

 

រូបទី 3 : កាាីអង�តលំA1A2A3A4 ាិនកតលខប�នវ 

 

ដេូចាាង𝑛𝑛 ធំបំផជតេស� ង4 ។ 

 

𝐴𝐴1 
𝐴𝐴2 

𝐴𝐴3 

𝐴𝐴4 

𝐴𝐴1 

𝐴𝐴2 

𝐴𝐴3 

𝐴𝐴4 
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3. a) េយងន រងបង ថង(𝐽𝐽𝐻𝐻) ∥ (𝐴𝐴𝐴𝐴) េដយបង ថង 

𝐴𝐴𝐽𝐽
𝐴𝐴𝐴𝐴

=
𝐴𝐴𝐻𝐻
𝐴𝐴𝐴𝐴

 

តងង𝑂𝑂 ជផ�តិេងងស។ង(𝑂𝑂𝐸𝐸) កតសង(𝐴𝐴𝐴𝐴) ្តងស ចំណជ ចង𝐸𝐸′  កណា លង[𝐴𝐴𝐴𝐴] េហយង𝑂𝑂𝐸𝐸 ⊥ 𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ េយង

មនង𝐴𝐴𝐻𝐻 = 𝐴𝐴𝐸𝐸′ + 𝐸𝐸′𝐻𝐻 ។ងេយងមនង 
∠𝐴𝐴𝑂𝑂𝐴𝐴 = 2𝐴𝐴 = 2∠𝐴𝐴𝑂𝑂𝐸𝐸′ = 2∠𝐸𝐸′𝑂𝑂𝐴𝐴 
∠𝐴𝐴𝑂𝑂𝐴𝐴 = 2𝐴𝐴 = 2∠𝐷𝐷𝑂𝑂𝐴𝐴 
⟹ ∠𝐷𝐷𝑂𝑂𝐸𝐸 = ∠𝐷𝐷𝑂𝑂𝐴𝐴 + ∠𝐴𝐴𝑂𝑂𝐸𝐸′ = 𝐴𝐴 + 𝐴𝐴 

⟹  ∠𝑂𝑂𝐸𝐸𝐷𝐷 = ∠𝑂𝑂𝐷𝐷𝐸𝐸 =
𝜋𝜋 − (𝐴𝐴 + 𝐴𝐴)

2
=
𝐴𝐴
2

 

តមេេបៀបដចូគា េយងទរន 

∠𝑂𝑂𝐷𝐷𝐹𝐹 =
𝐴𝐴
2

 

តងង𝑅𝑅 ជកេំងងស។ងេយងមន 
𝐴𝐴𝐸𝐸′ = 𝑅𝑅 sin∠𝐴𝐴𝑂𝑂𝐸𝐸′ = 𝑅𝑅 sin𝐴𝐴 ;𝐴𝐴𝐴𝐴 = 2𝑅𝑅 sin𝐴𝐴 
𝑂𝑂𝐸𝐸′ = 𝑅𝑅 cos∠𝐴𝐴𝑂𝑂𝐸𝐸′ = 𝑅𝑅 cos𝐴𝐴 

⟹   𝐸𝐸𝐸𝐸′ = 𝑂𝑂𝐸𝐸 − 𝑂𝑂𝐸𝐸′ = 𝑅𝑅 − 𝑅𝑅 cos𝐴𝐴 = 2𝑅𝑅 sin2 𝐴𝐴
2

 

⟹𝐸𝐸′𝐻𝐻 = 𝐸𝐸𝐸𝐸′ tan∠𝑂𝑂𝐸𝐸𝐷𝐷 = 2𝑅𝑅 sin2 𝐴𝐴
2

tan
𝐴𝐴
2

 

⟹𝐴𝐴𝐻𝐻 = 𝐴𝐴𝐸𝐸′ + 𝐸𝐸′𝐻𝐻 = 𝑅𝑅 sin𝐴𝐴 + 2𝑅𝑅 sin2 𝐴𝐴
2

tan
𝐴𝐴
2

 

⟹
𝐴𝐴𝐻𝐻
𝐴𝐴𝐴𝐴

=
𝑅𝑅 sin𝐴𝐴 + 2𝑅𝑅 sin2 𝐴𝐴

2 tan𝐴𝐴2
2𝑅𝑅 sin𝐴𝐴

 

=
2 sin𝐴𝐴2 cos𝐴𝐴2 + 2 sin2 𝐴𝐴

2 tan𝐴𝐴2
4 sin𝐴𝐴2 cos𝐴𝐴2

 

=
cos𝐴𝐴2 cos𝐴𝐴2 + sin𝐴𝐴2 sin𝐴𝐴2

cos𝐴𝐴2 cos𝐴𝐴2
 

=
cos𝐴𝐴 − 𝐴𝐴

2
cos𝐴𝐴2 cos𝐴𝐴2

 

តមេេបៀបដចូគា  េយងទរន 

𝐴𝐴𝐽𝐽
𝐴𝐴𝐴𝐴

=
cos𝐴𝐴 − 𝐴𝐴

2
cos𝐴𝐴2 cos𝐴𝐴2
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ដេូចាា 
𝐴𝐴𝐽𝐽
𝐴𝐴𝐴𝐴

=
𝐴𝐴𝐻𝐻
𝐴𝐴𝐴𝐴

 

 

 

រូបទី 4 : ស�នាួទីំ3 

ដេូចាាង(𝐽𝐽𝐻𝐻) ∥ (𝐾𝐾𝐺𝐺) ។ងេដយង𝑀𝑀,𝑁𝑁 ចំណជ ចកណា លង[𝐺𝐺𝐻𝐻], [𝐽𝐽𝐾𝐾] េនាង(𝑀𝑀𝑁𝑁) ∥ (𝐾𝐾𝐺𝐺) ។ងេយងមន 

∠𝑁𝑁𝑀𝑀𝐷𝐷 = ∠𝐾𝐾𝐺𝐺𝐷𝐷 = 90° − ∠𝑂𝑂𝐷𝐷𝐸𝐸 = 90° −
𝐴𝐴
2

 

∠𝑀𝑀𝑁𝑁𝐷𝐷 = ∠𝐺𝐺𝐾𝐾𝐷𝐷 = 90° − ∠𝑂𝑂𝐷𝐷𝐹𝐹 = 90° −
𝐴𝐴
2

 

∠𝐾𝐾𝐷𝐷𝐺𝐺 = ∠𝑂𝑂𝐷𝐷𝐸𝐸 + ∠𝑂𝑂𝐷𝐷𝐹𝐹 =
𝐴𝐴 + 𝐴𝐴

2
= 90° −

𝐴𝐴
2

 

ដេូចាា 

𝐷𝐷 = 90° −
𝐴𝐴
2

;  𝑀𝑀 = 90° −
𝐴𝐴
2

;𝑁𝑁 = 90° −
𝐴𝐴
2

 

b) តងង𝐼𝐼, 𝐿𝐿 ជចំណជ ច្បសព ៃនង(𝐹𝐹𝐸𝐸) ជមួយនរងង[𝐴𝐴𝐴𝐴] នងិង[𝐴𝐴𝐴𝐴] ។ងេយងន រងបង ថង𝑃𝑃 ជចំណជ ច

កណា លៃនង[𝐼𝐼𝐿𝐿] េដយបង ថង្តេីកណងΔ𝐼𝐼𝐴𝐴𝑃𝑃 ≡ Δ𝐿𝐿𝐴𝐴𝑃𝑃 ។ងេយងមនង∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷 = ∠𝐷𝐷𝐴𝐴𝐴𝐴 នងិង𝐴𝐴𝑃𝑃 

ជ្រជងេមួ។ងដេូចាាេយងបង ថង∠𝐴𝐴𝐼𝐼𝑃𝑃 = ∠𝐴𝐴𝑃𝑃𝐿𝐿 មួយេទៀតជកេេ�សច។ងេយងមន 

∠𝐹𝐹𝐷𝐷𝐸𝐸 =
𝜋𝜋
2
−
𝐴𝐴
2

;  ∠𝐹𝐹𝐸𝐸𝐷𝐷 =
𝜋𝜋
2
−
𝐴𝐴
2

;  ∠𝐸𝐸𝐹𝐹𝐷𝐷 =
𝜋𝜋
2
−
𝐴𝐴
2

 

∠𝐴𝐴𝐿𝐿𝑃𝑃 = ∠𝐸𝐸𝐿𝐿𝐻𝐻 = 𝜋𝜋 − (∠𝐿𝐿𝐸𝐸𝐻𝐻 + ∠𝐸𝐸𝐻𝐻𝐿𝐿) 

𝐴𝐴 
 

𝐴𝐴 
 

𝐴𝐴 

𝐷𝐷 
 

𝐸𝐸 
 

𝐹𝐹 
 

𝐺𝐺 
 

𝐻𝐻 
 

𝐾𝐾 
 

𝐽𝐽 
𝑂𝑂 
 

𝐸𝐸′ 
 

𝑀𝑀 𝑁𝑁 

𝑃𝑃 
𝐼𝐼 

𝐿𝐿 

𝑂𝑂1 
F 

𝑂𝑂2 
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= 𝜋𝜋 −
𝜋𝜋
2

+
𝐴𝐴
2
− ∠𝐸𝐸𝐻𝐻𝐿𝐿 =

𝜋𝜋
2

+
𝐴𝐴
2
− ∠𝐸𝐸𝐻𝐻𝐿𝐿 

=
𝜋𝜋
2

+
𝐴𝐴
2
− ∠𝐴𝐴𝐻𝐻𝐺𝐺 =

𝜋𝜋
2

+
𝐴𝐴
2
− (𝜋𝜋 − 𝐴𝐴 − ∠𝐴𝐴𝐺𝐺𝐻𝐻) 

= −
𝜋𝜋
2

+
𝐴𝐴
2

+ 𝐴𝐴 + ∠𝐴𝐴𝐺𝐺𝐻𝐻 

= −
𝜋𝜋
2

+
𝐴𝐴
2

+ 𝐴𝐴 + ∠𝐷𝐷𝐺𝐺𝐾𝐾 

= −
𝜋𝜋
2

+
𝐴𝐴
2

+ 𝐴𝐴 +
𝜋𝜋
2
−
𝐴𝐴
2

 

=
𝐴𝐴 + 𝐴𝐴

2
 

ដចូគា េយងទរន 

∠𝐴𝐴𝐼𝐼𝑃𝑃 =
𝐴𝐴 + 𝐴𝐴

2
 

ដេូចាាង∠𝐴𝐴𝐼𝐼𝑃𝑃 = ∠𝐴𝐴𝐿𝐿𝑃𝑃 ⟹𝑃𝑃 កណា លង[𝐼𝐼𝐿𝐿] ។ 

េយងតមសំនេួងa) េយងទរនង(𝑁𝑁𝑃𝑃) ∥ (𝐴𝐴𝐴𝐴); (𝑀𝑀𝑃𝑃) ∥ (𝐴𝐴𝐴𝐴) ។ងេយងទរន 
∠𝑃𝑃𝑁𝑁𝑀𝑀 = 𝐴𝐴;  ∠𝑃𝑃𝑀𝑀𝑁𝑁 = 𝐴𝐴;∠𝑁𝑁𝑃𝑃𝑀𝑀 = 𝐴𝐴 

 ផ�តិេងងសចេ រកេ្រ្តេីកណងΔ𝑁𝑁𝐷𝐷𝑀𝑀 នងិងΔ𝑃𝑃𝑀𝑀𝑁𝑁 ឋិតេនេលបន� តសែកងកតសតមចំណជ ចកណា ល

េហយែកងនរងង𝑀𝑀𝑁𝑁 ។ តងង𝑂𝑂1,𝑂𝑂2 ជផ�តិេងងសចេ រកេ្រ្តេីកណ Δ𝑃𝑃𝑀𝑀𝑁𝑁 នងិងΔ𝑁𝑁𝐷𝐷𝑀𝑀។ងេយងមន 
∠𝑁𝑁𝑂𝑂1𝑀𝑀 = 2∠𝑁𝑁𝑃𝑃𝑀𝑀 = 2𝐴𝐴 ⟹∠𝑁𝑁𝑂𝑂1𝑂𝑂2 = 𝐴𝐴 
⟹∠𝑂𝑂1𝑁𝑁𝑀𝑀 =

𝜋𝜋
2
− 𝐴𝐴 

∠𝑁𝑁𝑂𝑂2𝑀𝑀 = 2∠𝑁𝑁𝐷𝐷𝑀𝑀 = 2𝐷𝐷 ⟹∠𝑁𝑁𝑂𝑂2𝑂𝑂1 = 𝐷𝐷 
⟹∠𝑂𝑂2𝑁𝑁𝑀𝑀 =

𝜋𝜋
2
−𝐷𝐷 

⟹∠𝑂𝑂2𝑁𝑁𝑂𝑂1 =
𝜋𝜋
2
− 𝐴𝐴 +

𝜋𝜋
2
−𝐷𝐷 = 𝜋𝜋 − (𝐴𝐴 + 𝐷𝐷) 

= 𝜋𝜋 − �𝐴𝐴 +
𝜋𝜋
2
−
𝐴𝐴
2
� 

=
𝜋𝜋
2
−
𝐴𝐴
2

 
⟹∠𝑁𝑁𝑂𝑂2𝑂𝑂1 = 𝜋𝜋 − ∠𝑂𝑂2𝑁𝑁𝑂𝑂1 − ∠𝑁𝑁𝑂𝑂1𝑂𝑂2 

= 𝜋𝜋 − �
𝜋𝜋
2
−
𝐴𝐴
2
� − 𝐴𝐴 =

𝜋𝜋
2
−
𝐴𝐴
2

 

ដេូចាា្តេីកណ 𝑂𝑂1𝑂𝑂2𝑁𝑁 ជ្តេីកណសមរត។ងដេូចាាង𝑂𝑂1𝑁𝑁 = 𝑂𝑂1𝑂𝑂2 ដេូចាាង𝑂𝑂2 ឋិតេនេលេងងស

ចេ រកេ្រ្តេីកណងΔ𝑃𝑃𝑀𝑀𝑁𝑁 ។ 

 

4. េយងមនង 

(1 − 𝑦𝑦)2 ≥ 0    ⟹  
1 + 𝑦𝑦2

2
≥ 𝑦𝑦 
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⟹   0 ≤ 1 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧2 ≤
1 + 𝑦𝑦2

2
+ (1 + 𝑧𝑧2) 

⟹
1 + 𝑥𝑥2

1 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧2 ≥
1 + 𝑥𝑥2

1 + 𝑦𝑦2

2 + (1 + 𝑧𝑧2)
=

2(1 + 𝑥𝑥2)
1 + 𝑦𝑦2 + 2(1 + 𝑧𝑧2)

 

ដចូគា េយងទរន 
1 + 𝑦𝑦2

1 + 𝑧𝑧 + 𝑥𝑥2 ≥
2(1 + 𝑦𝑦2)

1 + 𝑧𝑧2 + 2(1 + 𝑥𝑥2) 

1 + 𝑧𝑧2

1 + 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦2 ≥
2(1 + 𝑧𝑧2)

1 + 𝑥𝑥2 + 2(1 + 𝑦𝑦2)  

េយង្គនសែតបង ថ 
2(1 + 𝑥𝑥2)

1 + 𝑦𝑦2 + 2(1 + 𝑧𝑧2)
+

2(1 + 𝑦𝑦2)
1 + 𝑧𝑧2 + 2(1 + 𝑥𝑥2) +

2(1 + 𝑧𝑧2)
1 + 𝑥𝑥2 + 2(1 + 𝑦𝑦2) ≥ 2 

 

តងង𝑎𝑎 = 1 + 𝑥𝑥2;𝑏𝑏 = 1 + 𝑦𝑦2; 𝑐𝑐 = 1 + 𝑧𝑧2 ។ងដេូចាា ូសិមភពសមមូលនរង 
2𝑎𝑎

𝑏𝑏 + 2𝑐𝑐
+

2𝑏𝑏
𝑐𝑐 + 2𝑎𝑎

+
2𝑐𝑐

𝑎𝑎 + 2𝑏𝑏
≥ 2 

⟺    
𝑎𝑎

𝑏𝑏 + 2𝑐𝑐
+

𝑏𝑏
𝑐𝑐 + 2𝑎𝑎

+
𝑐𝑐

𝑎𝑎 + 2𝑏𝑏
≥ 1 

តមូសិមភពកសូជីរ ត 

[(𝑎𝑎𝑏𝑏 + 2𝑎𝑎𝑐𝑐) + (𝑐𝑐𝑏𝑏 + 2𝑎𝑎𝑏𝑏) + (𝑎𝑎𝑐𝑐 + 2𝑏𝑏𝑐𝑐)] �
𝑎𝑎

𝑏𝑏 + 2𝑐𝑐
+

𝑏𝑏
𝑐𝑐 + 2𝑎𝑎

+
𝑐𝑐

𝑎𝑎 + 2𝑏𝑏�
≥ (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)2 (∗) 

េហយង 
(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)2 ≥ 3(𝑎𝑎𝑏𝑏 + 𝑏𝑏𝑐𝑐 + 𝑐𝑐𝑎𝑎) 

េ្រាង 
⟺ 𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 + 2(𝑎𝑎𝑏𝑏 + 𝑏𝑏𝑐𝑐 + 𝑐𝑐𝑎𝑎) ≥ 3(𝑎𝑎𝑏𝑏 + 𝑏𝑏𝑐𝑐 + 𝑐𝑐𝑎𝑎) 
⟺  𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 ≥ 𝑎𝑎𝑏𝑏 + 𝑏𝑏𝑐𝑐 + 𝑐𝑐𝑎𝑎 

⟺
1
2

 [(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)2 + (𝑏𝑏 − 𝑐𝑐)2 + (𝑐𝑐 − 𝑎𝑎)2] ≥ 0 

ពតិ។ងដេូចាាង(*) នឱំ្ 

3(𝑎𝑎𝑏𝑏 + 𝑏𝑏𝑐𝑐 + 𝑐𝑐𝑎𝑎) �
𝑎𝑎

𝑏𝑏 + 2𝑐𝑐
+

𝑏𝑏
𝑐𝑐 + 2𝑎𝑎

+
𝑐𝑐

𝑎𝑎 + 2𝑏𝑏�
≥ (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)2 ≥ 3(𝑎𝑎𝑏𝑏 + 𝑏𝑏𝑐𝑐 + 𝑐𝑐𝑎𝑎) 

⟹   
𝑎𝑎

𝑏𝑏 + 2𝑐𝑐
+

𝑏𝑏
𝑐𝑐 + 2𝑎𝑎

+
𝑐𝑐

𝑎𝑎 + 2𝑏𝑏
≥ 1 

បង�ទងំពេីេស�គា េពលង𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 = 𝑐𝑐 ។ 
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វ��� សឆា �ំ ២០០៤ 

 

1.  ចូរ្រយប�� កបវ�ិមភព 

𝑥𝑥 + 𝑦𝑦
𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑦𝑦2 ≤

2√2

�𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2
 

ពតិចចំេព្របប ចចននួពតិា𝑥𝑥 និា𝑦𝑦 គដលមិនំ���ូន្ទចពរី្ពមគ� ។ 

2.  តា𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ជ្តីំ កណ�មរតគដលា𝐴𝐴𝐴𝐴 =  𝐴𝐴𝐴𝐴 តា𝑀𝑀 ជចចណុចកណា លរប�ប ្រុា𝐴𝐴𝐴𝐴 និា

តា𝑍𝑍 ជបនៃ តបកតបតម 𝐴𝐴 គកនរា𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ារបកតបតមចចណុច 𝐴𝐴,𝐴𝐴 និា𝑀𝑀 ្ប�ពបនៃ តប 𝑍𝑍 

្តបចចណុច 𝐴𝐴 និា𝑄𝑄 ។ាចូរកចណតបរង �បកចរប�ប របចរ រកំ្្លន្តីំ កណា𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ជអនរុមនល៍នា

𝑚𝑚 =  𝐴𝐴𝑄𝑄 ។ 

3.  ំបចចននួរតបវរិ�មនា𝑥𝑥 និា𝑦𝑦 គដល 3𝑥𝑥 + 4𝑦𝑦 និា4𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 ជចចននួកំរទចពរីាចូរបង �ថា

ទច 𝑥𝑥 និា𝑦𝑦 �ុទ�គតគចកដចបនរ 7 ។ 

4.  ំយពនិតិ្ពហុំកណំរា មួយាគដលមនកចពូលចចននួា𝑛𝑛 ≥  4 ។ាំយបចគបកពហុំកណ  ជ

្តីំ កណគដលមនកចពូលទចអ�បជកចពូលរប�បពហុំកណ គដលគ� ន្តីំ កណពរីគដលមន

ចចណុចក��រមួគ� ំទ។ាំយកបំដយពណ៌ំខ� ាចចំេព្តីំ កណណគដលមន្រុពរីជ្រុ

រប�បពហុំកណាំដយពណ៌្កហមំប្តីំ កណមន្រុគតមួយរតបជ្រុរប�បពហុំកណា

ំហយកបពណ៌�ចចំេព្តីំ កណណគដលគ� ន្រុរមួនរពហុំកណ។ាចូរបង �ថា

្តីំ កណំខ� ំ្ចនជ្តីំ កណ�ចចននួពរី។  
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ដ�េណា្សស 

1. េយងន រង្រយប�� កសូសិមភពកា� ងកេណីង𝑥𝑥,𝑦𝑦 ≥ 0 សិន។ងកា�ងកេណីេនាងូសិមភពសមមូលនរង 

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)�𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ≤ 2√2(𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑦𝑦2)  
តមូសិមភពកសូជី រ តងេយងមនង 

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)2 ≤ (1 + 1)(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2) 
⟹ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) ≤ √2�𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 

⟹  (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)�𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ≤ √2(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)  
េយង្គនសែតបង ថ √2(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2) ≤ 2√2(𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑦𝑦2) 

⟺   𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ≤ 2(𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑦𝑦2) 
⟺ 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑦𝑦2 ≥ 0 
⟺ (𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)2 ≥ 0 

ពតិ។ងបង�ទងំពេីេស�គា េពលង𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 ។ង

េបង𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≤ 0 េនាេយងអចមនកេណីង𝑥𝑥,𝑦𝑦 តចូជងសូន្ទងំពេីងឬងមនមួយតចូជងសូន្ងមួយ

េទៀតធំជងសូន្។ងេបវតចូជងឬេស�សូន្ទងំពេីេនាង(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)2 ≥ 0 ⟹ 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 − 𝑥𝑥𝑦𝑦 ≥ 𝑥𝑥𝑦𝑦 ≥

0 េនាបង�ខងេេងបូរិ �មនងែតបង�ខងរា ំូរិ �មន។ងដេូចាាូសិមភពពតិ។ងេបមនមួយតចូជងសូន្ង

មួយធំជងសូន្េនាង𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑦𝑦2 > 0 េនាបង�ខងេេងបូរិ �មនងែតបង�ខងរា ំូរិ �មន។ 

េបង𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 > 0 ែតង𝑦𝑦 ≤ 0 េនាង𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≤ 𝑥𝑥 + |𝑦𝑦| នងិង𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑦𝑦2 ≥ 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥|𝑦𝑦| + 𝑦𝑦2 > 0 

ដេូចាា 
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑦𝑦2 ≤
𝑥𝑥 + |𝑦𝑦|

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥|𝑦𝑦| + 𝑦𝑦2 

តមស្មយប�� កសកេណីង𝑦𝑦 ≥ 0 េយងទរន 
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑦𝑦2 ≤
𝑥𝑥 + |𝑦𝑦|

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥|𝑦𝑦| + 𝑦𝑦2 ≤
2√2

�𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2
 

ពតិ។ 

2. តងង𝑃𝑃 ជផ�តិេងងសចេ រកេ្រ្តេីកណង𝐴𝐴𝐴𝐴𝑀𝑀 ; 𝑂𝑂 ជផ�តិេងងសចេ រកេ្រ្តេីកណង𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 នងិងតងង

𝐾𝐾 ជចំណជ ចកណា លង[𝑀𝑀𝐴𝐴] ។ងតងង𝐻𝐻 ជេរងកម�សស គសូេចពងី𝐴𝐴 េបសស ងΔ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ 

េដយង𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 េនាង𝑂𝑂 ឋិតេនេល 𝐴𝐴𝐻𝐻 ។ងយកង𝐾𝐾𝑃𝑃 ្បសព ជមួយនរងង𝐴𝐴𝐻𝐻 ្តងស ង𝐿𝐿 ។ងេដយ 𝐾𝐾𝑃𝑃 

នងិង𝑂𝑂𝑀𝑀 សជទ�ែតែកងន រងង𝐴𝐴𝐴𝐴 េនាង𝐾𝐾𝑃𝑃 ∥ 𝑂𝑂𝑀𝑀 ។ងេដយង𝑀𝑀𝐾𝐾 = 𝐾𝐾𝐴𝐴 ⟹𝑂𝑂𝐿𝐿 = 𝐿𝐿𝐴𝐴 ។ង 
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េដយង𝑂𝑂𝐴𝐴 = 𝑂𝑂𝐴𝐴 នងិង𝑃𝑃𝐴𝐴 = 𝑃𝑃𝐴𝐴 េនាង𝑂𝑂𝑃𝑃 ⊥ 𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ងដេូចាាង∠𝐿𝐿𝑂𝑂𝑃𝑃 = ∠𝐴𝐴𝑂𝑂𝑃𝑃 = 90° − ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐻𝐻  នងិង

∠𝑂𝑂𝐿𝐿𝑃𝑃 = ∠𝐴𝐴𝐿𝐿𝐾𝐾 = 90° − ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐻𝐻 ។ 

 

 

រូបទី 1 : ស�នាួទីំ2 

េដយងΔ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ជ្តេីកណសមរតងនងិង∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐻𝐻 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐻𝐻 េនាង∠𝐿𝐿𝑂𝑂𝑃𝑃 = ∠𝑂𝑂𝐿𝐿𝑃𝑃 នងិង𝑃𝑃𝐿𝐿 = 𝑃𝑃𝑂𝑂 ។ង

េដយង𝑃𝑃𝐴𝐴 = 𝑃𝑃𝑄𝑄 េនា ∠𝐴𝐴𝐿𝐿𝑃𝑃 = ∠𝑄𝑄𝑂𝑂𝑃𝑃 នងិង𝐴𝐴𝐿𝐿 = 𝑂𝑂𝑄𝑄 ។ងដេូចាាង𝐴𝐴𝐿𝐿 = 𝐿𝐿𝑂𝑂 = 𝑂𝑂𝑄𝑄  

⟹ 𝐴𝐴𝑂𝑂 =
2
3
𝐴𝐴𝑄𝑄 

 ដេូចាាកេំងងសចេ រកេ្រ Δ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 េស� ង𝑅𝑅 = 2
3
𝑚𝑚 ។ 

 

3. តងង𝑎𝑎2 = 3𝑥𝑥 + 4𝑦𝑦, 𝑏𝑏2 = 4𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 ែដលង𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ជចំននួគតសូរិ �មន។ងេយងមនង𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 =

7𝑥𝑥 + 7𝑦𝑦 ។ងដេូចាាង𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 ែចកដចសន រងង7 ។ងតងង𝑎𝑎 = 7𝑘𝑘 + 𝑚𝑚; ែដលង𝑚𝑚 = 0; 1; … ; 6 នងិង

𝑏𝑏 = 7𝑝𝑝 + 𝑛𝑛 ែដលង𝑛𝑛 = 0; 1; … ; 6 េហយង𝑘𝑘,𝑝𝑝 ជចំននួគតសមិនបូរិ �មន។ងេយងមន 
𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 = 49𝑘𝑘2 + 14𝑘𝑘𝑚𝑚 + 𝑚𝑚2 + 49𝑝𝑝2 + 14𝑝𝑝 + 𝑛𝑛2 ≡ 0 (mod 7) 
⟹   𝑚𝑚2 + 𝑛𝑛2 ≡ 0 (mod 7)  

េបង𝑚𝑚 = 0 េនាងមនែតង𝑛𝑛 = 0 ។ងេបង𝑚𝑚 = 1; 2; . . ; 6 េនាេដយរំនសួេលខចូលងេយងមិនអចេក

រនង𝑛𝑛  ែដលេផ��ងផ� តសង𝑚𝑚2 + 𝑛𝑛2 ≡ 0 (mod 7) េទ។ងដេូចាាង𝑎𝑎 = 7𝑘𝑘; 𝑏𝑏 = 7𝑝𝑝 ។ងេយងទរន 
3𝑥𝑥 + 4𝑦𝑦 = 49𝑘𝑘2; 4𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 = 49𝑝𝑝2 

  
⟹ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 7(𝑘𝑘2 + 𝑝𝑝2)  

⟹ 𝑦𝑦 = 49𝑘𝑘2 − 21(𝑘𝑘2 + 𝑝𝑝2) 

𝐴𝐴 

𝐴𝐴 𝐴𝐴 
𝑄𝑄 

𝑀𝑀 

𝐻𝐻 

𝐾𝐾 

𝑂𝑂 

𝑃𝑃 

𝐿𝐿 
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⟹ 𝑥𝑥 = 49𝑝𝑝2 − 21(𝑘𝑘2 + 𝑝𝑝2) 
ដេូចាាង𝑥𝑥,𝑦𝑦 សជទ�ែតែចកដចសន រងង7 ។ 

 

4. តង 𝑏𝑏, 𝑟𝑟,𝑤𝑤 ជចំននួ្តេីកណេខ� ង្កហមងនងិសងេេៀងគា ។ងេដយគ� ន្តេីកណកតសពេីលគា ងេនា

ពហជ េកណេរាងមនកំពលូចំននួង𝑛𝑛 បេង�តរន្តេីកណែបបេនាចំននួង𝑛𝑛 − 2 ។ 

  

រូបទី 2 : ស�នាួទីំ4 

េយងមនង 
𝑏𝑏 + 𝑟𝑟 + 𝑤𝑤 = 𝑛𝑛 − 2 

្រជងមួយេបសស ពហជ េកណមិនែមនជ្រជងេមួៃន្តេីកណណមួយេនាេទងេ្រាេបមិនប��រងន រងមន

្តេីកណកតសគា ។ងដេូចាា 
2𝑏𝑏 + 𝑟𝑟 = 𝑛𝑛 

េយងទរន 
𝑤𝑤 = 𝑏𝑏 − 2 

ដេូចាាចំននួ្តេីកណពណព សងតចិជង្តេីកណេខ� ចំននួពេី។ 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

𝑏𝑏 
𝑏𝑏 

𝑏𝑏 
𝑏𝑏 

𝑟𝑟 

𝑏𝑏 

𝑏𝑏 

𝑏𝑏 𝑤𝑤 

ក�សដូ៤ំ្តីេកា

េ�� ២ 

ក�សដូ៥ំ្តីេកា

េ�� ២ំ្កកា១ 

ក�សដូ៤ំ្តីេកា

េ�� ២ំស១ 
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វ��� សឆា �ំ ២០០៥ 

 

1.  ចូរកចណតប្របប ចចននួរតបវរិ�មនា𝑥𝑥,𝑦𝑦 គដលំៃ�ផៃ តប�មីករ 

9 (𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 1) + 2(3𝑥𝑥𝑦𝑦 + 2) = 2005 

2.  តា𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ជ្តីំ កណមនមុចទចអ�ប �ចួាចរ រកក��រប  𝑘𝑘 ។ាំរដរថាបនៃ តបបាពរូ�ំច�ព ី

𝐴𝐴 បាពំទនររប  កតបបនៃ តប (𝐴𝐴𝐴𝐴) ្តបចចណុច 𝑃𝑃 ។ាតា𝑀𝑀 ជចចណុចកណា លលនអ�តប ា[𝐴𝐴𝑃𝑃] 

និា𝑅𝑅 ជចចណុច្ប�ពទពីរីលនរប  𝑘𝑘 ជមួយបនៃ តប (𝐴𝐴𝑀𝑀) ។ាបនៃ តប (𝑃𝑃𝑅𝑅) កតបរប  𝑘𝑘 មា

ំទៀត្តបចចណុច 𝑆𝑆 ំ្ព ី𝑅𝑅 ។ចូរបង �ថាបនៃ តប ា(𝐴𝐴𝑃𝑃) និា(𝐴𝐴𝑆𝑆) �បគ� ។ 

3.  ចូរបង �ថ  

a) មនចចណុច 5 ឋតិំលប�ប មួយាគដលក��ចចំណម្តីំ កណទចអ�ប គដលមនកចពូលឋតិក��

ចចំណមចចណុចទចំនពាមន្តីំ កណគកចចននួ 8 ។  

b)  មនចចណុច 64 ឋតិំលប�ប មួយាគដលក��ចចំណម្តីំ កណទចអ�ប គដលមនកចពូលឋតិក��

ចចំណមចចណុចទចំនពាមន្តីំ កណគកចចននួ 2005 ។ 

4.  ចូរកចណតប្របប ចចននួរតបមនំលខបីខៃប ា𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐����� គដល 

𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐����� = 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) 
គដលា𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐����� ជំលខក��្បពនន�ំ គលដបប រប�បចចននួំនព។ 
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ដ�េណា្សស 

 

1. េយងមនង 

9(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 1) + 2(3𝑥𝑥𝑦𝑦 + 2) = 2005 
⟺   9((𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)2 − 2𝑥𝑥𝑦𝑦 + 1) + 2(3𝑥𝑥𝑦𝑦 + 2) = 2005 

តងង𝑘𝑘 = 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦; 𝑙𝑙 = 𝑥𝑥𝑦𝑦 ។ងសមីកេេទជ 
9(𝑘𝑘2 − 2𝑙𝑙 + 1) + 2(3𝑙𝑙 + 2) = 2005 
⟺ 9𝑘𝑘2 − 12𝑙𝑙 + 13 = 2005 
⟺  9𝑘𝑘2 = 12𝑙𝑙 + 1992 
⟺ 3𝑘𝑘2 = 4𝑙𝑙 + 664 = 4(𝑙𝑙 + 166) 

⟹ 𝑘𝑘 ជចំននួគ។ូង 
3𝑘𝑘2 = 4𝑙𝑙 + 664 
⟺   2𝑘𝑘2 − 664 + 𝑘𝑘2 − 4𝑙𝑙 = 0          (∗) 

េដយង𝑘𝑘 = 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦; 𝑙𝑙 = 𝑥𝑥𝑦𝑦 េនាតម្ទរសសីបទែូ្តងសមីកេង𝑎𝑎2 − 𝑘𝑘𝑎𝑎 + 𝑙𝑙 = 0 មនឬសង𝑥𝑥,𝑦𝑦 ។ង

េដម្ីឱ្សមីកេេនាមនឬសងឌសី្គមីីណងស ងΔ = 𝑘𝑘2 − 4𝑙𝑙 ≥ 0 ។ងសមីកេង(*) េទជ 
2𝑘𝑘2 − 664 = −(𝑘𝑘2 − 4𝑙𝑙) ≤ 0 
⟹ 2𝑘𝑘2 − 664 ≤ 0 
⟹ 𝑘𝑘2 ≤ 332 
⟹ 𝑘𝑘 ≤ 18,22 

ម ា្ងូិេទៀតង 
3𝑘𝑘2 = 4𝑙𝑙 + 664 
⟹ 3𝑘𝑘2 ≥ 664 
⟹ 𝑘𝑘2 ≥ 221,33 
⟹ 𝑘𝑘 ≥ 14,87 

េដយង𝑘𝑘 ជចំននួគងូេយងទរនង𝑘𝑘 = 16; 18 ។ង 

េបង𝑘𝑘 = 16 ⟹ 𝑙𝑙 = 26 ⟹ 𝑘𝑘2 − 4𝑙𝑙 = 152 មិនែមនជចំននួកេេងដេូចាាងមិនអចេករនង𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ជ

ចំននួគតស។ង

េបង𝑘𝑘 = 18 ⟹ 𝑙𝑙 = 77 ⟹ 𝑘𝑘2 − 4𝑙𝑙 = 16 ⟹ 𝑥𝑥;𝑦𝑦 = 18±4
2

= �11
7
� 

ដេូចាាង(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = {(11; 7); (7; 11)}  ។ 

2. តមសនយគជណៃនចំណជ ចង𝑀𝑀 េធៀបន រងេងងស ងេយងទ 

𝑃𝑃𝑀𝑀2 = 𝑀𝑀𝐴𝐴2 = 𝑀𝑀𝑅𝑅.𝑀𝑀𝐴𝐴 

⟹
𝑃𝑃𝑀𝑀
𝐴𝐴𝑀𝑀

=
𝑀𝑀𝑅𝑅
𝑀𝑀𝑃𝑃

 
⟹ Δ𝑃𝑃𝑀𝑀𝑅𝑅 ~ Δ 𝐴𝐴𝑀𝑀𝑃𝑃 
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⟹ ∠𝑀𝑀𝑃𝑃𝑅𝑅 = ∠𝑀𝑀𝐴𝐴𝑃𝑃;  ∠𝑀𝑀𝑅𝑅𝑃𝑃 = ∠𝑀𝑀𝑃𝑃𝐴𝐴 

 

រូបទី 1 : ស�នាួទីំ2 

េយងមនង∠𝑃𝑃𝑆𝑆𝐴𝐴 = ∠𝑅𝑅𝑆𝑆𝐴𝐴 = ∠𝑅𝑅𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∠𝑀𝑀𝐴𝐴𝑃𝑃 (មជំរ� តសធា�េមួគា ) េហយង∠𝑀𝑀𝐴𝐴𝑃𝑃 = ∠𝑀𝑀𝑃𝑃𝑅𝑅 =

∠𝐴𝐴𝑃𝑃𝑆𝑆 ។ងដេូចាាង∠𝑃𝑃𝑆𝑆𝐴𝐴 = ∠𝐴𝐴𝑃𝑃𝑆𝑆 ⟹ 𝐴𝐴𝑆𝑆 ∥ 𝐴𝐴𝑃𝑃 ។ 

3. a) េយងពនិតិ្ចំណជ ច៤ែដលជកំពលូេបសសកេេមួយងនងិចំណជ ចមួយេទៀតឋិតេនចំផ�តិ។េយង

មន្តេីកណែកងចំននួ្រំបីគងឺ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴;𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷;𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷;  𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷;𝐴𝐴𝐸𝐸𝐷𝐷;𝐸𝐸𝐴𝐴𝐴𝐴;𝐸𝐸𝐴𝐴𝐴𝐴;𝐸𝐸𝐴𝐴𝐷𝐷  ។ 

 

រូបទី 2 : ស�នាួទីំ3 

b) េយងពនិតិ្្កឡ 8 × 8 ។ងចំេរាចំណជ ចមួយៃន្កឡេនាងេយងពនិតិ្ចំណជ ច៧េផ្ងេទៀតែដល

ឋិតេនេលបន� តសែតមួយនងិចំណជ ច៧េផ្ងេទៀតែដលឋិតេនេលកេូឡនែតមួយ។ងពចំីណជ ចបសស េនា

េយងសងសរន្តេីកណែកងចំននួង7 × 7 = 49 ។ងចំណជ ចទងំបសសមនចំននូ 64 ដេូចាាេយងសងសរន

្តេីកណែកងែបបេនាចំននួង49 × 64 = 3136 > 2005 ។ងដេូចាាមន្តេីកណែកងយាងេហច

ណសស ចំននួង2005 ។ 

𝐴𝐴 𝐴𝐴 

𝐴𝐴 𝐷𝐷 

𝐸𝐸 

𝐴𝐴 

𝐴𝐴 

𝐴𝐴 

𝑃𝑃 𝑀𝑀 
𝑅𝑅 

𝑆𝑆 
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រូបទី 3 : បណា ្តីេកាខបាកា�ងច�េណា្តីេកាទ�ង៤៩ សង�េចញសីបណា ច�ាុចឋ�តេ�េដើបនា តលែត

ាួសនិងកូេឡនែតាួស 

 

4. លក�ខណ� ែដលឱ្សមមូលនរង 

100𝑎𝑎 + 10𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) 
⟺ 99𝑎𝑎 + 9𝑏𝑏 + (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) = 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) 
⟺ 99𝑎𝑎 + 9𝑏𝑏 = (𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 1)(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) 
⟺ 9(11𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) = (𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 1)(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) 

េយងដរងថង𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ជតេួលខព1ី ដលស ង9 ។ង 

i) កេណីង𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 9𝑘𝑘 ែដលង𝑘𝑘 = 1; 2; 3 ។ងេយងទរន 

�𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 9𝑘𝑘
11𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 = 𝑘𝑘(𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 1)

� 

⟹ 11𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 = 𝑘𝑘𝑎𝑎𝑏𝑏(9𝑘𝑘 − 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏) − 𝑘𝑘 
⟺ 𝑘𝑘𝑏𝑏𝑎𝑎2 + [11 − 𝑘𝑘𝑏𝑏(9𝑘𝑘 − 𝑏𝑏)]𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑘𝑘 = 0 

Δ = [11 − 𝑘𝑘𝑏𝑏(9𝑘𝑘 − 𝑏𝑏)]2 − 4𝑘𝑘𝑏𝑏(𝑏𝑏 + 𝑘𝑘) 
កេណីង𝑘𝑘 = 1 : េយងមនង1 ≤ 𝑎𝑎;𝑏𝑏; 𝑐𝑐 ≤ 7 ។ង

𝑏𝑏 1 2 3 4 5 6 7 
11 − 𝑘𝑘𝑏𝑏(9𝑘𝑘 − 𝑏𝑏) 3 −3 −7 −9 −9 −7 −3 

Δ 1 −15 1 1 −39 −119 −215 
𝑎𝑎 − − 1 1 − − − 
𝑐𝑐 − − 5 4 − − − 

⟹ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = {(1; 3; 5); (1; 4; 4)} 
កេណីង𝑘𝑘 = 2 : េយងមនង𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 18 ⟹  ។ង

𝑏𝑏 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
11 − 𝑘𝑘𝑏𝑏(9𝑘𝑘 − 𝑏𝑏) −23 −53 −79 −101 −119 −133 −143 −149 −151 

Δ 505 2745 6121 10009 13881 17305 19945 21561 22009 
√Δ 22,4 52.39 78.23 100.04 117.81 131.54 141.22 146.83 148.35 
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𝑎𝑎 − − − − − − − − − 

គ� នចេម�យ។ 

កេណីង𝑘𝑘 = 3 ⟹ 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 27 ⟹ 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 = 𝑐𝑐 = 9 ។លក�ខណ� ទពីេី 

11.9 + 9 = 3(9.9.9− 1)  ⟺ 108 = 2184: មិនពតិ 
ii) កេណីង𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 1 = 9𝑚𝑚 ⟹ 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 = 9𝑚𝑚 + 1 ⟹ 11𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 = 𝑚𝑚(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) 

េយងេកង𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ែដលេផ��ងផ� តសង𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 = 9𝑚𝑚 + 1 សិន។ងសន�តថង𝑎𝑎 ≤ 𝑏𝑏 ≤ 𝑐𝑐 (សន�ត

ែបបេនារន េ្រាេពលេនាេយង្គនសែតេកង𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ែដលេផ��ងផ� តសង𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 = 9𝑚𝑚 + 1 

សិន)។ េបមនមួយកា�ងចំេណមង𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ែចកដចសន រងង3 េនាង𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 ែចកដចសន រងង3 ែត 

9𝑚𝑚 + 1 ែចកមិនដចសន រងង3 ។ងដេូចាាងេយងពនិតិ្ង𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ {1; 2; 4; 5; 7; 8} ។ បន� បស

មកេទៀតេយងមិនពនិតិ្កេណីង𝑎𝑎. 𝑏𝑏; ឬង𝑎𝑎. 𝑐𝑐 ឬង𝑏𝑏. 𝑐𝑐 ែចកដចសន រង 10 េទងេ្រាេបដេូចាាង

𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) ្តូូ មនេលខសូន្េនកន��យងេហយង= 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐�����  ⟹ 𝑐𝑐 = 0 ⟹

𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) = 0 ។ ម ា្ងូិេទៀតង 

𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐����� = 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) ≤ 999 
⟹ 𝑎𝑎.𝑎𝑎.𝑎𝑎(3𝑎𝑎) ≤ 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) ≤ 999 
⟹ 𝑎𝑎 ≤ 4 

េបង𝑎𝑎 = 1;𝑏𝑏 = 1; 𝑐𝑐 = {1; … ; 9} ⟹𝑚𝑚 = មិនគតស ⟹ មិនេផ��ងផ� តស 

េបង𝑎𝑎 = 1;𝑏𝑏 = 4;⟹ 𝑐𝑐 = 7 ⟹𝑚𝑚 = 3 ⟹ 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) = 336  ⟹ 

មិនេផ��ងផ� តស 

េបង𝑎𝑎 = 1;𝑏𝑏 = 5; 𝑐𝑐 = {5; 7} ⟹𝑚𝑚 = មិនគតស ⟹ មិនេផ��ងផ� តស 

េបង𝑎𝑎 = 1;𝑏𝑏 = 7; 𝑐𝑐 = {7; 8} ⟹𝑚𝑚 = មិនគតស ⟹ មិនេផ��ងផ� តស 

េបង𝑎𝑎 = 2;𝑏𝑏 = 2; 𝑐𝑐 = 7 ⟹𝑚𝑚 = 3 ⟹ 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) = 308 មិនេផ��ងផ� តស 

េ្រាផលគជណេនាេ្បតេួលខង0; 3; 8 ែដលេផ្ងពងី2; 7 ឬនយិយតមមួយែបបេទៀតង

េទាបីជេយងឆ� សស តេួលខ (2; 2; 7) យាងេមាចកមិ៏នអចផ��ំរនេលខ 308 ែដេ។ 

េបង𝑎𝑎 = 2;𝑏𝑏 = 4; 𝑐𝑐 = 8 ⟹𝑚𝑚 = 7 ⟹ 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) = 896 មិនេផ��ងផ� តស 

េបង𝑎𝑎 = 2;𝑏𝑏 = 7; 𝑐𝑐 = {7; 8} ⟹𝑚𝑚 = មិនគតស ⟹ មិនេផ��ងផ� តស 

េបង𝑎𝑎 = 2;𝑏𝑏 = 8;⟹𝑚𝑚 = មិនគតស ⟹ មិនេផ��ងផ� តស 

េបង𝑎𝑎 = 4;𝑏𝑏 = 4; 𝑐𝑐 = 4 ⟹𝑚𝑚 = 7 ⟹ 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) = 768 មិនេផ��ងផ� តស 

េបង𝑎𝑎 = 4;𝑏𝑏 = 7; 𝑐𝑐 = {7; 8} ⟹𝑚𝑚 = មិនគតស ⟹ មិនេផ��ងផ� តស 

េបង𝑎𝑎 = 4;𝑏𝑏 = 8; 𝑐𝑐 = {8} ⟹𝑚𝑚 = មិនគតស ⟹ មិនេផ��ងផ� តស 

ដេូចាាកេណីង𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 1 = 9𝑚𝑚 េយងមិនអចេករនតៃម�ង𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ែដលេផ��ងផ� តសលក�ខណ� រនេទ។ 
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iii) កេណីង𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 3𝑛𝑛;𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 1 = 3𝑙𝑙 

េយងេក 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ែដលេផ��ងផ� តសលក�ខណ� ពេីេនាសិន។ងដេូចាាេយងអចសន�តថង𝑎𝑎 តចូ

ជងេគ។ងដេូចាាង𝑎𝑎 ≤ 4 ។ងសន�តថង𝑐𝑐 ធំជងេគងដេូចាាង 
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐����� = 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) ≥ 111 
⟹ 3𝑐𝑐4 ≥ 111 ⟹ 𝑐𝑐 ≥ 3 

បន� បសមកេទៀតកា�ងចំេណម 𝑎𝑎;𝑏𝑏, 𝑐𝑐 គ� នេលខមួយណែចកដចសន រងង3 េទងេ្រាង

𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 = 3𝑙𝑙 + 1 ែចកមិនដចសន រងង3 ។ងេហយផលគជណ 𝑎𝑎. 𝑏𝑏; ឬង𝑎𝑎. 𝑐𝑐 ឬង𝑏𝑏. 𝑐𝑐 គ� នមួយ

ណែចកដចសន រង 10 េទ។ ដេូចាាងេយងពនិតិ្ង𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ {1; 2; 4; 5; 7; 8} ។ 

េបង𝑎𝑎 = 1;𝑏𝑏 = 1; 𝑐𝑐 = 4 ⟹ 𝑛𝑛 = 2, 𝑙𝑙 = 1 ⟹ 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) = 24 មិនេផ��ងផ� តស 

េបង𝑎𝑎 = 1;𝑏𝑏 = 2;  ⟹ មិនេផ��ងផ� តស 

េបង𝑎𝑎 = 1;𝑏𝑏 = 4; 𝑐𝑐 = 4 ⟹ 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) = 144 េផ��ងផ� តស 

េបង𝑎𝑎 = 1;𝑏𝑏 = 4; 𝑐𝑐 = 7 ⟹ 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) = 336 មិនេផ��ងផ� តស 

េបង𝑎𝑎 = 1;𝑏𝑏 = 5; ⟹ មិនេផ��ងផ� តស  

េបង𝑎𝑎 = 1;𝑏𝑏 = 7; 𝑐𝑐 = 7 ⟹ 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) = 735 មិនេផ��ងផ� តស 

េបង𝑎𝑎 = 1;𝑏𝑏 = 8;⟹ មិនេផ��ងផ� តស 

េបង𝑎𝑎 = 2;𝑏𝑏 = 2; ⟹ មិនេផ��ងផ� តស 

េបង𝑎𝑎 = 2;𝑏𝑏 = 4;⟹ មិនេផ��ងផ� តស 

េបង𝑎𝑎 = 2;𝑏𝑏 = 7;⟹ មិនេផ��ងផ� តស 

េបង𝑎𝑎 = 2;𝑏𝑏 = 8;⟹ មិនេផ��ងផ� តស 

េបង𝑎𝑎 = 4;𝑏𝑏 = 4; 𝑐𝑐 = 4 ⟹ មិនេផ��ងផ� តស 

េបង𝑎𝑎 = 4;𝑏𝑏 = 7; 𝑐𝑐 = 7 ⟹ មិនេផ��ងផ� តស 

េបង𝑎𝑎 = 4;𝑏𝑏 = 8; 𝑐𝑐 = 8 ⟹ មិនេផ��ងផ� តស 

 

ដេូចាាជសេជបេលខែដល្តូូ េកងមនង{135; 144} ។ 
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វ��� សឆា �ំ ២០០៦ 

 

1.  ំបា𝑛𝑛 > 4  ជចចននួពហុរុណាចូរបង �ថា2𝑛𝑛 គចកដចប ា(𝑛𝑛 − 1)! ។ 

2.  ្តីំ កណ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ជ្តីំ កណ�មរតាគដលា𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 និា∠ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 <  60° ។ាចចណុច 𝐷𝐷 និា𝐸𝐸 

ឋតិំល្រុា𝐴𝐴𝐴𝐴 គដលា𝐸𝐸𝐴𝐴 =  𝐸𝐸𝐷𝐷 និា∠ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷 = ∠ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐸𝐸 ។ាតា𝑂𝑂 ជចចណុច្ប�ពរវ

កន�ពបនៃ តបពុពមុចក��ា∠ 𝐴𝐴𝐷𝐷𝐴𝐴 និា∠ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ាចូររណនា ∠ 𝐴𝐴𝑂𝑂𝐷𝐷 ។ 

3.  ំយំហ 𝑛𝑛 មួយជ�ម្ុណា ំលខាំបលបូកលនតគួចកវរិ�មនរប�បវា(រតិទច 1 និា𝑛𝑛 ) ំ��ា

2𝑛𝑛 ។ាចូរកចណតប្របប�ម្ុណា ំលខ 𝑛𝑛 គដលា𝑛𝑛 − 1 និា𝑛𝑛 + 1 ជចចននួបឋម។ 

 

 

 

-------- 

សមា ដល់សំ �នាួទី៤ំខ�� �េាើដ្បបនអតលសដលំឬំេដា្សសាិនទនលេចញ។ំ
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ដ�េណា្សស 

1. េដយង𝑛𝑛 ជចំននួពហជ គជណងេយងមន 𝑛𝑛 = 𝑎𝑎. 𝑏𝑏;𝑎𝑎 ≥ 2; 𝑏𝑏 ≥ 2 ។ងសន�តថង𝑎𝑎 ≤ 𝑏𝑏 ។ងដេូចាាង

(𝑛𝑛 − 1)! = (𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1)! = 1.2 …𝑎𝑎… . (𝑏𝑏 − 1)𝑏𝑏… (𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1) 
ដេូចាាង(𝑛𝑛 − 1)!  ែចកដចសន រងង2𝑛𝑛 = 2𝑎𝑎𝑏𝑏 ។ 

2. េបង𝐸𝐸 ឋិតេនរតិង𝐴𝐴 េហយេដយង𝐸𝐸𝐴𝐴 = 𝐸𝐸𝐷𝐷 េនា 𝐸𝐸ឋិតេន្តងស ចំណជ ច្បសព េវងបន� តសែកង

ន រងង𝐴𝐴𝐷𝐷 េហយកតសតមចំណជ ចកណា លង𝐴𝐴𝐷𝐷 នងិបន� តសង(𝐴𝐴𝐴𝐴) ។ងេបង𝐷𝐷 ≡ 𝐴𝐴 េនាចំណជ ចង𝐸𝐸 ្តតួន រងង

𝐴𝐴 ។ងេប 𝐷𝐷 មិន្តតួេល𝐴𝐴 េនាង𝐸𝐸 ្តូូ ឋិតេនេ្រង𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ ដេូចាាកេណីេនាមនែតង𝐷𝐷 ≡ 𝐴𝐴 នងិង𝐸𝐸 ≡ 𝐴𝐴 

ែតបាជេ ណា ា។ េយងទរនង𝑂𝑂 ≡ 𝐷𝐷 ≡ 𝐴𝐴 ។ងេដម្ីគណនមជំ ង∠𝐴𝐴𝑂𝑂𝐷𝐷 ជដំបូងេយងពនិតិ្េពលចំណជ ចង

𝐷𝐷 មិនទនស្តតួន រងចំណជ ចង𝐴𝐴 សិនងេរលគឋិឺតេនកា�ងង[𝐴𝐴𝐴𝐴] ។ តងង∠𝐷𝐷𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑥𝑥 ។ 

េយងមន 

∠𝐴𝐴𝑂𝑂𝐷𝐷 = 180° − ∠𝑂𝑂𝐷𝐷𝐴𝐴 − ∠𝑂𝑂𝐴𝐴𝐷𝐷 = 180° −
∠𝐴𝐴𝐷𝐷𝐴𝐴

2
−
∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

2
 

= 180° −
180° − 𝑥𝑥 − ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

2
−
∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

2
= 90° +

𝑥𝑥
2
 

lim
x→0

∠𝐴𝐴𝑂𝑂𝐷𝐷 = lim
x→0

90° +
𝑥𝑥
2

= 90° 

ដេូចាាងេពលង𝐷𝐷 ≡ 𝐴𝐴 គងឺេពលង𝑥𝑥 = 0 េហយង∠𝐴𝐴𝑂𝑂𝐷𝐷 = 90° ។ 

 

រូបទី 1 : ស�នាួទីំ2 

𝐴𝐴 

𝐴𝐴 𝐴𝐴 

𝐸𝐸 

𝐷𝐷 

𝐴𝐴 

𝐴𝐴 𝐴𝐴 

𝐷𝐷 

𝑂𝑂 
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េបង𝐸𝐸 ឋិតេនរតិង𝐴𝐴 េហយេដយង𝐸𝐸𝐴𝐴 = 𝐸𝐸𝐷𝐷 េនា 𝐸𝐸ឋិតេន្តងស ចំណជ ច្បសព េវងបន� តសែកងន រងង

𝐴𝐴𝐷𝐷 េហយកតសតមចំណជ ចកណា លង𝐴𝐴𝐷𝐷 នងិបន� តសង(𝐴𝐴𝐴𝐴) ។ េបង∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 60° េនាេនេពលង𝐷𝐷 ≡ 𝐴𝐴 

េយងទរន 𝐸𝐸 ≡ 𝐴𝐴 ។ងេដយង∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 < 60°  េនាង𝐸𝐸 ∈ [𝐴𝐴𝐴𝐴] ។ងកេណីេនាេយងអចេក

រនទតីងំ 𝐷𝐷;𝐸𝐸 ែដលេផ��ងផ� តសសម�តកិម�រន។ង 

 

រូបទី 2 : ស�នាួទីំ2 

តងង∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐸𝐸 = 𝑥𝑥 ។ េយងមនង 
∠𝐴𝐴𝐷𝐷𝐴𝐴 = ∠𝐷𝐷𝐴𝐴𝐸𝐸 = 𝐴𝐴 − 2𝑥𝑥 
⟹   180° − 2𝐴𝐴 + 𝑥𝑥 = 𝐴𝐴 − 2𝑥𝑥   ⟺ 3𝐴𝐴 − 3𝑥𝑥 = 180°  ⟹𝐴𝐴− 𝑥𝑥 = 60° 

េយងមន 

∠𝐴𝐴𝑂𝑂𝐷𝐷 = 180° − ∠𝑂𝑂𝐴𝐴𝐷𝐷 − ∠𝐴𝐴𝐷𝐷𝑂𝑂 = 180° −
(∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷 + ∠𝐴𝐴𝐷𝐷𝐴𝐴)

2
 

 ⟺  ∠𝐴𝐴𝑂𝑂𝐷𝐷 = 180° −
𝐴𝐴 + 𝐴𝐴 − 2𝑥𝑥

2
= 180° − (𝐴𝐴 − 𝑥𝑥) = 120° 

 

3. េយងពនិតិ្បណា ចំននួែដលមនរងង6𝑘𝑘, 6𝑘𝑘 + 1, 6𝑘𝑘 + 2, 6𝑘𝑘 + 3, 6𝑘𝑘 + 4, 6𝑘𝑘 + 5 ។ងេយងមិន

យកង𝑛𝑛 = 6𝑘𝑘 + 1, 6𝑘𝑘 + 2, 6𝑘𝑘 + 3, 6𝑘𝑘 + 5 េទងេ្រាវ 𝑛𝑛 + 1 = 6𝑘𝑘 + 2, 6𝑘𝑘 + 3, 6𝑘𝑘 + 4, 6𝑘𝑘 +

6 វមិនែមនជចំននួបឋម។ងេយងមិនយកង𝑛𝑛 = 6𝑘𝑘 + 4 េទេ្រាង𝑛𝑛 − 1 = 6𝑘𝑘 + 3 មិនែមនជចំននួ

បឋម។ងដេូចាាង𝑛𝑛 ្តូូ មនរងង6𝑘𝑘 ។ងេយងពនិតិ្តែួចកខ�ាេបសស6𝑘𝑘 គ ឺ1,𝑘𝑘, 2𝑘𝑘, 3𝑘𝑘, 6𝑘𝑘 ។ងេបង𝑘𝑘 > 1 

េនាផលបូកតែួចកទងំេនាេស�ន រងង1 + 𝑘𝑘 + 2𝑘𝑘 + 3𝑘𝑘 + 6𝑘𝑘 = 12𝑘𝑘 + 1 > 2𝑛𝑛 = 12𝑘𝑘 មិនេផ��ង

ផ� តស។ងដេូចាាង𝑘𝑘 = 1 នងិង𝑛𝑛 = 6 ។ 

ដេូចាាង𝑛𝑛 = 6 ជសម ជ្ណា េលខែតមួយគតសែដលេផ��ងផ� តសលក�ខណ� ។ 

𝐴𝐴 

𝐴𝐴 𝐴𝐴 

𝐸𝐸 

𝐷𝐷 

𝑂𝑂 
𝐸𝐸 

𝐷𝐷 ≡ 𝐴𝐴 

𝐴𝐴 𝐴𝐴 
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វ��� សឆា �ំ ២០០៧ 

 

1.  ត 𝑎𝑎 ជចចននួពតិវរិ�មន គដល 𝑎𝑎3 = 6(𝑎𝑎 + 1) ។ ចូរបង �ថ �មីករ 𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑎𝑎2 −

6 = 0 គ� នឬ�ជចចននួពតិំទ។ 

2.  𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷 ជចតុំ កណំរា មួយ មន ∠ 𝐷𝐷𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∠ 𝐴𝐴𝐷𝐷𝐴𝐴 =  36°,∠ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷 = 18° និ 

∠ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 72° ។ អ�តប្ទូ្ប�ពគ� ្តប  𝑃𝑃 ។ ចូររណនរង �ប មុច ∠ 𝐴𝐴𝑃𝑃𝐷𝐷 ។ 

3.  ំរឱ្ចចណុច 50 ក��ប�ប មួយ ំៃ�ផៃ តបគ� នចចណុចបីណគដលឋតិំលបនៃ តបគតមួយំនពំទ។ 

ចចណុចនមួិយ់្តវូកបំដយពណ៌មួយក��ចចំណមពណ៌បួន។ ចូរបង �ថ មនពណ៌មួយ 

ំហយយា ំហចណ�ប  ្តីំ កណរ� គលនចចននួ 130 គដលមនកចពូលទចបីមនពណ៌មួយ

ំនព។ ្តីំ កណរ� គលនជ្តីំ កណគដលមន្រុទចបីមិនំ��គ� ។ 

4.  ចូរបង �ថ ំប 𝑝𝑝 ជចចននួបថម ំនព 7𝑝𝑝 + 3𝑝𝑝 − 4 មិនគមនជចចននួកំរំនពំទ។ 
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ដ�េណា្សស 

1. េយងមនងΔ = 𝑎𝑎2 − 4(𝑎𝑎2 − 6) = 3(8 − 𝑎𝑎2) ។ងសមីកេមនឬសពតិទលសែត 

Δ ≥  0 ⟹  𝑎𝑎 ≤  2 √2 
កេណី 𝑎𝑎 ≤  2 √2 េយងទរន 

𝑎𝑎3 = 6 (𝑎𝑎 + 1) 
⟹ 6 = 𝑎𝑎(𝑎𝑎2 − 6) 

តងង𝑦𝑦 = 𝑎𝑎(𝑎𝑎2 − 6)។ងេយងមនង𝑦𝑦′ = 3𝑎𝑎2 − 6 = 3(𝑎𝑎 − √2)(𝑎𝑎 + √2)។ងចំេរា 𝑎𝑎 ≤ 2√2 េយង

ទរនង6 = 𝑦𝑦 ≤ 2√2(8 − 6) = 4√2 មិនពតិ។   

 
 

2. ពនិតិ្េបូទងី1។ង 

 

រូបទី 1 : ស�នាួទី 2 

េយងមនង∠ 𝐷𝐷𝐴𝐴𝐴𝐴 =  2 ∠ 𝐷𝐷𝐴𝐴𝐴𝐴 នងិង∠ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 2 ∠ 𝐴𝐴𝐷𝐷𝐴𝐴 ដេូចាាេងងសមនផ�តិ្តងស  𝐴𝐴 ក ំ𝐴𝐴𝐴𝐴 កតស

តមង𝐴𝐴,𝐷𝐷 ។ងដេូចាាង𝐴𝐴𝐴𝐴 =  𝐴𝐴𝐴𝐴 =  𝐴𝐴𝐷𝐷 ។ងេយងទរនង 

∠ 𝐴𝐴𝐷𝐷𝐴𝐴 = ∠ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷 =
180° − (∠𝐷𝐷𝐴𝐴𝐴𝐴 + ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴)

2
 

𝐴𝐴 
 

𝐴𝐴 
 

𝐴𝐴 
 

𝐷𝐷 
 

36° 
 

36° 
 

18° 
 72° 

 

−√2 √2 𝑎𝑎 

𝑦𝑦′ 

𝑦𝑦 
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=
180° − (36° + 72°)

2
= 36° 

 ដេូចាាង∠𝐴𝐴𝑃𝑃𝐷𝐷 =  180° − ∠𝐷𝐷𝐴𝐴𝐴𝐴 − ∠𝐴𝐴𝐷𝐷𝐴𝐴 = 180° − 2 × 36° = 108° ។ 

 

3. សំេណើ  : ក��ងចេំណមចណុំចចចនំនួ 𝑛𝑛 ឋ�តក��ងគ�ង�មយួ់ែដលេផ��ងផ� តបគា នចណុំចគីណរតប

្តង�គ� ់េយើងមនយា ងេហចណសប្តេីេណសា ែលនចនំនួ 𝑛𝑛
(𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−8)

6
 ។ 

ស្មយគ�� កប 

អងាតបមយួែដលភ� គបចណុំចពីរអចជបតៃន្តេីេណសមបតយា ងេ្ចើនពីរ់េ្ពាេគើមនិអ��ឹ ង

េទនឹងមនចណុំចគីរតប្តង�គ� ែកងនឹងអងាតបេនា (រគូទី់2)។់ដេូច�ាេយើងមន្តេីេណសមបត

យា ងេ្ចើន់2 �𝑛𝑛2� ។់ដេូច�ាមន្តេីេណសា ែលនយា ងេហចណសប់ចនំនួ 

�
𝑛𝑛
3
� − 2 �

𝑛𝑛
2
� =

𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 − 8)
6

 

 

រូបទី 2 : កាាីអង�តលាួសជ់តៃន្តីេកាសា់តចបលសីបីេ�ំេគនឹងមនច�ាុចយា ងតិចបីាតល្តង�គា ។ 

 

កា�ងសំនេួេនាេយងមនចំណជ ច 50 កបេដយពណព បួន។ងេយងមនង50/4 = 12,5 ដេូចាាងមនចំណជ ច

យាងេហចណសស  13 ែដលមនពណព ែតមួយ។ងេ្រាេបពណព នមួិយៗមនែត 12 ចំណជ ចេទងេនាជ

សេជបងេយងមនង4 ×  12 =  48 <  50 ។ងកា�ងចំេណមចំនជចទងំ13 េនាងេយងមន្តេីកណ

រ� ែលនយាងេហចណសស ចំននួង13(13−1)(13−8)
6

= 130 ។ 

4. េបង𝑝𝑝 = 2 េនាង7𝑝𝑝 + 3𝑝𝑝 − 4 = 19 ពតិ។ 

តម្ទរសសីបទ Fermat: 

1. េបង𝑝𝑝 ជចំននួបឋមងេនាចំេរា្គបស ចំននួគតសង𝑎𝑎 េគមនង𝑎𝑎𝑝𝑝 ≡  𝑎𝑎 (mod 4) 

𝐴𝐴 
 

𝐴𝐴 
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2. េបង𝑝𝑝 ជចំននួបឋមងេនាចំេរា្គបស ចំននួគតសង𝑎𝑎 ែដលបឋមនរងង𝑝𝑝 េគមនង𝑎𝑎𝑝𝑝−1 ≡  1 (mod 4) 

តម្ទរសសីបទ (1) េយងទរនង3𝑝𝑝 ≡  3 (mod 𝑝𝑝) ដេូចាា 
7𝑝𝑝 + 3𝑝𝑝 − 4 ≡  3 − 4 = −1 (mod 𝑝𝑝) 

តងង7𝑝𝑝 + 3𝑝𝑝 − 4 = 𝑥𝑥2 ដេូចាាង𝑥𝑥2 ≡  −1 (mod 𝑝𝑝) មនននយថង𝑥𝑥 បឋមនរងង𝑝𝑝 ។ ដេូចាាតម្ទរសសី

បទ(2) េយងទរន 

𝑥𝑥𝑝𝑝−1 ≡ 1 (mod 𝑝𝑝) 

⟺ (𝑥𝑥2)
𝑝𝑝−1

2 ≡ 1 (mod 𝑝𝑝) 

⟺ (−1)
𝑝𝑝−1

2 ≡ 1 (mod 𝑝𝑝) 

⟹
𝑝𝑝− 1

2
= 2𝑘𝑘 

⟹ 𝑝𝑝 = 4𝑘𝑘 + 1 
ែដលង𝑘𝑘 ជចំននួគតសូរិ �មន។ 

កេណីង𝑝𝑝 = 4𝑘𝑘 + 1 េនា 
7𝑝𝑝 + 3𝑝𝑝 − 4 = 28𝑘𝑘 + 7 + 34𝑘𝑘+1 − 4 ≡ 3 + (−1)4𝑘𝑘+1 = 2  (mod 4) 

មិនអចជចំននួកេេរនេទងេ្រាចំននួកេេង≡  0; 1 (mod 4) ។ 
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វ��� សឆា �ំ ២០០៨ 

 

1.   ចូររណន្របប ចចននួពតិ 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐,𝑑𝑑 គដល 

�𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 = 20
𝑎𝑎𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑐𝑐 + 𝑎𝑎𝑑𝑑 + 𝑏𝑏𝑐𝑐 + 𝑏𝑏𝑑𝑑 + 𝑐𝑐𝑑𝑑 = 150

� 

2.  កចពូល 𝐴𝐴 និ 𝐴𝐴 រប�ប ្តីំ កណ�មន្ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ឋតិំលរប  𝑘𝑘 កចរង �ប  1 ឯកត និ កចពូល 𝐴𝐴 

ឋតិំនក��រប  𝑘𝑘 ។ ចចណុច 𝐷𝐷 មួយំ្ព ី𝐴𝐴 ឋតិំល 𝑘𝑘 គដល 𝐴𝐴𝐷𝐷 =  𝐴𝐴𝐴𝐴 ។ បនៃ តប 𝐷𝐷𝐴𝐴 

្ប�ព 𝑘𝑘 ជំលកទីពរី្តប  𝐸𝐸 ។ ចូររណនរង �ប  [𝐴𝐴𝐸𝐸] ។ 

3.  ចូរកចណតប្របប ចចននួបឋម 𝑝𝑝, 𝑞𝑞, 𝑟𝑟 គដល  

𝑝𝑝
𝑞𝑞
−

4
𝑟𝑟 + 1

= 1 

4.  ំរគចកតុទចហច  4 × 4 មួយ ជ្កឡកំរឯកតពណ៌�ចចននួ 16 ។ ំរថ ្កឡមួយំនជបបគ�  

ំបវមន្រុរមួមួយ។ ចលនមួយ ជករំ្រ�ំរ �្កឡមួយ ំហយនិករបា� រពណ៌រប�ប

្កឡមួយំនព និ ្របប ្កឡំនជបប នរ្កឡមួយំនព ព�ីំទំខ�  ឬ ពីំ ខ� ំទ�។ បនៃ បប

ព ីំរំធ ចលនចចននួ 𝑛𝑛 ដមក ្កឡទច 16 មនពណ៌ំខ� ទចអ�ប ។ ចូរកចណតប្របប តលម�គដល

អចមនលន 𝑛𝑛 ។ 
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ដ�េណា្សស 

 

1. េយងមន 

(𝑎𝑎 +  𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑)2  = 𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 + 𝑑𝑑2 + 2(𝑎𝑎𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑐𝑐 + 𝑎𝑎𝑑𝑑 + 𝑏𝑏𝑐𝑐 + 𝑏𝑏𝑑𝑑 + 𝑐𝑐𝑑𝑑) 
⟹ 202 = 𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 + 𝑑𝑑2 + 2(150) 
⟹  𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 + 𝑑𝑑2 = 100 

ែត 

100 =
1
3

[(𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2) + (𝑎𝑎2 + 𝑐𝑐2) + (𝑎𝑎2 + 𝑑𝑑2) + (𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2) + (𝑏𝑏2 + 𝑑𝑑2) + (𝑐𝑐2 + 𝑑𝑑2)] 

≥
2
3

[𝑎𝑎𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑐𝑐 + 𝑎𝑎𝑑𝑑 + 𝑏𝑏𝑐𝑐 + 𝑏𝑏𝑑𝑑 + 𝑐𝑐𝑑𝑑] 

=
2
3

(150) = 100 

ដេូចាាងបង�ទងំពេីេស�គា េបនងិមនែតង𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 = 𝑐𝑐 = 𝑑𝑑 ⟹ 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 = 𝑐𝑐 = 𝑑𝑑 = 5 ។ 

2. តងង𝑆𝑆 ជផ�តិេងងស ង𝑘𝑘 ។ងេដយង𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐷𝐷 េនាង 𝐴𝐴,𝐴𝐴,𝐷𝐷 ឋិតេលេងងសមនផ�តិង𝐴𝐴 ។ងតងង

∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷 = 𝛼𝛼 េនាង∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷 = 2𝛼𝛼 $។ងេដយ្តេីកណង𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷 សមរត្តងស  𝐴𝐴 េនាង∠ 𝐷𝐷𝐴𝐴𝐴𝐴 =

 60° − 𝛼𝛼 = ∠ 𝐴𝐴𝐷𝐷𝐴𝐴 ។ងេហយ្តេីកណ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷 សមរតកំពលូ 𝐴𝐴 េនាង∠ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷 = ∠ 𝐴𝐴𝐷𝐷𝐴𝐴 =
180°−2𝛼𝛼

2
= 90° − 𝛼𝛼 ។ងដេូចាា 

∠𝐴𝐴𝐷𝐷𝐸𝐸 = ∠𝐴𝐴𝐷𝐷𝐴𝐴 − ∠𝐴𝐴𝐷𝐷𝐴𝐴 = 90° − 𝛼𝛼 − (60° − 𝛼𝛼) = 30° 
⟹   ∠𝐴𝐴𝑆𝑆𝐸𝐸 = 2.∠𝐴𝐴𝐷𝐷𝐸𝐸 = 60° 

 ដេូចាា្តេីកណ 𝐴𝐴𝑆𝑆𝐸𝐸 សមនង្ ⟹𝐴𝐴𝐸𝐸 = 1 ។ 

េយងមនង 
∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐸𝐸 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷 + ∠𝐴𝐴𝐷𝐷𝐴𝐴 = 𝛼𝛼 + 30° 

េដយង𝐴𝐴𝐴𝐴𝐸𝐸𝐷𝐷 ឋិតេលេងងស ែតមួយងេនាង 
∠𝐴𝐴𝐸𝐸𝐴𝐴 = 180° − ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷 = 180° − (60° + 2𝛼𝛼) = 120° − 2𝛼𝛼 

ដេូចាា 
∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐸𝐸 = 180° − (∠𝐴𝐴𝐸𝐸𝐴𝐴 + ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐸𝐸) = 180° − (120° − 2𝛼𝛼 + 𝛼𝛼 + 30°) 

= 30° + 𝛼𝛼 
ដេូចាាង∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐸𝐸 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐸𝐸 ⟹ 𝐸𝐸𝐴𝐴 = 𝐸𝐸𝐴𝐴 = 1  ។  
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រូបទី 1 : ស�នាួទី 2 

 

3. លក�ខណ� ែដលឱ្អចសេេសេជ 

𝑝𝑝(𝑟𝑟 + 1) − 4𝑞𝑞 = 𝑞𝑞(𝑟𝑟 + 1) 
⟺ 𝑝𝑝(𝑟𝑟 + 1) = 𝑞𝑞(𝑟𝑟 + 5)            (1) 

េដយង𝑝𝑝, 𝑞𝑞 ជចំននួបឋមេនាងេយងមនកេណីង𝑝𝑝 =  𝑞𝑞 ឬ 𝑝𝑝 ែចកង𝑟𝑟 +  5 ដចស។ង 

កេណីង𝑝𝑝 =  𝑞𝑞 េនាង𝑟𝑟 + 1 = 𝑟𝑟 + 5 មិនអច។ងដេូចាាង𝑝𝑝 នងិង𝑞𝑞 បឋមនរងគា ងេហយង𝑝𝑝 ែចក  𝑟𝑟 + 5 

ដចស ងនងិង𝑞𝑞 ែចកង𝑟𝑟 + 1 ដចស។ងតងង𝑑𝑑 =  PGCD(𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟 + 5) ⟹ 𝑑𝑑 ែចកដចស ង𝑟𝑟 + 5 −

(𝑟𝑟 + 1) = 4 ⟹ 𝑑𝑑 = 1; 2; 3; 4 ។ងេយងមនង(𝑟𝑟 + 1) 𝑑𝑑⁄  បឋមនរងង(𝑟𝑟 + 5) 𝑑𝑑⁄  ។ សមីកេង(1) 

សមមូលនរងង  

𝑝𝑝
𝑟𝑟 + 1
𝑑𝑑

= 𝑞𝑞
𝑟𝑟 + 5
𝑑𝑑

 

⟹   �
𝑝𝑝 =

𝑟𝑟 + 5
𝑑𝑑

𝑞𝑞 =
𝑟𝑟 + 1
𝑑𝑑

� 

⟹ 𝑝𝑝− 𝑞𝑞 =
4
𝑑𝑑

 

េយងទរនថង𝑑𝑑 ≠ 3 ។ 

េបង𝑑𝑑 = 4 េនាង𝑝𝑝 − 𝑞𝑞 = 1 ជចំននួគតសបនសបន� បសគា  េហយជចំននួបឋមទងំពេី ដេូចាាមនែតង

𝑝𝑝 = 3,𝑞𝑞 = 2 ⟹  𝑟𝑟 = 7 ។ 

𝐴𝐴 
 

𝐴𝐴 
 

𝐴𝐴 
 

𝐷𝐷 
 

𝐸𝐸 
 

𝑆𝑆 
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េបង𝑑𝑑 = 2 េនាង𝑝𝑝 − 𝑞𝑞 = 2 ។ងដេូចាាង𝑟𝑟 = 2𝑝𝑝 − 5 = 2𝑞𝑞 − 1 េហយ 𝑝𝑝 នងិង𝑞𝑞 បឋមេសសទងំពេី 

(េ្រាផលសងវគ)ូ។ងេបង𝑝𝑝 នងិ 𝑞𝑞 សជទ�ែតខជសពងី3 េនាង𝑝𝑝, 𝑞𝑞 មនរងង6𝑚𝑚 + 1,6𝑚𝑚 + 5 ។ងេដយង

𝑝𝑝 − 𝑞𝑞 = 2 េនាផលសងេនាែចកន រងង3 សលសសំណលសង2។ងដេូចាាងេយងយកង𝑝𝑝 = 6𝑚𝑚 + 5, 𝑞𝑞 = 6𝑛𝑛 +

1 : 
⟹ 𝑝𝑝− 𝑞𝑞 = 6(𝑚𝑚− 𝑛𝑛) + 4 = 2 

⟹𝑚𝑚−𝑛𝑛 = −
1
3
 

មិនអច។ 

េបមនមួយកា�ងចំេណមង𝑝𝑝, 𝑞𝑞 ែដលេស� ង3 េនាងគងឺ𝑞𝑞 = 3 (េ្រាង𝑝𝑝 > 𝑞𝑞) ⟹  𝑝𝑝 = 5 ។ 

េបង𝑑𝑑 = 1 េនាង𝑝𝑝 = 𝑟𝑟 + 5; 𝑞𝑞 = 𝑟𝑟 + 1 ⟹  𝑝𝑝 −  𝑞𝑞 =  4 ⟹ 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 េសសទងំពេី។ងេដយ 

𝑟𝑟 = 𝑞𝑞 − 1 េនាង𝑟𝑟 គងូ⟹ 𝑟𝑟 = 2 ⟹ 𝑝𝑝 = 7, 𝑞𝑞 = 3 ។ 

ដេូចាាង(𝑝𝑝, 𝑞𝑞, 𝑟𝑟) = (3,2,7); (5,3,5); (7,3,2) ។ 

4. េយងមនទងំបសស ង16 ្កឡ។ងេពលេយងេ្រសេេ សយក្កឡមួយ េហយដេូពណព ្កឡេនាងនងិ

ពណព ្កឡេនជបសគា ងេនាមសងេនា េយងដេូរនង5 ្កឡ។ងមសងដេូរនពណព  5 ្កឡ ដេូចាាេយង្តូូ

កេចលនយាងតចិង4 ដងងែដលដេូរនង20 ្កឡ។ 

បន� បស ពេីធ ចលនរនង𝑛𝑛 ដងងេនាងេយងដេូពណព រនង5𝑛𝑛 ្កឡ តងង𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, . . . ,𝑎𝑎16 ជចំននួដង

ែដល្កឡនមួិយៗដេូពណព ។ េដយពដំីបូង្កឡទងំបសសមនពណព សេ្កយមកមនពណព េខ� ងដេូចាា 

𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, . . . ,𝑎𝑎16 ជចំននួេសសងេហយងធំជងឬេស� 1 ។ងតងង𝑎𝑎𝑖𝑖 = 2𝑏𝑏𝑖𝑖 + 1 ។ងដេូចាាង2∑ 𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖 + 16 =

5𝑛𝑛 ។ងដេូចាាង𝑛𝑛 ្តូូ ែតជចំននួគ។ូ 

េយងមនងចលន 4 ដងងែដលអចបស�េពណព ្កឡទងំបសសជេខ�រនងដចូបង កា�ងេបូទងី2 ។ 

 

រូបទី 2 : ដ�បូងេសើងសក្កឡ 𝐴𝐴 ាចួដាូសា៌្កឡេនានិង្កឡទ�ងបីេ�ជុ�វ�ញំសីសេ�េ�� ។ំបនា បលាក

េទៀតសក្កឡំ𝐴𝐴 ាចួដាូ្កឡទ�ងបួនំបនា បលាកេទៀតំ𝐴𝐴,𝐷𝐷 ។ដ។ 

𝐴𝐴 

𝐴𝐴 

𝐴𝐴 

𝐷𝐷 
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បន� បសមកេទៀតង្កឡទងំបសស បន� បស ពចីលន4ដង  ែដលដេូពនណព ្កឡជេខ�ទងំបសស េហយងេយង

អចេ្រសេេ សយក្កឡណមួយ េចួដេូពណព វពេីដងងេនាេយងរន្កឡមនពណព េខ�ទងំបសស

ដែដល។ ដេូចាាងបណស ងចលនចំននួង2𝑚𝑚 ដង ែដលង𝑚𝑚 ≥  2 អចបស�េពណព ្កឡទងំបសសជេខ�រន។ង

ដេូចាាង𝑛𝑛 = 2𝑚𝑚 ≥  4។ 
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វ��� សឆា �ំ ២០០៩ 

1.  ំរឱ្ប��ំកណំរា ា𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷𝐸𝐸 ំៃ�ផៃ តប ា𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐴𝐴𝐷𝐷 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐷𝐷𝐸𝐸 និា𝑘𝑘𝑎𝑎  ជរបមន�តិឋតិ

ំល្រុ𝐴𝐴𝐸𝐸 គដលបាព្រុ 𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐴𝐴𝐷𝐷 និា𝐷𝐷𝐸𝐸 ំរៀគ� ្តបចចណុច 𝑃𝑃,𝑄𝑄,𝑅𝑅 និា𝑆𝑆 គដលំ្ពី

កចពូលរប�បប��ំកណ។ាចូរបង �ថាបនៃ តប ា𝑃𝑃𝑆𝑆 និា𝐴𝐴𝐸𝐸 �បគ� ។ 

2.  ំដព្រយ�មីករខំ្កមក���ចណុច ចចននួរតបមិនអវរិ�មន 

2𝑎𝑎3𝑏𝑏 + 9 = 𝑐𝑐2 

3.  តា𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ជចចននួពតិាគដលា0 < 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 < 1 និ 

𝑥𝑥𝑦𝑦𝑧𝑧 = (1 − 𝑥𝑥)(1 − 𝑦𝑦)(1 − 𝑧𝑧) 
ចូរបង �ថក��ចចំណមា(1 − 𝑥𝑥)𝑦𝑦, (1 − 𝑦𝑦)𝑧𝑧, (1 − 𝑧𝑧)𝑥𝑥 មនយា ំហចណ�ប មួយគដលធចជឬ

ំ��1 4⁄  ។ 

4.  ្របប ចចណុចំ្គ� ទច 2009 ឋតិក��ប�ប មួយា្តវូរនំរកបំដយពណ៌ំខៀវាឬ្កហមាគដល

យា ណឱ្រលប របឯកត�តិពណ៌ំខៀវ មនចចណុច្កហមចចននួពរីរតបឋតិំនំល។ាចូររណនចចននួ

ចចណុចពណ៌ំខៀវំ្ចនបចុត។ 
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ដ�េណា្សស 

3.  សន�តផ��យមកូិថង(1 − 𝑥𝑥)𝑦𝑦 < 1 4⁄ , (1 − 𝑦𝑦)𝑧𝑧 < 1 4⁄ , (1 − 𝑧𝑧)𝑥𝑥 < 1 4⁄  ។ងេយងទរន 

(1 − 𝑥𝑥)(1− 𝑦𝑦)(1 − 𝑧𝑧)𝑥𝑥𝑦𝑦𝑧𝑧 = 𝑥𝑥2𝑦𝑦2𝑧𝑧2 <
1

64
 

⟹ 𝑥𝑥𝑦𝑦𝑧𝑧 <
1
8
 (1) 

នងិ 

(1 − 𝑥𝑥)𝑦𝑦 + (1 − 𝑦𝑦)𝑧𝑧 + (1 − 𝑧𝑧)𝑥𝑥 <
3
4
  

𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 − 𝑥𝑥𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑧𝑧 − 𝑧𝑧𝑥𝑥 <
3
4
 (2) 

តមសម�តកិម�ងេយងមន 
𝑥𝑥𝑦𝑦𝑧𝑧 = (1 − 𝑥𝑥)(1 − 𝑦𝑦)(1 − 𝑧𝑧) 

= (1 − 𝑦𝑦 − 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥𝑦𝑦)(1 − 𝑧𝑧) 
= 1 − 𝑧𝑧 − 𝑦𝑦 + 𝑦𝑦𝑧𝑧 − 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥𝑧𝑧 + 𝑥𝑥𝑦𝑦 − 𝑥𝑥𝑦𝑦𝑧𝑧 

⟹ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 − 𝑥𝑥𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑧𝑧 − 𝑧𝑧𝑥𝑥 = 1 − 2𝑥𝑥𝑦𝑦𝑧𝑧 (3) 

រំនសួ(3) ចូលកា�ង(2) េយងទរន 

1 − 2𝑥𝑥𝑦𝑦𝑧𝑧 <
3
4
  

⟹ 𝑥𝑥𝑦𝑦𝑧𝑧 >
1
8
 (4) 

េយងេឃថង(1) ផ��យន រង(4) ។ងដេូចាាកេសន�តថង(1 − 𝑥𝑥)𝑦𝑦 < 1
4

, (1 − 𝑦𝑦)𝑧𝑧 < 1
4
, (1 − 𝑧𝑧)𝑥𝑥 < 1

4
 

មិនអចពតិេទ។ងវ្តូូ ែតមនមួយែដលេស�1/4 េធំឺជង។ង

 

4.  តងង𝑟𝑟 ជចំននួចំណជ ចពណព ្កហម។ងតងង𝑏𝑏 ជចំននួចំណជ ចពណព េខៀូ។ងេយងមនង

𝑏𝑏 + 𝑟𝑟 = 2009 ។ 

េយងដរងថងគចំូណជ ចពណព ្កហមមួយគែូដលឋិតេនេលេងងសឯកតណមួយងវអចឋិតេនេលេងងស

ឯកតរនែត 2 េផ្ងគា បា ជេ ណា ា។ងចំណជ ចពណព ្កហមមនចំននួង𝑟𝑟 ដេូចាាអចបេង�តរនគចំូណជ ច

ចំននួ 

�
𝑟𝑟
2
� =

𝑟𝑟(𝑟𝑟 − 1)
2
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េផ្ងគា ។ងដេូចាាមនចំណជ ចពណព េខៀូយាងេ្ចនង 

2.
𝑟𝑟(𝑟𝑟 − 1)

2
= 𝑟𝑟(𝑟𝑟 − 1) 

ដេូចាាង𝑏𝑏 ≤ 𝑟𝑟(𝑟𝑟 − 1) ។ងេយងទរន 
2009 = 𝑏𝑏 + 𝑟𝑟 ≤ 𝑟𝑟(𝑟𝑟 − 1) + 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟2   ⟹ 𝑟𝑟 ≥ 45 

េយងមនង𝑏𝑏 ធំបំផជតេពលង𝑟𝑟 តចូបំផជតងដេូចាាេពលង𝑟𝑟 = 45 ⟹ 𝑏𝑏 = 2009 − 45 = 1964 ។ង
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