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រ ៀបរ ៀងរោយ: រ ឿន សកុានយ់៉ា  និង ផេង ភក្តី6 



   
                                   អារម្ភថា                     
     សសៀវសៅ សិសសពូកែ កែលអ្នែសិែាែពំុងកានស់ៅែនុងដែសនេះ ខ ្ុបំាទបានសរៀបសរៀងស ើង 

ែនុងសោលបំណងទែុជាឯែសារសម្រាបជ់ាជំនយួែលអ់្នែសិែា។យែសៅសិែាស្រសាវម្រជាវ 

សោយខលនួឯង និង ម្យ៉ា ងសទៀតែនុងសោលបំណងច់លូរមួ្សលើែសទុយវសិយ័គណិតវទិយសៅ 

 ម្ររសទសែម្ពុជាសយើងឲកានត់តរែីចសម្រម្ើនកែម្សទៀតសែើម្បបីសងកើនធនធានម្នសុសឲានកានត់ត 

សម្រចើនសែើម្បជីយអ្ភឌិ្ឍនម៍្ររសទសជាតិរបសស់យើង។ 

     សៅែនងសសៀវសៅសនេះរួម្ាន  សម្សរៀនសសងេប លំហាតគ់រំ ូនិង លំហាតអ់្នវុតតនស៍ម្រាប ់

អ្នែសិែាគតិសោយខលនួឯងែហុំសឆ្កងសោយអ្សចតនាម្រាែែជាានទងំបសចេែសទស និង  

អ្ែេរាវរិទុ េ។អាស្រសយ័សហតសុនេះ សយើងខ ្ុជំាអ្នែសរៀបសរៀងរងច់សំោយរែីរាយជានិចេនូវម្តរិេិះគន ់

 កបបសាា បនាពីសំណាែអ់្នែសិែាែនុងម្រគបម់្ជឍោា នសែើម្បជីយួកែលំអ្សសៀវសៅសនេះឲបាន 

 កានត់តសមុ្រែិម្រតភាពកែម្សទៀត។ 

ជាទបីព្ចេ បស់នេះសយើងខ ្ុអំ្នែសរៀបសរៀងសមូ្សោរពជនូែលអ់្នែសិែាទងំអ្សឲ់ានសខុភាពលអ  

និង ទទលួបានជយ័ជំនេះម្រគបភ់ារែចិេ។ 

                                                        សធើវសៅភំនសពញ ដែងទ ី២៣ កខ ៣ ឆាំំន  ២០២០ 

                                                    សរៀបសរៀងសោយ: សតឿន សកុានយ់៉ា  និង សេង ភែត ី

                    



 
 

  លំហាត ់និង  
     ដណំ ោះស្រាយ 
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លហំា ទ់ ី១          កណំ ត់លខខាងចងុនន 1001 1002 10033 7 13  ។ 
 

ដរំ ោះស្រាយ 

 របៀបទ្យ ី១ 

+ចតំ ោះតលខចងុនន 10013  

តេបាន    23 9  =   ; 33 7  =   ;  43 1  =    

 8 4 4 4 43 3 3 3 3 1       =  = =         ;  43 1k  =    
        1001 1000 4 2503 3 3 3 3 1 3 3     =  = = =        

    រ ោះ 10013 3  =      (1)   

+ចតំ ោះតលខចងុនន 10017  

តេបាន  29 9  =   ; 37 3  =   ;  47 1  =    ;  47 1k  =      
 1002 1000 2 4 250 2 27 7 7 7 7 1 7 1 9 9         =  = = =  =            

រ ោះ  10027 9  ==      (2)   

+ចតំ ោះតលខចងុនន 100313  

តេបាន  213 9  =   ; 313 7  =   ;  413 1  =    ;  413 1k  =      
1003 1000 3 4 250 313 13 13 13 13 7       =  = =          

រ ោះ  100313 7  =      (3)   
តាម (1) & (2) និង (3)  រយើងបាន:  1001 1002 10033 7 13 189 9  = = ។   
 របៀបទ្យ ី២ 



  រ ៀបរោយ:  ត ឿន សកុានយ់៉ា  និង រេង ភក្តី                                                លំហាត ់និង ដរំ ោះស្រាយគណិតវទិ្យា                                                                 

  2 

រយើងមាន  23 1(mod10) −  

( )
50010003 1 (mod10) −  

             1(mod10)  
10013 3(mod10)  

រ ើយ  27 1(mod10) −  

( )
501

27 1(mod10) −  

10027 1(mod10)  −  

និង 213 1(mod10) −  

( )
501

213 1(mod10) −  

100413 13(mod10)  −  

     7(mod10)  
( ) ( ) ( )1001 1002 10033 7 13 3 1 7 mod10 21 mod10    −  −  
( )1001 1002 10033 7 13 9 mod10     ។  

 

  លំហា ទ់ ី២          ច ូស្រាយបញ្ជា កថ់ាចនំនួ 2 2 12 3n n+ ++ ចែក្ោែនឹង7 គ្េប់n ។ 

 

ដរំ ោះស្រាយ 

តយើងមាន  23 7 2= +  

តេបាន ( )2 *3 7 2 7 2 ,
nn nq q= + = +   

  េណុអងគទងំពីរនឹង3  តេបាន:  ( )2 13 7 2 3 7 3 2
nn nq+ = + =  +    
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     ត ើយ 2 22 2 2 2 4n n n+ =  =     (2)   

តាម (1) & (2) រគបាន:   ( )2 2 12 3 3 7 3 2 2 4 3.7 2 3 4n n n n nq q+ ++ =  +  +  = + +   

                        ( ) ( )3 7 2 3 4 3 7 7 2 7 3 2n n nq q q=  + + =  +  = +  
រ តដុែូរនោះ   ចនំនួ 2 2 12 3n n+ ++ ចែក្ោែនឹង7 គ្េប់n   ។  

 លំហា ទ់៣ី :        បង្ហា ញថា គ្េបច់នំនួេ ធ់ម្មជា ិn     

                              
( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1

.................
2, 2 3,2 4,2 ,2

n

C C C C n n

−
+ + + + + = ។ 

 

ដរំ ោះស្រាយ 

តយើងមាន 
( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

.................
2, 2 3,2 4,2 ,2C C C C n

+ + + +  

           
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1
.....................

2! 3! 4! !

2 2 ! 3 2 ! 4 2 ! 2 !

n

n

= + + + +

− − − −

 

          ( )2 !1 1 2
...............

2! 3! 4! !

n

n

−
= + + + +  

          
( )

1 1 1 1
............

1 2 2 3 3 4 1n n
= + + + +

    −
 

       1 1 1 1 1 1 1 1
1 ........... 1

2 2 3 3 4 1n n n

       
= − + − + − + + − = −       

−       
 

                 1n

n

−
=       

ដតូចនោះ   គ្េបច់នំនួេ ធ់ម្មជា ិn  
( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1

.................
2, 2 3,2 4,2 ,2

n

C C C C n n

−
+ + + + + =   ។ 
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  លំហាតទ់្យ៤ី:       តេឲស្ុី  1 2 3, , ,............., ,....nu u u u  ត្ទៀងផ្ទទ  ៖់ 

                           1 1u =  2, 2u =   

                           1 22n n nu u u− −= +  

                     បង្ហា ញថា 2 2 4 3 61 2 2 2 ...............n n n nu C C C= + + + + ។  

ដរំ ោះស្រាយ 

បង្ហា ញថា 2 2 4 3 61 2 2 2 ...............n n n nu C C C= + + + +  

រគមាន   1 1u =  2, 2u =    1 22n n nu u u− −= +  

សម្ីការសមាគ ល ់  2 2 1 0r r− − =  

       ( )22 4 1 8 = − − =  

       8 2 2 = =  

  1 2

2 2 2
1 2

2
r r


= = =   

ដតូចនោះ   
1 1 2r = +  ,  2 1 2r = −   

តេបាន   ( ) ( )1 2 1 2
n n

nu a b= + + −   1 1u =  2, 2u =     

       ( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2 1

3 2 2 3 2 2 3

a b

a b

 + + − =


 
+ + − =



 

 តេទញបាន 1

2
a b= =   

នឲំតយើងបាន ( ) ( )1 1
1 2 1 2

2 2

n n

nu = + + −  
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          ( ) ( )1
1 2 1 2

2

n n = + + −
  

 

( ) ( )( )0 1 2 3 0 1 2 3...... ....... .
1

2 2 2 2 2 2 .2 2
2

n n n n n n n nC C C C C C C C= +++ + + − + − +  

( )( )2 2 4 3 61
2 1 2 2 2 ..

2
...... ...n n nC C C= ++ + +  

2 2 4 3 61 2 2 2 ...............n n n nu C C C= + + + +  

ដតូចនោះ   2 2 4 3 61 2 2 2 ...............n n n nu C C C= + + + +     ។    

 លំហា ទ់៥ី   :                បង្ហា ញថា 1999 19994 7 2+ − ចែក្ោែនឹ់ង9  ។ 

 

     ដរំ ោះស្រាយ 

តយើងមាន  1999 19994 7 2+ − ចែក្ោែនឹ់ង9   ។  

 តោយ:  ( )1999 3 666 1=  +  

      ( ) ( ) ( ) ( )
666 666 6661999 3 666 1 34 4 4 4 64 4 6 4 4 4 mod9 += =  =  = +    

ស្រសតដៀងគា្ន តនោះដដរ 

             ( ) ( ) ( )
666 6661999 37 7 7 343 7 7 mod9=  =    

តេបាន  ( ) ( )1999 19994 7 2 4 7 2 mod9 0 mod9+ −  + −   

ដតូចនោះ    1999 19994 7 2+ − ចែក្ោែនឹ់ង9   ។ 

 លំហា ទ់៦ី:របើ 2 2 4 8 16 32

2 2 4 8 16 32
( )

1 1 1 1 1 1
f x

x x x x x x
= + + + + −

− + + + + −
 

  េណន ( )f x កាលណា  4,3,x ។ 

ដរំ ោះស្រាយ 
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តយើងមាន 
2 2 4 8 16 32

2 2 4 8 16 32
( )

1 1 1 1 1 1
f x

x x x x x x
= + + + + −

− + + + + −
 

                           
4 4 8 16 32

4 4 8 16 32

1 1 1 1 1x x x x x
= + + + −

− + + + −
 

4 8 16 32

8 8 16 32

1 1 1 1x x x x
= + + + −

− + + −
 

           
16 16 32

16 16 32

1 1 1x x x
= + −

− + −
   

            
32 32

32 32
0

1 1x x
= − =

− −
 

+រក   (4), (3)f f  

តយើងមាន  ( ) 0f x =   (4) 0f = &   (3) 0f =   

ដតូចនោះ    (4) 0f = &   (3) 0f =       ។  

 

 

ដរំ ោះស្រាយ 

រយើងមាន 3 3 3 3......... 2 2 2 2 .......− + + + +   

តាង 3 3 3 3......... , 2 2 2 2 .......x y= = + + + +  

 រោយ 3x x= លោុះគ្ា 2 3 0x x− =   តនោះ 3x =   តគ្ ោះ 0x      

             តោយ 2 2 2 2 .......y = + + + +  

តេបាន 2y y= +  
2 2y y = +  នឹង  0y   

លហំាតទ់៧ី:  រក នម្ៃនន   3 3 3 3......... 2 2 2 2 .......− + + + + ។ 

 



  រ ៀបរោយ:  ត ឿន សកុានយ់៉ា  និង រេង ភក្តី                                                លំហាត ់និង ដរំ ោះស្រាយគណិតវទិ្យា                                                                 

  7 

  2y =  
តេបាន  3 3 3 3......... 2 2 2 2 ....... 3 2 1− + + + + = − =  

      ដតូចនោះ 3 3 3 3......... 2 2 2 2 ....... 1− + + + + =  ។  

 

 
 

ដរំ ោះស្រាយ 

តយើងមាន   2

2 2

20092008

20092007 20092009 2+ −
 

រគបាន 2

2 2

20092008

20092007 20092009 2+ −
 

2

2 2

20092008

20092007 1 20092009 1
=

− + −
 

    
( )( ) ( )( )

220092008

20092007 1 2009200 1 20092009 1 20092009 1
=

− + + − +
 

( )( ) ( )( )

220092008

20092006 20092008 20092008 20092010
=

+
 

           
( ) ( ) ( )

2 2

2

20092008 20092008

20092008 20092006 20092010 2 20092008
= =

+  

 

               1

2
=  

ដរូែនោះ  
2

2 2

20092008 1

20092007 20092009 2 2
=

+ −
 ។ 

លហំាតទ់្យ៨ី:េណន នម្ៃ 

                         
2

2 2

20092008

20092007 20092009 2+ −
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ដរំ ោះស្រាយ 

តយើងដងឹថា ( )
22 2 1 1n n n− + = −   និង ( )( )2 1 1 1n n n− = − +     

ត ើយ   ( )
22 2 1 1n n n+ + = +  

រយើងាម នថា  3 1x n= +  3, 1y n= −   

តេបាន  
2 2

1
( )f x

x xy y
=

+ +
 

  
3 3

( )
x y

f n
x y

−
=

−
 

      ( )
1

2
x y= −  

( )3 31
1 1

2
n n= + − −   

តេបាន  (1) (2) (3) (4) ........ (999997) (999999)f f f f f f+ + + + + +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 33 3 3 3 3 31
2 0 4 2 6 4 ........ 999998 999996 100000 999998

2
 = − + − + − + + − + −
 

 

     3 31
1000000 0 50

2
 = − =
 

 
ដតូចនោះ  (1) (2) (3) (4) ........ (999997) (999999) 50f f f f f f+ + + + + + = ។ 

  

 

លហំាតទ់្យ៩ី:គ្េបច់នំនួេ វ់ជិ្ ាមាន 𝑛 តេ 
3 3 32 2 2

1
( )

2 1 1 2 1
f n

n n n n n
=

− + + − + + +
 

កណំ  ់នម្ៃនន (1) (2) (3) (4) ........ (999997) (999999)f f f f f f+ + + + + +  

លហំាតទ់្យ១ី០:តបើ , , , , ,a b c x y z គ្េបច់នំនួេ ទ់ងំអសប់ង្ហាញថា៖ 

  ( )( ) 4ab xy ax by abxy+ +  ។ 
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ដរំ ោះស្រាយ 

ាម្វសិម្ភាព AM GM−  តយើងមាន 

 ( ) 2
2

ab xy
abxy ab xy abxy

+
  +    (1)  

និង ( ) 2
2

ax by
abxy ax by abxy

+
  +    (2)   

តាម(1)&(2) តេបាន  ( )( ) 4ab xy ax by abxy abxy+ +  \ 

( )( ) 4ab xy ax by abxy + +   

ត  ដុចូតនោះ  ( )( ) 4ab xy ax by abxy+ +   ។   

 

 

 

 

ដរំ ោះស្រាយ 

តយើងមាន  
3

2

1 1 1 1
6 log 4 4 4 ...........

3 2 3 2 3 2 3 2
A

 
 = + − − −
 
 

 

តាង 1 1 1
4 4 4 ...........

3 2 3 2 3 2
B = − − −

21 1
4 4

3 2 3 2
B B B B = −  = −  

                                               
1 1

16
183 2

2
B

−  +

 =  

លហំាតទ់្យ១ី១: ក្តម្មៃននកតនោម្ដចូខាងតគ្កាម្៖ 

   
3

2

1 1 1 1
6 log 4 4 4 ...........

3 2 3 2 3 2 3 2
A

 
 = + − − −
 
 

 ។ 
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1 17

3 2 3 2

2
B

− 

 =  , 0B   

  1 1 17 16 8

2 3 2 3 2 3 2 2 3 2
B

− 
 = + = = 

 
 

រគបាន  
3

2

1 8
6 log

3 2 3 2
A

 
= +  

 
 

  2

3 3

2 2

4 3
6 log 6 log 6 2 4

9 2
A

−

   
 = + = + = − =   

   
 

      ដចូតនោះ 4A =   ។ 

 

 

ដរំ ោះស្រាយ 

ក.តយើងមាន *k  តេបាន ( )! 1 ! !kk k k= + −    

                                          ( ) ( )1 ! 1 !k k k + = +  
                                                     ( )1 ! ! !k kk k+ = +    
                                            ( )! 1 ! !kk k k= + −  
ដចូតចនោះ    *k  តេបាន ( )! 1 ! !kk k k= + −  ។ 

ខ.ទាញបង្ហាញថា ( )1 1! 2 2! 3 3! ........ ! 1 !n n n +  +  + +   +  

តយើងមាន *k  តេបាន ( )! 1 ! !kk k k= + −    

ចតំ ោះ  1,2,3,4,........k =  

រគបាន    ( )1 1! 2 2! 3 3! ........ ! 2! 1! 3! 2! ....... 1 ! !n n n n +  +  + +  = − + − + + + −  

លហំាតទ់្យ១ី២: ក.បង្ហាញថា *k  តេបាន ( )! 1 ! !kk k k= + −    

                        ខ.ទាញបង្ហាញថា ( )1 1! 2 2! 3 3! ........ ! 1 !n n n +  +  + +   +  
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       ( )1 1! 2 2! 3 3! ........ ! 1 ! 1!n n n +  +  + +  = + −  
តោយ ( ) ( )1 ! 1! 1 !n n+ −  +  

តយើងបាន ( )1 1! 2 2! 3 3! ........ ! 1 !n n n +  +  + +   +  

ដចូតនោះ តេទញបាន ( )1 1! 2 2! 3 3! ........ ! 1 !n n n +  +  + +   +  ។ 

 

 

ដរំ ោះស្រាយ 

រោយ 2cos 1
cos

2 cos

y
x

y

−
=

−
 

  

2

22

2 2

2

1 tan
22 1

1 tan1 tan
22

1 tan 1 tan
2 22

1 tan
2

y

yx

x y

y

 
− 

− 
 +−
  =
 

+ − 
−  
 +
 

 

   
2 22

2 2 2

2 1 tan 1 tan1 tan
2 22

1 tan 2 1 tan 1 tan
2 2 2

y yx

x y y

   
− − +−    

    =
   

+ + − −   
   

 

   
2 2

2 2

1 tan 1 3tan
2 2

1 tan 1 3tan
2 2

x y

x y

− −

 =

+ +

  

2 2 2 2 2 2 2 21 3tan tan 3tan tan 1 3tan tan 3tan tan
2 2 2 2 2 2 2 2

y x x y y x x y
 + − − = − + −  

 2 26 tan 2 tan
2 2

y x
 =  

លហំាតទ់្យ១ី៣: របើ ( )
2cos 1

cos , 0,
2 cos

y
x x

y


−
= 

−
 តនោះបង្ហាញថា tan cot 3

2 2

x y
=  ។ 
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 2

2

1
tan 3

2
tan

2

x

y
  =    

     tan cot 3
2 2

x y
 =  

ដែូរនោះ tan cot 3
2 2

x y
=   ។  

 

 

ដរំ ោះស្រាយ 

រយើងមាន    2 2 2 2 2cos 4x+ + + +  

       ( )2 2 2 2 1 cos 4x+ + + +        តគ្ ោះដ  21 cos 2 2cosx x+ =  

       22 2 2 4cos 2x= + + +   

            ( )2 2 2 1 cos 2x= + + +  

                       22 2 4cos x= + +  
                   2 2 2cos x= + +  

   22 4cos 2 2cos 2 1 cos 2cos
2 2 2 4

x x x x 
= + = + = + = 

 
  

 ដរូែនោះ   2 2 2 2 2cos 4 2cos
4

x
x+ + + + =       ។ 

      

លហំាតទ់្យ១ី៤:   េណន នម្ៃ     2 2 2 2 2cos 4x+ + + + ។ 

លហំាតទ់្យ១ី៥  :របើ  9 4 5x = + និង 1xy =  តនោះ
2 2

1 1

x y
+    តសមើប៉ាុនម ន? ។ 
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ដរំ ោះស្រាយ 

របើ  9 4 5x = + និង 1xy =    

       1 1 9 4 5

9 4 5 9 4 5
y

x

−
= = 

+ −
          9 4 5

4 5
81 80

y
−

 = =
−

      

តេបាន ( )
2

22

2 2 2

1 1 1 1
2 2x x x y

x y x x

 
+ = + = + − = + − 

 
 218 2 322= − =  

ត  ដុចូតនោះ  
2 2

1 1

x y
+    តសមើ  322  ។  

 

  

ដរំ ោះស្រាយ 

តយើងមាន     

            2 2 2 22 2 2 ( ) 0a b c ab bc ca a b c+ + + + + = + + =  

រគបាន        2 2 2 (2 2 2 ) 2( )a b c ab bc ca ab bc ca+ + = − + + = − + +  

តនោះ            
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

[ 2( )]a b c ab bc ca

a b b c c a a b b c c a

+ + − + +
=

+ +  + + 

  

        ( 2

2 2 2 2 2 2

4 ( )ab bc ca

a b b c c a

 + + =
 + + 

 

             ( )2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

4 2 ( )a b b c c a abc a b c

a b b c c a

 + + + + +
 =

 + + 

 

( )2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

4 a b b c c a

a b b c c a

 + +
 =
 + + 

  រ្រោះ 0a b c+ + =  

លហំាតទ់្យ១ី៥:របើ 0a b c+ + =    តនោះរក នម្ៃ
2 2 2

2 2 2 2 2 2

a b c

a b c b a c

+ +

+ +
    ។ 
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លហំា ទ់១ី៦:ក. បង្ហា ញថាគ្េបច់នំនួពិ ម្និអវជិ្ ាមាន𝑎 , 𝑏 , 𝑐  

 តេបាន         3

2

a b c

b c c a a b
+ + 

+ + +
។ 

 

 

   4=  

  ដចូតនោះ   
2 2 2

2 2 2 2 2 2
4

a b c

a b c b a c

+ +
=

+ +
      ។ 

 

 

 

ដរំ ោះស្រាយ 

ក្.ពិនិ យកតនោម្ខាងតគ្កាម្ 

a b c
S

b c c a a b

b c a
M

b c c a a b

c a b
N

b c c a a b

= + +
+ + +

= + +
+ + +

= + +
+ + +

 

តយើងមាន  3M N+ = ។តាមវសិមភាព AM GM− តយើងបាន 

   
3

3

a b b c c a
M S

b c c a a b

a c a b b c
N S

b c c a a b

+ + +
+ = + + 

+ + +

+ + +
+ = + + 

+ + +

  

នឲំ 2 ~ 3M N S+ +  និង2 3S     ឺ 3

2
S    ។ 

ដែូរនោះ តេបាន   3

2

a b c

b c c a a b
+ + 

+ + +
    ។ 
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លហំា ទ់១ី៦: បង្ហាញថា 2 2 2 3 3 33 ax by cz a b c+ + = + +    

តបើ  3 3 3ax by cz= =   និង 1 1 1
1

x y z
+ + =   ។ 

លហំា ទ់១ី៧: កតម្មៃ 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑢𝑛 និង 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑢𝑚 ននអនេុម្ន៍ ( )2( ) 1993 1995f x x x= − −              
រលើដដនក្ណំត ់បសវា។ 

 

 

ដរំ ោះស្រាយ 

តយើងមាន 3 3 3ax by cz= =   និង 1 1 1
1

x y z
+ + =     

តេបាន:  

 
3 3 2

2 2 2 33 3 3
1 1 1ax by cz

ax by cz ax
x y z x y z

 
+ + = + + = + + 

 
 

3x a=   (1)  
3y b=    (2)  
3z c=    (3)  

   ាម្សម្ីការ (1) , (2)  ,  (3)  រគបាន:  

រគបាន     
2 2 2 2 2 2 2 2 23 3 3

3 32
ax by cz ax by cz ax by cz

a b c
x y z

+ + + + + +
+ + = + +  

            2 2 2 3 3 33
1 1 1

ax by cz a b c
x y z

 
+ + + + = + + 

 
           

      នឲំ    2 2 2 3 3 33 ax by cz a b c+ + = + +            

ដចូតចនោះ  2 2 2 3 3 33 ax by cz a b c+ + = + +      ។ 

 

 



  រ ៀបរោយ:  ត ឿន សកុានយ់៉ា  និង រេង ភក្តី                                                លំហាត ់និង ដរំ ោះស្រាយគណិតវទិ្យា                                                                 

  16 

ដរំ ោះស្រាយ 

+ចដនក្ណំតវ់ា 1995, 1995D  = −
 

 

ដងឹថា 𝑓(𝑥) ជាអនគុមនត៏សស និង ( ) 0f x   , 0, 1995x   
 

 

តនោះ   
[0, 1995] [0, 1995]

max ( ) max ( );min mixx D x Dx x
f x f x  

= = −  

  , 0, 1995x   
 

 រយើងមាន   ( )2( ) 1993 1995f x x x= − −   

  ( )21993 1993 1 1995x x=  + − −  

( )( )21993 1 1993 1995x x + − + −  

ាម្វសិម្ភាព Cauchy Schwarz−  
2 2

2 1993 1995
1994 1993 1995 1994 1994 1994

2

x x
x x

+ + −
=  + −   =   

តបើសម្ភាពតកើ ត ើង និង លកខខណ័ឌ : 

    
2

2

1 1995
1994 [0, 1995]

1993 1995

x
x

x x

 = −
 = 

= + −

 

ដចូតនោះ      
[0, 1995]

max ( ) max ( ) 1994 1994x D x
f x f x 

= =  បាន 1994x =  

              
[0, 1995]

min ( ) max ( ) 1994 1994x D x
f x f x 

= − = −     បាន 1994x = − ។ 

 

ដរំ ោះស្រាយ 

 រគមាន   x x ee  + +=   

   ln lnx x ee  + + =  

លហំា ទ់១ី៨:    តោោះស្រាយសម្ីការ   x x ee  + +=        ។ 
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( ) ( ) ln

ln ln

ln ln

eln

1 ln

x lne x e

x x e

x x e

x

 

  

  

 



+ = +

+ = +

− = −

−
 =

−

 

 ដចូតនោះ រសឹសម្កីារេ:ឺ  eln

1 ln
x

 



−
=

−
។   

           

  

                 

 

ដរំ ោះស្រាយ 

តេមាន𝐴 =

[
 
 
 

√
(3√3)

√√3
√3+1√3√√3

√3

]
 
 
 
√3

 

តេបាន𝐴 =

(

 
 √

√3
3

√√3
√3+1√3√√3

√3

)

 
 

√3

 

               =
(

 
 

√3
3 

√
√3

√3+1√3

√√3
√3

 

)

 
 

√3

 

            = (√3
3 √√3

√3+1−1√3

 
 )

√3

 

         = (√3
3 √√3

√3√3

 
 )

√3

 

លហំា ទ់១ី៩: 

េណន     𝐴 =

[
 
 
 

√
(3√3)

√√3
√3+1√3√√3

√3

]
 
 
 
√3

។ 
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       = (√3
3√3 

 )
√3

 

         3 3

3 81 3


= =               
   ដតូចនោះ    81 3A =      ។               

 

 

 

ដរំ ោះស្រាយ 

តេមាន   2 33 7 11 15 ...........x x xE x x x− − −= + + + +   (1)  

 ( 5) 23 1 ...........
x xx x xx x x x x x+ = + + +      (2)                                    

ាង x x x xB x x x x=   

តេបាន xB xB=  នឲំ  1xB x−=   

យក Bជំនសួក្នុងសមីកា (2)  រគបាន: 

     1( 5) 23 1x xx x x−+ = + +   
នឲំ   2x =  

រគបាន 2 3 43 7 11 15 ...........(3)x x x x xx E x x x x− − − − −= + + + +  

យក (1) (3)− តយើងបាន    ( ) ( )21 3 4 1 .......x x x xx E x x x− − − −− = + + + +   (4)  

ាង 21 .......x xA x x− −= + + +  នឲំ  1 4

1 3x
A

x−
= =

−
 

   លំហា ទ់២ី០: រក នម្ៃ 2 33 7 11 15 ...........x x xE x x x− − −= + + + +     ។ 

     តបើ     ( 5) 23 1 ...........
x xx x xx x x x x x+ = + + + ។ 
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យក A  ជំនសួក្នុងសមីកា (4) រគបាន : ( )24 4 52
3 4 2

3 3 9
E E−  
= +  = 

 
     

ដតូចនោះ   នម្ៃ 52

9
E =     ។ 

 

 

   

 

 ដរំ ោះស្រាយ 

ាម្វចិារតោយកតំណើ ន: 

 -ចតំ ោះ 1n =   តេបាន: 1 1 1

2
tan tan 2 tan

1 1.2

x
x x

x

− − − 
= − 

+ 
  ពិត 

-ឧបមាថាពិ ដល ់ n k=  តេបាន:  

  
( )

( )1 1 1

2
tan tan 1 tan

1 . 1

x
k x x

k k x

− − −
 

= + −  + + 
  (*)  

-បង្ហា ញថាវាពិ ដល់ 1n k= +  េបឺង្ហា ថា: 

 
( )

1 1 1 1 1

2 2 2
tan tan tan tan ( 2) tan ?

1 1.2 1 2.3 1 1 ( 2)

x x x
k x x

x x k k x

− − − − −
    

+ + + = + −      + + + + +     
 

ដែម្អងគទងំពីរនន (∗) នឹង 
( )

1

2
tan

1 1 ( 2)

x

k k x

−
 
  + + + 

   តយើងបាន: 

( )
1 1 1

2 2 2
tan tan tan

1 1.2 1 2.3 1 1 ( 2)

x x x

x x k k x

− − −
    

+ + +       + + + + +     
 

1 1 1

2
tan ( 1) tan tan

1 ( 1)( 2)

x
k x x

k k x

− − −  
= + − +  

+ + + 
 

លហំា ទ់២ី១: បង្ហាញថា 

1 1 1 1 1

2 2 2
tan tan tan tan ( 1) tan

1 1.2 1 2.3 1 ( 1)

x x x
n x x

x x n n x

n

− − − − −    
+ + + == + −    

+ + + +     
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1 1 1

2
tan ( 1) tan tan

1 ( 1)( 2)

x
k x x

k k x

− − − 
= + + − 

+ + + 
 

2 3
1 1

2 2

( 1) ( 1) ( 2)
tan tan

1 ( 1) ( 2)

k x k k x x
x

k k x

− − + + + + +
= − 

+ + + 
 

2 2
1 1

2

( 2) ( 1) ( 2)
tan tan

1 ( 1)( 2)

k x k k x
x

k k x

− − + + + +
= − 

+ + + 
 

2 2
1 1

2 2

( 2) ( 1) ( 2)
tan tan

1 ( 1) ( 2)

k x k k x
x

k k x

− − + + + +
= − 

+ + + 
 

2 2

1 1

2 2

( 2) 1 ( 1)
tan tan

1 ( 1) ( 2)

k x k x
x

k k x

− −
  + + +  = −
 + + +
 

 

 

 1 1tan ( 2) tank x x− −+ −  ពិ  

ដតូចនោះ  1 1 1 1 1

2 2 2
tan tan tan tan ( 1) tan

1 1.2 1 2.3 1 ( 1)

x x x
n x x

x x n n x

− − − − −    
+ + + == + −    

+ + + +     
 

 n  ។ 
 

 

 

ដរំ ោះស្រាយ 

តយើងដងឹថា (1 )(1 )(1 )(1 )a b c d+ + + +   

1 ( ) ( )a b c d ab ac ad bc bd cd= + + + + + + + + + +  

( )abc acd abd bcd abcd+ + + + +  

លហំា ទ់២ី២: តបើ , ,a b c   និង d  ជាចនំនួពិ វជិ្ ាមានត ើយចតំ ោះ 1abcd =   តនោះ 

      បង្ហា ញថា (1 )(1 )(1 )(1 ) 16a b c d+ + + +     ។ 
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1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )abcd a bcd b acd c abd d abc ab cd ac bd ad bc= + + + + + + + + + + + + + + +  
1 1 1 1 1 1 1

1 1 a b c d ab ac ad
a b c d ab ac ad

             
= + + + + + + + + + + + + + + +             

             
 

ប៉ាុដនែគ្េបច់នំនួពិ 0k  , 1
2k

k
+    តេបាន: 

(1 )(1 )(1 )(1 )a b c d+ + + +  
1 1 1 1 1 1 1

2 a b c d ab ac ad
a b c d ab ac ad

             
= + + + + + + + + + + + + + +             

             
 

                              2 2 7 16 +  =  
ដចូតនោះ  (1 )(1 )(1 )(1 ) 16a b c d+ + + +    ។   

 

 

 

ដរំ ោះស្រាយ 

តេមាន  
( )

( )

( )

69 mod

90 mod

125 mod

r m

r m

r m









   ចដល 0 r m   

    ចត  

       
69 (1)

90 (2)

125 (3)

mk r

mp r

mq r

= +


 +
  +

 

    តាម (2) (1)−  រគបាន: ( ) 21m p k− =  

លហំា ទ់២ី៣:     ក្តម្មៃ  * 1m −  រដើមបឲីសំណលម់្នវធីដីែក្ទាងំបី  69,90,125  នឹង 

                           m មានតម្មៃរសើ មនឹងគា្ន ។ 
 



  រ ៀបរោយ:  ត ឿន សកុានយ់៉ា  និង រេង ភក្តី                                                លំហាត ់និង ដរំ ោះស្រាយគណិតវទិ្យា                                                                 

  22 

     ែរំរោះ  * 1m −    3,7,21m  

   +ក្ ណី 3m =  

    
( )

( )

( )

69 0 mod3

90 0 mod3 3

125 2 mod3

m




  




 

   +ក្ ណី 7m =  

      
( )

( )

( )

69 6 mod 7

90 6 mod 7 7

125 6 mod 7

m




  =




 ពិត  

   +ក្ ណី 21m =  

    
( )

( )

( )

69 6 mod 21

90 6 mod 21 21

125 20 mod 21

m




  




 

    ដែូរនោះ 7m =  ។ 

  

 លំហា ទ់២ី៤:  បង្ហាញថា ចតំ ោះ n    តេបាន: 2 133 3 0(mod30)
n+

+ =  ។ 

 

ដរំ ោះស្រាយ 

 ាម្សម្ម កិម្មរគបាន: 

.តេមាន 2 1 2 23 3 3 3 93 3 27 27
n n n n+ = = =   

លោុះគ្ាដ ( )( )2 1

9
9

9
3 9 93 27 ... ... 27 ... ....

n n+  
= =  
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.តេមាន  ( )927 27 mod30  

 ( )( )
9

9
9

9 927 ... ... 27 ... .... 27(mod30)n  
 =  

 
   (1)  

.តេមាន3 3(mod30)   (2)  

ាម្ស (1) & (2)  តេបាន 2 133 3 27 3(mod30) 30(mod30)
n+

+  +     

                                                          តគ្ ោះ 30 0(mod30)  

ដចូតនោះ តេបាន: ចតំ ោះ n    តេបាន: 2 133 3 0(mod30)
n+

+ =   
។(រតបៀបទ២ីស្រាយាម្វចិារកតំនើន) 

 

 

 

ដរំ ោះស្រាយ 

  y Argthu=  ដដល ( )

3

4
3

4
1

u u v
Argsh Argthx

 
 = = =
 
 

    

   1 1
v

wArgsh Argthx
= =  

  w Argsh Argthx Argshk= =  

  k Argthx R= =  

   
2

1
'

1
R Argthx R

x
=  =

−
 

លហំា ទ់២ី៥:   រកតដរតីវ 'y  ននអនេុម្ន ៍
3

4

1
y Argth

Argsh Argthx

 
 =
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( )2

' 1
'

2 2 1

R
k

R x Argthx
 = =

−
  

  
( ) ( )22

' 1

2 1 11

k
w

x Argthx Argthxk
 = =

− ++
  

  
( )

3 3
2

1
'

2 4(1 ) 1

w
v

w x Argthx Argthx Argsh Argthx

− −
 = =

− +

 

    1 8

4

3
2

33
' '

4
16(1 ) ( 1)

Argshx Argthx
u v v

x Argthx Argthx Argsh Argthx

− −
 = =

− +

 

ដតូចនោះ 

( )

( ) ( ) ( )

7
8

2 3
3

2 4

3'
'

1
16 1 1 1

Argsh Argthxu
y

u
x Argsh Argthx Argthx Argthx Argsh Argthx

= =
−  

− − + 
 

។ 

 

 

 

ដរំ ោះស្រាយ 

          
3

1

2! 3! !
lim

(2 1)!!

n n

n n

n
A

n→ +

 
=

+
 

     

3

1

2! 3! !

(2 1)!!
lim lim

(2 1)!! (2 1)!!

n

n
nn

n n n

n
n

n

nn

n n

n

→ → +

 

−
= 

+ +
 

លហំា ទ់២ី៦: េណនលីម្ី ដចូខាងតគ្កាម្៖ 

                                           
3

1

2! 3! !
lim

(2 1)!!

n n

n n

n
A

n→ +

 
=

+
។ 
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1

1

1
1

1

( 1)!

1 ( 1)!( 1)
lim lim lim

2 1 2 1 ( 1)

( 1)

n
n

n

n
nn n nn

n

n
n

n nn

n n n
n

n

+

+

+
+→ → →

+

+

+ ++
= = 

+ + +

+

 

 
1

2

1 2
lim ( 1)

2 ( 2)

n

nn

n
n

n

+

+→

+
= +

+  

 
1

1 1 1
lim

2 21
1

1

nn e

n

+→
= =

 
+ 

+ 

 

          ដចូតនោះ    1

2
A

e
=   ។ 

 

 

 

 

 

                 

                                                 ដរំ ោះស្រាយ 

( )a  

របើ 0x y= = ជំនសួក្នុង ( )i  

 (0) (0) (0) (0) 1f f f f=  =   
ាម្ ( )ii នឲំ ( ) 1) ( ) ( ) 0f x y f x f y− − =    

លហំា ទ់២ី៦:តេឲ :f →  ជាអនេុម្នត៏្ទៀងផ្ទទ  ់ ( ) 0, (1) 0f x f = និង 

 ( ), ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i f xy f x f y f x f y+ = +  

 ( ), ( ) (0)) ( ) ( ) 0ii f x y f f x f y− − =  , ,x y   

(a), ក្សំណំុដដល្គបត់ម្មៃម្នអនគុមន ៍ f  ។  

(b)តបើ (10) 0f  និង (2) 0f =  ។រកគ្េបសំ់ណំុចនំនួេ ់nចតំ ោះ ( ) 0f n   ។ 
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តបើ  0y =  

( )( ) 1 ( ) 0 ( ) 1f x f x f x− =  =  ឬ 0   

ដចូតនោះ  ក្សំណំុដដល្គបត់ម្មៃម្នអនគុមន ៍ f  គ ឺ1 , 0 ។  

( ) ,b  (2) 0f =   ពិនយតិ 2y =  
ចដល (2 ) ( ) (2) (4) (8) 0f x f x f f f=  = = =  

   5 (5) 0x f=    
តបើ 5y = ជំនសួក្នុង ( )ii  

   ( ( 5) ( ) 0f x f x− =  
តបើ   ( )9 (4) 1 (9) 0x f f=  − =  

   (2) (4) 0 (9) 0f f f= =  =  

 ( )7 (2) 1 (7) 0 (7) 0x f f f=  − =  =  

  ( ) ( )6 (6) 1 (6) 0 6 0 (3) 0x f f f f=  − =  =  =  
តបើ 0x =  (5) 1 (5) 0f f=    

ដតូចនោះ    (2 ) ( ) 5, 10, 20, 40,........f x f x n=       ។ 

 

 

 

 

លហំា ទ់២ី៧:រគឲែនំនួគតវ់ជិ ជមាន 2n ។ឧបមាថាែនំនួគតវ់ជិ ជមាន ( 1,2, , )ia i n=  រេទៀងផ្ទទ ត់

ថា 1 1 na a a   និង 
1

1
1

n

i ia=

  ។បង្ហាញថា្គបែ់នំនួពិត xដែូវសិមភាពខាងរ្កាម៖ 

( )

2

2 2 2
1 1 1

1 1 1

2 1

n

i ia x a a x=

 
 

+ − + 
 ។  

 
 



  រ ៀបរោយ:  ត ឿន សកុានយ់៉ា  និង រេង ភក្តី                                                លំហាត ់និង ដរំ ោះស្រាយគណិតវទិ្យា                                                                 

  27 

ដរំ ោះស្រាយ 

តោយ ( )2

1 1 1x a a − ,
1

1
1

n

i ia=

   

រយើងមាន 
2 2 2

2 2 2
1 1 1

1 1 1 1

2 | | 4

n n n

i i ii i ia x a x x a= = =

     
=     

+     
    

                                  
( )2 2

1 1

1 1 1

4 2 1x a a x


− +
 

តោយ ( )2

1 1 1x a a − តោយតគ្រើវសិម្ភាព Cauchy រយើងមាន 

( ) ( )

2

2 22 2 2 2 2 2
1 1 1 1

1 1n n n n
i i

i i i ii i i i

a a

a x a a x a x= = = =

 
    
   

 + + +   
 

    ។ 

ែរំរោះែនំនួគតវ់ជិ ជមាន 1 1 na a a  ចដលរយើងមាន 1ia + a +1i  និង 

( )
2 2

2 2
2 2 2

2 2

1

4

i i

i
i i

a a

a x
a x a
 +

+ + − 
 

 

2 2

2 2

2

1 1

2 2

i

i i

a

a x a x

=
     

− + + +            

 

2 2

2 2

1 1

1 1

2 2
i ia x a x

= −
   

− + + +   
   

 

2 2

2 2

1

1 1

1 1

2 2
i ia x a x+

−
   

− + − +   
   

 

               ចតំ ោះ  1,2, , 1i n= −  
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តេបាន 
( )

2 2 2
2 2

1 1 2 2

1

1 1 1

2 1 1

2 2

n n
i

i i
i

i i

a

a x
a x a x

= =

+

 
 
 −
    +

− + − +    
    

   

 

ដែូរនោះ  ។  

 

 

 

                                                     ដរំ ោះស្រាយ 
33

3 2 22 0 0

2 2 220 0 2

2
0 0

3 1 13 1 1lim lim
3 1 9(3 )9 2lim lim

1sinsin 21 sin 1 sin 1lim lim
99 9 9

x yx

x
x y

x x

x x

e x e ye x

e x x yx

xx x x

x x x

→ →

→ →

→ →

− − − −− −

− −
= = = = =

    
   
   

 

ចដល  

 
2 2

2 2 20 0 0

 2

1 2 1 2 1
lim lim 4 lim

4

y t y

y t y

y z

e y e t e y
L L

y t y→ → →

=

− − − − − −
= =  =   

      
2

2 2
2

2 2 20 0 0 0

2 1 1 2 1 1
2 lim 2lim lim lim 1 1

y y y y y

y y y y

e y e y e e e
L

y y y y→ → → →

 − − − − − + −
= − = = = = 

 
 

   
20

1 1
lim

2

y

y

e y
L

y→

− −
= ==  

ដតូចនោះ   
2

20

3 1 9
lim

sin 2

x

x
A

e x

x

−

→

−
==

− ។ 

( )2 2

1 12

1

1 1 1 1

2 2 11

2

a a x
a x

 
− + 

− + 
 

( )

2

2 2 2
1 1 1

1 1 1

2 1

n

i ia x a a x=

 
 

+ − + 


លហំា ទ់២ី៨:េណនលីម្ ីដចូខាងតគ្កាម្៖ 

              
2

20

3 1
lim

sin

x

x

e x

x
A

−

→

− −
=  ,    
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ដរំ ោះស្រាយ 

រយើងបាន 56 33

33 56

x y y

x y x

+
= −

−
 

2 256 33 33 56x xy xy y+ − − +                             ែ ំ ំអានថាឬ 

2 256 66 56 0x xy y+ − =  
2 228 33 28 0x xy y+ − =  

(7 4 )(7 4 ) 0x y y x− + =  
7x 4x

y V y
4 7

= = −  

2
2

2
2

7
231 456 455 28

494
7 44 65

16
164 65

65
33 98 65

49

16

x
x

x x
x

xx ix
y x R

x x
x x x

x
x




+ = − 
= − + 

 = →   =   
 − =

− =  
 +


 

2
2

2
2

4

132 756
167

4
49

7

33 32
16

49

x

x
x

x
xx

y

x
x x

x
x




− = −
 +

= − →= 


+ =
 +


 
260 28

7 65

49
65

65

x

x

x
x


=

 
 =


 

លហំា ទ់២ី៩:     តោោះស្រាយសម្ីការខាងតគ្កាម្៖ 

                               ។ 
2 2

2 2

56 33

33 56

y
x y

x y

x
x y

x y


+ = − +


 − =
 +
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   7 4 11
,| | | |

65 65 65
x y x y
   

 =  → = + =   
   

 

ដែូរនោះ 7 4
,

65 65
x y=  =  ។  

 លំហាតទ់្យ៣ិ០:    តេឲ ( ) ( )2 2 2 2log log log log 37

log log 5

x z y t

y t

y t z x

t y

 +  + =


+ =

គណ  log log ?x zz x+ =  

 ដរំ ោះស្រាយ 

( )

2 2 2 2 2 2 2 2

2
2

log log log log log log log log 37

log log 5

x y x t z y z t

y t

y z y x t z t x

t y

  +  +  +  =


+ =

2 2 2 2

2 2

log log log log 37

log 2log log log 25

x t y z

y y t t

z y t x

t t y y

 + + + =
 

+  + =
 

2 2 2 2

2 2

log log log log 37

log log 23

x t y z

y t

z y t x

t y

 + + + =
 

+ =
 

2 2log log 14x zz x + =  
2 2 2 2 2log log log 2log log log log log 2 16x z x x z z x zx z x x z z x x z x= +  = +  + = + + =  

2

1,216 4x x=  =   

     ដចូតនោះ   ។ 

 លំហា ទ់្យ៣ី១      រគឲ  ។  

                                                     េណន A=?  

ដរំ ោះស្រាយ 

ាង 22222222222=a, 4444444444=2 a, 6666666666=3 a  

តេបាន 2 2 2666666666 4444444444 22222222222A = − −  

1,2 4x = 

2 2 2666666666 4444444444 2222222222A = − −
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2 2 2 29 4 4 2 4444444444A a a a a a= − − = = =  

ដែូរនោះ 44444444444A=   ។  

 

 លំហាតទ់្យ៣ី២:     តេដងឹថា     4 1
7

1
7

1
7

x

••

= −

−

−

    រកនម្ៃ ( ) ( )6 4 2

4

5

1 1x x x
P

x

−  + +
=  

                                                     ដរំ ោះស្រាយ 

   តោយ  4

4

1
7x

x
+ =  

    4 2

2 4

1 1
2 7 2x x

x x
 + + = +  

    
2

2

2

1
9x

x

 
+ = 

 
  

      2

2

1
3x

x
+ =  

2

2

2

1 1
2x x

x x

 
− = + − 

 
 

2
1

3 2x
x

 
− = − 

 
 1

1x
x

 − =  

 
6 4 2

4
5

( 1)( 1)x x x
p

x

− + +
=

3 2
4

3 2

1 1
1p x x

x x

  
= − + +  

  
 

2

2 2 2
44

2 2 2

1 1 1 1 1
1 1 1p x x x x x

x x x x x

      
= − + + + + = − + +      

      
 

នឲំ 4 16 2P = =  

ដចូតនោះ   2P = ។ 
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  លំហា ទ់្យ៣ី៣:         ចរូតោោះស្រាយសម្កីារ 
( )

2
2

2

9
40

3

x
x

x
+ =

−
 ។ 

 

 ដរំ ោះស្រាយ 

      តោយ 
( )

2
2

2

9
40

3

x
x

x
+ =

−
 

( )

( )

2

2

2

3
40

3

x
x

x
+ =

−
 ( )

( )

2

2

2

3 3 3
2. . 2. . 40

3 33

x x x
x x x

x xx
 + + − =

− −−  

 
2

3 3
2. . 4

3 3

x x
x x

x x

 
+ − = 

− − 
  

2
2 23 3 6

40
3 3

x x x x

x x

 − +
 − = 

− − 
 

       

      
2

2 2

6. 40 0
3 3

x x

x x

 
− − = 

− − 
  

2 2

4 10 0
3 3

x x

x x

  
 + − =  

− −  
  

          
2 2

4 10 0
3 3

x x

x x
+  − =

− −
 

    4 4 12 0x x+ − =  ឬ  2 10 30 0x x− + =  

  ( 6)( 2) 0x x+ − =   ឬ  0 x     

        1 26 2x x = −  =  

  លំហា ទ់្យ៣ី៤:      រក 2 1n +  តេដងឹថា  
3

6 4 2 1

1

nx
x x

x

+=  ។    
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  ដរំ ោះស្រាយ 

  តេមាន  
3

6 4 2 1

1

nx
x x

x

+=  

   

 

6

3
4

4 2 1

1

nx
x x

x

+

 
 

   =     
 
 
 

 

 
  

6

3

4

44 2 1

6

1

n
x

x x
x

+

 
 
 

   =  
 

 

2

4 2 1

6

1

. n

x

x

x x
x

+

 
 
 
 
 
  =  

      6 4 2 1

2

1

. . nx x x x
x

+=  

11 2 14 2

3

1
. 1n nx x x

x

+ =  =  

7n = −      ( )
22 1 7 1 50n + = − + =   ។      

   លំហាតទ់្យ៣ី៥                   រកនម្ៃ 
2

n
a rn

n
a r

a

x

x
P

x



+

+



=  ។ 

  ដរំ ោះស្រាយ 

                      រយើងមាន 
2

n
a rn

n
a r

a

x

x
P

x



+

+



=  
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រគបាន:  

1 2 ...
n n na a r a rP x x x− + +=                     2 3 2 3 4

2 3
..... ....

1

a a a r r a

n n n n n nP x
+ + + + + + + 

− =  

     2 3

1 2 3

1

a r

n n n n np x

 
+ + + 

−  =  

 ( )
2

1 1

1 1 11

a r

n n n n
P x

 
 + +
 − − −−  =   

 
( )

2

1 1

1 1 11

a r

a n n n
p x

 
 + +
 − − −−  =  

 

( )
2

1

1 1

a r n

a n n
p x

−
+

− −
 
 =
 
 

 

     ដែូរនោះ   
( )

( )
2

1

1

a n r

n
p x

− −

−
=  ។  

  លំហា ទ់្យ៣ី៥:    តោោះស្រាយសម្ីការក្នុង  ( )
33 4 1 21 2 2 2x xx x x− − ++ = + +   ។ 

 

ដរំ ោះស្រាយ 

តោយ   ( )
33 4 1 21 2 2 2x xx x x− − ++ = + +  

    33 4 1 1
2 1

1

x x

x

− − + = + +
+

 

ាម្វសិម្ភាព AM GM  

  
( )

( )

1
1

11 1 .
2 1

x
x x

x

+ +
+  +

+
 

1
1 2

1
x

x
+ + 

+
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1

1 2
1

x
x

+ + =
+

 

          33 4 1 12 2x x− − + =  

    33 4 1 1x x − − + =  
   ( )23 4 0x x + =   

   20 3 4 0x x=  + =  

    23 4 0 0x x+ =       
0x = ។  

 លំហា ទ់្យ៣ី៥:        រកនម្ៃ x តេដងឹថា 3 2
82 loglog

4

16
2 log 8

3

xx
x x− =   

 

 ដរំ ោះស្រាយ 

រយើងមាន  log logb ba c
c a=   

og 1al a = 
3 2

82 loglog

4

16
2 log 8

3

xx
x x− =  

    
32

2

log log3 2 3

2

16
2 log 2

3

x x
x x− =  

    
2 2

2 1
log log

3 32 8
x x

x x− =  

   2log 2kx k x=  =  

        
2 1

3 32 8 0
k k

x x− − =  

     
1 1

3 34 2 0
k k

x x
  

− + =  
  

        
1 1

3 34 2
k k

x x=  = −             ( )
1

232 2
k

k =   

        
2 21

2 6 6
3

k k k=  =  =  
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       62 2kx = =  ។ 

 លំហា ទ់្យ៣ី៦:   រគដងឹថា = =
+ − + − + −3 _ 3 3

a b c

b c a a c b a b c
 ។ រកនម្ៃP + + +

3 3b c a b

a a c c
 

 

 ដរំ ោះស្រាយ 

     តេមាន = =
+ − + − + −3 _ 3 3

a b c

b c a a c b a b c
 

      នឲំ = =
+ − + − + −

4 4 4

3 _ 3 3

a b c

b c a a c b a b c
 

    + = + = +
+ − + − + −

4 4 4
1 1 1

3 _ 3 3

a b c

b c a a c b a b c
 

        + + + + + +
= =

+ − + − + −3 3 3

a b c a b c a b c

b c a a c b a b c
 

  + − = + − = + −3 3 3b c a b c a b c a  

  
= =

+ − + − + −

1 1 1

3 _ 3 3b c a a c b a b c
 

4 4b a=       4 4b c=  

 a b=  និង  b c=  a b c = =  

+ករណីទ១ី 

+ + +  + + + =
3 3 3 3

8
b c a b a a a a

a a c c a a a a
 

+ករណីទ២ី 

( ) ( )+ −+ −
+  + = −

3 3
4

b c aa b c

a c a c  
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 លំហាតទ់្យ៣ី៧:   ចតំ ោះ , ,a b c  ដដល  9
ac ba bc

a b b c c a
+ + = −

+ + +
និង 10

bc ca ba

a b b c c a
+ + =

+ + +
 

  រកនម្ៃ តនោះ b c a
L

a b b c c a
= + +

+ + +
។ 

 ដរំ ោះស្រាយ 

9

10

ac ba bc

a b b c c a

bc ca ba

a b b c c a


+ + = − + + +

+
 + + =
 + + +

   1
ac bc ba ca bcba

a b b c c a

+ + +
 + + =

+ + +
 

( ) ( ) ( )
1

c a b a b c b c a

a b b c c a

+ + +
 + + =

+ + +
      1a b c + + =  

តយើងមាន   

   b c a
L

a b b c c a
= + +

+ + +
 

( ).1
b c a

L a b c
a b b c c a

 
= + + + + 

+ + + 
    

( ) ( ) ( )b a b c c a b c a a b c
L

a b b c c a

+ + + + + +
= + +

+ + +
 

( ) ( )( ) c b c ac a a c aca b b bc
L

a b b c c a

+ + + ++ +
= + +

+ + +
 

bc ac ac
L b c a

a b b c c a
= + + + + +

+ + +
 

( ) 1 10 11
bc ac ac

L a b c
a b b c c a

= + + + + + = + =
+ + +

។ 

ដែូតនោះ  11
b c a

L
a b b c c a

= + + =
+ + +  

។ 

L
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 លំហា ទ់្យ៣ី៨:     គណ   

log

log

log

log

xabc

yabc

y

x

xy

L
xy

x

y
=

 
 
 
 

 ។ 

ដរំ ោះស្រាយ 

  របូម្នែ      n na a=  និង  
1

n na a= , 1
log

log
a

b

b
a
= , log loglog

,
c cb b

a b
a b a a= =  

តេបាន 

log

log

log

log

xabc

xabc

y

y

xy

L
xy

x

y
=

 
 
 
 

 

log

1

log log

logloglog

yxy y

yx

x x

xyxy

x x x y

y xy y
= = = =     

ដចូតនោះ តេបាន  

log

log

log

log

xabc

yabc

y

x

xy
y

L
xy x

x

y
= =

 
 
 
 

 ។ 

     លំហា ទ់្យ៣ី៩:    េណន   

                                                    ដរំ ោះស្រាយ 

តយើងមាន   6 66 666 ... 666...6
n

S = + + + +  

រគបាន  ( )
6

6 10 1
9

= − , ( )26
66 10 1

9
= −  , ( )36

666 10 1
9

= − , ... , ( )
6

666...6 10 1
9

n

n

= −  

( ) ( ) ( ) ( )2 36 6 6 6
10 1 10 1 10 1 .... 10 1

9 9 9 9

ns = − + − + − + + −  

             2 36
10 10 10 .... 10 1 1 .... 1

9

n

n

 
= + + + + − − − − 

 
 

6 66 666 ... 666...6
n

S = + + + +
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( ) ( )1110. 10 1 6 10 10 96 6 10 10 9

9 10 1 9 9 81

n nn nn
n

++ − − − − −
 − = =  −   

 

ដចូតនោះ 6 66 666 ... 666...6
n

S = + + + + = ( )16 10 10 9

81

n n+ − −

 
។ 

   លំហា ទ់្យ៤ី០:      រគឲ 2 3 20087 7 7 .... 7A = + + + + ។បង្ហាញថា A ចែក្ោែនឹ់ង 2800 ។ 
 

                    ដរំ ោះស្រាយ 

2 3 4 5 6 7 8 2005 2006 2007 20087 7 7 7 7 7 7 7 .... 7 7 7 7A = + + + + + + + + + + +  

( ) ( ) ( )2 3 4 4 2 3 4 2004 2 3 47 7 7 7 7 7 7 7 7 .... 7 7 7 7 7A = + + + + + + + + + + + +  

( )( )2 3 4 4 20047 7 7 7 1 7 .... 7A = + + + + + +  

( )4 20042800. 1 7 .... 7= + + +  

  ឲំ A ចែក្ោែនឹ់ង 2800 ។ 

ដែូរនោះ  A ចែក្ោែនឹ់ង 2800  ។ 

   លំហា ទ់្យ៤ី១:    រគឲ 1 2017 1 2018 1 2019 1 ......E = + + + + +  ។ ចរូរកនម្ៃ E ។ 

       

              ដរំ ោះស្រាយ 

រគមាន ( ) ( )
2 2 21 1 1 ( 2) 1 2 1 1 4 3a a a a a a a a a+ = + = + + = + + = + + + +  

21 1 1 ( 1)( 3) 1 1 ( 1) ( 3)a a a a a a a+ = + + + + = + + + +  

2 21 1 1 ( 1) 1 6 8 1 1 ( 1) 1 ( 2) ( 4)a a a a a a a a a+ = + + + + + + = + + + + + +  
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21 1 ( 1) 1 ( 2) ( 4) 1 1 ( 1) 1 ( 2) 1 ......a a a a a a a+ + + + + + = + + + + + + ចតំ ោះ   

រ ោះ 1 2017 1 1 ( 1) 1 ( 2) 1 .....a a a+ = + + + + + +  

1 1 ( 1) 1 ( 2) 1 ..... 2018E a a a= + + + + + + =  

ដចូតនោះ  ។ 

 លំហា ទ់្យ៤ី២:        េណន្លបូក្ 1 1 1
.....

sin 2 sin 4 sin 2n
S

x x x
= + + + ចតំ ោះ n  

                                      ។  

                    ដរំ ោះស្រាយ 

       ចណំា ំ  1 1
2 2

sin 2

m m

m
ctg ctg

x

− − =  

ចតំ ោះ  1,2,....m n=  រគបាន  

               

1

1
2

sin 2

1
2 4

sin 4

....................................

1
2 2

sin 2

n n

n

ctgx ctg x
x

ctg x ctg x
x

ctg x ctg x
x

−


− =


 − =





− =


 

បូកអងគទងំពីរតេបាន 1 1 1
..... 2

sin 2 sin 4 sin 2

n

n
ctgx ctg x

x x x
+ + + = −  

ដែូរនោះ 1 1 1
..... 2

sin 2 sin 4 sin 2

n

n
S ctgx ctg x

x x x
= + + + = − ។ 

   លំហា ទ់្យ៤ី៣:         គណ  2 3
cos cos cos

7 7 7

  
− +   ។ 

 

2017a =

1 1 ( 1) 1 ( 2) 1 ..... 2018E a a a= + + + + + + =

( 0,1,...,; )
2t

k
x t k


 = 
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                                                         ដរំ ោះស្រាយ 

        រោយ 2 5 5
cos cos cos

7 7 7

  

 

= − = − 
 

 

តនោះ 2 3 3 5
cos cos cos cos cos cos

7 7 7 7 7 7

     
− + = + +  

  ាម្របូម្នែ 2cos sin sin( ) sin( )a b a b a b= + − −  

តោយ ( ), ,
7 7

a b
  

=  
 

, 3
,

7 7

  
 
 

, 5
,

7 7

  
 
 

 តេបាន: 

2
2cos sin sin sin 0

7 7 7

3 4 2
2cos sin sin sin

7 7 7 7

5 6 4 4
2cos sin sin sin sin sin

7 7 7 7 7 7

3 5
2sin cos cos cos sin

7 7 7 7 7

3 5 1
cos cos cos

7 7 7 2

  

   

     

    

  


= −


+ = −


 = − = −


 
 + + = 

 

 + + =

 

ដចូតនោះ 2 3 3 5 1
cos cos cos cos cos cos

7 7 7 7 7 7 2

     
− + = + + =

 
 ។ 

     លំហា ទ់្យ៤ី៤:  រគរអាយ 
( )

( )

23 3

34 4

10

9

2

3

x y xy x y

x y xy x y


+ = +


 + = +


។ ែរូតោោះស្រាយសម្ីការ៖ 

                                                          ដរំ ោះស្រាយ 

តេបាន ( )
22 2 2x y x y xy+ = + − , ( ) ( )

33 3 3x y x y xy x y+ = + − +  
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( ) ( )

( ) ( )

22 2

33 3

10

9

2

3

xy x y x y

xy x y x y


+ = +


 + = +


( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

3 3

10
2

9

2
3

3

xy x y xy x y

xy x y xy x y x y

  + − = +  
 

  + − + = +
 

 

តាង a x y= + , b xy=     រគបាន 
( )

( )

2 2

3 3

10
2

9

2
3

3

b a b a

b a ab a


− =


 − =


2
2

2
2

18
(*)

9 10

9
(**)

3 2

0 0

b
a

b

b
a

b

a b


=

−


 
= −


=  =

  

2 218 9
(*) (**) 6 4 9 10

9 10 3 2

b b
b b

b b
=  =  − = −

− −
3 6 2b b =  =  

យក b ជ្ំនសួ កនុង (*)
2

2 18 18.4
9 3

9 10 8

b
a a

b
= = =  = 

−
 

នឲំ

1

1

2 3

2 3

4 5

4 5

00 0

00 0

1, 23 3

2 2 2, 1

3 3 1, 2

2 2 2, 1

xa x y

yb xy

x xa x y

b xy y y

a x y x x

b xy y x

 = =  + =  
    == =    
  = == + =    

    
= = = =    

  = − + = − = − = −  
    = = = − = −     

 

ដចូតនោះ ( )2; 1− − , ( 1; 2)− − , (0;0) , ( )1;2 , ( )2;1  ។ 

 លំហាតទ់្យ៤ី៥:       គណ  ។   

           

          ដរំ ោះស្រាយ 

តយើងមាន ( )( )( )( )2 3 6 9 18 27 541 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2+ + + + + + + +  

               តាម បូមនត ( )( )2 2 3 3a b a ab b a b− + + = −  

តេបាន : 

( )( )( )( )2 3 6 9 18 27 541 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2+ + + + + + + +



  រ ៀបរោយ:  ត ឿន សកុានយ់៉ា  និង រេង ភក្តី                                                លំហាត ់និង ដរំ ោះស្រាយគណិតវទិ្យា                                                                 

  43 

 ( )( ) ( )( )( )2 3 6 9 18 27 541 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2

1 2
B

 − + + + + + + + +
 =

−
 

     ( )( ) ( )( )3 3 6 9 18 27 541 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2

1 2

 − + + + + + +
 =

−
 

    ( )( ) ( )9 9 18 27 541 2 1 2 2 1 2 2

1 2

 − + + + +
 =

−
 

    ( ) ( )27 27 541 2 1 2 2

1 2

 − + +
 =

−
 

       ( )81

81
1 2

2 1
1 2

−
= = −

−
 

ដចូតនោះ ( )( )( )( )2 3 6 9 18 27 54 811 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 2 1+ + + + + + + + = −  ។ 

 លំហាតទ់្យ៤ី៦    រគដងឹថា  0a b c+ + =  ។ េណន 
2 2 2

2 2 2

a b c

a bc b ca c ab
+ +

− − −
 ។ 

 

                   ដរំ ោះស្រាយ  

ាង 
2

2

a
A

a bc
=

−
, 

2

2

b
B

b ca
=

−
, 

2

2

c
C

c ab
=

−
, b a c− = +  

( )

2 2 2

2 2 2 2

a a a
A

a bc a a c c a ac c
= = =

− + + + +
 

( )
22 2 2

2 2 2 2 2

2a cb a ab c
B

b ca b ac c b ac c

+ + +
= = =

− + + + +
 

( )

2 2 2

2 2 2 2

c c c
C

c ab c a c a c ac a
= = =

− + + + +
 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2a a ab c c
A B C

a ac c b ac c c ac a

+ +
+ + = + +

+ + + + + +
 

( )2 22 2

2 2 2 2

22 2 2
2

b ac ca ab c
A B C

b ac c b ac c

+ ++ +
+ + = = =

+ + + +
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ដចូតនោះ  
2 2 2

2 2 2
2

a b c

a bc b ca c ab
+ + =

− − −
 ។ 

 លំហា ទ់្យ៤ី៧:          ចតំ ោះ , ,x y z តោយ
4 2

3

2020 2020 1

2020 1

y
x

z

+ +
+ =

+
។   រកនម្ៃ ?z =  

 

ដរំ ោះស្រាយ  

              តាង  2020a =   

តនោះ ( )( )
( )( )

2 24 2

3 2

1 11

1 1 1

a a a ay a a
x

z a a a a

+ + − ++ +
+ = =

+ + − +
 

                                
2 1 1

1 1

a a
a

a a

+ +
= +

+ +
 

1
2020

2021

y
x

z
+ = + 2020x = , 1y = , 2021z =  

ដចូតនោះ  ម្មៃ 2021z = ។ 

   លំហា ទ់្យ៤ី៨:             រគឲអនេុន ៍ ( ) .( 1)( 2)....( 10)f x x x x x= − − − ។ រក '(0) ?f =   
 

ដរំ ោះស្រាយ  

ាម្របូម្នែតដរតីវតេបាន ( ). ( ) '( ). ( ) ( ). '( )u x v x u x v x u x v x= +  

ាង ( )

( ) ( 1)( 2)....( 10)

u x x

v x x x x

=


= − − −
 ( ) ( ). ( )f x u x v x =  

                                     (0) 0

(0) ( 1)( 2)....( 10)

u

v

=


= − − −
 

           '( ) '( ). ( ) ( ). '( ) 1. ( ) ( ). '( )f x u x v x u x v x v x u x v x= + = +  

           '(0) 1. (0) (0). '(0) 10! 0. '(0) 10!f v u v v= + = + =  
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ដចូតនោះ  '(0) 10!f =  ។ 

  លំហាតទ់្យ៤ី៩:            េណន  
2 2 2 2

2 2 2 2

3 1 5 1 7 1 21 1
....

3 1 5 1 7 1 21 1

+ + + +
+ + + +

− − − −
 ។

 
 

ដរំ ោះស្រាយ  

តេមាន 
2 2

2 2 2

1 1 2 2 1 1
1 1

1 1 1 1 1

n n

n n n n n

+ − +
= = + = + −

− − − − +
 

       

2

2

2

2

2

2

2

2

3 1 1 1 1 1
1 1

3 1 3 1 3 1 2 4

5 1 1 1 1 1
1 1

5 1 5 1 5 1 4 6

7 1 1 1 1 1
1 1

7 1 7 1 7 1 6 8

......................................................

21 1 1 1 1 1
1 1

21 1 21 1 21 1 20 22

 +
= + − = + −

− − +


+
= + − = + − − − +


+

+ = + − = + −
− − +




+ = + − = + −
 − − +



 

  
2 2 2 2

2 2 2 2

3 1 5 1 7 1 21 1 1 1
.... 10

3 1 5 1 7 1 21 1 2 22

+ + + +
 + + + + = + −

− − − −
 

  ដចូតនោះ 
2 2 2 2

2 2 2 2

3 1 5 1 7 1 21 1 5
.... 10

3 1 5 1 7 1 21 1 11

+ + + +
+ + + + =

− − − −
។ 

  លំហា ទ់្យ ី៥០:       គណ   
1 2 1002 2 2

....
1! 2! 100!

 
+ + + 

    
។ 

 

ដរំ ោះស្រាយ  

                      ចណំា ំ
2

0

1 ..... ....
! 1! 2! !

n n
x

n

x x x x
e

n n



=

= = + + + + +   

    ចតំ ោះ 2x =  , 100n =    
1 2 100

2 2 2 2
1 .... ...

1! 2! 100!
e = + + + + +  
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1 2 100

22 2 2
.... ... 1

1! 2! 100!
e + + + + = −  

          ដចូតនោះ  0
2

1 2 1 0

  1
2 2 2

....
1! 2! 100!

   e
 

+ 

=+


−+  ។ 

     លំហា ទ់្យ៥ី១:      4 6
4 4

4 6
4

4 6
4

4 6
4

.... ....

x

x

x

x

− − + − − =

− −

− −

− −

 ។ រក នម្ៃ x  

ដរំ ោះស្រាយ  

 តយើងមាន 4 6
4 4 4

4 6
4

4 6
4

4 6
4

.... ....

x A B

x

x

x

− − + − − =  + =

− −

− −

− −

 

             4

4
4

4
4

4
4

....

A =

−

−

−

            

       24
4 4 4 0A A A

A
 = −  − + =  2A =  

     2 4 2B B + =  =  


6

6

6

....

x

x

x

 −

−

−

    6
2 5

2
x x− =  =  

ដចូតនោះ  5x = ។  

លហំា ទ់្យ៥ី២:       ក្  , ,x y z , ( ), ,x y z  ដដល ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 1

1
4

x x y y z z− + − + − + =  ។ 
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 ដរំ ោះស្រាយ  

រយើងមាន:  

 

( )
2

2 2 2 2

4

a b c d
a b c d

+ + +
+ + +   

តបើ ,a b c= =   ( )
2

2 2 2 2

4

a b c d
a b c d

+ + +
+ + + =  

( ) ( ) ( )
( )2 2 2 2
1 1

1
4 4

x x y y z z
x x y y z z

− + − + − +
− + − + − + = =  

តេបាន 3
1

4
x x y y z z x− = − = − =  = , 1

2
y = , 1

4
z =  

ដចូតនោះ 3

4
x = , 1

2
y = , 1

4
z =  ។ 

 លំហា ទ់្យ៥ី៣:                ក្េលបកូ្ 
2 2 2

1 1 1
2 4 ... 2

2 4 2

n

n

     
+ + + + + +     

     
 ។ 

 

 ដរំ ោះស្រាយ  

  រយើងមាន   2 2 2

2 2 2

1 1 1
2 2 4 2 .... 2 2

2 4 2

n

n
S = + + + + + + + + +  

   ( ) ( )0 2 2 2

2 2 2

1 1 1
2 2 4 .... 2 2 2 .... 2 ....

2 4 2

n

n
S

 
= + + + + + + + + + + + + 

 
 

( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2 2 2

2 2

2 2 1 2 1 2 2 1 2 1
2 2

2 1 1 2 3 2

n n
n

n

n
S n n

− −
+

−

   − − −  +      = + + = + 
− −  

 

ដចូតនោះ ( )22 2 2 2 22 11 1 1 2 1
2 4 ... 2 2

2 4 2 3 2

n
n

n

n n
n

+−  +     
+ + + + + + = +      

       
។ 
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  លំហា ទ់្យ៥ី៤:         េណន
1 11

3 10092
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
2 2 3 2 3 1009

A = + ++
       

+ + + + +  +       
       

។ 

 
 

ដរំ ោះស្រាយ  

តយើងមាន  

 

1 1 11 1

3 5 10092 4
3 3 4 3 4 5 4 4 5 6 4 4 1010

2 2 3 2 3 4 2 3 4 5 2 3 1009

A = + + + ++

       
 

2 2 2 2 2

2 3 3 4 4 5 5 6 1009 1010
A = + + + ++

    
 

1 1 1 1 1
2

2 3 3 4 4 5 5 6 1009 1010
A

 
=  + + + ++ 

     
 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2

2 3 3 4 4 5 5 6 1009 1010
A

 
=  − + − + − + − ++ − 

 
 

1 1
2

2 1010

 
=  − 

 
 

ដែូរនោះ 1
1

505
A = −  ។  

    លំហា ទ់្យ៥ី៥:   

 ចតំ ោះ x y z   ដដល  
2 2 2

3
x y z

y x y z x z
+ + =

+ + +
 េណន 

2 2 2y z x
S

y x y z x z
= + +

+ + +
 ។ 

ដរំ ោះស្រាយ  

  រយើងមាន: 
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2 2 2y z x

S
y x y z x z

= + +
+ + +

 ត ើយ  2 2 2 2 2 2 0x x y y z z− + = − + = − + =  



2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2y z x y x x z y y x z z
S

y x y z x z y x y z x z

− + − + − +
= + + = + +

+ + + + + +
 

2 2 2 2 2 2 2 2 2y x x z y y x z z
S

y x y x y z y z x z x z

     − − −
= + + + + +     

+ + + + + +     
 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

( )

3

x y z x y z
S y x z y x z

y x y z x z y x y z x z

x y z x y z
S y x z y x z

y x y z x z y x y z x z

x y z
S

y x y z x z

     
= − + + − + + − + = + +     

+ + + + + +     

 
= − + − + − + + + = + + 

+ + + + + + 

= + + =
+ + +

 

ដែូរនោះ 
2 2 2

3
x y z

S
y x y z x z

= + + =
+ + +

។   

  លំហាតទ់្យ៥ី៦:  តបើ   20a b c+ + =  និង 1 1 1
1

b c a c a b
+ + =

+ + +
។    ក្ ?

a b c

b c a c a b
+ + =

+ + +
      

 

                                                           ដរំ ោះស្រាយ  

រយើងបាន 1 1 1
( ) 1 ( )a b c a b c

b c a c a b

 
+ + + + =  + + 

+ + + 
 

   a b c a b c a b c
a b c

b c a c a b

+ + + + + +
 + + = + +

+ + +
 

     ( ) ( ) ( )a b c b a c c a b
a b c

b c a c a b

+ + + + + +
+ + = + +

+ + +
 

    1 1 1 20
a b c

b c a c a b
+ + + + + =

+ + +
 

     17
a b c

b c a c a b
 + + =

+ + +
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ដចូតនោះ 17
a b c

b c a c a b
+ + =

+ + +
 ។ 

 លំហាតទ់្យ៥ី៧                សគ្ម្ួលកតនោម្  ។  

ដរំ ោះស្រាយ  

រយើងមាន 
8 6 2 4 4 2 6 8

4 3 2 2 3 4

x x y x y x y y A

x x y x y xy y B

+ + + +
=

+ + + +
 

រគបាន ( ) ( )
( ) ( )

8 4 4 8 6 2 2 68 6 2 4 4 2 6 8

4 3 2 2 3 4 4 2 2 4 3 3

x x y y x y x yx x y x y x y y

x x y x y xy y x x y y x y xy

+ + + ++ + + +
=

+ + + + + + + +
 

    

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )( )

8 4 4 8 2 2 4 4

4 2 2 4 2 2

4 4 4 4

4 4 2 2 2 2

 
x x y y x y x y

x x y y xy x y

x y A x y AA

B x y B x y x y B

+ + + +
=

+ + + +

 −  − 
= =

−  + − 

 

( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

4 4 8 4 4 8 2 2 4 4

2 2 2 2 4 2 2 4 2 2

x y x x y y x y x y

x y x y x x y y xy x y

− + + + +


+ − + + + +
 

( )
( ) ( )( ( )( )

12 12 2 2 8 8 12 10 2 2 10 12

2 2 6 5 5 62 2 6 6 4 4

x y x y x y x x y x y y

x y x x y xy yx y x y xy x y

− + − + − −= =
 + + − −+ − + −


 

( ) ( )
( )(

( )( )
( ) ( )

10 2 2 10 2 2 2 2 10 10

2 2 5 5 2 2 5 5( ) ( ) ( )

x x y y x y x y x y

x y x x y y x y x y x y x y

+ − + + −
= =

+ + − + + + −
 

( )( )( )
( ) ( )

2 2 5 5 5 5 5 5
4 3 2 2 3 4

2 2 5 5( )

x y x y x y x y
x x y x y xy y

y yx y x y y y

+ − + +
= = = − + − +

++ + −
 

     ដែូរនោះ 
8 6 2 4 4 2 6 8

4 3 2 2 3 4

4 3 2 2 3 4

x x y x y x y y
x x y x y xy y

x x y x y xy y

+ + + +
= − + − +

+ + + +
។ 

 

  លំហា ទ់្យ៥ី៨       េណន 1 1 1 1 1 1
?

2 8 18 32 50 72
arctg arctg arctg arctg arctg arctg+ + + + + =

 
 

8 6 2 4 4 2 6 8

4 3 2 2 3 4

x x y x y x y y

x x y x y xy y

+ + + +

+ + + +
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                                                        ដរំ ោះស្រាយ 

( ) arctg( ) acrtg
1

x y
arctg x y

x y

−
− =

+ 
 

3 1 1
3 arctg1 arct

2
g arctg

1 1 3
arctg

−
− = =

+ 
 

5 3 1
5 arctg3 arctg arctg

1 5 3 8
arctg

−
− = =

+ 
 

7 5 1
arctg 7 arctg5 arctg arctg

1 7 3 18

−
− = =

+ 
 

9 7 1
arctg9 arctg 7 arctg arctg

1 9 7 32

−
− = =

+ 
 

13 11 1
arctg11 arctg11 arctg arctg

1 13 11 72

−
− = =

+ 
 

13 11 1
arctg13 arctg11 arctg arctg

1 13 11 72

−
− = =

+ 
 

13 1 6
arctg13 arctg1 arctg arctg

1 13 1 7

−
− = =

+ 
 

13 1
13 arctg1 arctg

7
arctg

1 1 3

6

1
arctg

−
− = =

+ 
 

លហំា ទ់្យ៥ី៩        េណន
1

4 44

4 4

3 2 5 5 1

3 2 5 5 1

 + −
  − + 

។  

                                

                                                          ដរំ ោះស្រាយ 

          ាម្របូម្នែ ( )
1 1

nn na b a b=   

 រគបាន 
1 1 1

44 4 4 4 44 4 4

44 4 4 4 4

3 2 5 5 1 3 2 5 ( 5 1) 3 2 5

3 2 5 5 1 3 2 5 ( 5 1) 3 2 5
A B

     + − + − +
=  =  =           − + − + −     
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4 24 4 4 4

4 24 4 4 4

( 5 1) ( 5 1 2 5) 5 1 4 5 2( 5 2 125 2 5

( 5 1) ( 5 1 2 5) 5 1 4 5 2( 5 2 125 2 5
B

− + − + + + − −
= = = + + + + + + + + 

 

4 4 4 4

4 4 4 4

6 6 5 4( 125 5 6( 5 1) 4 5( 5 1) 2( 5 1)(3 2 5

6 6 5 4( 125 5 6( 5 1) 4 5( 5 1) 2( 5 1)(3 2 5
B

+ − + + − + + −
= = =  + + + + + + + + 

 

1 1

14 4 44 4

4

4 4 4

3 2 5 3 2 5 2( 5 1)(3 2 5
(1) 1

3 2 5 3 2 5 2( 5 1)(3 2 5)
A B

   + + + −
=  =  = =      − − + +   

 

លហំាតទ់្យ៦ី០      េណន ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
2 3 4

2 3 4
2 3 4

n
n

nx x x x x    តបើ ( 1) ( 1)
1024

n n nn
x

+ +
=  ។ 

 

                                                             ដរំ ោះស្រាយ 

នឲំ 
10

( 1) ( 1) [ ( 1)]1024 2
nn n nn n nx

+ + += =  

តយើងមាន ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
2 3 4

2 3 4
2 3 4

n
n

nE x x x x x=      

             31 8 27 64 nE x x x x x =      

                     
3 3 3 31 2 3 4 nx + + + ++=  

                 
2

( 1)

2

n n

x

+ 
 
 =  

      ចណំា ំ         
2

3 2 3 3 ( 1)
1 2 3

2

n n
n

+ 
+ + ++ =  

 
 

              

2
( 1)

2

2

10

( 1)]2

n n

n nE

+ 
 
 

+
 

=  
 
 

 

                 
10

42 4 2= =  
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  លំហា ទ់្យ៦ី១      របើ 3a b c+ + = និង 2 ab ac bc+ + = ។  រក នម្ៃ 3 3 3 3 ?a b c abc+ + −  
 

                                                          ដរំ ោះស្រាយ 

 របើ    

រយើងបាន ( ) ( )
3 3 3 3x y x y xy x y+ = + + +  , ,x a b y c= + =  ចត ( )

3 33a b c+ + =  

3 3( ) 3( ) ( ) 27a b c a b c a b c + + + + + + =  

  3 3 33 ( ) 3( ) 3 27a b ab a b c a b c+ + + + + +  =    3 3 33 (3 ) 9( ) 27a b ab c c a b c + + − + + + =  

រោយ , ,x y z  រគបាន : 

3 3 3 9 3 9 9 27a b c ab abc ac bc+ + + − + + =   3 3 3 3 9( ) 27a b c abc ab ac bc + + − + + + =  

         3 3 3 3 3 33 27 9( ) 3 27 9.2 9a b c abc ab ac bc a b c abc+ + − = − + +  + + − = − =  

       តាមទ្យ្មង ់ 3 3 3 33 ( ) 9( ) a b c abc a b c ab ac bc+ + − = + + − + +  

         ដចូតនោះ 3 3 3 3 9a b c abc+ + − = ។ 

 

  លំហា ទ់៦ី២:           តេឲ x, y, zជាែនំនួពិតត្ទៀងផ្ទទ  ថ់ា៖    
2 2 24 16 48

4 2 24

x y z

xy yz xz

+ + =

+ + =
  ។ 

                                           េណន នម្ៃនន 2 2 2x y z+ + ។ 

                                                 ដរំ ោះស្រាយ 

  តយើងមាន        2 2 24 16 48x y z+ + =  

             4 2 24 .(2)xy yz xz+ + =   

               2 8 4 48 (2) 2xy yz xz+ + =    

3a b c+ + =
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                2 2 24 16 2 8 4x y z xy yz xz+ + = + +  

        2 2 22 8 32 4 16 8x y z xy yz xz+ + = + +  

     2 2 2 2 2 24 4 4 16 16 16 8 0x xy y y yz z z xz x− + + − + + − + =  
2 2 2( 2 ) (2 4 ) (4 ) 0x y y z z x− + − + − =  

2 ; 2 ;x y y z= =  

( )2 2 2 2 2 24 ; 4 4 4;4 ; 16x y y z z x z x= = = =  

2 2 24 16 48x y z+ + =  

2 2 216 16 16 48z z z+ + =  
248 48 1z z= → =   

4 4 ; 2 2z x x y z y= → =  = → =   

 2 2 2 2 2 2( 4) ( 2) ( 1)x y z+ + =  +  +   
2 2 2 16 4 1 x y z+ + = + +  
2 2 2 21x y z+ + =  

ដែូរនោះ 2 2 2 21x y z+ + = ។  

   លំហា ទ់្យ៦ី២ 

តោោះស្រាយសម្ីការ ( ) ( )3 2

2 3 5 2 3 5log 5 log 2 log 3 log 3 log 5 log 2 1x x x+ + + = + + + ។  
 

                                                     ដរំ ោះស្រាយ 

តយើងមាន ( ) ( )3 2

2 3 5 2 3 5log 5 log 2 log 3 log 3 log 5 log 2 1x x x+ + + = + + +  

  ត ើយរែូរអតែរតេបាន 2 3 5log 3 ; log 5 ; log 2a b c= = =  
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 ាម្សម្កីារតេបាន៖ 

3 21 1 1
( ) 1x x a b c x

c a b

 
+ + + = + + + 
 

 

3 2 1 1 1
( ) 1 0x a b c x x

c a b

 
− + + + + + − = 

 
 

3 2 ( ) 1 0
ab bc ac

x x a b c x
abc

+ + 
− + + + − = 

 
 

3 2 ( ) 1 0
ab bc ac

x x a b c x
abc

+ + 
− + + + − = 

 
 

3 2 ( ) ( ) 0x abc x a b c abc x ab bc ac abc − + +  + + + − =  
3 2 ( ) ( ) 0x x a b c x ab bc ac abc− + + + + + − =  

x a x b x c= = =  

1 2 2 3 3 5log 3; log 5; log 2x x x= = =  

 ដចូតនោះ 1 2 2 3 3 5 log 3; log 5; logx x x= = =  ។ 

 លំហា ទ់្យ៦ី៣       តេឲ 1 2 2019, , ,x x x ជាែនំនួពិតចដលក្ណំតរ់ោយ  1 2 2019 1x x x+ + + = រ ើយ 

            20191 2

1 2 2019

1
1 1 1

xx x

x x x
+ + + =

− − −
។ គណ 

22 2

20191 2

1 2 20191 1 1

xx x

x x x
+ + +

− − −
 

                                              ដរំ ោះស្រាយ 

រោយ   1 2 2019 1x x x+ + + =  

          20191 2

1 2 2019

1
1 1 1

xx x

x x x
+ + + =

− − −
 

  តាង 
22 2

20191 2

1 2 20191 1 1

xx x
F

x x x
= + + +

− − −
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រោយ  
1 2 2019

1 2 2019

1 2 2019

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1(2019)

1 1 1 2020 ( )

x x x

x x x

x x x A

+ + + + + + = + + + +

+ + + + + + = +

+ + + + + + = 

 

  ចដល     

20191 2

1 2 2019

2019 20191 1 2 2

1 2 2019

1 2 2019

1 1 1 1 1 1 1
1 1 1

11 1
1 1(2019)

1 1 1

1 1 1
2020 ( )

1 1 1

xx x

x x x

x xx x x x

x x x

B
x x x

+ + + + + + = + + + +
− − −

+ −+ − + −
+ + + = +

− − −

+ + + = 
− − −

 

តាម ( ) & ( )A B តេបាន 
22 2

20191 2

1 2 2019

1 11 1 1 1

1 1 1

xx x
F

x x x

− +− + − +
= + + +

− − −
 

( ) ( ) ( )2 2 2

1 2 2019

1 2 2019

1 1 1 1 1 1

1 1 1

x x x
F

x x x

− − − − − −
= + + +

− − −
 

( ) ( ) ( )2 2 2

1 2 2019

1 1 2 2 2019 2019

1 1 11 1 1

1 1 1 1 1 1

x x x
F

x x x x x x

− − −
= − + − + + −

− − − − − −
 

( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 2 2 2019 2019

1 1 2 2 2019 2019

1 1 1 1 1 11 1 1

1 1 1 1 1 1

x x x x x x
F

x x x x x x

+ − + − + −
= − + − + + −

− − − − − −
 

( ) ( ) ( )1 2 2019

1 2 2019

1 1 1
1 1 1

1 1 1
F x x x

x x x
= − + + − + + + − +

− − −
 

( ) ( ) ( )1 2 2019

1 2 2019

1 1 1
1 1 1

1 1 1
F x x x

x x x
= + + + − + + + + + +  − − −

។ 

លហំា ទ់្យ៦ី៤    ចរូរកនម្ៃ ( ) ( )3 3 2 2 3( , ) :55 229 1x y Z x y x y xy + + = + ។ 

                                                

                                                       ដរំ ោះស្រាយ 

រយើងមាន ( ) ( )2 3 2 355 1 229 1x xy y xy + + = +
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( )2 3 2 2

2

3 3

1 229 9
4

1 55 1 55

x xy y y
x

xy xy

+ +
=  + = +

+ +
 

2 2

3

22

1 1 1 1
4 4

55 1 11
6

9 9

x x
xy

xy
yy

+ = +  + = +
+

+ +

 

  លំហា ទ់្យ៦ី៥     េណន
1.000.000

1n

n
=

 
   ។  

  
 

                                                         ដរំ ោះស្រាយ 

  ាង 1000k =  តេបាន: 

 
2

2

( 1) 11

1

ik

i n i

k n
+ −−

= =

 = +
            

 
2

2

( 1) 11

1

ik

i n i

k i
+ −−

= =

= + 
1

1

(2 1)
k

i

k i i
−

=

= + +  

  
1 1

2

1 1

2
k k

i i

k i i
− −

= =

= + +   

  ( 1)(2 1) ( 1)

3 2

k k k k k
k

− − −
= + +   

  
2(4 3 5)

6

k k k− +
=  

ចតំ ោះ 1000k =    666167500  ។ 

  លំហា ទ់្យ៦ី៦      េណន 1 1 1
... ?

0 1 1 2 44 45

sin sin sin

cos cos cos cos cos cos
+ + + =

 
 

                                                         ដរំ ោះស្រាយ 

តយើងមាន sin( 1 ) sin1
tan( 1) tan

cos( )cos( 1) cos( )cos( 1)

k k
k k

k k k k

+ −
+ − = =

+ +
 

តេបាន: 
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( )
44 44

0 0

sin1
tan( 1) tan tan 45 tan 0 1

cos cos( 1)k k

k k
k k= =

= + − = − =
+

   

  លំហា ទ់្យ៦ី៧           រក្គបអ់នគុមន ៍ :f → ដដលត្ទៀងផ្ទទ  ល់កខខណ័ខ ថា ៖ 

                                             ( ( ))f f x x=  

                           ( ( ) ( ) )) ( ) ( )f f x f y x y f x f y xy+ + = + +  ។ 

                                                         ដរំ ោះស្រាយ 

តបើ 0, (0)x y f= =  និង 0 (0)f=  ត ើយ ( 1)y f= −   

ជ្ំនសួ x តោយ ( )f x  តេបាន 1 ( ) ( 1) ( 1)f x f xf− = + − + −  

( ) ( 1) ( 1) 1f x f xf = − − − +  

រ ោះ 2 2( ( )) ( 1) ( 1)( (1) (1) 1) 1 ( 1) ( 1) 1x f f x f f f xf xf f= = − − − − + + = − − − +  ្គបត់ម្មៃ x  

បញ្ជា កថ់ា ( 1) 1f − =  , ( 1) 1f − = −  

បញ្ជា កថ់ា ( )f x x=  តោយ  ( 1) 1f − =   

ប ា កនវូ ( ) 2f x x= − + បដនែតៅកនុង្ទុយជាម្ួយ (0) 0f =  

, តេបាន ( )f x x=    

ដចួតនោះ ( )f x x=  ។ 

  លំហា ទ់្យ៦ី៨    េណន 1 1 1 1

1 2 3 2 3 4 3 4 5 98 99 100
+ + ++

       
។  

 
 

ដរំ ោះស្រាយ 

      រយើងមាន 1 1 1 1

1 2 3 2 3 4 3 4 5 98 99 100
+ + ++
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       តេបាន 1 1 2

( 1) ( 2) 2 ( 1) ( 2)
na

n n n n n n
= = 

 +  +  +  +
 

      1 ( 2) 1 1 1

2 ( 1) ( 2) 2 ( 1) ( 1)( 2)
n

n n
a

n n n n n n n

 + −
=  = − 

 +  + + + + 
 

          1 1 1 1 1

2 1 1 2n n n n

    
= − − −    

+ + +    
 

          
1 1

1 1 1 1 1

2 1 1 2

n n

n

n n

a
n n n n= =

    
= − − −    

+ + +    
   

        1 1 1 1 1

2 1 99 2 100

    
= − − −    

    
 

         
1

1 1 1

2 2 99 100

n

n

n

a
=

 
= − 

 
  

          1 1 1

2 2 99 100

 
= − 

 
 

   លំហា ទ់្យ៦ី៨    គណ 
( )30

sin( ) sin( ) sin(( ) )
lim

ln ( ) 1 ln(( ) 1)x

ax bx a b x
N

abx a b x a b→

+ − +
=

+ + + − + +
 ។ 

ដរំ ោះស្រាយ 

 រយើងមាន 
( )

3

330

sin( ) sin( ) sin(( ) ) ( )
lim

ln ( ) 1 ln(( ) 1)x

ax ax bx bx a b x a b x x

xabx a b x a b→

− + − − + + +


+ + + − + +
 

តាង 
30

(sin( ) ) (sin( ) ) (sin(( ) ) ( ) )
lim
x

ax ax bx bx a b x a b x
I

x→

− + − − + − +
=  

3 3 3

3 3 30

(sin ) (sin ) ( ) (sin( ) ( ) )
lim

( ) ( ) (( ) )x

a ax ax b bx bx a b a b x a b x
I

ax bx a b x→

− − + + − +
= + −

+
 

( )3 3 31 1
( ) ( )

6 2
I a b a b ab a b

−
= + − + = +  

ាង ( )3

30

ln ( ) 1 ln(( ) 1)
lim
x

abx a b x a b x
M

x→

+ + + − + +
=  
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( )3

30

( ) 1
ln

( ) 1
lim
x

abx a b x

a b x
M

x→

 + + +
 
 + +
 =  

( )

( )

3
3

330

ln 1
( ) 1 ( ) 1

lim 1

( ) 1

x

abx
abx

a b x a b x
M ab ab

xabx

a b x

→

 
  +
  + + + +   =  =  =

 
 
 + +
 

 

1
( ) ,

2
I ab a b M ab= + =  

1
( )

12 ( )
2

ab a b
I

N a b
M ab

+
= = = +  

  លំហា ទ់្យ៦ី៩           របើ 1abc = ។ បង្ហាញថា 
1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

b

a b b c a b

−

− − −

+
+ =

+ + + + + +
។ 

 

ដរំ ោះស្រាយ 

រគមាន 
1 1

1 1

1 1a b b c− −
+

+ + + +
 

រគបាន 
( )1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

ac

a b b c a b ac b c
− − − −
+ = +

+ + + + + + + +
 

1

1

1

ac

a b ac abc a−
= +

+ + + +
    រ្រោះ 1abc =  

1

1 1

1

1 1

b

a b b a

−

− −
= +

+ + + +
 

1

1 1

1

1 1

b

a b a b

−

− −
= +

+ + + +
 

1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

b

a b b c a b

−

− − −

+
 + =

+ + + + + +
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ដែូរនោះ 
1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

b

a b b c a b

−

− − −

+
+ =

+ + + + + +
 ។ 

លហំាតទ់្យ៧ី០  

 ែរំរោះ   , , 0.a b c  ។ បង្ហា ញថា
3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3
1 1 1 1 1 1

b c c a a b bc ca ab

a b c a b c

       
+ + +  + + +       

       
។  

ដរំ ោះស្រាយ 

( )( )( ) ( )( )( )3 3 3 3 3 3 3 3 3 2 2 2 3 3 3(1) a b c b c a c a b a b c a bc b ca c ab + + +  + + +  

តាមវសិមភាព Holder រគបាន  

      

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 1/3
3 3 3 3 3 3 2 2 3 3

2/3 1/3
3 3 3 3 3 3 2 2 3 3

2/3 1/3
3 3 3 3 3 3 2 2 3 3

a b c b c a a b b c a ab a bc

b c a c a b b c c a b bc b ca

c a b a b c c a a b c ca c ab

 + +  + = +



+ +  + = +

 + +  + = +



 

( )( )( ) ( )( )( )3 3 3 3 3 3 3 3 3 2 2 2 3 3 3a b c b c a c a b a b c a bc b ca c ab + + +  + + +  
3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3
1 1 1 1 1 1

b c c a a b bc ca ab

a b c a b c

       
 + + +  + + +       

       
 

ដែូរនោះ  
3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3
1 1 1 1 1 1

b c c a a b bc ca ab

a b c a b c

       
+ + +  + + +       

       
។  

  លំហា ទ់្យ៧ី១    តេឲ *n IN ស្ី ( )nS កណំ ត់ោយ: 2 3
sin sin sin .......nS

n n n

  
= + + +  

     1.តេមាន : cos sinz i
n n

 
= +  

    .a េណន 2 3 21 nS z z z z z−= + + + + + + ។ 

         2.បងាញថា 1

tan
2

nS

n


=  និង  េណន  ។ 3. lim n

n

S

n→+
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ដរំ ោះស្រាយ 

 ,a េណន 2 3 2 11 .... n nS z z z z z− −= + + + + + +   

តយើងមាន 2 3 2 11 n nS z z z z z− −= + + + ++ +   

តេបាន 1
1

1

nz
z

z

−
= 

−
  

2

1 cos sin

1 cos sin

1 cos sin

1 cos sin

1 ( 1) 2

1 cos sin 2sin 2sin cos
2 2 2

2

2 sin sin cos
2 2 2

1

sin sin cos
2 2 2

sin cos
2 2

n

i
n n

i
n n

i
n n

i
n n n n n

i
n n n

i
n n n

i
n n

 

 

 

 

    

  

  

 

 
− + 
 =
 

− + 
 

− −
=

− −

− −
= =

− − −

= =
  

−  
  

  
−  

  


+

=
2 2

2 2

sin cos
2 2

sin sin cos sin cos sin sin cos
2 2 2 2 2 2 2 2

sin cos sin cos cos
2 2 2 2 2

sin sinsin sin cos
2 22 2 2

i
n

i i
n n n n n n n n

i i
n n n n n

n nn n n

 



       

    

   



−

  
+  

  =
      

− + +      
      

 
+ + 

 = = =
  

+  
  

1
1

tan
2n


= +

  

2. 

ដែូរនោះ   ។
 

1

tan
2

nS

n


=
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         បងាញថា  

រយើងមាន  

រគបាន: 

2 3

2 3

2 3 ( 1)
sin sin sin sin

1

1 cos sin cos sin cos sin cos sin

2 2 3 3 ( 1) ( 1)
1 cos sin cos sin cos sin cos sin

n

n
S

n n n n

S z z z z

i i i
n n n n n n n n

n n
i i i i

n n n n n n n

   

       

       

−
= + + + +

= + + + + +

       
= + + + + + + ++ +       

       

− −
= + + + + + + + + +

2 3 ( 1) 2 3 ( 1)
cos cos cos cos sin sin sin sin

1
1

tan
2

2 3 ( 1) 1
sin sin sin sin

tan
2

n

n

n n
i

n n n n n n n n

i

n

n
S

n n n n

n

       



   



− − 
= + + + + + + + + + 

 

= +

−
 = + + + + =

 

3.េណន lim n

n

S

n→+

 
 
 

 

1

tan
12lim lim sin

tan
2

n
n

n n

S n

n n
n

n



→+
→+ →+

 
   
    
 = =   
    
   
 
 

 

ាង 1
sin 0N N

n
= + →  

2.
1

tan
2

nS

n


=

1

tan
2

nS

n


=
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0

0 0

1
lim im

tan tan
2 2

2 2 2 22 2lim lim 1

tan tan
2 2

x
n

N N

N
l

N
n

n

N N

N N

 

 

    

→
→+

→ →

   
   

=   
   

  

   
   

=  = =  =   
   
     

  លំហា ទ់្យ៧ិ៣ 

        តេឲចនំនួពិ  0a  ។ បង្ហាញថា  2 2 2 2 21 1
( 1 16 9 16 )

2 8
a a a a a+ ++  + + + + ។ 

ដរំ ោះស្រាយ 

តោយ  2 2 2

nx a a a= + ++   

       2 2

1n nx a x − = +  

តយើងគ្ ូវស្រាយ ( )nx          ។ដតូចនោះ  
2 2 2 2

2 2

2

0

1 1
(1 1 4 ) (1 1 4 )

2 2

1
1 4 (1)

2

n n n n

n

n

x a x x x a

a x a

x a

 +  − − 

 − +   + +

  + +

 

ត ើយាម្វសិម្ភាព៖ 

( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2, , ,a a b b a b a b a a b b R+ + +  + + +   

  តយើងមាន
2

2 21 3
1 4 ( )

4 4
a a a

 
+ = + + + 

 
 

2 2 2 21 9 1
( 1 16 9 16 )(2)

16 16 4
a a a a + + + = + + +  

ាម្ (1) & (2) តេបាន  2 2 2 2 21 1
( 1 16 9 16 )

2 8
a a a a a+ ++  + + + +  ។ 
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 លំហាតទ់្យ៧ី៤       គណ 1 4 9 100

1 10 50 4 20 50 9 30 50 100 100 50
+ + ++

− + − + − + − +
។   

 

ដរំ ោះស្រាយ 

រយើងមាន 1 4 9 100

1 10 50 4 20 50 9 30 50 100 100 50
+ + ++

− + − + − + − +
 

  រយើងបាន : 
210

2
1 10 50n

n

n n= − +
  

( ) ( ) ( ) ( )

2

2 2

2

5 2 2

2

5 2 2

2 2

5 5 2 2
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5 5 2 2

1 2 3 10 1 9 2 8 3 7 4 6 5 10

2 2
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( 5) 5
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5 10
2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 11
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k k
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k
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k

k
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k
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A A
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k k
A A

k

nA A A A n A A A A A A A A A A
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−

− +

− +

 =
− +

−
=

+

+
=

+

− + +
+ = =

+
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+

+ + ++ = + + + + + + + + +

= + + + + + = + + + + + =


d 

  ដែូរនោះ 1 4 9 100
11

1 10 50 4 20 50 9 30 50 100 100 50
+ + ++ =

− + − + − + − +
។  

 លំហា ទ់្យ៧ី៥        េណន 
2 2019

1 2 2019

2020 2020 2020
+ ++ ។ 

ដរំ ោះស្រាយ

 

 

រយើងមាន 
1

2 1
1

1

n
n x

x x x
x

+−
+ + ++ =
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1
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2

1 ( 1)
1 2 3

(1 ) 1
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( )1 1
2 3
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1 ( 1)
2 3
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x x n x
x x x nx

x x

+ +− +
+ + + = −

− −
 ចដល 1

2020
x =  , 2019n =  

រគបាន: 

2020

22 3 2019
2020

2020

2 3 2019 2 2019 2018

2 3 201

1
1

1 2 3 2019 20202020
12020 2020 2020 2020 1 1 20202020 1

20202020

1 2 3 2019 2020 1 1

2020 2020 2020 2020 2019 2020 2019 2020
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2020 2020 2020 2020

n

+
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   −−      

−
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2019 2020
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1 1
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k

k
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1
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k
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=

=  , 1x   
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0

1

1

k

k

x
x
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−
=

−
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1

2
1
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1 ( 1)

k

k

x x xd x
kx

dx x x
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− − − −
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− − 
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2
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( 1)
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x

− +
=

−
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2
1
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x x x
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−
  

 

  លំហា ទ់្យ៧ី៦     គណ   ( )( ) ( )2 4 2  lim(1 ) 1 1 1
n

n
x x x x

→
+ + +  +  ។ របើ 3

2
x =  ។  

2021 2020

2

1 1 1
2019 2020
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1
1
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S

   
− +   
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ដរំ ោះស្រាយ 

( )( ) ( )2 4 2(1 )(1 ) 1 1 1
lim

(1 )

n

n

x x x x x

x→

− + + +  +
=

−
 

( )( )( ) ( )2 2 4 21 1 1 1
lim

(1 )

n

n

x x x x

x→

− + +  +
=

−
     យក្ 3

2
x =  

( )
121

lim
(1 )

n

n

x

x

+

→

−
=

−
       រ្រោះ 

12
2

lim 0
3

n

n

+

→

 
= 

 
  

         3=  ។ 

  លំហា ទ់្យ៧ី៧    របើ  2001(1! 2! 3! 2000!) ( mod 7)x+ + + +  ។  ក្តម្មៃ ?x  

ដរំ ោះស្រាយ 

រគបាន : 

2001 2001 3 667

667

1! 1( mod 7)

4! 3( mod 7)

2! 2( mod 7)

5! 1( 7)

3! 1( mod 7)

6! 1mod 7)

1! 2! 3! 2000! 5( mod ) 2( mod 7)

(11 2! 2000) ( 2) ( mod 7) ( 2) ( mod 7)

( 1) ( mod 7) ( 1)( mod 7) 6(

6

7

mod 7)

mod

x











 −

 −

+ + ++ = = −

+ + +  −  −

 −  − =

=

 

  លំហា ទ់្យ៧ី៨   គណ  2 2 2 .2! 2! 3! 3! 4! 4! ....+ + + ។ 

ដរំ ោះស្រាយ 

រយើងបាន 28 3! 2! (3! 2!)= + = +    
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2!(2! 2.3! 3.3!)= + +  

2!{2! 2.3! 3!(4 1)}= + + −  

22!{2! 3! 4! 2!{2! (3! 4!)= + + = + +  

22! 2! 3!(3! 2.4! 4.4!)= + + +  

22! 2! 3!{3! 2.4! 4!(5 1)}= + + + −  

22! 2! 3!{3! (4! 5!)= + + +  

2 2 22! 2! 3! 3! (4! 5!)= + + +   

2 2 22! 2! 3! 3! 4! 4!= + + +   

ដែូរនោះ 2 2 28 2! 2! 3! 3! 4! 4!= + + +  ។  

 លំហា ទ់្យ៧ី៩     
9999999

1log ( 11)!

53 1e

x



 +
 

=  ។ េណន 1

2

0,9
x

x
+ ។    

ដរំ ោះស្រាយ 

9999999
1

9999999

1 2 1 2

1

2

1

2

log [( ( 11)!] 0

( 11)! 1

( 11)! 1

11 0 or 1

11 or 10

11, 10 or 10, 11

11 9
0.9 2

11 10

10 9 199
0.9

11 10 110

e

x

x

x

x

x

x x x x

x
or

x

x

x



 + =

 + =

 + =

 + =

 = − −

 = − = − = − = −

 + = + =

 + = + =
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 ដែូរនោះ 1

2

199
0,9

110

x

x
+ =  ។ 

លហំា ទ់្យ៨ី០    គណ   

                             
2 3 50

cos cos cos cos ???
100 100 100 100

1 1 1 1
???

0! 1! 2! 3!

A

B

   
= + + + + =

= + + + + =

 

ដរំ ោះស្រាយ 

,A រយើងមាន 
0

1 sin( 1/ 2)
cos 1

2 sin / 2

n

k

n x
kx

x=

+ 
= + 

 
  

0

1
cos 1 cot

2 2 4

n

k

k

n n

 

=

 
 = + 

 
   ែរំរោះ 50n =  

2 50
1 cos cos cos 32

100 100 100

  
 + + + +   

2 50
cos cos cos 31

100 100 100

  
 + + +   

,B   រយើងមាន
0 !

n
x

n

x
e

n



=

=  ែរំរោះ 1x =   

 1 1 1

0! 1! 2!
e + + + =   

ដែូរនោះ 31,A B e= =  ។   

 លំហា ទ់្យ៨ី១      េណន  2 2 2 2 21 2! 2 3! 3 4! 4 5! 2019 2020! 2018 2021!S =  +  +  +  ++  −  ។  
 

ដរំ ោះស្រាយ 

រគបាន  21 2! 2 =  

     22 3! (1 4 0) 3! 4! =  −  =     
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23 4! (2 5 1) 4! 2 5! 4! =  −  =  −    

    

2

2

2

4 5! (3 6 2) 5! 3 6! 2 5!

5 6! (4 7 3) 6! 4 7! 3 6!

2019 2020! (2018 2021 2017) 2020! 2018 2021! 2017 2020!

2 2018 2021! 2018 2021! 2S

 =  −  =  − 

 =  −  =  − 

 =  −  =  − 

 = +  −  =

 

ដែូរនោះ 2S =  ។  

  លំហា ទ់្យ៨ី២        េណន 2016 2007 2018 2009 2020 2011 2022 ......S = + + + + ។ 
 

ដរំ ោះស្រាយ 

      ែរំរោះ 2016a =  
( )2 2( 6) ( 6) 13 36a a a a a− = − = + − +  

2( 9)( 4) ( 9) ( 4)a a a a a a= + − − = + − −  

( 9) ( 2) ( 7)( 2)a a a a a= + − + + − −  

2( 9) ( 2) ( 7) ( 2)a a a a a= + − + + − −  
( 9) ( 2) ( 7) / ( 4) ( 5)a a a a a a a= + − + + − + + −  

( 9) ( 2) ( 7) / ( 4) ( 5) ( 6) ( 3)( 2)a a a a a a a a a= + − + + − + + − + + − +  

2016 2007 2018 2009 2020 2011 2022 2013 2010+ + + +  =  

  ដែូរនោះ 2016 2007 2018 2009 2020 2011 2022 ...... 2010S = + + + + = ។ 
 



  រ ៀបរោយ:  ត ឿន សកុានយ់៉ា  និង រេង ភក្តី                                                លំហាត ់និង ដរំ ោះស្រាយគណិតវទិ្យា                                                                 

  71 

  លំហា ទ់្យ៨ី២       បង្ហា ញថា  ( )
1 1

sin | sin 0 , 1,2, ,
n n

k k k

k k

x x x k n
= =

 
   =  

 
  ។ 

 

ដរំ ោះស្រាយ 

ែរំរោះ  , 0,x y      រ ើយ sin( ) sin( )cos( ) sin( )cos( )x y x y y x+ = +  

sin( ) | sin( ) | sin( )cos( ) cos( )cos( ) ||x y x y x y x y + = + = +  

      sin( ) | cos( ) | | cos( ) | sin( ) sin( ) 1 sin( ) 1x y x y x y+  +   

sin( ) sin( ) sin( )x y x y + +

 
រោយ ( ) ( )

1

1 1 1

1 1 1 1

sin sin sin sin Cos sin
n n n n

k k n k n k n

k k k k

X X X X X X X
+

+ + +

= = = =

       
= + = +       

       
     

( ) ( )1 1

1 1

sin sin cos sin
n n

k n k n

k k

X X X X+ +

= =

  
+  

 
    ចត | sin( ) |,| cos( ) | 1x x  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1

1 1 1

sin sin sin sin sin
n n n

k n k n k

k k k

X x X X x
+

+ +

= = =

+ = + =    

( ) ( ) ( )sin sin sink k kx x x= =      ក្ណី  0, ,sin 0kx    

ដែូរនោះ  ( )
1 1

sin | sin 0 , 1,2, ,
n n

k k k

k k

x x x k n
= =

 
   =  

 
    ។ 

 លំហា ទ់្យ៨ី៣       បង្ហា ញថា 2 6 8 13 1
cos cos cos

13 13 13 4

   −
+ + =  ។

 
 

ដរំ ោះស្រាយ 

 រយើងមាន 2 6 8
cos cos cos

13 13 13
x

       
= + +     

     
 



  រ ៀបរោយ:  ត ឿន សកុានយ់៉ា  និង រេង ភក្តី                                                លំហាត ់និង ដរំ ោះស្រាយគណិតវទិ្យា                                                                 

  72 

     4 10 12
cos cos cos

13 13 13
y

       
= + +     

     
 តាម បូមនត 1 cos( )

cos( )cos( ) cos( )
2 2

a b
a b a b

+
= − +  

6

1 0

62 2
cos cos 1

13 13

6 6 7 6
cos sin sin sin

1 1 113 13 13 13
1 1 1

2 2 2
sin sin

13 13

k k

k k
x y

 

     

 

= =

   
+ = = −   

   

− +       
+       

       = − = − = − = −
   
   
   

 

 

1 2 12 8 14 10
cos cos cos cos cos cos

2 13 13 13 13 13 13
xy

                 
= + + + + +            

             

10 2 16 4 18 6
cos cos cos cos cos cos

13 13 13 13 13 13

                
+ + + + + +           

           
 

12 4 18 2 20 4
cos cos cos cos cos cos

13 13 13 13 13 13

1 2 4 6 8 10 12
3cos 3cos 2cos cos 2cos 2cos

2 13 13 13 13 13 13

14
cos

13

     

     



           
+ + + + + +            

           

            
= + + + + +            

           

 
+ 

 

16 18 20
cos 2cos cos

13 13 13

        
+ + +       

     

 

      
20 6 18 8 16 10

cos cos ,cos cos ,cos cos ,
13 13 13 13 13 13

14 12
cos cos

13 13

     

 

           
= = =           

           

   
=   

   

 

2

1 2 4 8 10 12 3
3cos 3cos 3cos sen 3cos 3cos

2 13 13 13 13 13 13 4

1

2

3

4

1 3

2 4

6
xy

x y

xy

x x

                
= + + + + + =           

           


+ = −

 
 = −


 + −
 

1

2 13 1 13

2 4
x

− − −
= = −  
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2

1 13

13 12 2

2 4
x

− +
−

= =  

2 6 8 2 7
cos cos cos cos 2cos cos

13 13 13 13 13 13
x

                
= + + = +           

           
 

 

 ដែូរនោះ 2 6 8 13 1
cos cos cos

13 13 13 4

   −
+ + =  ។  

 លំហា ទ់្យ៨ី៤     របើ 10
xx x =    ។គណ  log log loglog log log

x x xE x=     

ដរំ ោះស្រាយ 

របើ 10 10 log log10
x xx x x xx x x x x=  =  = =  

log log loglog log log
x x xE x =  

1

log

loglog log
x

x x
xx x

 
=  

 
 

log 10loglog log
x x x  ( )

1
log 10 loglog log

x
xx=  

10

log
log log log x

x x
 

=  
 
 

 

( ) ( ) ( )
10

1
10log log 1010 logloglog loglog log log log10 log10 log10 1 1x xxxx xx = = = = =   

ដែូរនោះ log log loglog log log 1
x x xE x= =  ។  

2 7 7
2cos 1 2cos cos 1 2cos cos cos

13 13 13 13 13 13

4 3 4 3
1 2cos 2cos cos 1 4cos cos cos

13 13 13 13 13 13

cos cos
13 6

     

     

 

            
= − + = − + +            

            

           
= − + = − +           

           

  
 
  

3 1 3 3
,cos cos ,cos cos

2 13 3 2 13 4 2

1 3 1
1 4 1 0

2 2 2 2

2 8 13 1
cos cos cos

13 13 13 4

6
x

x

   

  

        
= = = −         

        

 − +    = − + 

−     
= + + =     
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  លំហា ទ់្យ៨ី៥    របើ  arctg arctg arctgx y z + + =   ។  រកនម្ៃ ?x y z+ + =    

ដរំ ោះស្រាយ 

រយើងដងឹថា arctg arctg arctgx y z + + =     ក្ ?x y z+ + =  

តយើងបាន tg(arctg arctg arctg ) tgx y z + + =  

tg(arctg arctg ) tg(arctg )
0

1 tg(arctg arctg ) tg(arctg )

x y z

x y z

+ +
 =

− + 
 

tg(arctg arctg ) 0x y z+ + =  
tg(arctg ) tg(arctg )

0
1 tg(arctg ) tg(arctg )

x y
z

x y

+
+ =

− 
 

0
1

x y
z

x y

+
+ =

− 
 

0
1

x y z x y z

x y

+ + −  
=

− 
 

0x y z x y z+ + −   =  

x y z x y z+ + =    

ដែូរនោះ  ។  

       លំហា ទ់្យ៨ី៦     រោោះស្រាយសមីកា 2 23 3 3(2 ) (7 ) (7 )(2 )x x x x− + + − + −  ។  

ដរំ ោះស្រាយ 

តយើងមាន 2 23 3 3(2 ) (7 ) (7 )(2 )x x x x− + + − + −  

ាង  3 32 ; 7x a x b− = + =  

x y z x y z+ + =  
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3

2 2

3 9

3a b ab

a b

 + =

=

−


+
 

( )

2 2

2 2

3

( ) 9

a b ab

a b a b ab

 + − =


+ + − =

 

( )
2

3 3

3

a b ab

a b

 + − =


+ =

 

2

3

ab

a b

=


+ =
 

2 1

6 1

a a

x x

= =   
   

= − =   
 

ដែូរនោះ 6,x = −  1x =   ។ 

លហំាតទ់្យ៨ី៧   សមីកា 1 1 1
3, 2x y z

x y z
+ + = + + =   និង 2 2 2 6x y z+ + = ។ ក្តម្មៃម្ន ?xyz =   ។

 
ដរំ ោះស្រាយ 

រោយ 1 1 1
2

x y z
+ + =   

រគបាន 2xy yz zx xyz+ + =  

  ឲំ 2 2 2 2( ) 2( )x y z x y z xy yz zx+ + = + + + + +    

9 6 2 2( )xyz= + +  

   3

4
xyz =  

ដែូរនោះ 3

4
xyz =  ។ 

 លំហាតទ់្យ៨ី៨    របើ  1
sin 2

5
x =    ។ គណ តម្មៃ ម្ន (sin cos )x x+  ។  
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ដរំ ោះស្រាយ 

របើ  1
sin 2

5
x =

  
1

1 sin 2 1
5

x + = +  

2 2 6
sin cos 2sin cos

5
x x x x + + =  

2 6
(sin cos )

5
x x + =  

6
(sin cos )

5
x x+ =

 
ដែូរនោះ  (sin cos )x x+  ។ 

   លំហា ទ់្យ៨ី៩    តបើ   sin cos ,nn

nT  = + តនោះ 1

1

?nT T

T

−
=   

 

ដរំ ោះស្រាយ 

តយើងមាន ( ) ( )2 3 2 3

1 2

1

sin cos sin cos

sin cos

T T

T

   

 

 + − +−
 =
 +
 

 

( ) ( )3 5 3 5sin sin cos cos

sin cos

   

 

 − + −
 =
 +
 

 

( ) ( )3 2 3 2sin 1 sin cos 1 cos

sin cos

   

 

− + −
=

+
 

3 2 3 2sin 0cos cos sin

sin cos

  

 

+
=

+
 

2 2sin cos (sin cos )

sin cos

   

 

+
=

+
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2 2sin cos =   ។ 

  លំហាតទ់្យ៩ី០      របើ  3 3( 3 2) ( 3 2)x y− −= +  = −  ។ រកនម្ៃ 1 1( 1) ( 1)x y− −+ + +  ។  

ដរំ ោះស្រាយ 

តយើងមាន 3( 3 2)x −= +  

31
( 3 2)

x

− = −     3; ( 3 2)y −= −  

1
y

x
 =   

1 1( 1) ( 1)x y− −= + + +  
1 1

1 1x y
= +

+ +
 

1 1 1 1

11 1 1
1

x x x

x

= + = +
+ + +

+

 

  លំហាតទ់្យ៩ី១       របើ   1
3x

x
+ = ត ើយរកនម្ៃ 96

96

1
x

x
+  ។  

 

ដរំ ោះស្រាយ 

តយើងមាន 1
3x

x
+ = 6 1x = −  

( )
( )

6
66 6

6 16
66

11 1
x x

x x
 + = +  

16 16( 1) ( 1) 2= − + − =  

ដចូតនោះ     96

96

1
2x

x
+ = ។  
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  លំហា ទ់្យ៩ី២                       
2 3 4

4 44 444 4444
S (*)

19 19 19 19
= + + + +  

ដរំ ោះស្រាយ 

                        2 3

44 444 4444
19S 4 .(**)

19 19 19
= + + + +  

   យក (**) (*)−  តេបាន 

2 3

10 100 1000
18S 4 4 4 4

19 19 19

     
= + + + +     

     
 

1 4 19
18S 4

10 9
1

19

 
  

= = 
 −
 

 

38
S

81
= ។ 

លហំា ទ់្យ៩ី២      ែ ូរោោះស្រាយ្រពន័ធសមីកា ដែូខាងរ្កាម៖

20012000
1 2 3

20082000
2 3 4

20082000
2003 1 2

1 2 2000

30 4

30 4

30 4

0; 0; ; 0

x x x

x x x

x x x

x x x

 + =

 + =

 + =


   

 

 ដរំ ោះស្រាយ 

តយើងដងឹថា 

20042000
1 2 3

20062000
2 3 4

20082000
2003 1 2

1 2 2000

30 4

30 4

30 4

0; 0; ; 0

x x x

x x x

x x x

x x x

 + =

 + =

 + =


   

 

តោយ ( )1 2 2008x , x , , x  (1)  

តាង 
1 2 2008Max , , ,a x x x=   

          1 2 2008b Min x , x , , x=   
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       2a b 0    

តេបាន   

20042000
1 2 3

2008200
2 2 4

200182000
2 3 1 2

34 30 4

34 30 4

34 30 4n

a x x x

a x x x

a x x x+

  + =

  + =




 + =

 

 2208 2008

1 000 2008

2000 2008

4018 2009 4016 2007 4018 2007 4018

34 Max 2 ; ,

34

34 34 34

a wd x x x

a a

a a a a

 

 

     

 

តនោះ 
2000

1 2 3

20062000
2 3 1

2005

2000 1 2

34 30 4 2000

34 30 4

1
30 4 200

34

b x x x

b x x x

x x x
b


 + =


 + =


  + =


 

 2008 20082009 2009
1 200834 ;....;b Min x x  

2009 200834b b  
2009 200834 (2)b   

ាម្ (1) & (2) តេបាន :  

2007 401834a b= =  
2007 4018

1 2 2006.... 34x x x = = = =  ។ 

 លំហា ទ់្យ៩ី៣     តេមានស្ី  nU កណំ ត់ោយ: 
1

3

2 ln

o

n n

u

u u+

=


= +
 ។បង្ហាញថា ។ 

 

ដរំ ោះស្រាយ 

តយើងមាន 3ou =   

3 4,nu n   
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      03 4u    ពិ   

ឧបមាថាថាពិ ដល ់ទូីnេ ឺ3 4nu   ពិ   

តយើងគ្ ូវស្រាយថាវាពិ ដល ់ទួ ី 1n + េ ឺ 13 4nu +   ពិ   

តយើងមាន 1 2 lnn nu u+ = +  

តោយ 3 nu ln 3 ln nu   

ត ើយ  3 e  

ln 3 ln 1 ln 3 ~ 1 3 ln ne u =     

តេមាន 1 2 lnn nu u+ = +  

1 2 1 3nu +  + = 3(1)nu   

ម្ាងតទៀ  

 4 ln ln 4n nu u    

តោយ  2 2 22 2 4 ln 4 ln 1e e e e   =  

ln 2nu   

1 2 lnn nu u+ = +  

4(2)nu   

ាម្ (១) & (២) រយើងបាន 13 4nu +    ពិ   

ការឧបមាខាងតលើពិ  េ ឺ  3 4nu   ។ 

  ដចូតនោះ 3 4,nu n     ។ 

  លំហា ទ់្យ៩ី៤    គណ   ។ 
 

 

2 21 99...9 0,99...9
n n

+ +
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ដរំ ោះស្រាយ 

តោយ 2 299...9 (10 1)n= −  
2

2

2

(10 1)
0,99...9

10

n

n

−
=  

2
2

2

(10 1)
1 (10 1)

10

n
n

n
P

−
 = + − +  

ាង 10 1na = −  តេបាន   

( )

2
2

2
1

1

a
P a

a
= + +

+
 

( ) ( )
2 22 21

1 1
1

P a a a a
a

= + + + +
+

 

( )
2

21
1

1
P a a

a
= + +

+
 

2 1

1

a a
P

a

+ +
=

+
 

តេបាន 
210 10 1

10

n n

n
P

− − +
=  

10 1
10 10 0,99...9

10

n
n n

n
n

P
−

= − = −  

 

     លំហា ទ់្យ៩ី៥     តោោះស្រាយសម្ីការ 2cos2 cos3 4 3x x+ =  ចតំ ោះ 3
,1

4
x

 
 
 

 ។ 

ដរំ ោះស្រាយ 

តេមាន 2cos2 cos4 4 3x x+ =   

2 22cos 1 cos4 4 3x x− + =  
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2 22cos cos4 4.4 3x x + =  
2 22cos cos4 4.4 12 0x x + − =  

ាង 2cos4 xt =  1 4t   តេបាន  

2 4 12 0t t+ − =  2

6 0

t

t

=
 

= −
   

2cos2 4 2xt =  =  
22cos 22 2 2cos 1 0x x=  − =  

cos 2 0 2 ,
2

x x k k Z


=  = +   

  ,
4 2

k
x k Z

 
= +   

តោយ  3
,1

4
x

 
 
 

 តនោះ រំវូឲ 0k =  

ដចូតនោះ ឬសននសម្កីារខាងតលើេ ឺ
4

x


=  ។ 

 

 លំហា ទ់្យ ី៩៦      តេឲស្ី  ( )nu ដដលកណំ ត់ោយ : 2
( 1 ) ; 1,2,3,

2 1
nn n u n

n
+ + = = 

+
 

                             ។ បង្ហា ញថា 
1 2 3 2008

1004
 : ,

1005
u u u u k N+ + ++    ។ 

ដរំ ោះស្រាយ 

តោយ 2 2( 1 )

(2 1)(2 1) ( 1 )
k

k k
u

kk k k

+ −
= =

++  + +
 

2(( 1 )

2 ( 1)
k

k k
u

k k

+ −
 

+
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( 1) 2 1
( 1)

2 2

k k k
k k

+ + +
+  =  

k

1 1
u

k k 1
  −

+
 

តនោះ 1 2 k

1 1 1 1 1
u u u 1

2 2 3 k k 1

    
+ ++  − + − ++ −    

+    
 

1 2 k

1
u u u 1

k 1
 + ++  −

+
 

ដ   
2

1 2 2
1 1 1

k 1 4k 4 k 4k 4
− = −  −

+ + + +
 

                                               2
1

2 2

k

k k
= − =

+ +
 

               
1 2 ku u u

2

k

k
 + ++ 

+
 ចតំ ោះ 2008k =  

ដចូតនោះ 
21 2 0083

1004
: ,

1005
u u u u k N+ + ++    ។ 

 

 លំហាតទ់្យ៩ី៧    របើ ។ស្រាយបញ្ជជ ក្ថ់ា ។  

ដរំ ោះស្រាយ 

តយើងមាន 0x y z x y z+ + =  = − −  

y x z= − −  

 z x y= − −  
2 2 2

2 2 22 2 2

x y z

x yz y zx z xy
+ +

+ + +
 

2 2 2

2 2 2

x y z

x x x yz y y y zx z z z xy
= + +

+  + +  + +  +
 

 0,  x y z+ + =
2 2 2

2 2 2
1

2 2 2

x y z

x yz y zx z xy
+ + =

+ + +



  រ ៀបរោយ:  ត ឿន សកុានយ់៉ា  និង រេង ភក្តី                                                លំហាត ់និង ដរំ ោះស្រាយគណិតវទិ្យា                                                                 

  84 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )(

x y z

x x y z yz y y x z z z z x y xy

x y z

x xy xz yz y yx zy zx z x zy xy

x y z

x x y z x y y y x z y x z z x y z x

x y z

x y x z y x y z z x z y

x y

x y z x x y y

= + +
+ − − + + − − + + − − +

= + +
− − + − − + − − +

= + +
− − − − − − − − −

= + +
− − − − − −

= − −
− − − −

2

2 2 2

) ( )( )

( ) ( ) ( )

( )( )( )

( )( )( )
( 1) 1

( )( )( )

z

z z x y z

x y z y z x z x y

x y y z z x

x y y z z x

x y y z z x

−
− −

 − + − + −
= −  

− − − 

 − − − −
= − = − − = 

− − − 

 

ដែូរនោះ  ។ 

 

លហំា ទ់្យ៩ី៨       គណ តម្មៃក្រនោម ។  

ដរំ ោះស្រាយ 

តយើងមាន 2 2 3 2 44 1 2 1
3tan cos cot sin sec

6 3 6 2 4 3 3 8 3

    
+ − − +  

តេបាន 2 2 3 2 44 1 2 1
3tan 30 cos 30 cot 45 sin 60 sec 60

3 2 3 8

   + − − +  

2 22

3 41 4 3 1 2 3 1
3 (1) (2)

3 2 2 3 2 83

    
=  +  −  −  +         

     
 

1 4 3 1 2 3 1 1 1
3 16 1 1 2 3

3 3 4 2 3 4 8 2 2
=  +  − −  +  = + − − + =  

 រ តដុែូរនោះ 3A =  ។  

2 2 2

2 2 2
1

2 2 2

x y z

x yz y zx z xy
+ + =

+ + +

2 2 3 2 44 1 2 1
3tan cos cot sin sec

6 3 6 2 4 3 3 8 3
A

    
= + − − +
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  លំហា ទ់្យ៩ី៩     បង្ហា ញថា  

                           
2 2 2

2 3

1 1 1
,n

n

T
A A A

= + ++  ចតំ ោះ ។  

                         
3 3 3

1

1 1 1
,n

n n n m

S
A A A+ +

= + ++ ចតំ ោះ  ។ 

ដរំ ោះស្រាយ 

 )a  រយើងមាន 
2

1 ( 2)! 1 1 1

! ( 1) 1k

k

A k k k k k

−
= = = −

− −
 


1 1 1 1 1 1 1 1

1
1 2 2 3 1

n

n
T

n n n n

−     
= − + − ++ − = − =     

−     
 

)b   រយើងបាន  
3

1 ( 3)! 1

! ( 1)( 2)k

k

A k k k k

−
= =

− −
 

1 1 1 1 1 1 2 1

2 ( 1)( 2) 2 ( 1) 2 2 1k k k k k k k

 
=  −  = − + 

− − − − − 
 

 
1 1 1 1 1

2 1 1 2
nS

n m n m n n

 
 = − − + 

+ + − − − 
 ។  

  លំហា ទ់្យ១ី០០      ស្រាយបញ្ជា កថ់ា 2 6
2 3

2

+
+ = ។ 

 

ដរំ ោះស្រាយ 

រយើងមាន  

                                     ែ ំ ំ ( )
2

a b a b+ = +  

   ឲំ 

2n 

3n 

2 6
2 3

2

+
+ =
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2

2

2

2

2

2 2

4 4
2 3 2 3

4 4

1 3 4
2 3

4 4

1 ( 3) 4
2 3

4 4

2 2( 3) 1
4 3

4 4

2 2( 3) 1
2 2 3

4 4

2 2( 3) 2 2 3

4

2 2( 3) 2 ( 2 2) 3

4

( 2) ( 2 3) 2 ( 2) ( 2 3)

4

+ =  + 

+
=  + 

+
=  + 

+
= +  

+
= +   

+ +  
=

+ +  
=

+ +  
=  

2 2( 2) 2 ( 2) 2 3 ( 2 3)

4

+   +
=  

2 2( 2 2 3) ( 2 6)

4 4

+ +
= =  

 

 រ តដុែូរនោះ   ។  

 លំហា ទ់្យ១ី០១  េណន្លបូក ។  

ដរំ ោះស្រាយ  

2
2

2

2

( 2 6) 2 6

2 2

2 6 2 6
 2 3

2 2

 + +
= =   

 

 + +
+ = =  

 

2 6
2 3

2

+
+ =

4 4 4

4 4 4

1 1 1
1 3 99

4 4 4

1 1 1
2 4 100

4 4 4

P

    
+ +  +    

    =
    

+ +  +    
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រយើងបាន  ( )
( )

4
50

4
1

4(2 1) 1

4(2 ) 1n

P
n

n=

− +

+
=  

)
( )

4
50

4
1

( 2(2 1)) 1

( 2(2 )) 1n

n

n=

 − +
=
 +


  

( )( )
( )( )

2 2
50

2 2
1

50

1

50

1

2(2 1) 2(2 1) 1 2(2 1) 2(2 1) 1

2(2 ) 2(2 ) 1 2(2 ) 2(2 ) 1

(2(2 1)(2 2) 1)(2(2 1)(2 ) 1)

(2(2 )(2 1) 1)(2(2 )(2 1) 1)

(4( 1)(2 1) 1) 1 4.3 1 4.2

(4 (2 1) 1) 4.3 1 4.2.5 1

n

n

n

n n n n
n

n n n n

n n n n

n n n n

n n

n n

=

=

=

− − − + − + − +
=

− + + +

− − + − +
=

− + + +

− − + +
= =  

+ + + +






.5 1 4.49.(2.49 1) 1 1

4.3.7 1 4.50.(2.50 1) 1 20201

+ − +
 =

+ + +

 

   ដែូរនោះ 
4 4 4

4 4 4

1 1 1
1 3 99

14 4 4

1 1 1 20201
2 4 100

4 4 4

P

    
+ +  +    

    = =
    

+ +  +    
    

។  

 

 លំហា ទ់្យ១ី០២   េណន  ។  

ដរំ ោះស្រាយ  

តោយទគ្ម្ង ់ 2 1, {1,2,3 ,1009}k k+    

តេបាន 
2 2

2 2

(2 1) 1 4 4 2

(2 1) 1 4 4

k k k

k k k

+ + + +
=

+ − +
 

2

2 2

2 2 1 1
1

2 2 2 2

1 1 1 1 1
1 1

2 ( 1) 2 1

k k

k k k k

k k k k

+ +
= = +

+ +

   
= + = + −   + +  

 

  ចតំ ោះ 1,2,.....,1009k = តេបាន  

2 2 2

2 2 2

3 1 5 1 2019 1

3 1 5 1 2019 1
S

+ + +
= + ++

− − −
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1 1 1 1 1 1 1
1009 1

2 1 2 2 3 3 1010
S

 
=  + − + − + − − 

 
 

1 1009
1009

2 1010
= +   

1009
1009

2020
S =  

 

 លំហាតទ់្យ១ី០៣      រក នម្ៃ x  ។ តេដងឹថា log
log

x
z x=  ត ើយ

1
2 2

1
1

2.log
xxx

zx x x
+ −

=  ។ 

ដរំ ោះស្រាយ  

ាម្ log
log

x
z x=  (1)  

         និង 
1

2 2

1
1

2.log
xxx

zx x x
+ −

=  (2)  

    ដ   log

log

z
x

x
=   logx z   1log z x x−=  

         
2

1

1 12. .
xxxx x x x− − =  

( )
( )

1

21

2

xx
xx

 
 
  

=  
 

 

1

2

xx
 

=  
 

 

1

21

2

xx

 
 
  

=  
 

 

1 1
,

4 2
x

 
=  
 

។ 

ដែូរនោះ 1 1
,

4 2
x

 
=  
 

 ។  
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  លំហា ទ់្យ១ី០៤         រកគ្េបអ់នេុម្ន ៍ :f → ចតំ ោះ ,x y  

                               ដដល ( )( ) ( )( ) ( )f f y f x f x y f x y+ = + + +  ។ 

ដរំ ោះស្រាយ  

ាង ( , )P x y    តនោះ  ( )( ) ( )( ) ( )f f y f x f x y f x y+ = + + +  

( ), ( )P x f y ( ) ( )( ( ) ( )) ( ) ( ) ( )f f f x f y f x f y f x f y + = + + +  

( ), ( )P y f x ( ) ( )( ( ) ( )) ( ) ( ) ( )f f f x f y f y f x f x f y + = + + +  

តេបាន ( ) ( )( ) ( )f x f y f y f x+ = +  

 ( )( )( ( ( )) ( )f f x f y f f y f x + = +  

 រោយតគ្រើ ( , )& ( , ); ( ) ( ) ( ) ( )P x y P y x f x y f y x f x y f x y+ + + = + + +  

រ ោះ ( ) ( )f x x f y y− = −   .និង ( )f x x a= +  

ដចូតនោះ ( )f x x a= +  

 លំហា ទ់្យ១ី០៥ 

       តៅកនងគ្ ើតកាណ , ,a b c ។បង្ហាញថា 2 2 2cos cos cos 1 2cos cos cosa b c a b c+ + = −    ។ 

ដរំ ោះស្រាយ  

តាម បូមនត cos( ) cos( )
cosa cosb 

2

a b a b+ + −
=  

 ចត 180 180a b c a b c+ + =  + = −  

រគបាន 1 2cos cos cosa b c−    

1 2cos( ) cos cosa b a b= + +  
(cos( ) cos( )

1 2cos( )
2

a b a b
a b

+ + −
= + +   

21 cos ( ) cos( ) cos( )a b a b a b= + + + +  −  
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2 cos 2 cos 2
1 cos

2

a b
c

+
= + +  

2 2
2 2cos 1 2cos 1

1 cos
2

a b
c

− + −
= + +  

2 2 2cos cos cosa b c= + +  
 ដែូរនោះ 2 2 2cos cos cos 1 2cos cos cosa b c a b c+ + = −    ។  

  លំហា ទ់្យ១ី០៦                 េណន នម្ៃននកតនោម្ដចូខាងតគ្កាម្  

                                         4 3 1 4/3

1/3log 729 9 27A − −=              ។  

ដរំ ោះស្រាយ  

រយើងមាន 4 3 1 4/3

1/3log 729 9 27A − −=   

     

( )( )
( )

( )1

1 4/34 3
1

3

1/12
6/8 2 4

1/3

6/8 1/2

1/3

2/8

3

3

  log ( 729 9 (27) )

log 3 3 3

log 3

log 3

1/ 4
log 3

1

1

4

−

− −

− −

−



= 

=

=

=
−

= −

 

ដែូរនោះ 1

4
A = −  ។  

 លំហា ទ់្យ ី១០៧    េណន ។ 

                                        16 25 81
( )7 log 5log 3log

15 24 80
c + +  ។   

                                                   ដរំ ោះស្រាយ 

2 2

96 12

log 24 log 192
( )

log 2 log 2
a −
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

96 12

2 2 2 2

3 5 6 2

2 2 2 2

3 3 3 3

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

log 24 log 192
( )

log 2 log 2

log 24log 96 log 192log 12

log 2 3 log 2 3 log 2 3 log 2 3

3 log 5 log 6 log 2 log

15 8log 3 log 3 12 8log 3 log 3 3

16 25 81
( )7 log 5log 3log

15 24 8

a

c

−

= −

=   −  

       = + + − + +       

= + + − − − =

+ +

7 5 3

7 5 3

14 10 12

7 7 5 15 3 12

18 10 12

12 10 27

18

27

0

16 25 81
log log log

15 24 80

16 25 81
log

15 24 80

4 5 3
log

3 5 3 2 5 2

2 5 3
log

3 5 2

2
log

2

     
= +     

     

     
=       

     

=  
  

 
=

 

=

 

 លំហា ទ់្យ១ី០៨         បង្ហា ញថា 0.4232323.....  ជាែនំនួអសនិទាន។ 

                                                       ដរំ ោះស្រាយ 

   តាង 0.4232323.....S =  

     តេបាន : 

   
3 5

4 23 23 4 23 23
.

10 1000 100000 10 10 10
S = + + += + + +  

3 2 4

4 23 1 1
1 ..

10 10 10 10
S

 
= + + + + 

 
 

3 2

4 23 1

10 10 1 1/10

 
= +  − 
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3

4 23 100 4 23 419

10 10 99 10 990 990
= +  = + =  

     ដចូតនោះ  0.4232323.....  ជាែនំនួអសនិទាន។ 

  លំហា ទ់្យ១ី០៩  បង្ហាញថា 0.2578239  ជាែនំនួសនិទាន ។ 

 

                                                           ដរំ ោះស្រាយ 

តាង 0.25782398239X =   

310 257.82398239X =  
710 2578239.82398239X =  

តាមសមីកា   (2) (1)− រគបាន : 

7 310 10 2578239 257X X− = −  

7 3

2578239 257 2577982

10 10 9999000
X

−
 = =

−
 

ដចូតនោះ 0.2578239   ជាែនំនួសនិទាន ។ 

   លំហាតទ់្យ១ី១០       គណ តម្មៃម្នរស  ី ។ 
 

 

                                                   ដរំ ោះស្រាយ 

1 1.3 1.3.5 1.3.5

2.4 2.4.6 2.4.6.8 2.4.6.8.(2 2)
nS

n
= + + ++

+
 

  ចត 1.3.5 (2 1)

2.4.6 (2 2)
n

n
T

n

 −
=

 +
 

1.3.5 (2 1)[(2 2) (2 1)]

2.4.6 .(2 2)

n n n

n

 − + − +
=

 +
 

1 1.3 1.3.5
..

2.4 2.4.6 2.4.6.8
+ + +
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1.3.5 (2 1) 1.3.5 (2 1) (2 1)

2.4.6 .2 2.4.6 (2 2)
n

n n n
T

n n

 −  −  +
 = −

  +
 

1

1 1.3 1.3 1.3.5 1.3.5 1.3.5.7

2 2.4 2.4 2.4.6 2.4.6 2.4.6.8

1.3.5 (2 1) 1.3.5 (2 1)(2 1)
...

2.4.6 .2 2.4.6 (2 2)

n

n n

n

S T
n n n

n n

=

      
− + − + −      

      = =
   −  − +
+ −  

  +  

  

1 1.3.5 (2 1)

2 2.4.6 (2 2)
n

n
S

n

  +
= − 

 +   

ដែូរនោះ ។ 

 លំហា ទ់្យ១ី១១   រកនម្ៃminimumនន

6

6

6

3

3

3

1 1
2

1 1

x x
x x

x x
x x

   
+ − + −   

   

 
+ + + 

 

ចតំ ោះ 0x  ។ 

                                                   ដរំ ោះស្រាយ 

2
3 2

3

3

3

3

3

1 1

1 1

x x
x x

y

x x
x x

    
+ − +    

     =
   

+ + +   
   

 

3

3

3

1 1
x x

x x

 
= + − − 
 

 

1
3 x

x

 
 + 

 
 

6my =  តគ្ ោះ 1
2, 0x x

x
+  

 

 
 ដែូរនោះ 6my =    ។

   
 លំហាតទ់្យ១ី១២     ក្្គបែ់នំនួគតវ់ជិ ជមាន n  រដើមបឲី 2 19 99n n− +  ជាការ ្ាក្ដ ។ 

1 1.3.5 (2 1)

2 2.4.6 (2 2)
n

n
S

n

  +
= − 

 + 
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                                                   ដរំ ោះស្រាយ 

  ក្្គបែ់នំនួគតវ់ជិ ជមាន n  រដើមបឲី 2 19 99n n− +  ជាការ ្ាក្ដ លោុះ្តាចត 

2 219 99 ,n n k k− + =   

2 219 99 0n n k− + − =  
2 2

2

2

( 19) 4(1)(99 )

361 396 4

4 35

k

k

k

 = − − −

= − +

= −

 

វាជាែនំនួរ លោុះ្តាចត 2 24 37 ,k t t− =   

( )( )

2 24 37 0

2 2 35

k t

k t k t

 − − =

 − + =
 

រោយ , 2 2k t k t k t  −  +  

រគបាន  35 1 35 5 7=  =   

ែរំរោះ 35 1 35=   រគបាន  2 1

2 35

k t

k t

− =


+ =
   9k =  

( )
2 2

1 2

4 9 35 17

19 17 19 17
1 18

2 2
n n

 = − =

− +
= = = =

 

រគបាន  35 1 35 5 7=  =   

ែរំរោះ 35 5 7=   រគបាន  2 5

2 7

k t

k t

− =


+ =
   3k =  

      
1 2

1

19 1 19 1
9 10

2 2
n n

 =

− +
= = = =

 

   ដែូរនោះ  1,9,10,18n   ។  
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 លំហាតទ់្យ១ី១៣  បង្ហាញថា 

                 ។ 

                 ។  

                                                   ដរំ ោះស្រាយ 

 3 4,5 5 5 5a  + +  

រោយ 5 4 2 5 2(1) =    

3 3 3 3 5
3 5 5 3 5 5 5 (2)

3
        

4 4 34 4
3 5 5 3 5 4 5 (3)

3
        

3 4 5 4
(1) (2) (3) 5 5 5 2 5

3 3
+ +  + +  + + =  

ដែូរនោះ  3 45 5 5 5 + + ។ 

3 4,8 8 8 8b  + +  

រោយ 

3 9 8 3 8(4)=     
3 33 8 3 8    

33 8(5)   
4 42 8 2 8    

42 8(6)=   
3 4(4) (5) (6) 8 3 3 2 8 8 8+ +  = + +  + +  

ដែូនរនោះ 3 48 8 8 8 + + ។ 

3 4,5 5 5 5a  + +

3 4,8 8 8 8b  + +
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 លំហាតទ់្យ១ី១៤   រគរអាយអនគុន ៍ f  ក្ណំតរ់ោយ ៖
2

( ) 2020
2020

x
f x x= + +   និង ពី ែនំនួពិត  

  0 , 0a b  ។ែ ូស្រាយថា , 0
1 1 1

a b a b
f f a b

a b a b

+   
+      

+ + + +   
 ។ 

                                                   ដរំ ោះស្រាយ 

រគមាន  2
( ) 1 1

2020 1010

x x
f x = + = +  មានឬស 1010x = −  

  ែរំរោះ ( ), 1010x − −  រ ោះ '( ) 0f x  រ ើយ f ជាអនគុមនែ៍ោុះ 

 ែរំរោះ ( )1010,x − +  រ ោះ '( ) 0f x  រ ើយ f ជាអនគុមនរ៍ក្ើន 

រគតាង 0 , 0
1 1 1

a b a b

a b a b
 

+
= +  = 

+ + + +
 

រគបាន 
1 1

a a

a a b


+ + +  
 

            
1 1

b b

b a b


+ + +
 រ ោះ 

1 1 1

a b a b

a b a b

+
+ 

+ + + +
 ឬ    

រគបាន
1 1 1

a b a b
f f

a b a b

+   
+    

+ + + +   
 ឬ ( ) ( )f f    

ដែូរនោះ , 0
1 1 1

a b a b
f f a b

a b a b

+   
+      

+ + + +   
។ 

 

 លំហាតទ់្យ១ី១៥    រគឲ 1 1 1x + = , 2 2 4x + = ,..., 2

nx n n+ =  ។ រតើតម្មៃ 1 ... nx x+ + រសើ មប ុ ម ន? 

 

                                                   ដរំ ោះស្រាយ 
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1

2

3

2

1 1

2 4

3 9

...............

n

x

x

x

x n n










+ =

+

+ =

=

+ =  

1

1

3

1

( 1) ( 1)(2 1)
...

2 6

( 1)(2 1) ( 1)
...

6 2

...
3

n

n

n

n n n n n
x x

n n n n n
x x

n n
x x

+ + +
+ + + =

+ + +
+ + = −

−
+ + =

 

 លំហាតទ់្យ១ី១៦        គណ ក្រនោម 
6 6

2 2

a a

a a

−

−

+

+
 ។ របើ 4 29 12 3 2 2a − += ចដល 0a  ។ 

                                                       

                                                        ដរំ ោះស្រាយ 

រោយ 23 2 2 (1 2)+ = +  

4 29 12(1 2) 17 12 2a = − + = −  
217 12 2 (3 2 2)− = −  

4 3 2 2a = −  

ចត 
6 2 4

6 2 4
4

4
2 2

2 2

1 1 1
( )( 1 )

1
1

1 1

a a a
a a a a

a
a a

a a

+ + − +

= = + −

+ +
 
 

  លំហាតទ់្យ១ី១៧      ក្ 3310 (mod47)  ?  

                                                        ដរំ ោះស្រាយ 

រយើងអាែរ្រើ Moduloសវយ័គណុរគបាន:   
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( )110 10 mod 47  

( )210 6 mod 47  

( )4 2 2 210 (10 ) 6 36 mod 47    

( )8 4 2 210 (10 ) 36 27 mod 47    

( )16 8 2 210 (10 ) 27 24 mod 47    

( )32 16 2 210 (10 ) 24 12 mod 47    

( )33 32 110 10 10 12 10 26 mod 47      

  លំហាតទ់្យ១ី១៨ 

   រគឲ , , ,
6 2

x y z
  

 
 

។ បង្ហា ញថា ។  

                                                           ដរំ ោះស្រាយ 

តាង    sin ;sin ;sinx a y b z c= = =  ចដល 1
, , ,1

2
a b c

 
 
 

  

រគបាន ( )( )( )
 

a b b c c a a b b c c a

c a b abc

− − − − − −
+ + =  

ចត 1
1

2
a b c     , ;

a b
u v

c c
= =  ែរំរោះ 1

1
2

u v    

2
(v u)(1 u)(1 v) 1

1
uv 2

− − −  
  − 

 
 

1 1
1 (1 )

( )(1 )(1 ) 2 2

1

2

v v
v u u v

uv
v

  
− − −  − − −      

2
1 1 1 1 1

1 1 2 1
2 2 2 2 2

v v
v v

 
+ − −  + −  = − 

 
 

2
sin sin sin sin sin sin 1

1
sin sin sin 2

x y y z z x

z x y

− − −  
+ +  − 
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ដែូរនោះ ។ 

 

  លំហាតទ់្យ១ី១៩      គណ  3 3
125 125

9 3 9 3
27 27

A = + + − + −  ។ 

                                                                 ដរំ ោះស្រាយ 

រគដងឹថា  3 3 3( ) 3 ( )x y x y xy x y− = − + −  

តាង 3
125

9 3
27

x = + +  និង 3
125

9 3
27

y = + −  

( )z x y = −  

រគបាន: 3 3 3( ) 3 ( )x y x y xy x y− = − + −  

3
3

126
6 3 ( 9 9)

27
z z= + + − 3 5

6 3
3

z z= +   

3 5 6 0z z+ − =  

( )2( 1) 6 0z z z− + + =  

 ឲំ 1z =  

ដែូរនោះ 1A =  ។  

 លំហាតទ់្យ១ី២០      របើ log log logx y z

y z z x x y
= =

− − −
។ បង្ហា ញថា 3Y Z x z x Yx y z+ + ++ +   ។ 

                                                                 ដរំ ោះស្រាយ 

ពិនយតិ :  

log ( )x y z p= −  និង log ( )y z x p= −  , log ( )z x y p= −  

2
sin sin sin sin sin sin 1

1
sin sin sin 2

x y y z z x

z x y

− − −  
+ +  − 
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រគបាន 33Y Z X Z X Y Y Z X Z X Yx y z x y z+ + + + + ++ +     

3 ( )ln ( )ln ( )ln3 Y Z x X Z y X Y ze e e+ + +=    
3 ( )( ) ( )( ) ( )( )3 Y Z Y Z P X Z Z X P X Y X Y Pe e e+ − + − + −=    

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
3

3
Y Z P Z X P X Y P

e e e
− − −

=    
3 03 3e= =  

ដែូរនោះ 3Y Z x z x Yx y z+ + ++ +   ។ 

 

  លំហាតទ់្យ១ី២១      រោោះស្រាយវសិមីកា   
2

35

121

x
x

x
+ 

−
 ។ 

                                                        ដរំ ោះស្រាយ 

+បញ្ជជ ក្ ់ | x | 1  របើ x 1 −  រ ោះ 
2

x
x 0

x 1
+ − 

−
 

                  ឲំវសិមីកា គា្ម នែរមៃើយ 

+ វសិមីកា  2 2
2

2 2

x 1

x 2x 1225
x 0

x 1 144x 1




 
+ + −  − −

 

4 2

2 2

1 (1)

1225
2 0 (2)

1 1441

x

x x

x x




 
+  −  − −

 

តាង 
2

2
0

1

x
t

x
= 

−
 

តាម ( )2  រគបាន  2 1225
2 0

144
t t+ −   25

12
t   
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តាម   (1) & (2)លោុះ្តាចត 

2

2

4

2

4 2

1

25

121

1

625

1 144

1

144 625 625 0

x

x

x

x

x

x

x

x x



 
 −



 

 
 −


 

− + 

 

2 2

1

25 25
 

9 16

x

x x




 
  



5 1
1

3 4
x x      

      

   លំហាតទ់្យ១ី២២   

    ស្មាយបរជ ក្ថ់ាព ុធា: 9999 8888 7777 6666 5555 4444 3333 2222 1111 1x x x x x x x x x+ + + + + + + + +  

                                            ចែក្ោែរ់ោយព ុធា 9 8 7 6 5 4 3 2 1x x x x x x x x x+ + + + + + + + + ។ 

                                                    ដរំ ោះស្រាយ 

រយើងមាន 9999 8888 7777 6666 5555 4444 3333 2222 1111 1A x x x x x x x x x= + + + + + + + + +  

                   9 8 7 6 5 4 3 2 1x x x x xB x x x x+ += + + + + + + +  
រគបាន ( ) ( ) ( )9999 9 8888 8 111A B x x x x x x− = − + − ++ −  

( )( ) ( )( ) ( )( )999 888 111
9 10 8 10 101 1 1x x x x x x= − + − ++ −  

សនិនោា នថា −A Bចែក្ោែ ់ 10 1−x     

រ ោះ −A B   ចែក្ោែរ់ោយព ុធា    
10 1

1

−
=

−

x
B

x
 

ដែូរនោះ A  ចែក្ោែរ់ោយ  B ។ 
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 លំហាតទ់្យ១ី២៣  

       រគឲសវីត na ក្ណំតរ់ោយ: 
2 2 2

1 1 1
1 ..... , 1

2 3
na n

n
= + + + +  ។ បង្ហាញថា na ជាសវីតទាលរ់លើ។  

                                                        ដរំ ោះស្រាយ 

រគមាន 
2 2 2

1 1 1
1 ..... , 1

2 3
na n

n
= + + + +   

រគបាន  
( )2 2 2

1 1 1 1 1 1
1 ..... 1 ....

2 3 2.3 3.4 1
na

n n n
= + + + +  + + + +

−
 

                                                       1 1 1 1 1 1
1 ....

2 3 3 4 1n n

     
 + − + − + + −     

−     
 

                                                       1
1 1

n
 + −  

                                                       1
2

n
 −  

                                                        2  
                                                 na ជាសវីតទាលរ់លើ ។ 

 លំហាតទ់្យ១ី២៤            គណ    ។  

                                                        ដរំ ោះស្រាយ 

រោយ  

5 0 1 2 2 5 5

5 5 5 5(1 )x C xC x C x C+ = + + ++  
5 0 1 2 2 5 5

5 5 5 5(1 2) 2 2 2C C C C + = + + ++  
5 0 1 2 2 5 5

5 5 5 53 2 2 2C C C C = + + ++  

53 243S = =  
ដែូរនោះ  0 1 2 2 5 5

3 3 3 5 243C xC x C x C+ + ++ =  ។ 

0 1 2 2 5 5

3 3 3 5S C xC x C x C= + + ++
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 លំហាតទ់្យ១ី២៥     គណ   
1

0

2 1

n

n n
n

C C
C

n
= + ++

+
C

 
។ 

                                ។  

                                                        ដរំ ោះស្រាយ 

 
1

0

2 1

n

n n
n

C C
C

n
= + ++

+
C  

រគបាន  

( )0
1 1

1

0 0
(1 )n n n

n n nx dx C C x C x dx+ = + ++   
1

1 1

0

(1 ) 2 1

1 1

n nx

n n

− ++ −
= =

+ +
 

12 1
C

1

n

n

+ −
=

+
 

ដែូរនោះ  ។ 

1 2 12 ( 1)n n

n n nC C n C−= − ++ −  D  

រគបាន  

( ) 0 1 2 2 3 3(1 ) ' ( 1)n n n n

n n n n nx C C x C x C x C x − = − + − ++ −   

1 1 2 3 2 1(1 ) 2 3 ( 1)n n n n

n n n nn x C C x C x nC x− −− − = − + − ++ −  
1(1 1) D D 0nn −− =  =  

ដែូរនោះ  ។ 

 លំហាតទ់្យ១ី២៦     គណ A B+ ។រគមាន 1 3 2 1

2n 2n 2A n

nC C C −= + ++  

                                                         0 2 2

2 2 2B n

n n nC C C= + ++  

1 2 12 ( 1)n n

n n nC C n C−= − ++ −  D

12 1
C

1

n

n

+ −
=

+

1 2 12 ( 1) 0n n

n n nC C n C−− ++ −   =
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                                                      ដរំ ោះស្រាយ 

1 3 2 1 0 2 2

2 2 2 2 2 2A B n n

n n n n n nC C C C C C−+ = + ++ + + ++  

(1 1)

2

n

n

= +

=
 

ដែូរនោះ 2nA B+ =  ។  

  លំហាតទ់្យ១ី២៧         រោោះស្រាយសមីកា   

                           
4

3log 3log (16 ) 7xx x+ =  

                                              ដរំ ោះស្រាយ 

តាង log x y=  

រោយ 
4

3log 3log (16 ) 7xx x+ =  

4

2
log 3log 16 3log 7

3
x xx x + + =  

2 6
4 0

3 log
y

x
 + + =  

2 6 9 0y y − + =  

( 3) 0 3y y − =  =  

4log 3 64x x=  =  

ដែូរនោះ 64x =  ។  

លហំាតទ់្យ១ី២៨    រោោះស្រាយសមីកា  ៖ 

   2 2 2 2 2 2 2 2( 2 1) ( 3 2) ( 4 3) ... ( 1996 1995) 0x x x x x x x x+ + + + + + + + + + + + = ។ 

                                                ដរំ ោះស្រាយ 
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 រយើងបាន  2 2 2 2 2 2 2 2( 02 1) ( 3 2) ( 4 3) ... ( 1996 1995)x x x x x x x x+ + + + + + + + + + + =+  

4 2 2 2 2 2 2( 1) ( 1) ( 2) ( 1) ( 3) ... ( 1) ( 1995) 0x x x x x x x= + + + + + + + + + + + =  
2 2 2 2 2( 1) [( 1) ( 2) ( 3) ... ( 1995) ] 0x x x x x= + + + + + + + + + =  

 រ្រោះ 2 2 2 2( 1) ( 2) ( 3) ... ( 1995) 0x x x x x+ + + + + + + +    

 1x = −  
ដែូរនោះ 1x = −  ។  

  លំហាតទ់្យ១ី២៩      រោោះស្រាយសមីកា ៖  

                                   
4 3 8 7

3 1 5 3

x x

x x

− −
=

− −
។ 

                                                ដរំ ោះស្រាយ 

 

(4 3)(5 3) (8 7)(3 1)x x x x − − = − −  

2 220 12 15 9 24 8 21 7x x x x x x − − + = − − +  
2 224 20 29 27 9 7 0x x x x − − + − + =  

2 24 2 2 0 2 1 0x x x x − − =  − − =  
22 2 1 0x x x − + − =  

2 ( 1) 1( 1) 0x x x − + − =  

( 1)(2 1) 0x x − + =  

1 0x − =     ឺ 2 1 0x + =     ឺ 2 1x = −  

 ដែូរនោះ        1

2
x = −   
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                1
1,

2
x = −  

  លំហាតទ់្យ១ី៣០               ក្តម្មៃ 
2017

2017
0

1

3 3r
r= +
 ។  

                                               ដរំ ោះស្រាយ 

2017

2017
0 2

1

3 3
r r=

=

+

  

2017

2017 2017
( )

0 2 2

1

3 (1 3 )
r

r
−

=

=

+

  

2017 2017

2
2017

( )
0 2

1
3

(1 3 )
r

r

−

−
=



+

  

2017 1008

2
2 1 2 1

( ) ( ( ))
0 2 2

1 1
3 ( )

(1 3 ) (1 3 )
n n

r

−

+ +
−

=

=  +

+ +

  

           រ្រោះ 
( )

1 1 1 3 3 1
1

1 3 1 3 1 3 3 1 3 1

n n

n n n n n−

+
+ = + = =

+ + + + +
 

2017

23 (1009 1)
−

=    

2017

1009

3
=  

ដែូរនោះ 
2017

2017 2017
0

1 1009

3 3 3r
r=

=
+

 ។ 

 

  លំហាតទ់្យ១ី៣១       របើ 1 2 2019, ,....,x x x  are roots of  2019( ) 2019 1P x x x= + −  ។ក្ណំតត់ម្មៃម្ន  

                                             ។   

                                               ដរំ ោះស្រាយ  

2019

1 1

i

i i

x

x= −
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ចត 
2019

1 1

i

i i

x

x= −
  

រគបាន : 
2019 2019

1 1

1 1

1 1

i i

i ii i

x x

x x= =

− +
=

− −
   

2019

1

1
2019

1i ix=

= +
−

  

(1)
2019

(1)

P

P


= −   

រោយ 2018'( ) 2019 2019P x x= +   

'(1) 2019 2019 2.2019P = + =  
2019( ) 2019 1P x x x= + −   (1) 1 2019 1 2019P = + − =  
2.2019

2019 2017
2019

= − =  

 លំហាតទ់្យ១ី៣២          គណ េលបូក្ (2 4) (6 8) (10 12) (2018 2020)S = +  −  +  −+   

                                               ដរំ ោះស្រាយ  

រោយ 

 
252 252 252 252

2 2

0 0 0 0

(8 2) (8 4) (8 2) 8 (64 48 8) (64 16 )
k k k k

k k k k k k k k
= = = =

+  + − −  = + + − −     

252 252

0 0

252 253
(64 8) 64 253 8 64 253 8 253(64 126 8) 2,042,216

2k k

k k
= =


= + = +  =  +  =  + =   

ដែូរនោះ 2,042,216S =   ។  

  លំហាតទ់្យ១ី៣៣        

  រគឲព ុធា 15 14 13 2( ) 2009 2009 .. 2009 2009P x x x x x x= − + − − + ។  ក្តម្មៃ P(2009)?  

                                                          ដរំ ោះស្រាយ  
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    ែរំរោះ n +Z  

    រោយ  2 12009 2008 ( 1)( 2008)n n n nx x x x x x+ +− + = − −  

( ) ( ) ( )15 14 13 13 12 11 3 2( ) 2009 2008 2009 2008 2009 2008P x x x x x x x x x x x= − + + − + ++ − + +  

( )13 11( ) .. ( 1)( 2008)P x x x x x x x = + + + − − +  

P(2008) 2008 =  

ដែូរនោះ P(2008) 2008=  

  លំហាតទ់្យ១ី៣៤  

  រគឲសវីត ( )  
n

a និង ( ) nb  ក្ណំតរ់ោយដែូខាងរ្កាម; ,    1 1a 0 b 0  ែរំរោះ , , ,  =n 1 2 3  

     ចដល 
1 1

1 1
,n n n n

n n

a a b b
b a

+ += + = +  ។បង្ហាញថា 
2008 2008.  a 4 1004b+   

                                                  ដរំ ោះស្រាយ  

រោយ ( )
2

 n n nC a b= +  

( )
2

2

1 1 1

1 1
n n n n n

n n

C a b a b
b a

+ + +

 
= + = + + + 

 
 

( ) ( ) ( )

2

21 1 1 1
2n n n n n n

a n n n

a b a b a b
a b a b

    
= + + +  + + + +    

    
 

2
6

1
2 1 1

1 1

1 1
4 2 8 16 n

n n

n n

a b
C C C a b

b a a b

      
 = + + +  + = + + +      
       

 

ចត 3 2 4 38 16 8 3.8, 8 24 8 4.8C C C C +  + =  +  + =  

2008 2008.8 164.251 16.1004C  = =  

2008 2008 4 1004a b +   
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ដែូរនោះ 
2008 2008.  a 4 1004b+   ។ 

  លំហាតទ់្យ១ី៣៥          បង្ហា ញថា  
2 nx x

)e 1 x , x 0
2! n!

xa  + + ++  
 
 ។  

                                           
1

1
) 1 ln 2, , 1

( 1) 2

m

n
n

b m N m
n n=

 −   
+ 

    
។ 

                                                        ដរំ ោះស្រាយ  

2 nx x
)e 1 x , x 0

2! n!

xa  + + ++    

ស្រាយថាតាមវចិា ក្រំនើន; 

ែរំរោះ 1n =  រ ោះ 1 , 0xe x x +     

 រ្រោះចត 
0 0

1, (0, )
x x

y ye y x e dy dy       

e 1 xx −   ពិត  

ឧបមាថាវាពិតដល់n k= គ ឺ
2x x

e 1 x , x 0
2! !

x
k

k
 + + ++   ពិត  

រយើង្តូវចតស្រាយថាវាពិតដល ់n = k+ 1 គឺ្ តូវស្រាយថា: 
2 1x x

e 1 x , x 0
2! ( 1)!

x
k

k

+

 + + ++  
+

?   

រគមាន 
2

 1 , 0
2! !

k
x x x

e x x
k

 + + ++    

 រគបាន :  
2 ky y

 e 1 y , y (0;x)
2! k!

y  + + ++    

2

0 0
1

2! !

k
x x

y y y
e dy y dy

k

 
  + + ++ 

 
   

2 3 1

1
2! 3! ( 1)!

k
x x x x

e x
k

+

 −  + + ++
+

 ពិត  

ដែូរនោះ 
2 nx x

e 1 x , x 0
2! n!

x  + + ++    ។ 
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1

1
) 1 ln 2, , 1

( 1) 2

m

n
n

b m N m
n n=

 −   
+ 

  

+ែរំរោះ 
1

* 2 1 1
, (0;1) :1

1 1

k
kk

+−
  + + ++ = 

− −

x
N x x x x

x x
 

 +ែរំរោះ (0;1)y  

រយើងបាន: ( )
1

2 1

0 0

1 1
1 ln(1 )

1 2 1

y
k kdx

x x dx y y y y
x k

++ +   + ++  − −
− +   

 +ែរំរោះ (0;1)z  

 រយើងបាន: 2
2 1

0 0

1 1
( ln(1 )

2 1

z
ky y y dy y dy

k

+ 
+ ++  − − 

+ 
   

2 3 21 1 1
. (1 ) ln(1 )

1.2 2.3 ( 1)

kz z z z z z
k k

+ + ++  + − −
+

 

 ចត 1

2
z =  និង 1k m= −  រ ោះ 

1

1
1 ln 2, , 1

( 1) 2

m

n
n

m N m
n n=

 −   
+ 

  

ដែូរនោះ 
1

1
1 ln 2, , 1

( 1) 2

m

n
n

m N m
n n=

 −   
+ 

 ។ 

លហំាតទ់្យ១ី៣៦            

  រគឲ n  ជាែនំនួគតវ់ជិ ជមាន 2n   និង , 0a b   ។បង្ហា ញថា ( )
( )

2 2

n n n
n

n

a b a b
ab

+ − −


−
។ 

                                                  ដរំ ោះស្រាយ  

 រយើងបាន : 0 1 2 2n n

n n n nC C C C+ + ++ =  រ ើយព ៃ តរទ្យ វធា:  

0( )

2 2 2 2

n
i n i i n n

n n n n

i

n n

C a b a b
a b a b

−

=

 − −
+ − −

=
− −


 

1

1 1
1

1 1

1 1

2 2 2 2 2

n
i n i i

n n n
i n i i i n i ii
n nn n

i i

C a b

C a b C b a

−
−

− −
− −=

= =

 
  

= =  +    
− −   
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( )
1

1 1
2 2 ( )

2 2 2 2

n
i n n n n n n

nn n
i

C a b a b ab
=

   = −  =
− −

   
។ 

លហំាតទ់្យ១ី៣៧              រគឲសវីត  na ក្ណំតរ់ោយ: 
0

2

1

1999

, 0
1

n
a

n

a

a
a n

a
+

=



=   +

។ ក្ចេនក្គតម់្ន 

                                               na ែរំរោះ 0 999n   ។ 

                                               ដរំ ោះស្រាយ  

 ែរំរោះ n 0, n 0,  a  រ ោះ 
2

1: 0, 0
1 1

n n
n n n

n n

a a
a a a n

a a
+− = − =   

+ +
 

 na    ជាសវីតរក្ើន                             (1)  
2

1 1, 0
1 1

n n
n n n

n n

a a
a a a n

a a
+ = = −  −  

+ +
 

1 0 ( 1), 0na a n n+  − +    

1 0 ( 1), 2na a n n−  − −    

1 2000 , 2na n n−  −                    (2)  

( ) ( ) ( )0 1 0 2 1 1n n na a a a a a a a −= − + − ++ −  

0 11

0 1

1999
1 1 1 1

n

n

a aa

a a a

−
 

= − + ++ 
+ + + − 

 

0 1 1

1 1 1
1999

1 1 1 n

n
a a a −

 
= − + + ++ 

+ + + 
    (3)  

តាម (1) & (2) រគបាន:     1

0 1 1

1 1 1
0 1

1 1 1
n

n

a
a a a

−

−

 + ++  +
+ + +

 

n n
1

2001 n 1998 n
  

− −
 ែរំរោះ 2 n 1999      (4)  

តាម (3) & (4) រគបាន : 
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1999 1999 1nn a n−   −   ែរំរោះ 612 999n   

  1999  na n = −  ែរំរោះ 2 999n    

រោយ 

 0 01999 1999a a+ =  =  
2

0 0
1 0

0 0

1999
1999

1 1 2000

a a
a a

a a
+ = = − = −

+ +
 

1

1
1998

2000
a = +  

 1 1998a =   

ដរូែនោះ   1999na n= − ែរំរោះ  0 999n   ។ 

 លំហាតទ់្យ១ី៣៨           បង្ហា ញថា 1 1 1 11 1 1 3
tan tan sin cos

2 3 5 5

− − − −      
+ = +       

       
 ។ 

                                                     ដរំ ោះស្រាយ  

តាមទ្យ្មង ់ 1 1 1

2 2

1
tan sin cos

1 1

x
x

x x

− − −
   

= =   
+ +   

 

រគបាន 1 1 1

1 1
1 2 2tan sin sin
2 1 5

1
4 2

− − −

   
        = = 
    

+   
  

 

1 11 1
tan sin

2 5

− −   
=   

   
      (1)  

រគបាន 1 1 11 1 1
tan cos cos

3 1 10
1

9 3

− − −

   
        = = 
    

+   
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1 11 3
tan cos

3 10

− −   
=   

   
       (2)  

តាម (1)  & (2) រយើងបាន :  1 1 1 11 1 1 3
tan tan sin cos

2 3 5 5

− − − −      
+ = +       

       
 

ដែូរនោះ 1 1 1 11 1 1 3
tan tan sin cos

2 3 5 5

− − − −      
+ = +       

       
 ។  

 លំហាតទ់្យ១ី៣៩       រគរអាយសវីត ( )na ក្ណំតរ់ោយ : 

                  
1

2

1

1

, 11

2
n n n

a

n
a a+

=



= +



                    

        ។បង្ហា ញថា 1 1

1
, 1

2
n n n

a a n+ +
 +    

              ទាញបរជ ក្ថ់ា ( )na ជាសវីត មួរ ើយគណ លមីីត បសវា។ 

                                                     ដរំ ោះស្រាយ  

បង្ហា ញថា 1 1

1
, 1

2
n n n

a a n+ +
 +     (2)  

0na+   , 1n   

រគបាន: 2

1 1

1
0

2
n n n

a a − −
= +     , 1n   

+ ( )na ជាសវីតរក្ើន រ ើយ 1a    , 1n    

2 2

1

1

2
n n n nn

a a a a+ = +  =  

 ( )na ជាសវីតរក្ើន  

ចត 1 1a =   , 1n  : 1 1na a =  

រគមាន 1 1

1

2
n n n

a a+ +
 +  
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2

2

1 1

1

2
n n n

a a+ +

 
  + 

 
 

2 2

2 2

1 1

2 2 2

n
n nn n n

a
a a

+
 +  + +  

2 2

1 1

2 2 2

n

n n n

a
+

  +  ពិត  តាម (1)  

រ្រោះ 1na   

ដែូរនោះ 
1 1

1
, 1

2
n n n

a a n+ +
 +    ។ 

+ទាញបរជ ក្ថ់ា ( )na ជាសវីត មួ 

       រយើងបាន : 

1

1 2 1

2 3 2

2 1 2

1

2

1

2

1

2

...........................

...........................

1

2

n n n

n n n

n n n

a a

a a

a a

a a

−

− − −

− − −


 +


  +




 +






 +

 

           1 2 3

1 1 1
.....

2 2 2
n n

a a + + + +  

         
2 3

1 1 1
1 .....

2 2 2
n n

a  + + + +  

           

1
1

1
1 2

1 .
14

2

n

na

−

 
−  
  +  

          1 1
1

2 2
n n

a
 

 + − 
 

 

           3

2
na   
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ដរូែនោះ na ជាសវីតទាលរ់លើ 

រគបាន   na  ជាសវីត មួ ។ 

+គណ លីមតី  

តាង lim n
n

l a
→

=  , 2

n nu a=  

រគបាន:          

1 1

1 2 2

2 1 1

1

2

1

2

...........................

...........................

1

2

n n n

n n n

u u

u u

u u

− −

− − −

= +

= +

= +

 

      
1 2 3

1 1 1 1
.....

2 2 2 2
n n

u u= + + + + +  

1
1

2
1.

1

2

n

 
−  
 =  

1

1
2

2n−
= −  

lim 2n
n

u
→

=  

2lim 2n
n

a
→

= ។ 

  លំហាតទ់្យ១ី៤០    ស្មាយបញ្ជជ ក្ថ់ាក្រនោមខាងរ្កាមមិនអាស្រសយ័អរេ  ,x y : 

         2 2cos ( ) cos 2cos cos cos( )A x x x x  = + + − +  ។ 

           B sin 6 cot 3 cos6 )x x x= −  ។ 

          
2

cot tan tan tan tan
3 3 3 2

x x x
C y y

   
= − −  +   
   

 ។ 
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                                                     ដរំ ោះស្រាយ  

2cos( )[cos( ) 2cos cos ] cosA x x x x  = + + − +  
2cos( )( cos cos sin sin ) cosx x x x  = + − − +  

2 21
cos( )cos( ) cos (cos 2 cos 2 ) cos

2
x x x x x  = − + − + = + +  

2 21 cos 2 1 1
cos 2 cos cos 2 sin

2 2 2 2

x
x  = − + = − + =  

( )2cos3
2sin 3 cos3 2cos 3 1

sin 3

x
B x x x

x
=  − −  

2 22cos 3 2cos 3 1 1x x= − + =  
2

cos sin sin
3 3 3 tan cot

2
sin cos cos

3 3 3

x x x

C y y
x x x

 
 

= − +  
 
 

 

2 2 2 2 2
cos sin sin cos sin

3 3 3 3 31 1 3
2 1 2 2

sin cos cos sin cos
3 3 3 2 3 3

x x x x x

x x x x x

−

=  + =  + =  

 លំហាតទ់្យ១ី៤១        គណ   cos10 cos30 cos50 cos70P    =  ។ 

                                    2 4 6
cos cos cos

7 7 7
A

  
= + +  ។ 

                                                     ដរំ ោះស្រាយ  

( )cos30 cos10 cos50 cos70P    =    

( )( )
3

cos 40 cos60 cos70
4

  = − +   

3 3
cos 40 cos70 cos70

4 8

  =  +  
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( )
3 3 3 3

cos 30 cos110 cos70
8 8 8 16

  = − + + =  

2 4 6
sin cos sin cos sin cos sin

7 7 7 7 7 7 7
A

      
= + +  

1 3 1 5 3 1 5
sin sin sin sin sin sin

2 7 7 2 7 7 2 7

    


     
= − + − + −     

     
 

1
sin

2 7


= −   

1
 

2
A = −  

  លំហាតទ់្យ១ី៤១    រគរអាយ , ,x y zជាែនំនួវជិ ជមានចដល 1xz zy yx− − = ។ 

        ក្តម្មៃតែូបេំតុម្ន
2 2 2

2 2 2

2 2 3

1 1 1

x y z
P

x y z
= − +

+ + +
 ។ 

                                                     ដរំ ោះស្រាយ  

ែរំរោះ , , 0x y z   

1xz zy yx− − =  
1 1 1 1

y x z xyz
 − − =  

1 1 1
; ;a b c

x y z
= = =  រ្រោះ , , 0a b c   

b a c abc− − =  

( )
tan

1 ;
tan1

aa c
a c b ac b

bac





=+
+ = +  = 

=+ 
  ែរំរោះ , 0,

2


 

 
 
 

 

  រោយ ( )tan 0 , 0 0
2

b b


     = +    +   

  
2 2 2

1 1 1

1 1 1
P

a b c
= + +

+ + +
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( )2 2 22cos 2cos 3cos   = − + +  

( ) 2cos2 cos2 3cos   = − + +  

( ) 22sin .sin 3cos   = + +  

( )23sin 2sin .sin 3   = − + + +  

( ) ( )
2

21 1 10 10
3 sin sin 2 cos 2

3 3 3 3
    

 
= − − + − + +  

 
 

  

2
cos(2 ) 0

2
1

2sin
3

2 2

x

y

z

 



  =
 + =
 

 = 
= 

  =


 

   
10

3
P =    ។  

 លំហាតទ់្យ១ី៤២   រគរអាយ n ជាែនំនួគតដ់ដល 2n  ។បង្ហាញថា 1
1 3

n

n

 
+  

 
 

                                                     ដរំ ោះស្រាយ  

រយើងមាន
0

1 1
1

n kn
k

n

k

C
n n=

   
+ =   

   
  

រគបាន 
0

1 1
1

n kn
k

n

k

C
n n=

   
+ =   

   


0 1

0 11 1
.......n nC C

n n

   
= + +   

   
 

2 3
! 1 ! 1

1 1
2!( 2)! 3!( 3)!

n n

n n n n

   
= + +  +  +   

− −   
 

2

1 1 1 ( 1)( 2) 1 1 1 1 1 1
2 2 2

2! 3! 2! 3! ! 1.2 2.3 ( 1)

n n n

n n n n n

− − −
= +  +  + + + ++  + + ++

−
 

1 1 1 1 1 1
2

1 2 2 3 1n n

     
= + − + − ++ −     

−     
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1
3 3

n
= −   

ដែូរនោះ   1
1 3

n

n

 
+  

 
 ។  

 លំហាតទ់្យ១ី៤៣  បង្ហា ញថាែនំនួគតធ់មមជាត ិ 2n  ក្ណំតរ់ោយ: 1 1 2
n n

n n
n n

n n
+ + −   ។ 

 

                                                     ដរំ ោះស្រាយ  

 តាមវសិមភាពCauchy រគបាន:  

      

1 1 1 .... 1

1

1

1 1 (1)

n

n

n

n

n

n

n n

n

n

n n

n n

n
n

nn

n n

n n

n n

 
+ + + + + 

   +

+

  +

 +  +

 

 តាមវសិមភាពCauchy រគបាន:  

     

1 1 1 .... 1

1

1

1 1 (2)

n

n

n

n

n

n

n n

n

n

n n

n n

n
n

nn

n n

n n

n n

 
+ + + + + 

   −

−

  −

 −  −

 

តាម (1) & (2)  រគបាន :  1 1 2
n n

n n
n n

n n
+ + −   
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ដែូរនោះ 1 1 2
n n

n n
n n

n n
+ + −   ។ 

 លំហាតទ់្យ១ី៤៤   គណ (4 7 2)(6 9 2)(8 11 2) (100 103 2)

(5 8 2)(7 10 2)(9 12 2) (99 102 2)

 +  +  +   +

 +  +  +   +
 

                                                     ដរំ ោះស្រាយ  

តាម បូមនត 2( 3) 2 3 2 ( 1)( 2)n n n n n n+ + = + + = + +  

(4 7 2)(6 9 2)(8 11 2) (100 103 2)

(5 8 2)(7 10 2)(9 12 2) (99 102 2)

(5 6)(7 8)(9 10) (101 102)

(6 7)(8 9)(10 11) (100 101)

5 102 510

 +  +  +  +

 +  +  +  +

   
=

   

=  =

 

 លំហាតទ់្យ១ី៤៥      គណ  
2 3

2

83 17

83 66 17

+

 +
  

                                                      ដរំ ោះស្រាយ  

 តាម បូមនត ( )3 3 2 2( )a b a b a ab b+ = + − +  

( )

( )

2 3

2

2 2

2

2

2

83 17

83 66 17

(83 17) 83 83 17 17

83 66 17

100 83 66 17
100

83 66 17

+

 +

+ −  +
=

 +

  +
= =

 +

 

    លំហាតទ់្យ១ី៤៦  រគរអាយ 1
3x

x
+ =  ។ ក្តម្មៃ 3 4

3 4

1 1
( ) ; ( )i x ii x

x x
+ +  

                                                   

                                          ដរំ ោះស្រាយ  
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( )

( )

( )

3 2

3 2

2

2

2
2

4 2

4 2

2

2

2

2
2

2
2

1 1 1
 (i) 1

1
3 3

3 3 3 18

1 1
( ) 2 2

1
2

1
2 2 3 2 2 47

x x x
x x x

x
x

ii x x
x x

x
x

x
x

  
+ = + + −  

  

  
= + −  

   

= − =

  
+ = + + −  

   

 
= + − 
 

  
= + − − = − − =  

   

 

 លំហាតទ់្យ១ី៧       រគរអាយ |q|<1  ។ គណ េលបកូ្អននត 

                    2 1) 1 2 3 na A q q nq −= + + ++ +។ 

                     2 2 1) 1 4 9 nb B q q n q −= + + ++ +។ 

                                                     ដរំ ោះស្រាយ  

រយើងមាន 2 1) 1 2 3 na A q q nq −= + + ++ + 

 រ ោះ  2 32 3  nAq q q q nq= + + ++ +  

 រគបាន 2 1  nA Aq q q q− = + + ++ +  

  រ ោះ 1
 (1 ) . 

1
A q

q
− =

−
 

       
2

1

(1 )
A

q
 =

−
 

ដែូរនោះ 
2

1

(1 )
A

q
=

−
។ 

2 2 1) 1 4 9 nb B q q n q −= + + ++ +  
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រយើងមាន 2 2 11 4 9 nB q q n q −= + + ++ +  

រ ោះ 2 3 2Bq 4 9q q q n q= + + ++ +  

 រគបាន 2 nB(1 q) 1 3q 5q (2n 1)q  − = + + ++ + +  

  រ ោះ 2 3 1(1 ) 3 5 (2 1)  nB q q q q q n q +− = + + ++ + +  

2 2(1 ) (1 ) 1 2 2 2 (1 )q nB q B q q q q B q − − − = + + ++ + −  

( )2 1 1
1 2 1 1 2  

1 1

q
q q q q

q q

+
= + + + + = +  =

− −
 

3

1

(1 )

q
B

q


+
=

−
 

 លំហាតទ់្យ១ី៤៨          គណ  1 1 1 1 1

3 8 8 7 7 6 6 5 5 2
− + − +

− − − − −
 

                                                     ដរំ ោះស្រាយ  

រយើងបាន : 

1
3 8

3 8
= +

−
 

1
8 7

8 7
= +

−
 

1
7 6

7 6
= +

−
 

1
6 5

6 5
= +

−
 

1
5 2

5 2
= +

−
 

រគបាន 1 1 1 1 1

3 8 8 7 7 6 6 5 5 2
− + − +

− − − − −
 

3 8 8 7 7 6 6 5 5 2 3 2 5= + − − + + − − + + = + =  
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  លំហាតទ់្យ១ី៤៩    គណ 

1

2

2 2 2 2 2 2 2 2
2E

 
 

=
 
  

 

                                                     ដរំ ោះស្រាយ  

រគបាន 
1

162 2a = =  

             
1

82 2b = =  

          
1

42 2c = =  
1

42 2c = =  
1

22 2c = =  
15

162 2 2 2 2e = =  

រគបាន 
1

2

2
a b c d eE
 

=  
  

 

15

16
15 15 15 1516 15

016 16 16 16

1

1 2 1
2 12 22

2 2 2 2 22 2 2 2 2

−

−

 
        = = = = =        
        

 

 

 

 លំហាតទ់្យ១ី៥០           ែ ូស្រាយបញ្ជជ ក្ថ់ា cos sinixe x i x= +  ។ 

                                                       ដរំ ោះស្រាយ  
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  រគមាន 
0 !

n
x

n

x
e

n



=

=  

  រ ោះ  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 1 2 3

0

1
..... ( )

! 0! 1! 2! 3! !

n n n

ix

n

ix ix ix ix ix ix
e R x

n n



=

−
= = + + + + + +   

( ) ( )

( )

2 2 12 3 1 1
1 .......... ( )

1! 2! 3! 2 ! 2 1 !

n nn nix xix ix ix
R x

n n

+− −
= + − + + + + +

+
 

( )

( )

( )2 1 22 4 3

cos sin

1 1
1 ........ ......

2! 4! 2 1 ! 1! 3! 2 !

n nn n

x x

x xx x x x
i

n n

+   − −
   = − + + + + + + +
   +
   

 

                    cos sinixe x i x = +  

 លំហាតទ់្យ១ី៥១      បង្ហា ញថា 1 1 1 1
....... 3

0! 1! 2! !n
+ + + +    

                                                     

                                                             ដរំ ោះស្រាយ  

  រគមាន 1
1

0!
=  

      
1

1
1!
=  

     
1 1

1
2! 2
= −  

      
1 1 1

3! 2 3
= −  

      
1 1 1

4! 3 4
= −  

     ( )

................

..................

1 1 1 1

! 1 1n n n n n
 = −

− −
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1

1 1 1ns
n

 + + −  

    
1

3ns
n

 −  3ns   ពិត  

 

  លំហាតទ់្យ១ី៥២     

            បង្ហា ញថា  ក្. 44442 4999644442 49996 5+         (លំហាតសិ់សសពូចក្ទ្យ១ី២ ឆាំំន ២០២០២) 

                                ខ.  80498049 888888049 3 13335 4+   

                                                     ដរំ ោះស្រាយ  

ក្. 44442 4999644442 49996 5+      

( ) ( )
44442 2222144442 4444244442 4444 2 2 5 1 (mod5) 1(mod5)= +   −  −  (1)  

( )
499964999649996 49995 1 1(mod5)= +      (2)  

តាម (1)  & (2) រគបាន :  44442 4999644442 49996 0(mod5)+   ។  

ដែូរនោះ   44442 4999644442 49996 5+  ។  

ខ. 80498049 888888049 3 13335 4+   

( )
80498049 804980498049 8048 1 1(mod 4)= +      (1)  

( )
88888888883 13335 3 13336 1 3(mod 4) = −    (2)  

តាម (1)  & (2) រគបាន :  80498049 888888049 3 13335 4+   

ដែូរនោះ   80498049 888888049 3 13335 4+   ។ 
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ចំណំ
( 1)! ( 1) ! ! !

! ( 1)! !

k k k kk k

kk k k

+ = + = +

 = + −
 

 លំហាតទ់្យ១ី៥៣ 

   រគឲសវីតែនំនួពិត  nx  និង  ny  ក្ណំតរ់ោយ 1!1 2!2 3!3 !nx n n= + + ++  

 និង 1 2 3

2! 3! 4! ( 1)!
n

n
y

n
= + + ++

+
 ។រគដងឹថា 1 2 2018

1.2 2.3 2018.2019 2019

n
+ ++ =  

 ែ ូរ្រៀបរធៀបែនំនួ 
2

2019 

2019 

 
2020

x

y

 
 
 

 និង 2019 2019  ។ (លហំាតសិ់សសពូចក្២០២០) 

                                                     ដរំ ោះស្រាយ       

  រគមាន 1!1 2!2 3!3 !nx n n= + + ++   

               1 2 3

2! 3! 4! ( 1)!
n

n
y

n
= + + ++

+
 

តាង  
2

2019 

2019 

 
2020

x
A

y

 
=  
 

  និង       2019 B=2019 2019 2019 ........ 2019B   =    (1)  

រគបាន :

2

2019 

2019 

 
1!1 2!2 3!3 2019!2019

1 2 3
2020.

2! 3! 4! ( 1)!

x
A

n
y

n

 
 = + + ++
 =
 = + + ++ + 

2
2019

2019 

1

2019

2019 

1

 

!

2020.
( 1)!

n

n

n

n

x n

y
n

=

=

 
= 

 =
 

= + 




 

2
2019 2019

2019 

1 1

2019 2019 2019 2019

2019 

1 1 1 1

 

! ( 1)! !

2020.
( 1)! (

1

1)!

1 1 1

! ( 1)!

n n

n n n n

x n n n n

y
n n

n

n n

n
= =

= = = =

 
= = + − 

 =
 

= = = − +

+

+ +

−



 

   

2

2019 

2019 

2020! 1!

1
2020. 1

2020!

x

y

 
 = −

=  
 = −
 

 

 

2

2019 

2019 

2020! 1

2020! 1
2020.

2020!

x

y

 
 = −

=  
−

 =
 

 ( )

2

22020! 1

2020! 1
2020

2020 9

201

. 01

9

2 !

!A

 
 −

 = = 
−

 
 

 

 ចត ( ) 22 2 22019 2018 ....... 1 2019 2018 ..... 1A    =   =   (2)  

តាម (1)   និង (2) រគបាន :  A B   
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ដរូែរនោះ 
2

2019 2019 

2019 

B=2019
2020

 
x

A
y

 
=  
 

   ។  

 លំហាតទ់្យ១ី៥៤   រគរអាយ , ,x y z  ជាែនំនួពិតវជិ ជមាន ។ស្រាយបញ្ជជ ក្ថ់ា  

         
2 2 2

3 3 3
12

x z y x z y

y z xxyz xyz xyz

     
+ + + + +           

     

 

                                                      ដរំ ោះស្រាយ       

 រគមាន , ,x y z  ជាែនំនួពិតវជិ ជមាន រគបាន:  
2 2 2

3 3 3

x z y x z y

y z xxyz xyz xyz

     
+ + + + +          

     

 

2 2 2

2 2 2 3 3 3 32
2

x y z x y z yz xz xy

y z x xyz xyz xyz x xyz y xyz z xyz

    
= + + + + + + + +        
     

 

+តាមវសិមភាព Chauchyបីត ួ 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
3

x y z x y z

y z x y z x

   
+ +     

   
 

2 2 2

2 2 2
3

x y z

y z x
+ +      (1)  

3
3 3 3 3 3

3
x y z x y z

xyz xyz xyz xyz xyz xyz

   
+ +        

   

 

3
x y z

xyz xyz xyz
+ +     (2)  

3
3 3 3 3 3 3

3
x y z yz xz xy

xyz xyz xyz x xyz y xyz zz xy
+ +   

3
yz xz xy

x xyz y xyz z xyz
+ +      (3)  
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តាម (1)  & (2)  & (3)   រគបាន :    
2 2 2

3 3 3

x z y x z y

y z xxyz xyz xyz


     
+ + + + +          

     

3 3 3.2 12+ + =  

ដរូែនោះ  
2 2 2

3 3 3
12

x z y x z y

y z xxyz xyz xyz

     
+ + + + +           

     

 ។ 

  លំហាតទ់្យ១ី៥៥        តាង ,m n  ជាែនំនួគតដ់ដល  1 m n   ក្ណំតរ់ោយ : 

     
1 1 1 1

( , ) 1 1 1 1
1 2

f m n
m m m n

     
= − − −  −     

+ +     
។ 

      របើ (2,2020) (3,2020) (2020,2020)S f f f= + ++  ។  ក្តម្មៃម្ន 2S  ។ 

                                                   ដរំ ោះស្រាយ      

មាន ,m n  ជាែនំនួគតដ់ដល  1 m n    និង   ( , )f m n  

1 1 1 1
1 1 1 1

1 2

1 1 1 1

1 2

(2, ) (3, ) ( , )

m m m n

m m m n m

m m m n n

f n f n f n n

     
= − − − −     

+ +     

− + − −     
=  =     

+ +     

+ ++

 

1 2 3 1 1

2

n n

n n n n

− −
= + + ++ =  

2019
(2,2020) (3,2020) (2020,2020)

2
+ S f f= ++ =  

 ដែូរនោះ  ។ 

 លំហាតទ់្យ១ី៥៦      ក្ពុ ុធាដរឺ្ក្តែូបំេតុ រោយមានរមគណុជាែនំនួគតរ់ ើយ សឹមួយ បសវ់ាគ ឺ

                               32 3+  ។ 

                                                   ដរំ ោះស្រាយ      

 ក្ពុ ុធាដរឺ្ក្តែូបេំតុ សឹមួយគ ឺ 32 3x = +   

2 2019S −
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( ) ( )

3 32

3 2

3 2

3 ( 2)

3 3 2 6 2 2

6 3 2 3 2

x

x x x

x x x

 = −

 = − + −

 + − = +

 

រលើក្អងគទាងំពី ជាការ   

( ) ( )
2 2

3 26 3 2 3 2x x x + − = +  

6 2 4 3 4 236 9 12 6 36 18 24 8x x x x x x x + + + − − = + +  
 រគបាន 6 4 3 26 6 12 36 1 0x x x x x− − + − + =  

ដែូរនោះ សមីកា ដរឺ្ក្តែូបេំតុគ ឺ 6 4 3 26 6 12 36 1 0x x x x x− − + − + =   ។ 

 លំហាតទ់្យ១ី៥៧ 

  ក្នុង បូខាងាត  ំបង្ហាញថាពីែតរុកាណចក្ង ABLJ  ចដលម្េទ្ ក្ឡាម្ន្តើរកាណ ACD  

 ែតរុកាណ BCEF ែតរុកាណ DEIJ  និង ្តើរកាណ  FGH រសើ មនឹង 2 222 ,500cm cm
2482cm  និង 

 222cm  រ ៀងគា្ន  ។  ក្ម្េទ្ ក្ឡា្តើរកាណ HIK  ជា 2cm  ។ តាម បូដែូខាងរ្កាម៖ 

                                         

 

                                     

                                                          ដរំ ោះស្រាយ      

តាង  ABLJ S S=  

1

2
ABC ABD DGJS S S S = = +  

 រោយ ABK ABC BCEF EFHI IHKS S S S S= + + +    (1)  និង  
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ABD DGJ ABC ACD DEIJ EFHI FGHS S S S S S S+ = + + + +    (2)  

 (1) = (2)  

BCEF IHK ACD DEIJ FGHS S S S S + = + +  

500 22 482 22IHKS + = + +  

526 500 26IHKS = − =  

 ដែូរនោះ 226IHKS cm=  ។ 

 លំហាតទ់្យ១ី៥៨ 

   ក្អនគុមន ៍ ( )f x ក្ណំត់្ គប ់ 0x   ចដលរេទៀងផ្ទទ ត ់ ( )
1 1

2f f x x
x x

 
+ − = 

 
។ គណ (2020)f  

                                                        ដរំ ោះស្រាយ      

 ក្អនគុមន ៍ ( )f x  

រគមាន ( )
1 1

2f f x x
x x

 
+ − = 

 
  (1)   

ជំនសួ  x រោយ  1

x
  រក្បាន 1 1 2

1
f xf

x x

x

 
   

+ − =   
  

 

 

ជំនសួ  x រោយ  x−   រក្បាន ( )
1 2

f x xf
x x

 
− − = − 

 
   (2)  

តាម (1)  និង (2)

1 1
( ) 2 (1)

1 2 1
( ) (2)

f f x x
x x

f x xf
x x x

  
+ − = 

  


  − − = −    

 

រគបាន  
2

2

2 2

3 2 2 1 1 1
2 2 ( )

x
f x f x f x x

x x x x x x

+   
= +  = +  = + =   
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+គណ  (2020)f  
32020 1

(2020)
2020

f
+

 =  ។ 

 លំហាតទ់្យ១ី៥៩    ស្រាយបញ្ជជ ក្ថ់ា ែនំនួ 1 2 1

1 2 2 3 3 4

; ;
a a a

a a a a a a+ + +
 ជាបីតតួគា្ន ម្នសវីតនពវនតមួយ។ 

 

                                                        ដរំ ោះស្រាយ      

រោយ   

1 2 3

4

2

2

2 3

! ! ! ( 1)
( ,0) 1 , ( ,1) , ( , 2)

!0! ( 1)!1! ( 2)!2! 2

! ( 1)( 2)
, ( ,3)

( 3)!3! 6

1

1

1 2

( 1) 1 1
1

2 2

n n n n n
a C n a C n n a C n

n n n

n n n n
a C n

n

a

a a n

a n

n n na a n
n

−
= = = = = = = = =

− −

− −
= = =

−

 =
+ +

 = = =
− −+ +

+ +

 

3

3 4

3

1 2 3 4

1

2 3

( 1)
1 32

( 1) ( 1)( 2) 2 1
1

2 6 3

1 3 4

1 1 1

4
2

1

n n
a

n n n n n na a n

aa

a a a a n n n

a

a a n

−

 = = =
− − − −+ +

+ +

 + = + =
+ + + + +

 =
+ +

 

1 1 2

1 2 3 4 2 3

2
a a a

a a a a a a
 + =

+ + +
 តាមទ្យ ំក្ទ់្យនំងរនោះបញ្ជជ ក្ឲ់រ ើញថា 1 2 1

1 2 2 2 3 4

; ;
a a a

a a a a a a+ + +
 

ជាបីតមួ្នសវីតនពវនត។  

ដែូរនោះ  1 2 1

1 2 2 2 3 4

; ;
a a a

a a a a a a+ + +
  ជាបីតមួ្នសវីតនពវនត។   
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 លំហាតទ់្យ១ី៦០       របើ 1 2 3 na a a a n+ + ++ =  ។ែ ូស្រាយបញ្ជជ ក្ថ់ា 4 4 4 4

1 2 3 na a a a n+ + ++   
 

                                                           ដរំ ោះស្រាយ      

តាមវសិមភាព Chauchy - Schwarz  រគបាន  

( ) ( )( )
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 11 1 1 1n na a a a a a a a+ + ++  + + ++ + + ++  

( )2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3n nn n a a a a a a a a n + + ++  + + ++   ពិត  

ដរូែនោះ  2 2 2 2

1 2 3 na a a a n + + ++   ។ 

 លំហាតទ់្យ១ី៦១        ក្ែនំនួគតដ់ដលមានរលខបួនខ ទងខ់សុគា្ន រៅែរ ៃ ោះ 2000  និង 5000  ។  

 

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

 ក្ែនំនួគតគ់ចូដលមានរលខ 4  ខ ទងែ់នំនួគតគ់ចូដលមានរលខ 4 ខ ទងខ់សុគា្ន រៅរ ៃ ោះ 2000  និង  

5000  
រលខខ ទងរ់ន ់2,3,4  និងរលខខ ទងរ់ាយ 0,2,4,6,8  

+ ក្ ណីែនំនួែរ ៃ ោះរេតើមរោយរលខ 2  រគបាន  

្ពឹតតកិា ណ៍រ្ជើសរ សីរលខខ ទងរ់នម់ាន 1   របៀប 

                                                   រាយមាន 4  របៀប 

                                                    ដបម់ាន8  របៀប 

                                                     យមាន 7  របៀប 

តាមរគា្កា ណ៍េលគណុ 1.4.8.7 224=  ែនំនួ  
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+ ក្ ណីែនំនួែរ ៃ ោះរេតើមរោយរលខ 3  រគបាន  

្ពឹតតកិា ណ៍រ្ជើសរ សីរលខខ ទងរ់នម់ាន 1   របៀប 

                                                   រាយមាន5  របៀប 

                                                    ដបម់ាន8  របៀប 

                                                     យមាន 7  របៀប 

តាមរគា្កា ណ៍េលគណុ 1.5.8.7 280=  ែនំនួ  

+ ក្ ណីែនំនួែរ ៃ ោះរេតើមរោយរលខ 3  រគបាន  

ដែូក្ ណីែនំនួែរ ៃ ោះរេតើមរោយរលខ 2  ចដ  

្ពឹតតកិា ណ៍រ្ជើសរ សីរលខខ ទងរ់នម់ាន 1   របៀប 

ែនំនួ 224  ែនំនួ  

រគបាន ែនំនួគតគ់សូ បុគ ឺ224 280 224 728+ + = ែនំនួ ។ 

 លំហាតទ់្យ១ី៦២    រគឲែនំនួពិត , ( 2,2)x y −  និង 1xy = −  ។ ស្រាយបំភៃថឺា 
2 2

4 9 12

4 9 5x y
+ 

− −
 

                                                           ដរំ ោះស្រាយ      

ែរំរោះ្គប ់ , ( 2,2)x y −   រគបាន  

   
2

4
0

4 x


−
  

2

9
0

9 y


−
 

តាមវសិមភាពក្សូុី  

2 2 2 2

4 9 4 9
2

4 9 4 9x y x y

  
+   

− − − −  
 

2 2 2 2

12

36 9 4x y x y− − +
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( )2 2

12
(1)

37 9 4x y− +
 

              (រ្រោះ 1xy = − ) 

រោយ  

              ( )( )2 2 2 29 4 2 9 4

12

x y x y+  

                      
( )

( )

( )

2 2

2 2

2 2

9 4 12

37 9 4 25

37 9 4 5

x y

x y

x y

− +  −

− +

− +

 

       
2 2

1 1

537 (9 4 )x y
 

− +
 

2 2

4 9 12

4 9 5x y
 + 

− −
 

ដែូរនោះ 
2 2

4 9 12

4 9 5x y
+ 

− −
 ។ 

 លំហាតទ់្យ១ី៦៣        រគរអាយអនគុមន ៍ f  ក្ណំតរ់លើ  f(1)=11, f(2)=22, f(3)=33, f(4)=44  

                   និង f(n)=f(n-1)-f(n-2)+f(n-3)-f(n-4)  ែរំរោះ 5n   ។  

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

រយើងមាន ( ) ( 1) ( 1) ( 3) ( 4)

( 1) ( 2) ( 3) ( 4) ( 5)

f n f n f n f n f n

f n f n f n f n f n

= − − − + − − −


− = − − − + − − −
 

                     ( ) ( 5)f n f n= − −  

                               ( )5 5f n= − − − −    

      ( ) ( )   ( ) ( )
2 2 3

1 ( 5 2) 1 ( 5 2 5) 1 5 3 .......f n f n f n= − −  = − − −  − = − −  =  
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  ជាទ្យរូៅ ( ) ( 1) ( 5 )kf n f n k= − −   403(2020) ( 1) (2020 5 403) (5)f f f = − −  = −  

      (4) (3) (2) (1)f f f f= − − + − ( )44 33 22 11 22= − + − = −   

ដែូរនោះ (2020) 22f = −  ។ 

 លំហាតទ់្យ១ី៦៤         រគរអាយ 1, 1a b   ។បង្ហា ញថា 
2 2

8
1 1

a b

a a
+ 

− −
 

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

ែរំរោះ  1, 1a b   ចដល 1a x= +  1b y= +   , 0x y   

រគបាន ( ) ( )
2 2 2 21 1 2 1 2 1x y x x y y

x y x y

+ + + + + +
+ = +  

1 1 1 1
4 2 2 4 8x y x y

x y x y

  
+ + + +   +  + =  

   
 

2 2

8
1 1

a b

a a
 + 

− −
 

 លំហាតទ់្យ១ី៦៥   
2

1 1 1 1
1 1 1 ....... 1

3 8 15 2
A

n n

       
= + + + + + + + +       

+       
។គណ  lim

n
A

→
 

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

រគមាន 
2

1 1 1 1
1 1 1 ....... 1

3 8 15 2
A

n n

       
= + + + + + + + +       

+       
 

( )
22 2

2

12 3
.........

3 8 2

n
A

n n

+
 =   

+
 

( )( )

( )

1 12.2 3.3 4.4
.........

1.3 2.4 3.4 2

n n

n n

+ +
=    

+
 

( )12 2 2

1 2 2

n n

n n

+ +
=  =

+ +
 

 + គណ   lim
n

A
→
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2
2

2 2
lim lim 2

22
1

n n

n
n n

n
n

n

→ →

 
+ +  = =

+  
+ 

 

  

   លំហាតទ់្យ១ី៦៦       ែ ូស្រាយបញ្ជជ ក្ថ់ា                 

          
( ) ( ) ( )

1 1 1 22
.......

253 1 2 5 2 3 40399 2019 2020
+ + + 

+ + +
 

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

រគមាន 
( )( )

1 1

2 12 1 1

n n

nn n n

− +
=

++ + +
 

2 2

1 1

4 4 1 4 4

n n n n

n n n n

+ − + −
= 

+ + +
 

1 1 1 1

22 1 1

n n

n n n n

+ −  
= = − 

 + + 
 

 រគបាន 
( )( )

1 1 1 1

2 12 1 1 n nn n n

 
 − 

++ + +  
 

 ែរំរោះ 1n =  រ ោះ 
( )

1 1 1 1

2 1 23 1 2

 
 − 

 +
 

ែរំរោះ 2n =  រ ោះ  
( )

1 1 1 1

2 2 35 2 3

 
 − 

+  
 

.............................................................................. 

.............................................................................. 

ែរំរោះ 2019n =   រ ោះ 
( )

1 1 1 1

2 2019 202040399 2019 2020

 
 − 

+  
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រគបាន :  
( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1
.......

2 1 20203 1 2 5 2 3 40399 2019 2020

 
+ + +  − 

+ + +  
 

1 1 1 1 1 22
1

2 2 45 451 2025

   
 − = − =  

  
 

ដរូែនោះ  
( ) ( ) ( )

1 1 1 22
.......

253 1 2 5 2 3 40399 2019 2020
+ + + 

+ + +
 ។ 

 លំហាតទ់្យ១ី៦៧     

 រគឲ n  ជាែនំនួមានរលខដបខ់ ទង មានទ្យ្មង ់ 2019 2020 33n x y=  ចដល ,x yជារលខ 

0,1,2,3,4,5,...,9  ។  ក្្គបគ់ ូ ( , )x y  ចដល  n  ចែក្ោែនឹ់ង 33  ។  

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

  ក្ែនំនួ n  ចដលចែក្ោែនឹ់ង 33មាន 2019 2020 33n x y=  

3 16 3n x y + +  

1 3x y + +  

1 11 3 ,x y k k + + =    ( )1   

:11 (2 1 ) (9 2 2 ) :11n x y + + − + + +  

1 :11x y + −  

2 21 11 , (2)x y k k + − =   

  

រយើ

2 2

2

2

1 11 ,

(2) 8 1 11 10

0 1

(1) 1 1 3

2 2 3

x y k k

x y k

k y x

x x k

x k

 + − = 

 −  + − = 

 =  = +

 + + + =

+ =

    

 ចត 12 2 2 3 20x k + =   
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1

1

2 20

3 3

2,4,6

k

k

  

 =

 

រគបាន 13 2
2,5,8

2

k
x

−
= =  

រោយ 1 3,6,9y x y= +  =  

( , ) (2,3), (5,6), (8,9)x y =   

ដែូរនោះ  មានែនំនួn  ចដលចែក្ោែនឹ់ង 33  ។ 

  លំហាតទ់្យ១ី៦៨          បង្ហា ញថា របើ  ( ) 11ab cd eg+ + រ ោះ deg 11abc  

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

រោយ deg 10000 100 (9999 99 ) ( )abc ab cd eg ab cd ab cd eg= + + = + + + +  

   ( )9999 11 , 99 11 9999 99ab cd +  

ប ុចនត( ) 11ab cd eg+ + រ ោះ  deg 11abc   

 

 លំហាតទ់្យ១ី៦៩        រគរអាយ    2 3 002 2 2 2A = + + ++  ។ បង្ហា ញថា : 3 7 15A   ។ 

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 3 4 3 4 59 60

3 59

3 59

* 2 2 2 2 2 2 2 2

2(1 2) 2 (1 2) 2 (1 2)

3 2 2 2 :3

A = + + + + + ++ +

= + + + ++ +

= + ++

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2 3 4 5 6 55 59 60

2 4 2 58 2

4 58

*A 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2

7 2 2 2 ;7

= + + + + + ++ + +

=  + + +  + + ++  + +

= + ++

 



  រ ៀបរោយ:  ត ឿន សកុានយ់៉ា  និង រេង ភក្តី                                                លំហាត ់និង ដរំ ោះស្រាយគណិតវទិ្យា                                                                 

  139 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2 3 4 5 6 7 8 57 55 59 60

2 3 5 2 3 57 2 3

5 57

*A 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 2 2 2 1 2 2 2 2 1 2 2 2

15. 2 2 2 :15

= + + + + + + + ++ + + +

= + + + + + + + ++ + + + =
=
= + ++

 

 ដែូរនោះ  : 3 7 15A  ។  

 លំហាតទ់្យ១ី៩០            ស្រាយបញ្ជជ ក្ថ់ា  
2 2 2 2

1 1 1 1
1

2 3 4 n
+ + ++    ។  

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

 រគមាន  
2

1 1 1 1

( 1) 1n n n n n
 = −

− −
 

រោយ 
2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
1 ; ; ;

2 2 3 2 3 1n n n
 −  −   −

−
 

 
2 2 2 2

1 1 1 1 1
1 1

2 3 4 n n
 + + ++  −   

 លំហាតទ់្យ១ី៩១        រគរអាយ 2 3 20065 5 5 5S = + + ++  ។ 

                    ក្. គណ  S   

                    ខ.បង្ហា ញថា 126SM  

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

ក្. រគបាន 2 3 4 2005 5 5 5 5S = + + ++  

( ) ( )2 3 4 2007 2 3 20065 5 5 5 5 5 5 5 5S S − = + + ++ − + + ++  

20074 5 5 S = −  
20075 5

 
4

S
−

=  

ខ. ( ) ( ) ( ) ( )4 2 5 3 6 2003 2006S 5 5 5 5 5 5 5 5  = + + + + + ++ +  

( )2 3 2003S 126. 5 5 5 . 5= + + + +  
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 S M126  ។ 

 លំហាតទ់្យ១ី៩២          ក្គមូានលំោបម់្នែនំនួគតវ់ជិ ជមាន ( , )x y ចដលបរំពញសមីកា  : 

                  2020 2020 2020 2020 0x y y x xy x y+ + − − − =  

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

 ក្គមូានលំោបម់្នែនំនួគតវ់ជិ ជមានមានសមីកា  : 

2020 2020 2020 2020 0x y y x xy x y+ + − − − =  

រគបាន  

( 2020) 2020( 2020) 0xy x y x y+ + − + + =  

( 2020)( 2020) 0x y xy+ + − =  

រោយ  2020 0x y+ +   

2020 0xy − =  
22020 2 5 101xy = =    

ដែូរនោះ គមូានលំោប ់ម្នែនំនួគតវ់ជិ ជមាន ( ),x y  គ ឺ

( , ) (1,2020), (2,1010), (4,505), (5,404)x y =  

         (10,202), (20,101), (101,20), (202,10)  

          (404,5), (505,4), (1010,2), (2020,1)  ។ 

 លំហាតទ់្យ១ី៩៣  រគរអាយ O  ជាែណុំែ្រសពវ វាងអងកត់្ ទ្យូង AC  និង BD  ម្ន្ររលឡូ្កាម 

ABCD  ចដលមាន 2CAB DBC DBA = =  ។ គណ េលរធៀបម្នមុំ ACB  និង AOB  ។      

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      



  រ ៀបរោយ:  ត ឿន សកុានយ់៉ា  និង រេង ភក្តី                                                លំហាត ់និង ដរំ ោះស្រាយគណិតវទិ្យា                                                                 

  141 

គណ   ACB

AOB




   

តាង LDBA =    រយើងបាន                            

2EAC DBC  = =  

180 3AOB  = −  

180 5LACB = −  
តាម្ទឹ្យសតីបទ្យសុីនសុែរំរោះ AOB  និង CBO  

sin

sin sin 2 sin 2

OA OB OA

CB



  
=  =  

sin 2

sin 2 sin(180 5 ) sin 5

OC OB OC

OB



  
=  =

−
 

រោយ  OC OA=  

sin sin 2

sin 2 sin 5

 

 
 =  

2sin 2 sin sin 5  =  

  
( )

2

2 2 3

2 2 2

1
1 cos 2 (cos 4 cos6 )

2

2 2cos 2 2cos 2 1 4cos 2 3cos 2

2 2cos 2 2cos 2 1 4cos 2 3cos 2

d

  

  

   

− = −

 − = − − −

− = − − +

 

    3 24cos 2 4cos 2 3cos 2 3 0  − − + =  

   24cos 2 (cos 2 1) 3(cos 2 1) 0  − − − =  

   ( )24cos 2 3 (cos 2 2) 0 − − =  

    រគទាញបាន  

    
cos 2 1 0

cos 2 1 cos0





− =

= =
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    2 0 0 =  =  (មិនយក្ ) 

        24cos 2 3 0 − =  
2 3

cos 2
4

 =  

 
3

cos 2 cos30
2

2 30



 

= =

=

  ឲំ 15 =   

រគបាន : 180 5 15

180 3 15

ACB

AOB

 

 

 − 
=

 − 
 105

135




=  

7

9
=  

ដែូរនោះ   7

9

ACB

AOB


=


 ។  

   លំហាតទ់្យ១ី៩៤        របើ  2 1 2 1

1 : 3:5n n

n nP P+ −

− =  ។  ក្ n  

                                                                      ដរំ ោះស្រាយ      

រយើងមាន 2 1 2 1

1 : 3:5n n

n nP P+ −

− =  

            (2 1)! (2 1)! 3
:

{(2 1) ( 1)}! {(2 1) }! 5

n n

n n n n

+ −
 =

+ − − − −
 

   (2 1)! (2 1)! 3
:

( 2)! ( 1)! 5

n n

n n

+ −
 =

+ −
 

(2 1)! ( 1)! 3

( 2)! (2 1)! 5

n n

n n

+ −
  =

+ −
  (2 1) 2 [(2 1)!] ( 1)! 3

( 2) ( 1) [( 1)!] (2 1)! 5

n n n n

n n n n n

+   − −
  =

+  +   − −
 

10(2 1) 3( 2)( 1)n n n + = + +  ( )220 10 3 3 2n n n + = + +  

23 11 4 0n n − − =  

( 4)(3 1) 0 4n n n − + =  =   4n =  ។   
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 លំហាតទ់្យ១ី៩៥        .ក្.ស្រាយបញ្ជជ ក្ថ់ា (sin sin )
tan

(cos cos ) 2

x y x y

x y

− − 
=  

+  
 

                  ក្.ស្រាយបញ្ជជ ក្ថ់ា  2 2 2(cos cos ) (sin sin ) 4cos
2

x y
x y x y

− 
+ + + =  

 
 

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

ក្. រគមាន (sin sin )

(cos cos )

x y

x y

−

+
 

  
2cos sin

sin sin 2 2
tan

cos cos 2
2cos cos

2 2

x y x y

x y x y

x y x yx y

+ −   
   − −     = =  + −+      
   
   

 ពិត  

ខ. រគមាន 2 2(cos cos ) (sin sin )x y x y+ + +   
2 2

2cos cos 2sin cos
2 2 2 2

x y x y x y x y + −   + −        
= +          

          
 

2 2 2 24cos cos 4sin cos
2 2 2 2

x y x y x y x y+ − + −       
= +       

       
 

2 2 24cos cos sin
2 2 2

x y x y x y−  + +      
=  +      

      
 

24cos
2

x y− 
=  

 
 

 

 លំហាតទ់្យ១ី៩៦     ក្តម្មៃម្ន n  ែរំរោះ 
( 1) ( 1)n n

n n

a b

a b

+ ++

+
 ជាមធយមធ ណីមា្តមាននយ័ វាង a  និង b  

                 ចដល a b ។ 

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

  រយើងមាន
 

 
( 1) ( 1)n n

n n

a b

a b

+ ++

+
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1 1( 1) ( 1)

2 2

n n

n n

a b
a b

a b

+ ++
 =

+
 

( )
1 1

( 1) ( 1) 2 2n n n na b a b a b+ +
 

  + = +   
 

 

1 11 1

( 1) ( 1) 2 22 2
n n

n na b a b a b

   
+ +   + +      + = +   

1 11 1

( 1) ( 1)2 22 2
n n

n na a b a b b

   
+ +   

+ +   
  

 − = − 
  

 

11 1 1 1

22 2 2 2
1

2

n

n a b b a b

a

 
+ 

 
   

    + − = − 
    
     

1 1

2 2
n n

a b

   
+ +   

    =    
1 1

2 2 0,a b
 

−  
 

ែរំរោះ a b   

1
0

2

1

n
a a

b b

 
+ 

    
 = =   

   
   1 1

0
2 2

n n + =  = −  

  លំហាតទ់្យទី្យ១ី៩៧   

    របើ , ,x y  z ខសុពីែនំនួគតវ់ជិ ជមានរ ោះស្រាយបញ្ជជ ក្ថ់ា (x+y)(y+z)(z+x)>8 x y z  ។ 

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

រ្រើ AM GM រគបាន :  

,
2

x y
xy

+
     

2

y z
yz

+
  និង 

2

z x
zx

+
  

    2 , 2x y xy y z yz +  +    និង 2z x zx+   

   ( )( )( ) 2 2 2x y y z z x xy yz zx + + +     

    ( )( )( ) 8x y y z z x xyz + + +   

ដែូរនោះ   (x+y)(y+z)(z+x)>8 x y z  ។ 
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 លំហាតទ់្យ១ី៩៨  

  រគរអាយសវុីត  nu  ក្ណំតរ់ោយ:  ( 1) sinn

nu n n= −   ។បង្ហាញថា nu  ជាសវុីតទាល។់  

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

ែរំរោះ  nu n   ( 1) sinn

nu n= −  

    ( 1) | sin | | sin | 1n n n= − =   

    1nu    n     

  ដែូរនោះ  nu  ជាសវុីតទាល។់  

 លំហាតទ់្យ១ី៩៩     រគរអាយសវុីត  nu  ក្ណំតរ់ោយ:    2 cos

3 sin
n

n
u n

n

+
=  

−
។ បង្ហា ញថា nu   

     ជាសវុីតទាល។់  

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

ែរំរោះ n  រគបាន:  

1 cos 1   1 sin 1 n n n−     −     
1 2 cos 3n +  និង  1 sin 1n−  −   រ ើយ 1 2 cos 3n +   និង 2 3 sin 4n −     

  ឲំ 1 2 cos 3n +   និង 1 1 1

4 23 sin n
 

−    

    1 2 cos 3

4 23 sin

n

n

+
 

−
 

     2 cos
1/ 4 3 / 2 

3 sin

n

n

+
 

−
 1/ 4 3 / 2 nu    ( )nu  ជាសវុីតទាល។់  

 លំហាតទ់្យ២ី០០             របើ    2 2x x x= +   រ ោះ x   រសមើប  ុម ន ? 

                                                          ដរំ ោះស្រាយ      
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រគមាន :  

[ ] { }x x x= +  

2[x] [x] 3{x} = +  
[ ] 3{ }

0 { } 1

x x

x

 =


 

[x] 3{x} 3 =   
[x] 0,1,2

1 2
x [x] {x} 0,1 ,21 2

3 3{x} 0, ,
3 3

=


 = + =
=



 

 លំហាតទ់្យ២ី០១  

   រគរអាយ   nx  ជាសវុីតក្ណំតរ់ោយ : 1 2x =  និង  1 8 3, 1n n nx x x n+ = + − +    

                 ក្.បង្ហា ញថា nx  ជាសវុីត មួ និង  ក្លមីីត បសវា ។ 

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

      រោយ 0nx    ែរំរោះ *n   

      រគដងឹថា 1 1 | 8 3 2 3 |n n nx x x+ − = + − + − +  

( )
1 1

1
8 3 3 2

n

n n

x
x x

 
= − + 

 + + + + 

 

1 1
1

8 3 3 2
n

n n

x
x x

 
 − + 

 + + + + 

 

1 1 5
1 1

3 2 6
n nx x

 
 − + = − 

 
 

រគបាន 
1

1 1

5 5 5
1 1 1

6 6 6

n n

n nx x x

−

−

   
−  −   − =   
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 + 5
lim 0

6

n

n→

 
= 

 
 lim 1n

n
x

→
 =  ។  

 លំហាតទ់្យ២ី០២ 

 រៅក្នង បូភាពចដល , 70AB BC CD DE EF FG GH  = = = = = =  = ។ 

   ក្ទ្យ ំំម្ន  រៅក្នងដរឺ្ក្។               

                                                    

     

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

2 2

3 3 4 4

5 5 6 6

7

A ACB CBD CDB

ECD CED EDF EFD

GEF EGF GFH GHF

   

   

   

 

 =  =  =  =

 =  =  =  =

 =  =  =  =

 =

 

 រ ោះ 10 =  ។  

 

 លំហាតទ់្យ២ី០៣   ក្.បង្ហាញថា 6 7 1181 9 27 9−  − ចែក្ោែរ់ោយ 45 ។ 

                              ខ.បង្ហា ញថា
n

33....33 66...66
2n

−
dg dg

ជាែនំនួការ ្ាក្ដ ។   

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

ក្.រគបាន :  
6 7 11 12 11 11 11 11 1081 9 27 9 9 3 9 9 9 (9 3 1) 5 9 45 9−  − = −  − = − − =  =  45 ។ 

ខ.
      

33 33 10 33 33 66 66n

n n n

=  + −
dg dg dg
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33 33 10 33 33n

n n

=  −
dg dg

 

( )
  

33 33 10 1n

n

= −
dg     

33 33 99 99
n n

= 
dg dg

 2 2

    

(33 33) 9 (66 66)
n n

=  =
dg dg

 ។  

 លំហាតទ់្យ២ី០៤     

   រគមានមា ស្ទ្យើស 
1 4

0 5  

6 7

A

− 
 

=
 
  

និង 2 3 1

1 0 7
B

− 
=  

− 
រេទៀងផ្ទទ តថ់ា  ( ) ' ' 'AB B A=  ។ 

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

 រគបាន     

  

1 4
2 3 1

0 5
1 0 7

6 7

2 3 0 1 28

0 5 0 0 0 35

12 7 18 0 6 49

2 3 27

5 0 35

19 18 55

2 5 19

( ) 3 0 18

27 35 55

AB

AB 

− 
−  

=    −   

+ − + 
 

= + + −
 
 + + − − 

− 
 

= −
 
 − 

− 
 

=
 
 − −   

 រោយ 

2 1

' 3 0

1 7

B

 
 =
 
 − − 

  និង 1 0 6
'

4 5 7
A

 
=  

− 
 

រគបាន  
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2 1
1 0 6

' ' 3 0
4 5 7

1 7

B A

 
  =    − 

 − − 

 

2 4 0 5 12 7 2 5 19

3 0 0 0 18 0 3 0 18

1 28 0 35 6 49 27 35 55

− + + −   
   

= + + + =
   
   − + − − − − −   

 

ដែូរនោះ   ( ) ' ' 'AB B A=  ។ 

  លំហាតទ់្យ២ី០៥        

  រគរអាយ 
0 2 3 6a = + +  និង  ( )

( )

2

1

5

2 2

n

n

n

a
a

a
+

−
=

+
 ្គប ់ 0n   ។ស្រាយបញ្ជជ ក្ថ់ាែរំរោះ n           

    ចដល 
22

cot 2
3

n

na
− 

= − 
 

 ។  

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

 រយើងមាន
2 1 coscos 2cos 1 cos

24 24 12cot 2 2 3 6
24

sin 2sin cos sin sin
4

3 4

24 24 1 3 42 2

   

  



  

 
+ −+  

 = = = = = + + +
 

− 
 

 

រយើងបាន 
0 3

0

2
cot 2

4 3
cot 2

2
a

 − 
= − = − 

 
 ពិតែរំរោះ 0n =  

ឧបមាថាវាពិត  ូតដលគ់ ឺ
32

, cot 2
3

k

kn k a
− 

= = − 
 

 

រយើង្តូវស្រាយថាវាពិត  ូតដល ់ 1n k= +  គ ឺស្រាយថា 
2

1

2
cot 2

3

k

ka
−

+

 
= − 

 
 

 តាង 
22

cot 2, 1
3

n

k k k

n
b b a k

 −
=  = +  

 
 

តាម   ( )

( )

2

1

5

2 2

n

n

n

a
a

a
+

−
=

+
សមមលូ 

2

1 1

1
2

2

k
k

k

k

b
b a

b
+ +

−
= == +   ពិត  
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   លំហាតទ់្យ២ី០៦ 

     បង្ហា ញថា្គបែ់នំនួគតធ់មមជាត ិn ចដល
2 2 2

1 1 2 1 1
.

2 1 2 2 2

n

n n n n n
 + ++  +

+ + +
។ 

                                                      

                         ដរំ ោះស្រាយ      

រោយ
2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

1 2 3

n n

n n n n n n n n n n n n n
+ + ++  + + ++

+ + + + + + + +
 

រោយ 
2 2

1 1
:

1n n n


+ +
 

              2 2

2 2

2

.........

n n n


+ +



 

( )

2 2 2 2

2 2
1

1 2 3

1 2 3

11 1 1

2 2

n

k

n

n n n n n

n n
k

n n n n=

 + + ++
+ + + +

+
 =  =

+ +


 

រគមាន  

2 2 2 2

2 2 2 2

1 2 3

1 2 3

1 2 3

n

n n n n n

n

n n n n

+ + ++
+ + + +

 + + ++

 

រោយ :
2 2

1 1

1n n


+
 

2 2

2 2

2

....

n n


+



 

( )

2 2 2 2

2 2
1

1 2 3

1 2 3

11 1 1 1 1

2 2 2 2

n

k

n

n n n n n

n n n
k

n n n n=

 + + ++
+ + + +

+ +
 =  = = +
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រគបាន   

2 2 2 2

1 1 2 3 1 1

2 1 2 3 2 2

n

n n n n n n
  + + ++  +

+ + + +
 ។ 

 លំហាតទ់្យ២ី០៧    រគរអាយែនំនួក្ុេំៃិែ 

8

1 cos sin
8 8

1 cos sin
8 8

z

i

i

 

 



=


+ + 

 
 + −
 

ស ស  z ជាទ្យ្មងពិជគណិត។ 

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

រគបាន:  
8

2

2

2cos 2 sin cos
16 16 16

2cos 2 sin cos
16 16 16

i

i

  

  

 
+ 

=  
 −
 

 

8

cos sin
16 16

cos sin
16 16

i

i

 

 

 
+ 

=  
 −
 

8
1

cos sin cos sin
16 16 16 16

i i
   

−   
= + −   

    

 

8

cos sin cos sin
16 16 16 16

i i
      

= + +   
   

 

8
2

cos sin cos sin
16 16

i i
 

 
  

= + = +  
   

1= −  

 លំហាតទ់្យ២ី០៨    របើ 2

0 1 2  (1 ) ,   n n n n n n

nx C C x C x C x+ = + + + + ។ គណ េលបូក្រស មី្ន 

                    0 1 2 3 5 (2 1)n n n n

nC C C n C+ + + + +  

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

( ) ( )

( )

0 1 2 0 1 2 1 2

0 1 2

3 5 ....... 2 1 ....... 2 4 ....... 2

2 2 .......

n n n n n n n n n n n

n n n

n n n n n

n

C C C n C C C C C C C nC

C C C nC

+ + + + + = + + + + + + + +

= + + + + +
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1 1 1

0 1 2 1

1

( 1) ( 1)( 2)
2 2 2 3 1

2! 3!

( 1)( 2)
2 2 ( 1)

2!

( 1)( 2)
2 2 1 ( 1) 1

2!

2 2 ( 1

2 2 2 2 2 2 ( 1)

)

n

n

n

n n n n

n

n n n n n

n n n n n
n n

n n n
n n n n

n n
n n

n n C C C C

n n n

− − −

−

−

− − − 
= + +  +  + +  

 

− − 
= + + − + + + 

 

− − 
= + + − + + + 

 

= + − + + + +

= +  = +  = +

 

   លំហាតទ់្យ២ី០៩       គណ លីមតី  

       ក្. 2 1 1 1
lim 1 cos 1 cos 1 cos
x

x
x x x→

     
− − −      

     
 

        ខ. 
2 2 2 2

1

cos cos cos cos

2

1 2
lim

x x x x

x

n

n
→

 + ++ 
 
  

 

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

2 1 1 1 1
lim 1 cos 1 cos 1 cos 1 cos ........
x

x
x x x x→

       
− − − −        

       
 

តាង 1 1 1 1
1 cos 1 cos 1 cos 1 cos ........y

x x x x

       
= − − − −        

       
 

1
1 cosy y

x

 
 = − 

 

2 1
1 cos 0y y

x

 
 − − = 

 
 

0y =  ឬ 1
1 cosy

x

 
= − 
 

 

2 2 1
lim lim 1 cos
x x

x y x
x→ →

 
= − 

 
 

តាង 1
t

x
=  រ ោះ , 0x t→ →  
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( )

2

20 0

2sin
1 2

lim 1 cos lim

.4
2

t t

t

L t
tt→ →

 
 
 = − =

 
 
 

 

2

2

0

sin
1 12

lim 1
2 2

2

t

t

t→

  
  
  = = 

  
    

 

                                 1

2
=  

   ខ. 
2 2 2 2 2

1

cos cos cos cos cos

2

1 2 3 ....
lim

x x x x x

x

n

n
→

 + + + + 
 
    

តាង
2 2 2 2cos cos cos cos1 2 3 ....

( )
x x x xn

f x
n

+ + + +
=

 
តាង

 

0 0 0

2

1 2 .....
lim ( )
x

n
f x

n
→

+ + +
=

 

  1 1 .... 1
1

n

n n

+ + +
= = =  

 
 

2

lim ( ) 1 ( )
( )

2

lim ( )
x

f x g x
g x

x

f x e




→

−

→

=  

2 2 2 2 2

1

cos cos cos cos cos

2

1 2 3 ....
lim

x x x x x

x

n

n
→

 + + + + 
 
  

 

    
2 2 2cos cos cos

2

2

1 2 ..... 1
lim

cos

x x x

x

n n

nx

e


→

 
+ + + − 

 
 =       

         
2 2 2cos cos cos

2 2 2

2

1 1 2 1 1 1
lim .....

cos cos cos

x x x

x

n

nx x x

e


→

 
− − − + + +

 
 =

 

      
2 2 2cos cos cos

2 2 22 2 2cos 0 cos 0 cos 0

1 1 1 2 1 1
lim lim ..... lim

cos cos cos

x x x

x x x

n

n x x x

e
→ → →

      
− − −      + + +

      
      =  

( ) ( )
1 1

log1 log2 ..... log log 1.2.3...n n
n ne e

+ + +

= =  ។ 
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  លំហាតទ់្យ៣ី០០  ឧបមាថាព ុធា 5 2( ) 1p x x x= + + មានឬស្ា ំ 1 2 3 4 5, , , ,r r r r r និង 2( ) 2q x x= −  

  ែ ូគណ  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 5q r q r q r q r q r  

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

រយើងមាន   1 2 3 4 5, , , ,r r r r r មានឬសម្ន ( )p x  

( )( )( )( )( )1 2 3 4 5( )P x x r x r x r x r x r= − − − − −  

រោយ 

 

( )

( )

( )

( )

2

2

1 1

2

2 2

2

3 3

2

4 4

2

5

( ) 2

2

2

2

2

( ) 2

q x x

q r r

q r r

q r r

q x r

q r r

= −

= −

= −

= −

= −

= −

 

   
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )( )( )( )

( )( )( )( )( )( )

1 2 3 4 5

2 2 2 2 2

1 2 3 4 5

1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2

2 2 22 2 2

g r g r q r g r g r

r r r r r

r r r r r r



= − − − −

+−

−

= − + + −

 

( )( )( )( )

( )( )( )( )( )(
( )( )( )( )( )

5 5

1 1 2 2 3

3 4 5 5

4 4

4

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

r r r r

r r r r r

r r r r r

− + − +

= − − − − − − −

− − − − − − − −

 

  
( )( )( )( )( )

( )( )( )( )

4

5

1 2 3 5

1 2 3 4

2 2 2 2 2

2 2 2 2 ( 2

( 2) ( 2)

)

r r r r r

r r r r r

P P

 = − − − − −
 

 − − − − − − − − − −
 

=  −

 

5 2 5 2( 2) ( 2) 1 ( 2) ( 2) 1   = − + − + − +
   

 

រ្រោះ 5 2( ) 1p x x x= + +  
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( (2 2 1)( 4 2 2 1)

(3 112)(3 1 2)

9 32 23

a i= + + − + +

= + −

= − = −

 

ដែូរនោះ   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 5 23q r q r q r q r q r = −  ។  

   លំហាតទ់្យ៣ី០១  រគឲចេនក្ទ្យសភាគម្ន ( )
6

13 11M = +   គ ឺ p ។  ក្តម្មៃ (1 )M p−  ។ 

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

 ក្តម្មៃ (1 )M p−  

មាន  ( )
6

13 11M = +  ចេនក្ទ្យសភាគម្ន M គ ឺ p  

ដបំូង M   ចដល  M p=  

តាង 13 11A = +  , 13 11B = −  

  6 , 2 13, 2M A A B A B = + =  =  

      
( ) ( )

( )( )

2 2 2

3 3
6 6 2 2

2 2 4 2 2 4

( ) 2

4 13 2 2

48

A B A B AB

A B A B

A B A A B B

+ = + −

=  − 

=

+ = +

= + − +

 

( )

( ) ( )

2
2 2 2 2

2 4 4

48 3

48 48 12

A B A B

A B

= + −


= −  + 

 

រោយ  4 0 13 11 1 0 1B B = −      

( )6 6 6 6

6

61 { } 1

1

M A B p M M M A A B

p B

 = + − = = − = − + −      

 − =
 

( )6 6 4{ } 1p M M M A A B= = − = − + −    
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6

6 6 6

1

(1 ) 2 64 

p B

M p A B

 − =

 − = = =
 

 ដែូរនោះ   (1 ) 64M p− =  ។ 

   លំហាតទ់្យ៣ី០២    តាង 6 6 6 6 61 2 4 8 16 32x = + + + + +  ។  ក្តម្មៃ 
30

1
1B

x

 
= + 
 

 ។ 

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

រគមាន 6 6 6 6 61 2 4 8 16 32x = + + + + +  

 ក្តម្មៃ 
30

1
1B

x

 
= + 
 

  

តាង 6 2a =   2 3 4 51x a a a a a = + + + + +  
6

3 3

1 2 1 1

1 2 1 2 1

a
x

a

− −
 = = =

− − −
 

10

3061
1 (1 2 1)B

x

 
 = + = + − 

 
 

 ដែូរនោះ 32B =  ។  

 លំហាតទ់្យ៣ី០៣    ឧបមាថាែនំនួពិត 1 2, , , na a a រេទៀងផ្ទទ តថា 1 2 0na a a+ + + = ។បង្ហាញថា  

          
( )

1
22

1 1

1

max
3

n

i n i i i

i

n
a a a

−

  +

=

−  ។ 

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

ែរំរោះ {1,2, , }k n រគមាន :  

     ( )
1

22

1

13

n

k i i

i

n
a a a

−

+

=

−  
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   តាង 1 , 1, 2, , 1,k k kd a a k n+= − = − រ ោះ k ka a=  

      

1 2 1

1 1

1 1 2 1 2

1 1 2 1

, ,

, ,

k k k k k k k

n k k k n

k k k k k k k

k k k

a a d a a d d

a a d d d

a a d a a d d

a a d d d

+ + +

+ −

− − − − −

− −

= − = − −

= − − − −

= + = + +

= + + + +

 

   ចត 1 2 0na a a+ + + =  រគបាន ;  

  1 1 1 2 1( ) ( 1) ( 1) ( 2) 0k k k n k kna n k d n k d d k d k d d+ − − −− − − − − − − + − + − + + =  

          តាមវសិមភាពCauchy  រគបាន: 

( ) ( )
2 2

1 1 1 2 1( ) ( 1) ( 1) ( 2)k k k n k kna n k d n k d d k d k d d+ − − −= − + − − + + − − − − − −  
1 1

2 2 2

1 1 1

1 1 1
2 2 2

1 1 1

3 1
2

1

( 1)(2 1)

6

3

k n k n

i

i i i

n n n

i i

i i i

n

i

i

i i d

n n n
i d d

n
d

− − −

= = =

− − −

= = =

−

=

  
+  

  

− −    
=    

    

 
 
 

  

  



 

រគបាន : ( )
1

22

1

13

n

k i i

i

n
a a a

−

+

=

−  ពិត  

ដែូរនោះ ( )
1

22

1 1

1

max
3

n

i n i i i

i

n
a a a

−

  +

=

−  ។      

 លំហាតទ់្យ៣ី០៤  

    រគរអាយ ABC ជា្តើរកាណមួយ។ែណុំែ D  និងF រៅរលើដេនក្ AB និង AC រ ៀងគា្ន , និង 

              និងែណុំែF រៅរលើអងកតប់ ទ ត់DE ។ រគឲ ,
AD

x
AB

=  ,
AE DF

y z
AC DE

= =  

        បង្ហា ញថា  (157 IMO) 

             (1), (1 )BDF ABCS x yzS= − និង (1 )(1 )CEF ABCS x y z S= − −  

            3 3 3(2), BDF CEF ABCS S S+  
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                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

រយើងមាន  

 (1) S (1 )BDF BDE ABEzS z x S= = −                        

(1 )  and (1 )ABC CEF CDEz x yS S z S= − = −         

(1 )(1 ) ACDz y S= − −  

(1 )(1 ) ABCz y xS= − − ។ 

ដែូរនោះ (1 )(1 )CEF ABCS x y z S= − −  ។  

3 3 3(2), BDF CEF ABCS S S+  

តាម (1) រគបាន  

3 3
BDF CEFS S+  

33 3( (1 ) (1 )(1 )) ABCx yz x z y S= − + − −  

3 3
(1 ) (1 ) (1 )

3 3
ABC ABC

x y z x y z
S S

− + + + − + − 
+ = 

 
 

ដែូរនោះ 3 3 3
BDF CEF ABCS S S+   

           លំហាតទ់្យ៣ី០៥          គណ អាងំរ្តកាល   x
dx

x

x



  ។                      

                                                         ដរំ ោះស្រាយ       

រយើងមាន x
a

x

x

=



     
1

3 3
x

a x a a x
a

 =  =  =  
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1
1

1 43
3 3

3

3 4

x x
I dx x dx C x C

x

+

 = = = + = +   

     លំហាតទ់្យ៣ី០៥ 

    k ជាែនំនួគត ់ 2k   ។ សវីត  nx ក្ណំតរ់ោយ 0 1 1x x= =  និង 
1

1

1k

n
n

n

x
x

x
+

+

+
= ែរំរោះ 

     1n  ។ បង្ហាញថាែរំរោះ្គបែ់នំនួគត ់ 2k   សុី វត nx ជាសុី វតម្នែនំនួគត ់។ 

                                                         ដរំ ោះស្រាយ       

បង្ហា ញថា  nx  ជាែនំនួគត ់ 2k    

រោយ 0 1 1x x= =   និង  
1

1

1k

n
n

n

x
x

x
+

+

+
=         1n   

មាន    
1

1

1 1
2

1

k

x
x

+
= =

=
 ជាែនំនួគត ់ 

           1

2 1
2 1

1

k
kx

+
= = + ជាែនំនួគត ់ 

ឧបមាថា 1 2 3; ; ;.......; nx x x x ជាែនំនួគត ់

ស្រាយថា  1nx + ជាែនំនួគត ់

មាន 
1

1

1k

n
n

n

x
x

x
+

−

+
=  និង 1

2

1k

n
n

n

x
x

x

−

−

+
=  

( )1 2

1

2 1

1
x

x k

n n

n k

n n

x x
x

x x

− −

+

− −

+ +
=


 

តាង ( )1 21
k

k k

n nN x x− −= + +  

2:
k

nN x −  រ្រោះ 1

2

1k

n
n

n

x
x

x

−

−

+
=  គត ់
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  ឺ
1 1k

nx − +  ចែក្ោែនឹ់ង 2nx −  

  ( )1 1
k

k

nx − + ចែក្ោែនឹ់ង ( )2

k

nx −  

( )1 21
x

x k

n nx x− −+ + ចែក្ោែនឹ់ង 
2

k

nx −
  (១) 

1: nN x − រ្រោះ  ( )1 11 1 modx

n nx x− −+   

                      រំអាយ ( ) ( )1 11 1 mod
k

x

n nx x− −+   

 ( ) ( )11 2 21 m1 od
x

x k k

n n nnx x xx − −− − + ++        ចត 2
1

3

1k

n
n

n

x
x

x

−
−

−

+
=  

                    រំអាយ ( )1 3 2 11 0 modk

n n n nx x x x− − − − = + =  

រគបាន  ( )10 mod nN x −  (២) 

តាម (១) & (២) 1nx + ជាែនំនួគត ់។ 

     លំហាតទ់្យ៣ី០៦ 

    បង្ហា ញថា 21 4

14 3

n
F

n

+
=

+
ជា្រភាគស្មលួមនិបានែរំរោះ្គបែ់នំនួគតធ់មមជាត ិn  ។                                                      

                                                          ដរំ ោះស្រាយ      

ឧបមាថាមាន d ជាតចួែក្ មួធបំំេតុម្ន 21 n+4&14 n+3  រ ោះរគបាន  

21 4 ,

14 3 ,

21 4 (14 3) ( )

7 1 ( )

21 3 3( )

n da a M

n db b M

n n a b d

n a b d

n a b d

+ = 

+ = 

+ − + = −

+ = −

+ = −

 

21 4 (21 3) 3( )

1 (3 2 )

n a ad a b d

b a d

+ − + = − −

= −
 

រោយ 3 b-2 a ជាែនំនួគតរ់ ោះ d 1គ ឺd 1=  
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ដែូរនោះ  21 4

14 3

n
F

n

+
=

+
ជា្រភាគស្មួលមិនបាន ។ 

 

      លំហាតទ់្យ៣ី០៥  

     ( )nx ជាសវីតម្នែនំនួចដលក្ណំតរ់ោយ : 1 12003, 2004x x= = និង 1 ( 1) 2n n nx x x+ = − +  

                 ចដលែរំរោះ 2n  ។បង្ហា ញថា ( )( ) ( ) ( )
22 2 2

1 2 2004 20051 1 1 1 1x x x x+ +  + − = −  

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

តាង ( )( ) ( )2 2 2

1 21 1 1 1nnS x x x= + +  + −  

រគនឹងបង្ហាញថា ( )
2

1 1n nS x += −  

ែរំរោះ 1n =  រគបាន ( ) ( ) 2

1 2

2 2
2004 112003 ( )S x= −= = − ពិត  

ឧបមាថាទ្យ ំក្ទ់្យនំងពិតដល ់n p=  ( )
2

1 1p pS x += −  

ពិនិតយែរំរោះ 1n p= +  

( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

1

2 2 2

1 2

2 2 2 2

1 2 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

p

p p

x x x

x x x x

+

+

 + +  + −
 

 = + +  + − + + −
 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
2 2

1 1 1

2 2

1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 2 1 1 1

p p p p

p p p

S x x x

x x x

+ + +

+ + +

  = + + − = − + + −    

 = + − + + −
 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
2 2 2

0 1 1 1

2 2 2
2

11 1 1 2

1 2 1 1 1

1 1 2 1 1

m m m

p p p pp

x x x x

x x x x x

+ + +

++ + + +

 = + − + + + −
  

   = + − = − + − = −
  

 

( )
2

1 2 1p pS x+ += −  ឧបមាថាទ្យ ំក្ទ់្យនំងពិតដល ់ 1n p= +  

ដែូរនោះ  ( )
2

1 1n nS x += −  ែរំរោះ : 1n n   ។  
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រោយយក្ 2004n =   រគបាន ( )( ) ( ) ( )
22 2 2

1 2 2004 20051 1 1 1 1x x x x+ +  + − = −  ។ 

   លំហាតទ់្យ៣ី០៦          a, b, c, dជាបួនែនំនួគតដ់ដលចែក្មនិោែនឹ់ង 5 ។  

    m ជាែនំនួគតម់ួយចដលរធើវឲ 3 2am bm cm d+ + + ចែក្ោែនឹ់ង 5  ។បង្ហា ញថា មានែនំនួគត់n   

         ចដលរធើវរអាយ 3 2an bn cn a+ + + ចែក្ោែនឹ់ង 5  ចដ  ។ 

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

 តាង 3 2A am bm cm d= + + +  

           3 2B an bn cn a= + + +  

A ចែក្ោែនឹ់ង 5  រ ោះ 3 2am bm cm d+ + + ចែក្មនិោែនឹ់ង 5   

រោយ 2 23 ( )am bm cm m am bm c+ + = + + ចែក្មនិោែនឹ់ង 5  រ ោះរគបានm  ចែក្មិនោែនឹ់ង  5  

រគបាន 5m q r= + ចដល q ជាែនំនួគត ់រ ើយ 1,2,3,4r =  ។  

រគសិក្ោ 

            ( ) ( )

( )

3 3 2 2 3 3 2

3 3 2 2 2

2 2 2 2

1 1 ( 1)

( 1)

An B am n bm a cmn dn bn a

a m n bn m n cn mn

mn am n amn a bmn bn cn

− = + + − − −

= − + − + −

= − + + + + +

 

រដើមបរីអាយ B ចែក្ោែនឹ់ង 5 រគ្គា្នដ់តែងរ់្ជើសរ សីែនំនួគត ់n ចដលរធើវឲ 1mn− ចែក្ោែនឹ់ង 

5    
របើ 5 ; 5m q r n p s= + = +  រ ោះរគបាន m n-1=5 k+r s-1   ចដល 5k pq qs pr= + +  

 រដើមបរីអាយ 1mn−  ចែក្ោែនឹ់ង 5  លោុះ្តាចត 1rs −  ចែក្ោែនឹ់ង 5  ។ 

រោយ  1 4r   រ ោះរគអាែ ក្ s បាន តាម របៀបដែូខាងរ្កាម៖ 

របើ 1r =  រ ោះ 1s =  ; 5 1m p= +  ចដល p ជាែនំនួគត ់ 
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របើ 2r =  រ ោះ 2s =  ; 5 2m p= +  ចដល p ជាែនំនួគត ់ 

របើ 3r =  រ ោះ 3s =  ; 5 3m p= +  ចដល p ជាែនំនួគត ់ 

របើ 4r =  រ ោះ 4s =  ; 5 4m p= +  ចដល p ជាែនំនួគត ់ 

ដែូរនោះ     រគអាែ ក្បាន n ចដលរធើវឲ B ចែក្ោែនឹ់ង 5  ។  

   លំហាត៣់០៧  

     ក្ែនំនួគតធ់មមជាតតិែូបំេតុចដលមាន 6  ជារលខខទងឯ់ក្តា រ ើយរបើរគរតូ រលខ6 រៅខាងមខុ     

      រគបំេតុវញិរ ោះរគនឹងបានែនំនួេមីដដលរសមើ 4 ដងម្នែនំនួរដើមរ ោះ។  

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

តាង 
1 2 nx x x x=  រ ោះ  

1 2 6nx x x ជាែនំនួចដលស ួ ក្ 

រគបាន 
1 2 1 26 4( 6)n nx x x x x x=  

( )

6 10 4(10 6)

2 10 4 13

n

n

x x

x

 + = +

− =
 

រោយ (2;13) 1  =  រ ោះ ( )13 | 10 4n −  

របើ 1n =  រ ោះ 10 4 10 4 6n − = − =  ចែក្មនិោែនឹ់ង 13  

របើ 2n =  រ ោះ 210 4 10 4 96n − = − =  ចែក្មនិោែនឹ់ង 13  

របើ 3n =  រ ោះ 310 4 10 4 996n − = − =  ចែក្មនិោែនឹ់ង 13  

របើ 4n =  រ ោះ 410 4 10 4 9996n − = − =  ចែក្មនិោែនឹ់ង 13  

របើ 5n =  រ ោះ 510 4 10 4 99996n − = − =  ចែក្ោែនឹ់ង 13  

ក្ នីរនោះរគបាន 2(99996)
15384

13
x = =  រ ើយ  

1 2 66 15384nx x x =  ។  
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    លំហាតទ់្យ៣ី០៨       ក្តចួែក្ មួធមបំេតុម្ន ( )20072 1−  និង ( )
200722 1−  ។ 

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

តាង d ជាតចួែក្ មួធមបេំតុម្ន ( )20072 1−  និង ( )
200722 1−   

 រគបាន 20072 1 md− =  ចដល m ជាែនំនួគតវ់ជិ ជមាន 

             200722 1 nd− =  ចដល n ជាែនំនួគតវ់ជិ ជមាន     រ ើយ ( ); 1m n =  

 រ ោះរគទាញបាន  20072 1md= +    :  200722 1nd= −  

 រ ើយ   ( )
2001

20012
3007 22 ( 1) 1md kd= + = +  ចដល k ជាែនំនួគតវ់ជិ ជមាន        ( )1  

            ( )
2007 2007

2 20012 ( 1) 1nd pd= − = −         ចដល p ជាែនំនួគតវ់ជិ ជមាន        ( )2  

តាម ( )1  និង ( )2  :  1 1pd kd− = +  រ ោះ ( ) 2p k d− =  ចដល p k− ជាែនំនួគតវ់ជិ ជមាន  ។       

 រគទាញបាន 2d  

ចត d ជាតចួែក្ មួធមបំេតុម្ន ( )20072 1−  និង ( )
200722 1+  រ ោះ d ជាែនំនួគតរ់សស។ 

ដែូរនោះ  1d =  ។  

     លំហាតទ់្យ៣ី០៩    ពី ែនំនួពិតគតវ់ជិ ជមាន a និង b ជាែនំនួបឋម វាងគា្ន  ,  

                      ែ ូ ក្្គបត់ចួែក្ មួធបំំេតុចដលអាែម្ន a b+  និង 
2005 2005a b

a b

+

+
 ។  

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

តាង 
2005 2005

gcd ,
a b

d a b
a b

 +
= + 

+ 
 

0(mod ) (mod )a b d a b d +    −  

  និង 
2005 2005

0(mod )
a b

d
a b

+


+
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2004 2003 2002 2 2004

2004 2004 2004

2004 2004

2004 2004

0( mod )

0( mod )

2005 0( mod ) 2005 0( mod )

2005 2005

a a b a b b d

b b b d

b d a d

d a d b

 − + − + 

 + + + 

   

 

 

      
( )

( ) )

2004 2004

2004 2004 2004

| gcd 2005 ,2005

2005gcd , 2005(gcd( , )) 2005 (

{1,5,401,2005}

d a b

a b a b

d



= = =

 

 រ្រោះgcd( , ) 1a b =  

 ដែូរនោះ   តម្មៃចដលអាែម្ន  d   គ ឺ {1,5,401,2005}d        ។ 

      លំហាតទ់្យ៣ី១០         ែ ូក្ណំត់្ គបស់វីតម្នែនំនួពិត 1 2 1995, ,.......,a a a ចដលរេទៀងផ្ទទ តថ់ា: 

             12 ( 1) ( 1)n na n a n+− −  − +  ែរំរោះ 1,2,3,......,1994n = និង 12 1994 1na a−  +  ។  

                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

រគមាន 

   
1995 1994

1995

1 1

2 ( 1) 2 ( 1) 2 1994n n

n n

a n a n a
= =

− − = − − + −   

     
 

1994 1994 1994

1 1 1 1

1 1 1

( 1) 1 ( 1) 1n n

n n n

a n a a a n+ +

= = =

 − − + +  + − − +    

      
 

1995 1995

1 1

( 1) 1n

n n

a n
= =

= − − −   

        
1995

1

( 1) 1n

n

a n
=

= − − −  

1995

1

1( 1) 41 2 199 1n n

n

an aa
=

  − − + −


−  +
  

            ( )
1

21995

( 1) 1 0n

n

a n
=

 − − −   

រគទាញបាន: ( 1) 1 0na n− − − =   ែរំរោះ ្គប ់ 1,2,3, ,1995n =   

na n =  ែរំរោះ ្គប ់ 1,2,3, ,1995n =   
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ដែូរនោះ សវីតចដល្តូវ ក្គ ឺ , 1, 2,3, ,1995na n n= =   ។ 

 

    លំហាតទ់្យ៣ី១១ 

      រគតាង x ជាចេនក្គតម់្នែនំនួពិត x រ ើយចដលក្ណំតរ់ោយ     1x x x  +  ។ 

       បង្ហា ញថា របើ b ជាែនំនួគត ់ ឡឺាទ្យបីវជិ ជមាន រ ោះរគបាន  xx

b b

  
=   

   
 ។ 

                                                         ដរំ ោះស្រាយ       

តាង  a x=  រ ើយតាមវធិដីែក្អឺគៃតីម្ន &a b  រគបាន ,0a bq r r b= +    

រោយ ,0 ( 1)r b bq bq r b q    +  +  រ ើយ ( 1) 1
a

bq a b q q q
b

  +    +  

រក្ទាញបាន a
q

b

 
= 

 
 រ ើយ  a x

q
b b

   
= =   

   
 (១) 

ម ាងរទ្យៀត [ ] | | 1 ,0 1x x x x a bq r    +  = + = + +    

រគបាន [ / ] [( ) / ] [ ( ) / ]x b bq r b q r b = + + = + +  

ចត 0 1&0 1 0r b r b     −   +   រ ើយ  ( )
0 1

r

b

+
   

រគបាន ( )
1

q r
q q

b

+ +
  +  រ ើយ ( 1)

x x
q q q

b b

   
   +  =   

   
 (២) 

តាម (១) និង (២)  xx

b b

  
 =   

   
 ។ 

      លំហាតទ់្យ៣ី១២    

      អនគុមន ៍ f ក្ណំតរ់ោយ្គបែ់នំនួពិត x  រោយ ( ) cos cos( )f x x px= + ចដល p  

       ជាែនំនួបឋម។បង្ហា ញថា f មិនចមនជាអនគុមនខ៍បួរលើែសុំណំុែនំនួពិតរទ្យ ។ 
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                                                         ដរំ ោះស្រាយ      

ឧបមាថា f  មានខបួT រ ោះរគបាន ( ) ( )f x T f x+ = ែរំរោះ្គបែ់នំនួពិត x  ។ 

បាននយ័ថា ( )]cos cos( ) ( ) cos cos( )x T p T p f x x px+ + + = = + ែរំរោះ្គបែ់នំនួពិត x  ។ 

ពិនិតយែរំរោះ 0x =  រគបាន : ]cos cos 2T T p+ =  

                   លោុះ្តាចត cos 1^ cos 1T T p= =  

2 ^ 2 , ,T k T m k m = =    រ ើយ 2

2

m m
p

k k




= =  

រោយ ^
m

p
k

+ +   រ ោះរគបាន m
p

k
=  ជាក្ ណិមិនអាែមាន   ។ 

     លំហាតទ់្យ៣ី១៣   n  : f ជាអនគុមនក៍្ណំតដ់ែូខាងរ្កាម៖ 

         ( 2) 2 ( 1) ( ) 1f n f n f n+ = + − +  ចដល  (0) (1) 0f f= = ។  គណ  (2020)f ។  

                                                          ដរំ ោះស្រាយ      

រយើងមាន ( 2) 2 ( 1) ( ) 1f n f n f n+ = + − +   ចត n           

           ចដល   

   រគបាន 

( 2) 2 ( 1) ( ) 1 0

( 1) 2 ( ) ( 1) 1 0

( ) 2 ( 1) ( 2) 1 0

......................................................

.......................................................

(3) 2 (2) (1) 1 0

(2

f n f n f n

f n f n f n

f n f n f n

f f f

f

+ − + + − =

+ − + − − =

− − + − − =

− + − =

) 2 (1) (0) 1 0f f












− + − =

 

    ( 2) ( 1) (1) (0) ( 1) 0f n f n f f n+ − + − + − + =     រោយ  (0) (1) 0f f= =  

(0) (1) 0f f= =
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    រយើងបាន 

( 2) ( 1) 1

( 1) ( )

( ) ( 1) 1

....................................

....................................

(4) (3) 3

(3) (2) 2

(2) (1) 1

f n f n n

f n f n n

f n f n n

f f

f f

f f

+ − + = +


+ − =

 − − = −




 − =


− =
 − =

 

( 2) (1) 1 2 3 ...... ( 1)f n f n n+ − = + + + + + +  
( 1)( 2)

( 2) (1)
2

n n
f n f

+ +
+ − =  រ ើយ  ( 1)

( )
2

n n
f n

−
=  

      ចត 2020n =  រ ោះ 20202021
(2021) 1010.2021

2
f = =  

   លំហាតទ់្យ៣ី១៤       រគរអាយសវុីត nx  ក្ណំតរ់ោយ: 2

1 1 2 32, , 2n nx x x x x n x n= + + ++ =  ។ 

                              គណ 2020x ។ 

.                                                          ដរំ ោះស្រាយ      

រយើងមាន  2

1 2 3 n nx x x x n x+ + ++ =   

រគជនំសួ n   រោយ    1n +  រគទាញបាន : ( )1

2

1 2 3 1 ?nnnx x x xxx n+++ + ++ = +  

រោយរយើងមានសវុីត 2

1 2 3 , 2n nx x x x n x n+ + ++ =   

 ចត ( )
2

1 3 12 1n nnx x x x n xx ++ =++ ++ +  

  រគបាន :  ( )2

1

2
1 nn nn nx xx + =+ +  

           ( )
2

1

2

11n nnn xn x x ++= + −  

                     1( 2)n nnx n x + = +  

          1
( 2)

n
n

nx
x

n
+ =

+
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 រោយេលគណុពី អងគរគបាន : 1 1 1

1 1

! 4

2 ( 2)!/ (1 2) ( 1)( 2)

n n

i i n

i i

i n
x x x x

i n n n
+ +

= =

= = =
+ +


+  +

   

              4

( 1)
nx

n n
 =

+
 

    ែរំរោះ  2020n =   រគបាន 
2020

4

2020 2021
x =


 ។ 

     លំហាតទ់្យ៣ី១៥     រគរអាយ 
4 4 1x y

a b a b
+ =

+
ចដល 2 2 1x y+ = ។ 

                  ក្.បង្ហា ញថា 2 2bx ay=  ។ 

                  ខ.ស្រាយបរជ ក្ថ់ា 
( )

2000 2000

20002000 2000

2x y

a b a b
+ =

+
 ។  

.                                                          ដរំ ោះស្រាយ      

  ក្. រយើងបាន   ( )
2

2 24 4 x yx y

a b a b

+
+ =

+
 

        4 4 2 2 2( )( ) ( )a b bx ay ab x y + + = +  

      ( )2 2 0ay bx − = 
2 2bx ay=  

    ដែូរនោះ 2 2bx ay=  ។  

ខ. រោយ   2 2bx ay=    
2 2 2 2 1x y x y

a b a b a b

+
 = = =

+ +
 

 ចត 
4 4 1x y

a b a b
+ =

+
    

( )

1000 100010002 2

1000

1 1x x

a a b a a b

    
 =  =    

+  +   
 

រ ើយ 
( )

1000 100010002 2

1000

1 1y y

a a b a a b

    
 =  =    

+  +   
 

រគបាន  
( )

2000 2000

20002000 2000

2x y

a b a b
+ =

+
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ដែូរនោះ  
( )

2000 2000

20002000 2000

2x y

a b a b
+ =

+
   ។ 

 

     លំហាតទ់្យ៣ី១៦ 

     1.  រគរអាយក្រនោម 
10000

1

1

n

A
n=

=  ។រោយមនិរ្រើមា សុីនគតិរលខ ែលូក្ណំត ់ A    

     2. រគរអាយសវុីតែនំនួពិត  ( ) 7,8,11,16,23,.....nu =  ។ 

              ែ ូ ក្តទួ្យីn  និង េលបូក្ n តដួបំូងម្នសវីតរនោះ ។ 

               

.                                                          ដរំ ោះស្រាយ      

គណ ចេនក្គតម់្ន A    

រយើងមាន 
( )

( )

2 2 2
2 1

2 1

1
2 1

A k k
k k k k k

k k
k

=   = − −
+ − −

  − −

 

រយើងបាន ( )

( ) ( )

10000 10000 10000

1 2 2

1 1
1 1 2 1

1 2 10000 1 1 2 99 199( )

k k k

A k k
k k

A i

= = =

= = +  + − −

 + − = + =

    

    ចត  
( )

( )

2 2 2
2 1

2 1

1
2 1

A k k
k k k k k

k k
k

=   = + −
+ + +

  + −

 

រយើងបាន ( ) ( ) ( )
10000

1

2 1 2 10000 1 2 100 1 198( )
k

A k k ii
=

  + − = − = − =  

តាម (១) & (2) រគបាន  198 199A   
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ដែូរនោះ 198A =    ។  

២.ក្ណំតត់ទួ្យ ីn   

រយើងមាន  ( ) 7,8,11,16,23,.....nu =  

យក្ ( )nv ជាេលសងដោំប ់ I ម្ន ( )nu  គ ឺ 1n n nv u u+= −  

រក្បាន  1,3,5,7,........nv =   

ចត 1 2( 1) 2 2( 1) 2 2( 1)2 2 1nv v n d n d n n= + − = + − = + − = −  

   1

1

( )
n

n k

k

u u v
=

= +   ែរំរោះ 2n   

( )
1 1 1

1 1 1

2

2

7 2 1 7 2 1

( 1)
7 2 ( 1) 7 1

2

2 8

n n n

k k k

n n

n n
n n n n

n n

− − −

= = =

= + − = + −

− 
= + − − = + − − + 

 

= − +

  

 

ែរំរោះ 11 1 2 8 7n u=  = − + =  ពិត 

ដែូរនោះ  2( ) 2 8nu n n= − +   ែរំរោះ 1n   ។  

+ គណ េលបូក្ n តដួបំងូម្នសវីត 

       រយើងមាន 2( ) 2 8nu n n= − +  

     រ ោះ  ( )2

1 1

2 8
n n

n k

k k

S u k k
= =

= = − +   

                  2

1 1 1

( 1)(2 1) ( 1)
2 8 1 2 8

6 2

n n n

k k k

n n n n n
k k n

= = =

+ + +
= − + = − +    

               ( 1)(2 1) 6( 1) 48( 1)(2 1) 6 ( 1) 48

6 6

n n n nn n n n n n + + − + ++ + − + +
= =  

             ( )22 3 43

6

n n n− +
=  
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ដែូរនោះ  ( )22 3 43

6
n

n n n
S

− +
=  ។  

 

 លំហាត៣់១៧       1.ស្មលួក្រនោម 2 2

1 1 1
1 1 ........... 1

n

a a a

   
+ + +    

    
 ។ 

                   2.រគរអាយ ( )
1

3
1

3 2 3 2

0

1
n

k

ak bk ck ak bk ck n
−

=

+ + + − + + =   ចដល 1,2,3,4,.....n =  

                    ែ ូក្ណំតែ់នំនួរេ  ,a b  និង c  ។  

                                                        ដរំ ោះស្រាយ      

    .រគមាន  
22 2

1 1 1
1 1 ........... 1

n

a a a

   
+ + +    

    
  

តាម បូមនត   
2 2

2 2

( )( )a b a b a b

a b
a b

a b

− = − +

−
 + =

−

 

      រោយ     
2

1
1

1
1

1
1

a

a

a

 
− 

   + = 
   − 
 

 ;
4

2

2

1
1

1
1

1
1

a

a

a

 
− 

   + = 
   − 
 

;..........;

4

2

2

2

2

1
1

1
1

1
1

n

n

n

a

a

a

 
− 

   + = 
  
− 

 

 

 រគបាន : 22 2

1 1 1
1 1 ........... 1

n

a a a

   
+ + +    

    
 

                  
4

2

2 4 2

2 2

11 1
11 1

........................
1 1 1

1 1 1

n

n

a a a

a a a

    
−− −     

     =   
     
− − −     
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2

2 2

2

2 2

1 1
1

1 1
1

n

n n

a

a a
a

a a

−
−

= =
−

−

 

 ១. រគមាន  ( )
1

1 3
3 2 3 2

0

1
n

k

ak bk ck ak bk ck n
−

=

+ + + − + + =   

រយើង្តូវ ក្ ,a b  និង c   

រយើងមាន ( ) ( ) ( )
3 3 2 31 1 3 1 1k k k k k k k k+ − = + − + + + −  

                                          ( ) ( ) ( )1 1 3 1 3 1k k k k k k k k= + + − + + + −  

   
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

2 2

2 2

4 1 1 4 3

4 1 1 4 3

16 8 1 1 16 24 9

k k k k

k k k k

k k k k k k

= + + − +

= + + − +

= + + + − + +

 

   ( ) ( )3 2 3 216 24 9 1 16 24 9 1k k k k k k k k= + + + − + + = + −  

  រគបាន ( ) ( )
1

1 13
3 2 3 2

0 0

1 1
n n

k n

ak bk ck ak bk ck k k n
− −

= =

+ + + − + + = + − =   

                រគបាន 16a = ,  24b =   , 9b =   

ដែូរនោះ 16a = ,  24b =   , 9b =  ។   

     លំហាតទ់្យ៣ី១៨        បង្ហា ញថា  អនគុមនម៍ានរដ រីវជាអនគុមនជាប ់។ 

.                                                          ដរំ ោះស្រាយ      

ឧបមាថា f  ជាអនគុមនម៏ានរដ រីវជាអនគុមនរ៏លើ  

រយើងបាន 
0

0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x

x x→

−

−
 ក្ណំតែ់រំរោះ ្គប ់ 0x   
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រ តរុនោះ 
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x
→

− =
( )

( )
0

0
0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x
x x

x x→

 −
 − 

− 
 

( )
( )

0 0

0
0

0

( ) ( )
lim lim
x x x x

f x f x
x x

x x→ →

−
=  −

−
 

  
( )0

0

0

( ) ( )
lim 0 0
x x

f x f x

x x→

−
=  =

−
 

   
0 0

0lim ( ) lim ( ) 0
x x x x

f x f x
→ →

− =  

  
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x
→

=  

 សមភាពរនោះ បរជ ក្ថ់ា f  ជាបែ់រំរោះ្គប ់ 0x   ។ 

 ដែូរនោះ     ្គប ់ អនគុមនម៍ានរដ រីវសទុ្យ ធចតជាអនគុមនជាប ់ ។ 

   លំហាតទ់្យ៣ិ១៨ 

    រគរ្រើបណ័ណចដលមានែោុះរលខ 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9  រដើមបបីរងកើតរលខពី ខ ទងដ់ដលខទង ់

         ទ្យមីួយមិនមានរលខសនូយ ។  ក្្រូបាបចដលរលខបរងកើតបានរ ោះជាែនំនួបឋម។ 

.                                                          ដរំ ោះស្រាយ      

 ក្្រូបាបចដលរលខបរងកើតបានរ ោះជាែនំនួបឋម 

តាមបំរាប៖់  

ែនំនួចដលរគអាែបរងកើតបាន  10,11,12,.......,99S =  

ែនំនួបឋម មាន  11,13,15,.......,97A =  

ដែូរនោះ  ( ) 90n S =   និង  ( ) 21n A =  

ដែូរនោះ  ( ) 21 7
( )

( ) 90 30

n A
P A

n S
= = =  ។  
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   លំហាតទ់្យ៣ី១៩   ែរំរោះ្គបែ់នំនួគតធ់មមជាត ិ n  រគមានសវុីត 
2

2

2 3sin

1
n

n n
u

n

−
=

+
។ 

    បង្ហា ញថា 
2 2

2 2

2 3 2 3

1 1
n

n n
u

n n

− +
 

+ +
  ែួទាញ ក្លីមតីម្នសវុីត  nu កាល  n  ខតិជិត   ។ 

.                                                           ដរំ ោះស្រាយ      

រគមាន 
2

2

2 3sin

1
n

n n
u

n

−
=

+
 

រោយ 2 2 21 sin 1 3 3sin 3 2 3 2 3sin 2 3n n n n n n−    −  −   −  −  +  

         

2 2 2

2 2 2

2 2

2 2

2 3 2 3sin 2 3

1 1 1

2 3 2 3

1 1
n

n n n n

n n n

n n
u

n n

− − +
 

+ + +

− +
  

+ +

 

+ទាញ ក្លមីីតម្ន nu កាល  n  ខតិជតិ    
2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 3 2 3

1 1

2 3 2 3
lim lim lim

1 1

3 3
2 2

lim lim lim
1 1

1 1

n

n
x n n

n
n n n

n n
u

n n

n n
u

n n

n n
n n

u

n n
n n

→+ →+ →+

→+ →+ →+

− +
 

+ +

− +
 

+ +

   
− +   

    
   
+ +   

   

 

                              2 lim 2n
n

u
→

   ។ 

   លំហាតទ់្យ៣ី២០ 

     រគរអាយ ( )g a ចដល្គប ់ ,a bជាែនំនួគតវ់ជិ ជមាន រេទៀងផ្ទទ តល់ក្ខណខាងរ្កាម: 

     ( ) ( ) ( ) 0 , (2) 0, (3) 0g a a orb g g b g g+ − − = =   និង (9999) 3333g =  

      គណ តម្មៃ ( )2010g  ។   
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.                                                          ដរំ ោះស្រាយ      

គណ តម្មៃ ( )2010g   

តាមលក្ខខណឌ រយើងមាន: 

( ) ( ) ( )g a b g a g b+  +  របើ 1a b= =  រ ោះ  

(1 1) (1) (1) 2 (1)

(2) 2 (1)

g g g g

g g

+  + =


 

របើ 1, 2a b= =  រ ោះ  (3) (1) (2) 0 0g g g= + + =  

រោយ (3) 0g   រគយក្ (3) 1g =  

រគបាន  (1 3) (3) 1 1g g = =   

 និង (2 3) (3 3) 2 (3) 2g g g =   =  

   រោយរ្រើវចិា អនមុាន មួរយើងបាន:   

( 3)g n n   ែរំរោះ n  រោយ (9999) (3333) 3333g g= =  

   តម្មៃរនោះ រសើ ម  ូតដល ់យ ងរហាែ សខ់ែូជាង ឬរសើ ម 3333n =  

  ( 3)g n n =  ែរំរោះ 3333n      រ ោះ  

ម ាងរទ្យៀត  

2010 (2010 3) (2 2010) (2010) 3 (2010)g g g g=    +   

3 (2010) 2010g   
2010

(2010) 670
3

g  =  

រគបាន : (2010) 670g     (1)  

        ចត (2010) (2007) (3) (669 3) 669 1 670g g g g + =  = + =    (2)   
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តាម (1)  និង (2)  រគបាន ; (2010) 670g =   

ដែូរនោះ  (2010) 670g =    ។ 

     លំហាតទ់្យ៣ី២១     

     រគរអាយែនំនួក្ុេំៃិែ 1z   ជាឬសសមីកា  7 1 0x − =  និង  
2 3

2 4 6
( )

1 1 1

x x x
f x

x x x
= + +

+ + +
 

             ែ ូ ក្តម្មៃ ( )f z  ។  

.                                                          ដរំ ោះស្រាយ      

   រោយ         7 2 3 61 1 ....z z z z z=  + + + + +  

   
2 3

2 4 6
( )

1 1 1

z z z
f z

z z z
= + +

+ + +
 

2 3

7 2 7 4 7 6
( )

z z z
f z

z z z z z z
= + +

+ + +
 

( ) ( ) ( )

2 3

62 5 4 3
( )

11 1

z z z
f z

z zz z z z
= + +

++ +
 

រគបាន ;     
( ) ( ) ( )35 2 3

1 1 1
( )

11 1
f z

z zz z z z
= + +

++ +
 

             
( )( )

2 3 5 6 2 6 7 3 5 8

3 3 5

1

( 1) 1 1

z z z z z z z z z z z

z z z z

+ + + + + + + + + + +
=

+ + +
 

             
( )

4

3 3 5 4 6 8 9

2

1

z

z z z z z z z z

−
=

+ + + + + + +
 

                   
7

2
2

1

z

z z

−
= = −

+ −
 

ដែូរនោះ  តម្មៃ ( ) 2f z = −   ។  

\ 
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       លំហាតទ់្យ៣ី២២  

     ស្រាយបញ្ជជ ក្ថ់ា   ( ) ( )
2

4 4 2 2 8 82 sin cos sin cos sin cos 1a a a a a a+ + − + =   ។ 

.                                                          ដរំ ោះស្រាយ      

រគមាន 2 2sin cos 1a a+ =   រយើងបាន:  

4 4 2 2sin cos sin cosa a a a+ +  

 ( )
2

2 2 2 2 2 2sin cos sin cos 1 sin cosa a a a a a= + − = −  

 រ ោះ ( )
2

4 4 2 2 2 sin cos sin cosa a a a+ +  

        ( )
2

2 22 1 sin cosa a= −  

  4 4 2 22 2sin cos 4sin cosa a a a= + −  
    មា ងរទ្យៀត៖  

   ( )
2

8 8 4 4 4 4sin cos sin cos 2sin cosa a a a a a+ = + −  

( )
2

2 2 4 41 2sin cos 2sin cosa a a a= − −  

4 4 2 21 2sin cos 4sin cosa a a a= + −     

រគបាន : ( ) ( )
2

4 4 2 2 8 82 sin cos sin cos sin cosa a a a a a+ + − +  

( )4 4 2 2 4 4 2 22 2sin cos 4sin cos 1 2sin cos 4sin cos 1a a a a a a a a= + − − + − =  

 ដែូរនោះ   ( ) ( )
2

4 4 2 2 8 82 sin cos sin cos sin cos 1a a a a a a+ + − + =   ។  

     លំហាតទ់្យ៣ី២៣    ែរំរោះ ្គបែ់នំនួពិតវជិ ជមាន , ,x y z   ។ ែ ូស្រាយបញ្ជជ ក្ថ់ា  

                 3 3

33 3
24

x y z
x y z xyz

yz xz xy
+ +  + + +   ។  

.                                                          ដរំ ោះស្រាយ      
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តាមលក្ខណោះ ភាព 3 3 2 2    ( ) 3( )( )( )a b c a b c a b b c c a+ + = + + + + + +  

តាមវសិមភាពក្សូុីែរំរោះ , , 0a b c  រគមាន 
2

2  ( )( )( ) 8

2

a b ab

b c bc a b b c c a abc

c a ac

 + 


+   + + + 


+ 

 

រគទាញបាន  3 3 3 3( ) 24  a b c a b c abc+ +  + + + ឬ 3 2 3 3 24a b c a b c abc+ +  + + +  

 យក្ 

3

3

3

x
a

yz

y
b

xz

z
c

xy


=




=



=


 

រគបាន : 
2 2 3 2 3 2

333
3 33 3 3 3

24 24
x y z x y z x y z x y z

xyz
yz xz xy yz xz xyyz xz xy yz xz xy

+ +  + + + = + + +  (1)  

ម ាងរទ្យៀតតាមវសិមភាពក្សូុី 33 , , , 0u v w uvw u v w+ +    រគបាន ;  

 

3

3

3

3

3

3

x
y z x

yz

y
x z y

xz

z
x y z

xy


+ + 




+ + 



+ + 


 

បូក្វសិមភាពទាងំរនោះអងក និង អងគរគបាន : 
3 3 3

2( ) 3( )
x y z

x y z x y z
yz xz xy

+ + + + +  + +  

2 3 3x y z
x y z

yz xz xy
+ +  + +  (2) 

តាម (1) និង (2) រគបាន : 3 3

33 3
24

x y z
x y z xyz

yz xz xy
+ +  + + +   ។  

ដែូរនោះ  3 3

33 3
24

x y z
x y z xyz

yz xz xy
+ +  + + +  ។ 
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 លំហាតទ់្យ៣ី២៤     ែរំរោះ ្គប ់n  ែ ូស្រាយបរជ ក្ថ់ា    6789 4737 59 26n n n n

nA = − − + ចែក្ 

  ោែនឹ់ង2019  ជានិែច ។  

                    

.                                                          ដរំ ោះស្រាយ      

2019 3 673=   ចដល  3  និង 673  ជាែនំនួបឋម វាងគា្ន  ។  

រោយរ្រើឯក្លក្ខណោះភាព ( )1 2 2 1( )n n n n n na b a b a a b ab b− − − −− = − + ++ +      រគបាន:  

( ) ( )6789 4737 59 26 6789 4787 59 26n n n n n

AA   = − − + = − − −  

( )2 2 1 2 2 2(6789 4737) (59 26) 2052 33 3 684 11q q q q q q= − − − = − = −  ចដល 1 2,q q   

 រគទាញបាន    nA ចែក្ោែនឹ់ង 3  ។  

( ) ( )6789 59 4737 26n n n n

nA = − − −  

(3 4 3 4 3(6789 59) (4737 26) 6730 4711 673 10 7)q q q q q= − − − = − = − ចដល 3 4,q q   

រគទាញបាន    nA ចែក្ោែនឹ់ង 673  ។  

 ដែូរនោះ  រយើងសនិនោា នថា    6789 4737 59 26n n n n

nA = − − + ចែក្ោែនឹ់ង2019  ជានិែចែរំរោះ្គប ់ 

              n ។  

    លំហាត ់     រគរអាយ f ក្ណំតរ់លើ  រោយ 4 2

2

1
( ) 1

1
f x x x

x
= − + −

+
 ។  

   លំហាតទ់្យ៣ី២៥     ែ ូគណ តម្មៃ 1 2 3( ) ( ) ( ) ( )P x f x f x f x=  រោយដងឹថា 1 2 3, ,x x x  ជាឬស 

        ម្នសមីកា 3 23 2 0x x x− − + =  ។   

       

.                                                          ដរំ ោះស្រាយ      
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 គណ តម្មៃ 1 2 3( ) ( ) ( ) ( )P x f x f x f x=  

តាង 3 2( ) 3 2 0g x x x x= − − + = ។រោយដងឹថា 1 2 3, ,x x x  ជាឬសម្នសមីកា  3 23 2 0x x x− − + =  ។  

 រ ោះតាម្ទ្យើសតីបទ្យក្តាត   

រគអាែស រស  ( )( )( ) ( )( )( ) ( )
3

1 2 3 1 2 2 2

2 2

( )g x x x x x x x x x x x x x x x
−

= − − − = − − − − = − −  

រគមាន ( )( )2 4 2 6 6 6
4 2

2 2 2 2

1 1 11 1 1
( ) 1

1 1 1 1 ( 1)( 1)

x x x x x x
f x x x

x x x x x x

+ − + − + −
= − + − = = = =

+ + + + − +
 

រគបាន  

( ) ( ) ( )

( )( ( ) ( ) ( ) ( )(
( )( )

( )

( ) ( )

1 2

63 3 3

1 2 2

1

6
3

1 1

1

3

1 1

3 3

k k

k kk

k

k

k

k

k k

k k

k

P f x f x f x

x
f x P f x f x f x f x

x i x i

x

x i x i

=

= =

= =

=

=

 
   = = = = = =        − + 

 
 
 =

−  −

  



 

 

  
6[ (0)]

( ) ( )

g
P

g i g i
=

−
រោយ  g(0)=2, g(i)=-i+3-i+2=5-2 i  និង g(-i)=i+3+i+2=5+2 i  

ដែូរនោះ   64 64 64

(5 2 )(5 2 ) 25 4 29
P

i i
= = =

− + +
  ។ 

   លំហាតទ់្យ៣ី២៦ 

   រគរអាយក្រនោម ( )
1

r x x

n

x
n

r

S e r re e−

=

−= − +  ចដល x ជាែនំនួពិត  និង 0x   ។ 

  ែ ូស្រាយបញ្ជជ ក្ត់ាមវចិា ក្រំណើ នថាេលបកូ្ nx

nS ne=   ែរំរោះ្គបែ់នំនួគតវ់ជិ ជមាន n ។ 

.                                                          ដរំ ោះស្រាយ      

 ែរំរោះ x ជាែនំនួពិត និង 0x   រយើងមានក្រនោម:  

( ) ( ) ( ) ( )2

1

1 2 2
n

x x x x x xx x x xrx

n

nx

nS e r re e e e e e e e e n ne e− − − − − − − −

=

= − + = − + + − + + + − +  
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  របើ ( ) 1.

11: 1 1x x x x xn S e e e e e− −= = − + = =   ពិត  

ឧបមាថាថាវាពិតដល ់ n k=  គ ឺ ( )
1

k
kx x x kx

k

r

S e r re e ke− −

=

= − + =  

រយើង្តូវស្រាយថាវាពិតដល ់ 1n k= + រគបាន៖ 

( )
1

1

1

k
rx x x

k

r

S e r re e
+

− −

+

=

= − +  

( ) ( 1)

1

( 1) ( 1)rx x x k x x x

r

k

e r re e e k k e e− − + − −

=

 = − + + + − + +   

( )1kx x x x xkxke e e k ke e e− − −= +  + − − +  

xkx kx x k kx xke ke e e e ke= +  +  −  
( 1)( 1) ( 1) k xkx x kx x kx xke e k e k e+ + ++= + = + = +  ពិត  

ដែូរនោះ តាមវចិា ក្រំណើ នរគបាន nx

nS ne=  ្គប ់ x  ។  

   លំហាតទ្យ៣ី២៧      ែ ូបង្ហា ញថា  ( )( )log log 2 log log log 1 loga b a ab b ab a b b a b+ + − − =  

.                                                          ដរំ ោះស្រាយ      

  របៀបទ្យ១ី    

     រយើងមាន ( )( )log log 2 log log log 1a b a ab bb a b b a+ + − −   

               ln ln ln ln ln
2 1

ln ln ln ln ln ln

b a b b a

a b a a b b

  
= + + − −  

+  
 

( )2 2 ln ln ln ln lnln 2ln .ln ln ln
1

ln ln ln ln ln ln

b a b b ab a b a a

a b a a b b

+ −   + +
= −  

  +  
 

( )
2 2ln ln ln ln ln ln ln ln

1
ln ln ln ln ln ln

a b b a b a a

a b a a b b

+   + − 
= − 

  + 
 

( )

( )

2 2ln ln ln ln ln ln ln
1 1

ln ln ln ln ln ln ln
l g

ln
o a b

a b b a a b b

a b a a b b a a

+ +
=  − = − = =

  +
 



  រ ៀបរោយ:  ត ឿន សកុានយ់៉ា  និង រេង ភក្តី                                                លំហាត ់និង ដរំ ោះស្រាយគណិតវទិ្យា                                                                 

  183 

   ដែូរនោះ  ( )( )log log 2 log log log 1 loga b a ab b ab a b b a b+ + − − =  ។  

  របៀបទ្យ២ី    

  រគដងឹថា  ( )( )log log 2 log log log 1a b a ab bb a b b a+ + − −  

រគបាន :  

         
( )( )

( )( )

( ) )

log log 2 log log log 1

log log 2 1 log log 1

log log 2 (1 log log 1

a b a ab b

a b ab b

a b bab

b a b b a

b a b a

b a b a

+ + − −

= + + − −

= + + − −

 

         ( )( )log log 2 1 log 1a b abb a a= + + − −  

          
( )

2

1 1
log 2 1 1

log 1 log

log 1 log
1 1 log 1 log

log 1 log

a

a a

a a
a a

a a

b
b b

b b
b b

b b

  
= + + − −  

+  

 +  
= − = + − =    +  

 

   ដែូរនោះ    ( )( )log log 2 log log log 1 loga b a ab b ab a b b a b+ + − − =  ។  

             សមូអភយ័សុំរទាសរាលក់្ ុំសខសុឆ្កងចដលរក្ើតមាន។     

                                              ្រភពឯក្ា រយងដែូជា 
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