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ល�ំត់ទី១

េគឲយ (xn) ជស�ុីតៃនចនំនួពិតែដលកណំតេ់�យ

x1 = 1 និង xn+1 =
1√

n+ 1 + xn

+ xn

ចរូកណំតត់ទួ២ី០១៩ៃនស�ុីត (xn)។

ដំេ�ះ��យ. កណំតត់ទួ២ី០១៩ៃនស�ុីត (xn)

ជដបំូងេយ́ងនឹងបង� ញថ xn =
√
n ចេំពះ n = 1, 2, 3, . . .

េប́ n = 1 =⇒ x1 = 1 =
√
1 ពិត

េប́ n = 2 =⇒ x2 =
1√

2 + x1

+ x1 =
1√
2− 1

+ 1 =
√
2 ពិត

ឧបមថ�ពិតដល់n = k គឺ xk =
√
k ពិត

េយ́ងនឹងȯ�យថ�ពិតដល់n = k + 1 គឺ xk+1 =
√
k + 1 ?

េគមន xk+1 =
1√

k + 1 + xk

+ xk

=
1

√
k + 1 +

√
k
+
√
k

=
√
k + 1−

√
k +

√
k

=
√
k + 1 ពិត

ដចូេនះ xn =
√
n, n = 1, 2, 3, . . .

យក n = 2019 េគបន x2019 =
√
2019
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ល�ំត់ទី២
េគឲយស�ុីត (xn) កណំតេ់�យ x1 = x2 = 1 និង xn+1 = xn + xn−1 ចេំពះ n ≥ 2។

ក. ចរូបង� ញថ xk+1xk+2 − xkxk+1 = (−1)k ចេំពះ ∀k ∈ N ។
ខ.  េគ�ង arccot ជអនគុមន�៍ចសៃនអនគុមន៍ cot ។ ចរូបង� ញថ

arccotx1 − arccotx3 − arccotx5 − · · · − arccotx2011 = arccot x2012

ដំេ�ះ��យ.

ក. បង� ញថ xk+1xk+2 − xkxk+1 = (−1)k ចេំពះ ∀k ∈ N

ចេំពះ k = 1 : x2x3 − x1x4 = 1× 2− 1× 3 = −1 = (−1)1 ពិត
ឧបមថ�ពិតរហូតដល់k = p េគបន xp+1xp+2 − xpxp+3 = (−1)p ពិត
េយ́ងនឹងបង� ញថ�ពិតរហូតដល់k = p+ 1 ; xp+2xp+3 − xp+1xp+4 = (−1)p+1 ?
េគបន

xp+2xp+3 − xp+1xp+4 = xp+2(xp+2 + xp+1)− xp+1(xp+3 + xp+2)

= x2
p+2 + xp+1xp+2 − xp+1xp+3 − xp+1xp+2

= x2
p+2 − xp+1(xp+1 + xp+2)

= x2
p+2 − xp+1xp+2 − x2

p+1

= (xp+2 − xp+1)(xp+2 + xp+1)− xp+1xp+2

= xpxp+3 − xp+1xp+2

= −(xp+1xp+2 − xpxp+3)

= (−1)(−1)p

= (−1)p+1 ពិត

ដចូេនះ xk+1xk+2 − xkxk+3 = (−1)k ∀k ∈ N

ខ.  បង� ញថ arccotx1 − arccotx3 − arccotx5 − · · · − arccotx2011 = arccot x2012

េគមន arccot ជអនគុមន�៍ចសៃនអនគុមន៍ cot េគបន
a = cotα =⇒ α = arccot a

b = cot β =⇒ β = arccot b

េហ́យ cot(α− β) =
cotα cot β + 1

cot β − cotα
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=⇒ α− β = arccot

(
cotα cot β + 1

cot β − cotα

)
=⇒ arccot a− arccot b = arccot

(
ab+ 1

b− a

)
យក a = x2i, b = x2i+1 េគបន

arccotx2i − arccotx2i+1 = arccot

(
x2ix2i+1

x2i+1 − x2i

)
(∗)

េគមន xn+1 = xn + xn−1 =⇒ x2i+1 = x2i − x2i−1

=⇒ x2i+1 − x2i = x2i−1

េហ́យ xk+1xk+2 − xk + xk+3 = (−1)k =⇒ x2ix2i+1 − x2i−1 + x2i+2 = (−1)2i−1 = −1

=⇒ x2ix2i+1 + 1 = x2i−1x2i+2

�ម (∗) េគបន

arccotx2i − arccotx2i+1 = arccot

(
x2i−1x2i+2

x2i−1

)
= arccot x2i+2

េប́ i = 1, arccotx1 − arccotx3 = arccot x4 ;x1 = x2

េប́ i = 2, arccotx4 − arccotx5 = arccot x6

−−−−−−−−−−−−−−−−−

េប́ i = 1005, arccotx2010 − arccotx2011 = arccot x2012

បូកអងគនិងអងគ េគបន

arccotx1 − arccotx3 − arccotx5 − · · · − arccotx2011 = arccot x2012

ដចូេនះ arccotx1 − arccotx3 − arccotx5 − · · · − arccotx2011 = arccot x2012
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ល�ំត់ទី៣
េគឲយស�ុីត (Un) កណំតេ់�យ U1 = U2 = 1 និង Un+1 = Un + Un−1, n ≥ 2 ។
បង� ញថ U2011U2012 − U2010U2013 = 1 និង U1042012U1042013 − U1042011U1042014 = −1

ដំេ�ះ��យ.
បង� ញថ U2011U2012 − U2010U2013 = 1 និង U1042012U1042013 − U1042011U1042014 = −1

ជដបំូងេយ́ងនឹងបង� ញថ

Un+1Un+2 − UnUn+3 = (−1)n, ∀n ∈ N

េប́ n = 1 : U2U3 − U1U4 = 1× 2− 1× 3 = −1 = (−1)1 ពិត
ឧបមថ�ពិតរហូតដល់n = p េគបន Up+1Up+2 − UpUp+3 = (−1)p ពិត
េយ́ងនឹងបង� ញថ�ពិតរហូតដល់n = p+ 1 ; Up+2Up+3 − Up+1Up+4 = (−1)p+1 ?
េគបន

Up+2Up+3 − Up+1Up+4 = Up+2(Up+2 + Up+1)− Up+1(Up+3 + Up+2)

= U2
p+2 + Up+1Up+2 − Up+1Up+3 − Up+1Up+2

= U2
p+2 − Up+1(Up+1 + Up+2)

= U2
p+2 − Up+1Up+2 − U2

p+1

= (Up+2 − Up+1)(Up+2 + Up+1)− Up+1Up+2

= UpUp+3 − Up+1Up+2

= (−1)(Up+1Up+2 − UpUp+3)

= (−1)(−1)p

= (−1)p+1 ពិត

ដចូេនះ Un+1Un+2 − UnUn+3 = (−1)n ∀n ∈ N

េប́ n = 2010, U2011U2012 − U2010U2013 = (−1)2010 = 1

េប́ n = 1042011, U1042012U1042013 − U1042011U1042014 = (−1)1042011 = −1
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ល�ំត់ទី៤
េគឲយស�ុីត (xn) កណំតេ់�យ x1 = x2 = 1 និង xn+1 = xn + xn−1, n ≥ 2។ ស�ុីត
(yn) កណំតេ់�យ yn = |xn+4xn−2 − xn+2xn| ចេំពះ n ≥ 3។ ស�ុីត (zn) កណំតេ់�យ
zn − 9 = 4xn−2xnxn+2xn+4 ចេំពះ n ≥ 3។
ក. ចរូបង� ញថ (yn) ជស�ុីតេថរចេំពះ n ≥ 3។ រចួទញរកតៃម�ៃនតួ y3042011។

ខ. ចរូបង� ញថ (zn) តនីួមួយៗជកេរ�˨កដ។

ដំេ�ះ��យ.

ក. បង� ញថ (yn) ជស�ុីតេថរចេំពះ n ≥ 3

េគ�ចសរេសរ yn =|xn+4xn−2 − xn+2xn|

=|(xn+3 + xn+2)xn−2 − xn+2xn|

=|xn+3xn−2 + xn+2xn−2 − xn+2xn|

=|xn+3xn−2 + xn+2(xn−2 − xn)|

=|xn+3xn−2 − xn+2xn−1|

=|xn+3(xn−1 − xn−3)− xn+2xn−1|

=| − xn+3xn−3 + xn−1xn+3 − xn+2xn−1|

=| − xn+3xn−3 + xn−1(xn+3 − xn+2)|

=| − xn+3xn−3 + xn−1xn+1|

=|xn+3xn−3 − xn+1xn−1|

=yn−1 េថរ

ដចូេនះ (yn) ជស�ុីតេថរ
ទញរកតៃម�ៃនតួ y3042011
�មស�មយខងេល́ (yn) ជស�ុីតេថរចេំពះ n ≥ 3 េគបន
yn = yn−1 = · · · = y3042011 = · · · = y3 = |x7x1 − x5x3| = |13× 1− 5× 2| = 3

ដចូេនះ y3042011 = 3

ខ. បង� ញថ (zn) តនីួមួយៗជកេរ�˨កដ
េគមន yn = · · · = y3 = 3 = |xn+4xn−2 − xn+2xn|
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=⇒ xn+4xn−2 − xn+2xn = ±3

=⇒ xn+4xn−2 = ±3 + xn+2xn

េហ́យ zn − 9 = 4xn−2xnxn+2xn+4 េគបន

zn = 4xn+2xn(±3 + xn+2xn) + 9

= ±12xn+2xn + 4x2
n+2x

2
n + (±3)2

= (2xn+2xn ± 3)2

ដចូេនះ zn = (2xn+2xn ± 3)2 តនីួមួួយៗជកេរ�˨កដ

ល�ំត់ទី៥
េគមន f(x) =

x√
1 + x

,∀x ∈ R ។ ចរូកណំតរ់ក (fofo . . . of)︸ ︷︷ ︸
2013ដង

(x)។

ដំេ�ះ��យ. កណំតរ់ក (fofo . . . of)︸ ︷︷ ︸
2013ដង

(x)

រេបȢបទ១ី េគមន f(x) =
x√

1 + x2

េគ�ចសរេសរ

(fof)(x) = f [f(x)] =
f(x)√

1 + f 2(x)
=

x√
1 + x2√

1 +
x2

1 + x2

=
x√

1 + 2x2

ឧបមថ�ពិតដល់n គឺ (fofo . . . of)︸ ︷︷ ︸
nដង

(x) = fn(x) =
x√

1 + nx2
ពិត

េយ́ងនឹងȯ�យថ�ពិតរហូតដល់n+ 1 គេឺយ́ង�តȪវបង� ញថ

(fofo . . . of)︸ ︷︷ ︸
(n+1)ដង

(x) = fn+1(x) =
x√

1 + (1 + n)x2

េគ�ចសរេសរ
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(fofo . . . of)︸ ︷︷ ︸
(n+1)

(x) = f [fn(x)] =
fn(x)√
1 + f 2

n(x)
=

x√
1 + nx2√

1 +
x2

1 + nx2

=
x√

1 + (n+ 1)x2
ពិត

ដចូេនះ (fofo . . . of)︸ ︷︷ ︸
nដង

(x) = fn(x) =
x√

1 + nx2

យក n = 2013 េគបន (fofo . . . of)︸ ︷︷ ︸
2013ដង

(x) = f2013(x) =
x√

1 + 2013x2

រេបȢបទ២ី �ងស�ុីតជំនយួ

a1 =f(x)

a2 =(fof)(x) = f(a1) =
a1√
1 + a21

a3 =(fofof)(x) = f(a2) =
a2√
1 + a22

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an =f(an−1) =
an−1√
1 + a2n−1

េគ�ចសរេសរ

an+1 =
an√
1 + a2n

⇐⇒ 1

a2n+1

=
1 + a2n
a2n

=⇒ 1

a2n+1

− 1

a2n
= 1

�ង bn =
1

a2n
; b1 =

1

a21
=

1 + x2

x2

េគបន bn+1 − bn = 1

ដចូេនះ (bn) ជស�ុីតនព�ន�ែដលមនផលសងរមួ d = 1 និងតទួ១ី b1 =
1 + x2

x2
េគបន

bn = b1 + (n− 1)d = 1 +
1

x2
+ n− 1 = n+

1

x2
=

nx2 + 1

x2

ែត bn =
1

a2n
=⇒ a2n =

1

bn
=

x2

1 + nx2

ដចូេនះ (fofo . . . of)︸ ︷︷ ︸
nដង

(x) = an =
x√

1 + nx2

យក n = 2013 េគបន (fofo . . . of)︸ ︷︷ ︸
2013ដង

(x) = a2013 =
x√

1 + 2013x2
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ល�ំត់ទី៦

េគឲយអនគុមន៍ f(x) = x3 + 9x+ 6

3x2 + 6x+ 7
។ ចរូគណន fn(x) = (fofo . . . of)︸ ︷︷ ︸

nដង
(x)។

ដំេ�ះ��យ. គណន fn(x) = (fofo . . . of)︸ ︷︷ ︸
nដង

(x)

�ងស�ុីតជំនយួ a1 =f(x)

a2 =(fof)(x) = f(a1)

a3 =(fofof)(x) = f(a2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an =f(an−1)

េគ�ចសរេសរ an+1 = f(an) =
a3n + 9an + 6

3a2n + 6an + 7

មនសមីករសមគ ល ់ r = r3 + 9r + 6

3r2 + 6r + 7

⇐⇒ 3r3 + 6r2 + 7r − r3 − 9r − 6 = 0

⇐⇒ 2r3 + 6r2 − 2r − 6 = 0

⇐⇒ r3 + 3r2 − r − 3 = 0

⇐⇒ r2(r + 3)− (r + 3) = 0

⇐⇒ (r + 3)(r2 − 1) = 0

=⇒ r = −3, r = 1, r = −1

�ងស�ុីតជំនយួ bn =
an + 3

an − 1
⇐⇒ bn+1 =

an+1 + 3

an+1 − 1

=

a3n + 9an + 6

3a2n + 6an + 7
+ 3

a3n + 9an + 6

3a2n + 6an + 7
− 1

=
a3n + 9a2n + 27an + 27

a3n − 3a2n + 3an − 1

=

(
an + 3

an − 1

)3

= b3n =⇒ ln bn+1 = 3 ln bn (∗)
�ង cn = ln bn �ម (∗) េគបន cn+1 = 3cn

េនះ (cn) ជស�ុីតធរណីម�តែដលផលេធȢបរមួ q = 3 និង តទួ១ី
c1 = ln b1 = ln

(
a1 + 3

a1 − 1

)
= ln

(
x+ 3

x− 1

)3

េរȢបេរȢងេ�យគរនិុស�តិ �ន គន់ ទពំរ័ ៨
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cn = c1q
n−1 = 3n−1 ln

(
x+ 3

x− 1

)3

= ln

(
x+ 3

x− 1

)3n

ែត cn = ln bn =⇒ bn =

(
x+ 3

x− 1

)3n

មយ៉ងេទȢត bn =
an + 3

an − 1
=⇒ an =

bn + 3

bn − 1
=

(
x+ 3

x− 1

)3n

+ 3(
x+ 3

x− 1

)3n

− 1

ដចូេនះ fn(x) =
(x+ 3)3

n
+ 3(x− 1)3

n

(x+ 3)3n − (x− 1)3n

ល�ំត់ទី៧

�ង u0, u1, . . . , un ជស�ុីតៃនចនំនួពិតែដលបំេពញទនំកទ់នំង (3−un+1)(6+un) = 18

និង u0 = 3 ។ ចរូគណន
2011∑
k=0

1

uk

។

ដំេ�ះ��យ. គណន
2011∑
k=0

1

uk

េគមន (3− un+1)(6 + un) = 18

⇐⇒ 18 + 3un − 6un+1 − unun+1 = 18

⇐⇒ 3un − 6un+1 − unun+1 = 0

⇐⇒ 3

un+1

− 6

un

− 1 = 0 (∗)

�ង vn =
1

un

េនះ v0 =
1

u0

=
1

3
�ម (∗) េគបន 3vn+1 − 6vn − 1 = 0 (1)

មនសមីករសមគ ល ់ 3c− 6c− 1 = 0 (2) =⇒ c = −1

3

យក (1)− (2) េគបន 3(vn+1)− 6(vn − c) = 0 =⇒ vn+1 +
1

3
= 2

(
vn +

1

3

)
(∗∗)

�ង wn = vn +
1

3
; w0 = v1 +

1

3
=

2

3
�ម (∗∗) េគបន wn+1 = 2wn

េនះ (wn) ជស�ុីតធរណីម�តែដលមន q = 2 និងតទួ១ី w0 =
2

3

េនះ wn = w0q
n =

2

3
× 2n =

2n+1

3

េរȢបេរȢងេ�យគរនិុស�តិ �ន គន់ ទពំរ័ ៩



លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

ែត wn = vn +
1

3
=⇒ vn =

2n+1 − 1

3

េហ́យ 1

un

= vn =
2n+1 − 1

3
=⇒

2011∑
k=0

1

uk

=
1

3

2011∑
k=0

(2k+1 − 1)

=
1

3
(2 + 22 + · · ·+ 22012 − 2012)

=
1

3

(
2× 22012 − 1

2− 1
− 2012

)
=
1

3
(22013 − 2014)

ដចូេនះ
2011∑
k=0

1

uk

=
1

3
(22013 − 2014)

ល�ំត់ទី៨

េគ�ង f0(x) =
1

1− x
និង fn(x) = f0(fn−1(x)), n = 1, 2, . . . ។ គណន f2012(2012)។

ដំេ�ះ��យ. គណន f2012(2012)

េគមន fn(x) = f0(fn−1(x))

េប́ n = 1 េនះ f1(x) = f0(f0(x)) =
1

1− f0(x)
=

1

1− 1

1− x

=
x− 1

x

េប́ n = 2 េនះ f2(x) = f0(f1(x)) =
1

1− f1(x)
=

1

1− x− 1

x

= x

េប́ n = 3 េនះ f3(x) = f0(f2(x)) =
1

1− f2(x)
=

1

1− x
= f0(x)

ជទេូទ f0(x) = f3(x) = · · · = f3k(x) =
1

1− x

f1(x) = f4(x) = · · · = f3k+1(x) =
x− 1

x

f2(x) = f5(x) = · · · = f3k+2(x) = x

េ�យ 2012 = 3× 670 + 2 េគបន f2012(x) = x

ដចូេនះ f2012(2012) = 2012

េរȢបេរȢងេ�យគរនិុស�តិ �ន គន់ ទពំរ័ ១ ០



លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

ល�ំត់ទី៩

េគ�ង f : N× N −→ N ជអនគុមនែ៍ដលេផទȣងផទ ត់
f(1, 1) = 2, f(m+ 1, n) = f(m,n) +m និង f(m,n+ 1) = f(m,n)− n,∀m,n ∈ N។
ចរូរក�គបគ់ូ (p, q) ែដលេផទȣងផទ ត់ f(p, q) = 2013 ។

ដំេ�ះ��យ. រក�គបគ់ូ (p, q) ែដលេផទȣងផទ ត់ f(p, q) = 2013

េគមន f(m,n+ 1) = f(m,n)− n

យក m = 1 េគបន f(1, n+ 1) = f(1, n)− n

f(1, n) = f(1, n− 1)− (n− 1)

f(1, n− 1) = f(1, n− 2)− (n− 2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f(1, 3) = f(1, 2)− 2

f(1, 2) = f(1, 1)− 1

បូកអងគនិងអងគ េគបន
f(1, n) = f(1, 1)− (1 + 2 + · · ·+ (n− 1)) = 2− n(n− 1)

2

មយ៉ងេទȢត f(m+ 1, n) = f(m,n) +m េគបន

f(m,n) = f(m− 1, n) + (m− 1)

f(m− 1, n) = f(m− 2, n) + (m− 2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f(3, n) = f(2, n) + 2

f(2, n) = f(1, n) + 1

បូកអងគនិងអងគ េគបន
f(m,n) = f(1, n) + (1 + 2 + · · ·+ (m− 1)) = 2− n(n− 1)

2
+

m(m− 1)

2

f(p, q) = 2− q(q − 1)

2
+

p(p− 1)

2

េរȢបេរȢងេ�យគរនិុស�តិ �ន គន់ ទពំរ័ ១ ១



លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

ែតf(p, q) = 2013 ⇐⇒ p2 − p

2
− q2 − q

2
= 2011

⇐⇒ (p− q)(p+ q)− (p− q) = 2011× 2

⇐⇒ (p− q)(p+ q − 1) = 1× 4022 = 2× 2011

=⇒

p− q = 1

p+ q − 1 = 4022

=⇒ p = 2012, q = 2011

=⇒

p− q = 2

p+ q − 1 = 2011

=⇒ p = 1007, q = 1005

ដចូេនះ (p, q) = {(2012, 2011), (1007, 1005)}

ល�ំត់ទី១០

េគមនស�ុីត៖


u0 = 4, v0 = 2

un+1 =
3

4
un −

1

4
vn,∀n ∈ N

vn+1 =
3

4
vn −

1

4
un

ក. ចេំពះ�គប់ n ជចនំនួគតម់ិនអវជɣ ជមន េគយក wn = un + vn ។
ចរូបង� ញថ (wn) ជស�ុីតធរណីម�ត។

ខ. គណនផលបូក Sn = w0 + w1 + · · ·+ wn ។ រចួទញរក lim
n→+∞

Sn។

គ. ចរូȯ�យបȦជ កថ់ xn = un−vn ជស�ុីតេថរចេំពះ�គប់ n។ រចួទញរកតៃម� xn។

ឃ.  ចរូគណន un និង vn ជអនគុមនៃ៍ន n។ រចួទញរកតៃម� lim
n→+∞

un និង lim
n→+∞

vn។

ដំេ�ះ��យ.

ក. បង� ញថ (wn) ជស�ុីតធរណីម�ត
un+1 =

3

4
un −

1

4
vn (1)

vn+1 =
3

4
vn −

1

4
un (2)

េរȢបេរȢងេ�យគរនិុស�តិ �ន គន់ ទពំរ័ ១ ២



លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

យក (1) + (2) េគបន un+1 + vn+1 =
2

4
un +

2

4
vn =

1

2
(un + vn) =⇒ wn+1 =

1

2
wn

េនះ (wn) ជស�ុីតធរណីម�តែដលមនផលេធȢបរមួ q =
1

2
និងតទួ១ី w0 = u0 + v0 = 6

ខ. គណនផលបូក Sn = w0 + w1 + · · ·+ wn

េ�យ (wn) ជស�ុីតធរណីម�តេនះេគបន

Sn = w0 + w1 + · · ·+ wn =
w0(q

n+1 − 1)

q − 1

=

6

((
1

2

)n+1

− 1

)
1

2
− 1

=12

(
1−

(
1

2

)n+1
)

ទញរក lim
n→+∞

Sn

lim
n→+∞

Sn = lim
n→+∞

12

(
1−

(
1

2

)n+1
)

= 12

ដចូេនះ Sn = 12

(
1−

(
1

2

)n+1
)
, lim
n→+∞

Sn = 12

គ. ȯ�យបȦជ កថ់ xn = un − vn ជស�ុីតេថរចេំពះ�គប់ n
យក (1)− (2) េគបន
un+1 − vn+1 = un − vn ⇐⇒ xn+1 = xn

េនះ (xn) ជស�ុីតេថរ
ទញរកតៃម� xn

េ�យ (xn) ជស�ុីតេថរ េគបន
xn = xn−1 = · · · = x0 = u0 − v0 = 2

ដចូេនះ xn = 2

ឃ.  គណន un និង vn ជអនគុមនៃ៍ន n

េរȢបេរȢងេ�យគរនិុស�តិ �ន គន់ ទពំរ័ ១ ៣



លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

�មស�មយខងេល́េគបន

un + vn =

6

2n
(3)

un − vn = 2 (4)

យក (3) + (4) េគបន 2un =
6

2n
+ 2 =⇒ un =

3

2n
+ 1

យក (3− (4) េគបន 2vn =
6

2n
− 2 =⇒ vn =

3

2n
− 1

ទញរកតៃម� lim
n→+∞

un និង lim
n→+∞

vn

lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

(
3

2n
+ 1

)
= 1

និង lim
n→+∞

vn = lim
n→+∞

(
3

2n
− 1

)
= −1

ដចូេនះ lim
n→+∞

un = 1, lim
n→+∞

vn = −1

ល�ំត់ទី១១

េគឲយវធɣបីេងកត́ដចូខងេ�កមជមួយប�� គបូេកន́េឡ́ង ១០០ដងៃនចនំនួគបូ។

1ȯសទប់

1គបូ

2ȯសទប់

4 គបូ

3ȯសទប់

10គបូ

ចរូរកចនំនួȯសទបែ់ដល�តȪវបេងកត́។

េរȢបេរȢងេ�យគរនិុស�តិ �ន គន់ ទពំរ័ ១ ៤



លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

ដំេ�ះ��យ. រកចនំនួȯសទបែ់ដល�តȪវបេងកត́
�ង un ជȯសទបទ់ី n
េយ́ងពិនិតយេឃ́ញថȯសទប�់ច�ងដចូខងេ�កម
u1 =

1× 2

2

u2 =
1× 2

2
+

2× 3

2

u3 =
1× 2

2
+

2× 3

2
+

3× 4

2
...............................................................

un =
1× 2

2
+

2× 3

2
+

3× 4

2
+ · · ·+ n(n+ 1)

2

=
1

2
(12 + 22 + · · ·+ n2 + 1 + 2 + · · ·+ n)

=
1

2

(
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+

n(n+ 1)

2

)
=

1

12
n(n+ 1)(2n+ 1 + 3)

=
1

6
n(n+ 1)(n+ 2)

ដចូេនះ េដម́បឲីយផលបូកចនំនួគបូ un េកន́ 100 ចនំនួȯសទបគ់ឺ n(n+ 1)(n+ 2)

6
= 100n

=⇒ n2 + 3n− 598 = 0 =⇒ n = 23, n = −26 < 0

ដចូេនះ ចនំនួȯសទបគ់ឺ n = 23

េរȢបេរȢងេ�យគរនិុស�តិ �ន គន់ ទពំរ័ ១ ៥



លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

ល�ំត់ទី១២
េគឲយស�ុីត (xn) មួយកណំត់េ�យ x1 = 1 និង xn+1 = 1 + xnxn−1 . . . x2x1 ចេំពះ
n = 1, 2, 3 . . . ។ េគ�ង Sn =

n∑
k=1

1

xk

។ ចរូគណន lim
n→+∞

Sn។

ដំេ�ះ��យ. គណន lim
n→+∞

Sn

េគមន xn+1 = 1 + x1x2 . . . xn

⇐⇒ xn+1 − 1 = xn(x1x2 . . . xn−1 + 1− 1)

⇐⇒ xn+1 − 1 = xn(xn − 1)

⇐⇒ 1

xn+1 − 1
=

1

xn(xn − 1)

⇐⇒ 1

xn+1 − 1
=

1

xn − 1
− 1

xn

=⇒ 1

xn

=
1

xn − 1
− 1

xn+1 − 1

=⇒ 1

xk

=
1

xk − 1
− 1

xk+1 − 1

េហ́យ Sn =
n∑

k=1

1

xk

=
1

x1

+
n∑

k=2

1

xk

=
1

x1

+
n∑

k=2

(
1

xk − 1
− 1

xk+1 − 1

)
=

1

x1

+
1

x2 − 1
− 1

xn+1 − 1

=2− 1

xn+1 − 1
េ�ពះ x1 = 1, x2 = 1 + x1 = 2

ែត xn+1 − 1 = x1x2 . . . xn > x1(1 + x1)
n−1 = 2n−1

lim
n→+∞

2n−1 = +∞ េនះ lim
n→+∞

(xn+1 − 1) = +∞

=⇒ 1

xn+1 − 1
= 0

ដចូេនះ lim
n→+∞

Sn = 2

េរȢបេរȢងេ�យគរនិុស�តិ �ន គន់ ទពំរ័ ១ ៦



លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

ល�ំត់ទី១៣

េគឲយអនគុមន៍ f(x, y) មួយេផទȣងផទ តល់កខខណ� បីខងេ�កមចេំពះ �គបច់នំនួគតមិ់ន
អវជɣ ជមន x និង y:

(i) f(0, y) = 1 + y

(ii) f(x+ 1, 0) = f(x, 1)

(iii) f(x+ 1, y + 1) = f(x, f(x+ 1, y))

ក. ចរូគណន f(1, n), f(2, n), f(3, n) ជអនគុមនៃ៍ន n។
ខ. ចរូគណន f(4, 2013) ។

ដំេ�ះ��យ.

ក. គណន f(1, n), f(2, n), f(3, n) ជអនគុមនៃ៍ន n

(iii) : f(x+ 1, y + 1) = f(x, f(x+ 1, y))

យក x = 0, y = n− 1 េគបន f(1, n) = f(0, f(1, n− 1)) = 1 + f(1, n− 1) �ម (i)
�ង an = f(1, n) េគបន
an − an−1 = 1

េនះ (an) ជស�ុីតនព�ន�ែដលមន d = 1 និងតទួ១ី
a0 = f(1, 0) = f(0, 1) = 2 �ម (ii)
an = a0 + nd = 2 + n

ដចូេនះ f(1, n) = an = n+ 2

�ម (iii) យក x = 1, y = n− 1 េគបន f(2, n) = f(1, f(2, n− 1)) = 2 + f(2, n− 1)

�ង bn = f(2, n) េគបន
bn − bn−1 = 2

េនះ (bn) ជស�ុីតនព�ន�ែដលមន d = 2 និងតទួ១ី
b0 = f(2, 0) = f(1, 1) = 1 + 2 = 3 �ម (ii)
bn = b0 + nd = 3 + 2n

ដចូេនះ f(2, n) = bn = 2n+ 3

�ម (iii) យក x = 2, y = n− 1 េគបន f(3, n) = f(2, f(3, n− 1)) = 3 + 2f(3, n− 1)

�ង cn = f(3, n) េគបន
cn − 2cn−1 = 3 ⇐⇒ cn + 3 = 2(cn−1 + 3)

េនះ (cn + 3) ជស�ុីតធរណីម�តែដលមន q = 2 និងតទួ១ី

េរȢបេរȢងេ�យគរនិុស�តិ �ន គន់ ទពំរ័ ១ ៧



លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

c0 + 3 = f(3, 0) + 3 = f(2, 1) + 3 = 2 + 3 + 3 = 8 �ម (ii)
cn + 3 = (c0 + 3)qn =⇒ cn = 8× 2n − 3 = 2n+3 − 3

ដចូេនះ f(3, n) = cn = 2n+3 − 3

ខ. គណន f(4, 2013)

�ម (iii) យក x = 3, y = n− 1 េគបន f(4, n) = f(3, f(4, n− 1)) = 23+f(4,n−1) − 3

f(4, 0) = f(3, 1) = 24 − 3 = 22
2 − 3 មននិទស�ន�2 ចនំនួ 0 + 2 ដង

f(4, 1) = 23+f(4,0) == 22
22 − 3 មននិទស�ន�2 ចនំនួ 1 + 2 ដង

..................................................................................

f(4, n) = 22
···2 − 3 មននិទស�ន�2 ចនំនួ n+ 2 ដង

យក n = 2013 េនះ

f(4, 2013) = 22
2···

2

− 3 មននិទស�ន�2 ចនំនួ 2013 + 2 ដង

ដចូេនះ f(4, 2013) = 22
2···

2

− 3 មននិទស�ន�2 ចនំនួ 2015 ដង

ល�ំត់ទី១៤

េគមនស�ុីតចនំនួពិត (un) ែដលកណំតេ់�យ u1 =
1

2
និង un =

2n− 3

2n
un−1 ចេំពះ

n = 1, 2, . . .។ ចរូបង� ញថ u1 + u2 + · · ·+ un < 1 ចេំពះ�គបច់នំនួគតវ់ជɣ ជមន n។

ដំេ�ះ��យ. បង� ញថ u1 + u2 + · · ·+ un < 1 ចេំពះ�គបច់នំនួគតវ់ជɣ ជមន n

េគមន un =
2n− 3

2n
un−1

⇐⇒ 2nun = 2nun−1 − 3un−1

⇐⇒ 2(n− 1)un−1 − 2nun = un−1

⇐⇒ 2(k − 1)uk−1 − 2kuk = uk−1

េរȢបេរȢងេ�យគរនិុស�តិ �ន គន់ ទពំរ័ ១ ៨



លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

យក k = 2, 3, . . . , n

u1 = 2u1 − 4u2

u2 = 4u2 − 6u3

......................

un = 2nun − (2n+ 2)un+1

បូកអងគនិងអងគេគបន
u1 + u2 + · · ·+ un = 1− 2(n+ 1)un+1

េ�យ un > 0 ចេំពះ�គបច់នំនួគតវ់ជɣ ជមន េគបន u1 + u2 + · · ·+ un < 1, ∀n ∈ N

ល�ំត់ទី១៥
េគឲយស�ុីតចនំនួគតរ់ុ�xទបី un កណំតេ់�យ u1 = 1, u2 = 1, u3 = −1 និង un =

un−1 × un−3 ចេំពះ n ≥ 4។ ចរូគណនៃមភមួួយតដួបំូងនិងតទួី 2013។

ដំេ�ះ��យ. គណនៃមភមួួយតដួបំូងនិងតទួី 2013
េគមន
u1 = 1

u2 = 1

u3 = −1

u4 = u3 × u1 = 1× (−1) = −1

u5 = u4 × u2 = (−1)× (1) = −1

u6 = u5 × u3 = (−1)× (−1) = 1

u7 = u6 × u4 = 1× (−1) = −1

u8 = u7 × u5 = (−1)× (−1) = 1

េគបន
u9 = −1, u10 = −1, u11 = −1, u12 = −1, u13 = 1, u14 = −1, u15 = −1, u16 = 1

, u17 = −1, u18 = −1, u19 = −1, u20 = −1, u21 = 1

េគបន (un) ជស�ុីតខបួែដលខបួនីមួយៗេស˟ˊនឹង 7

េហ́យ 2013 = 7× 287 + 4 េនះបȦជ កថ់ u2013 ជតទួី 4 េǷកនុងខបួទី 287។
ដចូេនះ u2013 = −1

េរȢបេរȢងេ�យគរនិុស�តិ �ន គន់ ទពំរ័ ១ ៩



លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

ល�ំត់ទី១៦

េគឲយអនគុមន៍ g(x) េផទȣងផទ ត់ g(x)+g(y) = g(x+y)−xy−1 ែដល x, y ជចនំនួពិត។
េប́ g(1) = 1 ចរូរក�គបច់នំនួគត់ n ែដល n ∈ Z និង n ̸= 1 ែដល g(n) = n។

ដំេ�ះ��យ. រក�គបច់នំនួគត់ n ែដល n ∈ Z និង n ̸= 1 ែដល g(n) = n

េគមន g(x) + g(y) = g(x+ y)− xy − 1

យក x = k, y = 1 េគបន g(k + 1)− g(k) = g(1) + k + 1 = k + 2

េប́ k = 1 េនះ g(2)− g(1) = 3

េប́ k = 2 េនះ g(3)− g(2) = 4

េប́ k = 3 េនះ g(4)− g(3) = 5

.................................................

េប́ k = n− 1 េនះ g(n)− g(n− 1) = n+ 1

បូកអងគនិងអងគ េគបន g(n)− g(1) =1 + 2 + · · ·+ (n+ 1)− 3

=
(n+ 1)(n+ 2)

2
− 3

នឲំយ g(n) = n2 + 3n+ 2

2
− 2

ែត g(n) = n ⇐⇒n2 + 3n+ 2

2
− 2 = n

⇐⇒n2 + 3n− 2− 4 = 2n

⇐⇒n2 + n− 2 = 0

=⇒n = −2 េ�ពះ n ̸= 1

ដចូេនះ n = −2

េរȢបេរȢងេ�យគរនិុស�តិ �ន គន់ ទពំរ័ ២ ០



លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

ល�ំត់ទី១៧
េគឲយស�ុីត (un) កណំតេ់�យ


u1 = 2

un+1 =
u2
n + 2013un

2014
,∀n ∈ N∗

េហ́យ Sn ជស�ុីតកណំតេ់�យ Sn =
n∑

k=1

uk

uk+1 − 1
។ ចរូគណន lim

n→+∞
Sn។

ដំេ�ះ��យ. គណន lim
n→+∞

Sn

េគមន un+1 =
u2
n + 2013un

2014
= un +

un(un − 1)

2014
េ�យ u1 = 2 េគទញបន 2 = u1 < u2 < · · · < un

េនះបȦជ កថ់ (un) ជស�ុីតម៉ូណូតនូេកន́
ឧបមថ lim

n→+∞
un = l (l > 2) េគបន

lim
n→+∞

un+1 = lim
n→+∞

u2
n + 2013un

2014
⇐⇒ l =

l2 + 2013l

2014

=⇒ l = 0, l = −1 មិនយកេ�ពះ(l > 2)

េនះ (un) ជស�ុីតមិនទលេ់ល́ នឲំយលីមីត lim
n→+∞

un = +∞, lim
n→+∞

1

un

= 0

មយ៉ងេទȢត un+1 =
u2
n + 2013un

2014
⇐⇒2014(un+1 − un)

un − 1
= un

⇐⇒ 2014(un+1 − un)

(un − 1)(un+1 − 1)
=

un

un+1 − 1

⇐⇒2014(un+1 − 1− (un − 1))

(un − 1)(un+1 − 1)
=

un

un+1 − 1

⇐⇒2014

(
1

un − 1
− 1

un+1 − 1

)
=

un

un+1 − 1

⇐⇒
n∑

k=1

uk

uk+1 − 1
= 2014

n∑
k=1

(
1

uk − 1
− 1

uk+1 − 1

)

េរȢបេរȢងេ�យគរនិុស�តិ �ន គន់ ទពំរ័ ២ ១



លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

⇐⇒
n∑

k=1

uk

uk+1 − 1
= 2014

(
1

u1 − 1
− 1

un+1 − 1

)
⇐⇒

n∑
k=1

uk

uk+1 − 1
= 2014

(
1− 1

un+1 − 1

)
⇐⇒Sn = 2014

(
1− 1

un+1 − 1

)

េ�យ lim
n→+∞

(un+1 − 1) = +∞ =⇒ lim
n→+∞

1

un+1 − 1
= 0

ដចូេនះ lim
n→+∞

Sn = 2014

ល�ំត់ទី១៨

ចេំពះ�គបត់ៃម�ៃនចនំនួគត់ n ស�ុីតមួយកណំតដ់ចូខងេ�កម

u0 = 0, u2n = un, u2n+1 = 1− un

ចរូកណំតត់ៃម�ៃន u1998។

ដំេ�ះ��យ. កណំតត់ៃម�ៃន u1998

u1998 =u999 = u2×499+1 = 1− u499

=1− u2×249+1 = 1− 1 + u249 = u249

=u2×124+1 = 1− u124 = 1− u2×62

=1− u62 = 1− u2× 31 = 1− 1 + u31

=1− u2×15+1 = 1− 1 + u15 = u15

=u2×7+1 = 1− u7 = 1− u2×3+1

=1− 1 + u3 = u3 = u2×1+1 = 1− u1

=1− u2×0+1 = 1− 1− u0 = u0 = 0

ដចូេនះ u1998 = 0

េរȢបេរȢងេ�យគរនិុស�តិ �ន គន់ ទពំរ័ ២ ២



លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

ល�ំត់ទី១៩
ចរូេ�ះȯ�យ�˪ពន័ធសមីករ ax+ by = c

dx+ ey = f

ែដល a, b, c, d, e, f គជឺតេួរȢងគន ៃនស�ុីតនព�ន�និងមនផលសងរមួមិនសនូយ។

ដំេ�ះ��យ. េ�ះȯ�យ�˪ពន័ធសមីករ
ax+ by = c (1)

dx+ ey = f (2)

យក e× (1)− b× (2) េគបន (ae− bd)x = ce− bf =⇒ x =
ce− bf

ae− bd

យក d× (1)− a× (2) េគបន (−ae+ bd)y = cd− af =⇒ y =
cd− af

bd− ae

េ�យ a, b, c, d, e, f ជតេួរȢងគន ៃនស�ុីតនព�ន� េគបន
b = a+ t, c = a+ 2t, d = a+ 3t, e = a+ 4t, f = a+ 5t េគបន

x =
ce− bf

ae− bd
=
(a+ 2t)(a+ 4t)− (a+ t)(a+ 5t)

a(a+ 4t)− (a+ t)(a+ 3t)

=
a2 + 6at+ 8t2 − a2 − 6at− 5t2

a2 + 4at− a2 − 4at− 3t2

=
3t2

−3t2
= −1

y =
cd− af

bd− ae
=
(a+ 2t)(a+ 3t)− a(a+ 5t)

(a+ t)(a+ 3t)− a(a+ 4t)

=
a2 + 5at+ 6t2 − a2 − 5at

a2 + 4at+ 3t2 − a2 − 4at

=
6t2

3t2
= 2

ដចូេនះ (x, y) = (−1, 2)

េរȢបេរȢងេ�យគរនិុស�តិ �ន គន់ ទពំរ័ ២ ៣



លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

ល�ំត់ទី២០
ពិនិតយស�ុីត (an) កណំតដ់ចូខងេ�កម

a1 = 1, a2 = 2, n = 1, 2, 3, . . .

an+2an + an+1an+1 − an+1an = 0

ក. រកតទួេូទៃនស�ុីត (an)។

ខ. កណំតត់ៃម� Sn =
n∑

k=1

ak។

ដំេ�ះ��យ.

ក. រកតទួេូទៃនស�ុីត (an)

េប́ n = 1, a3a1 + a2a2 − a2a1 = 0 =⇒ a3 = −2

េប́ n = 2, a4a2 + a3a3 − a3a2 = 0 =⇒ a4 = −4

េប́ n = 3, a5a3 + a4a4 − a4a3 = 0 =⇒ a5 = 4

េប́ n = 4, a6a4 + a5a5 − a5a4 = 0 =⇒ a6 = 8

េប́ n = 5, a7a5 + a6a6 − a6a5 = 0 =⇒ a7 = −8

េប́ n = 6, a8a6 + a7a7 − a7a6 = 0 =⇒ a8 = −16

េប́ n = 7, a9a7 + a8a8 − a8a7 = 0 =⇒ a9 = 16

ដចូេនះ េយ́ង�ចកណំតត់ទួេូទៃនស�ុីត (an) គឺ
a2m−1 = (−2)m−1

a2m = −(−2)m

េយ́ងនឹងȯ�យថករសនមតេនះពិត

េប́ m = 1 េនះ
a1 = 1

a2 = 2

ពិត

ឧបមថ�ពិតដល់m = k គឺ
a2k−1 = (−2)k−1

a2k = −(−2)k
ពិត

មយ៉ងេទȢត េប́ n = 2k − 1 េគបន

េរȢបេរȢងេ�យគរនិុស�តិ �ន គន់ ទពំរ័ ២ ៤



លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

a2k+1a2k−1 + a2ka2k − a2ka2k−1 = 0 =⇒ (−2)k−1a2k+1 + (−2)2k + (−2)2k−1 = 0

=⇒ (−2)ka2k+1 = −(−2)2k + 2(−2)2k

=⇒ a2k+1 = (−2)k ពិត (∗)

េប́ n = 2k េគបន

a2k+2a2k + a2k+1a2k+1 − a2k+1a2k = 0 =⇒ −(−2)ka2k+2 + (−2)2k + (−2)2k = 0

=⇒ −(−2)ka2k+2 = (−2)(−2)2k

=⇒ a2k+2 = −(−2)k+1 ពិត (∗∗)

�ម (∗) & (∗∗) ពិតចេំពះ�គប់ m ∈ N∗

ដចូេនះ an =

(−2)
n−1
2 េប́ n េសស

(−2)
n
2 េប́ n គូ

ខ. កណំតត់ៃម� Sn =
n∑

k=1

ak

�មស�មយខងេល́
េគមន a2m + a2m+1 = −(−2)m + (−2)m = 0 ចេំពះ m = 1, 2, 3, . . .

⋆ េពល n េសស េគ�ចសរេសរ
Sn = a1 + (a2 + a3) + · · ·+ (an−1 + an)

Sn = a1 = 1

⋆ េពល n គូ េគ�ចសរេសរ
Sn = a1 + (a2 + a3) + · · ·+ (an−2 + an−1) + an

Sn = a1 + an = 1− (−2)
n
2

ដចូេនះ Sn =

1 េប́ n េសស
1− (−2)

n
2 េប́ n គូ

េរȢបេរȢងេ�យគរនិុស�តិ �ន គន់ ទពំរ័ ២ ៥



លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

ល�ំត់ទី២១
េគឲយស�ុីតចនំនួពិត x1, x2, . . . , xn កណំតេ់�យ x1 = a ̸= 1 និង xn+1 = x2

n+xn ចេំពះ
�គប់ n ∈ N∗, n ≥ 1 ។ េគ�ង Sn ជផលបូក និង Pn ជផលគណុ n តួដបូំងៃនស�ុីត
y1, y2, . . . , yn ែដល yn =

1

xn + 1
។ ចរូបង� ញថ aSn + Pn = 1 ចេំពះ n ≥ 1។

ដំេ�ះ��យ. បង� ញថ aSn + Pn = 1 ចេំពះ n ≥ 1

េគមន xn+1 = x2
n + xn េគ�ចសរេសរ

xn+1 = xn(xn + 1) ⇐⇒ 1

xn+1

=
1

xn(xn + 1)

⇐⇒ 1

xn+1

=
1

xn

− 1

xn + 1

=⇒ 1

xn + 1
=

1

xn

− 1

xn+1

=⇒yn =
1

xn

− 1

xn+1

=⇒
n∑

k=1

yk =
n∑

k=1

(
1

xk

− 1

xk+1

)
=⇒Sn =

1

x1

− 1

xn+1

=⇒aSn = 1− a

xn+1

(1)

មយ៉ងេទȢត xn+1 = x2
n + xn េគ�ចសរេសរ

xn+1 = xn(xn + 1) ⇐⇒ 1

xn+1 + 1
=

xn

xn+1

=⇒yn =
xn

xn+1

=⇒
n∏

k=1

yk =
n∏

k=1

xk

xk+1

=⇒Pn =
x1

xn+1

=⇒Pn =
a

xn+1

(2)

យក (1) + (2) េគបន aSn + Pn = 1 ពិត
ដចូេនះ aSn + Pn = 1, n ≥ 1

េរȢបេរȢងេ�យគរនិុស�តិ �ន គន់ ទពំរ័ ២ ៦



លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

ល�ំត់ទី២២

េគឲយអនគុមន៍ f1(x), f2(x), f3(x) . . . . . . េផទȣងផទ តល់កខខណ័� ៖

f1(x) = x

fn+1(x) =
1

1− fn(x)

ចរូគណន f2013(2013) ។

ដំេ�ះ��យ. គណន f2013(2013)

េគមន fn+1(x) =
1

1− fn(x)

េប́ n = 1 េនះ f2(x) =
1

1− f1(x)
=

1

1− x

េប́ n = 2 េនះ f3(x) =
1

1− f2(x)
=

1

1− 1

1− x

=
1− x

−x
= 1− 1

x

េប́ n = 3 េនះ f4(x) =
1

1− f3(x)
=

1

1− 1 +
1

x

= x = f1(x)

ជទេូទ f1(x) = f4(x) = · · · = f3k+1(x) = x

f2(x) = f5(x) = · · · = f3k+2(x) =
1

1− x

f3(x) = f6(x) = · · · = f3k+3(x) = 1− 1

x

េ�យ 2013 = 3× 671 េគបន f2013(x) = 1− 1

x

ដចូេនះ f2013(2013) =
2012

2013
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លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

ល�ំត់ទី២៣

េគឲយស�ុីត u0 = 1, u1 = 2 និង un+1 =
u2
n + 1

un−1

ចេំពះ n ≥ 1។
ក. គណន u2។
ខ. បង� ញថ un+1 = 3un − un−1, n ≥ 1 និងគណន un។

ដំេ�ះ��យ.

ក. គណន u2

េគមន un+1 =
u2
n + 1

un−1

េប́ n = 1 េនះ u2 =
u2
1 + 1

u0

= 22 + 1 = 5

ខ. បង� ញថ un+1 = 3un − un−1, n ≥ 1 និងគណន un

េគមន un+1 =
u2
n + 1

un−1េគ�ចសរេសរ
un+1un−1 − u2

n = 1 (1)

un+2un − u2
n+1 = 1 (2)

យក (1)− (2) េគបន

un+1(un+1 + un−1) = un(un + un+2) ⇐⇒un + un+2

un+1

=
un−1 + un+1

un

= . . . . . .

=
u0 + u2

u1

=
1 + 5

2
= 3

=⇒un + un+2

un+1

= 3

=⇒un+1 = 3un − un−1 ពិត

គណន un

េគមន un+1 = 3un − un−1 ⇐⇒ un+1 − 3un + un−1 = 0

មនសមីករសមគ ល ់ r2 − 3r − 1 = 0

∆ = 9− 4 = 5 េគបន r1,2 =
3±

√
5

2

េនះតទួេូទៃន (un) គឺ un = prn1 + qrn2 = p

(
3 +

√
5

2

)n

+ q

(
3−

√
5

2

)n
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លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

ែត
u0 = 1

u1 = 2

⇐⇒


p+ q = 1

p

(
3 +

√
5

2

)
+ q

(
3−

√
5

2

)
= 2

⇐⇒

q = 1− p

p
(
3 +

√
5
)
+ (1− p)

(
3−

√
5
)
= 4

⇐⇒

q = 1− p

2
√
5p = 1 +

√
5

⇐⇒


q = 1− p = −1−

√
5

2
√
5

p =
1 +

√
5

2
√
5

ដចូេនះ un =
1 +

√
5

2
√
5

(
3 +

√
5

2

)n

− 1−
√
5

2
√
5

(
3−

√
5

2

)n

, n = 0, 1, 2, . . .

ល�ំត់ទី២៤

ចរូȯ�យបȦជ កថ់ ស�ុីតែដលមនធតបីុគឺ 1,
√
3, 3 មិនែមនជស�ុីតនព�ន�។

ដំេ�ះ��យ. ȯ�យបȦជ កថ់ ស�ុីតែដលមនធតបីុគឺ 1,
√
3, 3 មិនែមនជស�ុីតនព�ន�

ឧបមថមសស�ុីតនព�ន� មនបីធតគុឺ 1,
√
3, 3

�ង um = 1, un =
√
3, up = 3

គណន
up − un

un − um

=
3−

√
3√

3− 1
=

√
3 (1)

មយ៉ងេទȢត តទួី m,n, p ៃនស�ុីតនព�ន�គឺ
up − un

un − um

=
u1 + (p− 1)d− u1 − (n− 1)d

u1 + (n− 1)d− u1 − (m− 1)d
=

p− n

n−m
(2)

�ម (1) & (2) េគទញបន p− n

n−m
=

√
3 សមភពេនះមិនពិតេ�ពះអងគទ១ីជចនំនួសនិទន

និងអងគទ២ីជ ចនំនួអសនិទន (េ�ពះ m,n, p ∈ N)
ដចូេនះ ស�ុីតែដលមនធតបីុគឺ 1,

√
3, 3 មិនែមនជស�ុីតនព�ន�
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លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

ល�ំត់ទី២៥

េគឲយ (xn) ជស�ុីតចនំនួពិតែដលកណំតេ់�យ x1 = 2011, x2 = 2012 និង xn+1 =

xn(xn−1)+2 ចេំពះ n ≥ 2។ ចរូបង� ញថ (x2
1+1)(x2

2+1) . . . (x2
2012+1)−1 = (x2103−1)2

។
ដំេ�ះ��យ. បង� ញថ (x2

1 + 1)(x2
2 + 1) . . . (x2

2012 + 1)− 1 = (x2103 − 1)2

�ង Sn = (x2
1 + 1)(x2

2 + 1) . . . (x2
n + 1)− 1

េយ́ងនឹងបង� ញថ Sn = (xn+1 − 1)2,∀n ∈ N∗

េប́ n = 1 េនះ S1 = (x2
1 + 1)− 1 = 20112 = (2012− 1)2 = (x2 − 1)2 ពិត

ឧបមថ�ពិតដល់n = k គឺ Sk = (xk+1 − 1)2 ពិត
េយ́ងនឹងȯ�យថ�ពិតដល់n = k + 1 គឺ Sk+1 = (xk+2 − 1)2?

េគបន Sk+1 =(x2
1 + 1)(x2

2 + 1) . . . (x2
k+1 + 1)− 1

=[(x2
1 + 1)(x2

2 + 1) . . . (x2
k + 1)− 1 + 1](x2

k+1 + 1)− 1

=(Sk + 1)(x2
k+1 + 1)− 1

=((xk+1 − 1)2 + 1)(x2
k+1 + 1)− 1

=(x2
k+1 + 1− 2xk+1 + 1)(x2

k+1 + 1)− 1

=(xk+1 + 1)2 − 2xk+1(x
2
k+1 + 1) + x2

k+1

=(x2
k+1 + 1− xk+1)

2

=(xk+1(xk+1 − 1) + 2− 1)2

=(xk+2 − 1)2 ពិត

ដចូេនះ Sn = (xn+1 − 1)2,∀n ∈ N∗

យក n = 2012 េនះ (x2
1 + 1)(x2

2 + 1) . . . (x2
2012 + 1)− 1 = (x2013 − 1)2
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លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

ល�ំត់ទី២៦

n ជចនំនួគតវ់ជɣ ជមន ។ (un) ជស�ុីតនព�ន�េហ́យ (vn) ជស�ុីតធរណីម�តែដលេផទȣង
ផទ តៈ់

um+1 = vm+1 = q

un+1 = vn+1 = b ; a > 0, b > 0, c > 0

up+1 = vp+1 = c

បង� ញថ (
ab−c

) (
bc−a

) (
ca−b

)
= 1 ។

ដំេ�ះ��យ. បង� ញថ (
ab−c

) (
bc−a

) (
ca−b

)
= 1

េគមន (un) ជស�ុីតនព�ន�េហ́យ (vn) ជស�ុីតធរណីម�តែដលេផទȣងផទ តៈ់

um+1 = vm+1 = q

un+1 = vn+1 = b ; a > 0, b > 0, c > 0

up+1 = vp+1 = c

េគបន a = u1 +md = v1q
m; b = u1 + nd = v1q

n; c = u1 + pd = v1q
p

នឲំយ b− c = (n− p)d; c− a = (p−m)d; a− b = (m− n)d

⇒
(
ab−c

) (
bc−a

) (
ca−b

)
= (v1q

m)(n−p)d (v1q
n)(p−m)d (v1q

p)(m−n)d

= q(mn−mp+np−mn+mp−np)dv
(p−m+n−p+m−n)d
1

= q0.v01 = 1

ដចូេនះ (ab−c
) (

bc−a
) (

ca−b
)
= 1
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លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

ល�ំត់ទី២៧

េគេ�យស�ុីត (un) េផទȣងផទ ត់

u0 =

√
2

2

un+1 =

√
2

2

√
1−

√
1− u2

n

;n ≥ 0

គណន (un) ជអនគុមនៃ៍ន n ។

ដំេ�ះ��យ. គណន (un) ជអនគុមនៃ៍ន n

េគមន u0 =

√
2

2
= sin

π

4
= sin

π

22

េប́n = 0; u1 =

√
2

2

√
1−

√
1− u2

0

=

√
2

2

√
1−

√
1− sin2 π

4

=

√
2

2

√
1− cos

π

4

=

√
2

2

√
2 sin2 π

4× 2

= sin
π

23

ឧបមថ�ពិតដល់n = k គឺ uk = sin
π

2k+2
ពិត

េយ́ងនឹងȯ�យថ�ពិតដល ់ n = k + 1 គ ឺȯ�យថ uk+1 = sin
π

2k+3

េគមន uk+1 =

√
2

2

√
1−

√
1− u2

k

នឲំយ uk+1 =

√
2

2

√
1−

√
1− sin2 π

2k+2

=

√
2

2

√
1− cos

π

2k+2

=

√
2

2

√
2. sin

π

2k+3

= sin
π

2k+3
ពិត

ដចូេនះ un = sin
π

2n+2
, n = 0, 1, 2, . . .
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លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

ល�ំត់ទី២៨

គណន f(2013) េ�យដងឹថ៖
(i). f(0) = f(1) = 0

(ii). f(n+ 1) = 2f(n)− f(n− 1) + n+ 1 ;n ∈ N

ដំេ�ះ��យ. គណន f(2013)

េគមន f(n+1) = 2f(n)− f(n− 1)+n+1 េនះ f(n+1)− f(n) = f(n)− f(n− 1)+n+1

នឲំយ f(k + 1)− f(k) = f(k)− f(k − 1) + k + 1 ែដល k = 1, 2, 3, . . .

េប́ k = 1 េនះ f(2)− f(1) = f(1)− f(0) + 2

េប́ k = 2 េនះ f(3)− f(2) = f(2)− f(1) + 3

................................................................................

េប́ k = n− 1 េនះ f(n)− f(n− 1) = f(n− 1)− f(n− 2) + n

បូកអងគនិងអងគ f(n)− f(1) = f(n− 1)− f(0) + 2 + · · ·+ n

f(n)− f(n− 1) =
n(n+ 1)

2
− 1 េ�ពះ f(0) = f(1) = 0

f(n)− f(n− 1) =
1

2
(n2 + n)− 1

n∑
k=1

(f(k)− f(k − 1)) =
n∑

k=1

(
1

2
(k2 + k)− 1

)
f(n)− f(1) =

1

2

[
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+

n(n+ 1)

2

]
− n

នឲំយ f(n) =
1

2

[
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+

n(n+ 1)

2
− 2n

]
=

1

2

(
2n2 + 3n+ 1 + 3n+ 3− 12

6

)
=

1

12
n(6n+ 2n− 8)

=
1

6
n(n2 + 3n− 4)

=
1

6
n(n− 1)(n+ 4)

នឲំយ f(2013) = 1

6
× 2013× 2012× 2017 = 1361527442

ដុចូេនះ f(2013) = 1361527442
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លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

ល�ំត់ទី២៩

k ជចនំនួគតែ់ដល k ≥ 2 ។ ស�ុីត (xn) កណំតេ់�យ

x0 = x1 = 1, និង xn+1 =
xk
n + 1

xn−1

ចេំពះ n ≥ 1

បង� ញថចេំពះ�គប់ k ≥ 2 ស�ុីត (xn) ជស�ុីតៃនចនំនួគត់ ។

ដំេ�ះ��យ. បង� ញថចេំពះ�គប់ k ≥ 2 ស�ុីត (xn) ជស�ុីតៃនចនំនួគត់
េប́ n = 1 ⇒ x2 =

xk
1 + 1

x0

= 2 ជចនំនួគត់
េប́ n = 2 ⇒ x3 =

xk
2 + 1

x1

= 2k + 1 ជចនំនួគត់
ឧបមថ x0, x1, x2, ..., xn សទុ ធែតចនំនួគត់ ។
េយ́ងនឹងȯ�យថ xn+1 ជចនំនួគត់
េគមន xn+1 =

xk
n + 1

xn−1

និង xn =
xk
n−1 + 1

xn−2

េយ́ងបន xn+1 =

(
xk
n−1+1

xn−2

)k
+ 1

xn−1

=
(xk

n−1 + 1)k + xk
n−2

xn−1.xk
n−2

�ង N = (xk
n−1 + 1)k + xk

n−2 េនះȯ�យថ N
... xk

n−2 និង N
...xn−1

េគមន xn =
xk
n−1 + 1

xn−2

ជចនំនួគត់ ⇐⇒xn−2|xk
n−1 + 1

=⇒xk
n−2|

(
xk
n−1 + 1

)k
=⇒xk

n−2|
(
xk
n−1 + 1

)k
+ xk

n−2

=⇒(xk
n−1 + 1)k + xk

n−2 ≡ 0( mod xk
n−2)

=⇒N ≡ 0 (mod xk
n−2) (1)

មយ៉ងេទȢត xk
n−1 + 1 ≡ 1( mod xn−1)

(xk
n−1 + 1)k ≡ 1( mod xn−1)

(xk
n−1 + 1)k + xk

n−2 ≡ 1 + xk
n−2( mod xn−1)

ែត 1 + xk
n−2 = xn−1.xn−3 ≡ 0( mod xn−1)

នឲំយ N ≡ 0( mod xn−1) (2)

�ម (1) និង (2)េយ́ងបន xn+1 ជចនំនួគត់ ∀k ≥ 2, n ∈ N

ដចូេនះ xn+1 ជចនំនួគត់ ∀k ≥ 2, n ∈ N
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លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

ល�ំត់ទី៣០
ស�ុីតចនំនួពិត a1, a2, a3, ... មនលកខណៈដចូខងេ�កម៖

a. a1 = 2

b. an+1 = an × an+2

c. a41a42...a80 = 1

គណន a2

ដំេ�ះ��យ. គណន a2

េគមន an+1 = an × an+2

េគបន a3 =
a2
a1

=
a2
2

a4 =
a3
a2

=
a2
2

a2
=

1

2

a5 =
a4
a3

=
1
2
a2
2

=
1

a2
a6 =

a5
a4

=
1
a2
1
2

=
2

a2

a7 =
a6
a5

=
2
a2
1
a2

= 2 = a1 a8 =
a7
a6

=
2
2
a2

=
1
1
a2

= a2

សននិ�� នៈ an+6 = an;n ∈ N∗

ដចូេនះ a1a2...a6 = a7a8...a12 = · · · = a42a43...a47 = · · · = a72a73...a77 = 1

�ម (c) េគបន a41a42...a80 = 1 េនះ a41a78a79a80 = 1

ែត a41 = a6+35 = a35 = a6+29 = a29 = a6+23 = a23 = a6+17 = a17 = a6+11 = a11 = a6+5 = a5

េនះ a78 = · · · = a42 = · · · = a12 = a6+6 = a6

a79 = · · · = a13 = a6+7 = a1

a80 = · · · = a14 = a2

េគបន a6a5a1a2 = 1 ⇒ 2

a2
× 1

a2
× a2 ⇒ a2 = 4

ដចូេនះ a2 = 4

េរȢបេរȢងេ�យគរនិុស�តិ �ន គន់ ទពំរ័ ៣ ៥



លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

ល�ំត់ទី៣១

េគេ�យចនំនួបឋម p, q និង r ។ បង� ញថ 3
√
p, 3
√
q និង 3

√
r មិនែមនជតួបី (មិន

ចបំចជ់តបួន�បនទ បគ់ន េទ) ៃនស�ុីតនព�ន��មួយេឡ́យ ។

ដំេ�ះ��យ.
បង� ញថ 3

√
p, 3
√
q និង 3

√
r មិនែមនជតបីួ (មិនចបំចជ់តបួន�បនទ បគ់ន េទ) ៃនស�ុីតនព�ន�

�មួយេឡ́យ
ឧបមថ 3

√
p, 3
√
q និង 3

√
r ជបីតៃួនស�ុីតនព�ន�ែដលមន a, d ជចនំនួពិត និង b, c ជចនំនួគត់

េគបនៈ 3
√
p = a, 3

√
q = a+ bd, 3

√
r = a+ cd

=⇒ d =
3
√
q − 3

√
p

b
=

3
√
r − 3

√
p

c
⇐⇒ c 3

√
q − c 3

√
p = b 3

√
r − b 3

√
p

⇐⇒ (b− c) 3
√
p = b 3

√
r − c 3

√
q

�ង α = b− c; β = b;λ = −c ែដលជចនំនួគតរ់ុ�xទបី ។

=⇒ α 3
√
p = β 3

√
r + λ 3

√
q

⇐⇒ α3p = β3r + λ3q + 3αβλ 3
√
pqr

=⇒ 3
√
pqr =

α3p− β3r − λ3q

3αβλ
ជករណីមិនពិត

េ�ពះអងគទមួីយ 3
√
pqr ∈ Q និងអងគទពីីរ α3p− β3r − λ3q

3αβλ
∈ Q

ដចូេនះ 3
√
p, 3
√
q, 3
√
r មិនែមនជតបីួៃនស�ុីតនព�ន��មួយេឡ́យ ។

េរȢបេរȢងេ�យគរនិុស�តិ �ន គន់ ទពំរ័ ៣ ៦



លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

ល�ំត់ទី៣២
េគេ�យស�ុីត (un) មួយកណំតេ់�យ u1 = 0; ∀n ∈ N∗

un+1 = 5un +
√

24u2
n + 1

បង� ញថ (un) ជស�ុីតៃនចនំនួគត់ ។

ដំេ�ះ��យ.
បង� ញថ (un) ជស�ុីតៃនចនំនួគត់
េប́ n = 1 ⇒ u2 = 5u1 +

√
24u2

1 + 1 = 1 ជចនំនួគត់
េប́ n = 2 ⇒ u3 = 5u2 +

√
24u2

2 + 1 = 10 ជចនំនួគត់
ឧបមថ u1, u2, u3, ..., un−1, un ជចនំនួគត់

េយ́ងនឹងȯ�យថ un+1 ជចនំនួគត់
េគមន u2

n+1 − 10unun+1 + 25u2
n = 24u2

n + 1 (1)

u2
n − 10unun−1 + 25u2

n−1 = 24u2
n−1 + 1 (2)

យក (1)− (2) េគបន
u2
n+1 − u2

n−1 − 10unun+1 + 10unun+1 = 0

(un+1 − un−1)(un+1 − un−1)− 10un(un+1 − un−1) = 0

(un+1 − un−1)(un+1 + un−1 − 10un) = 0

un+1 = un−1 ឬ un+1 = 10un − un−1

ចេំពះ un+1 = un−1 មិនពិតេ�ពះ u1 = 0 ̸= u3 = 10

ចេំពះ un+1 = 10un − un−1 ពិត េ�ពះ un−1;un ជចនំនួគត់

ដចូេនះ un ជចនំនួគត់

េរȢបេរȢងេ�យគរនិុស�តិ �ន គន់ ទពំរ័ ៣ ៧



លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

ល�ំត់ទី៣៣

�ង Sn ជផលបូក n តដួបូំងៃនស�ុីត (an) ែដល a1 = 1 ។ េប́ Sn និង an បំេពញលកខ
ណ� ៈ an =

2S2
n

2Sn − 1
(n ≥ 2) ។ ចរូកណំតត់ទួី n ជអនគុមនៃ៍ន n ។

ដំេ�ះ��យ. កណំតត់ទួី n ជអនគុមនៃ៍ន n

េគមន Sn = a1 + a2 + · · ·+ an និង Sn−1 = a1 + a2 + · · ·+ an−1

នឲំយ Sn − Sn−1 = an និង S1 = a1 = 1

េគមន an =
2S2

n

2Sn − 1
(n ≥ 2)

េគមន an =
2S2

n

2Sn − 1
⇔Sn − Sn−1 =

2S2
n

2Sn − 1

⇒2Sn(Sn − Sn−1)− Sn + Sn−1 = 2S2
n

⇒2S2
n − 2SnSn−1 − Sn + Sn−1 = 2S2

n

⇒Sn−1 − 2SnSn−1 − Sn = 0

⇒ 1

Sn

− 1

Sn−1

= 2

⇒
n∑

k=2

(
1

Sk

− 1

Sk−1

)
=

n∑
k=2

2

⇒ 1

Sn

− 1

S1

= 2(n− 1)

⇒ 1

Sn

=
1

S1

+ (n− 1)2, S1 = a1 = 1

⇒ 1

Sn

= 2n− 1

⇒Sn =
1

2n− 1

េយ́ងបន an =
2S2

n

2Sn − 1
=

2

(2n− 1)2

2

2n− 1
− 1

=
2

(2n− 1)(3− 2n)

ដចូេនះ តទួី n គឺ an =
2

(2n− 1)(3− 2n)
, n ≥ 2

េរȢបេរȢងេ�យគរនិុស�តិ �ន គន់ ទពំរ័ ៣ ៨



លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

ល�ំត់ទី៣៤
េគកណំតស់�ុីត An េ�យ A0 = 0;An+1 = 1 + An +

√
1 + 4An ។ គណន A2013 ។

ដំេ�ះ��យ. គណន A2013

េគមន A0 = 0;An+1 = 1 + An +
√

1 + 4An

យក n = 0 េគបន A1 = 1 + A0 +
√
4A0 + 1 = 2

េហ́យ A2
n+1 + A2

n + 1− 2AnAn+1 − 2An+1 + 2An = 1 + 4AnA2
n+1 + A2

n − 2AnAn+1 − 2An+1 − 2An = 0 (1)

A2
n + A2

n−1 − 2AnAn−1 − 2An − 2An−1 = 0 (2)

យក (1)− (2) េគបន(
A2

n+1 − A2
n−1

)
− 2An(An+1 − An−1)− 2(An+1 − An−1) = 0

(An+1 − An−1)(An+1 + An−1 − 2An − 2) = 0An+1 = An−1 មិនពិតេ�ពះ A0 = 0 ̸= A2 = 6

An+1 − 2An + An−1 = 2

េគ�ចសរេសរ (An+1 − An)− (An − An−1) = 2 (3)

�ង Bn = An+1 − An េនះBn−1 = An − An−1 េហ́យ B0 = A1 − A0 = 2− 0 = 2

�ម (3) េគបន Bn −Bn−1 = 2

នឲំយ Bn ជស�ុីតនព�ន�ែដលមន B0 = 2 និង d = 2

�មរបូមន� Bn = B0 + nd = 2n+ 2

សមមូល An+1 − An = 2n+ 2 ឬ Ak+1 − Ak = 2k + 2

េប́ k = 0, A1 − A0 = 2× 0 + 2

េប́ k = 1, A2 − A1 = 2× 1 + 2

..................................................

េប́ k = n− 1, An − An−1 = 2(n− 1) + 2

បូកអងគនិងអងគ េគបន An − A0 =2(1 + 2 + · · ·+ (n− 1)) + 2n

=2
n(n− 1)

2
+ 2n

=n2 + n

េនះ An = n2 + n

យក n = 2013 េគបន A2013 = 20132 + 2013 = 2013× 2014

ដចូេនះ A2013 = 20132 + 2013 = 2013× 2104

េរȢបេរȢងេ�យគរនិុស�តិ �ន គន់ ទពំរ័ ៣ ៩



លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

ល�ំត់ទី៣៥
េគេ�យស�ុីតចនំនួពិត (an) កណំតេ់�យ a0 = 1 និងទនំកទ់នំងកេំណ́ន

an+1 = log2
(
4an + 21+an

)
ក. េគ�ង bn = 1 + 2an ។ បង� ញថ bn+1 = b2n ; n ≥ 0 ។
ខ. េ�យេ�˪˛វចɣរអនមុនរមួគណិតវទɣយ ចរូȯ�យបȦជ កថ់ bn = 32

n ។
គ. ទញរកតួ (an) ៃនស�ុីត (an) ជអនគុមនៃ៍ន n ។

ដំេ�ះ��យ.

ក. បង� ញថ bn+1 = b2n ; n ≥ 0

េគមន bn = 1 + 2an េនះ bn+1 = 1 + 2an+1

ែត an+1 = log2
(
4an + 21+an

)
bn+1 = 1 + 2an+1 ⇐⇒bn+1 = 1 + 2log2(4

an+21+an)

⇐⇒bn+1 = 1 + 4an + 21+an

⇐⇒bn+1 = 1 + 2.2an + (2an)2

⇐⇒bn+1 = (1 + 2an)2 = b2n
ដចូេនះ bn+1 = b2n ;n ≥ 0

ខ. ចរូȯ�យបȦជ កថ់ bn = 32
n

េប́ n = 0 េនះ b0 = 32
0

= 3 ពិត
ឧបមថ�ពិតដល់n = k េគបន bk = 32

k

េយ́ងនឹងȯ�យថ�ពិតរហូូតដលn់ = k + 1 គឺ bn+1 = 32
k+1

េគមន bk+1 = b2k =
(
32

k
)2

= 32
k+1 ពិត

ដចូេនះ bn = 32
n

;n ≥ 0

គ. ទញរកតួ an ៃនស�ុីត (an) ជអនគុមនៃ៍ន n 
េគមន bn = 1 + 2an

សមមូល 2an = 32
n − 1

នឲំយ an = log2
(
32

n − 1
)

ដចូេនះ an = log2
(
32

n − 1
)

;n ≥ 0
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លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

ល�ំត់ទី៣៦
េគេ�យស�ុីតចនំនួពិត (an) កណំតេ់�យ a0 = 1 និងទនំកទ់នំងកេំណ́ន

an+1 = log3
(
27an + 31+2an + 31+an

)
ក. េគ�ង bn = 1 + 3an ។ បង� ញថ bn+1 = b3n ;n ≥ 0 ។
ខ. ទញរក bn និង an ជអនគុមនៃ៍ន n ។

ដំេ�ះ��យ.

ក. បង� ញថ bn+1 = b3n ;n ≥ 0

េគមន bn = 1 + 3an េនះ bn+1 = 1 + 3n+1

េ�យ an+1 = log3
(
27an + 31+2an + 31+an

)
bn+1 = 1 + 3n+1 ⇐⇒bn+1 = 1 + 3log3(27

an+31+2an+31+an)

⇐⇒bn+1 = 1 + 27an + 31+2an + 31+an

⇐⇒bn+1 = 1 + 3.3an + 3.32an + 33an

⇐⇒bn+1 = (1 + 3an)3

⇐⇒bn+1 = b3n ពិត
ដចូេនះ bn+1 = b3n;n ≥ 0

ខ. ទញរក bn និង an ជអនគុមនៃ៍ន n

េគមន bn+1 = b3n ⇒ ln bn+1 = 3 ln bn (1)

�ង cn = ln bn េនះ cn+1 = ln bn+1 និង c0 = ln b0 = ln4

�ម (1) េគបន cn+1 = 3cn

នឲំយ (cn) ជស�ុីតធរណីម�តែដលមន q = 3 និង c0 = ln 4

�មរបូមន� cn = c0 × qn = 3n ln 4 = ln 43
n

សមមូូល ln bn = ln 43
n នឲំយ bn = 43

n

សមមូល 1 + 3an = 43
n នឲំយ an = log3

(
43

n − 1
)

ដចូេនះ bn = 43
n និង an = log3

(
43

n − 1
)
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លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

ល�ំត់ទី៣៧

េគេ�យស�ុីតចនំនួពិត (un) ែដលេផទȣងផទ ត់ ចេំពះ�គប់ n ∈ N

un = log2
(
1 + 22

n)
គណន Sn = u0 + u1 + u2 + · · ·+ un ។

ដំេ�ះ��យ.
គណន Sn = u0 + u1 + u2 + · · ·+ un

�មរបូមន� a2 − b2 = (a− b)(a+ b) េនះ a+ b =
a2 − b2

a− b

យក a = 22
n

, b = 1 េនះ 22
n

+ 1 =
22

n+1 − 1

22n − 1
េគ�ចសរេសរ
un = log2

(
1 + 22

n)
= log2

(
22

n+1 − 1

22n − 1

)
នឲំយ Sn = u0 + u1 + u2 + · · ·+ un

=
n∑

k=0

uk

=
n∑

k=0

log2

(
22

k+1 − 1

22k − 1

)

= log2

n∏
k=0

(
22

k+1 − 1

22k − 1

)

= log2

(
22

n+1 − 1

2− 1

)
= log2

(
22

n+1 − 1
)

ដចូេនះ Sn = log2

(
22

n+1 − 1
)
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លំ�ត់ និង ដេំ�ះȯ�យ ស�ុីតចនំនួពិត

ល�ំត់ទី៣៨
េគេ�យស�ុីត (un) កណំតេ់�យ un = ln(2 cos

x

2n
− 1) ;n ∈ N ។

គណន Sn = u0 + u1 + · · ·+ un ។

ដំេ�ះ��យ. គណន Sn = u0 + u1 + · · ·+ un

�មរបូមន� cos 2a = 2 cos2 a− 1

2 cos 2a = 4 cos2 a− 2

2 cos 2a+ 1 = 4 cos2 a− 1

2 cos 2a+ 1 = (2 cos a− 1)(2 cos a+ 1)

2 cos a− 1 =
2 cos 2a+ 1

2 cos a+ 1

យក a =
x

2n
នឲំយ 2 cos x

2n
− 1 =

2 cos
x

2n−1
+ 1

2 cos
x

2n
+ 1

un = ln
(
2 cos

x

2n
− 1
)
= ln

(
2 cos

x

2n−1
+ 1
)
− ln

(
2 cos

x

2n
+ 1
)

Sn =
n∑

k=0

uk =
n∑

k=0

[
ln
(
2 cos

x

2k−1
+ 1
)
− ln

(
2 cos

x

2k
+ 1
)]

= ln(2 cos 2x+ 1)− ln(2 cos
x

2n
+ 1)

Sn = ln

(
2 cos 2x+ 1

2 cos x
2n

+ 1

)
ដចូេនះ Sn = ln

(
2 cos 2x+ 1

2 cos x
2n

+ 1

)

ល�ំត់ទី៣៩
េគេ�យស�ុីតចនំនួពិត (un)n≥0 កណំតេ់�យៈ u0 = a និងទនំកទ់នំងកេំណ́ន un+1 =

ulog2 un
n ; a > 2 ។
ក. បង� ញថ un > 2;n = 0, 1, 2, ...

ខ. �ង vn = log2 un ។ បង� ញថ vn+1 = v2n ។
គ. �ង wn = log2 vn ។ បង� ញថ (wn) ជស�ុីតធរណីម�ត ។

ឃ. គណន wn; vn និង un ជអនគុមនៃ៍ន n ។

ដំេ�ះ��យ.
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ក. បង� ញថ un > 2;n = 0, 1, 2, ...

េប́ n = 0 ⇒ u0 = a > 2 ពិត
ឧបមថ�ពិតដល់n = k គឺ uk > 2 ពិត
េយ́ងនឹងȯ�យថ�ពិតរហុូតដល់n = k + 1គȯឺ�យថ uk+1 > 2

េគមន uk > 2 =⇒ log2 uk > 1

uk+1 = u
log2 uk

k > uk > 2 រ ˣuk+1 > 2 ពិត
ដចូេនះ un > 2;n = 1, 2, ...

ខ. បង� ញថ vn+1 = v2n

េគមន vn = log2 un ⇐⇒vn+1 = log2 un+1

=⇒vn+1 = log2 u
log2 un
n

=⇒vn+1 = log2 un × log2 un

=⇒vn+1 = vnvn = v2n

ដចូេនះ vn+1 = v2n

គ. បង� ញថ (wn) ជស�ុីតធរណីម�ត
េគមន vn+1 = v2n េនះ log2 vn+1 = 2 log2 vn

ែត wn = log2 vn ⇒ wn+1 = 2wn ជស�ុីតធរណីម�ត
ដចូេនះ wn ជស�ុីតធរណីម�តែដលមន q = 2 និងតទួ១ី w0 = log2 v0 = log2 log2 a

ឃ. គណន wn; vn និង un ជអនគុមនៃ៍ន n

�មរបូមន� wn = w0 × qn = 2n log2 log2 a

សមមូល log2 vn = log2 (log2 a)
2n ⇒ vn = (log2 a)

2n

សមមូល log2 un = (log2 a)
2n ⇒ un = 2(log2 a)

2n

ដចូេនះ wn = 2n log2 log2 a, vn = (log2 a)
2n និង un = 2(log2 a)

2n
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ល�ំត់ទី៤០

េគេ�យស�ុីត (un) កណំតេ់�យ un = log2

(
1 +

1

n

)
log2

(
n2 + n

)
;n = 1, 2, ... ។

ក. បង� ញថ un > 0 ; ∀n ≥ 1 ។
ខ. គណន Sn = u1 + u2 + · · ·+ un ជអនគុមនៃ៍ន n ។
គ. កណំតត់ៃម� n ែដល Sn = 100 ។

ដំេ�ះ��យ. ក. បង� ញថ un > 0 ; ∀n ≥ 1

un = log2

(
1 +

1

n

)
log2(n

2 + n)

∗ log2

(
1 +

1

n

)
= log2

(
n+ 1

n

)
= log2(n+ 1)− log2 n

∗ log2(n
2 + n) = log2 n(n+ 1) = log2(n+ 1) + log2 n

⇒ un = log2

(
1 +

1

n

)
log2(n

2 + n) = log22(n+ 1)− log22 n > 0 ;∀n ≥ 1

ដចូេនះ un > 0 ; ∀n ≥ 1

ខ. គណន Sn ជអនគុមនៃ៍ន n

Sn =
n∑

k=1

uk =
n∑

k=1

(
log22(k + 1)− log22 k

)
= log22(n+ 1)− log22 1 = log22(n+ 1)

ដចូេនះ Sn = log22(n+ 1)

គ. កណំតត់ៃម� n ែដល Sn = 100

េ�យ Sn = log22(n+ 1) និង Sn = 100

េគបន log22(n+ 1) = 100 =⇒ log2(n+ 1) = 10

=⇒ n+ 1 = 210 ⇒ n = 1023

ដចូេនះ n = 1023
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