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ជំពូក ២ 

លីមីតនៃអៃុគមៃ៍ 
១.  លីមតីនៃអៃុគមៃ ៍

១.១  អតថៃ័យនៃ  𝑥 → 𝑎 

𝑥 → 𝑎  គឺអានថា  𝑥  ខិតលៅរក 𝑎  ដែ   𝑥  ជាអលេរ។  

១.២ លីមីត 

លយើ ងនិយាយថា  lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑙  លបើ ចំល ោះគ្គប់ 𝜀 > 0  មាន  𝛿 > 0  ដែ   

|𝑓(𝑥) − 𝑙| < 𝜀 ។មានន័យថា  ផ ែករវាង  𝑥  និង  𝑎  គឺកាន់ដតតូច  ល ោះផ 

ែករវាង  𝑓(𝑥)  និង  𝑙  កាន់ដតតូចដែរ។ 

១.៣ រាងមិៃកំណត់ 

លបើ អនុគមន៍  𝑓(𝑥)  មានរងែូចខាងលគ្កាមលព   𝑥 = 𝑎  ល ោះលយើ ងថា  𝑓(𝑥)  មាន

រងមិនកំណ្ត់គ្តង់  𝑥 = 𝑎 ។ 

1.    
0

0
                              2.   

∞

∞
                             3.   ∞ − ∞ 

4.    0 × ∞                      5.    1∞                            6.   00 

7.    ∞0  ។ 

១.៤  ពិជគណិតនៃលមីីត 
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1. ( ) ( ) ( ) ( )lim lim lim
x a x a x a

f x g x f x g x
→ → →
 +  = +   

2.  ( ) ( ) ( ) ( )lim lim lim
x a x a x a

f x g x f x g x
→ → →
 −  = −   3.  ( ) ( )lim lim

x a x a
kf x k f x

→ →
  =   

4.    lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x g x f x g x
→ → →

    = 
   

 

5.   
lim ( )( )

lim ,
( ) lim ( )

x a

x a

x a

f xf x

g x g x

→

→

→

 
= 

 
   លព   lim

𝑥→𝑎
𝑔(𝑥) ≠ 0 ។ 

6.     lim ( ) lim ( )
n

n

x a x a
f x f x

→ →

 =
 

   7.  
lim ( )

( )lim x a
f x

f x

x a
e e →

→
=  

8.     
lim ( ) log ( )( )

lim ( )
e

x a
g x f xg x

x a
f x e →

 
  

→
=  

9.     log lim ( ) lim log ( ) ,
x a x a
f x f x

→ →

  =
 

   លព   lim ( ) 0
x a
f x

→
  ។ 

១.៥  លីមីតឆ្វេង-ស្ត ំ

លគកំណ្ត់សរលសរ  lim ( )
x a

f x
−→

 លៅថា  ីមីតលវេង  និង  lim ( )
x a

f x
+→

  លៅថា  ីមីត

ស្ត ំ ។ 

១.៦ ភាពមាៃលីមីត 

អនុគមន៍មួយមាន ីមីត  កា ណាវាមាន ីមីតលវេង និង ីមីតស្ត ំលសមើគ្នា  ។ 

i.e.    

lim ( )

lim ( )
lim ( )

x a

x a

x a

f x l

f x l
f x l

−

+

→

→

→

=


=  
=

   ។  ដែ   l   ។ 

១.៧ លីមីតមិៃកំណត ់

❑  ីមីតរងសូនយល ើ សូនយ 0 / 0   
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វិធាៃ 
លែើមបីគណ្  ីមីតរងមិនកំណ្ត់សូនយល ើ សូនយបាន  លយើ ងគ្តូវ៖ 

 សរលសរកលនសោមភាគដបង  និងភាគយកជាកត្តត ។ 

 សគ្មួ កត្តត ដែ ែូចគ្នា លោ ។ 

 គណ្  ីមីតកលនសោមេមី។ 

❑  ីមីតរងអននត ល ើ អននត  

វិធាៃ 
លែើមបីគណ្  ីមីតរងមិនកំណ្ត់អននត ល ើ អននតបាន  លយើ ងគ្តូវ 

 ទាញអលេរណាដែ មាននិទសសនត ធំជាងលគ  ទាំងភាគយក និងភាគ

ដបង 

 រួចសគ្មួ លោ  

 ប ា ប់មកគណ្  ីមីតកលនសោមេមី។ 

❑  ីមីតរង −  

វិធាៃ 
លែើមបីគណ្  ីមីតរងមិនកំណ្ត់អននតែកអននតបាន  លយើ ងគ្តូវ 

 គុណ្កលនសោមឆ្លា ស់ 

 ទាញអលេរដែ មាននិទសសនត ដែ ធំជាងលគជាកត្តត  

 រួចសគ្មួ ជាមួយភាគដបង 

 ប ា ប់មកគណ្  ីមីតកលនសោមេមី។ 

១.៨  លីមីតនៃអៃុគមៃ៍ត្តីឆ្ោណមាត្ត 

រូបមនត ៖    
sin

lim 1
x

x

x→+
=      ;   

1 cos
lim 0
x

x

x→+

−
=   និង  

tan
lim 1
x

x

x→+
=   ។ 
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១.៩  លីមីតនៃអៃុគមៃ៍អ ៊ិចសយ្ប៉ូណង់សសយែល 

រូបមនត ៖ lim x

x
e

→+
= +   lim 0x

x
e

→−
=    lim

x

x

e

x→+
= +  

លបើ   0n   ល ោះ  lim
x

nx

e

x→+
= +    និង   lim 0

n

xx

x

e→+
=   ។ 

១.១០  លីមីតនៃអៃុគមៃ៍ឆ្ោោរីតឆ្ៃសព 

រូបមនត ៖  lim ln
x

x
→+

= +  
0

lim ln
x

x
+→

= −  
ln

lim 0
x

x

x→+
=  

  
0

lim ln 0
x

x x
+→

=   
0

ln
lim
x

x

x+→
= −  

លបើ   0n     ល ោះ 
ln

lim 0
nx

x

x→+
=   

0
lim ln 0n

x
x x

+→
=   ។ 

១.១១  វិធាៃឡូពីតាល់  (មិនសគ្មាប់លគ្បើ លែើមបីគ្បឡងបាក់ឌុប) 

លបើ    
( )

( )

f x

g x
   មានរង  

0

0
   ឬ   




  លព   𝑥 = 𝑎  ល ោះ 

( ) '( )
lim lim

( ) '( )x a x a

f x f x

g x g x→ →
=   

លនោះគឺជា   វិធានឡពីូត្ត ់ ។ 

១.១២  លីមីតឆ្ោោរតី 

លយើ ងលគ្បើ លស៊េ រី  ( )
2 3

log 1 ...
2 3

x x
x x+ = − + −     ដែ   1 1x−     លយើ ងបាន 

( )
0

log 1
lim log ; 0, 1a

a
x

x
e a

x→

+
=    ។ 
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១.១៣  ឆ្ោលឆ្លើរាង  1  

លែើមបីគណ្ អិុចសប៉ាូណ្ង់ដសយ រង  1    លយើ ងលគ្បើ ទធផ  ីមីតខាងលគ្កាម 

         លបើ   lim ( ) lim ( ) 0
x a x a
f x g x

→ →
= =   ល ោះ   

( )
lim

1/ ( ) ( )lim 1 ( )
x a

f x
g x g x

x a
f x e

→

→
+ =  ឬ 

លព   lim ( ) 1
x a
f x

→
=   និង  lim ( )

x a
g x

→
=    ល ោះ 

   

 
 

 

( ) ( )

( ) ( ) 1
1

( ) 1

lim ( ) ( ) 1

lim ( ) lim 1 ( ) 1

lim 1 ( ) 1

x a

g x g x

x a x a

g x f x

f x

x a

g x f x

f x f x

f x

e →

→ →

−

−

→

−

= + −

 
= + − 

 

=

 

1.  ( )
1/

0
lim 1

x

x
x e

→
+ =                          2.    

1
lim 1

x

x
e

x→

 
+ = 

 
 

3.   ( )
1/

0
lim 1

x a

x
ax e

→
+ =                       4.    lim 1

x

a

x

a
e

x→

 
+ = 

 
 

5.   
, 1

lim
0, 1

x

x

if a
a

if a→

 
= 


   ។ 

១.១៤  ឆ្ ើមយ្ីរក  lim ( )
x

f x
→

 

ជំនួស  x   លោយ  1/ y   និងយក ីមីត  0y→  ។ 

 ីមីត 

1. លបើ   | | 1x     ល ោះ    lim n

n
x

→
=   

2. លបើ    1x      ល ោះ    lim n

n
x

→
=   



ជំពូក ២ 

ល ឿ សុវណ្ណ រ៉ា   6 

3. lim x

x
e

→
=   4.   lim 0x

x
e−

→
=   5.  lim log

x
x

→
=   

6.   
1

lim 0
n n→

=    និង  
2

1
lim 0
n n→

=  7.   
1/lim 1n

n
x

→
=  

8.    
sin cos

lim lim
x x

x x

x x→ →
=   9.    

sin1/
lim 1

1/x

x

x→
=  ។ 

១.១៥  រ៉ូបមៃតត្តីឆ្ោណមាត្ត 

1. ( )sin sin cos cos sinA B A B A B+ = +  

2. ( )sin sin cos cos sinA B A B A B− = −  

3. ( )cos cos cos sin sinA B A B A B+ = −  

4. ( )cos cos cos sin sinA B A B A B− = +  

5. ( )
tan tan

tan
1 tan tan

A B
A B

A B

+
+ =

−
 

6. ( )
tan tan

tan
1 tan tan

A B
A B

A B

−
− =

+
 

7. sin sin 2sin cos
2 2

C D C D
C D

+ −
+ =  

8. sin sin 2cos sin
2 2

C D C D
C D

+ −
− =  

9. cos cos 2cos cos
2 2

C D C D
C D

+ −
+ =  

10. cos cos 2sin sin
2 2

C D C D
C D

+ −
− = −   ។ 
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២   ភាពជាប់នៃអៃុគមៃ ៍

២.១  ភាពជាប់ត្តង់មយួចំៃុច 

អនុគមន៍  𝑦 = 𝑓(𝑥)  ជាអនុគមន៍ជាប់គ្តង់ចំនុច 𝑥 = 𝑎 កា ណា 𝑓 បំលពញ

 កខខណ្ឌ  ីមីតខាងលគ្កាម៖ 

▪ 𝑓 កំណ្ត់  ចំល ោះ 𝑥 = 𝑎 

▪  𝑓 មាន ីមីតកា ណា 𝑥 ខិតជិត 𝑎 

▪ lim ( ) ( )
x a
f x f a

→
=   ។ 

២.២  ភាពជាប់ឆ្លើចឆ្្លោះ 

▪ អនុគមន៍ 𝑓 ជាប់ល ើ ចល ា ោះលបើ ក (𝑎 , 𝑏)  ុោះគ្ត្តដត 𝑓 ជាប់ចំល ោះ គ្គប់តម្មា  

𝑥 ម្នចល ា ោះលបើ កល ោះ ។ 

▪ អនុគមន៍ 𝑓 ជាប់ល ើ ចល ា ោះបិទ [𝑎, 𝑏]  ុោះគ្ត្តដត 𝑓 ជាប់ល ើ  (𝑎 , 𝑏) និងមាន

 ីមីត lim ( ) ( )
x a

f x f a
+→

=   និង lim ( ) ( )
x b

f x f b
−→

=  ។ 

២.៣  ត្បឆ្េទជាឆ្ត្ចើៃនៃអៃុគមៃ៍ជាប់ 

 ខាងលគ្កាមសុទធ ដតជាអនុគមន៍ជាប់ ល ើ ដែនកំណ្ត់របស់ពួកវា៖ 

1. គ្គប់អនុគមន៍ពហុធា ; 

2. គ្គប់អនុគមន៍សនិទាន ; 

3. គ្គប់អនុគមន៍សនិទានមានសេ័ តគុណ្ 𝑥𝑚 𝑛⁄ = √𝑥𝑚𝑛
; 
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4. អនុគមន៍សីុនុស, កូសីុនុស, តង់សង់, secant , cosecant និង cotangent  

5. អនុគមន៍តម្មាោច់ខាត |𝑥| ។ 

 លបើ អនុគមន៍ 𝑓 និង 𝑔 ទាំងពីរសុទធ ដតកំណ្ត់ល ើ ចល ា ោះផា ុក 𝑐 និងជាអនុគមន៍

ជាប់គ្តង់ 𝑐 ល ោះអនុគមន៍ខាងលគ្កាមនឹងលៅដតជាអនុគមន៍ជាប់គ្តង់ 𝑐 : 

1. គ្បមាណ្វិធីបូក 𝑓 + 𝑔 និងគ្បមាណ្វិធីែក 𝑓 − 𝑔; 

2. គ្បមាណ្វិធីគុណ្ 𝑓𝑔; 

3. ការគុណ្ជាមួយចំនួនលេរ 𝑘𝑓   ដែ   𝑘  ជាតម្មាណាមួយ; 

4. គ្បមាណ្វិធីដចក 𝑓 𝑔⁄   (ឲ្យ 𝑔(𝑥) ≠ 0 ) ;  និង 

5. ឫសទី 𝑛 (𝑓(𝑥))
1 𝑛⁄

  ឲ្យ  𝑓(𝑐) > 0  លបើ  𝑛 គូ ។ 

 លបើ អនុគមន៍  𝑓(𝑔(𝑥))  កំណ្ត់បានល ើ ចល ា ោះផា ុក 𝑐  និងលបើ  𝑓  ជាប់គ្តង់ 𝐿 

និង lim
𝑥→𝑐

𝑔(𝑥) = 𝐿, ល ោះ 

lim
𝑥→𝑐

𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑓(𝐿) = 𝑓 (lim
𝑥→𝑐

𝑔(𝑥))  ។ 

គ្តង់លនោះ  លបើ  𝑔 ជាអនុគមន៍ជាប់គ្តង់ 𝑐  (ែូលចាោះ  𝐿 = 𝑔(𝑐))   ល ោះបណាត ក់ 𝑓 ∘

𝑔 គឺជាប់គ្តង់ 𝑐  : 

lim
𝑥→𝑐

𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑓(𝑔(𝑐)) 
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២.៤  ត្ទឹសតីបទតនមៃកណ្តាល 

ត្ទសឹតបីទ.  លបើ អនុគមន៍  𝑓  ជាប់ល ើ ចល ា ោះបិទ [𝑎, 𝑏]  និង 𝑠 ជាចំនួនមួយលៅ

ចល ា ោះ 𝑓(𝑎) និង 𝑓(𝑏) ល ោះមានចំនួនពិត 𝑐 មួយយា៉ា ងតិចកា ុងចល ា ោះបិទ [𝑎, 𝑏] 

ដែ  𝑓(𝑐) = 𝑠 ។ 

វិបាក. លបើ អនុគមន៍ 𝑓 ជាប់  លហើ យលកើនោច់ខាត  ឬចុោះោច់ខាតល ើ ចល ា ោះបិទ 

[𝑎, 𝑏] ល ោះចំល ោះគ្គប់តម្មា  𝑠 លៅចល ា ោះ 𝑓(𝑎)  និង 𝑓(𝑏)  សមីការ 𝑓(𝑥) = 𝑠 

មានចលមាើយដតមួយគត់កា ុងចល ា ោះ  [𝑎, 𝑏] ។ 

 

 

************** 
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លំហាត់  និងដំណ ោះស្រាយ 
លំហាត់ទី០១   លីមីតរង  0/0 

គណ្នាលីមីត  1.  
2

21

3 2
lim

4 3x

x x

x x→−

+ +

+ +
     2.   

( )

( )

223

4
0 23 3

lim

8 4 8
x

x z z x

xz x xz
→

− −

− +

 

 3.  
21

1 log
lim

1 2x

x x

x x→

+ −

− +
   4.   

( )2

20

sin cos
lim
x

x

x



→
  ។  

ដំណ ោះស្រាយ.   គណ្នាលីមីត 

1. 
2

21

3 2
lim

4 3x

x x

x x→−

+ +

+ +
 

2

21

2 2
lim

3 3x

x x x

x x x→−

+ + +
=

+ + +
 

( ) ( )
( ) ( )1

1 2 1
lim

1 3 1x

x x x

x x x→−

+ + +
=

+ + +
 

( )( )
1

1 2
lim

( 1)( 3)x

x x

x x→−

+ +
=

+ +
 

1

2 1 2 1
lim

3 1 3 2x

x

x→−

+ − +
= = =

+ − +
 

ដូណ ន្ ោះ    

2

21

3 2 1
lim

4 3 2x

x x

x x→−

+ +
=

+ +
 ។ 

2.      
( )

( )

223

4
0 23 3

lim

8 4 8
x

x z z x

xz x xz
→

− −

− +

 

( )

2 2 23

4
0 23 3

2
lim

8 4 8
x

x z z xz x

xz x xz
→

− + −
=

− +

 

( )

23

4
0 23 3

2
lim

8 4 8
x

x xz x

xz x xz
→

−
=

− +
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( )

1/3 3

4
0 4/3 3 3

2
lim

8 4 8
x

x x z x

x z x z
→

 −
=

− +
 

( )

4

33

4
0 4

3 33

2
lim

8 4 8
x

x z x

x z x z
→

−
=

− +

 

( )

3

4
0 3 3

2
lim

8 4 8
x

z x

z x z
→

−
=

− +
 

( )

3

4
4 3

2

2 8

z

z
=  

ដូណ ន្ ោះ    
( )

( )

223 3

4 4
0 323 3

2
lim

2 88 4 8
x

x z z x z

zxz x xz
→

− −
=
 − +  

 ។ 

3. 
21

1 ln
lim
1 2x

x x

x x→

+ −

− +
 

1

1
1

lim
2 2x

x

x→

−

=
− +
      ណស្ររើ វិធានឡូពីតាល់ 

1

1

lim
2 2x

x

x

x→

−

=
− +

 

( )1 1

1 1 1
lim lim

2 1 2 2x x

x

x x x→ →

−
= = = −

− − −
  ។ 

ដូណ ន្ ោះ    
21

1 ln 1
lim
1 2 2x

x x

x x→

+ −
= −

− +
  ។ 

4. 
( )2

20

sin cos
lim
x

x

x



→
 

( )( )2

20

sin 1 sin
lim
x

x

x



→

−
=  

( )2

20

sin sin
lim
x

x

x

 

→

−
=  
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( ) ( )2 2

20

sin cos sin cos sin sin
lim
x

x x

x

   

→

−
=  

( )2

20

sin sin
lim
x

x

x



→
=  

( )2 2

2 20

sin sin sin
lim

sinx

x x

x x

 


→
=  =  

ដូណ ន្ ោះ    
( )2

20

sin cos
lim
x

x

x




→
=   ។ 

លំហាត់ទី០២   លីមីតរង  0/0 

គណ្នាលីមីត  1.  
( )

( )
2

0

4 tan sin
lim

1 cos2x

x x x

x→

−

−
           2.  

0

4 1
lim
3 1

x

xx→

−

−
 

3.ណរើ   t   ជាឫសននសមីការ  2 0ax bx c+ + =  ្ូរគណ្នា   

( )
( )

2

2

sin
lim
x t

ax bx c

x t→

+ +

−
    ។ 

4.  
( )

0

1
1 cos2

2lim
x

x

x→

−

  ។   

ដំណ ោះស្រាយ.   គណ្នាលីមីត 

1. 
( )

( )
2

0

4 tan sin
lim

1 cos2x

x x x

x→

−

−
 

( )( )
2

0 2

1
4 sin 1

cos
lim

1 1 2sin
x

x x
x

x
→

 
− 

 =
− −

 

40

4 sin (1 cos )

coslim
4sinx

x x x

x

x→

−

=  

40

4 sin (1 cos )
lim

4sin cosx

x x x

x x→

−
=  
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2 20 0

sin 1 cos
lim lim

sin sin cosx x

x x x

x x x→ →

−
=   

2

20 0

2sin
2lim lim

sin sin cosx x

x
x

x x x→ →
=   

2

2

2 20 0

2sin
122lim lim

sin sin cos

2

x x

xx
x

x x xx→ →

 
 
 =   

 
 
 

 

2

2

0

sin
1 121 lim
2 sin cos

2

x

x
x

x x x→

 
     

=         
    

 

 

1

2
=   ។ 

ដូណ ន្ ោះ   
( )

( )
2

0

4 tan sin 1
lim

21 cos2x

x x x

x→

−
=

−
  ។ 

2. 
0

4 1
lim
3 1

x

xx→

−

−
 

0

4 1
lim

3 1

x

xx

x

x→

−
= 

−
 

0

4 1 1
lim

3 1

x

x
x x

x

→

−
= 

−
 

0

0

4 1 1
lim

3 1
lim

x

x
x

x

x

x

→

→

 
  −

=    
−   

  

 

3

log 4
log 4

log 3

e

e

= =  

ដូណ ន្ ោះ   3
0

4 1
lim log 4
3 1

x

xx→

−
=

−
 ។ 

រូរមនត   
0

sin
lim 1
x

x

x→
=  

ណស្ររើ រូរមនត  
0

1
lim log , 0

x

e
x

a
a a

x→

−
=   
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3. ណោយ  t    គឺជាឫសននសមីការ  2 0ax bx c+ + =    ណនាោះណយើ ងមាន  

( )
22ax bx c a x t+ + = −   

ឥឡូវ, 
( )
( )

( )

( )

2
2

2 2

sinsin
lim lim
x t x t

a a x tax bx c

a x t a x t→ →

 −+ +  =
− −

 

  
( )

( )

2

2

sin
lim 1
x t

a x t
a a a

a x t→

 −
 = =  =

−
 ។ 

[ណពល  x t→   ណនាោះ  ( )
2

0a x t− → ] 

4. យក   
( ) ( )21 1
1 cos2 2sin

| sin |2 2( )

x x
x

f x
x x x

−

= = =   ។ 

ណយើ ងបាន     
0

lim ( )
x

f x
−→

 
0 0

lim (0 ) lim ( )
h h
f h f h

→ →
= − = −    

( )
0 0

| sin | | sin( ) |
lim lim
h h

h h

h h→ →

− −
= =

− −
 

0

sin( )
lim 1,
h

h

h→
= − = −  

       ( )
0 00

lim ( ) lim (0 ) lim
h hx

f x f h f h
+ → →→

= + =  

0 0

|sin(h)| sin( )
lim lim 1,
h h

h

h h→ →
= = =  

      
0 0

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
− +→ →

  ។ 

ដូណ ន្ ោះ   

( )

0

1
1 cos2

2lim
x

x

x→

−

  គ្មា នលីមីត ។ 
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លំហាត់ទី០៣   លីមីតធាា រ់ណ្ញស្ររឡងបាក់ឌុរឆ្ន ំ ២០១៩ (ថ្នាក់សង្គម) 

គណ្នាលីមីត  1.  
( )21

1
lim
2 1x

x

x→

−

−
             2.   

2

2

1
lim

2 1x

x x

x x→+

+ +

− +
 

 3.  
0

lim
2

x x

xx

e e

e

−

→

−
               4.    

1

1
lim

1x

x

x→

−

−
 

 

ដំណ ោះស្រាយ   គណ្នាលីមីត 

1. 
( )21

1
lim
2 1x

x

x→

−

−
     រង  0 / 0  

( )
( )( )1

1
lim
2 1 1x

x

x x→

−
=

− +
 

( )1

1
lim
2 1x x→

=
+ ( )

1 1

2 1 1 4
= =

+
 

ដូណ ន្ ោះ   
( )21

1 1
lim

42 1x

x

x→

−
=

−
  ។ 

2. 
2

2

1
lim

2 1x

x x

x x→+

+ +

− +
    រង  0 / 0  

2

2

2

2

1 1
1

lim
1 1

2
x

x
x x

x
x x

→+

 
+ + 

 =
 

− + 
 

 

2

2

1 1
1

lim
1 1

2
x

x x

x x

→+

+ +

=

− +

1

2
=     (ណស្ររោះណពល  ,x→+   ណនាោះ  

2

1 1
, 0
x x

→ ) 

ដូណ ន្ ោះ   

2

2

1 1
lim

2 1 2x

x x

x x→+

+ +
=

− +
 ។ 

ណស្ររើ រូរមនត  ( )( )2 2a b a b a b− = − +  
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3. 
0

lim
2

x x

xx

e e

e

−

→

− 0
0

2
= =  ។ 

ដូណ ន្ ោះ  
0

lim 0
2

x x

xx

e e

e

−

→

−
=  ។ 

4. 
1

1
lim

1x

x

x→

−

−
    រង  0 / 0  

( )( )
( )( )1

1 1
lim

1 1x

x x

x x→

− +
=

− +
 

( )( )1

1
lim

1 1x

x

x x→

−
=

− +
 

( )

( )( )1

1
lim

1 1x

x

x x→

− −
=

− + 1

1 1
lim

21x x→

− −
= =

+
 

ដូណ ន្ ោះ  
1

1 1
lim

1 2x

x

x→

−
= −

−
 ។ 

លំហាត់ទី០៤   លីមីតធាា រ់ណ្ញស្ររឡងបាក់ឌុរឆ្ន ំ ២០១៥ (ថ្នាក់វិទ្ាាសាស្តសរ) 
គណ្នាលីមីត   

𝐴 = lim
𝑥→2

𝑥3 − 8

√𝑥 + 2 − 2
  ;   𝐵 = lim

𝑥→0

cos 𝑥 − 1

sin2 𝑥
    ;    𝐶 = lim

𝑥→0

3 sin 3𝑥

𝑥
 

ដំណ ោះស្រាយ.គណ្នាលីមីត 

      
3

2

8
lim

2 2x

x
A

x→

−
=

+ −
      រង  

0

0
 

3 3

2

2
lim

2 2x

x

x→

−
=

+ −
 

គុណ្កណនសោមឆ្ា ស់  
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( )( )( )
( )( )

2

2

2 2 4 2 2
lim

2 2 2 2x

x x x x

x x→

− + + + +
=

+ − + +
 

( )( )( )2

2

2 2 4 2 2
lim

2 4x

x x x x

x→

− + + + +
=

+ −
 

( )( )( )
( )

2

2

2 2 4 2 2
lim

2x

x x x x

x→

− + + + +
=

−
 

( )( )2

2
lim 2 4 2 2
x

x x x
→

= + + + + ( )( )22 2 2 4 2 2 2= +  + + +  

( )( )4 4 4 2 2 12 4= + + + =  48=  

ដូណ ន្ ោះ   

3

2

8
lim 48

2 2x

x

x→

−
=

+ −
 ។ 

B =    
20

cos 1
lim

sinx

x

x→

−
 

( )
20

1 cos
lim

sinx

x

x→

− −
=  

2

20

2sin
2lim

sinx

x

x→

−
=  

2
2

2 20

sin
22lim
sinx

x
x

x x→
= −   

( )

2
2

2 20

sin
2 2lim
4 sin/ 2x

x
x

xx→
= −   

1

2
= −  

ណស្ររើ រូរមនត  
21 cos 2sin
2

a
a− =  
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ដូណ ន្ ោះ   
20

cos 1 1
lim

sin 2x

x

x→

−
= −  ។ 

C =   
0

3sin3
lim
x

x

x→
 =

0

sin3 1
3lim

3 3x

x

x→
  

0

sin3
lim 1

3x

x

x→
= =  

ដូណ ន្ ោះ   
0

3sin3
lim 1
x

x

x→
=  ។ 

លំហាត់ទី០៥   លីមីតធាា រ់ណ្ញស្ររឡងបាក់ឌុរឆ្ន ំ ២០១៩ (ថ្នាក់វិទ្ាាសាស្តសរ) 

គណ្នាលីមីត  1.  ( )2lim 2 3 1
x

x x x
→+

 + + − +
 

      2.  
20

2 sin
lim
1 cosx

x x

x→

−

−
 

                  3.   
4

2

1 sin
lim

sin 1x

x

x
→−

+

−
 

ដំណ ោះស្រាយ.  គណ្នា 

1. ( )2lim 2 3 1
x

x x x
→+

 + + − +
 

    រង  −  

( ) ( )

( )

2 2

2

2 3 1 2 3 1
lim

2 3 1
x

x x x x x x

x x x
→+

   + + − + + + + +
   =

 + + + +
 

 

( ) ( )

( )

22

2

2 3 1
lim

2 3 1
x

x x x

x x x
→+

+ + − +
=

 + + + +
 

 

( )2 2

2

2 3 2 1
lim

2 3 1x

x x x x

x x x→+

+ + − + +
=

+ + + +
 

2 2

2

2 3 2 1
lim

2 3 1x

x x x x

x x x→+

+ + − − −
=

+ + + +
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2

2
lim 0

2 3 1x x x x→+
= =

+ + + +
 

ដូណ ន្ ោះ   ( )2lim 2 3 1 0
x

x x x
→+

 + + − + =
 

 ។ 

2. 
20

2 sin
lim
1 cosx

x x

x→

−

−
    រង  

0

0
 

20

2 sin
lim

sinx

x x

x→

−
=  

2

2 20

sin
2lim

sinx

x x x

x x→
= −   

2

0

sin 1
2lim

sinx

x

xx

x

→

 
 

= −  
 
 

 

22 1 1 2= −   = −  

ដូណ ន្ ោះ    
20

2 sin
lim 2
1 cosx

x x

x→

−
= −

−
 ។ 

3. 
4

2

1 sin
lim

sin 1x

x

x
→−

+

−
    រង  

0

0
 

( )( )2 2

2

1 sin
lim

sin 1 sin 1x

x

x x
→−

+
=

− +
 

( )( )( )2

2

1 sin
lim

sin 1 1 sin sin 1x

x

x x x
→−

+
=

− + +
 

( )( )2

2

1
lim

sin 1 sin 1x x x
→−

=
− +

 

( ) ( )( )2

1 1 1

2 2 41 1 1 1
= = = −

− − − − +
 

ណស្ររើ រូរមនត  
2 21 cos sinx x− =  
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ដូណ ន្ ោះ   
4

2

1 sin 1
lim

sin 1 4x

x

x
→−

+
= −

−
 ។ 

លំហាត់ទី០៦   លីមីតរងមិនកំណ្ត់ 
គណ្នាលីមីតខាងណស្រកាម. 

(𝑎). lim
𝑥→2

(
1

𝑥 − 2
−

2(2𝑥 − 3)

𝑥3 − 3𝑥2 + 2𝑥
)        (𝑏) .  lim

𝑥→0

√2 + 𝑥 − √2

𝑥
 

(𝑐).  lim
𝑥→0

sin(2 + 𝑥) − sin(2 − 𝑥)

𝑥
          (𝑑). lim

𝑥→0

tan 𝑥 − sin 𝑥

sin3 𝑥
 

(𝑓). lim
𝑥→0

cos 𝑎𝑥 − cos 𝑏𝑥

cos 𝑐𝑥 − 1
     

ដំណ ោះស្រាយ.  គណ្នាលីមីត៖ 

(𝑎). lim
𝑥→2

(
1

𝑥 − 2
−

2(2𝑥 − 3)

𝑥3 − 3𝑥2 + 2𝑥
) = lim

𝑥→2
(
1

𝑥 − 2
−

2(2𝑥 − 3)

𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)
) 

                                                                  = lim
𝑥→2

𝑥(𝑥 − 1) − 2(2𝑥 − 3)

𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)
 

                                                                  = lim
𝑥→2

𝑥2 − 5𝑥 + 6

𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)
 

                                                                  = lim
𝑥→2

(𝑥 − 2)(𝑥 − 3)

𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)
  ; 𝑥 − 2 ≠ 0 

                                                                  = lim
𝑥→2

𝑥 − 3

𝑥(𝑥 − 1)
= −

1

2
 

ដូណ ន្ ោះ  
( )

3 22

2 2 31 1
lim

2 3 2 2x

x

x x x x→

 − 
− = − 

− − + 
 ។ 

(𝑏).  lim
𝑥→0

√2 + 𝑥 − √2

𝑥
= lim

𝑥→0

(√2 + 𝑥 − √2)(√2 + 𝑥 + √2)

𝑥(√2 + 𝑥 + √2)
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                                           = lim
𝑥→0

2 + 𝑥 − 2

𝑥(√2 + 𝑥 + √2)
 

                                           = lim
𝑥→0

𝑥

𝑥(√2 + 𝑥 + √2)
 

                                           = lim
𝑥→0

1

√2 + 𝑥 + √2
 

                                           =
1

2√2
 

ដូណ ន្ ោះ   
0

2 2 1
lim

2 2x

x

x→

+ −
=  ។ 

(𝑐).  lim
𝑥→0

sin(2 + 𝑥) − sin(2 − 𝑥)

𝑥
 

                                                   = lim
𝑥→0

2 cos
2 + 𝑥 + 2 − 𝑥

2
sin
2 + 𝑥 − 2 + 𝑥

2
𝑥

 

                                                    = lim
𝑥→0

2 cos 2 sin 𝑥

𝑥
 

                                                    = 2 cos 2 lim
𝑥→0

sin 𝑥

𝑥
= 2 cos 2  

ដដល lim
𝑥→0

sin 𝑥

𝑥
= 1 

ដូណ ន្ ោះ   
( ) ( )

0

sin 2 sin 2
lim 2cos2
x

x x

x→

+ − −
=  ។ 

(𝑑). lim
𝑥→0

tan 𝑥 − sin 𝑥

sin3 𝑥
= lim

𝑥→0

sin 𝑥
cos 𝑥

− sin 𝑥

sin3 𝑥
 

                                         = lim
𝑥→0

sin 𝑥 (
1

cos 𝑥
− 1)

sin3 𝑥
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                                         = lim
𝑥→0

(
1

cos 𝑥
− 1)

sin2 𝑥
 

                                         = lim
𝑥→0

1 − cos 𝑥

cos 𝑥 sin2 𝑥
 

                                         = lim
𝑥→0

2 sin2
𝑥
2

cos 𝑥 4 sin2
𝑥
2
cos2

𝑥
2

=
1

2
 

ដូណ ន្ ោះ  
30

tan sin 1
lim

sin 2x

x x

x→

−
=   ។ 

(𝑒).  lim
𝑥→𝑎

√𝑎 + 2𝑥 − √3𝑥

√3𝑎 + 𝑥 − 2√𝑥
= lim

𝑥→𝑎

√𝑎 + 2𝑥 − √3𝑥

√3𝑎 + 𝑥 − 2√𝑥
×
√𝑎 + 2𝑥 + √3𝑥

√𝑎 + 2𝑥 + √3𝑥
 

                        = lim
𝑥→𝑎

𝑎 + 2𝑥 − 3𝑥

(√3𝑎 + 𝑥 − 2√𝑥)(√𝑎 + 2𝑥 + √3𝑥)
 

                                 

= lim
𝑥→𝑎

(𝑎 − 𝑥)(√3𝑎 + 𝑥 − 2√𝑥)

(√3𝑎 + 𝑥 − 2√𝑥)(√𝑎 + 2𝑥 + √3𝑥)(√3𝑎 + 𝑥 + 2√𝑥)
 

                         = lim
𝑥→𝑎

(𝑎 − 𝑥)(√3𝑎 + 𝑥 − 2√𝑥)

(√𝑎 + 2𝑥 + √3𝑥)(3𝑎 + 𝑥 − 4𝑥)
 

                         =
4√𝑎

3 × 2√3𝑎
=

1

3√3
=
2√3

9
 

ដូណ ន្ ោះ   
2 3 2 3

lim
93 2x a

a x x

a x x→

+ −
=

+ −
 ។ 

(𝑓). lim
𝑥→0

cos 𝑎𝑥 − cos 𝑏𝑥

cos 𝑐𝑥 − 1
= lim

𝑥→0

2 sin (
𝑎 + 𝑏
2
) 𝑥 sin

(𝑎 − 𝑏)𝑥
2

2(
sin2

𝑐𝑥
2

2
)
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                                              = lim
𝑥→0

2 sin
(𝑎 + 𝑏)𝑥

2
sin
(𝑎 − 𝑏)𝑥

2
𝑥2

×
𝑥2

sin2
𝑐𝑥
2

 

                      = lim
𝑥→0

sin
(𝑎 + 𝑏)𝑥

2
(𝑎 + 𝑏)𝑥

2
×

2
𝑎 + 𝑏

×
sin
(𝑎 − 𝑏)𝑥

2
(𝑎 − 𝑏)𝑥

2
×

2
𝑎 − 𝑏

×

𝑐𝑥2

2
×
4
𝑐2

sin2
𝑐𝑥
2

 

                      =
𝑎 + 𝑏

2
×
𝑎 − 𝑏

2
×
4

𝑐2
=
𝑎2 − 𝑏2

𝑐2
 

ដូណ ន្ ោះ    

2 2

20

cos cos
lim

cos 1x

ax bx a b

cx c→

− −
=

−
 ។ 

លំហាត់ទី០៧   លីមីតរងមិនកំណ្ត់ 

រក្ំនួនគត់វិជ្ជមាន 𝑛  ដដល : 

lim
𝑥→3

𝑥𝑛 − 3𝑛

𝑥 − 3
= 108  ។  

ដំណ ោះស្រាយ. រក្ំនួនគត់វិជ្ជមាន 𝑛 

ណោយណស្ររើ រូរមនត   (𝑎𝑛 − 𝑏𝑛) = (𝑎 − 𝑏)(𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2𝑏 + ⋯+ 𝑎𝑏𝑛−2 + 𝑏𝑛−1) 

ណយើ ងបាន lim
𝑥→3

𝑥𝑛 − 3𝑛

𝑥 − 3
= lim

𝑥→3

(𝑥 − 3)(𝑥𝑛−1 + 3𝑥𝑛−2 +⋯+ 𝑥3𝑛−2 + 3𝑛−1)

(𝑥 − 3)
 

                                           = 3𝑛−1 + 3𝑛−1 +⋯+ 3𝑛−1 + 3𝑛−1⏟                    
𝑛 តួរ

 

                                           = 𝑛3𝑛−1 

ណោយ  lim
𝑥→3

𝑥𝑛 − 3𝑛

𝑥 − 3
= 108   

⟺     𝑛(3)𝑛−1 = 108 = 4(27) = 4(3)4−1 

⟹      𝑛 = 4 



លំហាត់  និងដំណ ោះស្រាយ 

ណោយ ណលឿ សុវណ្ណ រ៉ា   15 

ដូណ ន្ ោះ  𝑛 = 4 ។ 

 

លំហាត់ទី០៨    

គណ្នាលីមីត   (ក)   

2 2

2 2

sin sin
lim
 

 

 →

 −
 

− 
    

                           (ខ)    
( )  

( )  
3

/2

1 tan / 2 1 sin
lim

1 tan / 2 2x

x x

x x →

 −  − 

 +  − 

 ។ 

ដំណ ោះស្រាយ. គណ្នាលីមីត 

(ក)  

2 2

2 2

sin sin
lim
 

 

 →

 −
 

− 
   រង  

0

0
 

 
( )( )

( )( )

sin sin sin sin
lim
 

   

   →

 − +
=  

− + 
 

 
2sin cos

sin sin2 2
lim lim
   

   

 

   → →

− +   
    +   = 

− +
 

 
0

2sin
2sin 12

cos lim
2 2

2

 

 




  − →

− 
 
 =  
− 

 
 

 

 
2sin cos

1
2

 


= 

sin 2

2




=  

ដូណ ន្ ោះ   

2 2

2 2

sin sin sin 2
lim

2 

  

  →

 −
= 

− 
 ។ 
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(ខ)   

 

 
3

2

1 tan 1 sin
2

lim

1 tan 2
2

x

x
x

x
x




→

  
− −  

  

  
+ −  

  

       រង  
0

0
 

កណនសោមដដលឲ្យ  អា្សរណសរបានជា 

   
( )

3

2

tan tan
1 sin4 2

lim
21 tan tan

4 2

x

x

x

x x



 →

   
−    −    

    −+    
   

 

( )
3

2

1 sin
lim tan

4 2 2x

x x

x



→

− 
= −  

  −
 

តាង    
2

h x


= −    នំាឲ្យ  
2

x h


= +    ណយើ ងបាន 

3
0

1 sin
1 2

lim tan
4 2 2

2
2

h

h

h

h



 




→

 
− +     = − +   

     
− +  

  

 

( )
3

0

1 sin cos cos sin
2 2

lim tan
4 2 4 2h

h h
h

h

 

 

 →

 
− + 

   = − −  
  − −

 

( )
3

0

1 cos
lim tan

2 2h

h h

h→

− 
= −  

 
 

2

3 20

tan 2sin
1 2 2lim
2 h

h h

h h→

 
− 
 = 

2

2
0

tan sin
1 1 2 2

lim
8 4

2 2

h

h h

h h→

   
−   
   =  

   −      
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1

32
=  ។ 

ដូណ ន្ ោះ    
( )  

( )  
3

/2

1 tan / 2 1 sin 1
lim

321 tan / 2 2x

x x

x x →

 −  −  =
 +  − 

 ។ 

លំហាត់ទី០៩    

គណ្នាលីមីត   (ក)   
1 1 1 1

lim
1 2 3n n n n n→+

 
+ + + + + + 

 

                   (ខ)    
2 2 2 2

1 2 3
lim

1 1 1 1n

n

n n n n→+

 
+ + + + − − − − 

 

ដំណ ោះស្រាយ.  គណ្នា 

(ក)    
1 1 1 1

lim
1 2 3n

I
n n n n→+

 
= + + + + + + 

  

1 1 1 1 1
lim

1 2 21
1 1 1

n nn

n n n

→+

  
   

= + + + +  
  + + +
   

 

2

0

1 1
lim

1

n

n
i

in

n

→+
=

=

+
  

តាង  
i

x
n

=    និង  
1

dx
n
=    ណពល  0i =    ណនាោះ   0x =   និងណពល  2i n=   ណនាោះ  

2x =  ។ 

ដូណ ន្ ោះតាមនិយមន័យអំាងណតស្រកាល 

( )
2

2

0
0

1
ln 1 ln3 ln1

1
I dx x

x
= =  +  = − +  
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ln3=  

ដូណ ន្ ោះ   
1 1 1 1

lim ln3
1 2 3n n n n n→+

 
+ + + + = + + 

 ។ 

(ខ)   
2 2 2 2

1 2 3
lim

1 1 1 1n

n

n n n n→+

 
+ + + + − − − − 

 

2

1 2 3
lim

1n

n

n→+

+ + + + 
=  − 

 

( )

2

1

2lim
1n

n n

n→+

 + 
 

=  
− 

  

 

( )

( )
( )

( )( )2

1 1
lim lim

2 1 12 1n n

n n n n

n nn→+ →+

 + +
 = =

− +−  

 

( )
lim

2 1n

n

n→+
=

−
lim

1
2 1

n

n

n
n

→+
=

 
− 

 

 

1 1
lim

1 2
2 1

n

n

→+
= = −

 
− 

 

 

ដូណ ន្ ោះ   
2 2 2 2

1 2 3 1
lim

1 1 1 1 2n

n

n n n n→+

 
+ + + + = − − − − − 

 ។ 

លំហាត់ទី០១០    

គណ្នាលីមីត   (ក)   
( ) ( )

1 1 1 1
lim

1 3 3 5 5 7 2 1 2 1n n n→+

 
+ + + + 

   −  + 
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                   (ខ)    
/

0

1 2 3
lim

a x
x x x x

x

n

n→

 + + + +
 
 

 

   (គ)   
2 2 2 2

1

cos cos cos cos

2

1 2
lim

x x x x

x

n

n
→

 + + + 
 
  

 

   (ឃ)  
2 1 1 1

lim 1 cos 1 cos 1 cos
x

x
x x x→+

   
− − −   

   
 

ដំណ ោះស្រាយ.   គណ្នាលីមីត 

(ក)   
( )( )

1 1 1
lim

1 3 3 5 2 1 2 1n n n→+

 
+ + + 

  − + 
 

1 1 1 1 1 1 1 1 1
lim

2 1 3 2 3 5 2 2 1 2 1n n n→+

      
= − + − + + −      − +      

 

1 1
lim 1

2 2 1n n→+

  
= −  +  

 

1 1 1 1
lim

2 2 2 1 2n n→+
= − =

+
 

ដូណ ន្ ោះ   
( )( )

1 1 1 1
lim

1 3 3 5 2 1 2 1 2n n n→+

 
+ + + = 

  − + 
 ។ 

(ខ)    

/

0

1 2 3
lim

a x
x x x x

x

n

n→

 + + + +
 
 

  រង  1   

ណស្ររើ រូរមនត    ( )
( ) ( ) 

0
lim ( ) 1

0
lim x

g x f xg x

x
f x e →

−

→
  =    ណយើ ងបាន 

                   

/

0

1 2 3
lim

a x
x x x x

x

n

n→

 + + + +
 
 

 
0

1 2 3
lim 1

x x x x

x

a n

x n
e

→

 + + + +
− 

  =  
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0

1 2 3
lim

x x x x

x

n n a

x n
e

→

 + + + + −
 

 =  

0

1 1 2 1 3 1 1
lim

x x x x

x

n a

x x x x n
e

→

 − − − −
+ + + + 

 =  

 ln1 ln 2 ln3 ln
a

n
ne

+ + + +

=
( ) ln 12 3

a
n

ne
 

=  

= ( )
ln !

ln !
a an
n ne n=  

ដូណ ន្ ោះ   ( )
0

1 2 3
lim ln !

x x x x a

n

x

n
n

n→

 + + + +
= 

 
 ។ 

(គ)    

2 2 2 2

1

cos cos cos cos

2

1 2
lim

x x x x

x

n

n
→

 + + + 
 
  

    រង  1  

ណយើ ងណស្ររើ រូរមនត   ( )
( )

( ) ( )

2

lim 1

2

lim
x

g x f x
g x

x

f x e




→

 − 

→

  =     ណោយ 

យក   ( )
2 2 2cos cos cos1 2x x xn

f x
n

+ + +
=    និង    ( ) 2

1

cos
g x

x
=   ណយើ ងបាន 

       

2 2 2 2

1

cos cos cos cos

/2

1 2
lim

x x x x

x

n

n→

 
+ + + 

 
  

 

2 2 2cos cos cos

2

2

1 1 2
lim 1

cos

x x x

x

n

nx

e


→

 
+ + + 

− 
 
 

=  

2 2 2cos cos cos

2

2

1 2 1
lim

cos

x x x

x

n

nx

n

e


→

 
+ + − 

 
 
 

+

=  
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2 2 2cos cos 1 cos

2 2 2

2

1 1 1 2 1
lim

cos cos cos

x x x

x

n

n x x x

e



−

→

 
− − 
+ + + 

 
 

=  

 
1
ln1 ln 2 ln3 ln n

ne
+ + + +

=
( )1/ln !

=e
n

n
 

( )
1

ln ! nn=  

ដូណ ន្ ោះ   ( )
2 2 2 2

1

cos cos cos cos
1/

2

1 2
lim ln !

x x x x
n

x

n
n

n
→

 + + + 
= 

  

 ។ 

(ឃ) យក  L =
2 1 1 1

lim 1 cos 1 cos 1 cos
x

x
x x x→+

     
− − −     

     
 

យក         
1 1 1

1 cos 1 cos 1 cosy
x x x

     
= − − −     

     
 

1
1 cosy y

x

 
 = − 

 

2 1
1 cosy y

x

 
 = − 

 

2 1
1 cos 0y y

x

 
 − − = 

 
 

0y =     ឬ   
1

1 cosy
x

= −  

ណយើ ងបាន 

        
2lim

x
L x y

→+
=  

2 1
lim 1 cos
x

x
x→+

 
= − 

 
     តាង  

1 1
t x
x t

=  =  

ណយើ ងបាន 
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        ( )
2

0

1
lim 1 cos
t

L t
t→

 
= − 

 
 

2 2

2 20 0

2sin sin
12 2lim 2lim
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