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វិȦញ �គណិតវិទយេ�តȣម�˪ទបង
សȦញ ប�តមធយមសិក�ទុតិយភូមិឆន ២ំ០១៨

[វិȦញ �ទី១]
I. (១០ពិន្ទ©) គណនាលីមីត៖

១. lim
x→0

sin x + ex – 1
x2 + x

២. lim
x→+∞

ln x + 2
x + 1

II. (១៥ពិន្ទ©)

១. កំណត់ចំនួនពិត x និង y ĈើមǓ�ីឲǓ¢ 2xi – y = (3 – 2i)(1 + i)
i(1 + 2i) ។

២. ĀǓឲǓ¢ Z = cos 2π
9 + i sin 2π

9 ។ សរĝǓរ (1 + Z)4 ជាទŸǓង់ŲǓីȰណមាŲǓ។

III. (១៥ពិន្ទ©)

១. កំណតច់ំនួនពិត a, b និង cĈើមǓ�ីឲǓ¢បាន x2 – 2x – 2
(x – 1)2(x + 2)

= a
x – 1 + b

(x – 1)2 + c
x + 2 ចំɆះ

x , –2, x , 1 ។

២. គណនាអាំងčǓɸǓǓល I =
∫ 0

–1

(
x2 – 2x – 2

(x – 1)2(x + 2)

)
dx ។

IV. (១៥ពិន្ទ©)

១. ȺះʈǓǓយសមីការ y′′ – 6y′ + 8y = 0 (α) ។

២. រកអនុគមន៍ gĬǓលជាចĖ្លើយមួយřǓ (α)ȺយដឹងថាɸǓǓប G របសវ់ាប៉ះនឹងបនាïǓតĈ់ǓកមួយɧŲǓង់
E(0, –1)។

V. (១៥ពិន្ទ©)

១. រកកូអរȺđǓřǓផ្ចិត កំពូល និងកណំȃřំǓĠǓលីប (E) : 4x2 + 9y2 – 8x + 36y + 4 = 0 ក្ន©ងតŸǓុយ
អរតូណរមាúǓល់មានទិសɞវÂជ្ជមាន

(
O,−→i ,−→j ,−→k

)
។

២. រកកូអរȺđǓřǓចំណȃចŶǓសព្វរវាង (E) និងអ័កǓ¦ទាំងពីរřǓតŸǓុយĞើយសង់ĠǓលីប (E)។
Ⱥយយក 4

√
2

3 = 1.9 ។

េរȢបេរȢងេ�យ លីម សី� �គȪគណិតវិទយវិទយល័យសេម�ចឳ េខត�េសȢម�ប Tel: 012689353
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VI. (២០ពិន្ទ©) ɧក្ន©ងលំហŶǓដាប់ȺយតŸǓុយអរតូណរមាúǓល់
(
O,−→i ,−→j ,−→k

)
ĀǓឲǓ¢ចំណȃច A(0, 2, 2) និង

បនាïǓត់D ĬǓលមានសមីការបាúǓរាʳǓĺ៉Ǔត x = 1 + t, y = 1 – t, z = 2 – t, t ∈ R ។

១. បងាøǓញថាប្លង់ P : x – y – z + 4 = 0 កាត់តាមចំណȃច AĞើយĢǓងនឹងបនាïǓត់ D ។

២. ប្លង់ (P)កាតអ់័កǓ¦ OxŲǓង់M, OyŲǓង់ N និង OzŲǓង់ P ។ រកកូអរȺđǓřǓចំណȃចM, N និង
P រួចសង់ចំណȃច A, M, N, Pɧក្ន©ងតŸǓុយ

(
O,−→i ,−→j ,−→k

)
។

៣. បងាøǓញថាŲǓីȰណ MNP ជាŲǓីȰណសម័ងǓ¦។

៤. គណនា −−→MP × −−−→MN រួចទាញរកś្ទǓŪǓទǓǺřǓŲǓីȰណ MNP ។

VII. (៣៥ពិន្ទ©)

១. f ជាអនុគមន៍កំណត់ęើ R Ⱥយ f(x) = (1 – x)ex – 1 ។ គណនា f′(x) ។
សង់តារាងអĎǓរភាពřǓអនុគមន៍ f (Ⱥយមិនចាំបាច់គណនាលីមីតŲǓង់ –∞ និង +∞ ) ។
ទាញរកសǽʲǓřǓ f(x) ។

២. g ជាអនុគមន៍កំណត់ęើ R Ⱥយ g(x) = (2 – x)ex + 2 – x ។

ក. គណនា lim
x→–∞

g(x) និង lim
x→+∞

g(x) ។ គណនា g′(x) ។ ȺយƋǓើលទ្ធផលĬǓលបានɧ
សំណȅរ១. ចូរសិកǓǼសǽʲǓřǓ g′(x) រួចសង់តារាងអĎǓរភាពřǓអនុគមន៍ g ។

ខ. បងាøǓញថាģǓ¦ǓȰង Cតាងអនុគមន៍ gមានបនាïǓត់ D : y = 2 – xជាអាសុមីតតូƈǓǓត កាលណា
x ខិតជិត –∞ ។ បǽèǓក់ទីតាំងřǓģǓ¦ǓȰង C ĐៀបនឹងបនាïǓត់ D ។

គ. កំណត់សមីការបនាïǓត់ប៉ះនឹងģǓ¦ǓȰង C ĬǓលźǓបនឹងបនាïǓត់ D ។

ឃ. រកកូអរȺđǓřǓចំណȃចរបត់របស់ģǓ¦ǓȰង C ។

ង. សង់ģǓ¦ǓȰង C ក្ន©ងតŸǓុយអរតូណរមាúǓល់
(
O, −→i , −→j

)
។ (ឯកតាęើអ័កǓ¦ĝ្មើនឹង 1cm )។

េរȢបេរȢងេ�យ លីម សី� �គȪគណិតវិទយវិទយល័យសេម�ចឳ េខត�េសȢម�ប Tel: 012689353
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[ដំេ�ះ��យ]
I. គណនាលីមីត៖

១. lim
x→0

sin x + ex – 1
x2 + x

មានរាងមិនកំណត់ 00

= lim
x→0

sin x+ex–1
x

x2+x
x

= lim
x→0

sin x
x + ex–1

x
x + 1 = 1 + 1

0 + 1 = 2

ដូចđǓះ lim
x→0

sin x + ex – 1
x2 + x

= 2

២. lim
x→+∞

ln x + 2
x + 1 = lim

x→+∞
ln x
x ·

1 + 2
ln x

1 + 1
x

 = 0
(
1 + 0
1 + 0

)
= 0(1) = 0

ដូចđǓះ lim
x→+∞

ln x + 2
x + 1 = 0

II. ១. កំណត់ចំនួនពិត x និង y

2xi – y = (3 – 2i)(1 + i)
i(1 + 2i) ⇔ 2xi – y = 3 + 3i – 2i – 2i2

i + 2i2

2xi – y =
(5 + i) (i + 2)
(i – 2)(i + 2)

2xi – y = 5i + 10 + i2 + 2i
i2 – 4

2xi – y = –7
5 i – 9

5

=⇒


2x = –7

5 ⇒ x = – 7
10

–y = –9
5 ⇒ y = 9

5

ដូចđǓះ x = – 7
10 ; y = 9

5

២. សរĝǓរ (1 + Z)4 ជាទŸǓង់ŲǓីȰណមាŲǓ

ėើងមាន Z = cos 2π
9 + i sin 2π

9

(1 + Z)4 =
(
1 + cos 2π

9 + i sin 2π
9

)4
=

(
2 cos2 π

9 + i2 sin π9 cos π9

)4
េរȢបេរȢងេ�យ លីម សី� �គȪគណិតវិទយវិទយល័យសេម�ចឳ េខត�េសȢម�ប Tel: 012689353
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=
(
2 cos π9

(
cos π9 + i sin π9

))4
= 24 cos4 π

9

(
cos 4π

9 + i sin 4π
9

)

ដូចđǓះ (1 + Z)4 = 16 cos4 π
9

(
cos 4π

9 + i sin 4π
9

)
III. ១.ȺះʈǓǓយសមីការ y′′ – 6y′ + 8y = 0 (α)

(α)មានសមីការសមាäǓល់ r2 – 6r + 8 = 0

∆ = b2 – 4ac = (–6)2 – 4(1)(8) = 36 – 32 = ⇒
√
∆ = 2

r1 = –b –
√
∆

2a = –(–6) – 2
2(1) = 4

2 = 2

r2 = –b –
√
∆

2a = –(–6) + 2
2(1) = 8

2 = 4

ដូចđǓះ ចĖ្លើយទូɥřǓសមីការ (α) គឺ y = Ae2x + Be4x ; A, B ∈ R

២. រកអនុគមន៍ gĬǓលជាចĖ្លើយមួយřǓ (α)ĒើɸǓǓប G របសវ់ាប៉ះនឹងបនាïǓតĈ់ǓកមួយɧŲǓង់E(0, –1)

ėើងមាន ចĖ្លើយទូɥřǓសមីការ (α) គឺ y = Ae2x + Be4x ; A, B ∈ R

ȺយɸǓǓប G របស់វាប៉ះនឹងបនាïǓត់ĈǓកមួយɧŲǓង់E(0, –1) ėើងបាន

• y(0) = –1 ⇒ Ae0 + Be0 = –1 ⇒ A + B = –1 (1)

• បនាïǓត់ប៉ះជាបនាïǓត់ĈǓក នាំឲǓ¢ ĖǓគុណʄǓǓប់ទិសřǓបនាïǓត់ប៉ះŲǓង់ចំណȃច (0, –1)ĝ្មើសូនǓ¢
y′(0) = 0Ⱥយ y′ = 2Ae2x + 4Be4x ⇒ 2Ae0 + 4Be0 = 0⇒ 2A + 4B = 0 (2)

(2) : A + B = –1 ⇒ A = –1 – B ជួសក្ន©ង (2) ⇒ 2 (–1 – B) + 4B = 0⇒ B = 3

B = 3 ⇒ A = –1 – 3 = –4

ដូចđǓះ ចĖ្លើយពិĝǓសមួយřǓ (α) គឹ y = –4e2x + 3e3x

IV. ១. រកកូអរȺđǓřǓផ្ចិត កំពូល និងកំណȃំřǓĠǓលីប (E) : 4x2 + 9y2 – 8x + 36y + 4 = 0

(E) : 4x2 + 9y2 – 8x + 36y + 4 = 0

⇔ 4
(
x2 – 2x + 1

)
– 4 + 9

(
y2 + 4y + 4

)
– 9(4) + 4 = 0

⇔ 4 (x – 1)2 + 9 (y + 2)2 = 36

េរȢបេរȢងេ�យ លីម សី� �គȪគណិតវិទយវិទយល័យសេម�ចឳ េខត�េសȢម�ប Tel: 012689353
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⇔ 4 (x – 1)2
36 + 9(y + 2)2

36 = 36
36

⇔ (x – 1)2

9 + (y + 2)2

4 = 1

⇔ (x – 1)2

32 + (y + 2)2

22 = 1

ėើងបាន

• អ័កǓ¦ធំřǓĠǓលីប ជាអ័កǓ¦ĈǓក

• h = 1, k = –2 ; a = 3, b = 2 ; c2 = a2 – b2 = 9 – 4 = 5 ⇒ c =
√

5

• ផ្ចិត(h, k) ⇒ ផ្ចិត(1, –2)

• កំពូល V1(h – a, k); V2(h – a, k) ⇒ កំពូល V1(–2, –2); V2(4, –2)

• កំណȃំ F1(h – c, k); F2(h + c, k) ⇒ កំណȃំ F1(1 –
√

5, –2); F2(1 +
√

5, –2)

២. រកកូអរȺđǓřǓចំណȃចŶǓសព្វរវាង (E) និងអ័កǓ¦ទាំងពីរřǓតŸǓុយĞើយសង់ĠǓលីប (E)

• (E)∩ (x′ox)⇔ y = o ⇒ (x – 1)2

9 + (0 + 2)2

4 = 1

(x – 1)2

9 = 0

(x – 1)2 = 0

(x – 1)(x – 1) = 0 ⇒ x1 = x2 = 1

ដូចđǓះ (E) កាត់អ័កǓ¦អាប់សុីសŲǓង់ x = 1

(E)∩ (y′oy)⇔ x = 0 ⇒ (0 – 1)2

9 + (y + 2)2

4 = 1

1
9 + (y + 2)2

4 = 1

(y + 2)2

4 = 8
9

(y + 2)2 = 32
9

y + 2 = ±
√

32
9
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y = –2 ± 4
√

2
3 = –2 ± 1.9

⇒ y1 = –2 + 1.9 = –0.1

y2 = –2 – 1.9 = –3.9

ដូចđǓះ (E) កាត់អ័កǓ¦អរȺđǓŲǓង់ y = –0.1 និង y = –3.9

សង់ĠǓលីប

–3 –2 –1 1 2 3

–4

–3

–2

–1

1

2

•
I
• •V2V1 • •

F1 F2

•

•

• x

y

V. ១. កំណត់ចំនួនពិត a, b និង c ĈើមǓ�ីឲǓ¢បាន x2 – 2x – 2
(x – 1)2(x + 2)

= a
x – 1 + b

(x – 1)2 + c
x + 2

x2 – 2x – 2
(x – 1)2(x + 2)

= a
x – 1 + b

(x – 1)2 + c
x + 2

= a(x – 1)(x + 2) + b(x + 2) + c(x – 1)2

(x – 1)2(x + 2)

= ax2 + 2ax – ax – 2a + bx + 2b + cx2 – 2cx + c
(x – 1)2(x + 2)

= (a + c)x2 + (a + b – 2c) + (–2a + 2b + c)
(x – 1)2(x + 2)

=⇒


a + c = 1 (1)

a + b – 2c = –2 (2)

–2a + 2b + c = –2 (3)

េរȢបេរȢងេ�យ លីម សី� �គȪគណិតវិទយវិទយល័យសេម�ចឳ េខត�េសȢម�ប Tel: 012689353



លីម
សីហា

8

(1)⇒ a = 1 – c ជំនួសក្ន©ង (2)⇒ 1 – c + b – 2c = –2⇒ b = 3c – 3

យក a = 1 – c និង b = 3c – 3 ជំនួសក្ន©ង (3)ėើងបាន

–2(1 – c) + 2(3c – 3) + c = –2 ⇔ – 2 + 2c + 6c – 6 + c = –2

⇒ c = 2
3

⇒ a = 1 – c = 1 – 2
3 = 1

3
⇒ b = 3c – 3 = 32

3 – 3 = –1

ដូចđǓះ a = 1
3, b = –1, c = 2

3

២. គណនាអាំងčǓɸǓǓល I =
∫ 0

–1

(
x2 – 2x – 2

(x – 1)2(x + 2)

)
dx

x2 – 2x – 2
(x – 1)2(x + 2)

= a
x – 1 + b

(x – 1)2 + c
x + 2 =

1
3

x – 1 – 1
(x – 1)2 +

2
3

x + 2

I =
∫ 0

–1

(
x2 – 2x – 2

(x – 1)2(x + 2)

)
dx =

∫  1
3

x – 1 – 1
(x – 1)2 +

2
3

x + 2

 dx

=
[
1
3 ln |x – 1| – –1

x – 1 + 2
3 ln |x + 2|

]0
–1

= 1
3 ln 1 – 1 + 2

3 ln 2 –
(
1
3 ln 2 – 1

2 + 2
3 ln 1

)
= –1 + 2

3 ln 2 – 1
3 ln 2 + 1

2

= ln 2
3 – 1

2

ដូចđǓះ I = ln 2
3 – 1

2

VI. ១. បងាøǓញថាប្លង់ P កាត់តាមចំណȃច AĞើយĢǓងនឹងបនាïǓត់ D

• P កាត់តាមចំណȃច A លុះʀǓǓıǓ ចំណȃច A ē្ទºងផាïǓត់ នឹងប្លង់ P

• P ĢǓងនឹងបនាïǓត់ D លុះʀǓǓıǓ វុÂចទ័រណរមាúǓល់−→n źǓបនឹងវុÂចទ័រʄǓǓប់ទិស −→u řǓបនាïǓត់ D
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ėើងមាន A(0, 2, 2)

P : x – y – z + 4 = 0 ⇒ វុÂចទ័រណរមាúǓលř់Ǔប្លង់P គឺ −→n (1, –1, –1)
D : x = 1 + t, y = 1 – t, z = 2 – t ⇒ វុÂចʄǓǓបទ់ិសřǓ បនាïǓត់D គឺ −→u (1, –1, –1)

យក A(0, 2, 2) ជួសក្ន©ង ប្លង់Pėើងបាន 0 – 2 – 2 + 4 = 0 ពិត ⇒ P កាត់តាម A

−→n = −→u ⇒ −→n// −→u ⇒ P ĢǓងនឹងបនាïǓត់ D

ដូចđǓះ ប្លង់P កាត់តាមចំនុច AĞើយĢǓងនឹងបនាïǓត់ D

២. រកកូអរȺđǓřǓចំណȃច M, N និង P

• ប្លង់ (P) កាត់អ័កǓ¦ Ox ŲǓង់ Mėើងបាន y = 0; z = 0⇒ x – 0 – 0 + 4 = 0⇒ x = –4

ដូចđǓះ M(–4, 0, 0)

• ប្លង់ (P) កាត់អ័កǓ¦ Oy ŲǓង់ Nėើងបាន x = 0, z = 0⇒ 0 – y – 0 + 4 = 0⇒ y = 4

ដូចđǓះ N(0, 4, 0)

• ប្លង់ (P) កាត់អ័កǓ¦ Oz ŲǓង់ Pėើងបាន x = 0, y = 0⇒ 0 – 0 – z + 4 = 0⇒ z = 4

ដូចđǓះ P(0, 0, 4)

សង់ចំណȃច A, M, N, P

x

y

z

O

–4

–2

1
2

3
4

1
2

3

1

2

3

4

A(0, 2, 2)•

M(–4, 0, 0)•

N(0, 4, 0)
•

P(0, 0, 4)•
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៣. បងាøǓញថាŲǓីȰណ MNP ជាŲǓីȰណសម័ងǓ¦
M(–4, 0, 0) ; N(0, 4, 0) ; P(0, 0, 4)

• MN =
√

(0 + 4)2 + (4 – 0)2 + (0 – 0)2 = 4
√

2

• MP =
√

(0 + 4)2 + (0 – 0)2 + (4 – 0)2 = 4
√

2

• NP =
√

(0 – 0)2 + (0 – 4)2 + (4 – 0)2 = 4
√

2

ȺយŶǓľǓង MN = MP = NP = 4
√

2 ដូចđǓះ ∆MNP ជាŲǓីȰណសម័ងǓ¦

៤. គណនា −−→MP × −−−→MN

• −−→MP(0 + 4, 0 – 0, 4 – 0) ⇒ −−→MP(4, 0, 4)

• −−−→MN(0 + 4, 4 – 0, 0) ⇒ −−−→MN(4, 4, 0)

−−→MP × −−−→MN =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→i −→j −→k
4 0 4

4 4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (0 – 16)−→i – (0 – 16)−→j + (16 – 0)−→k
= –16−→i + 16−→j + 16−→k

ដូចđǓះ −−→MP × −−−→MN = –16−→i + 16−→j + 16−→k

ទាញរកś្ទǓŪǓទǓǺřǓŲǓីȰណ MNP

S∆MNP = 1
2

∣∣∣∣−−→MP × −−−→MN
∣∣∣∣ = 1

2

√
(–16)2 + (16)2 + (16)2 = 16

2
√

3 = 8
√

3

ដូចđǓះ S∆MNP = 8
√

3 ឯកតាś្ទǓ

VII. ១. គណនា f′(x)

f(x) = (1 – x)ex – 1

f′(x) = ((1 – x) ex – 1)′ = (1 – x)′ ex + (ex)′ (1 – x) = –ex + ex – xex = –xex

ដូចđǓះ f′(x) = –xex
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សង់តារាងអĎǓរភាពřǓអនុគមន៍ f

• f′(x) = –xex Ⱥយ ex > 0 ∀x ∈ R⇒ f′(x)មានសǽʲǓតាម –x

• f′(x) = 0⇔ –x = 0 ⇒ x = 0

• f′(x) > 0⇔ –x > 0 ⇒ x < 0

• f′(x) < 0⇔ –x < 0 ⇒ x > 0

• f(0) = (1 – 0)e0 – 1 = 0

តារាងអĎǓរភាពřǓអនុគមន៍ f
x

f′(x)

f(x)

–∞ 0 +∞

+ 0 –

00

ទាញរកសǽʲǓřǓ f(x)

តាមតារាងអĎǓរភាព fមានតŞ្លǓអតិបរមាĐៀបមួយ ĬǓលមានតŞ្លǓĝ្មើ 0
ដូចđǓះ f(x) ≤ 0 ∀x ∈ R

២. ក. គណនា lim
x→–∞

g(x) និង lim
x→+∞

g(x)

g(x) = (2 – x)ex + 2 – x

• lim
x→–∞

g(x) = lim
x→–∞

((2 – x)ex + 2 – x) = 0 + 2 – (–∞) = +∞

ដូចđǓះ lim
x→+∞

f(x) = +∞

• lim
x→+∞

g(x) = lim
x→+∞

((2 – x)ex + 2 – x) = –∞+ 2 – (+∞) = –∞

ដូចđǓះ lim
x→–∞

f(x) = –∞

គណនា g′(x)

g′(x) = ((2 – x)ex + 2 – x)′ = (2 – x)′ ex + (ex)′ (2 – x) – 1 = –ex + 2ex – xex – 1

= ex – xex – 1 = (1 – x) ex – 1
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ដូចđǓះ g′(x) = (1 – x) ex – 1

សិកǓǼសǽʲǓřǓ g′(x)

Ⱥយ g′(x) = (1 – x) ex – 1 = f(x) តាមលទ្ធផលĬǓលបានɧសំណȅរ១.
f(x) ≤ 0 ⇒ g′(x) ≤ 0 ∀x ∈ R

f(0) = 0 ⇒ g′(0) = 0

សង់តារាងអĎǓរភាពřǓអនុគមន៍ g

• g(0) = (2 – 0)e0 + 2 – 0 ⇒ g(0) = 4

x

g′(x)

g(x)

–∞ 0 +∞

– 0 –

+∞+∞
–∞–∞4

ខ. បងាøǓញថា D : y = 2 – x ជាអាសុីមតូតƈǓǓត កាលណា x ខិតជិត –∞

g(x) = (2 – x) ex + 2 – x Ⱥយ lim
x→–∞

(2 – x) ex = 0

ដូចđǓះ បនាïǓត់ (D) : y = 2 – x ជាអាសុីមតូតƈǓǓត

បǽèǓក់ទីតាំងřǓģǓ¦ǓȰង C ĐៀបនឹងបនាïǓត់ D

• (C) : g(x) = (2 – x)ex + (2 – x)

• (D) : y = 2 – x

⇒ g(x) – y = (2 – x)ex

• g(x) – y = 0 ⇔ (2 – x)ex = 0⇒ 2 – x = 0⇒ –x = –2⇒ x = 2

ដូចđǓះ ĔǓល x = 2ɸǓǓប C កាត់បនាïǓត់ D

• g(x) – y > 0 ⇔ (2 – x)ex > 0⇒ 2 – x > 0⇒ –x > –2⇒ x < 2

ដូចđǓះ ĔǓល x < 2ɸǓǓប C ស្ថិតęើបនាïǓត់ D

• g(x) – y < 0 ⇔ (2 – x)ex < 0⇒ 2 – x < 0⇒ –x < –2⇒ x < 2
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ដូចđǓះ ŲǓង់ x < 2ɸǓǓប C ស្ថិតʍǓǓមបនាïǓត់ D

គ. កំណត់សមីការបនាïǓត់ប៉ះនឹងģǓ¦ǓȰង C ĬǓលźǓបនឹងបនាïǓត់ D
សមីការបនាïǓត់ប៉ះ (T) : y = g′(xo)(x – xo) + g(xo)

• (T)//D : y = 2 – x⇒ g′(xo) = –1

• g′(xo) = –1 ⇔ (1 – xo)exo – 1 = –1 ⇒ 1 – xo = 0 ⇒ xo = 1

g(xo) = g(1) = (2 – 1)e1 + 2 – 1 = e + 1

⇒ (T) : y = –(x – 1) + e + 1 = –x + e + 2

ដូចđǓះ បនាïǓត់ប៉ះ គឺ (T) : y = –x + e + 2

ឃ. រកកូអរȺđǓřǓចំណȃចរបត់របស់ģǓ¦ǓȰង C

g′′(x) = ((1 – x) ex – 1)′ = (1 – x)′ ex + (ex) (1 – x) = –ex + ex – xex = –xex

• g′′(x) = –xex Ⱥយ ex > 0 ∀x ∈ R⇒ g′′(x)មានសǽʲǓតាម –x

• g′′(x) = 0⇔ –x = 0 ⇒ x = 0

• g′′(x) > 0⇔ –x > 0 ⇒ x < 0

• g′′(x) < 0⇔ –x < 0 ⇒ x > 0

តារាងសǽʲǓřǓ g′′(x)

x

g′′(x)

–∞ 0 +∞

+ 0 –

• ŲǓង់ x = 0, f′′(x) = 0Ğើយប្តªរសǽʲǓ ėើងបាន gមានចំណȃចរបត់មួយ ŲǓង់
x = 0, g(0) = 2 + 2 = 4

ដូចđǓះ ចំណȃចរបត់គឺ (0, 4)
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ង. សង់ģǓ¦ǓȰង C

–4 –3 –2 –1 1 2 3 4 5

–3

–2

–1

1

2

3

4

5

6

y =
2 – x

(C)

•

•

•

x

y
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វិȦញ �គណិតវិទយេ�តȣម�˪ទបង
សȦញ ប�តមធយមសិក�ទុតិយភូមិឆន ២ំ០១៨

[វិȦញ �ទី២]
I. (១៥ពិន្ទ©) គណនាលីមីត៖

ក. lim
x→–3

x2 + 6x + 9
x2 + 4x + 3

ខ. lim
x→0

sin2 x
–3x

គ. lim
x→0

√
2 + x –

√
2 – x

x
ឃ. lim

x→+∞
(2ex + 2x – 2)

II. (១៥ពិន្ទ©) ŪǓǑចត្ល©ង 20 ķ្លǓĬǓលដាក់លក់មាន 16 ķ្លǓមានរសជាតិķ្អǓម និង 4 ķ្លǓďៀតមានរសជាតិជូរ។
អ្នកទិញមាñǓក់ƃǓើសĘÃសយកŪǓǑច 3 ķ្លǓȺយŋǓដនǓ¢។ រកŶǓǑបាបřǓŷǓឹត្តិការណ៍ខាងʍǓǓម៖

១. A : ŪǓǑចទាំង 3 ķ្លǓសុទ្ធıǓជូរ។

២. B : ŪǓǑចទាំង 3 ķ្លǓសុទ្ធıǓķ្អǓម។

៣. C : យាúǓងតិចមានŪǓǑច 1 ķ្លǓមានរសជាតិķ្អǓម។

III. (២០ពិន្ទ©) ĀǓឲǓ¢សមីការ y′′ – 4y′ + 5y = 0 (E) ។

១. រកចĖ្លើយទូɥ yc řǓសមីការ (E) ។

២. ĀǓដឹងថា yp = a cos x + b sin x ជាចĖ្លើយពិĝǓសřǓសមីការ
y′′ – 4y′ + 5y = 4 cos x – 12 sin x (F) ចំɆះūǓប់ចំនួនពិត x ។
រកចំនួនពិត a និង bĞើយទាញរកចĖ្លើយទូɥřǓសមីការ (F) ។

IV. (១០ពិន្ទ©) ĀǓមានសមីការ 18x2 + 10y2 = 90

ក. បងាøǓញថាសមីការđǓះជាសមីការĠǓលីប។
រកŶǓľǓងអ័កǓ¦ធំ, ŶǓľǓងអ័កǓ¦តូច និងកូអរȺđǓřǓកំពូលទាំងពីរ។

ខ. សង់ĠǓលីបđǓះ។

V. (៣០ពិន្ទ©) ɧក្ន©ងតŸǓុយអរតូណរមាúǓល់
(
O,−→i ,−→j ,−→k

)
ĀǓឲǓ¢ចំណȃច A(1, 0, 1) និងវុÂចទ័រ

−−→
AB = (–1, 2, 1) ។

១. រកកូអរȺđǓចំណȃច B។ រកសមីការប្លង់ P ĬǓលកាតត់ាមចំណȃច A និងមានវុÂចទ័រʄǓǓបទ់ិស −−→AB ។
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២. ĀǓឲǓ¢ចំណȃច C(2, 1, 0) និង D(1, 3, 1) ។
រកកូអរȺđǓřǓវុÂចទ័រ −−→AC និង −−→CD ។ គណនា −−→AB · −−→AC រួចបងាøǓញថា ABDCជាចតȰុណĢǓង។

៣. គណនា −−→AB × −−→ACទាញរកś្ទǓŪǓទǓǺřǓចតុȰណ ABDC ។

៤. រកមាឌចតុមុខ OABC ។ ទាញរកចមាåǓយពីគល់ Oɥប្លង់ ABC ។

VI. (៣៥ពិន្ទ©) f ជាអនុគមនក៍ំណតច់ំɆះūǓបច់ំនួនពិត xȺយ y = f(x) = –x – 2 + 4ex

ex + 1 Ğើយមាន
ģǓ¦ǓȰង Cɧក្ន©ងតŸǓុយអរតូណរមាúǓល់

(
O,−→i ,−→j

)
មួយĬǓលមានឯកតា 1cm ។

១. គណនា lim
x→–∞

f(x) និង lim
x→+∞

f(x) ។
រកសមីការអាសុីមតូតƈǓǓតřǓģǓ¦ǓȰង C កាលណា x→ –∞ ។

២. គណនា f′(x)ĞើយបងាøǓញថា f′(x) ≤ 0, x ∈ R ។
គណនា f′(0) , f(0) រួចសង់តារាងអĎǓរភាពřǓ f ។

៣. បងាøǓញថាគល់កូអរȺđǓ O ជាចំណȃចរបត់ និងជាផ្ចិតឆ្ល©ះរបស់ģǓ¦ǓȰង C ។

៤. រក f(3) រួចសងģ់Ǔ¦ǓȰង C (ĀǓយក e3 = 20) ។ ȺះʈǓǓយវÂសមកីារ 4ex

ex + 1 ≥ x + 2ȺយƋǓើ
ģǓ¦ǓȰង C ។
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[ដំេ�ះ��យ]
I. គណនាលីមីត៖

ក. lim
x→–3

x2 + 6x + 9
x2 + 4x + 3

(មានរាងមិនកំណត់ 00 )

= lim
x→–3

(x + 3)(x + 3)
(x + 1)(x + 3) = lim

x→–3
x + 3
x + 1 = –3 + 3

–3 + 1 = 0
–2 = 0

ដូចđǓះ lim
x→–3

x2 + 6x + 9
x2 + 4x + 3

= 0

ខ. lim
x→0

sin2 x
–3x (មានរាងមិនកំណត់ 00 )

= lim
x→0

1
–3 ·

sin x
x · sin x = 1

–3(1)(0) = 0 ដូចđǓះ lim
x→0

sin2 x
–3x = 0

គ. lim
x→0

√
2 + x –

√
2 – x

x (មានរាងមិនកំណត់00 )

= lim
x→0

(√
2 + x –

√
2 – x

)
x ×

(√
2 + x +

√
2 – x

)(√
2 + x +

√
2 – x

) = lim
x→0

2 + x – (2 – x)
x
(√

2 + x +
√

2 – x
)

= lim
x→0

2x
x
(√

2 + x +
√

2 – x
) = 2

√
2 + 0 +

√
2 – 0

= 2
2
√

2
= 1
√

2
×
√

2
√

2
=
√

2
2

ដូចđǓះ lim
x→0

(√
2 + x –

√
2 – x

)
x =

√
2

2

ឃ. lim
x→+∞

(2ex + 2x – 2) = 2(+∞) + 2(+∞) – 2 = +∞

ដូចđǓះ lim
x→+∞

(2ex + 2x – 2) = +∞

II. រកŶǓǑបាបřǓŷǓឹត្តិការណ៍៖

១. A : ŪǓǑចទាំង 3 ķ្លǓសុទ្ធıǓជូរ

តាមរូបមន្ត P(A) = n(A)
n(S) Ⱥយ n(A) = C(4, 3) = 4!

1!3! = 4

n(S) = C(20, 3) = 20!
17!3! = 20 × 19 × 18

3 × 2 × 1
= 20 × 19 × 3 = 1140
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ėើងបាន P(A) = 4
1140 = 1

285 ដូចđǓះ P(A) = 1
285

២. B : ŪǓǑចទាំង 3 ķ្លǓសុទ្ធıǓķ្អǓម
តាមរូបមន្ត P(B) = n(B)

n(S) Ⱥយ n(B) = C(16, 3) = 16!
13!3! = 16 × 15 × 14

3 × 2 × 1
= 8 × 5 × 14 = 560

n(S) = 1140

ėើងបាន P(B) = 560
1140 = 8 × 5 × 14

20 × 19 × 3 = 28
57 ដូចđǓះ P(B) = 28

57

៣. C : យាúǓងតិចមានŪǓǑច 1 ķ្លǓមានរសជាតិķ្អǓម
តាមរូបមន្ត P(C) = 1 – P(A) = 1 – 1

285 = 284
285

ដូចđǓះ P(C) = 284
285

III. ១. រកចĖ្លើយទូɥ yc řǓសមីការ (E) : y′′ – 4y′ + 5y = 0

(E)មានសមីការសមាäǓល់ r2 – 4r + 5 = 0

∆ = b2 – 4ac = 16 – 4(1)(5) = –4 ⇒
√
∆ = 2i

⇒ r1 = 4 – 2i
2 = 2 – i ; r2 = 4 + 2i

2 = 2 + i

ដូចđǓះ yc = e2x (A cos x + B sin x) ; A, B ∈ R

២. រកចំនួនពិត a និង b

ėើងមាន yp = a cos x + b sin x ; y′′ – 4y′ + 5y = 4 cos x – 12 sin x (F)

yp ជាចĖ្លើយřǓ (F) លុះʀǓǓıǓ y′′p – 4y′p + 5yp = 4 cos x – 12 sin x

Ⱥយ y′P = (a cos x + b sin x)′ = –a sin x + b cos x

y′′p = (–a sin x + b cos x)′ = –a cos x – b sin x
ĀǓបាន

– a cos x – b sin x – 4 (–a sin x + b cos x) + 5 (a cos x + b sin x) = 4 cos x – 12 sin x(–4b + 4a) cos x + (4a + 4b) sin x = 4 cos x – 12 sin x
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⇒

 –4b + 4a = 4

4a + 4b = –12
+

8a = –8 ⇒ a = –1 ; ⇒ b = –2

ដូចđǓះ yp = – cos x – 2 sin x

ទាញរកចĖ្លើយទូɥřǓសមីការ (F)

ចĖ្លើយទូɥřǓ(F)គឺ y = yc + yp = e2x (A cos x + B sin x) – cos x – 2 sin x ; A, B ∈ R

IV. ក. បងាøǓញថាសមីការ 18x2 + 10y2 = 90 ជាសមីការĠǓលីប

18x2 + 10y2 = 90 ⇔ 18x2

90 + 10y2

90 = 90
90

⇔ x2

5 + y2

9 = 1

⇔ (x – 0)2(√
5
)2 + (y – 0)2

32 = 1 ជាសមីការĠǓលីប

ĀǓបាន

• អ័កǓ¦ធំជាអ័កǓ¦ឈរ

• h = 0, k = 0; a = 3; b =
√

5

• រកŶǓľǓងអ័កǓ¦ធំគឺ 2a = 2(3) = 6 ឯកតាŶǓľǓង

• ŶǓľǓងអ័កǓ¦តូចគឺ 2b = 2(
√

5) = 2
√

5 ឯកតាŶǓľǓង

• កំពូលគឺ V1(h, k – a); V2(h, k + a) ដូចđǓះ V1(0, –3); V2(0, 3)

ខ. សង់ĠǓលីបđǓះ

–3 –2 –1 1 2 3

–3

–2

–1

1

2

3 •

•

V2

V1

x

y
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V. ១. គណនាកូអរȺđǓřǓចំណȃច B

ėើងមាន A(1, 0, 1) ;
−−→
AB = (–1, 2, 1)

Ⱥយ −−→AB (xB – xA, yB – yA, zB – zA
)⇒−−→AB (xB – 1, yB – 0, zB – 1)
ıǓ−−→AB (–1, 2, 1)

=⇒


xB – 1 = –1

yB = 2

zB – 1 = 1

⇒


xB = 0

yB = 2

zB = 2

ដូចđǓះ កូអរȺđǓះចំណȃចB គឺ B(0, 2, 2)

រកសមីការប្លង់ P ĬǓលកាត់តាមចំណȃច A និងមានវុÂចទ័រʄǓǓប់ទិស −−→AB

សមីការប្លង់ P : a(x – xo) + b(y – yo) + c(z – zo) = 0

• P ĬǓលកាត់តាមចំណȃច A(1, 0, 1)

• PមានវុÂចទ័រʄǓǓប់ទិស −−→AB (–1, 2, 1)
នាំឲǓ¢ (P) : – 1 (x – 1) + 2 (y – 0) + 1 (z – 1) = 0

– x + 2y + z = 0

ដូចđǓះ សមីការប្លង់(P) : –x + 2y + z = 0

២. រកកូអរȺđǓřǓវុÂចទ័រ −−→AC និង −−→CD

ėើងមាន A(1, 0, 1); C(2, 1, 0) និង D(1, 3, 1)

ėើងបាន −−→
AC (2 – 1, 1 – 0, 0 – 1) ⇒ −−→

AC (1, 1, –1)
−−→CD (1 – 2, 3 – 1, 1 – 0) ⇒ −−→CD (–1, 2, 1)

គណនា −−→AB · −−→AC

ėើងមាន −−→AB (–1, 2, 1) ;
−−→
AC (1, 1, –1)

ėើងបាន −−→
AB · −−→AC = (–1)(1) + (2)(1) + 1(–1) = 0 ដូចđǓះ −−→AB · −−→AC = 0
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បងាøǓញថា ABDC ជាចតុȰណĢǓង
Ⱥយ

• −−→AB · −−→AC = 0⇒ −−→AB⊥−−→AC (1)

• −−→AB (–1, 2, 1) = −−→CD (–1, 2, 1)⇒ ∣∣∣∣∣−−→AB
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−−→CD
∣∣∣∣ (2)

តាម (1) និង (2) ដូចđǓះ ABDC ជាចតុȰណĢǓង

៣. គណនា −−→AB × −−→AC

ėើងមាន −−→AB (–1, 2, 1) ;
−−→
AC (1, 1, –1)

ėើងបាន −−→
AB × −−→AC =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→i −→j −→k
–1 2 1

1 1 –1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (–2 – 1)−→i – (1 – 1)−→j + (–1 – 2)−→k
= –3−→i + 0−→j – 3−→k

ដូចđǓះ −−→AB × −−→AC = –3−→i + 0−→j – 3−→k

ទាញរកś្ទǓŪǓទǓǺřǓចតុȰណ ABDC

SABCD =
∣∣∣∣∣−−→AB × −−→AC

∣∣∣∣∣ =
√

(–3)2 + 02 + (–3)2 = 3
√

2

ដូចđǓះ SABCD = 3
√

2 ឯកតាś្ទǓ

៤. រកមាឌចតុមុខ OABC

VចតុមុខOABC = 1
6

∣∣∣∣∣−−→AB × −−→AC
∣∣∣∣∣ ·AO ; AO =

√
12 + 02 + 12 =

√
2

= 1
6 · 3
√

2 ·
√

2 = 1

ដូចđǓះ V = 1 ឯកតាមាឌ
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ទាញរកចមាåǓយពីគល់ Oɥប្លង់ ABC

តាមរូបមន្ត VčǓʀǓǓń៊ǓតOABC = 1
3S∆ABC · h

⇒ h = 3V
S

h = 3V
1
2

∣∣∣∣∣−−→AB × −−→AC
∣∣∣∣∣ ; h = d (O, (ABC))

⇒ d(o, (ABC)) = 6V
3
√

2
= 2 · 1

√
2
×
√

2
√

2
=
√

2

ដូចđǓះ d (O, (ABC)) =
√

2 ឯកតាŶǓľǓង

VI. ១. គណនា lim
x→–∞

f(x) និង lim
x→+∞

f(x)

y = f(x) = –x – 2 + 4ex

ex + 1

lim
x→–∞

f(x) = lim
x→–∞

(
–x – 2 + 4ex

ex + 1

)
= –(–∞) – 2 + 0

0 + 1 = +∞

lim
x→–∞

f(x) = +∞

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(
–x – 2 + 4ex

ex + 1

)
= –(+∞) – 2 + 4

1 + 0 = –∞

lim
x→+∞

f(x) = –∞

រកសមីការអាសុីមតូតƈǓǓតřǓģǓ¦ǓȰង C កាលណា x→ –∞

y = f(x) = –x – 2 + 4ex

ex + 1 Ⱥយ lim
x→–∞

ex

ex + 1 = 4(0)
0 + 1 = 0

ដូចđǓះ បនាïǓត់y = –x – 2 ជាអាសុីមតូតƈǓǓត

២. គណនា f′(x)

f′(x) =
(
–x – 2 + 4ex

ex + 1

)′
= –1 +

(4ex)′ (ex + 1) – (4ex) (ex + 1)′(ex + 1)2
= –1 + 4e2x + 4ex – 4e2x(ex + 1)2 = –e2x – 2ex – 1(ex + 1)2 + 4ex(ex + 1)2
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=
–
(
e2x – 2ex + 1

)
(ex + 1)2 = –

(ex – 1)2(ex + 1)2
ដូចđǓះ f′(x) = –

(ex – 1)2(ex + 1)2
បងាøǓញថា f′(x) ≤ 0, x ∈ R

f′(x) = –
(ex – 1)2(ex + 1)2 < 0 ∀x ∈ R ʚǓǓះ

(ex – 1)2(ex + 1)2 > 0

ដូចđǓះ f′(x) < 0 ∀x ∈ R

គណនា f′(0) , f(0)

• f′(0) = –

(
e0 – 1

)2(
e0 + 1

)2 = –0
4 = 0 f′(0) = 0

• f(0) = –0 – 2 + 4e0

e0 + 1
= –2 + 2 = 0 f(0) = 0

តារាងអĎǓរភាពřǓf
x

f′(x)

f(x)

–∞ 0 +∞

– 0 –

+∞+∞

–∞–∞
0

៣. បងាøǓញថាគល់កូអរȺđǓ O ជាចំណȃចរបត់ និងជាផ្ចិតឆ្ល©ះរបស់ģǓ¦ǓȰង C

f′′(x) =
– (ex – 1)2(ex + 1)2

′ = –2ex (ex – 1) (ex + 1)2 + 2ex (ex + 1) (ex – 1)2(ex + 1)4
= –2ex (ex – 1) (ex + 1) + 2ex (ex – 1)2(ex + 1)2
= –2e3x – 2e2x + 2e2x + 2ex + 2e3x – 4e2x + 2ex(ex + 1)3 = 4ex – 4e2x(ex + 1)3
= 4ex (1 – ex)(ex + 1)3
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f′′(x)មានសǽʲǓតាម 1 – ex

• f′′(x) = 0 ⇔ 1 – ex = 0⇒ 1 = ex ⇒ x = 0

• f′′(x) < 0 ⇔ 1 – ex < 0⇒ 1 < ex ⇒ x > 0

• f′′(x) > 0 ⇔ 1 – ex > 0⇒ 1 > ex ⇒ x < 0

តារាងសǽʲǓf′′(x)

x

f′′(x)

–∞ 0 +∞

+ 0 –

• ŲǓង់x = 0, f′′(0) = 0 Ğើយវាប្តªរសǽʲǓពីរ + ɥ – ដូចđǓះ ėើងបាន f មានចំនុចរបត់មួយ
ŲǓង់ x = 0, f(0) = 0

ដូចđǓះ គល់ O(0, 0) ជាចំណȃចរបត់řǓģǓ¦ǓȰង

បងាøǓញថាគល់O(0, 0) ជាផ្ចិតឆ្ល©ះ
O(0, 0) ជាផ្ចិតឆ្ល©ះ លុះʀǓǓıǓ f(2 × 0 – x) + f(x) = 2 × 0 ⇔ f(–x) + f(x) = 0

• f(x) = –x – 2 + 4ex

ex + 1

• f(–x) = x – 2 + 4e–x

e–x + 1 = x – 2 + 4
1 + ex

⇒ f(–x) + f(x) = –4 + 4ex

ex + 1 + 4
ex + 1 = –4 + 4

(
ex + 1
ex + 1

)
= 0 ពិត

ដូចđǓះ គល់O(0, 0) ជាផ្ចិតឆ្ល©ះ

៤. រក f(3)

f(3) = –3 – 2 + 4e3

e3 + 1
= –5 + 4e3

e3 + 1
= –1.19 f(3) = –1.19

សង់ģǓ¦ǓȰង C

• y = –x – 2
x 0 –2

y –2 0
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–1–2–3 1 2 3 4

–1

–2

1

2

3

(C)
y =

–x – 2

• x

y

ȺះʈǓǓយវÂសមីការ 4ex

ex + 1 ≥ x + 2ȺយƋǓើģǓ¦ǓȰង C
4ex

ex + 1 ≥ x + 2 ⇔ –x – 2 + 4ex

ex + 1 ≥ 0 ⇔ f(x) ≥ 0

តាមɸǓǓប f(x) ≥ 0 លុះʀǓǓıǓ x ∈ (–∞, 0]
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វិȦញ �គណិតវិទយេ�តȣម�˪ទបង
សȦញ ប�តមធយមសិក�ទុតិយភូមិឆន ២ំ០១៨

[វិȦញ �ទី៣]

I. (១០ពិន្ទ©) ĀǓមានចំនួនកុំផ្លិចពីរ Z1 =
2
(
cos π12 + i sin π12

)2
1 + i

√
3

និង Z2 = (1 – i)x + (1 – y)(1 + i)។

១. សរĝǓរ Z1 ជាទŸǓង់ŲǓីȰណមាŲǓ ĞើយសរĝǓរជាទŸǓង់ពីជគណិត។

២. កំណត់ចំនួនពិត x និង y ĈើមǓ�ីឲǓ¢បាន 2Z1 – (Z2 + y – 1) = 0 (Z1 ជាចំនួនកុំផ្លិចឆាöǓស់řǓ Z1) ។

II. (១៥ពិន្ទ©) គណនាលីមីតខាងʍǓǓម៖

ក. lim
x→ π4

2 sin
(
x – π4

)
π
4 – x

ខ. lim
x→0

–2 sin 5x
√

5 –
√

x + 5

គ. lim
x→0

1 – cos2 3x
–2x2

ឃ. lim
x→0

x2 – x
|x|

III. (១៥ពិន្ទ©) ក្ន©ងធុងមួយĀǓមានប៊ូលŪǓហម៤ ប៊ូលស៣ និងប៊ូលÿៀវ១។ ĀǓចាបយ់កប៊ូល៣ក្ន©ងĔǓលıǓមួយ
ăǓញពីធុងȺយŋǓដនǓ¢។

ក. រកŶǓǑបាបĬǓល «ĀǓចាប់បានប៊ូលŪǓហមពីរ និងមួយďៀតមិនŪǓហម»

ខ. រកŶǓǑបាបĬǓល «ĀǓចាប់បានប៊ូលŪǓហមទាំងបី»

គ. រកŶǓǑបាបĬǓល «ĀǓចាប់បានយាúǓងតិចប៊ូលŪǓហមពីរ»

IV. (១៥ពិន្ទ©) ĀǓមានអនុគមន៍ f កំណត់Ⱥយ f(x) = 5x2 + 20x + 6
x3 + 2x2 + x

។

១. សរĝǓរ f(x) ជារាង A
x + B

x + 1 + C
(x + 1)2 ĬǓល A , B និង C ជាចំនួនĎǓរĬǓលŲǓǑវកំណត់។

២. គណនា
∫ 5x2 + 20x + 6

x3 + 2x2 + x
dx ។

V. (១០ពិន្ទ©) ĀǓមានបាúǓរាʳǓបូលមួយមានកំពូលɧŲǓងច់ំណȃច o(0, 0) និង កណំȃំ Fស្ថិតɧęើអ័កǓ¦អរȺđǓ។

ក. រកសមីការស្តង់ដាřǓបាúǓរាʳǓបូលđǓះ ĒើĀǓដឹងថាវាកាត់តាមចំណȃច A(2, 6)។

ខ. រកតŞ្លǓřǓ xĒើ B
(
x1, 3

2

)
ស្ថិតɧęើបាúǓរាʳǓបូលđǓះ។ ចូរសង់បាúǓរាʳǓបូលđǓះ។
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VI. (២៥ពិន្ទ©) ក្ន©ងលំហŶǓដាប់ȺយតŸǓុយអរតូណរមាúǓល់វÂជ្ជមាន
(
O,−→i ,−→j ,−→k

)
ĀǓឲǓ¢ចំណȃច A(3, 2, 0)

និង K(0, –1, 3) ។

១. រកសមីការប្លង់ P ĬǓលកាត់តាម AĞើយĢǓងនឹងបនាïǓត់ AK ។

២. ĀǓឲǓ¢ចំណȃច B(5, 0, 0); C(0, 5, 0) និង D(0, 0, –5)។ē្ទºងផាïǓតថ់ាចំណȃច B, C និង Dជាចំណȃច
របស់ប្លង់ P ។

៣. គណនាś្ទǓŪǓទǓǺřǓŲǓីȰណ BCD ។

៤. គណនាŶǓľǓង AK រួចទាញរកមាឌřǓčǓʀǓǓńǓត KBCD ។

VII. (៣៥ពិន្ទ©) f ជាអនុគមន៍កំណត់ចំɆះūǓប់ចំនួនពិតវÂជ្ជមាន x Ⱥយ y = f(x) = –x – 4 ln x
x Ğើយ

មានģǓ¦ǓȰង Cɧក្ន©ងតŸǓុយអរតូណរមាúǓល់
(
O,−→i ,−→j ,−→k

)
មួយ។

១. គណនា lim
x→0+

f(x) និង lim
x→+∞

f(x) ។ ទាញរកសមីការអាសុីមតូតឈរřǓɸǓǓប C ។

២. បងាøǓញថាបនាïǓត់L : y = –x ជាអាសុីមតូតƈǓǓតřǓɸǓǓបC។ សិកǓǼទីតាំងរវាងɸǓǓបC និងបនាïǓត់L។

៣. បងាøǓញថាĈǓរÃĚǓ f′(x) < 0ĒើĀǓដឹងថា x2 + 4 – 4 ln x > 0 ចំɆះ x > 0 ។
សង់តារាងអĎǓរភាពřǓ f ។ បនាïǓត់ D ប៉ះនឹងɸǓǓប C ŲǓង់ចំណȃច AĞើយźǓបនឹងបនាïǓត់ L ។
រកកូអរȺđǓřǓចំណȃច A និងសមីការřǓបនាïǓត់ D ។

៤. សង់ L, D និងɸǓǓប Cɧក្ន©ងតŸǓុយ
(
O,−→i ,−→j

)
Ⱥយយក e = 2.7, 4

e = 1.5 ។
ĀǓយក S(a)ជាś្ទǓŪǓទǓǺķ្នǓកប្លងក់ំណតȺ់យɸǓǓបC និងអាសុមីតតូƈǓǓតLĬǓលŲǓǑវនឹង 1 ≤ x ≤ a។
រកតŞ្លǓ a ĈើមǓ�ីឲǓ¢ S(a) = 2 ឯកតាś្ទǓ។
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[ដំេ�ះ��យ]
I. ១. សរĝǓរ Z1 ជាទŸǓង់ŲǓីȰណមាŲǓ ĞើយសរĝǓរជាទŸǓង់ពីជគណិត

Z1 =
2
(
cos π12 + i sin π12

)2
1 + i

√
3

=
2
(
cos π6 + i sin π6

)
2
(

1
2 + i

√
3

2

) =
cos π6 + i sin π6
cos π3 + i sin π3

= cos
(
π

6 – π3

)
+ i sin

(
π

6 – π3

)
= cos

(
–π6

)
+ i sin

(
–π6

)
ដូចđǓះ ទŸǓង់ŲǓីȰណមាŲǓគឺ Z1 = cos

(
–π6

)
+ i sin

(
–π6

)
Z1 = cos

(
–π6

)
+ i sin

(
–π6

)
=
√

3
2 – 1

2 i

ដូចđǓះ ទŸǓង់ពិជគណិត គឺ Z1 =
√

3
2 – 1

2 i

២. កំណត់ចំនួនពិត x និង y ĈើមǓ�ីឲǓ¢បាន 2Z1 – (Z2 + y – 1) = 0

• Z1 =
√

3
2 – 1

2 i ⇒ Z1 =
√

3
2 + 1

2i

• Z2 = (1 – i)x + (1 – y)(1 + i) = x – xi + 1 + i – y – yi

2Z1 – (Z2 + y – 1) = 0 ⇔ 2
 √3

2 + 1
2i

 – (x – xi + 1 + i – y – yi + y – 1) = 0

√
3 + i – x + xi – i + yi = 0(√
3 – x

)
+ (x + y) i = 0 + 0i

=⇒


√

3 – x = 0 ⇒ x =
√

3

x + y = 0 ⇒ y = –x = –
√

3

ដូចđǓះ x =
√

3 ; y = –
√

3

II. គណនាលីមីតខាងʍǓǓម៖

ក. lim
x→ π4

2 sin
(
x – π4

)
π
4 – x

(មានរាងមិនកំណត់00 )

= lim
x→ π4

2
sin

(
x – π4

)
–
(
x – π4

) = 2
–1 × 1 = –2 lim

x→ π4

2 sin
(
x – π4

)
π
4 – x

= –2
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ខ. lim
x→0

–2 sin 5x
√

5 –
√

x + 5
(មានរាងមិនកំណត់00 )

= lim
x→0

–2 sin 5x
(√

5 +
√

x + 5
)(√

5 –
√

x + 5
) (√

5 +
√

x + 5
) = lim

x→0

–2 sin 5x
(√

5 +
√

x + 5
)

5 – (x + 5)

= lim
x→0

2 × 5sin 5x
5x

(√
5 +
√

x + 5
)

= 10 × 1 × 2
√

5 = 20
√

5

lim
x→0

–2 sin 5x
√

5 –
√

x + 5
= 20

√
5

គ. lim
x→0

1 – cos2 3x
–2x2 (មានរាងមិនកំណត់00 )

= lim
x→0

sin2 3x
(3x)2

(
32

–2

)
= 1 ×

(
–9

2

)
= –9

2 lim
x→0

1 – cos2 3x
–2x2 = –9

2

ឃ. lim
x→0

x2 – x
|x| (មានរាងមិនកំណត់00 )

= lim
x→0

x(x – 1)
|x| =


lim

x→0–

x(x – 1)
–x = 0 – 1

–1 = 1

lim
x→0+

x(x – 1)
x = 0 – 1

1 = –1
lim
x→0

x2 – x
|x| = ±1

III. ក. រកŶǓǑបាបĬǓល «ĀǓចាប់បានប៊ូលŪǓហមពីរ និងមួយďៀតមិនŪǓហម»
តាង A : «ĀǓចាប់បានប៊ូលŪǓហមពីរ និងមួយďៀតមិនŪǓហម»

តាមរូបមន្ត P(A) = n(A)
n(S) Ⱥយ n(A) = C(4, 2) ×C(3, 1) + C(4, 2) ×C(1, 1)

= 4!
2!2! ×

3!
2!1! + 4!

2!2! ×
1!

0!1!
= 6 × 3 + 6 = 24

n(S) = C(8, 3) = 8!
5!3! = 8 × 7 × 6 × 5!

5!3 × 2 × 1 = 56

ĀǓបាន P(A) = n(A)
n(S) = 24

56 = 3
7 ដូចđǓះ P(A) = 3

7
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ខ. រកŶǓǑបាបĬǓល «ĀǓចាប់បានប៊ូលŪǓហមទាំងបី» តាង B : «ĀǓចាប់បានប៊ូលŪǓហមទាំងបី»

តាមរូបមន្ត P(B) = n(B)
n(S) Ⱥយ n(B) = C(4, 3) = 4!

1!3! = 4 × 3!
3! = 4

n(S) = 56

ĀǓបាន P(B) = 4
56 = 1

14 ដូចđǓះ P(B) = 1
14

គ. រកŶǓǑបាបĬǓល «ĀǓចាប់បានយាúǓងតិចប៊ូលŪǓហមពីរ»

តាង C : «ĀǓចាប់បានយាúǓងតិចប៊ូលŪǓហមពីរ»

តាមរូបមន្ត P(C) = n(C)
n(S)

Ⱥយ n(C) = C(4, 2) ×C(3, 1) + C(4, 2) ×C(1, 1) + C(4, 3) = 24 + 4 = 28

n(S) = 56

ĀǓបាន P(C) = n(C)
n(S) = 28

56 = 1
2 ដូចđǓះ P(C) = 1

2

IV. ១. សរĝǓរ f(x) ជារាង A
x + B

x + 1 + C
(x + 1)2

f(x) = 5x2 + 20x + 6
x3 + 2x2 + x

f(x) = A
x + B

x + 1 + C
(x + 1)2 ⇔

5x2 + 20x + 6
x3 + 2x2 + x

= A
x + B

x + 1 + C
(x + 1)2

= A(x + 1)2 + Bx(x + 1) + Cx
x
(
x2 + 2x + 1

)
= (A + B)x2 + (2A + B + C)x + A

x3 + 2x2 + x

⇒


A + B = 5 (1)

2A + B + C = 20 (2)

A = 6 (3)

(3) : A = 6 ⇒ (1) : 6 + B = 5 ⇒ B = –1

(2) : 2A + B + C = 20 ⇒ 2(6) – 1 + C = 20 ⇒ C = 9
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ដូចđǓះ f(x) = 6
x – 1

x + 1 + 9
(x + 1)2

២. គណនា
∫ 5x2 + 20x + 6

x3 + 2x2 + x
dx =

∫ (
6
x – 1

x + 1 + 9
(x + 1)2

)
dx

= 6 ln |x| – ln |x + 1| + –9
x + 1 + C ; C ∈ R

= ln
∣∣∣∣∣∣ x6

x + 1

∣∣∣∣∣∣ – 9
x + 1 + C ; C ∈ R

ដូចđǓះ
∫ 5x2 + 20x + 6

x3 + 2x2 + x
dx = ln

∣∣∣∣∣∣ x6

x + 1

∣∣∣∣∣∣ – 9
x + 1 + C ; C ∈ R

V. ក. រកសមីការស្តង់ដាřǓបាúǓរាʳǓបូល
Ⱥយ កំពូល o(0, 0) និង កំណȃំ F ស្ថិតɧęើអ័កǓ¦អរȺđǓ ĀǓបាន អ័កǓ¦ឆ្ល©ះជាអ័កǓ¦ឈរ
ĀǓបាន សមីការស្តង់ដាřǓបាúǓរាʳǓបូលគឺ (x – h)2 = 4p(y – k)

• កំពូល(h, k) គឺ កំពូល o(0, 0) ⇒ h = 0, k = 0

• បាúǓរាʳǓបូលកាត់តាមចំណȃច A(2, 6)

ĀǓបាន (2 – 0)2 = 4p(6 – 0) ⇔ 4 = 24p ⇒ p = 4
24 = 1

6

ĀǓបាន សមីការបាúǓរាʳǓបូលគឺ x2 = 4
6y ⇔ x2 = 2

3y

ដូចđǓះ បាúǓរាʳǓបូលមានសមីការ x2 = 2
3y

ខ. រកតŞ្លǓřǓ x1

Ēើ B
(
x1, 3

2
)
ស្ថិតɧęើបាúǓរាʳǓបូលđǓ

ĀǓបាន x2
1 = 2

3

(
3
2

)
⇔ x1 = ±1

ដូចđǓះ x1 = ±1
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សង់បាúǓរាʳǓបូល

–2 –1 1 2

–1

1

2

3

4

• •

• x

y

VI. ១. រកសមីការប្លង់ P ĬǓលកាត់តាម AĞើយĢǓងនឹងបនាïǓត់ AK

A(3, 2, 0) ; K(0, –1, 3) ⇒ −−→AK (0 – 3, –1 – 2, 3 – 0)⇒ −−→AK (–3, –3, 3)
សមីការប្លង់ (P) កំណត់Ⱥយ a(x – xo) + b(y – yo) + c(z – zo) = 0

• (P) កាត់តាម A(3, 2, 0) ⇒ xo = 3, yo = 2, zo = 0

• (p)⊥(AK)⇒ (P)⊥−−→AK(–3, –3, 3)⇒ a = –3, b = –3, c = 3

⇒ (P) : –3(x – 3) – 3(y – 2) + 3(z – 0) ⇔ (P) : –3x – 3y + 3z + 15 = 0

ដូចđǓះ សមីការប្លង់(P) : –3x – 3y + 3z + 15 = 0

២. ē្ទºងផាïǓត់ថាចំណȃច B, C និង D ជាចំណȃចរបស់ប្លង់ P

• B(5, 0, 0); C(0, 5, 0) ; D(0, 0, –5)

• (P) : –3x – 3y + 3z + 15 = 0

ėើងបាន

• B ∈ (P)⇔ –3(5) – 3(0) + 3(0) + 15 = 0⇒ 0 = 0 ពិត

• C ∈ (P)⇔ –3(0) – 3(5) + 3(0) + 15 = 0⇒ 0 = 0 ពិត

• D ∈ (P)⇔ –3(0) – 3(0) + 3(–5) + 15 = 0⇒ 0 = 0 ពិត

ដូចđǓះ ចំណȃច B, C និង D ជាចំណȃចរបស់ប្លង់ P
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៣. គណនាś្ទǓŪǓទǓǺřǓŲǓីȰណ BCD

S∆BCD = 1
2

∣∣∣∣−−→BC × −−→BD
∣∣∣∣

• B(5, 0, 0); C(0, 5, 0) ; D(0, 0, –5)

• ⇒ −−→BC (–5, 5, 0)
• ⇒ −−→BD (–5, 0, –5)

−−→BC × −−→BD =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→i −→j −→k

–5 5 0

–5 0 –5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (–25 – 0)−→i – (25 – 0)−→k + (0 – 25)−→k
= –25−→i – 25−→j – 25−→k

⇒
∣∣∣∣−−→BC × −−→BD

∣∣∣∣ =
√

(–25)2 + (–25)2 + (–25)2 =
√

3 · 252 = 25
√

3

⇒ S∆BCD = 1
2 · 25

√
3 = 25

√
3

2

ដូចđǓះ S∆BCD = 25
√

3
2 ឯកតាś្ទǓ

៤. គណនាŶǓľǓង AK
−−→
AK (–3, –3, 3)⇒ ∣∣∣∣∣−−→AK

∣∣∣∣∣ =
√

(–3)2 + (–3)2 + 32 = 3
√

3

ដូចđǓះ AK = 3
√

3 ឯកតាŶǓľǓង

ទាញរកមាឌřǓčǓʀǓǓńǓត KBCD
−−→
AK⊥(P)⇒ AK ជាកម្ពស់řǓčǓʀǓǓńǓតKBCD

VčǓʀǓǓńǓត = 1
3 ·AK · S∆BCD

= 1
3 · 3
√

3 · 25
√

3
2

= 75
2

ដូចđǓះ VKBCD = 75
2 ឯកតាមាឌ
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VII. ១. គណនា lim
x→0+

f(x) និង lim
x→+∞

f(x)

ėើងមាន y = f(x) = –x – 4 ln x
x ėើងបាន

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(
–x – 4 ln x

x

)
= –0 – (–∞) = +∞ ដូចđǓះ lim

x→0+
f(x) = +∞

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(
–x – 4 ln x

x

)
= – (+∞) – 0 = –∞ ដូចđǓះ lim

x→+∞
f(x) = –∞

ទាញរកសមីការអាសុីមតូតឈរřǓɸǓǓប C

Ⱥយ lim
x→0+

f(x) = +∞ ដូចđǓះ បនាïǓត់ x = 0 ជាអាសុីមតូតឈរ

២. បងាøǓញថាបនាïǓត់ L : y = –x ជាអាសុីមតូតƈǓǓតřǓɸǓǓបC

ėើងមាន f(x) = –x – 4 ln x
x

Ⱥយ lim
x→+∞

[f(x) – (–x)] = lim
x→+∞

(
–4 ln x

x

)
= 0

ដូចđǓះ បនាïǓត់ L : y = –x ជាអាសុីមតូតƈǓǓត

សិកǓǼទីតាំងរវាងɸǓǓបC និងបនាïǓត់ L

(C) : yc = f(x) = –x – 4 ln x
x ; (L) : yL = –x

⇒ yc – yL = –4 ln x
x Ⱥយ x > 0 ⇒ yc – yL មានសǽʲǓតាមភាគយក –4 ln x

• yc – yL = 0⇔ –4 ln x = 0 ⇔ ln x = 0⇒ x = 1

• yc – yL < 0⇔ –4 ln x < 0 ⇔ ln x > 0⇒ x > 1

• yc – yL > 0⇔ –4 ln x > 0 ⇔ ln x < 0⇒ x < 1

ដូចđǓះ ĔǓល x = 1ɸǓǓប C កាត់បនាïǓត់ L
ĔǓល x ∈ (1, +∞)ɸǓǓប C ស្ថិតɧʍǓǓមបនាïǓត់ L
ĔǓល x ∈ (0, 1)ɸǓǓប C ស្ថិតɧęើបនាïǓត់ L
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៣. បងាøǓញថាĈǓរÃĚǓ f′(x) < 0ĒើĀǓដឹងថា x2 + 4 – 4 ln x > 0 ចំɆះ x > 0

f′(x) =
(
–x – 4 ln x

x

)′
= –1 – (4 ln x)′x – (x′)4 ln x

x2 = –1 – 4 – 4 ln x
x2

= –x2 – 4 + 4 ln x
x2 = –x2 + 4 – 4 ln x

x2

Ⱥយ x2 + 4 – 4 ln x > 0 ចំɆះ x > 0ėើងបាន x2 + 4 – 4 ln x
x2 > 0

ដូចđǓះ f′(x) = –x2 + 4 – 4 ln x
x2 < 0

សង់តារាងអĎǓរភាពřǓ f

x

f′(x)

f(x)

0 +∞

–

+∞

–∞–∞

រកកូអរȺđǓřǓចំណȃច A និងសមីការřǓបនាïǓត់ D
Ⱥយ បនាïǓត់ D ប៉ះនឹងɸǓǓប Cėើងបាន D កំណត់Ⱥយ
(D) : y = f′(xo)(x – xo) + f(xo)

បʆǓǓប់

• D ប៉ះនឹងɸǓǓប C ŲǓង់ចំណȃច A(xA, yA) ⇒f′(xo) = f′(xA) = –
x2

A + 4 – 4 ln xA

x2
A

f(xo) = f(xA) = yA

• DźǓបនឹងបនាïǓត់ L : y = –x⇒ f′(xA) = –1

ėើងបាន

–
x2

A + 4 – 4 ln xA

x2
A

= –1 ⇔ – x2
A – 4 + 4 ln xA = –x2

A

4 ln xA = 4
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ln xA = 1 ⇒ xA = e

=⇒yA = f(xA) = f(e) = –e – 4
e

ដូចđǓះ ចំណȃច A
(
e, –e – 4

e

)

D : y = f′(xA)(x – xA) + f(xA) = –(x – e) +
(
–e – 4

e

)
= –x – 4

e

ដូចđǓះ (D) : y = –x – 4
e

៤. សង់ L, D និងɸǓǓប C

–2 –1 1 2 3 4 5 6 7

–5

–4

–3

–2

–1

1

2

3

(C)

(L) : y =
–x

(D) : y =
–x – 4

e

S =
∫ a

1
[–x – f(x)]dx = 2

•

•A

• x

y
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រកតŞ្លǓ a ĈើមǓ�ីឲǓ¢ S(a) = 2 ឯកតាś្ទǓ
Ⱥយ S(a)ជាś្ទǓŪǓទǓǺķ្នǓកប្លងក់ំណតȺ់យɸǓǓបC និងអាសុមីតតូƈǓǓតLĬǓលŲǓǑវនឹង 1 ≤ x ≤ a

ėើងបាន S(a) =
∫ a

1

[–x – f(x)] dx =
∫ a

1

4 ln x
x dx =

∫ a

1
4 · ln x(ln x)′dx

=
[
4 ln2 x

2

]a
1

= 2 ln2 a – 2 ln2 1 = 2 ln2 a

S(a) = 2 ⇒ 2 ln2 a = 2⇒ ln2 a = 1⇒ ln a = ±1⇒ a = e±1

ıǓ a = e–1 = 1
e < 1 មិនយក ដូចđǓះ a = e
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វិȦញ �គណិតវិទយេ�តȣម�˪ទបង
សȦញ ប�តមធយមសិក�ទុតិយភូមិឆន ២ំ០១៨

[វិȦញ �ទី៤]
I. (១០ពិន្ទ©) ក្ន©ងŶǓអប់មួយមានɕõǓŐǓពណ៌ÿៀវ 5 Ĉើម និង ɕõǓŐǓពណ៌ŪǓហម 4 Ĉើម។ សិសǓ¦មាñǓក់បាន
ចាប់យកɕõǓŐǓ 3 ŷǓមគាñǓăǓញពីŶǓអប់ȺយŋǓដនǓ¢។

១. រកŶǓǑបាបĬǓល «សិសǓ¦យកបានɕõǓŐǓពណ៌ÿៀវ 2 Ĉើម និង ɕõǓŐǓពណ៌ŪǓហម 1 Ĉើម»

២. រកŶǓǑបាបĬǓល «សិសǓ¦យកបានɕõǓŐǓពណ៌ដូចគាñǓ»

II. (២០ពិន្ទ©) គណនាលីមីតខាងʍǓǓម៖

ក. lim
x→1

x3 – x2 + x – 1
x – 1

ខ. lim
x→– π2

sin2 x – 1
1 + sin x

គ. lim
x→+∞

( √
x2 + x – x

)
ឃ. lim

x→0

(e–x + ex) sin2 x
2x2

ង. lim
x→+∞

(
ln(x + 2) – ln x – 2

x + 2 + 1
4

)
III. (១៥ពិន្ទ©) ĀǓឲǓ¢ចំនួនកុំផ្លិច Z =

2
(
–1 + i

√
3
)

1 + i
√

3
។

១. សរĝǓរ Z ជាទŸǓង់ពីជគណិត រួចជាទŸǓង់ŲǓីȰណមាŲǓ។

២. សរĝǓរ Z′ = 1 + i ជាទŸǓង់ŲǓីȰណមាŲǓ រូចទាញរកម៉ូឌុល និងអាគុយម៉ង់řǓចំនួនកុំផ្លិច Z′
Z ។

IV. (១៥ពិន្ទ©)

១. ȺះʈǓǓយសមីការ (E) : y′′ + 5y′ + 6y = 0 ។

២. កំណតច់Ė្លើយមួយřǓសមីការ(E)ĒើĀǓដឹងថាបនាïǓត់ D : y = x – 1 ប៉ះɸǓǓបřǓចĖ្លើយŲǓង់ x = 0។

V. (៣០ពិន្ទ©) ក្ន©ងតŸǓុយអរតណូរមាúǓលម់ានទិសɞវÂជ្ជមាន
(
O,−→i ,−→j ,−→k

)
មួយĀǓមានចំណȃច A(–1, 1, 0);

B(2, 0, 1); C(1, 2, 2); D(0, 1, –2) និង M(x, y, z) ។

១. រកទំនាក់ទំនងរវាង x, y និង z ĈើមǓ�ីឲǓ¢ −−−→AM ĢǓងនឹង −−→BM ។ čើសំណȃំចំណȃចřǓចំណȃច M ជាអ្វី?

២. គណនា −→n = −−→BC × −−→BD ។ រកចំនួនពិត m ĈើមǓ�ីឲǓ¢ś្ទǓŪǓទǓǺ S řǓ ∆BCD ē្ទºងផាïǓត់សមភាព
S = 3√em ។
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៣. រកសមីការប្លង់ BCD ។ រកកូអរȺđǓřǓចំណȃចŶǓសព្វ N រវាងប្លង់ BCD និងបនាïǓត់
L : x – 1

1 = y + 1
–1 = z

1 ។

៤. គណនាចមាåǓយពីចំណȃច Aɥប្លង់ BCD ។ រួចទាញរកមាឌřǓčǓʀǓǓń៊Ǔត ABCD ។

VI. (៣៥ពិន្ទ©) f ជាអនុគមន៍កំណត់ចំɆះ x ∈ D = (–∞, 0)∪ (1, +∞)Ⱥយ
y = f(x) = –x

2 + ln
(
x – 1

x

)
ĞើយមានģǓ¦ǓȰង Cɧក្ន©ងតŸǓុយអរតូណរមាúǓល់មួយ។

១. គណនា lim
x→–∞

f(x), lim
x→+∞

f(x). lim
x→0–

f(x) និង lim
x→1+

f(x)។
រកសមីការអាសុីមតូតឈរទាំងពីរřǓɸǓǓប C ។

២. គណនា និងសិកǓǼសǽʲǓřǓ f′(x)Ēើដឹងថា x(x – 1) > 0 ចំɆះūǓប់ x ∈ D ។
គណនាតŞ្លǓអបǓ�បរមា និងអតិបរមាřǓអនុគមន៍ f ។ សង់តារាងអĎǓរភាពřǓ f។

៣. បងាøǓញថាបនាïǓត់ L : y = –x
2 ជាអាសុីមតូតƈǓǓតřǓģǓ¦ǓȰង C ។

៤. សង់អាសុីមតូតទាំងអស់ និងɸǓǓប C (ĀǓយក ln 2 = 0.7, ln
(1

2
)

= – ln 2 = –0.7 )
ក្ន©ងតŸǓុយអរតណូរមាúǓលម់ួយ។ រកតŞ្លǓ aĈើមǓ�ីឲǓ¢សមីការ –x

2 + ln
(
x – 1

x

)
= aមានឬសអវÂជ្ជមាន

ពីរēǓ¦ǓងគាñǓ ȺយƋǓើģǓ¦ǓȰង C។
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[ដំេ�ះ��យ]
I. ១. រកŶǓǑបាប A : «សិសǓ¦យកបានɕõǓŐǓពណ៌ÿៀវ 2 Ĉើម និង ɕõǓŐǓពណ៌ŪǓហម 1 Ĉើម»

តាមរូបមន្តP(A) = n(A)
n(S) Ⱥយ n(A) = C(5, 2)C(4, 1) = 5!

3!2! ·
4!

3!1! = 5 × 4
2 · 41 = 40

n(S) = C(9, 3) = 9!
6!3! = 9 × 8 × 7

3 × 2 × 1 = 84

ĀǓបាន P(A) = 40
84 = 10

21 ដូចđǓះ P(A) = 10
21

២. រកŶǓǑបាប B : «សិសǓ¦យកបានɕõǓŐǓពណ៌ដូចគាñǓ»

តាមរូបមន្ត P(B) = n(B)
n(S) Ⱥយ n(B) = C(5, 3) + C(4, 3) = 5!

2!3! + 4!
1!3! = 14

n(S) = 84

ĀǓបាន P(B) = 14
84 = 1

6 ដូចđǓះ P(B) = 1
6

II. គណនាលីមីត៖

ក. lim
x→1

x3 – x2 + x – 1
x – 1 (មានរាងមិនកំណត់00 )

= lim
x→1

(x – 1)x2 + (x – 1)
(x – 1) = lim

x→1
(x – 1)(x2 + 1)

(x – 1) = lim
x→1

(x2 + 1) = 12 + 1 = 2

lim
x→1

x3 – x2 + x – 1
x – 1 = 2

ខ. lim
x→– π2

sin2 x – 1
1 + sin x (មានរាងមិនកំណត់00 )

= lim
x→– π2

(sin x – 1) (sin x + 1)
sin x + 1 = lim

x→– π2

(sin x – 1) = sin
(
–π2

)
– 1 = –1 – 1 = –2

lim
x→– π2

sin2 x – 1
1 + sin x = –2
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គ. lim
x→+∞

( √
x2 + x – x

)
(មានរាងមិនកំណត់+∞ –∞)

= lim
x→+∞

( √
x2 + x – x

) ( √
x2 + x + x

)
( √

x2 + x + x
) = lim

x→+∞
x2 + x – x2

x
√

1 + 1
x + x

= lim
x→+∞

x

x
(√

1 + 1
x + 1

) = lim
x→+∞

1√
1 + 1

x + 1
= 1

1 + 1 = 1
2

lim
x→+∞

( √
x2 + x – x

)
= 1

2

ឃ. lim
x→0

(e–x + ex) sin2 x
2x2 (មានរាងមិនកំណត់00 )

= lim
x→0

e–x + ex

2 · sin
2 x

x2 = e0 + e0

2 × 1 = 2
2 = 1 lim

x→0

(e–x + ex) sin2 x
2x2 = 1

ង. lim
x→+∞

(
ln(x + 2) – ln x – 2

x + 2 + 1
4

)
= lim

x→+∞

(
ln x + 2

x – 2
x + 2 + 1

4

)

= lim
x→+∞

(
ln

(
1 + 2

x

)
– 2

x + 2 + 1
4

)
= ln 1 – 0 + 1

4 = 1
4

lim
x→+∞

(
ln(x + 2) – ln x – 2

x + 2 + 1
4

)
= 1

4

III. ១. សរĝǓរ Z ជាទŸǓង់ពីជគណិត រួចជាទŸǓង់ŲǓីȰណមាŲǓ

Z =
2
(
–1 + i

√
3
)

1 + i
√

3
= –2 + i2

√
3

1 + i
√

3
× 1 – i

√
3

1 – i
√

3
= –2 + i2

√
3 + i2

√
3 – i22

√
32

1 – i2
√

32

= 4 + i4
√

3
4 = 1 + i

√
3

ដូចđǓះ ទŸǓង់ពិជគណិតគឺ Z = 1 + i
√

3

Z = 1 + i
√

3 = 2
1
2 + i

√
3

2

 = 2
(
cos π3 + i sin π3

)
ដូចđǓះ ទŸǓង់ŲǓីȰណមាŲǓគឺ Z = 2

(
cos π3 + i sin π3

)
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២. សរĝǓរ Z′ = 1 + i ជាទŸǓង់ŲǓីȰណមាŲǓ

Z′ = 1 + i =
√

2
(

1
√

2
+ i 1
√

2

)
=
√

2
 √2

2 + i
√

2
2

 =
√

2
(
cos π4 + i sin π4

)

ដូចđǓះ Z′ =
√

2
(
cos π4 + i sin π4

)
ទាញរកម៉ូឌុល និងអាគុយម៉ង់řǓចំនួនកុំផ្លិច Z′

Z

Z′
Z =

√
2
(
cos π4 + i sin π4

)
2
(
cos π3 + i sin π3

) =
√

2
2

[
cos

(
π

4 – π3

)
+ i sin

(
π

4 – π3

)]
=
√

2
2

(
cos –π

12 + i sin –π
12

)

ដូចđǓះ ម៉ូឌុល r =
√

2
2 អាគុយម៉ង់ θ = – π12 ឫ θ = – π12 + 2kπ ; k ∈ Z

IV. ១.ȺះʈǓǓយសមីការ (E) : y′′ + 5y′ + 6y = 0

(E)មានសមីការសមាäǓល់ r2 + 5r + 6 = 0មានឫស r1 = –2 ; r2 = –3

ដូចđǓះ ចĖ្លើយřǓសមីការ (E) គឺ y = Ae–2x + Be–3x ; A, B ∈ R

២. កំណត់ចĖ្លើយមួយřǓសមីការ(E)ĒើĀǓដឹងថាបនាïǓត់ D : y = x – 1 ប៉ះɸǓǓបřǓចĖ្លើយŲǓង់ x = 0

ėើងមាន ចĖ្លើយřǓសមីការ (E) គឺ y = f(x) = Ae–2x + Be–3x ; A, B ∈ R

•Ⱥយ D : y = x – 1 ប៉ះ (E) ŲǓង់ x = 0⇒ f′(0) = 1 Ğើយ f(0) = –1

• f′(x) =
(
Ae–2x + Be–3x)′ = –2Ae2x – 3Be2x ⇒ f′(0) = –1 ⇔ –2A – 3B = 1 (1)

• f(0) = –1 ⇔ A + B = –1 ⇒ A = –1 – B

យក A = –1 – B ជំនួសក្ន©ងសមីការ (1)ėើងបាន –2 (–1 – B) – 3B = 1⇒ B = 1

⇒ A = –1 – 1 = –2

ដូចđǓះ ចĖ្លើយមួយřǓ (E) គឺ y = –2e–2x + e–3x
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V. ១. រកទំនាក់ទំនងរវាង x, y និង z ĈើមǓ�ីឲǓ¢ −−−→AM ĢǓងនឹង −−→BM

−−−→
AM⊥−−→BM ⇐⇒ −−−→

AM · −−→BM = 0

A(–1, 1, 0); B(2, 0, 1); M(x, y, z)

• −−−→AM (x + 1, y – 1, z – 0) ⇒ −−−→AM (x + 1, y – 1, z)
• −−→BM (x – 2, y – 0, z – 1) ⇒ −−→BM (x – 2, y, z – 1)
−−−→
AM · −−→BM = (x + 1)(x – 2) + (y – 1)y + z(z – 1)

= x2 – 2x + x – 2 + y2 – y + z2 – z

= x2 – x + y2 – y + z2 – z – 2

=
(
x – 1

2
)2 –

(1
2
)2 +

(
y – 1

2
)2 –

(1
2
)2 +

(
z – 1

2
)2 –

(1
2
)2 – 2

=
(
x – 1

2
)2 +

(
y – 1

2
)2 +

(
z – 1

2
)2 – 2 – 3

4

=
(
x – 1

2
)2 +

(
y – 1

2
)2 +

(
z – 1

2
)2 – 11

4
−−−→
AM · −−→BM = 0 ⇔

(
x – 1

2
)2 +

(
y – 1

2
)2 +

(
z – 1

2
)2 – 11

4 = 0

ដូចđǓះ ទំនាក់ទំនងរវាង x, y និង z ĈើមǓ�ីឲǓ¢ −−−→AM ĢǓងនឹង −−→BM គឺ(
x – 1

2
)2 +

(
y – 1

2
)2 +

(
z – 1

2
)2 = 11

4

čើសំណȃំចំណȃចřǓចំណȃច M ជាអ្វី?
តាមទំនាក់ទំនង

(
x – 1

2
)2 +

(
y – 1

2
)2 +

(
z – 1

2
)2 = 11

4

ėើងបាន សំណȃំចំនុច M(x, y, z) គឺជារង្វង់ĬǓលមានផ្ចិត
(
1
2 , 1

2 , 1
2

)
និងកាំr =

√
11
4 =

√
11
2

២. គណនា −→n = −−→BC × −−→BD

B(2, 0, 1); C(1, 2, 2); D(0, 1, –2)

• −−→BC (1 – 2, 2 – 0, 2 – 1) ⇒ −−→BC (–1, 2, 1)
• −−→BD (0 – 2, 1 – 0, –2 – 1) ⇒ −−→BD (–2, 1, –3)
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−→n =
∣∣∣∣−−→BC × −−→BD

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→i −→j −→k
–1 2 1

–2 1 –3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (–6 – 1)−→i – (3 + 2)−→j + (–1 + 4)−→k
= –7−→i – 5−→j + 3−→k

ដូចđǓះ −→n (–7, –5, 3)
រកចំនួនពិត m ĈើមǓ�ីឲǓ¢ś្ទǓŪǓទǓǺ S řǓ ∆BCD ē្ទºងផាïǓត់សមភាព S = 3√em

S∆BCD = 1
2

∣∣∣∣−−→BC × −−→BD
∣∣∣∣ = 1

2

√
(–7)2 + (–5)2 + 32 = 1

2
√

83

S∆BCD = 3√em ⇒ 3√em =
√

83
2 ⇔ e

m
3 =

(
83
4

) 1
2

⇒ m
3 = ln

(
83
4

) 1
2

⇒ m = 3
2 ln 83

4

ដូចđǓះ m = 3
2 ln 83

4

៣. រកសមីការប្លង់ BCD

ប្លង់BCD : a(x – xo) + b(y – yo) + c(z – zo) = 0

• ប្លង់BCD កាត់តាមចំណȃច B(2, 0, 1)

• វុÂចទ័រ −→n (–7, –5, 3) ជាវុÂចទ័រណរមាúǓល់řǓ ប្លង់BCD

នាំឲǓ¢សមីការប្លង់ BCD : – 7(x – 2) – 5(y – 0) + 3(z – 1) = 0

– 7x – 5y + 3z + 11 = 0

ដូចđǓះ សមីការប្លង់BCD : –7x – 5y + 3z + 11 = 0

រកកូអរȺđǓřǓចំណȃចŶǓសព្វ N រវាងប្លង់ BCD និងបនាïǓត់ L

• BCD : –7x – 5y + 3z + 11 = 0 (1)

• L : x – 1
1 = y + 1

–1 = z
1
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+
x – 1

1 = z
1 ⇒ x = z + 1 (2)

+
y + 1

–1 = z
1 ⇒ y = –z – 1 (3)

យក (2), (3) ជួសក្ន©ងសមីការ (1)ėើងបាន –7(z + 1) – 5(–z – 1) + 3z + 11 = 0⇒ z = –9

⇒ x = –9 + 1 = –8 ; y = –(–9) – 1 = 8

ដូចđǓះ ចំណȃចN (–8, 7, –9)
៤. គណនាចមាåǓយពីចំណȃច Aɥប្លង់ BCD

• A(–1, 1, 0)

• BCD : –7x – 5y + 3z + 11 = 0

D(A, (BCD)) =
∣∣∣–7(–1) – 5(1) + 3(0) + 11

∣∣∣√
(–7)2 + (–5)2 + 32

= 13
√

83
×
√

83
√

83
= 13

√
83

83

ដូចđǓះ D(A, (BCD)) = 13
√

83
83 ឯកតាŶǓľǓង

ទាញរកមាឌřǓčǓʀǓǓń៊Ǔត ABCD

VABCD = 1
3 · S∆BCD · h ; h = D(A, (BCD))

= 1
3 ×
√

83
2 × 13

√
83

83 = 13
6

ដូចđǓះ VABCD = 13
6 ឯកតាមាឌ

VI. ១. គណនា lim
x→–∞

f(x), lim
x→+∞

f(x), lim
x→0–

f(x) និង lim
x→1+

f(x)

y = f(x) = –x
2 + ln

(
x – 1

x

)

lim
x→–∞

f(x) = lim
x→–∞

(
–x

2 + ln
(
x – 1

x

))
= lim

x→–∞

(
–x

2 + ln
(
1 – 1

x

))
= ––∞

2 + ln 1 = +∞

ដូចđǓះ lim
x→–∞

f(x) = +∞
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lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(
–x

2 + ln
(
x – 1

x

))
= lim

x→+∞

(
–x

2 + ln
(
1 – 1

x

))
= –∞

ដូចđǓះ lim
x→+∞

f(x) = –∞

lim
x→0–

f(x) = lim
x→0–

(
–x

2 + ln
(
x – 1

x

))
= 0 + ln (+∞) = +∞ lim

x→0–
f(x) = +∞

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

(
–x

2 + ln
(
x – 1

x

))
= –1

2 + ln
(
0+)

= –∞ lim
x→1+

f(x) = –∞

រកសមីការអាសុីមតូតឈរទាំងពីរřǓɸǓǓប C

•Ⱥយ lim
x→1+

f(x) = –∞ ; lim
x→0–

f(x) = +∞

ដូចđǓះ បនាïǓត់ x = 1, x = 0 ជាអាសុីមតូតឈរ

២. គណនា និងសិកǓǼសǽʲǓřǓ f′(x)Ēើដឹងថា x(x – 1) > 0 ចំɆះūǓប់ x ∈ D

f′(x) =
(
–x

2 + ln
(
x – 1

x

))′
= –1

2 +

(x–1
x

)′(x–1
x

) = –1
2 +

x–(x–1)
x2

x–1
x

= –1
2 + 1

x(x – 1)

ដូចđǓះ f′(x) = –1
2 + 1

x(x – 1)

f′(x) = –1
2 + 1

x(x – 1) = –x(x – 1) + 2
x(x – 1) = –x2 + x + 2

x(x – 1)

Ⱥយ x(x – 1) > 0 ចំɆះūǓប់ x ∈ Dėើងបាន f′(x)មានសǽʲǓដូចភាគយក –x2 + x + 2

f′(x) = 0⇔ – x2 + x + 2 = 0

∆ = b2 – 4ac = 12 – 4(–1)2 = 9 ⇒
√
∆ = 3

x1 = –b –
√
∆

2a = –1 – 3
2(–1) = 2

x2 = –b +
√
∆

2a = –1 + 3
2(–1) = –1

តារាងសǽʲǓřǓ f′(x)

x

f′(x)

–∞ –1 0 1 2 +∞

– 0 + + 0 –
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• f′(x) < 0 ĔǓល x ∈ (–∞, –1)∪ (2, +∞)
• f′(x) > 0 ĔǓល x ∈ (–1, 0)∪ (1, 2)
គណនាតŞ្លǓអបǓ�បរមា និងអតិបរមាřǓអនុគមន៍ f

• ŲǓង់ x = –1; f′(x) = 0 Ğើយប្តªរសǽʲǓពី – ɥ + ėើងបាន f មានអបǓ�បរមាĐៀបមួយ គឺ
f(–1) = 1

2 + ln 2 = 0.5 + 0.7 = 1.2 តŞ្លǓអបǓ�បរមាគឺ f(–1) = 1.2

• ŲǓង់ x = 2; f′(x) = 0 Ğើយប្តªរសǽʲǓពី + ɥ – ėើងបាន f មានអបǓ�បរមាĐៀបមួយ គឺ
f(2) = –1 + ln 1

2 = –1 – ln 2 = –1 – 0.7 តŞ្លǓអតិបរមាគឺ f(2) = –1.7

សង់តារាងអĎǓរភាពřǓ f

x

f′(x)

f(x)

–∞ –1 0 1 2 +∞

– 0 + + 0 –

+∞+∞

1.21.2

+∞

–∞

–1.7–1.7

–∞–∞

៣. បងាøǓញថាបនាïǓត់ L : y = –x
2 ជាអាសុីមតូតƈǓǓតřǓģǓ¦ǓȰង C

y = f(x) = –x
2 + ln

(
x – 1

x

)

Ⱥយ limx→±∞ ln
(
x – 1

x

)
= lim

x→±∞
ln

(
1 – 1

x

)
= ln 1 = 0

ដូចđǓះ បនាïǓត់ y = –x
2 ជាអាសុីមតូតƈǓǓតřǓɸǓǓប
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៤. សង់អាសុីមតូតទាំងអស់ និងɸǓǓប C

–5 –4 –3 –2 –1 1 2 3 4

–5

–4

–3

–2

–1

1

2

3

4

y = – x
2

y = a

•

•

•
•

x
=

1

x

y

រកតŞ្លǓ a ĈើមǓ�ីឲǓ¢សមីការ –x
2 + ln

(
x – 1

x

)
= aមានឬសអវÂជ្ជមានពីរēǓ¦ǓងគាñǓ

–x
2 + ln

(
x – 1

x

)
= a គឺជាសមីការអាប់សុីសរវាងɸǓǓប C និងបនាïǓត់ y = a

តាមɸǓǓបėើងបាន

• សមីការមានឫសអវÂជ្ជមានពីរēǓ¦ǓងគាñǓលុះʀǓǓıǓ a ∈ (1.2, +∞)
ដូចđǓះ a ∈ (1.2, +∞)
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វិȦញ �គណិតវិទយេ�តȣម�˪ទបង
សȦញ ប�តមធយមសិក�ទុតិយភូមិឆន ២ំ០១៨

[វិȦញ �ទី៥]
I. (១០ពិន្ទ©)

១. កំណត់ចំនួនពិត a និង b ĈើមǓ�ីឲǓ¢ x1 = 1 + i
√

3 ជាឬសមួយřǓសមីការ x2 + ax + b = 0 ។

២. រកឬស x2 មួយďៀតřǓសមីការ។ សរĝǓរ Z =
(
x1
x2

)2
ជាទŸǓង់ŲǓីȰណមាŲǓ។

II. (១៥ពិន្ទ©) ĀǓចង់បĂ្កើតចំនួនមានęǓខ 3 ខ្ទង់ĬǓលខ្ទង់ទាំងបីមានęǓខខុសៗគាñǓ ȺយយកăǓញពីęǓខ
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ។

១. រកចំនួនករណីអាច ។

២. រកŶǓǑបាប ĬǓលចំនួនមានęǓខ 3 ខ្ទង់Ƀះ ជាពហុគុណřǓ 5 ។

៣. រកŶǓǑបាប ĬǓលចំនួនមានęǓខ 3 ខ្ទង់Ƀះ ជាចំនួនគូ។

III. (១៥ពិន្ទ©) ĀǓឲǓ¢សមីការឌីēǓរÇង់ŁǓ¢Ǔល (E) : y′′ – 3y′ + 2y = 2x + 1 ។

១.ȺះʈǓǓយសមីការ(E1
) : y′′ – 3y′ + 2y = 0 ។កំណត់ចĖ្លើយ f řǓ (E1

) ĬǓល f(0) = 3 និង
f′(0) = 4 ។

២. កំណត់ចំនួនពិត a និង b ĈើមǓ�ីឲǓ¢ g(x) = ax + b ជាចĖ្លើយřǓ (E) ។

IV. (១៥ពិន្ទ©) ĠǓលីប E មួយមានសមីការទូɥ៖ 9x2 + 4y2 + 18x – 24y + 9 = 0 ។

១. រកសមីការស្តង់ដាřǓĠǓលីប E ។

២. រកŶǓľǓងអ័កǓ¦ធំ និង អ័កǓ¦តូច ĞើយរកកូអរȺđǓřǓ ផ្ចិត កំពូល និង កំណȃំřǓĠǓលីប E ។

V. (៣០ពិន្ទ©) ĀǓមានអនុគមន៍ f កំណត់ęើ R Ⱥយ f(x) = 1
1 + ex + 2

9x និង C តាងɸǓǓបរបស់ f ។

1. អនុគមន៍ g កំណត់ęើ R Ⱥយ g(x) = 2e2x – 5ex + 2 ។

ក. ē្ទºងផាïǓត់ថា g(x) = (2ex – 1) (ex – 2) ។
ខ. ទាញយកតាមតŞ្លǓřǓ x ចំɆះសǽʲǓřǓ g(x) ។
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2. ក. រក lim
x→+∞

f(x) និង lim
x→–∞

f(x) ។

ខ. អនុគមន៍ fមានĈǓរÃĚǓ f′ ។
បងាøǓញថាចំɆះūǓប់ចំនួនពិត x ĀǓបាន f′(x) និង g(x)មានសǽʲǓដូចគាñǓ។

គ. សិកǓǼអĎǓរភាពřǓអនុគមន៍ fęើ R ។

VI. (៤០ពិន្ទ©) f ជាអនុគមនក៍ំណតę់ើ RȺយ f(x) = 4 – x – 2e–x ។ĀǓតាងȺយ C ជាɸǓǓបរបសវ់ា ។

១. ក. រក lim
x→+∞

f(x) ។

ខ. បងាøǓញថាបនាïǓត់ Dមានសមីការ y = –x + 4 ជាអាសុីមតូតřǓģǓ¦ǓȰង C ។

គ. čើģǓ¦ǓȰង CɧęើឬʍǓǓមបនាïǓត់ D ចូរបǽèǓក់។

ឃ. ē្ទºងផាíǓត់ថាūǓប់ចំនួនពិត x ; f(x) = 4ex – xex – 2
ex ។

ង. រក lim
x→–∞

f(x) (ƋǓើលទ្ធផល lim
x→–∞

xex = 0 )។

២. ក. គណនា f′(x) ។ សិកǓǼអĎǓរភាពřǓ f ។ កំណត់តŞ្លǓពិតřǓអតិបរមារបស់ f ។

ខ. A ជាចំណȃចɧęើģǓ¦ǓȰង C ĬǓលមានអាប់សុីស 0 ។ កំណត់សមីការបនាïǓត់ប៉ះģǓ¦ǓȰង C

ŲǓង់ចំណȃច A ។

គ. បងាøǓញថាសមីការ f(x) = 0មានចĖ្លើយıǓមួយគតĬ់ǓលĀǓតាងȺយ βɧក្ន©ងចɃöǓះ[–1, 0]។
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[ដំេ�ះ��យ]
I. ១. កំណត់ចំនួនពិត a និង b

ĈើមǓ�ីឲǓ¢ x1 = 1 + i
√

3 ជាឬសមួយřǓសមីការ x2 + ax + b = 0

លុះʀǓǓıǓ x2
1 + ax1 + b = 0 ⇔

(
1 + i

√
3
)2 + a

(
1 + i

√
3
)
+ b = 0

1 + 2i
√

3 – 3 + a + ai
√

3 + b = 0

(–2 + a + b) +
(
2
√

3 + a
√

3
)
i = 0 + 0i

⇒

 –2 + a + b = 0 (1)

2
√

3 + a
√

3 = 0 (2)
(2) : 2

√
3 + a

√
3 = 0⇒ a = –2

(1) : –2 + a + b = 0⇒ –2 – 2 + b = 0 ⇒ b = 4

ដូចđǓះ a = –2, b = 4

២. រកឬស x2 មួយďៀតřǓសមីការ
សមីការ x2 + ax + b = 0 ⇒ x2 – 2x + 4 = 0

មាន ឫសជាចំនួនកុំផ្លិច x1 = 1 + i
√

3 ⇒ x2 = 1 – i
√

3

ដូចđǓះ x2 = 1 – i
√

3

សរĝǓរ Z =
(
x1
x2

)2
ជាទŸǓង់ŲǓីȰណមាŲǓ

• x1 = 1 + i
√

3 = 2
1
2 + i

√
3

2

 = 2
(
cos π3 + i sin π3

)
• x2 = 1 – i

√
3 = 2

1
2 – i

√
3

2

 = 2
(
cos –π

3 + i sin –π
3

)

Z =
(
x1
x2

)2
=

 2
(
cos π3 + i sin π3

)
2
(
cos –π

3 + i sin –π
3

) 
2

=
(
cos

(
π

3 – –π
3

)
+ i sin

(
π

3 – –π
3

))2
=

(
cos 2π

3 + i sin 2π
3

)2
= cos 4π

3 + i sin 4π
3

ដូចđǓះ Z = cos 4π
3 + i sin 4π

3
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II. ១. រកចំនួនករណីអាច
Ⱥយ ការបĂ្កើតចំនួនមានęǓខ3ខ្ទង់ (គិតលំដាប់) ĬǓលខ្ទងទ់ាំងបមីានęǓខខុសៗគាñǓ (គឺមិនŭǓំĬǓល)
ĞើយយកăǓញពីęǓខ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9

ĀǓបាន ចំនួនករណីអាចគឺ n(S) = P(9, 3) = 9!
(9 – 3)! = 9 × 8 × 7 × 6!

6! = 504

ដូចđǓះ ចំនួនករណីអាចគឺ n(S) = 504 ករណី

២. រកŶǓǑបាប A : « ចំនួនមានęǓខ 3 ខ្ទង់Ƀះ ជាពហុគុណřǓ 5 »

តាមរូបមន្ត P(A) = n(A)
n(S)

Ⱥយ A : « ចំនួនមានęǓខ 3 ខ្ទង់Ƀះ ជាពហុគុណřǓ 5 »
ĀǓបាន ęǓខបីខ្ទង់ទាំងɃះŲǓǑវមានęǓខខាងចុងគឺ ęǓខ 5

⇒ n(A) = P(8, 2) ×P(1, 1) = P(8, 2) = 8!
6! = 56

ĀǓបាន P(A) = 56
504 = 1

9 ដូចđǓះ P(A) = 1
9

៣. រកŶǓǑបាប B : «ចំនួនមានęǓខ 3 ខ្ទង់Ƀះ ជាចំនួនគូ»

តាមរូបមន្ត P(B) = n(B)
n(S)

Ⱥយ B : «ចំនួនមានęǓខ 3 ខ្ទង់Ƀះ ជាចំនួនគូ»
ĀǓបាន ęǓខបីខ្ទង់ទាំងɃះŲǓǑវមានęǓខខាងចុង ជាęǓខគូ គឺ 2 ឬ 4 ឬ 6 ឬ 8

⇒ P(B) = P(8, 2)P(1, 1) + P(8, 2)P(1, 1) + P(8, 2)P(1, 1) = 4 × 8 × 7 = 224

ĀǓបាន P(B) = 224
504 = 4

9 ដូចđǓះ P(B) = 4
9

III.សមីការឌីēǓរÇង់ŁǓ¢Ǔល (E) : y′′ – 3y′ + 2y = 2x + 1

១.ȺះʈǓǓយសមីការ(E1
) : y′′ – 3y′ + 2y = 0

(E1)មានសមីការសមាäǓល់ r2 – 3r + 2 = 0មានឬស r1 = 1, r2 = 2

ដូចđǓះ ចĖ្លើយřǓសមីការ (E1) គឺ y = Aex + Be2x ; A, B ∈ R

កំណត់ចĖ្លើយ f řǓ (E1
) ĬǓល f(0) = 3 និង f′(0) = 4

ចĖ្លើយřǓ(E1
) គឺ y = f(x) = Aex + Be2x ⇒ f′(x) = Aex + 2Be2x

• f(0) = 3 ⇒ Ae0 + Be0 = 3 ⇒ A + B = 3 (1)
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• f′(0) = 4 ⇒ Ae0 + 2Be0 = 4 ⇒ A + 2B = 4 (2)

(1) : A + B = 3 ⇒ A = 3 – B ជំនួសក្ន©ង (2)

ėើងបាន 3 – B + 2B = 4 ⇒ B = 1 ; A + B = 3 ⇒ A = 2

ដូចđǓះ ចĖ្លើយ f řǓ(E1) គឺ y = f(x) = 2ex + e2x

២. កំណត់ចំនួនពិត a និង b ĈើមǓ�ីឲǓ¢ g(x) = ax + b ជាចĖ្លើយřǓ (E)

g(x) ជាចĖ្លើយřǓ (E) លុះʀǓǓıǓ g′′(x) – 3g′(x) + 2g(x) = 2x + 1

g(x) = ax + b ⇒ g′(x) = a

⇒ g′′(x) = 0

ėើងបាន 0 – 3a + 2 (ax + b) = 2x + 1

–3a + 2ax + 2b = 2x + 1

2ax + (2b – 3a) = 2x + 1

⇒

 2a = 2 ⇒ a = 1

2b – 3a = 1 ⇒ 2b – 3 = 1 ⇒ b = 2

ដូចđǓះ a = 1, b = 2

IV. ១. រកសមីការស្តង់ដាřǓĠǓលីប E

(E) : 9x2 + 4y2 + 18x – 24y + 9 = 0

⇔ 9
(
x2 + 2x + 1

)
– 9 + 4

(
y2 – 6y + 9

)
– 4(9) + 9 = 0

⇔ 9 (x + 1)2 + 4 (y – 3)2 = 36

⇔ 9 (x + 1)2
36 + 4 (y – 3)2

36 = 36
36

⇔
(x + 1)2

4 +
(y – 3)2

9 = 1

⇔
(x + 1)2

22 +
(y – 3)2

32 = 1

ដូចđǓះ សមីការស្តង់ដាřǓ(E) គឺ
(x + 1)2

22 +
(y – 3)2

32 = 1
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២. រកŶǓľǓងអ័កǓ¦ធំ និង អ័កǓ¦តូច ĞើយរកកូអរȺđǓřǓ ផ្ចិត កំពូល និង កំណȃំřǓĠǓលីប E

Ⱥយសមីការស្តង់ដាřǓ(E) គឺ
(x + 1)2

22 +
(y – 3)2

32 = 1 ĀǓបាន

• អ័កǓ¦ធំជាអ័កǓ¦ឈរ

• h = –1, k = 3; a = 3, b = 2; c2 = a2 – b2 = 9 – 4 = 5 ⇒ c =
√

5

ដូចđǓះ ėើងបាន

• ŶǓľǓងអ័កǓ¦ធំគឺ 2a = 2(3) = 6 ⇒ ŶǓľǓងអកǓ¦ធំĝ្មើ 6 ឯកតាŶǓľǓង

• ŶǓľǓងអ័កǓ¦តូចគឺ 2b = 2(2) = 4 ⇒ ŶǓľǓងអ័កǓ¦តូចĝ្មើ 4 ឯកតាŶǓľǓង

• ផ្ចិត(h, k) ⇒ ផ្ចិត(–1, 3)

• កំពូល V1(h, k – a); V2(h, k + a) ⇒ V1(–1, 0); V2(–1, 6)

• កំណȃំ F1(h, k – c); F2(h, k + c) ⇒ F1(–1, 3 –
√

5); F2(–1, 3 +
√

5)

V. 1. ក. g(x) = 2e2x – 5ex + 2 ē្ទºងផាïǓត់ថា g(x) = (2ex – 1) (ex – 2)
Ⱥយ (2ex – 1) (ex – 2) = 2ex · ex – 4ex – ex + 2 = 2e2x – 5ex + 2 = g(x)

ដូចđǓះ g(x) = (2ex – 1) (ex – 2)
ខ. ទាញយកតាមតŞ្លǓřǓ x ចំɆះសǽʲǓřǓ g(x)

Ēើ g(x) = 0 ⇔ (2ex – 1) (ex – 2) = 0

⇒

 2ex – 1 = 0 ⇔ ex = 1
2 ⇔ x = – ln 2

ex – 2 = 0 ⇔ ex = 2 ⇔ x = ln 2

តារាងសǽʲǓ g(x)

x

g(x)

–∞ – ln 2 ln 2 +∞

+ 0 – 0 +

g(x) > 0 ĔǓល x ∈ (–∞, – ln 2)∪ (ln 2, +∞); g(x) < 0 ĔǓល x ∈ (– ln 2, ln 2) T
T
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2. ក. រក lim
x→+∞

f(x) និង lim
x→–∞

f(x)

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(
1

1 + ex + 2
9x

)
= 0 + 2

9(+∞) ដូចđǓះ lim
x→+∞

f(x) = +∞

lim
x→–∞

f(x) = lim
x→–∞

(
1

1 + ex + 2
9x

)
= 1

1 + 0 + 2
9(–∞) = –∞

ដូចđǓះ lim
x→–∞

f(x) = –∞

ខ. បងាøǓញថាចំɆះūǓប់ចំនួនពិត x ĀǓបាន f′(x) និង g(x)មានសǽʲǓដូចគាñǓ

f′(x) =
(

1
1 + ex + 2

9x
)′

= – ex

(1 + ex)2 + 2
9 = –9ex + 2 (1 + ex)2

9 (1 + ex)2
= –9ex + 2 + 4ex + 2e2x

9 (1 + ex)2 = 2e2x – 5ex + 2
9 (1 + ex)2 = g(x)

9 (1 + ex)2
Ⱥយ 9 (1 + ex)2 > 0; ∀x ∈ R ĀǓបាន f′(x)មានសǽʲǓតាម g(x)

ដូចđǓះ f′(x) និង g(x)មានសǽʲǓដូចគាñǓ

គ. សិកǓǼអĎǓរភាពřǓអនុគមន៍ fęើ R
Ⱥយ f′(x) និង g(x)មានសǽʲǓដូចគាñǓ ĀǓបាន តារាងសǽʲǓ f′(x) គឺ

x

f′(x)

–∞ – ln 2 ln 2 +∞

+ 0 – 0 +

• ŲǓង់ x = – ln 2; f′(x) = 0Ğើយប្តªរសǽʲǓពី +ɥ – ĀǓបាន fមានអតិបរមាĐៀបមួយគឺ

f(– ln 2) = 1

1 + 1
2

– 2 ln 2
9 = 2

3 – 2 ln 2
9 = 6 – ln 4

9

• ŲǓង់ x = ln 2; f′(x) = 0Ğើយប្តªរសǽʲǓពី –ɥ + ĀǓបាន fមានអបǓ�បរមាĐៀបមួយគឺ

f(ln 2) = 1
1 + 2 + 2 ln 2

9 = 1
3 + 2 ln 2

9 = 3 + ln 4
9
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ĀǓបាន តារាងអĎǓរភាពřǓ f គឺ
x

f′(x)

f(x)

–∞ – ln 2 ln 2 +∞

+ 0 – 0 +

–∞–∞

6–ln 4
9

6–ln 4
9

3+ln 4
9

3+ln 4
9

+∞+∞

តាមតារាងអĎǓរភាពĀǓបាន

• អនុគមន៍ f þើនęើចɃöǓះ x ∈ (–∞, – ln 2)∪ (ln 2, +∞)
• អនុគមន៍ f ចុះęើចɃöǓះ x ∈ (– ln 2, ln 2)

VI. អនុគមន៍ f(x) = 4 – x – 2e–x

១. ក. រក lim
x→+∞

f(x)

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(4 – x – 2e–x) = 4 – (+∞) – 0 = –∞ lim
x→+∞

f(x) = –∞

ខ. បងាøǓញថាបនាïǓត់ Dមានសមីការ y = –x + 4 ជាអាសុីមតូតřǓģǓ¦ǓȰង C

ėើងមាន f(x) = 4 – x – 2e–x

Ⱥយ lim
x→+∞

[f(x) – (–x + 4)] = lim
x→+∞

–2e–x = 0

ដូចđǓះ បនាïǓត់ D : y = –x + 4 ជាអាសុីមតូតřǓC

គ. សិកǓǼទីតាំងរវាងģǓ¦ǓȰង C និងបនាïǓត់ D
ėើងមាន (C) : yc = 4 – x – 2e–x; (D) : yd = –x + 4

ĀǓបាន yc – yd = –2e–x < 0 ∀x ∈ R

ដូចđǓះ ɸǓǓប C ស្ថិតʍǓǓមបនាïǓត់D ūǓប់តŞ្លǓx ∈ R

ឃ. ē្ទºងផាíǓត់ថាūǓប់ចំនួនពិត x ; f(x) = 4ex – xex – 2
ex

ėើងមាន f(x) = 4 – x – 2e–x = 4 – x – 2
ex = 4ex – xex – 2

ex ពិត

ដូចđǓះ f(x) = 4ex – xex – 2
ex
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ង. រក lim
x→–∞

f(x) (ƋǓើលទ្ធផល lim
x→–∞

xex = 0 )

lim
x→–∞

f(x) = lim
x→–∞

(
4ex – xex – 2

ex

)
= lim

x→–∞

(
4ex

ex – 2
ex

)
= lim

x→–∞

(
4 – 2

ex

)
= –∞

ដូចđǓះ lim
x→–∞

f(x) = –∞

២. ក. គណនា f′(x)

f′(x) = (4 – x – 2e–x)′ = –1 + 2e–x f′(x) = 2e–x – 1

សិកǓǼអĎǓរភាពřǓ f

• f′(x) = 0 ⇔ 2e–x – 1 = 0⇔ e–x = 1
2 ⇒ –x = ln 1

2 ⇒ x = – ln 1
2 = ln 2

• f′(x) > 0 ⇔ 2e–x – 1 > 0⇔ e–x > 1
2 ⇒ –x > ln 1

2 ⇒ x < ln 2

• f′(x) < 0 ⇔ 2e–x – 1 = 0⇔ e–x < 1
2 ⇒ –x < ln 1

2 ⇒ x > ln 2

ėើងបានតារាងអĎǓរភាពřǓ f(x) គឺ

ចំɆះ x = ln 2 ĀǓបាន f(ln 2) = 4 – ln 2 – 2e–ln2 = 4 – ln 2 – 2(2–1) = 3 – ln 2

x

f′(x)

f(x)

–∞ ln 2 +∞

+ 0 –

–∞–∞

3 – ln 23 – ln 2

–∞–∞

• f þើនęើចɃöǓះ x ∈ (0, ln 2)

• f ចុះęើចɃöǓះ x ∈ (ln 2, +∞)

កំណត់តŞ្លǓពិតřǓអតិបរមារបស់ f
តាមតារាងអĎǓរភាព

fមានតŞ្លǓអតិបរមាŲǓង់ចំណȃច x = ln 2ĞើយតŞ្លǓអតិបរមាřǓf គឺ 3 – ln 2
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ខ. កំណត់សមីការបនាïǓត់ប៉ះģǓ¦ǓȰង C ŲǓង់ A
រូបមន្ត សមីការបនាïǓត់ប៉ះគឺ y = f′(xo)(x – xo) + f(xo)

Ⱥយ Aមានអាប់សុីសសូនǓ¢ ĀǓបាន xo = 0

ĀǓបាន f(xo) = f(0) = 4 – 0 – 2 = 2 ; f′(xo) = f′(0) = 2 – 1 = 1

នាំឲǓ¢ y = 1(x – 0) + 2

ដូចđǓះ សមីការបនាïǓត់ប៉ះគឺ y = x + 2

គ. បងាøǓញថាសមីការ f(x) = 0មានចĖ្លើយıǓមួយគត់ĬǓលĀǓតាងȺយ βɧក្ន©ងចɃöǓះ[–1, 0]

ėើងមាន

• f(–1) = 4 – (–1) – 2e–(–1) = 5 – 2e < 0

• f(0) = 2 > 0

• ĀǓបាន f(–1) × f(0) = 2(5 – 2e) < 0

តាមųǓឹស្តីបទតŞ្លǓកណាǾǓល មានឫស β មួយយាúǓងតិចɧចɃöǓះ [–1, 0] ĬǓល f(β) = 0

ıǓ f þើន ęើចɃöǓះ [–1, 0]

ដូចđǓះ មានឬស β ıǓមួយគត់ĬǓលɧចɃöǓះ [–1, 0] Đ្វើឲǓ¢ f(x) = 0
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វិȦញ �គណិតវិទយេ�តȣម�˪ទបង
សȦញ ប�តមធយមសិក�ទុតិយភូមិឆន ២ំ០១៨

[វិȦញ �ទី៦]
I. (១៥ពិន្ទ©) គណនាលីមីត៖

ក. lim
x→2

x3 – 8
√

x + 2 – 2
ខ. lim

x→0
cos x – 1
sin2 x

គ. lim
x→0

3 sin 3x
x

II. (១០ពិន្ទ©) ĀǓឲǓ¢ចំនួនកុំផ្លិច A =
(√

3 – 1
)
+ i

(√
3 + 1

)
និង B = x + iy

1 + i ĬǓល x, y ជាចំនួនពិត។

១. សរĝǓរ A2 ជាទŸǓង់ពិជគណិត ĞើយជាទŸǓង់ŲǓីȰណមាŲǓ។

២. សរĝǓរ B ជាទŸǓង់ពីជគណិត។ រក x និង yȺយដឹងថា 2B – A2 = 0

( B ជាចំនួនកុំផ្លិចឆាöǓស់řǓ B )។

III. (២០ពិន្ទ©) ĀǓឲǓ¢សមីការឌីēǓរÇង់ŁǓ¢Ǔល (E1) : –y′′ – y′ + 6y = 6x2 – 2x + 4 ។

១.ȺះʈǓǓយសមីការ (E2) : –y′′ – y′ + 6y = 0 ។

២. រកពហុធា p(x) = ax2 + bx + c ĬǓលជាចĖ្លើយមួយřǓសមីការ (E1)។
ទាញរកចĖ្លើយទូɥřǓ (E1) ។

IV. (១៥ពិន្ទ©) ĀǓឲǓ¢អនុគមន៍ y = g(x) = 2x – 3
(x – 3)2 ។

១. រកចំនួនពិត a និង b ĈើមǓ�ីឲǓ¢ g(x) = a
x – 3 + b

(x – 3)2 ។

២. គណនា F(x) =
∫

g(x)dxȺយដឹងថា F(4) = 0 ។

V. (៣០ពិន្ទ©)

១. ɧក្ន©ងតŸǓុយអរតណូរមាúǓល់
(
O, −→i , −→j , −→k

)
ĬǓលមានទិសɞវÂជ្ជមាន (ឯកតាęើអ័កǓ¦ĝ្មើនឹង1cm)

ចូរɞចំណȃច A(2, 0, 2); B(1, 2, 0) និង C(0, 2, 3) ។

២. សរĝǓរសមីការបាúǓរាʳǓĺ៉ǓតřǓបនាïǓត់ D ĬǓលកាត់តាម AĞើយźǓបនឹង −−→BC ។

៣. គណនា
∣∣∣∣∣−−→AB

∣∣∣∣∣ និង ∣∣∣∣∣−−→AC
∣∣∣∣∣ ។ʄǓǓប់ŶǓĕǓទřǓŲǓីȰណ ABC ។

៤. គណនា −−→AB×−−→AC។ទាញថាចំណȃច A, B, C មិនឋិតɧęើបនាïǓតı់Ǔមួយ។ រកសមីការប្លង់ABC។
គណនាś្ទǓŪǓទǓǺřǓŲǓីȰណ ABC ។
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៥. រកមាឌčǓʀǓǓńǓត OABC ។ ទាញរកចមាåǓយពី Oɥប្លង់ ABC ។

VI. (៣៥ពិន្ទ©) f ជាអនុគមន៍កំណត់ចំɆះ x > 0Ⱥយ f(x) = 2
(
1 – ln x

x

)
ĞើយមានɸǓǓប C ។

១. គណនា lim
x→0+

f(x) និង lim
x→+∞

f(x) ។

កំណត់សមីការអាសុីមតូតឈរ និងអាសុីមតូតĈǓកřǓɸǓǓប C ។

២. គណនាĈǓរÃĚǓ f′(x) និងសិកǓǼសǽʲǓ f′(x) ។ កំណត់តŞ្លǓបរមាřǓ f ។ សង់តារាងអĎǓរភាពřǓ f ។

៣. កំណត់កូអរȺđǓřǓចំណȃចŶǓសព្វ M រវាងɸǓǓប C និងអាសុីមតូតĈǓករបស់វា ។
កំណត់សមីការបនាïǓត់ L ĬǓលប៉ះនឹងɸǓǓប C ŲǓង់ចំណȃច M ។

៤. សង់បនាïǓត់ L និងɸǓǓប Cɧក្ន©ងតŸǓុយıǓមួយ (ĀǓយក e = 2.7, 2
e = 0.7 )។

៥. កំណត់តŞ្លǓřǓចំនួនពិត kȺយƋǓើɸǓǓប C ĈើមǓ�ីឲǓ¢សមីការ 2
(
1 – ln x

x

)
= kមានឬស។

គណនាś្ទǓŪǓទǓǺķ្នǓកប្លង់ĬǓលកំណត់ȺយɸǓǓប C អ័កǓ¦ x′Ox បនាïǓត់ឈរ x = 1 និង x = e ។
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[ដំេ�ះ��យ]
I. គណនាលីមីត៖

ក. lim
x→2

x3 – 8
√

x + 2 – 2
(មានរាងមិនកំណត់00 )

= lim
x→2

(
x3 – 8

) (√
x + 2 + 2

)(√
x + 2 – 2

) (√
x + 2 + 2

) = lim
x→2

(x – 2)
(
x2 + 2x + 4

) (√
x + 2 + 2

)
x + 2 – 4

= lim
x→2

(
x2 + 2x + 4

) (√
x + 2 + 2

)
= 12 × 4 = 48

ដូចđǓះ lim
x→2

x3 – 8
√

x + 2 – 2
= 48

ខ. lim
x→0

cos x – 1
sin2 x

(មានរាងមិនកំណត់00 )

= lim
x→0

1 – 2 sin2 x
2 – 1

sin2 x
= lim

x→0

–2 ·
(x
2

)2
·


sin2 x

2(x
2

)2


x2 · sin
2 x

x2

=
–2 × 1

4 × 1

1 = –1
2

ដូចđǓះ lim
x→0

cos x – 1
sin2 x

= –1
2

គ. lim
x→0

3 sin 3x
x (មានរាងមិនកំណត់00 )

= lim
x→0

9 · sin 3x
3x = 9 × 1 = 9 ដូចđǓះ lim

x→0
3 sin 3x

x = 9

II. ១. សរĝǓរ A2 ជាទŸǓង់ពិជគណិត
ėើងមាន A =

(√
3 – 1

)
+ i

(√
3 + 1

)
ėើងបាន

A2 =
((√

3 – 1
)
+ i

(√
3 + 1

))2
=

(√
3 – 1

)2 + 2
(√

3 – 1
) (√

3 + 1
)
i + i2

(√
3 + 1

)2
= 3 – 2

√
3 + 1 + 2(3)i – 2(1)i –

(
3 + 2

√
3 + 1

)
= –4

√
3 + 4i
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ដូចđǓះ ទŸǓង់ពិជគណិតřǓA2 គឺ A2 = –4
√

3 + 4i

សរĝǓរ A2 ជាទŸǓង់ŲǓីȰណមាŲǓ

A2 = –4
√

3 + 4i = 8
– √3

2 + 1
2i

 = 8
(
cos 5π

6 + i sin 5π
6

)

ដូចđǓះ ទŸǓង់ŲǓីȰណមាŲǓřǓ A2 គឺ A2 = 8
(
cos 5π

6 + i sin 5π
6

)
២. សរĝǓរ B ជាទŸǓង់ពីជគណិត
ėើងមាន B = x + iy

1 + i ėើងបាន

B = x + iy
1 + i =

(x + iy) (1 – i)(1 + i) (1 – i) = x – xi + iy – i2y
12 – i2

= x + y + (y – x) i
1 + 1

= x + y
2 + y – x

2 i

ដូចđǓះ ទŸǓង់ពីជគណិតřǓB គឺ B = x + y
2 + y – x

2 i

រក x និង yȺយដឹងថា 2B – A2 = 0 ( B ជាចំនួនកុំផ្លិចឆាöǓស់řǓ B )

B = x + y
2 + y – x

2 i ⇒ B = x + y
2 – y – x

2 i ėើងបាន

2B – A2 = 0 ⇔ 2
(x + y

2 – y – x
2 i

)
–
(
–4
√

3 + 4i
)

= 0

x + y – yi + xi + 4
√

3 = 0

(x + y) + (–y + x)i = –4
√

3 + 4i

=⇒

 x + y = –4
√

3 (1)

–y + x = 4 ⇒ x = y + 4ជំនួសក្ន©ង(1)

ėើងបាន y + 4 + y = –4
√

3 ⇒ y = –2
√

3 – 2⇒ x = –2
√

3 + 2

ដូចđǓះ x = –2
√

3 + 2, y = –2
√

3 – 2
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III.សមីការឌីēǓរÇង់ŁǓ¢Ǔល (E1) : –y′′ – y′ + 6y = 6x2 – 2x + 4

១.ȺះʈǓǓយសមីការ (E2) : –y′′ – y′ + 6y = 0

(E2)មានសមីការសមាäǓល់ –r2 – r + 6 = 0មានឫស r1 = –3, r2 = 2

ដូចđǓះ ចĖ្លើយřǓ (E2) គឺ y = Ae–3x + Be2x ; A, B ∈ R

២. រកពហុធា p(x) = ax2 + bx + c ĬǓលជាចĖ្លើយមួយřǓសមីការ (E1)

p(x) = ax2 + bx + c ĬǓលជាចĖ្លើយមួយřǓសមីការ (E1) លុះʀǓǓıǓ
–p′′(x) – p′(x) + 6p(x) = 6x2 – 2x + 4

Ⱥយ p(x) = ax2 + bx + c ⇒ p′(x) = 2ax + b

⇒ P′′(x) = 2a

ĀǓបាន – (2a) – (2ax + b) + 6
(
ax2 + bx + c

)
= 6x2 – 2x + 4

⇔ – 2a – 2ax – b + 6ax2 + 6bx + 6c = 6x2 – 2x + 4

⇔ 6ax2 + (–2a + 6b) x + (–2a – b + 6c) = 6x2 – 2x + 4

Ⱥយផ្ទឹមĖǓគុណėើងបាន


6a = 6 (1)

–2a + 6b = –2 (2)

–2a – b + 6c = 4 (3)

(1) : 6a = 6 ⇒ a = 1 ជំនួសក្ន©ង (2) ĀǓបាន –2(1) + 6b = –2 ⇒ b = 0

យក a = 1, b = 0 ជួសក្ន©ង (3) ĀǓបាន –2(1) – 0 + 6c = 4 ⇒ c = 1

ដូចđǓះ p(x) = x2 + 1

ទាញរកចĖ្លើយទូɥřǓ (E1)

ចĖ្លើយទូɥřǓ (E1) គឺ y = yc + yp = Ae–3x + Be2x + x2 + 1 ; A, B ∈ R

ដូចđǓះ ចĖ្លើយទូɥřǓ (E1) គឺ y = Ae–3x + Be2x + x2 + 1 ; A, B ∈ R

IV. ១. រកចំនួនពិត a និង b

ėើងមាន y = g(x) = 2x – 3
(x – 3)2 ĀǓបាន g(x) = a

x – 3 + b
(x – 3)2 លុះʀǓǓıǓ

2x – 3
(x – 3)2 = a

x – 3 + b
(x – 3)2 ⇔ 2x – 3(x – 3)2 = a(x – 3) + b

(x – 3)2
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⇔ 2x – 3
(x – 3)2 = ax – 3a + b

(x – 3)2

ផ្ទឹមĖǓគុណėើងបាន a = 2 ; –3a + b = –3⇒ –3(2) + b = –3 ⇒ b = 3

ដូចđǓះ a = 2 ; b = 3

២. គណនា F(x) =
∫

g(x)dxȺយដឹងថា F(4) = 0

Ⱥយ g(x) = a
x – 3 + b

(x – 3)2 = 2
x – 3 + 3

(x – 3)2 ĀǓបាន

F(x) =
∫

g(x)dx =
∫ (

2
x – 3 + 3

(x – 3)2

)
dx

=
∫ (2(x – 3)′

x – 3 + 3(x – 3)′

(x – 3)2

)
dx

= 2 ln |x – 3| + –3
x – 3 + C ; C ∈ R

Ⱥយ F(4) = 0 ĀǓបាន 2 ln |4 – 3| – 3
4 – 3 + C = 0 ⇒ C = 3

ដូចđǓះ F(x) = 2 ln |x – 3| – 3
x – 3 + 3

V. ១.ɞចំណȃច A(2, 0, 2); B(1, 2, 0) និង C(0, 2, 3)

x

y

z

O

–4

–2

1
2

3
4

1
2

3

1

2

3

4

A(2, 0, 2) •

B(1, 2, 0)•

C(0, 2, 3)
•
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២. សរĝǓរសមីការបាúǓរាʳǓĺ៉ǓតřǓបនាïǓត់ D

សមីការបាúǓរាʳǓĺ៉ǓតřǓបនាïǓត់ D គឺ


x = xo + at

y = xo + bt ; t ∈ R

z = zo + ct

• (D) កាត់តាម A(2, 0, 2)

• (D)//−−→BC (–1, 0, 3)

ដូចđǓះ សមីការបាúǓរាʳǓĺ៉ǓតřǓបនាïǓត់D គឺ


x = 2 – t

y = 0 ; t ∈ R

z = 2 + 3t

៣. គណនា
∣∣∣∣∣−−→AB

∣∣∣∣∣ និង ∣∣∣∣∣−−→AC
∣∣∣∣∣

A(2, 0, 2); B(1, 2, 0) ; C(0, 2, 3)

• −−→AB (–1, 2, –2) ⇒
∣∣∣∣∣−−→AB

∣∣∣∣∣ =
√

(–1)2 + 22 + (–2)2 = 3
∣∣∣∣∣−−→AB

∣∣∣∣∣ = 3cm

• −−→AC (–2, 2, 1) ⇒
∣∣∣∣∣−−→AC

∣∣∣∣∣ =
√

(–2)2 + 22 + (1)2 = 3
∣∣∣∣∣−−→AC

∣∣∣∣∣ = 3cm

ʄǓǓប់ŶǓĕǓទřǓŲǓីȰណ ABC

Ⱥយ
∣∣∣∣∣−−→AB

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣−−→AC

∣∣∣∣∣ = 3cm

ដូចđǓះ ∆ABC ជាŲǓីȰណសមបាត

៤. គណនា −−→AB × −−→AC

−−→
AB × −−→AC =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→i −→j −→k
–1 2 –2

–2 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (2 + 4)−→i – (–1 – 4)−→j + (–2 + 4)−→k
= 6−→i + 5−→j + 2−→k

ដូចđǓះ −−→AB × −−→AC = 6−→i + 5−→j + 2−→k
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ទាញថាចំណȃច A, B, C មិនឋិតɧęើបនាïǓត់ıǓមួយ
Ⱥយ −−→AB × −−→AC , 0 ⇒ −−→AB និង −−→AC មិនកូលីđǓń៊ǓរគាñǓ

ដូចđǓះ ចំណȃច A, B, C មិនស្ថិតក្ន©ងប្លង់ıǓមួយ

រកសមីការប្លង់ABC

ប្លង់ (ABC) : a(x – xo) + b(y – yo) + c(z – zo) = 0

• ប្លង់ (ABC) កាត់តាម A(2, 0, 2)

• −−→AB × −−→AC = 6−→i + 5−→j + 2−→k ជាវុÂចទ័រណរមាúǓល់řǓ ប្លង់(ABC)

⇒ (ABC) : 6 (x – 2) + 5 (y – 0) + 2 (z – 2) = 0

6x + 5y + 2z – 16 = 0

ដូចđǓះ (ABC) : 6x + 5y + 2z – 16 = 0

គណនាś្ទǓŪǓទǓǺřǓŲǓីȰណ ABC

S∆ABC = 1
2

∣∣∣∣∣−−→AB × −−→AC
∣∣∣∣∣ = 1

2
√

62 + 52 + 22 = 1
2
√

65

ដូចđǓះ S∆ABC =
√

65
2 cm2

៥. រកមាឌčǓʀǓǓńǓត OABC

VOABC = 1
6

∣∣∣∣∣(−−→OA × −−→OB
)
· −−→OC

∣∣∣∣∣
O(0, 0, 0) ; A(2, 0, 2); B(1, 2, 0) ; C(0, 2, 3)

• −−→OA (2, 0, 2)
• −−→OB (1, 2, 0)
• −−→OC (0, 2, 3)

−−→
OA × −−→OB =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→i −→j −→k
2 0 2

1 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (0 – 4)−→i – (0 – 2)−→j + (4 – 0)−→k
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= –4−→i + 2−→j + 4−→k(−−→
OA × −−→OB

)
· −−→OC = –4(0) + 2(2) + 4(3) = 16

VOABC = 1
6 · 16 = 8

3 ដូចđǓះ VOABC = 8
3cm3

ទាញរកចមាåǓយពី Oɥប្លង់ ABC

VOABC = 1
3S∆ABC · h ⇒ h = 3VOABC

S∆ABC
=

3 · 83√
65
2

= 16
√

65
= 16

√
65

65

ដូចđǓះ d (O, (ABC)) = h = 16
√

65
65 cm

VI. ១. គណនា lim
x→0+

f(x) និង lim
x→+∞

f(x)

ėើងមាន f(x) = 2
(
1 – ln x

x

)
• lim

x→0+
f(x) = lim

x→0+
2
(
1 – ln x

x

)
= 2(1 – (–∞)) = +∞ lim

x→0+
f(x) = +∞

• lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

2
(
1 – ln x

x

)
= 2(1 – (0)) = 2 lim

x→+∞
f(x) = 2

កំណត់សមីការអាសុីមតូតឈរ និងអាសុីមតូតĈǓកřǓɸǓǓប C

•Ⱥយ lim
x→0+

f(x) = +∞ ដូចđǓះ បនាïǓត់ x = 0 ជាអាសុីមតូតឈរ

•Ⱥយ lim
x→+∞

f(x) = +∞ ដូចđǓះ បនាïǓត់ y = 2 ជាអាសុីមតូតĈǓក

២. គណនាĈǓរÃĚǓ f′(x)

f′(x) =
(
2
(
1 – ln x

x

))′
=

(
2 – 2 ln x

x

)′
= 0 – 2

( (ln x)′ x – x′ ln x
x2

)

= –2
 1

x · x – ln x
x2

 = –2 + 2 ln x
x2

ដូចđǓះ f′(x) = –2 + 2 ln x
x2
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សិកǓǼសǽʲǓ f′(x)

Ⱥយ x2 > 0 ∀x ∈ (0, +∞) ⇒ f′(x)មានសǽʲǓដូចភាគយក –2 + 2 ln x

• f′(x) = 0 ⇔ –2 + 2 ln x = 0 ⇒ ln x = 1 ⇒ x = e

• f′(x) > 0 ⇔ –2 + 2 ln x > 0 ⇒ ln x > 1 ⇒ x > e

• f′(x) < 0 ⇔ –2 + 2 ln x < 0 ⇒ ln x < 1 ⇒ x < e

ėើងបាន តារាងសǽʲǓ f′(x)

x

f′(x)

0 e +∞

– 0 +

កំណត់តŞ្លǓបរមាřǓ f

• ŲǓង់ x = e; f′(x) = 0 Ğើយប្តªរសǽʲǓពី – ɥ + ėើងបាន f មានអបǓ�បរមាĐៀបមួយ គឺ
f(e) = 2

(
1 – ln e

e

)
= 2 – 2

e = 2 – 0.7 = 1.3

ដូចđǓះ តŞ្លǓអបǓ�បរមាគឺ f(e) = 1.3

សង់តារាងអĎǓរភាពřǓ f
x

f′(x)

f(x)

0 e +∞

– 0 +

+∞

1.31.3

22

៣. កំណត់កូអរȺđǓřǓចំណȃចŶǓសព្វ M រវាងɸǓǓប C និងអាសុីមតូតĈǓករបស់វា

• (C) : y = 2
(
1 – ln x

x

)
• (T) : y = 2
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(C)∩ (T) ⇔ 2
(
1 – ln x

x

)
= 2

⇔ – 2 ln x = 0

⇒ ln x = 0 ⇒ x = 1

ដូចđǓះ ចំណȃចŶǓសព្វ M គឺ M(1, 2)

កំណត់សមីការបនាïǓត់ L ĬǓលប៉ះនឹងɸǓǓប C ŲǓង់ចំណȃច M

សមីការបនាïǓត់ L កំណត់Ⱥយ (L) : y = f′(xo)(x – xo) + f(xo)

• L ĬǓលប៉ះនឹងɸǓǓប C ŲǓង់ចំណȃច M(1, 2) ⇒ xo = 1, f(xo) = 2

• f′(xo) = f′(1) = –2 + 2 ln 1
12 = –2

⇒ (L) : y = –2(x – 1) + 2 = –2x + 4

ដូចđǓះ សមីការបនាïǓត់ប៉ះ គឺ (L) : y = –2x + 4

៤. សង់បនាïǓត់ L និងɸǓǓប C

–1 1 2 3 4 5 6 7 8
–1

1

2

3

4

5

6

7

8

(C)

(T) : y = 2

(L) :
y

=
–2x+

4

•M

•

S =
∫ e

1
[f(x)]dx = 2e – 3

x

y
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៥. កំណត់តŞ្លǓřǓចំនួនពិត k

សមីការ 2
(
1 – ln x

x

)
= k ជាសមីការអាប់សុីសřǓចំណȃចŶǓសព្វរវាងɸǓǓប (C)

និងបនាïǓត់ (D) : y = k

តាមɸǓǓប សមីការ 2
(
1 – ln x

x

)
= kមានឬស លុះʀǓǓıǓ k ≥ 1.3

ដូចđǓះ k ≥ 1.3

គណនាś្ទǓŪǓទǓǺķ្នǓកប្លង់ĬǓលកំណត់ȺយɸǓǓប C អ័កǓ¦ x′Ox បនាïǓត់ឈរ x = 1 និង x = e

S =
∫ e

1
f(x)dx =

∫ e

1
2
(
1 – ln x

x

)
dx =

∫ e

1

(
2 – 2 (ln x)′ ln x

)
dx =

[
2x – 2 ln2 x

2

]e
1

= 2e – ln2 e –
(
2 – ln2 1

)
= 2e – 3

ដូចđǓះ S = 2e – 3 ឯកតាś្ទǓ
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វិȦញ �គណិតវិទយេ�តȣម�˪ទបង
សȦញ ប�តមធយមសិក�ទុតិយភូមិឆន ២ំ០១៨

[វិȦញ �ទី៧]
I. (១០ពិន្ទ©) គណនាលីមីត៖

ក. lim
x→–∞

(
2x2 – 3

)
(1 – x)

(5 + 2x)
(
2 – x2

) ខ. lim
x→1

2 –
√

x + 3
x2 – 1

គ. lim
x→+∞

ln x + 1
x – 1

II. (១៥ពិន្ទ©) ក្ន©ងŶǓអបម់ួយមានឃ្លពីណ៌ស 2ɹǓǓបĬ់ǓលមានចុះęǓខ 1, 2 និងឃ្លពីណ៌ɕõǓ 3ɹǓǓប់ ĬǓលមាន
ចុះęǓខ 1, 2, 3 ĀǓចាប់យកឃ្លី 2ɹǓǓប់ ŷǓមគាñǓȺយŋǓដនǓ¢ពីក្ន©ងŶǓអប់Ƀះ។ រកŶǓǑបាបřǓŷǓឹត្តិការណ៍

១. A : «ĀǓចាប់បានឃ្លីពណ៌ដូចគាñǓ»។

២. B : «ĀǓចាប់បានឃ្លីមានផលបូកęǓខĝ្មើ 3 »។

៣. C : «ĀǓចាប់បានឃ្លីមានផលបូកęǓខĝ្មើ 3Ⱥយបានដឹងថា វាមានពណ៌ដូចគាñǓ»។

III. (១៥ពិន្ទ©) ĀǓមានចំនួនកុំផ្លិច z1 =
√

3 – i ; z2 =
(
1 –
√

3
)
+

(
1 –
√

3
)
i និង z3 = –1

2 ។

គណនា z1 + z2 , (z1 + z2) × z3 ។ សរĝǓរជាទŸǓង់ŲǓីȰណមាŲǓřǓចំនួនកុំផ្លិច

Z = (z1 + z2) × z3 ។ ទាញរកតŞ្លǓřǓ Z3 ។

IV. (១៥ពិន្ទ©) ĀǓឲǓ¢ g(x) = x2 + x – 6
x2 – 2x – 3

។

១. កំណតច់ំនួនពិត m, n និង p ĈើមǓ�ីឲǓ¢បាន g(x) = m + n
x + 1 + p

x – 3 ចំɆះūǓប់x ∈ (–1, 3)។

២. គណនា I =
∫ 2

0
g(x)dx ។

V. (៣៥ពិន្ទ©) ɧក្ន©ងតŸǓុយអរតូណរមាúǓល់មានទិសɞវÂជ្ជមាន
(
O,−→i ,−→j ,−→k

)
មានចំណȃច A(–1, 2, 1);

B(1, –6, –1) និង C(2, 2, 2) ។

១. គណនា −→n =
−−→
AB × −−→AC។ កំណត់សមីការប្លង់ P ĬǓលកាត់តាមចំណȃច A, B និង C Ğើយមាន

វុÂចទ័រណរមាúǓល់ −→n។ កំណតស់មកីារបាúǓរាʳǓĺ៉ǓតřǓបនាïǓត់ d កាត់តាមចំណȃច J(–2, 0, 0) និងមានវុÂចទ័រ
ʄǓǓប់ទិស −→u = (3, 0, 1) ។

២. រកកូអរȺđǓřǓផ្ចិត I និងកាំ r řǓŁ៊្វǓ S ĬǓលមានសមីការ x2 + y2 + z2 – 2y + 2z – 2 = 0។
រកកូអរȺđǓřǓចំណȃចŶǓសព្វរវាងŁ៊្វǓ S និងបនាïǓត់ d។
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៣. គណនាś្ទǓŪǓទǓǺřǓŲǓីȰណ ABC។ គណនាចមាåǓយពីចំណȃច D(0, 1, –1)ɥប្លង់ P។

VI. (៣៥ពិន្ទ©)

AĀǓមានអនុគមន៍ g កំណត់ęើ (0, +∞)Ⱥយ g(x) = x2 + ln x ។

១. ក. បងាøǓញថា g ជាអនុគមន៍þើនដាច់ខាតęើ (0, +∞) ។

ខ. គណនា g(1) ។

២. ក. ទាញលទ្ធផលពីសំណȅរទី១ បǽèǓក់ថា ៖ Ēើ x ≥ 1 Ƀះ x2 + ln x ≥ 1 និងĒើ 0 < x ≤ 1

Ƀះ x2 + ln x ≤ 1 ។

ខ. កំណត់សǽʲǓřǓកđǓǼម x2 + ln x – 1 កាលណា xɧęើចɃöǓះ (0, +∞) ។

BĀǓមានអនុគមន៍ f កំណតę់ើ (0, +∞)Ⱥយ f(x) = x + 1 – ln x
x និងតាងȺយ CɸǓǓបរបសវ់ា

ក្ន©ងតŸǓុយអរតូណរĖǓ
(
O,−→i ,−→j

)
។

១. សិកǓǼលីមីតřǓអនុគមន៍ f ŲǓង់ 0 និង +∞ (ėើងដឹងថា lim
x→+∞

ln x
x = 0 )។

២. បងាøǓញថាĈǓរÃĚǓřǓអនុគមន៍ f គឺ f′(x) = x2 + ln x – 1
x2 ។

៣.ƋǓើលទ្ធផលřǓសំណȅរAសិកǓǼសǽʲǓřǓ f′(x) និងសងត់ារាងអĎǓរភាពřǓអនុគមន៍ fęើ(0, +∞)។

៤. ក. បងាøǓញថាបនាïǓត់ ∆មានសមីការ y = x + 1 ជាអាសុីមតូតɥនឹងɸǓǓប C ŲǓង់ +∞ ។

ខ. សិកǓǼទីតាំង C Đៀបនឹង ∆ និងបǽèǓក់កូអរȺđǓřǓចំណȃចŶǓសព្វ I រវាងɸǓǓប C និង ∆ ។
សង់ ∆ និងɸǓǓប C ។
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[ដំេ�ះ��យ]
I. គណនាលីមីត៖

ក. lim
x→–∞

(
2x2 – 3

)
(1 – x)

(5 + 2x)
(
2 – x2

) (មានរាងមិនកំណត់∞∞ )

= lim
x→–∞

x2 · x
(
2 – 3

x2

) (
1
x – 1

)
x · x2

(
5
x + 2

) (
2
x2 – 1

) = (2 – 0)(0 – 1)
(0 + 2)(0 – 1) = –2

–2 = 1

ដូចđǓះ lim
x→–∞

(
2x2 – 3

)
(1 – x)

(5 + 2x)
(
2 – x2

) = 1

ខ. lim
x→1

2 –
√

x + 3
x2 – 1

(មានរាងមិនកំណត់00 )

= lim
x→1

(
2 –
√

x + 3
) (

2 +
√

x + 3
)(

x2 – 1
) (

2 +
√

x + 3
) = lim

x→1
4 – (x + 3)(

x2 – 1
) (

2 +
√

x + 3
)

= lim
x→1

–(x – 1)
(x – 1)(x + 1)

(
2 +
√

x + 3
) = –1

(1 + 1)
(
2 +
√

1 + 3
) = –1

2(4) = –1
8

ដូចđǓះ lim
x→1

2 –
√

x + 3
x2 – 1

= –1
8

គ. lim
x→+∞

ln x + 1
x – 1 = lim

x→+∞
ln

(
1 + 2

x – 1

)
= ln(1 + 0) = ln 1 = 0

ដូចđǓះ lim
x→+∞

ln x + 1
x – 1 = 0

II. ១. រកŶǓǑបាបřǓŷǓឹត្តិការណ៍ A : «ĀǓចាប់បានឃ្លីពណ៌ដូចគាñǓ»
តាមរូបមន្ត p(A) = n(A)

n(S)
ȺយĀǓចាប់បានពណ៌ដូចគាñǓមានន័យ ថា អាចជា ឃ្លីសទាំងពីរ ឬ ឃ្លីɕõǓទាំងពីរ
ĀǓបាន n(A) = C(2, 2) + C(3, 2) = 1 + 3 = 4

n(S) = C(5, 2) = 5!
3!2! = 10

នាំឲǓ¢ P(A) = 4
10 = 2

5 ដូចđǓះ P(A) = 2
5
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២. រកŶǓǑបាបřǓŷǓឹត្តិការណ៍ B : «ĀǓចាប់បានឃ្លីមានផលបូកęǓខĝ្មើ 3 »
តាមរូបមន្ត P(B) = n(B)

n(S)

Ⱥយ ផលបូកęǓខĝ្មើ 3 គឺមាន 4 ករណី{
(1ពណ៌ɕõǓ, 2ពណ៌ɕõǓ); (1ពណ៌ɕõǓ, 2ពណ៌ស); (1ពណ៌ស, 2ពណ៌ɕõǓ); (1ពណ៌ស, 2ពណ៌ស)

}
ĀǓបាន n(B) = 4 ; n(S) = 10

ĀǓបាន P(B) = 4
10 = 2

5 ដូចđǓះ P(B) = 2
5

៣. រកŶǓǑបាបřǓŷǓឹត្តិការណ៍
C : «ĀǓចាប់បានឃ្លីមានផលបូកęǓខĝ្មើ 3Ⱥយបានដឹងថា វាមានពណ៌ដូចគាñǓ»
តាមរូបមន្ត P(C) = P(B/A) = P(A∩B)

P(A)
Ⱥយផលបូកĝ្មើ3ĬǓលមានęǓខដូចគាñǓ គឺ មាន 2 ករណី

{
(1ពណ៌ɕõǓ, 2ពណ៌ɕõǓ); (1ពណ៌ស, 2ពណ៌ស)

}
ĀǓបាន n(A∩B) = 2 ; n(S) = 10 ⇒ P(A∩B) = 2

10 = 1
5

នាំឲǓ¢ P(C) =

1
5
2
5

= 1
2 ដូចđǓះ P(C) = 1

2

III. គណនា z1 + z2 , (z1 + z2) × z3

ėើងមាន z1 =
√

3 – i ; z2 =
(
1 –
√

3
)
+

(
1 –
√

3
)
i ; z3 = –1

2

z1 + z2 =
√

3 – i + 1 –
√

3 + i –
√

3i = 1 –
√

3i ដូចđǓះ z1 + z2 = 1 –
√

3i

(z1 + z2
) × z3 =

(
1 –
√

3i
) (

–1
2

)
= –1

2 +
√

3
2 i ដូចđǓះ (z1 + z2

) × z3 = –1
2 +

√
3

2 i

សរĝǓរជាទŸǓង់ŲǓីȰណមាŲǓřǓចំនួនកុំផ្លិច Z = (z1 + z2) × z3

Z = (z1 + z2
) × z3 = –1

2 +
√

3
2 i = cos 2π

3 + i sin 2π
3

ដូចđǓះ ទŸǓង់ŲǓីȰណមាŲǓřǓ Z គឺ Z = cos 2π
3 + i sin 2π

3
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ទាញរកតŞ្លǓřǓ Z3

Z3 =
(
cos 2π

3 + i sin 2π
3

)3
= cos 3(2π)

3 + i sin 3(2π)
3 = cos 2π+ i sin 2π = 1 + 0i = 1

ដូចđǓះ Z3 = 1

IV. ១. កំណត់ចំនួនពិត m, n និង p

ėើងមាន g(x) = x2 + x – 6
x2 – 2x – 3

g(x) = m + n
x + 1 + p

x – 3

⇔ x2 + x – 6
x2 – 2x – 3

= m(x + 1)(x – 3) + n(x – 3) + p(x + 1)
(x + 1)(x – 3)

= mx2 – 3mx + x – 3 + nx – 3n + px + p
x2 – 3x + x – 3

= mx2 + (–3m + 1 + n + p)x + (p – 3 – 3n)
x2 – 2x – 3

⇒


m = 1 (1)

–3m + 1 + n + p = 1 (2)

p – 3 – 3n = –6 (3)

(1) : m = 1⇒(2) : –3 + 1 + n + p = 1⇒ n + p = 3 (4)

(3) : p – 3 – 3n = –6 ⇒ p – 3n = –3 (5)

យក (4) – (5)⇒ n + 3n = 3 + 3 ⇒ 4n = 6 ⇒ n = 3
2 ជំនួសក្ន©ង (4)

⇒ 3
2 + p = 3 ⇒ p = 3

2

ដូចđǓះ m = 1, n = 3
2, p = 3

2

២. គណនា I =
∫ 2

0
g(x)dx

g(x) = m + n
x + 1 + p

x – 3 = 1 + 3
2 ·

1
x + 1 + 3

2 ·
1

x – 3

I =
∫ 2

0
g(x)dx =

∫ 2

0

(
1 + 3

2 ·
1

x + 1 + 3
2 ·

1
x – 3

)
dx
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=
[
x + 3

2 ln |x + 1| + 3
2 ln |x – 3|

]2
0

= 2 + 3
2 ln 3 + 3

2 ln 1 –
(
0 + 3

2 ln 1 + 3
2 ln 3

)
= 2

ដូចđǓះ I = 2

V. ១. គណនា −→n =
−−→
AB × −−→AC

ėើងមាន A(–1, 2, 1); B(1, –6, –1) ; C(2, 2, 2) នាំឲǓ¢

• −−→AB (1 – (–1), –6 – 2, –1 – 1) ⇒ −−→
AB (2, –8, –2)

• −−→AC (2 – (–1), 2 – 2, 2 – 1) ⇒ −−→
AC (3, 0, 1)

ĀǓបាន −→n =
−−→
AB × −−→AC =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→i −→j −→k
2 –8 –2

3 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (–8 – 0)−→i – (2 + 6)−→j + (0 + 24)−→k
= –8−→i – 8−→j + 24−→k

ដូចđǓះ −→n (–8, –8, 24)
កំណត់សមីការប្លង់ P
សមីការប្លង់(P) កំណត់Ⱥយ (P) : a(x – xo) + b(y – yo) + c(z – zo) = 0

Ⱥយ

• (P) កាត់តាម A(–1, 2, 1)

•ĞើយមានវុÂចទ័រណរមាúǓល់ −→n (–8, –8, 24)
ėើងបាន (P) : – 8(x + 1) – 8(y – 2) + 24(z – 1) = 0

– 8x – 8 – 8y + 16 + 24z – 24 = 0

– 8x – 8y + 24z – 16 = 0

– x – y + 3z – 2 = 0
ដូចđǓះ (P) : –x – y + 3z – 2 = 0

កំណត់សមីការបាúǓរាʳǓĺ៉ǓតřǓបនាïǓត់ d
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សមីការបាúǓរាʳǓĺ៉ǓតřǓបនាïǓត់ d កំណត់Ⱥយ


x = xo + at

y = yo + bt

z = zo + ct

; t ∈ R

Ⱥយ

• d កាត់តាមចំណȃច J(–2, 0, 0)

• និងមានវុÂចទ័រʄǓǓប់ទិស −→u = (3, 0, 1)

ėើងបាន


x = –2 + 3t

y = 0 + 0t

z = 0 + t

; t ∈ R

ដូចđǓះ សមីការបាúǓរាʳǓĺ៉ǓតřǓបនាïǓត់d គឺ


x = –2 + 3t

y = 0

z = t

; t ∈ R

២. រកកូអរȺđǓřǓផ្ចិត I និងកាំ r řǓŁ៊្វǓ S
ȺយŁ៊្វǓ S ĬǓលមានសមីការ x2 + y2 + z2 – 2y + 2z – 2 = 0

⇔ x2 + y2 – 2y + 1 – 1 + z2 + 2z + 1 – 1 – 2 = 0

⇔ (x – 0)2 + (y – 1)2 + (z + 1)2 = 4

⇔ (x – 0)2 + (y – 1)2 + (z + 1)2 = 22

ដូចđǓះ ផ្ចិតI(0, 1, –1), កាំ r = 2

រកកូអរȺđǓřǓចំណȃចŶǓសព្វរវាងŁ៊្វǓ S និងបនាïǓត់ d
ចំណȃចŶǓសព្វរវាងŁ៊្វǓ S និងបនាïǓត់ d គឺជាចĖ្លើយřǓŶǓព័ន្ធសមីការ រវាង បនាïǓត់d និងŁ៊្វǓS

x = –2 + 3t (1)

y = 0 (2)

z = t (3)

x2 + y2 + z2 – 2y + 2z – 2 = 0 (4)
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យក (1), (2), (3) ជួសក្ន©ង (4)ėើងបាន (–2 + 3t)2 + 02 + t2 – 2(0) + 2t – 2 = 0

4 – 12t + 9t2 + t2 + 2t – 2 = 0

10t2 – 10t + 2 = 0

5t2 – 5t + 1 = 0
∆ = b2 – 4ac = 25 – 20 = 5 ⇒

√
∆ =

√
5

t = –b ±
√
∆

2a = 5 ±
√

5
10 ជំនួសក្ន©ង (1), (2), (3) ėើងបាន

• ចំɆះ t = 5 +
√

5
10 ⇒x = –2 + 3

5 +
√

5
10

 = –5 + 3
√

5
10

y = 0 ; z = 5 +
√

5
10

ដូចđǓះ ចំណȃចŶǓសព្វ គឺ
–5 + 3

√
5

10 , 0, 5 +
√

5
10


• ចំɆះ t = 5 –

√
5

10 ⇒x = –2 + 3
5 –

√
5

10

 = –5 – 3
√

5
10

y = 0 ; z = 5 –
√

5
10

ដូចđǓះ ចំណȃចŶǓសព្វ គឺ
–5 – 3

√
5

10 , 0, 5 –
√

5
10


៣. គណនាś្ទǓŪǓទǓǺřǓŲǓីȰណ ABC

Ⱥយ −−→AB × −−→AC = –8−→i – 8−→j + 24−→k ėើងបាន

SABC = 1
2

∣∣∣∣∣−−→AB × −−→AC
∣∣∣∣∣ = 1

2

√
(–8)2 + (–8)2 + 242 = 1

2
√

64 + 64 + 576 = 1
2
√

704

=
√

64 × 11
2 = 8

√
11

2 = 4
√

11

ដូចđǓះ SABC = 4
√

11 ឯកតាś្ទǓ

គណនាចមាåǓយពីចំណȃច D(0, 1, –1)ɥប្លង់ P

តាមរូបមន្ត D(D,P) =
∣∣∣axo + byo + czo + d

∣∣∣√
a2 + b2 + c2

េរȢបេរȢងេ�យ លីម សី� �គȪគណិតវិទយវិទយល័យសេម�ចឳ េខត�េសȢម�ប Tel: 012689353



លីម
សីហា

79

Ⱥយ D(0, 1, –1) ; (P) : –x – y + 3z – 2 = 0ėើងបាន

D(D,P) =
∣∣∣–(0) – (1) + 3(–1) – 2

∣∣∣√
(–1)2 + (–1)2 + 32

= | – 6|
√

11
×
√

11
√

11
= 6
√

11
11

ដូចđǓះ ចមាåǓយពីចំណȃច Dɥប្លង់ P គឺ D(D,P) = 6
√

11
11 ឯកតាŶǓľǓង

VI. A អនុគមន៍ g កំណត់ęើ (0, +∞)Ⱥយ g(x) = x2 + ln x

១. ក. បងាøǓញថា g ជាអនុគមន៍þើនដាច់ខាតęើ (0, +∞)

Ⱥយ g′(x) =
(
x2 + ln x

)′ = 2x + 1
x = 2x2 + 1

x > 0 ∀x ∈ (0, +∞)
ដូចđǓះ g ជាអនុគមន៍þើនដាច់ខាតęើ (0, +∞)

ខ. គណនា g(1)

g(1) = 12 + ln 1 = 1 ដូចđǓះ g(1) = 1

២. ក. ទាញលទ្ធផលពីសំណȅរទី១ បǽèǓក់ថា ៖

• Ēើ x ≥ 1Ƀះ x2 + ln x ≥ 1

• និង Ēើ 0 < x ≤ 1Ƀះ x2 + ln x ≤ 1

Ⱥយ g(1) = 1Ğើយ g ជាអនុគមន៍þើនដាច់ខាតęើ (0, +∞)

ɃះĀǓបាន

• Ēើ x ≥ 1 Ƀះ g(x) ≥ 1 ⇒ x2 + ln x ≥ 1

• Ēើ 0 < x ≤ 1 Ƀះ g(x) ≤ 1 ⇒ x2 + ln x ≤ 1

ខ. កំណត់សǽʲǓřǓកđǓǼម x2 + ln x – 1 កាលណា xɧęើចɃöǓះ (0, +∞)

• ĔǓល x > 1; x2 + ln x > 1 ⇒ x2 + ln x – 1 > 0

• ĔǓល 0 < x < 1; x2 + ln x ≤ 1 ⇒ x2 + ln x – 1 < 0

• ĔǓល x = 1; x2 + ln x = 1 ⇒ x2 + ln x – 1 = 0

B អនុគមន៍ f កំណត់ęើ (0, +∞)Ⱥយ f(x) = x + 1 – ln x
x
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១. សិកǓǼលីមីតřǓអនុគមន៍ f ŲǓង់ 0 និង +∞ (ėើងដឹងថា lim
x→+∞

ln x
x = 0 )

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

(
x + 1 – ln x

x

)
= 0 + 1 – (–∞) = +∞ lim

x→0
f(x) = +∞

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(
x + 1 – ln x

x

)
= +∞+ 1 – 0 = +∞ lim

x→+∞
f(x) = +∞

២. បងាøǓញថាĈǓរÃĚǓřǓអនុគមន៍ f គឺ f′(x) = x2 + ln x – 1
x2

f′(x) =
(
x + 1 – ln x

x

)′
= 1 –

(ln x)′ x – x′ ln x
x2 = 1 –

1
x · x – ln x

x2 = x2 + ln x – 1
x2

f′(x) = x2 + ln x – 1
x2

៣.ƋǓើលទ្ធផលřǓសំណȅរ A សិកǓǼសǽʲǓřǓ f′(x)

Ⱥយ f′(x) = x2 + ln x – 1
x2 មានសǽʲǓតាមភាគយក x2 + ln x – 1

ĀǓបាន

• ĔǓល x > 1; f′(x) > 0

• ĔǓល 0 < x < 1; f′(x) < 0

• ĔǓល x = 1; f′(x) = 0

សង់តារាងអĎǓរភាពřǓអនុគមន៍ fęើ(0, +∞)

x

f′(x)

f(x)

0 1 +∞

– 0 +

+∞

22

+∞+∞
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៤. ក. បងាøǓញថាបនាïǓត់ ∆ : y = x + 1 ជាអាសុីមតូតɥនឹងɸǓǓប C ŲǓង់ +∞
បនាïǓត់ ∆ : y = x + 1 ជាអាសុីមតូតɥនឹងɸǓǓប C ŲǓង់ +∞ លុះʀǓǓıǓ

lim
x→+∞

[f(x) – (x + 1)] = 0 Ⱥយ (C) : f(x) = x + 1 – ln x
x

ĀǓបាន lim
x→+∞

[f(x) – (x + 1)] = lim
x→+∞

(
– ln x

x

)
= 0 ពិត

ដូចđǓះ ∆ : y = x + 1 ជាអាសុីមតូតřǓɸǓǓបC

ខ. សិកǓǼទីតាំង C Đៀបនឹង ∆
(C) : yc = x + 1 – ln x

x ; (∆) : y∆ = x + 1 ⇒ yc – y∆ = –ln x
x

Ⱥយ x ∈ (0, +∞) ĀǓបាន yc – y∆ មានសǽʲǓតាម – ln x

• yc – y∆ = 0 ⇔ – ln x = 0⇔ x = 1 ĀǓបាន (C)∩ (∆)

• yc – y∆ > 0 ⇔ – ln x > 0⇔ ln x < 0⇔ x < 1 ĀǓបាន (C) ស្ថិតɧęើ (∆)

• yc – y∆ < 0 ⇔ – ln x < 0⇔ ln x > 0⇔ x > 1 ĀǓបាន (C) ស្ថិɧʍǓǓម (∆)

កូអរȺđǓřǓចំណȃចŶǓសព្វ I រវាងɸǓǓប C និង ∆ គឺ x = 1 ⇒ y = 1 + 1 = 2

ដូចđǓះ I(1, 2)

សង់ ∆ និងɸǓǓប C

• (∆) : y = x + 1
x 0 –1

y 1 0

–1–2 1 2 3 4
–1

1

2

3

4

5

6 (C)

(∆
) : y =

x+
1

•I

x

y
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វិȦញ �គណិតវិទយេ�តȣម�˪ទបង
សȦញ ប�តមធយមសិក�ទុតិយភូមិឆន ២ំ០១៨

[វិȦញ �ទី៨]
I. (១៥ពិន្ទ©) គណនាលីមីត៖

ក. lim
x→1

1 – x2

x3 – x2 + x – 1
ខ. lim

x→0
sin 3x

–x គ. lim
x→0

√
2 + x –

√
2 – x

sin x

II. (១៥ពិន្ទ©) គណនាអាំងčǓɸǓǓល I =
∫ 2

0

(
6x2 – 3x – 1

)
dx , J =

∫ π
4

0

(
1 – 2 sin2 x

)
dx ។

ĀǓមាន f កំណត់ęើ R∗Ⱥយ f(x) = –2
(
x + 1

x2

)
។ បងាøǓញថា f(x) = –2

x – 2
x2 ។

គណនា K =
∫ e

1
f(x)dx ។ (ln e = 1)

III. (១៥ពិន្ទ©) ĀǓឲǓ¢សមីការឌីēǓរÇង់ŁǓ¢Ǔល f′′ + 2f′ = 0 ។

១. ĀǓតាង g = f′ ។ បងាøǓញថា g ជាចĖ្លើយřǓសមីការ g′ + 2g = 0 ។

២.ȺះʈǓǓយសមីការ g′ + 2g = 0 រួចទាញរកចĖ្លើយřǓសមីការ f′′ + 2f′ = 0 ។

៣. ē្ទºងផាïǓត់ចĖ្លើយɧសំណȅរ២ ȺយȺះʈǓǓយសមីការ f′′ + 2f′ = 0 តាមសមីការសមាäǓល់។

IV. (១០ពិន្ទ©) រកសមីការស្តង់ដាřǓĠǓលីបĈǓលមានកំពូលទាំងពីរជាចំណȃច (4, 0) និង (–4, 0) និង
មានកំណȃំមួយɧŲǓង់ចំណȃច (3, 0) រួចសង់ĠǓលីបđǓះ។

V. (៣៥ពិន្ទ©) ក្ន©ងតŸǓុយអរតូណរមាúǓល់មានទិសɞវÂជ្ជមាន
(
O,−→i ,−→j ,−→k

)
មួយ ĀǓɞចំណȃចA(2, 2, 0),

B(0, 2, 2), C(1, 0, 1)។

១. រកសមីការŁ៊្វǓ S ĬǓលមានអង្កត់ផ្ចិត AB ។ រកកូអរȺđǓřǓចំណȃចŶǓសព្វទាំងពីររវាងŁ៊្វǓ S
និងបនាïǓត់ d សមីការបាúǓរាʳǓĺ៉Ǔត x = 1 + t, y = 2 និង z = 1 + t ĬǓល t ជាចំនួនពិត។

២. រកកូអរȺđǓřǓវុÂចទ័រផលគុណ −→n =
−−→
CA × −−→CB គណនាś្ទǓŪǓទǓǺřǓ ∆ABC ។

រកសមីការប្លង់ ABC ។

៣. ប្លង់ ABC ជួប (Ox) ŲǓង់ M និងជួប Oz ŲǓង់ N ។ រកកូអរȺនřǓចំណȃច M និង N ។
បងាøǓញថា −−→AB = −−−→MN និង −−−→MA · −−−→MN = 0 ។ ទាញបǽèǓក់ថា ABNM ជាចតុȰណĢǓង។

៤. រកចមាåǓយពីចំណȃច D(0, 2, 0)ɥប្លង់ ABC ។ទាញរកមាឌřǓčǓʀǓǓń៊Ǔត DBCA ។
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VI. (៣៥ពិន្ទ©) f ជាអនុគមន៍កំណត់ចំɆះ x > 0Ⱥយ f(x) = 1 + 2
(
ln x
x

)
ĞើយមានɸǓǓប (C) ។

១. គណនា lim
x→0+

f(x) និង lim
x→+∞

f(x) ។ កំណត់សមីការអាសុីមតូតឈរ និងĈǓកřǓɸǓǓប (C) ។

២. គណនាĈǓរÃĚǓ f′(x) និងសិកǓǼសǽʲǓřǓ f′(x) ។ សង់តារាងអĎǓរភាពřǓអនុគមន៍ f ។

៣. កំណត់កូអរȺđǓřǓចំណȃចŶǓសព្វ A រវាងɸǓǓប (C) និងបនាïǓត់ (D) : y = 1 ។
កំណត់សមីការបនាïǓត់ (L) ĬǓលប៉ះនឹងɸǓǓប (C) ŲǓង់ចំណȃច A ។

៤. គណនា f
(1

2
)
។ សង់បនាïǓត់ (L)អាសុីមតូត និងɸǓǓប (C)ɧក្ន©ងតŸǓុយıǓមួយ។

(ĀǓយក e = 2.7, 2
e = 0.7, ln 2 = 0.7 )
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[ដំេ�ះ��យ]
I. គណនាលីមីត៖

ក. lim
x→1

1 – x2

x3 – x2 + x – 1
(មានរាងមិនកំណត់ 00 )

= lim
x→1

(1 – x)(1 + x)
(x – 1)

(
x2 + 1

) = lim
x→1

–(x – 1)(1 + x)
(x – 1)

(
x2 + 1

) = lim
x→1

–(1 + x)(
x2 + 1

) = –(1 + 1)
12 + 1

= –1

ដូចđǓះ lim
x→1

1 – x2

x3 – x2 + x – 1
= –1

ខ. lim
x→0

sin 3x
–x (មានរាងមិនកំណត់00 )

= lim
x→0

(
–3sin 3x

3x

)
= –3 × 1 = –3 ដូចđǓះ lim

x→0
sin 3x

–x = –3

គ. lim
x→0

√
2 + x –

√
2 – x

sin x (មានរាងមិនកំណត់00 )

= lim
x→0

(√
2 + x –

√
2 – x

) (√
2 + x +

√
2 – x

)
sin x

(√
2 + x +

√
2 – x

) = lim
x→0

2 + x – (2 – x)
sin x

(√
2 + x +

√
2 – x

)
= lim

x→0
2x

sin x
(√

2 + x +
√

2 – x
) = lim

x→0
x

sin x ·
2

√
2 + x +

√
2 – x

= 1 × 2
√

2 + 0 +
√

2 – 0
= 2

2
√

2
×
√

2
√

2
=
√

2
2

ដូចđǓះ lim
x→0

√
2 + x –

√
2 – x

sin x =
√

2
2

II. គណនាអាំងčǓɸǓǓល

• I =
∫ 2

0

(
6x2 – 3x – 1

)
dx =

[
6x3

3 – 3x2

2 – x
]2
0

= 2(2)3 – 3(2)2

2 – 2 – 0 = 8 I = 8

• J =
∫ π

4

0

(
1 – 2 sin2 x

)
dx =

∫ π
4

0
cos 2xdx =

[
1
2 sin 2x

] π
4

0
= 1

2 sin 2π
4 – 1

2 sin 0 = 1
2

ដូចđǓះ J = 1
2
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បងាøǓញថា f(x) = –2
x – 2

x2

Ⱥយ f(x) = –2
(
x + 1

x2

)
= –2x – 2

x2 = –2x
x2 – 2

x2 = –2
x – 2

x2 ពិត

ដូចđǓះ f(x) = –2
x – 2

x2

គណនា K =
∫ e

1
f(x)dx (ln e = 1)

K =
∫ e

1
f(x)dx =

∫ e

1

(
–2

x – 2
x2

)
dx =

[
–2 ln |x| + 2

x

]e
1

= –2 ln e + 2
e –

(
–2 ln 1 + 2

1

)
= –2 + 2

e + 0 – 2 = –4 + 2
e ដូចđǓះ K = –4 + 2

e

III. ១. ĀǓតាង g = f′ បងាøǓញថា g ជាចĖ្លើយřǓសមីការ g′ + 2g = 0

ėើងមាន សមីការឌីēǓរÇង់ŁǓ¢Ǔល f′′ + 2f′ = 0 ⇔ (f′)′ + 2f′ = 0

⇔ g′ + 2g = 0

ដូចđǓះ g = f′ ជាចĖ្លើយřǓ g′ + 2g = 0

២.ȺះʈǓǓយសមីការ g′ + 2g = 0

g′ + 2g = 0 ⇒ g′ = –2g⇔ dg
dx = –2g⇔

∫ 1
gdg =

∫
–2dx⇒ ln |g| = –2

⇒g = Ae–2; A ∈ R

ដូចđǓះ ចĖ្លើយřǓសមីការ g′ + 2g = 0 គឺ g(x) = Ae–2x ; A ∈ R

ទាញរកចĖ្លើយřǓសមីការ f′′ + 2f′ = 0

Ⱥយ f′ = g ⇒ f =
∫

g(x)dx =
∫

Ae–2xdx

= –A
2 e–2x + C

= –De–2x + C ; D = A
2 , C ∈ R

ដូចđǓះ ចĖ្លើយřǓសមីការ f′′ + 2f′ = 0 គឺ f(x) = –De–2x + C ; A, C ∈ R
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៣. ē្ទºងផាïǓត់ចĖ្លើយɧសំណȅរ២ ȺយȺះʈǓǓយសមីការ f′′ + 2f′ = 0 តាមសមីការសមាäǓល់
សមីការសមាäǓល់គឺ r2 + 2r = 0⇔ r(r + 2) = 0⇒ r = 0, r = –2

ėើងបាន ចĖ្លើយřǓសមីការ គឺ
f(x) = Ae0x – Be–2x = –Be–2x + A = –De–2x + C ; D = B; C = A, C, D ∈ R

ដូចđǓះ ចĖ្លើយɧសំណȅរទី២ ŲǓឹមŲǓǑវ

IV. រកសមីការស្តង់ដាřǓĠǓលីប
Ⱥយ កំពូល កំណȃំមានអរȺđǓĎǓរ ĀǓបាន អ័កǓ¦ទទឹងźǓបអ័កǓ¦អាប់សុីស

Ƀះ សមីការស្តង់ដា řǓĠǓលីបគឺ (x – h)2

a2 + (y – h)2

b2 = 1

• កំពូលV1(h + a, k) គឺ (4, 0) ⇒ h + a = 4 ; k = 0

• កំពូល V2(h – a, k) គឺ (–4, 0) ⇒ h – a = –4; k = 0 h + a = 4

h – a = –4

2h = 0 ⇒ h = 0; a = 4

• កំណȃំ F(h + c, 0) គឺ (3, 0) ⇒ h + c = 3 ⇒ c = 3

• c2 = a2 – b2 ⇒ b2 = a2 – c2 = 42 – 32 = 16 – 9 = 7

ដូចđǓះ ĠǓលីបមានសមីការ x2

16 + y2

7 = 1

• សង់ĠǓលីប ផ្ចិតřǓĠǓលីបគឺ I(0, 0)

–5 –4 –3 –2 –1 1 2 3 4 5

–3

–2

–1

1

2

3

• •V2 V1•

•

•

•• F2F1 •I x

y
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V. ១. រកសមីការŁ៊្វǓ S ĬǓលមានអង្កត់ផ្ចិត AB

សមីការŁ៊្វǓ S កំណត់Ⱥយ (x – a)2 + (y – b)2 + (z – c)2 = r2

ȺយŁ៊្វǓ Sមានអង្កត់ផ្ចិត ABėើងបាន

• ចំណȃចកណាǾǓលřǓអង្កត់ AB ជាផ្ចិតřǓŁ៊្វǓ S

• កាំřǓŁ៊្វǓគឺ r =
∣∣AB∣∣

2
ėើងមាន A(2, 2, 0), B(0, 2, 2)ėើងបាន

• ផ្ចិត I
(xA + xB

2 , yA + yB
2

)
⇒ I

(
2 + 0

2 , 2 + 2
2 , 0 + 2

2

)
⇒ I (1, 2, 1)

• កាំ r =

√
(0 – 2)2 + (2 – 2)2 + (2 – 0)2

2 =
√

8
2

2
√

2
2 =

√
2

ដូចđǓះ សមីការŁ៊្វǓS គឺ (x – 1)2 + (y – 2)2 + (z – 1)2 = 2

រកកូអរȺđǓřǓចំណȃចŶǓសព្វទាំងពីររវាងŁ៊្វǓ S និងបនាïǓត់ d
(S) : (x – 1)2 + (y – 2)2 + (z – 1)2 = 2

(d) : x = 1 + t, y = 2 , z = 1 + t

កូអរȺđǓřǓចំណȃចŶǓសព្វរវាងŁ៊្វǓ S និងបនាïǓត់ d គឺជាចĖ្លើយřǓŶǓព័ន្ធសមីការរវាង S និង d

យក x = 1 + t, y = 2, z = 1 + t ជំនួសក្ន©ងសមីការŁ៊្វǓSėើងបាន
(1 + t – 1)2 + (2 – 2)2 + (1 + t – 1)2 = 2

⇒ t2 + t2 = 2 ⇒ 2t2 = 2 ⇒ t2 = 1 ⇒ t = ±1 ជំនួសក្ន©ងសមីការŁ៊្វǓS

• ចំɆះ t = 1 ėើងបាន x = 2, y = 2, z = 2

• ចំɆះ t = –1ėើងបាន x = 0, y = 2, z = 0

ដូចđǓះ ចំណȃចŶǓសព្វទាំងពីររវាងŁ៊្វǓS និងបនាïǓត់d គឺ (2, 2, 2); (0, 2, 0)

២. រកកូអរȺđǓřǓវុÂចទ័រផលគុណ −→n =
−−→
CA × −−→CB

ėើងមាន A(2, 2, 0), B(0, 2, 2), C(1, 0, 1)ėើងបាន
−−→
CA (2 – 1, 2 – 0, 0 – 1) ⇒ −−→CA (1, 2, –1)
−−→CB (0 – 1, 2 – 0, 2 – 1) ⇒ −−→CB (–1, 2, 1)
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នាំឲǓ¢ −→n =
−−→
CA × −−→CB =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→i −→j −→k
1 2 –1

–1 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (2 + 2)−→i – (1 – 1)−→j + (2 + 2)−→k

= 4−→i – 0−→j + 4−→k

ដូចđǓះ −→n (4, 0, 4)
គណនាś្ទǓŪǓទǓǺřǓ ∆ABC

S∆ABC =

∣∣∣∣∣−−→CA × −−→CB
∣∣∣∣∣

2 =
√

42 + 02 + 42

2 = 4
√

2
2 = 2

√
2

ដូចđǓះ S∆ABC = 2
√

2 ឯកតាś្ទǓ

រកសមីការប្លង់ ABC

សមីការប្លង់ ABC កំណត់Ⱥយ a(x – xo) + b(y – yo) + c(z – zo) = 0

Ⱥយ ប្លង់ABC

• កាត់តាម A(2, 2, 0)

•Ğើយ មានវុÂចទ័រ −→n (4, 0, 4) ជាវុÂចទ័រណរមាúǓល់ ʚǓǓះ −→n =
−−→
CA × −−→CB

ėើងបាន ប្លង់ABC : 4(x – 2) + 0(y – 2) + 4(z – 0) = 0

⇔ 4x + 4z – 8 = 0

⇔ x + z – 2 = 0

ដូចđǓះ ប្លង់ABC : x + z – 2 = 0

៣. ប្លង់ ABC ជួប (Ox) ŲǓង់ M និងជួប Oz ŲǓង់ N រកកូអរȺនřǓចំណȃច M និង N

• ប្លង់ABC ជួប(Ox) ⇔ y = 0, z = 0 ⇒ x + 0 – 2 = 0 ⇒ x = 2

ដូចđǓះ M(2, 0, 0)

• ប្លង់ABC ជួប(Oz) ⇔ x = 0, y = 0 ⇒ 0 + z – 2 = 0 ⇒ z = 2

ដូចđǓះ N(0, 0, 2)
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បងាøǓញថា −−→AB = −−−→MN និង −−−→MA · −−−→MN = 0

−−→
AB (0 – 2, 2 – 2, 2 – 0) ⇒ −−→AB (–2, 0, 2)
−−−→MN (0 – 2, 0 – 0, 2 – 0) ⇒ −−−→MN (–2, 0, 2) ដូចđǓះ −−→AB = −−−→MN

−−−→
MA (2 – 2, 2 – 0, 0 – 0) ⇒ −−−→MA (0, 2, 0)
−−−→
MA · −−−→MN = –2(0) + 0(2) + 2(0) = 0 ដូចđǓះ −−−→MA · −−−→MN = 0

ទាញបǽèǓក់ថា ABNM ជាចតុȰណĢǓង

Ⱥយ −−→AB = −−−→MN ⇒
∣∣∣∣∣−−→AB

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣−−−→MN

∣∣∣∣ (1)

Ğើយ −−−→MA · −−−→MN = 0 ⇒ −−−→MA⊥−−−→MN (2)

តាម (1) និង (2) ដូចđǓះ ABNM ជាចតុȰណĢǓង

៤. រកចមាåǓយពីចំណȃច D(0, 2, 0)ɥប្លង់ ABC

D(D,(ABC)) =
∣∣∣axo + byo + czo + d

∣∣∣√
a2 + b+c2

• D(0, 2, 0)

• (ABC) : x + z – 2 = 0

=⇒ D(D,(ABC)) =
∣∣0 + 0 – 2∣∣√

12 + 12
= 2
√

2
×
√

2
2 = 2

√
2

2 =
√

2

ដូចđǓះ D(D,(ABC)) =
√

2 ឯកតាŶǓľǓង

ទាញរកមាឌřǓčǓʀǓǓń៊Ǔត DBCA

VDBCA = 1
3 · SABC × h

Ⱥយ S∆ABC = 2
√

2

h = D(D,(ABC)) =
√

2

ėើងបាន VDBCA = 1
3 · 2
√

2 ×
√

2 = 4
3 ដូចđǓះ VDBCA = 4

3 ឯកតាមាឌ

េរȢបេរȢងេ�យ លីម សី� �គȪគណិតវិទយវិទយល័យសេម�ចឳ េខត�េសȢម�ប Tel: 012689353



លីម
សីហា

90

VI. ១. គណនា lim
x→0+

f(x) និង lim
x→+∞

f(x)

f(x) = 1 + 2
(
ln x
x

)
• lim

x→0+
f(x) = lim

x→0+

(
1 + 2

(
ln x
x

))
= 1 + 2(–∞) = –∞ ដូចđǓះ lim

x→0+
f(x) = –∞

• lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(
1 + 2

(
ln x
x

))
= 1 + 2(0) = 1 ដូចđǓះ lim

x→+∞
f(x) = 1

កំណត់សមីការអាសុីមតូតឈរ និងĈǓកřǓɸǓǓប (C)

•Ⱥយ lim
x→0+

f(x) = –∞ ដូចđǓះ បនាïǓត់ x = 0 ជាអាសុីមតូតឈរ

•Ⱥយ lim
x→+∞

f(x) = 1 ដូចđǓះ បនាïǓត់ y = 1 ជាអាសុីមតូតĈǓក

២. គណនាĈǓរÃĚǓ f′(x)

f′(x) =
(
1 + 2

(
ln x
x

))′
= 2

( (ln x)′ x – x′ ln x
x2

)
= 2 – 2 ln x

x2

ដូចđǓះ f′(x) = 2 – 2 ln x
x2

សិកǓǼសǽʲǓřǓ f′(x)

Ⱥយ x2 > 0⇒ f′(x)មានសǽʲǓតាមភាគយក 2 – 2 ln x

• f′(x) = 0 ⇔ 2 – 2 ln x = 0⇔ –2 ln x = –2⇒ ln x = 1⇒ x = e

• f′(x) > 0 ⇔ 2 – 2 ln x > 0⇔ –2 ln x > –2⇒ ln x < 1⇒ x < e

• f′(x) < 0 ⇔ 2 – 2 ln x < 0⇔ –2 ln x < –2⇒ ln x > 1⇒ x > e

ėើងបាន តារាងសǽʲǓ f′(x) គឺ

x

f′(x)

0 e +∞

+ 0 –

• x ∈ (0, e); f′(x) > 0 • x ∈ (e, +∞); f′(x) < 0
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សង់តារាងអĎǓរភាពřǓអនុគមន៍ f

• x = e; f(e) = 1 + 2
(
ln e
e

)
= 1 + 2

e = 1 + 0.7 = 1.7

x

f′(x)

f(x)

0 e +∞

+ 0 –

–∞

1.71.7

11

៣. កំណត់កូអរȺđǓřǓចំណȃចŶǓសព្វ A រវាងɸǓǓប (C) និងបនាïǓត់ (D) : y = 1

• (C) : y = 1 + 2
(
ln x
x

)
• (D) : y = 1

⇒ (C)∩ (D)⇔ 1 + 2
(
ln x
x

)
= 1 ⇒ 2 ln x

x = 0

⇒ ln x = 0

⇒ x = 1

ដូចđǓះ កូអរȺđǓřǓចំណȃចŶǓសព្វ A គឺ A(1, 1)

កំណត់សមីការបនាïǓត់ (L) ĬǓលប៉ះនឹងɸǓǓប (C) ŲǓង់ចំណȃច A

(L) : y = f′(xo)(x – xo) + f(xo)

• (L) ប៉ះɸǓǓប C ŲǓង់ A(1, 1) ⇒ xo = 1, yo = 1

• f′(xo) = f′(1) = 2 – 2 ln 1
12 = 2 ; f(xo) = yo = 2

⇒ (L) : y = 2(x – 1) + 1 = 2x – 1

ដូចđǓះ (L) : y = 2x – 1
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៤. គណនា f
(1

2
)

• f(1
2 ) = 1 + 2

 ln 1
2

1
2

 = 1 + 4 ln 2–1 = 1 – 4 ln 2 = 1 – 4(0.7) = –1.8

ដូចđǓះ f(1
2 ) = –1.8

សង់បនាïǓត់ (L)អាសុីមតូត និងɸǓǓប (C)

• (L) : y = 2x – 1

x 0 1
2

y –1 0

–4 –3 –2 –1 1 2 3 4 5 6 7 8

–5

–4

–3

–2

–1

1

2

3

4

5

6

(C)

y = 1

(L
) :

y
=

2x
– 1

•A
•

•

x

y

េរȢបេរȢងេ�យ លីម សី� �គȪគណិតវិទយវិទយល័យសេម�ចឳ េខត�េសȢម�ប Tel: 012689353



លីម
សីហា

93

វិȦញ �គណិតវិទយេ�តȣម�˪ទបង
សȦញ ប�តមធយមសិក�ទុតិយភូមិឆន ២ំ០១៨

[វិȦញ �ទី៩]
I. (១៥ពិន្ទ©)

១. ȺះʈǓǓយសមីការ z2 – 2
√

2z + 4 = 0 (1) ក្ន©ងសំណȃំចំនួនកុំផ្លិច។
រកម៉ូឌុល និងអាគុយម៉ង់řǓឫសនីមួយៗរបស់សមីការ (1)

២. សរĝǓរ w =
 √2 + i

√
2

√
2 – i
√

2

2
ជាទŸǓង់ŲǓីȰណមាŲǓ។

II. (១៥ពិន្ទ©) គណនាលីមីត៖

ក. lim
x→+∞

x2 + x + 1
x2 + 1

ខ. lim
x→3

x3 – 27
√

x + 6 – 3
គ. lim

x→0
ex + e–x

2

III. (១៥ពិន្ទ©) ūǓǑបន្ទ©កថាñǓកប់ានƃǓើសĘÃសŶǓធានŪǓុមĚǓនសំអាតថាñǓកŖ់្ងǓចំនួន 6នាកř់ǓថាñǓក់ĘៀនមួយĬǓលមាន
សិសǓ¦ŶǓុសចំនួន20 នាក់ និងសិសǓ¦źǓីចំនួន 15នាក់។ គណនាŶǓǑបាបខាងʍǓǓម៖

A «ŶǓធានŪǓុមសុទ្ធıǓŶǓុស»

B «ŶǓធានŪǓុមសុទ្ធıǓźǓី»

C «ŶǓធានŪǓុមមានŶǓុស 3 នាក់ និងźǓី 3 នាក់» ។

IV. (១៥ពិន្ទ©) គណនាអាំងčǓɸǓǓល៖

I =
∫ 3

1

(
x – 2 + 3x2) dx J =

∫ π
4

0

(sin 2x – cos x) dx K =
∫ 1

0

x3 + (x + 1)2
x2 + 1

dx

ĈើមǓ�ីគណនា KėើងŲǓǑវបងាøǓញថា x3 + (x + 1)2

x2 + 1
= x + 1 + x

x2 + 1
។

V. (៣០ពិន្ទ©)

១. ĠǓលីប E មួយមានសមីការ 25x2 + 16y2 – 150x + 64y = 111 ។

ក. រកកូអរȺđǓřǓផ្ចិត កំពូល និងកំណȃំរបស់ĠǓលីប E ។

ខ. សង់ĠǓលីប E ក្ន©ងតŸǓុយកូអរȺđǓមួយ។

េរȢបេរȢងេ�យ លីម សី� �គȪគណិតវិទយវិទយល័យសេម�ចឳ េខត�េសȢម�ប Tel: 012689353



លីម
សីហា

94

២. ចំណȃច M(–1, 0, 1); N(0, 1, 2) និង P(1, 2, –1) ស្ថិតɧក្ន©ងតŸǓុយអរតូណរមាúǓល់មានទិសɞ
វÂជ្ជមាន

(
O,−→i ,−→j ,−→k

)
មួយ។ ប្លង់ α មួយមានសមីការ x – 2y + z – 4 = 0 ។

ក. រកកូអរȺđǓřǓវុÂចទ័រ −→n = −−−→MN × −−→MP Ğើយទាញរកសមីការប្លង់ β ĬǓលកាត់តាមចំណȃច
M, N និង P ។

ខ. រកសមីការស្តង់ដាřǓŁ៊្វǓ S មួយĬǓលមានផ្ចិត MĞើយកាត់តាមចំណȃច N ។
čើប្លង់ α ជួបនឹងŁ៊្វǓ S ឬďǓ?

VI. (៣៥ពិន្ទ©) ĀǓឲǓ¢អនុគមន៍ f កំណត់ęើ R Ⱥយ f(x) = x + 2 – 4ex

ex + 3 ។ ĀǓតាង C ជាɸǓǓបរបស់វា
ɧក្ន©ងប្លង់ŶǓដាប់ȺយតŸǓុយអរតូណរមាúǓល់

(
O,−→i ,−→j

)
។

១. a. គណនាលីមីត f ŲǓង់ –∞ និង +∞ ។

b.សិកǓǼទីតាំងřǓɸǓǓប C ĐៀបនឹងបនាïǓត់ d1 ĬǓលមានសមីការ y = x + 2 ។

២. a.ʈǓǓយបǽèǓក់ថាចំɆះūǓប់ចំនួនពិត x, f′(x) =
(

ex – 3
ex + 3

)2
។

b.សិកǓǼអĎǓរភាពřǓ fęើ R និង សង់តារាងអĎǓរភាពřǓ f ។

៣. a.čើĀǓអាចថាយាúǓងណាចំɆះបនាïǓត់ប៉ះd2 ɥនឹងɸǓǓបCŲǓងច់ំណȃចIĬǓលមានអាប់សុីសln(3)?

b.សិកǓǼទីតាំងřǓɸǓǓប C ĐៀបនឹងបនាïǓត់ប៉ះ d2 ។

៤. a. បងាøǓញថាបនាïǓត់ប៉ះ d3 ɥនឹងɸǓǓប C ŲǓង់ចំណȃចĬǓលមានអាប់សុីសសូនǓ¢មានសមីការ
y = 1

4x + 1 ។

b.Ⱥយសន្មត់ថាចំនុច I ជាផ្ចិតឆ្ល©ះřǓɸǓǓប C និងក្ន©ងតŞ្លǓŶǓłǓលřǓ ln(3) ។
ចូរសង់ɸǓǓប C និងបនាïǓត់ប៉ះ d1, d2, d3 ។ (ɧក្ន©ងតŸǓុយđǓះមួយឯកតាĝ្មើ 2cm)

េរȢបេរȢងេ�យ លីម សី� �គȪគណិតវិទយវិទយល័យសេម�ចឳ េខត�េសȢម�ប Tel: 012689353



លីម
សីហា

95

[ដំេ�ះ��យ]
I. ១.ȺះʈǓǓយសមីការ z2 – 2

√
2z + 4 = 0 (1) ក្ន©ងសំណȃំចំនួនកុំផ្លិច

z2 – 2
√

2z + 4 = 0 ∆ = b2 – 4ac =
(
–2
√

2
)2 – 4 (1) (4) = 4(2) – 16 = –8

⇒
√
∆ =

√
–8 = 2i

√
2

z1 = –b –
√
∆

2a =
–
(
–2
√

2
)
– 2i
√

2
2(1) =

√
2 –
√

2i

z2 = –b +
√
∆

2a =
√

2 +
√

2i

ដូចđǓះ z1 =
√

2 –
√

2i ; z2 =
√

2 +
√

2i

រកម៉ូឌុល និងអាគុយម៉ង់řǓឫសនីមួយៗរបស់សមីការ (1)

•Ⱥយ z1 =
√

2 –
√

2i = 2
 √2

2 –
√

2
2 i

 = 2
(
cos 7π

4 + i sin 7π
4

)

ដូចđǓះ z1 មាន ម៉ូឌុល r = 2 និងអាគុយម៉ង់ θ = 7π
4 ឬ θ = 7π

4 + 2kπ ; k ∈ Z

•Ⱥយ z2 =
√

2 +
√

2i = 2
 √2

2 +
√

2
2 i

 = 2
(
cos π4 + i sin π4

)
ដូចđǓះ z2 មាន ម៉ូឌុល r = 2 និងអាគុយម៉ង់ θ = π4 ឬ θ = π4 + 2kπ ; k ∈ Z

២. សរĝǓរ w =
 √2 + i

√
2

√
2 – i
√

2

2
ជាទŸǓង់ŲǓីȰណមាŲǓ

w =
 √2 + i

√
2

√
2 – i
√

2

2
=

(
z2
z1

)2
=

 2
(
cos π4 + i sin π4

)
2
(
cos 7π

4 + i sin 7π
4

) 
2

=
(
cos

(
π

4 – 7π
4

)
+ i sin

(
π

4 – 7π
4

))2
=

(
cos

(
–3π

2

)
+ i sin

(
–3π

2

))2

= cos(–3π) + i sin(–3π) = cos (–4π+ π) + i sin (–4π+ π) = cosπ+ i sinπ

ដូចđǓះ w = cosπ+ i sinπ
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II. គណនាលីមីត៖

ក. lim
x→+∞

x2 + x + 1
x2 + 1

(មានរាងមិនកំណត់ ∞∞ )

= lim
x→+∞

x2
(
1 + 1

x + 1
x2

)
x2

(
1 + 1

x2

) = 1 + 0 + 0
1 + 0 = 1 ដូចđǓះ lim

x→+∞
x2 + x + 1

x2 + 1
= 1

ខ. lim
x→3

x3 – 27
√

x + 6 – 3
(មានរាងមិនកំណត់ 00 )

= lim
x→3

(
x3 – 33) (√x + 6 + 3

)(√
x + 6 – 3

) (√
x + 6 + 3

) = lim
x→3

(x – 3)
(
x2 + 3x + 9

) (√
x + 6 + 3

)
(x + 6) – 9

=
(
32 + 3 · 3 + 9

) (√
3 + 6 + 3

)
= 27 × 6 = 162

ដូចđǓះ lim
x→3

x3 – 27
√

x + 6 – 3
= 162

គ. lim
x→0

ex + e–x

2 = e0 + e–0

2 = 1 + 1
2 = 1 ដូចđǓះ lim

x→0
ex + e–x

2 = 1

III. A «ŶǓធានŪǓុមសុទ្ធıǓŶǓុស»
តាមរូបមន្ត P(A) = n(A)

n(S) Ⱥយ n(A) = C(20, 6) = 20!
14!6!

= 20 × 19 × 18 × 17 × 16 × 15
6 × 5 × 4 × 3 × 2 × 1

= 19 × 17 × 8 × 15 = 38760

n(S) = C(35, 6) = 35!
29!6!

= 35 × 34 × 33 × 32 × 31 × 30
6 × 5 × 4 × 3 × 2 × 1

= 35 × 34 × 11 × 4 × 31 = 1623160

ėើងបាន P(A) = 38760
1623160 = 19 × 17 × 8 × 15

35 × 34 × 11 × 4 × 31 = 19 × 3
7 × 11 × 31 = 57

2387

ដូចđǓះ P(A) = 57
2387
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B «ŶǓធានŪǓុមសុទ្ធıǓźǓី»
តាមរូបមន្ត P(B) = n(B)

n(S) Ⱥយ n(B) = C(15, 6) = 15!
9!6!

= 15 × 14 × 13 × 12 × 11 × 10
6 × 5 × 4 × 3 × 2 × 1

= 7 × 13 × 11 × 5 = 5005

n(S) = 1623160

នាំឲǓ¢ P(B) = 5005
1623160 = 7 × 13 × 11 × 5

35 × 34 × 11 × 4 × 31 = 13
34 × 4 × 31 = 13

4216

ដូចđǓះ P(B) = 13
4216

C «ŶǓធានŪǓុមមានŶǓុស3 នាក់ និងźǓី3 នាក់»
តាមរូបមន្ត P(C) = n(C)

n(S) Ⱥយ n(C) = C(20, 3)C(15, 3)

= 20!
17!3! ·

15!
12!3!

= 20 × 19 × 18
3 × 2 · 15 × 14 × 13

3 × 2
= 10 × 19 × 15 × 14 × 13 = 518700

n(S) = 1623160

ėើងបាន P(C) = 518700
1623160 = 10 × 19 × 15 × 14 × 13

35 × 34 × 11 × 4 × 31 = 19 × 15 × 13
34 × 11 × 31 = 3705

11594

ដូចđǓះ P(C) = 3705
11594

IV. គណនាអាំងčǓɸǓǓល៖

I =
∫ 3

1

(
x – 2 + 3x2) dx =

[
x2

2 – 2x + 3x3

3

]3
1

= 32

2 – 2(3) + 33 –
(
12

2 – 2(1) + 13
)

= 9
2 – 6 + 27 – 1

2 + 2 – 1 = 8
2 + 22 = 8 + 44

2 = 26 I = 26

J =
∫ π

4

0

(sin 2x – cos x) dx =
[
–1

2 cos 2x – sin x
] π

4

0

= –1
2 cos π2 – sin π4 –

(
–1

2 cos 0 – sin 0
)

= 0 –
√

2
2 + 1

2 = 1 –
√

2
2 J = 1 –

√
2

2
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K =
∫ 1

0

x3 + (x + 1)2
x2 + 1

dx

Ⱥយ x + 1 + x
x2 + 1

=
(x + 1)

(
x2 + 1

)
+ x

x2 + 1
= x3 + x + x2 + 1 + x

x2 + 1

= x3 + x2 + 2x + 1
x2 + 1

= x3 + (x + 1)2

x2 + 1

ĀǓបាន
∫ 1

0

x3 + (x + 1)2

x2 + 1
dx =

∫ 1

0

(
x + 1 + x

x2 + 1

)
dx =

∫ 1

0

x + 1 + 1
2 ·

(
x2 + 1

)′
x2 + 1

 dx

=
[
x2

2 + x + 1
2 · ln

∣∣∣x2 + 1
∣∣∣]1

0
= 12

2 + 1 + 1
2 ln 2 – 0

= 3
2 + ln 2

2 = 3 + ln 2
2

ដូចđǓះ K = 3 + ln 2
2

V. ១. ក. រកកូអរȺđǓřǓផ្ចិត កំពូល និងកំណȃំរបស់ĠǓលីប E

ėើងមាន (E) : 25x2 + 16y2 – 150x + 64y = 111

ĀǓបាន 25x2 + 16y2 – 150x + 64y = 111

⇔ 25x2 – 150x + 16y2 + 64y = 111

⇔ 25
(
x2 – 6x + 9

)
– 25(9) + 16

(
y2 + 4y + 4

)
– 16(4) = 111

⇔ 25 (x – 3)2 – 225 + 16 (y + 2)2 – 64 = 111

⇔ 25 (x – 3)2 + 16 (y + 2)2 = 400

⇔ 25 (x – 3)2
400 + 16 (y + 2)2

400 = 400
400

⇔
(x – 3)2

16 +
(y + 2)2

25 = 1

⇔
(x – 3)2

42 +
(y + 2)2

52 = 1

ĀǓបាន

• ĠǓលីបមានអ័កǓ¦ធំជាអ័កǓ¦ឈរ

• h = 3, k = –2 ; a = 5, b = 4; c2 = a2 – b2 = 25 – 16 = 9 ⇒ c = 3
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• ផ្ចិត(h, k) ផ្ចិត(3, –2)

• កំពូល V1(h, k – a); V2(h, k + a) កំពូល V1(3, –7); V2(3, 3)

• កំណȃំ F1(h, k – c); F2(h, k + c) កំណȃំ F1(3, –5); F2(3, 1)

ខ. សង់ĠǓលីប E ក្ន©ងតŸǓុយកូអរȺđǓ

–3 –2 –1 1 2 3 4 5 6

–8

–6

–4

–2

2

4
•

•
V1

V2

•I

•F1

•F2 x

y

២. ក. រកកូអរȺđǓřǓវុÂចទ័រ −→n = −−−→MN × −−→MP

ėើងមាន ចំណȃច M(–1, 0, 1); N(0, 1, 2) ; P(1, 2, –1)

ĀǓបាន −−−→MN (0 – (–1), 1 – 0, 2 – 1) ⇒ −−−→MN (1, 1, 1)
−−→MP (1 – (–1), 2 – 0, –1 – 1) ⇒ −−→MP (2, 2, –2)

−→n = −−−→MN × −−→MP =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→i −→j −→k

1 1 1

2 2 –2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (–2 – 2)−→i – (–2 – 2)−→j + (2 – 2)−→k

= –4−→i + 4−→j + 0−→k

ដូចđǓះ −→n (–4, 4, 0)
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រកសមីការប្លង់ (β)
សមីការប្លង់ (β) កំណត់Ⱥយ (β) : a(x – xo) + b(y – yo) + c(z – zo) = 0

Ⱥយ ប្លង់ (β) កាត់តាមចំណȃច M, N និង P

ėើងបាន −→n (–4, 4, 0) ជាវុÂចទ័រណរមាúǓល់řǓប្លង់(β) ⇒ a = –4, b = 4, c = 0

(β) កាត់តាម M(–1, 0, 1) ⇒ xo = –1, yo = 0 , zo = 1

=⇒ (β) : – 4(x + 1) + 4(y – 0) + 0(z – 1) = 0

⇔ – 4x + 4y – 4 = 0

⇔ x – y + 1 = 0

ដូចđǓះ សមីការប្លង់គឺ (β) : x – y + 1 = 0

ខ. រកសមីការស្តង់ដាřǓŁ៊្វǓ S
សមីការស្តង់ដាřǓŁ៊្វǓ S កំណត់Ⱥយ (S) : (x – a)2 + (y – b)2 + (z – c)2 = r2

ȺយŁ៊្វǓ (S)មានផ្ចិត M(–1, 0, 1) ⇒ a = –1, b = 0, c = 1

ĞើយŁ៊្វǓ(S) កាត់តាមចំណȃច N ĀǓបាន r = MN =
√

12 + 12 + 12 =
√

3

ដូចđǓះ សមីការស្តង់ដាřǓŁ៊្វǓ(S) គឺ (x + 4)2 + y2 + (z – 1)2 = 3

ប្លង់ α ជួបនឹងŁ៊្វǓ S ឬďǓ
ĒើŁ៊្វǓ S ជួបនឹងប្លង់ α លុះʀǓǓıǓ
ចមាåǓយពីផ្ចិតřǓŁ៊្វǓSɥប្លង់(α) គឺតូចជាងឬĝ្មើ កាំr řǓŁ៊្វǓS

• ប្លង់ (α) : x – 2y + z – 4 = 0

• ផ្ចិតŁ៊្វǓគឺ M(–1, 0, 1)

ĀǓបាន

D(M, (α)) = | – 1 – 2(0) + 1 – 4|√
12 + (–2)2 + 12

= 4
√

6
=

√
16
6 =

√
8
3 < r

ដូចđǓះ ប្លង់α ជួបŁ៊្វǓ S
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VI. ១. a. គណនាលីមីត f ŲǓង់ –∞ និង +∞

lim
x→–∞

f(x) = lim
x→–∞

(
x + 2 – 4ex

ex + 3

)
= –∞+ 2 – 4(0)

0 + 3 = –∞

ដូចđǓះ lim
x→–∞

f(x) = –∞

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(
x + 2 – 4ex

ex + 3

)
= lim

x→+∞

x + 2 – 4

1 + 3
ex

 = +∞

ដូចđǓះ lim
x→+∞

f(x) = +∞

b.សិកǓǼទីតាំងřǓɸǓǓប C ĐៀបនឹងបនាïǓត់ d1 : y = x + 2

(C) : yc = x + 2 – 4ex

ex + 3 ; (d1) : yd = x + 2

ĀǓបាន yc – yd = x + 2 – 4ex

ex + 3 – (x + 2) = – 4ex

ex + 3 < 0 ∀x ∈ R

ដូចđǓះ ūǓប់ x ∈ (–∞, +∞)ɸǓǓប (C) ស្ថិតɧʍǓǓមបនាïǓត់ (d1)

២. a.ʈǓǓយបǽèǓក់ថាចំɆះūǓប់ចំនួនពិត x, f′(x) =
(

ex – 3
ex + 3

)2

f′(x) =
(
x + 2 – 4ex

ex + 3

)′
= 1 – 4ex (ex + 3) – (ex + 3)′ 4ex(ex + 3)2

= 1 – 4e2x + 12ex – 4e2x(ex + 3)2 = 1 – 12ex(ex + 3)2 = e2x + 6ex + 9 – 12ex(ex + 3)2
= e2x – 6ex + 9(ex + 3)2 =

(ex – 3)2(ex + 3)2
ដូចđǓះ f′(x) =

(
ex – 3
ex + 3

)2

b.សិកǓǼអĎǓរភាពřǓ fęើ R

Ⱥយ f′(x) =
(

ex – 3
ex + 3

)2
≥ 0 ∀ ∈ R

f′(x) = 0 ⇔ ex – 3 = 0 ⇒ x = ln 3
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តារាងសǽʲǓ f′(x)

x

f′(x)

–∞ ln 3 +∞

+ 0 +

ĀǓបាន អនុគមន៍f ជាអនុគមន៍þើនជានិច្ចęើ x ∈ R

តារាងអĎǓរភាពřǓf

x = ln 3 ⇒ f (ln 3) = ln 3 + 2 – 4eln 3

eln 3 + 3
= ln 3 + 2 – 4 × 3

3 + 3 = ln 3

x

f′(x)

f(x)

–∞ ln 3 +∞

+ 0 +

–∞–∞

+∞+∞
ln 3

៣. a. ចំɆះបនាïǓត់ប៉ះ d2 ɥនឹងɸǓǓបC ŲǓង់ចំណȃចI ĬǓលមានអាប់សុីស ln(3)

ĀǓបាន d2 : y = f′(ln 3) (x – ln 3) + f(ln 3)

Ⱥយ f′(x) =
(

ex – 3
ex + 3

)2
⇒ f′(ln 3) =

(
eln 3 – 3
eln 3 + 3

)
= 3 – 3

3 + 3 = 0

ĖǓគុណʄǓǓប់ទិសřǓបនាïǓត់ d2 គឺ ĝ្មើ 0
⇒ d2 : y = f (ln 3) = ln 3 ជាបនាïǓត់ĈǓកźǓបនឹងអ័កǓ¦អាប់សុីស

ដូចđǓះ បនាïǓត់ d2 : y = ln 3

b.សិកǓǼទីតាំងřǓɸǓǓប C ĐៀបនឹងបនាïǓត់ប៉ះ d2

(C) : yc = x + 2 – 4ex

ex + 3 ; (d2) : yd = ln 3

តាមតារាងអĎǓរភាព ėើងបាន

• x ∈ (–∞, ln 3) គឺ ɸǓǓប (C) ស្ថិតɧʍǓǓមបនាïǓត់ d2

• x ∈ (ln 3, +∞) គឺ ɸǓǓប (C) ស្ថិតɧęើបនាïǓត់ d2
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• x = ln 3 គឺ ɸǓǓប (C) កាត់បនាïǓត់ (d2)

៤. a. បងាøǓញថាបនាïǓត់ប៉ះ d3 មានរាង y = 1
4x + 1

Ⱥយ d3 ប៉ះ C ŲǓង់ចំណȃចមានអាប់សុីសសូនǓ¢ ĀǓបាន
d3 : y = f′(0)(x – 0) + f(0)

• f′(x) =
(

ex – 3
ex + 3

)2
⇒ f′(0) =

(
1 – 3
1 + 3

)2
= 1

4

• f(x) = x + 2 – 4ex

ex + 3 ⇒ f(0) = 2 – 4
1 + 3 = 1

ĀǓបាន d3 : y = 1
4x + 1 ពិត ដូចđǓះ d3 : y = 1

4x + 1

b.សង់ɸǓǓប C និងបនាïǓត់ d1, d2, d3

–1–2 1 2 3 4

–1

1

2

3

(C)(d 1)
: y =

x+
2

(d2) : y =
1
4
x + 1

(d3) : y = ln 3
•

x

y
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វិȦញ �គណិតវិទយេ�តȣម�˪ទបង
សȦញ ប�តមធយមសិក�ទុតិយភូមិឆន ២ំ០១៨

[វិȦញ �ទី១០]
I. (១៥ពិន្ទ©) គណនាលីមីត៖

ក. lim
x→1

1 – x2

x2 + 2 – 3x
ខ. lim

x→3

√
x + 6 – 3
x3 – 27

គ. lim
x→0

5 sin 5x
x

II. (១០ពិន្ទ©) ĀǓឲǓ¢ចំនួនកុំផ្លិច a = 2
√

3 – 2i និង b = –
√

2 + i
√

2 ។

១. សរĝǓរ Z = a2 + b2 + 4ai +
√

2b ជាទŸǓង់ពីជគណិត។

២. សរĝǓរ a, b និង ab ជាទŸǓង់ŲǓីȰណមាŲǓ។

III. (១០ពិន្ទ©) ĀǓƋǓើęǓខពី 0 ដល់ 9 ĈើមǓ�ីសរĝǓរចំនួនĬǓលមានęǓខ 4 ខ្ទង់ Ⱥយខ្ទង់ĈើមដំបូងមិនƋǓើ
ęǓខ 0ďǓ។

១. čើĀǓអាចសរĝǓរបានប៉ុនាõǓនចំនួនខុសៗគាñǓតាមរĒៀបខាងęើđǓះ?

២. čើមានប៉ុនាõǓនចំនួនĬǓលមានęǓខទាំង 4 ខ្ទង់ខុសៗគាñǓ?

៣. čើមានប៉ុនាõǓនចំនួនĬǓលមានęǓខទាំង 4 ខ្ទង់ដូចគាñǓ?

IV. (១៥ពិន្ទ©) ĀǓឲǓ¢អនុគមន៍ f(x) = 3x2 – 5x – 2
x(x – 1)2 ចំɆះūǓប់ x ĬǓល x , 0, x , 1។

១. កំណតច់ំនួនពិត a, b ; cĈើមǓ�ីឲǓ¢បាន f(x) = a
x + b

x – 1 + c
(x – 1)2 ចំɆះūǓប់ x , 0, x , 1។

២. គណនា I =
∫ 3

2
f(x)dx ។

V. (២៥ពិន្ទ©)

1. ក្ន©ងលំហŶǓដាប់ȺយតŸǓុយ
(
o,−→i ,−→j ,−→k

)
ĀǓមានចំណȃច A(–2, 1, 0) , B(0, 1, 1) , C(1, 2, 2)

និង D(0, 3, –4)។

a. រកវុÂចទ័រ −−→AB,
−−→
AC,

−−→
AD, −−→BC, −−→BD,−−→CD ។

b. គណនាŶǓľǓង AB, AC, AD, BD និង CD ។ ទាញបងាøǓញថាŲǓីȰណ ABD និង ACD

ĢǓងŲǓង់ A ។
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2. ĀǓមានសមីការ 9y2 – 16x2 = 144 ។ បងាøǓញថាសមីការđǓះជាសមីការអីុĸǓបូល។ រកកូអរȺđǓ
របសក់ំពូលទាំងពីរ និង កណំȃទំាំងពីរřǓអីĸុǓបូល។ រកសមីការអាសុមីតតូរបសអ់ីĸុǓបូលđǓះ និងសងអ់ីុ
ĸǓបូលđǓះ។

VI. (២០ពិន្ទ©) ĀǓមានអនុគមន៍ f កំណតច់ំɆះ x > 0Ⱥយ y = f(x) = x + ln x
x និងមានģǓ¦ǓȰង C ។

១. គណនាĈǓរÃĚǓ f′(x) ។ បងាøǓញថា fមានតŞ្លǓអតិបរមាមួយ ĞើយគណនាតŞ្លǓអតិបរមាɃះ។

២. គណនាលីមីត lim
x→0+

f(x) និង lim
x→+∞

f(x) ។ កំណតស់មីការřǓអាសុមីតតូឈរ និងĈǓកřǓɸǓǓបC។

សង់តារាងអĎǓរភាពřǓអនុគមន៍ f។

VII. (៣០ពិន្ទ©) អនុគមន៍ f កំណត់ចំɆះ x > 0Ⱥយ y = f(x) = 1 – 2 ln x
x ĞើយមានɸǓǓប C ។

១. រក lim
x→+∞

f(x) និង lim
x→0

f(x) ។ រកសមីការអាសុីមតូតឈរ និងអាសុីមតូតĈǓកřǓɸǓǓប C ។

២. គណនាĈǓរÃĚǓ f′(x)Ğើយសង់តារាងអĎǓរភាពřǓអនុគមន៍ f ។

៣. សង់ɸǓǓប Cɧក្ន©ងតŸǓុយកូអរȺđǓមួយ។ ĀǓឲǓ¢ e = 2.7, 2
e = 0.7 ។

៤. គណនាś្ទǓŪǓទǓǺķ្នǓកប្លង់កំណត់ȺយɸǓǓប CអាសុីមតូតĈǓក បនាïǓត់ឈរ x = 1 និង x = e ។
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[ដំេ�ះ��យ]
I. គណនាលីមីត៖

ក. lim
x→1

1 – x2

x2 + 2 – 3x
(មានរាងមិនកំណត់ 00 )

= lim
x→1

(1 – x)(1 + x)
(x – 1)(x – 2) = lim

x→1
–(x – 1)(1 + x)
(x – 1)(x – 2) = lim

x→1
–(1 + x)

x – 2 = –(1 + 1)
1 – 2 = 2

ដូចđǓះ lim
x→1

1 – x2

x2 + 2 – 3x
= 2

ខ. lim
x→3

√
x + 6 – 3
x3 – 27

(មានរាងមិនកំណត់ 00 )

= lim
x→3

(√
x + 6 – 3

) (√
x + 6 + 3

)(
x3 – 33

) (√
x + 6 + 3

) = lim
x→3

x + 6 – 9
(x – 3)

(
x2 + 3x + 9

) (√
x + 6 + 3

)
= lim

x→3
1(

x2 + 3x + 9
) (√

x + 6 + 3
) = 1

(9 + 9 + 9)
(√

9 + 3
) = 1

162

ដូចđǓះ lim
x→3

√
x + 6 – 3
x3 – 27

= 1
162

គ. lim
x→0

5 sin 5x
x (មានរាងមិនកំណត់ 00 )

= lim
x→0

25 · sin 5x
5x = 25 × 1 = 25

ដូចđǓះ lim
x→0

5 sin 5x
x = 25

II. ១. សរĝǓរ Z = a2 + b2 + 4ai +
√

2b ជាទŸǓង់ពីជគណិត
Ⱥយ a = 2

√
3 – 2i ; b = –

√
2 + i

√
2

ĀǓបាន Z = a2 + b2 + 4ai +
√

2b

=
(
2
√

3 – 2i
)2 +

(
–
√

2 + i
√

2
)2 + 4

(
2
√

3 – 2i
)
i +
√

2
(
–
√

2 + i
√

2
)

= 4(3) – 8
√

3i + 4i2 + 2 – 2(2)i + 2i2 + 8
√

3i – 8i2 – 2 + 2i

= 14 – 2i
Z = 14 – 2i
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២. សរĝǓរ a, b និង ab ជាទŸǓង់ŲǓីȰណមាŲǓ

•Ⱥយ a = 2
√

3 – 2i = 4
 √3

2 – 1
2 i

 = 4
(
cos 11π

6 + i sin 11π
6

)

ដូចđǓះ ទŸǓង់ŲǓីȰណមាŲǓřǓa គឺ a = 4
(
cos 11π

6 + i sin 11π
6

)

•Ⱥយ b = –
√

2 + i
√

2 = 2
– √2

2 +
√

2
2 i

 = 2
(
cos 3π

4 + i sin 3π
4

)

ដូចđǓះ ទŸǓង់ŲǓីȰណមាŲǓřǓb គឺ b = 2
(
cos 3π

4 + i sin 3π
4

)

•Ⱥយ ab =
(
4
(
cos 11π

6 + i sin 11π
6

)) (
2
(
cos 3π

4 + i sin 3π
4

))

= 8
(
cos

(
11π
6 + 3π

4

)
+ i sin

(
11π
6 + 3π

4

))
= 8

(
cos 31π

12 + i sin 31π
12

)

= 8
(
cos

(
2π+ 7π

12

)
+ i sin

(
2π+ 7π

12

))
= 8

(
cos 7π

12 + i sin 7π
12

)

ដូចđǓះ ទŸǓង់ធរណីមាŲǓřǓab គឺ ab = 8
(
cos 7π

12 + i sin 7π
12

)
III. ១. រកចំនួនរĒៀបĬǓលĀǓអាចបĂ្កើតចំនួនĬǓលមានęǓខ4 ខ្ទង់

ęǓខĬǓលយកមកƋǓើមាន 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9មាន១០ករណី
Ğើយខ្ទង់នីមួយៗអាចដូចគាñǓ ėើងបាន

• ខ្ទង់ĈើមដំបូងមិនƋǓើęǓខ 0⇒ ខ្ទង់Ĉើមដំបូងអាចមាន ıǓ 9 ករណី

• ខ្ទង់បនាïǓប់អាច មាន 10 ករណី

• ខ្ទង់បនាïǓប់ďៀតអាច មាន 10 ករណី

• ខ្ទង់ចុងʍǓǓយអាច មាន 10 ករណី

ėើងបាន ចំនួនរĒៀបĬǓលĀǓអាចបĂ្កើនចំនួនĬǓលមានęǓខ4ខ្ទង់ គឺ 9 × 10 × 10 × 10 = 9000

ដូចđǓះ ចំនួនសរុបគឺ 9000 ចំនួន
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២. រកចំនួនĬǓលęǓខទាំង4ខ្ទង់ខុសៗគាñǓ

• ខ្ទង់ដំបូងមិនយក 0អាចមាន 9 ករណី

• ខ្ទង់បនាïǓប់អាចមាន 9 ករណី

• ខ្ទង់បនាïǓប់ďៀតអាចមាន ıǓ 8 ករណី

• ខ្ទង់ចុងʍǓǓយអាចមាន ıǓ 7 ករណី

ėើងបាន ចំនួនសរុបřǓចំនួនĬǓលខ្ទង់ទាំងអស់ខុសៗគាñǓ គឺ 9 × 9 × 8 × 7 = 4536

ដូចđǓះ ចំនួនសរុបřǓចំនួនĬǓលខ្ទង់ទាំងអស់ខុសៗគាñǓ គឺ 4536 ចំនួន

៣. រកចំនួនĬǓលęǓខទាំង4 ខ្ទង់ដូចៗគាñǓ
ចំនួនĬǓលęǓខទាំង4 ខ្ទង់ដូចៗគាñǓ មាន {(1111); (2222); (3333); (4444);

(5555); (6666); (7777); (8888); (9999)}
សរុប មាន 9 ចំនួន

ដូចđǓះ ចំនួនĬǓលęǓខទាំង 4 ខ្ទង់ដូចៗគាñǓ មាន 9 ចំនួន

IV. ១. កំណត់ចំនួនពិត a, b ; c ĈើមǓ�ីឲǓ¢បាន f(x) = a
x + b

x – 1 + c
(x – 1)2

ėើងមាន f(x) = 3x2 – 5x – 2
x(x – 1)2

f(x) = a
x + b

x – 1 + c
(x – 1)2 ⇔ 3x2 – 5x – 2

x(x – 1)2 = a
x + b

x – 1 + c
(x – 1)2

= a(x – 1)2 + bx(x – 1) + cx
x(x – 1)2

= ax2 – 2ax + a + bx2 – bx + cx
x(x – 1)2

= (a + b)x2 + (–2a – b + c)x + a
x(x – 1)2

=⇒


a + b = 3 (1)

–2a – b + c = –5 (2)

a = –2
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យក a = –2 ជំនួសក្ន©ងសមីការ (1)ėើងបាន –2 + b = 3⇒ b = 5

(2) : –2(–2) – 5 + c = –5 ⇒ c = –4

ដូចđǓះ a = –2, b = 5, c = –4

២. គណនា I =
∫ 3

2
f(x)dx

ėើងមាន f(x) = a
x + b

x – 1 + c
(x – 1)2 = –2

x + 5
x – 1 – 4

(x – 1)2

⇒ I =
∫ 3

2
f(x)dx =

∫ 3

2

(
–2

x + 5
x – 1 – 4

(x – 1)2

)
dx

=
[
–2 ln |x| + 5 ln |x – 1| – 4 –1

x – 1

]3
2

= –2 ln 3 + 5 ln 2 + 4
2 –

(
–2 ln 2 + 5 ln 1 + 4

1

)
= –2 ln 3 + 7 ln 2 – 2

ដូចđǓះ I = 7 ln 2 – 2 ln 3 – 2

V. 1. a. រកវុÂចទ័រ −−→AB,
−−→
AC,

−−→
AD, −−→BC, −−→BD,−−→CD

ėើងមាន A(–2, 1, 0) , B(0, 1, 1) , C(1, 2, 2) និង D(0, 3, –4) ĀǓបាន
−−→
AB(0 – (–2), 1 – 1, 1 – 0) ⇒ −−→AB(2, 0, 1)
−−→
AC(1 – (–2), 2 – 1, 2 – 0) ⇒ −−→AC(3, 1, 2)
−−→
AD (0 – (–2), 3 – 1, –4 – 0) ⇒ −−→AD (2, 2, –4)
−−→BC (1 – 0, 2 – 1, 2 – 1) ⇒ −−→BC (1, 1, 1)
−−→BD (0 – 0, 3 – 1, –4 – 1) ⇒ −−→BD (0, 2, –5)
−−→CD (0 – 1, 3 – 2, –4 – 2) ⇒ −−→CD (–1, 1, –6)

b. គណនាŶǓľǓង AB, AC, AD, BD និង CD

AB =
∣∣∣∣∣−−→AB

∣∣∣∣∣ =
√

22 + 02 + 12 =
√

5 ឯកតាŶǓľǓង

AC =
∣∣∣∣∣−−→AC

∣∣∣∣∣ =
√

32 + 12 + 22 =
√

14 ឯកតាŶǓľǓង
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AD =
∣∣∣∣∣−−→AD

∣∣∣∣∣ =
√

22 + 22 + (–4)2 =
√

24 = 2
√

6 ឯកតាŶǓľǓង

BD =
∣∣∣∣−−→BD

∣∣∣∣ =
√

02 + 22 + (–5)2 =
√

29 ឯកតាŶǓľǓង

CD =
∣∣∣∣−−→CD

∣∣∣∣ =
√

(–1)2 + 12 + (–6)2 =
√

38 ឯកតាŶǓľǓង

ទាញបងាøǓញថាŲǓីȰណ ABD និង ACD ĢǓងŲǓង់ A
ėើងមាន −−→AB(2, 0, 1); −−→AD(2, 2, –4);

−−→
AC (3, 1, 2)

•Ⱥយ −−→AB · −−→AD = 2(2) + 0(2) + 1(–4) = –4 = 0 ⇒ −−→
AB⊥−−→AD ŲǓង់ A

ដូចđǓះ ABD ជាŲǓីȰណĢǓងŲǓង់ A

•Ⱥយ −−→AC · −−→AD = 3(2) + 1(2) + 2(–4) = 8 – 8 = 0 ⇒ −−→
AC⊥−−→AD ŲǓង់ A

ដូចđǓះ ACD ជាŲǓីȰណĢǓងŲǓង់ A

2. បងាøǓញថាសមីការ 9y2 – 16x2 = 144 ជាសមីការអីុĸǓបូល

9y2 – 16x2 = 144 ⇔ 9y2

144 – 16x2

144 = 144
144

⇔ y2

16 – x2

9 = 1

⇔ (y – 0)2

42 – (x – 0)2

32 = 1 ជាសមីការអ៊ĸǓប៉ូលមានផ្ចិត (0, 0)

រកកូអរȺđǓរបស់កំពូលទាំងពីរ កំណȃំទាំងពីរřǓអីុĸǓបូល និងរកសមីការអាសុីមតូតរបស់អីុĸǓបូល
Ⱥយ អីុĸǓបូលមានសមីការ (y – 0)2

42 – (x – 0)2

32 = 1 ĀǓបាន

• អ័កǓ¦ទទឹងជាអ័កǓ¦ឈរ

• h = 0; k = 0; a = 4; b = 3; c2 = a2 + b2 = 16 + 9 = 25⇒ c =
√

25 = 5

• កំពូលគឺ V1(h, k – a); V(h, k + a) ⇒ V1(0, –4); V2(0, 4)

• កំណȃំគឺ F1(h, k – c); F2(h, k + c) ⇒ F1(0, –5); F2(0, 5)

• អាសុីមតូតគឺ y = k – a
b(x – h) និង y = k + a

b(x – h) y = –4
3x និង y = 4

3x
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សង់អីុĸǓបូលđǓះ

–6 –4 –2 2 4 6

–6

–4

–2

2

4

6 y =
4

3
xy =

– 4
3 x

•

•

V2

V1

•F1

•F2

VI. ១. គណនាĈǓរÃĚǓ f′(x)

y = f(x) = x + ln x
x

f′(x) =
(
x + ln x

x

)′
=

(x + ln x)′ x – x′ (x + ln x)
x2 = x + 1 – x – ln x

x2 = 1 – ln x
x2

ដូចđǓះ f′(x) = 1 – ln x
x2

បងាøǓញថា fមានតŞ្លǓអតិបរមាមួយ ĞើយគណនាតŞ្លǓអតិបរមាɃះ

f′(x) = 1 – ln x
x2 Ⱥយ x2 > 0⇒ f′(x)មានសǽʲǓដូចភាគយក 1 – ln x

• f′(x) = 0⇔ 1 – ln x = 0 ⇒ – ln x = –1 ⇒ ln x = 1⇒ x = e

• f′(x) > 0⇔ 1 – ln x > 0 ⇒ – ln x > –1 ⇒ ln x < 1⇒ x < e

• f′(x) < 0⇔ 1 – ln x < 0 ⇒ – ln x < –1 ⇒ ln x > 1⇒ x > e
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ėើងបាន តារាងសǽʲǓ f′(x) គឺ

x

f′(x)

0 e +∞

+ 0 –

• ŲǓង់ x = e ; f′(x) = 0 Ğើយប្តªរសǽʲǓពី+ ɥ – ėើងបាន f មានតŞ្លǓអតិបរមាĐៀបមួយ គឺ

f(e) = e + ln e
e = 1 + 1

e

២. គណនាលីមីត lim
x→0+

f(x) និង lim
x→+∞

f(x)

y = f(x) = x + ln x
x

• lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(
x + ln x

x

)
= –∞ ដូចđǓះ lim

x→0+
f(x) = –∞

• lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(
x + ln x

x

)
= lim

x→+∞

(
1 + ln x

x

)
= 1

ដូចđǓះ lim
x→0+

f(x) = 1

កំណត់សមីការřǓអាសុីមតូតឈរ និងĈǓកřǓɸǓǓបC

•Ⱥយ lim
x→0+

f(x) = –∞ ដូចđǓះ បនាïǓត់x = 0 ជាអាសុីមតូតឈរ

•Ⱥយ lim
x→+∞

f(x) = 1 ដូចđǓះ បនាïǓត់y = 1 ជាអាសុីមតូតĈǓក

តារាងអĎǓរភាពřǓអនុគមន៍ f
x

f′(x)

f(x)

0 e +∞

+ 0 –

–∞

1 + 1
e1 + 1
e

11
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VII. ១. រក lim
x→+∞

f(x) និង lim
x→0

f(x)

Ⱥយ y = f(x) = 1 – 2 ln x
x ĀǓបាន

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(
1 – 2 ln x

x

)
= 1 – 0 = 1 lim

x→+∞
f(x) = 1

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

(
1 – 2 ln x

x

)
= 1 – (–∞) +∞ lim

x→0
f(x) = +∞

រកសមីការអាសុីមតូតឈរ និងអាសុីមតូតĈǓកřǓɸǓǓប C

•Ⱥយ lim
x→0

f(x) = +∞ ដូចđǓះ x = 0 ជាអាសុីមតូតឈរ

•Ⱥយ lim
x→+∞

f(x) = 1 ដូចđǓះ y = 1 ជាអាសុីមតូតĈǓក

២. គណនាĈǓរÃĚǓ f′(x)

Ⱥយ y = f(x) = 1 – 2 ln x
x ĀǓបាន

f′(x) =
(
1 – 2 ln x

x

)2
= –2 (ln x)′ x – x′ (–2 ln x)

x2 = –2 + 2 ln x
x2

f′(x) = –2 + 2 ln x
x2

សង់តារាងអĎǓរភាពřǓអនុគមន៍ f
សǽʲǓf′(x)

f′(x) = –2 + 2 ln x
x2 មានសǽʲǓតាមភាគយកʚǓǓះ x2 > 0; ∀x ∈ (0, +∞)

• f′(x) = 0 ⇔ –2 + 2 ln x = 0⇒ ln x = 1⇔ x = e = 2.7

• f′(x) > 0 ⇔ –2 + 2 ln x > 0⇒ ln x > 1⇔ x > 2.7

• f′(x) < 0 ⇔ –2 + 2 ln x < 0⇒ ln x < 1⇔ x < 2.7

• f(2.7) = f(e) = 1 – 2 ln e
e = 1 – 2

e = 1 – 0.7 = 0.3
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ĀǓបាន តារាងអĎǓរភាពřǓf

x

f′(x)

f(x)

0 2.7 +∞

– 0 +

+∞

0.30.3

11

៣. សង់ɸǓǓប Cɧក្ន©ងតŸǓុយកូអរȺđǓ

–1 1 2 3 4

–1

1

2

3

4

5

(C)
•

S =
∫ e0.5

1
[1 – f(x)]dx

y = 1

•0.3 x

y

៤. គណនាś្ទǓŪǓទǓǺķ្នǓកប្លង់កំណត់ȺយɸǓǓប CអាសុីមតូតĈǓក បនាïǓត់ឈរ x = 1 និង x = e

ĔǓល x ∈ [2, e]ɸǓǓប C ស្ថិតʍǓǓម បនាïǓត់ y = 1 ĀǓបាន

S =
∫ e

1
[1 – f(x)] dx =

∫ e

1

2 ln x
x dx =

∫ e

1
2 (ln x)′ ln xdx

=
[
2 ln2 x

2

]e
1

= ln2 e – ln2 1 = 12 – 02 = 1

ដូចđǓះ S = 1 ឯកតាś្ទǓ
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