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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

ែផនកក្រមងលǓំត់ 
1/ ករំង្វងច់រកេ្រក នង ករំង្វងច់រកកនងឹ ិ ឹ ុ  
ៃន្រតេកណសមបតមយួេសមេរៀងគន  ី ើ Rនងិ r។ 
ចូរ្រǒយថចមង យរǏងផចតរង្វងព់រេនះគិ ី  ឺ

)r2R(Rd     ។                        (IMO 1962 ) 
                                                   
2/ កំនត្់រគបចំ់នួនគតធ់មមជត ិn េƽយផលគុណ 
ៃនេលខរបស់Ǐកនង្របពន័្ឋេដសុម៉ល់គុ ី  ឺ

22n10n2     ។                         (IMO 1968) 
3/a នង ិ b  ជចំនួនពត ិ , ចំេពះសមករី  

01axbxaxx 234   មនឬសយ៉ង 
តចមយួជចំនួនពត ។ ិ ិ  
ចូរកំនតត់ៃម្លតូចបំផុតែដលǕចៃន   ។ 22 ba 

                                                   (IMO 1973) 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

4/កំនត ់ x2sinBx2cosAxsinbxcosa1)x(f     
ែដល  ជចំនួនពតេថរ ។ិ  B,A,b,a

សនមតថ   ចំេពះ្រគប ់  ។ 0)x(f  x

បង្ហ ញថ 2ba 22   នង ិ 1BA 22    ។ 
                                               (IMO 1977) 

5/ (IMO 1977) េគឲយ a នង ិ b  ជចំនួនគតវ់ជជមន ិ  
េពលែដល  ែចកនង ឹ22 ba  ba   េគបនផល 
ែចក q  នងសំណល់ ិ r ។ 
កំនត្់រគបគូ់  េƽយដងថ ឹ)b,a( 1977rq2   
6/m  នង ិ n  ជចំនួនគតវ់ជជមនែដល ិ m ។ n

n



បេលខចុងេ្រកយកនង្របពន្ឋេ័ដសុម៉ល់ៃនី ីុ  m1978

ដូចគន នងបេលខចុឹ ី ងេ្រកយៃន  ។ n1978

កំនត ់m  នង ិ n  េƽយដងថ ឹ m   មនតៃម្ល 
តូចបំផុត ។                                   (IMO 1977) 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

7/ កនង្រតេកណ ុ ី  មយួមន   ។ ABC ACAB 

រង្វងម់យួបះ៉ខងកនងេទនងរង្វងច់រកេ្រកៃន្រតុ ឹ ឹ  ី
េកណABC េហយបះ៉េទនង ើ ឹ AB នង ឹ AC 
េរៀងគន ្រតង ់P  នង ិ Q េរៀងគន  ។ 
្រǒយថចំណុចកǁ្ត លៃន  គជផចតរង្វង់ឺ ិ  PQ

ចរកកនងៃន្រតេកណ ឹ ីុ   ។ ABC

                                                (IMO 1978) 

8/  ជចំនុចេនកនង្រតេកណ ុ ី   ។   P ABC

F,E,D   ជេជងៃនចំេǁលែកងៃន ើ P  េទេលើ 
បនទ ត ់   េរៀងគន  ។ AB,CA,BC

ចូរកំនត្់រគបចំ់នុច P  េƽយដងថឹ  

PF
AB

PE
CA

PD
BC

   មនតៃម្លអបបបរម ។ 
                                                  (IMO1981) 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

9/  ជចំនុចមយួេនកនង្រតេកណ ុ ី    ។  P ABC

PA កត ់  ្រតង ់  ,  កត ់  ្រតង ់  BC D PB AC E

នង ិ PC  កត ់  ្រតង ់F  ។ AB

ចូរបង្ហ ញថយ៉ងតចមនមយួៃន ិ
PF
CP

,
PE
BP

,
PD
AP  

មនតៃម្លតូចជង  នង យ៉ងតចមនមយួៃនិ ិ  2

 
PF
CP

,
PE
BP

,
PD
AP  មនតៃម្លធំជង 2  ។ 

                                                  (IMO 1961) 
10/ ចូរកំនត្់រគបអ់នុគមន ៍ )x(f  ពសំណំុចំនួនពត ី ិ  
េទសំណំុចំនួនពត ិ  
េƽយដងថ  ឹ    x)y(ffx2y)x(ff   
ចំេពះ្រគបចំ់នួនពត ិ y;x  ។ 
                                        (IMO Shortlist 2002) 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

11/ ចំណុច M មួយេ្រជើសេរ ើសេនេលើ្រជុង 
 ៃន្រតីេកណ  , េƽយដឹងថ 

កំៃនរង្វង់ចរកឹកនង្រតីេកណ ុ  និង 
 េសមើគន  ។ 

AC

BMC

ABC

ABM

ចូរបង្ហ ញថ 
2

B
cot.XBM2     ។  

ែដល  ជ្រកǔៃផទៃន្រតីេកណ ABC ។ X
 

                                            (IMO Longlists 1988) 
 

12/ េគឲយ z,y,x   ជបីចំនួនពិតវជជមនិ  

ែដល 1zyx   ,ចូរបង្ហ ញថ  

4

3

)y1)(x1(

z

)x1)(z1(

y

)z1)(y1(

x 333










 

 
 

                                                   ( IMO Shortlist 1998 ) 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

13/ េគឲយ z,y,x   ជបីចំនួនពិតវជជមន ។ ិ  

ចូរបង្ហ ញថ 

3 xyz

)zyx(2
2

x

z
1

z

y
1

y

x
1









 






 







    

 
                                                                                                                                           

                                                                                                          ( APMO 1998 ) 

14/ គណនផលបូកខងេ្រកម 

1n

2n

n

2
cos

2
tan

.....

16
cos

32
tan

8
cos

16
tan

4
cos

8
tan

S
























    

រចួទញរកលីមីតៃន  កលǁ    nS n

15/ េគឲយ a និង b ជពីរចំនួនពិតវជជមន ។ិ  

េគដឹងថចំនួន a ែចកនឹង 5 ឲយសំនល់ 2  
េហើចំនួន b  ែចកនឹង5 ឲយសំនល់ 4 ។ 

ក/ចូរបង្ហ ញថចំនួន 22 ba   ែចកƽច់នឹង 5  
ខ/ មនចំនួនគត់វជជមន ិ c ែដល   33 bac 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

ចូររកសំណល់ៃនវធីែចករǏងចំនួន ិ c នឹង 5   
គ/ ជបែនថមេគឧបមថ c ែចកនឹង 8 

 ឲយសំនល់  ។ 6

 េតើ c ែចកនឹង 40 ឲយសំនល់បុ៉នម ន ? 

 ចូរកំនត់ចំនួន c េបើេគដឹងថ 

11119c11066    ។ 

16/ ចំេពះ្រគប់ INn  និង Za េគឲយចំនួន  
nnnn

n )2027a()737a()720a(aE    
ចូរ្រǒយថ  ែចកƽច់នឹង 2010  nE

ចំេពះ្រគប់    INn

17/ េគឲយស្វតីចំនួនពិត ុ  កំនត់ចំេពះ )U( n

្រគប់  េƽយ *INn 3U1    និងទំនក់ទំនង 

កំេណើ ន 
n

n

1n U)23(1

U32
U




    

គណនតួ  រចួគណន   ? nU 2010U
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

18/ េគឲយស្វតីចំនួនពិត ុ  កំនត់ចំេពះ )a( n

្រគប់  េƽយ *INn 3a1    និងទំនក់ទំនង 

កំេណើ ន 
n

n

1n a)21(1

12a
a




    

ចូរបង្ហ ញថ ជស្វតីខួបគណនតួ ុ    )a( n 2009a

19/ េគឲយអនុគមន៍ 
7x6x3

6x9x
)x(f

2

3




  

ចូរគណន )x(f.....fff)x(f
)n(

n         

20/ េគឲយអនុគមន៍ 
xx

2

15

2

15
)x(f 







 








 
   

ក/ ចូរបង្ហ ញថ្រគប់ IRx  េគមន  
2)x(f)x2(f 2    ។ 

ខ/ គណន 
88

2
15

2
15

A 






 








 
   ។ 

គ/ េƽះ្រǒយសមីករ 5)x(f   ។ 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

21/ េគឲយអនុគមន៍ xx )32()32()x(f    
ក/ ចូរបង្ហ ញថ្រគប់ 
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IR  េគមន  x

)x(f3)x(f)x3(f 3    ។ 

ខ/ គណន    99
3232A    ។ 

គ/ េƽះ្រǒយសមីករ 14)x(f   ។ 

ឃ/ចូរបង្ហ ញថ 2)x(f   ្រគប់ IRx , 
22/ េគឲយ  ជបីចំនួនពិតវជជមន ។  ិ  c,b,a

ចូរបង្ហ ញថ 

abc

1

abcca

1

abccb

1

abcba

1
333333










   

 
                                                                           )1998MOUSA(

23/ េគឲយ   និង 1a  1zyx    ។ 

ចូរបង្ហ ញថ 
2

aaa )
z

x
(log)

z

y
(log)

y

x
(log 2 



  

 
 
 



គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

24/ េគឲយ   ជពហុធដឺេ្រកទីបីៃន  ។  )x(P x

េគដឹងថ   ែចកƽច់នឹង   a)x(P  2)ax( 

េហើយ  ែចកƽច់នឹង  a)x(P  2)ax( 
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0ែដលកនងទីេនះ ុ a   និង a  ជចំនួនពិត ។ 

ចូរកំនត់រកពហុធ  ខងេលើេនះ ? )x(P

25/ េគឲយពហុធ   1002 )1x3x()x(P 

ក/េƽយមិនបច់ពន្ល តចូរកំនត់េលខ 

េមគុណមុខតួ របស់ពហុធ  ។ 
2x )x(P

ខ/រកសំណល់ពីករែចក  នឹង )x(P 6x5x2    
គ/េគសនមតថ   200

200
2

210 xc...xcxcc)x(P 

គណន 200420 c...cccA   

                  199531 c...cccB   
26/ េគឲយ  ជពហុធមួយ ។  )x(P

េគដឹងថ ែចកនឹង )x(P )1x(  ឲយសំណល់ 2 
េហើយ  ែចកនឹង )x(P )2x(   ឲយសំណល់ 3 ។ 



គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

ក/ ចូររកសំណល់ៃនវធីែចក ិ  នឹង  )x(P

2x3x2   ។ 

ខ/ េគសនមតថ  ជពហុធដឺេ្រកទីបួន )x(P

ៃន  ែដល x 1)2(P   

 5)0(P,7)1(P    ។  ចូរកំនត់  )x(P

គ/ េƽះ្រǒយសមីករ 1x)x(P    ។ 

27/ េគឲយពហុធ     1bxax)x(P 35 

ែដល a និង b ជពីរចំនួនពិតែដលេគឲយ ។ 

ចូរកំនត់ a  េដើមបីឲយ  ែចកƽច់នឹង  )x(P

1x3x2    ។ 
28/ េគឲយពហុធ     8x42bxx)x(P 2n 

ែដល n  និង b  ជពិតែដលេគឲយ ។ IN

ចូរកំនត់ n  និង bេដើមបីឲយ  ែចកƽច់នឹង  )x(P

8x6x2   ។ 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

29/ េគមនអនុគមន៍េលខ f  កំនត់ពីសំណំុ 

 IN  េទសំណំុ IRេƽយ 0)0(f    
និង 

2n2
tan)n(f2)1n(f 


   ចូរកំនត់រក )n(f  ? 

30/ េគឲយស្វតីចំនួនពិត ុ  កំនត់េƽយ )y( n

3
0 2

3
y    និងទំនក់ទំនងកំេណើ ន  

3 3

n

6

n

2

n

1n

2y2y

y
y


    

ែដល   ។ ....,2,1,0n 

ចូរគណន  ជអនុគមន៍ៃន n។ ny

31/ េគឲយ 1a0,IRa    េហយ ើ f   
ជអនុគមនជ៍បេ់ល ើ  េƽយ ]1;0[

1)1(f;0)0(f    នង ិ )y(af)x(f)a1()
2

yx
(f 

    
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ចំេពះ្រគប ់ ]1,0[y;x   នង ិ y  ។ចូរកំនត ់ )
7

1
(f     x

                                           (IMO Longlist 1989) 
 



គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

32/ eK[  CacMnYnviC¢manEdl c,b,a 3cabcab    
cUrbgðajfa   

abc

1

)ba(c1

1

)ac(b1

1

)cb(a1

1
222










   

33/ េគយក  ជមំុបីៃន្រតីេកណ ABC  A , B ,C

ǂងអនុគមន៍ 2sin A
y cot A

cos A cos(B C)
 

 
   

រកតៃម្លអបបរមៃនអនុគមន៍េនះ ? 

34/ កនង្រតីេកណ ុ មួយមនេមដយន ABC

ៃន្រជុង  និង  ែកងគន  ។ AB AC

ចូរបង្ហ ញថ 2
cot B cot C

3
    ។  

                                             ( CMO 1993 ) 
35/ េគឲយ a ;  ជបីចំនួនពិតវជជមន ។ ិ  b ; c

ចូរបង្ហ ញថ 
2 2 2a 1 b 1 c 1

3
b c c a a b
  

  
  

   
  (Regional Mathematical Olympiad-India   2006) 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

36/ សនមតថពហុធ n n 1
n 1 1 0x a x ... a x a
     

Ǖចƽក់ជកǂ្ត  1 2(x r )(x r )...(x r )n    

ែដល  ជចំនួនពិត ។ 1 2r ,r , ...,rn

ចូរបង្ហ ញថ 2
n 1 n 2(n 1)a 2na     ។ 

 

  (Costa Rican Math Olympiad 2009) 

37/ មន x និង  ជពីរចំនួនពិតវជជមនិ  y

ែដលេផទȣងផទ ត់ (1 x)(1 y) 2    ។ 

ចូរបង្ហ ញថ 1
xy 6

xy
     ។ 

 

  (Costa Rican Math Olympiad 2009) 

 

38/ េគមនបីចំនួនពិតវជជមន ិ a,  ។ b ,c

ចូរបង្ហ ញថ 
3 3 3a b c

a b
bc ca ab

c       ។ 
 
 
 
 

  

- 14 - 



គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  
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n 10

1

39/ េគមនស្វត ុ ី  កំនតេ់ƽយ  នងិ )x( 1xx 

ចំេពះ្រគប ់n  េគមន 
1n

k

n

1n x

1x
x






   

ែដល k  ជចំនួនគត ់នង ិ 2k   ។ 
ចូរបង្ហ ញថ  ជស្វតៃនចំនួនគត ់ុ ី ? )x( n

40/េគយកចំនុច   េរៀងគន េនេលើ M;L;K

្រជុង   ។ AB;CA;BC

ចូរបង្ហ ញថយ៉ងតិចមនមួយៃន្រតីេកណ 

CLK,BKM,AML  មនៃផទ្រកǔតូចជង 

ឬេសមើ 
4
1   ៃនៃផទ្រកǎ្រតីេកណ ABC  ។ 

                                                                 (IMO 1966) 

 

 
 
 
 



គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

លǓំត់ទី១ 
ករំង្វងច់រកឹេ្រក នង ករំង្វងច់រកកនង ិ ឹ ុ
ៃន្រតេកណសមបតមយួេសមេរៀងគន  ី ើ Rនង r។ 

គ
ិ

ចូរ្រǒយថចមង យរǏងផចតរង្វងព់រេនះិ ី  ឺ
)r2R(Rd     ។ 

                                                  (IMO 1962) 

ដេǁះ្រǒយំ  

្រǒយថចមង យរǏងផចតរង្វងព់រេនះគិ  ី ឺ
)r2R(Rd    

យក  មយួែដល ABC ACAB   ។  
  ជ រកេ្រក ន រកកនង 

ៃន
ព្វរǏងកំពស់  ៃន្រតេកណ 

O នងិ ផចតៃនរង្វងច់ ង ចិ ិI ឹ ឹ ុ
្រតេកណ ី ABC ។  

យក Eជ្របស AD ី
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  
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Mជមយួនងរង្វងច់រកេ្រក្រតេកណ នង ឹ ឹ ី ិ  ជ 
ចំេǁលែកងៃន  េល្រជុង ើ  ។ I AC

 A

 
 
 
 O

 
 
 C  B  D

 

I

 

M

 
ǂង DAC   េគបន  2DOC  
កនង្រតេកណែកង ុ ី  េគបន AIM

IA

IM
sin   

ែត RdOAIOIA,rIM   



គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

េគទញ 
Rd

r
sin


   ។ 

កនង្រតេកណែកង ុ ី ODCេគមន 
OC

OD
2cos   

េƽយ rdIDOIOD,ROC   
េគទញ 

R

rd
2cos


   ។ 

ǂមទំនកទំ់នង  2sin212cos  
េគបន 

2

2

)Rd(

r2
1

R

rd




  

ឬ Rr2)Rd(R)Rd)(rd( 222   
 

 
0])r2R(Rd)[Rrd(

0)rRd(R2)Rd()Rrd(

0]r)Rd[(R2)Rd)(Rrd(

0Rr2)Rd(R2)Rd)(Rrd(

0Rr2)Rd(R)Rd(R)Rrd(

2

2

222

222

222











OAOI  )Rr(d

     

េƽយ  េនះ   
ដូចេនះ )r2R(rd     ។ 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

 លǓំត់ទី២ 

កំនត្់រគបចំ់នួនគតធ់មមជត ិn  េƽយផលគុណ 
ៃនេលខរបស់Ǐកនង្របពន័្ឋេដសុម៉ល់គុ ី  ឺ

22n10n2     ។ 
                                                (IMO 1968) 

ដេǁះ្រǒំ យ 

ឧបមថចំនួន n  មន  េលខគឺ 1m 

121mm
aa.....aan   ែដល 9a1

m
  

នង ិ 9a,a....,,a0
121m
   

ǂមបំǍប់ 22n10naa....a 2

12m
  (1) 

េƽយ 1m

m

1m

m12m
10.a9.aaa....a    

េហយ ើ 122m1m

1m

m
aa....aa10.an 

   
េគទញ 

12m

1m

m
aa.....a10.an    (2) 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

ǂមទំនកទំ់នង (1) នង ិ (2) េគទញបន 
    22n10nn 2    , 
ឬ  )i(022n11n2   
េƽយ 0aa....a

12m
  

េនះ  )ii(022n10n2 

ǂម  នង ិ  េគបន្របពន័្ឋវសមករិ ី  )i( )ii(








)ii(022n10n

)i(022n11n
2

2

 

េƽះ្រǒយ្របពន័្ឋេនះេគបន 12n    ។ 
 
 
 
 
 

  

- 21 - 



គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

លǓំត់ទី៣ 

a នង ិ b  ជចំនួនពត ិ , ចំេពះសមករី  
01axbxaxx 234   មនឬសយ៉ង 

តចមយួជចំនួនពត ។ ិ ិ  
ចូរកំនតត់ៃម្លតូចបំផុតែដលǕចៃន   ។ 22 ba 

                                        (IMO 1973) 

ដេǁះ្រǒយំ  

កំនតត់ៃម្លតូចបំផុតែដលǕចៃន 22 ba   
េគមន  01axbxaxx 234    
ចំេពះ 0x    េនះ 01   មនពតិ ិ  
ដូចេនះសមករគម នឬស ី 0x   េទ ។ 
ែចកអងគទងំពរៃនសមករនង ី ី ឹ 0x   េគបន 

0
x
1

x
a

baxx
2

2   
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

ឬ 02b)
x
1

x(a)
x
1

x( 2   

ǂង 
x
1

xy    

ែដល  2
|x|
|x|2

|x|
1|x|

|
x
1

x||y|
2




  

េគបនសមករី  
   02bayy2    
ឬ  2y2bay 

ǂមវសមភព ិ Cauchy-Schwartz 
)ba)(1y()bay( 2222    

េគទញ
1y
)y2(

1y
)bay(

ba
2

22

2

2

22








  

ǂង 6
1y

9
1y

1y
)y2(

)y(g
2

2

2

2








  

េគបន  
22

22

22 )1y(
9)1y(y2

)1y(
y18

y2)y('g






  
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

ឬ 
22

22

)1y(
)4y)(2y(y2

)y('g



  

ចំេពះ 2y   េនះ 0)y('g   
េហតុេនះ )y(g  ជអនុគមនេ៍កនចំេពះ ើ 2y   
ដូចេនះ )2(g)y(gba 22   

េƽយ 
5
4

12
)42(

)2(g
2

2





  
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ដូចេនះតៃម្លតូចបំផុតៃន a 22 b  គ ឺ
5
4   ។ 

 
 
 
 
 
 



គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

លǓំត់ទី៤ 

េគកំនត ់ x2sinBx2cosAxsinbxcosa1)x(f     
ែដល  ជចំនួនពតេថរ ។ិ  B,A,b,a

សនមតថ   ចំេពះ្រគប ់  ។ 0)x(f  x

បង្ហ ញថ 2ba 22   នង ិ 1BA 22    ។ 
                                               (IMO 1977) 

ដេǁះ្រǒយំ  

បង្ហ ញថ 2ba 22   នង ិ 1BA 22   
 x2sinBx2cosAxsinbxcosa1)x(f   
េគមន )xcos(rxsinbxcosa   

ែដល 
r
b

xsin;
r
a

cos;bar 22   
េហយ ើ )2x2cos(Rx2sinBx2cosA   
ែដល 

R
B

2sin;
R
A

2cos;BAR 22   
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

េគបន )2x2cos(R)xcos(r1)x(f   
-ចេំពះ x  េគបន 

R)cos(r1)(f   
-ចេំពះ x  េគបន 

R)cos(r1)(f   
េគទញ 0R22)(f)(f   
េនះ  ឬ 1R  1BA1BA 2222   

-ចេំពះ 
4

x


   េគបន 

)22sin(R
2
2

.r1)
4

(f 


  

-ចេំពះ 
4

x


   េគបន 

)22sin(R
2
2

.r1)
4

(f 


  

េគទញ 0r22)
4

(f)
4

(f 





  

េគទញ 2ba2r 22    ។ 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

លǓំត់ទី៥ 

េគឲយ a នង ិ b  ជចំនួនគតវ់ជជមន ។ិ  
េពលែដល  ែចកនង ឹ22 ba  ba   េគបនផល 
ែចក q  នងសំណល់ ិ r ។ 
កំនត្់រគបគូ់  េƽយដងថ ឹ)b,a( 1977rq2   
                                                 (IMO 1977) 

ដេǁះ្រǒយំ  

កំនត្់រគបគូ់   )b,a(

ǂមបំǍប ់ 








1977rq

rq)ba(ba
2

22

 

ǂមវសមភព ិ Cauchy-Schwartz េគមន 
222 )ba()ba(2   ឬ 

2
)ba(

ba
2

22 
  

េគទញ 
2

)ba(
rq)ba(

2
  ឬ 

2
ba

q


  
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

េƽយ bar0    េនះ q2r   
ែត  េនះ 1977rq2  2qq21977   
ឬ  451q1978)1q( 2   ឬ  44q 

េហយ ើ  េនះ 0r  1977r1977q2   
េគទញ    44q 

ដូចេនះ   េហយ ើ44q  41441977r 2   
េគបនសមករ ី 41)ba(44ba 22   
ឬ 1009)22b()22a( 22   
យក 0|22a|x    នង ិ 0|22b|y   
េនះ  ។ 1009yx 22 

េគដងថកេរៃនចំនួនគតម់នេលខចុងេ្រកយឹ  
}9,6,5,4,1,0{  ។ 

ផលបូកកេរ មនេលខចុងេ្រកយេសមើ9 22 yx 

 
  

- 28 - 



គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

លុះ្រǂែត  មនេលខចុងេ្រកយ  )y,x( 22

)}4,5();5,4();0,9();9,0({   ។ 
ǂមសមករ ី 1009yx 22   េយងពនតយេឃញើ ិ ិ ើ  
ថេប ើ  ជចេម្លយេនះ ើ  កជ៏ចេម្លយើ  )b,a( )a,b(

េហតុេនះេយងǕចសកǜែតករណចំនួន ើ ិ ី  មន x

េលខចុងេ្រកយ  }5,0{

េហយេƽយ ើ   េនះ  0y2  1009x0 2   
ឬ   ។ 31x0 

េហតុេនះ . }25,15,5,30,20,10,0{x

េƽយ *INy   នង ិ 22 x1009y    េនះតៃម្ល 
 ែដលបំេពញលកខខណ្ឌ័ េនះមនែត  x

15x   នង ិ   ឬ  28y  15y,28x    ។ 
េƽយ  នង ិ|22a|x  |22b|y   
េគទញ   ។ )}37,50();7,50();50,37();50,7{()b,a( 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

លǓំត់ទី៦ 

m n

n

 នង ិ n  ជចំនួនគតវ់ជិជមនែដល m ។ 
បេលខចុងេ្រកយកនង្របពន្ឋេ័ដសុម៉ល់ៃនី ីុ  m1978

ដូចគន នងបេលខចុងេ្រកយៃន ឹ ី  ។ n1978

កំនត ់m  នង ិ n  េƽយដងថ ឹ m   មនតៃម្ល 
តូចបំផុត ។ 
                                                 (IMO 1978) 

ដេǁះ្រǒយំ  

កំនត ់m  នង ិ n   
េƽយ m  េនះេគǕចសរេសរ n

)11978(197819781978 mnmmn    
េƽយ បេលខចុងេ្រកយៃនី ដូចគន នងឹ m1978

បេលខចុងេ្រកយៃន ី  េនះ  n1978 mn 19781978 

  

- 30 - 



គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

្រតូវែចកƽចន់ង ឹ 33 5212581000    ។ 
ចំនួន )11978(1978 mnm   ែចកƽចន់ង ឹ 1000 
លុះ្រǂែត  ែចកƽចន់ង ឹ   េហយើ  m1978 32

11978 mn   ែចកƽចន់ង ឹ   ។ 35
m1978  ែចកƽចន់ង ឹ   លុះ្រǂែត  ។ 32 3m 

មយង៉េទៀត )125(mod221031978   
េនះ )125mo(6221978 44   
េគទញ )125(mod61978 pp4     
ែដល   ។ *INp

េƽយ  


p

0k

kk

p

pp 5C)51(6  
             pp

p

3

p

322

p

1

p

0

p 5C...C55C5CC   
េគទញ )125(mod

2
)1p(p

25p516p 
  

ឬ )125(mod
2

)1p(p
.25p511978 p4 

   
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

)125(mod
2

)3p5(p5
11978 p2 
  

េដមបឲយ  ើ ី 11978 p4    ែចកƽចន់ង ឹ   125

លុះ្រǂែត 
2

)3p5(p   ែចកƽចន់ង ឹ  25

េƽយ  មនǕចែចកƽចន់ង ិ ឹ 5 3p5 

េហតុេនះេគ្រតូវឲយ p  ែចកƽចន់ង ឹ 25 ។ 
េគបន *INq,q25p    
េគទញ )125(mod011978 q100   
េហតុេនះ 11978 mn 

q,q0

 ែចកƽចន់ង ឹ   ល
10mn

35 ុះ្រǂែត 
*IN  

េƽយ  េនះ 3m  m2)mn(mn   
ឬ 1066q100mn   
ដូចេនះតៃម្លអបបបរមៃន mn   គ ឺ106 
ែដល្រតូវនងតៃម្ល ឹ 3m   នង ិ 103n   ។ 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

លǓំត់ទី៧ 

កនង្រតេកណ ុ ី ABC មយួមន ACAB    ។ 
រង្វងម់យួបះ៉ខងកនងេទនងរង្វងច់រកេ្រកៃន្រតុ ឹ ឹ  ី
េកណABC េហើយបះ៉េទនង ឹ AB នង ឹ AC 
េរៀងគន ្រតង ់P  នង ិ Q េរៀងគន  ។ 
្រǒយថចំណុចកǁ្ត លៃន  គជផចតរង្វង់ឺ ិ  PQ

ចរកកនងៃន្រតេកណ ឹ ីុ   ។ ABC

                                                (IMO 1978) 

ដេǁះ្រǒយំ  

្រǒយថចំណុចកǁ្ត លៃន  គជផចតរង្វង់ឺ ិ  PQ

ចរកកនងៃន្រតេកណ ឹ ីុ    ABC

ǂង E ជចំនុចកǁ្ត លៃន  និង   PQ D

ជ្របសព្វរǏង  នងរង្វងច់រកេ្រកឹ ឹ  ។ AE ABC
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េយងមន ើ o90ABD   ( មុចំរកកន្លះរង្វង់ឹ ) 
េគបន o180PEDPBD   
ដូចេនះ BPED ជចតុេកណចរកកនងរង្វឹ ុ ងម់ន 
អងកតផ់ចត ិ DP  ។  េគបន  

2
PDQ

PDEPBE


  (មុǒំក តធ់នរមួ ូ  )PE

A

E

C  

Q  P  

B  

D



គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

មយង៉េទៀត  ជបនទ តប់ះ៉នងរង្វងែ់ដលបះ៉ឹ  AP AB

្រតង ់  េនះេគបន P ABCPDQAPQ   
េគទញ 

2
ABC

PBE


  នឲំយ BEជកន្លះ 
បនទ តពុ់ះកនងៃនមុ ំុ ABC   ។ 
េƽយ  ជ្របសព្វរǏងកន្លះបនទ តពុ់ះកនង ុ  E BE

នង ិ  ៃនមុ ំ  នង ិAD B A  ដូចេនះǏជផចតិ 
រង្វងច់រកកនងៃន្រតេកណ ឹ ីុ   ។ ABC
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

លǓំត់ទី៨ 

P   ជចំនុចេនកនង្រតេកណ ុ ី   ។   ABC

F,E,D   ជេជងើ ៃនចំេǁលែកងៃន P  េទេលើ 
បនទ ត ់   េរៀងគន  ។ AB,CA,BC

ចូរកំនត្់រគបចំ់នុច P  េƽយដងថឹ  

PF
AB

PE
CA

PD
BC

   មនតៃម្លអបបបរម ។ 
                                                  (IMO1981) 

ដេǁះ្រǒយំ  

កំនត្់រគបចំ់នុច   P
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A

EF  

P

B CD  



គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

ǂង S  ជ្រកǔៃផទៃន្រតេកណ ី  ABC

េគបន PABPCAPBC SSSS   
          AB.PF

2
1

CA.PE
2
1

BC.PD
2
1

S   
ឬ S2AB.PFCA.PEBC.PD   
ǂមវសមភព ិ Cauchy-Schwartz 

2222222
)bababa()bbb)(aaa(  332211321321
 

យក 
PF
AB

a;
PE
CA

a;
PD
BC

a 321    
នង ិ PF.ABb,PE.CAb,PD.BCb 321   
េគបន 

2)ABCABC(S2
PF
AB

PE
CA

PD
BC







   

ឬ (*)
S2

)ABCABC(
PF
AB

PE
CA

PD
BC 2

  

តៃម្លអបបបរមៃន 
PF
AB

PE
CA

PD
BC

    
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

គ ឺ
S2

)ABCABC( 2  ែដល្រតូវនងវសមភពឹ ិ (*) 

ក្ល យជសមភពេពលគ ឺ
3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

  

សមមូល 
PF.AB

PF
AB

PE.CA
PE
CA

PD.BC
PD
BC

  

ឬ  PFPEPD
PF
1

PE
1

PD
1

  

ដូចេនះ 
PF
AB

PE
CA

PD
BC

   មនតៃម្លអបបបរម 
មនែតករណចំនុច ី P  ជផចតរង្វងច់រកកនងៃនិ ឹ ុ  
្រតេកណ ី   ។ ABC
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

លǓំត់ទី៩ 

P  ជចំនុចមយួេនកនង្រតេកណ ុ ី    ។  ABC

PA កត ់  ្រតង ់  ,  កត ់  ្រតង ់  BC D PB AC E

នង ិ PC  កត ់  ្រតង ់F  ។ AB

ចូរបង្ហ ញថយ៉ងតចមនមយួៃន ិ
PF
CP

,
PE
BP

,
PD
AP  

មនតៃម្លតូចជង  នង យ៉ងតចមនមយួៃនិ ិ  2

 
PF
CP

,
PE
BP

,
PD
AP  មនតៃម្លធំជង 2  ។ 

                                                  (IMO 1961) 
ដេǁះ្រǒយំ  
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ករបង្ហ ញ 
 
 
 

A

B  

E  

C  

F P

'AD 'P



គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

ǂង  នង ិ  ជចំេǁលែកងៃន  នង ិ  'A 'P A P

េល្រជុង  ើ BC  ។ 
ផលេធៀប្រកǔៃផទ្រតេកណ ី PBC  នង ិ  ABC

គ ឺ
'AA
'PP

S
S

ABC

PBC    ។ 

្រតេកណែកង ី  នង ិ   D'PP D'AA

មន   (មុ្ំរតូវគន  )  'DAA'DPP 

ជ្រតេកណដូចគន  ។ ី  
េគបនផលេធៀបដណូច ំ

AD
PD

'AA
'PP
  

េហតុេនះ )1(

PD
AP

1

1
PDAP

PD
AD
PD

S
S

ABC

PBC





  

្រǒយដូចគន ែដរេគបន 
)3(

PF
CP

1

1
S
S

;)2(

PE
BP

1

1
S
S

ABC

PAB

ABC

PCA





  
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

បូកទំនកទំ់នង   េគបន )3();2();1(

PF
CP

1

1

PE
BP

1

1

PD
AP

1

1
1








  

ǂង z
PF
CP

;y
PE
BP

;x
PD
AP

  

េគបន 1
z1

1
y1

1
x1

1









   

េយងនង្រǒយថ ើ ឹ z,y,x   យ៉ងតិចមនមយួ 
តូចជង 2  នង យ៉ងតចមនមយួធំជង ិ ិ 2  ។ 
-ឧបមថ   នង ិ  2x  2y 

េគបន 
3
2

3
1

3
1

y1
1

x1
1







 

េƽយ 1
z1

1
y1

1
x1

1









  េនះេគបន 

2z
3
2

z1
1

1 


   ។ 
ដូចេនះ z,y,x   យ៉ងតចមនមយួតូចជង ិ 2 ។ 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

-ឧបមថ   នង ិ2x  2y   
េគបន 

3
2

3
1

3
1

y1
1

x1
1







 

េƽយ 1
z1

1
y1

1
x1

1









  េនះេគបន 

2z
3
2

z1
1

1 


   ។ 
ដូចេនះ z,y,x   យ៉ងតចមនមយួធំជង ិ 2 ។ 
សរបុមកេគǕចសននƽ្ឋ នថយ៉ងតចមនមយួៃនិ ិ  
 

PF
CP

,
PE
BP

,
PD
AP មនតៃម្លតូចជង 2 នង យ៉ងតចិ ិ  

មនមយួៃន 
PF
CP

,
PE
BP

,
PD
AP  មនតៃម្លធំជង   ។ 2
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

លǓំត់ទី១០ 

ចូរកំនត្់រគបអ់នុគមន ៍ )x(f  ពសំណំុចំនួនពត ី ិ  
េទសំណំុចំនួនពត ិ  
េƽយដងថ  ឹ    x)y(ffx2y)x(ff   
ចំេពះ្រគបចំ់នួនពត ិ  ។ y;x

                                        (IMO Shortlist 2002) 

ដេǁះ្រǒយំ  

ǂង )o(fm   
េគមន    x)y(ffx2y)x(ff     (1) 
ជនួសំ   កនុង (1) េគបន 0x 

 )y(ff)ym(f     (2) 
ជនួស ំ )y(fx  កនង ុ (1) េគបន 

   m)y(f2yy(fff    (3) 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

យក (2) ជួសកនងុ (3) េគបន 
  m)y(f2y)ym(ff   
យក my   េគបន m)m(f2)m)0(f(f   
េƽយ m)0(f   
េនះ 0)m(fm)m(f2m   
យក x  ជនួសកនង ំ ុ (1) េគបន m

 
 

)m)y(f(fmm)y(f

)m)y(f(fm2)y(f

)m)y(f(fm2y)m(ff





 

យក m)y(fx    
េនះ cx)x(f)x(fmx   ែដល  mc 

ដូចេនះ cx)x(f   ្រគបចំ់នួនពត ិ x  
នងចំិ នួនេថរ IRc   ។ 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

លǓំត់ទី១១ 

ចំណុច M មួយេ្រជើសេរ ើសេនេលើ្រជុង  
ៃន្រតីេកណ  , េƽយដឹងថ 
កំៃនរង្វង់ចរកឹកនង្រតីេកណ ុ  និង 

 េសមើគន  ។ 

AC

ABC

ABM

BMC

ចូរបង្ហ ញថ 
2

B
cot.XBM2     ។  

ែដល  ជ្រកǔៃផទៃន្រតីេកណ ABC ។ X
 

                                  (IMO Longlists 1988) 
ដេǁះ្រǒយំ  

បង្ហ ញថ 
2

B
cot.XBM2      
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  
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ǂង cAB;bAC;aBC     
នង ិ

2

cba
p


  ជកន្លះបរម្រត ។ិ  

យក  ជផចតៃនរង្វងច់រកេ្រក្រតេកណិ ឹ ី  21

21

121

O;O;I

BMC;ABM;ABC

;I

 េហយ ើ  
ជចំេǁលែកងៃន  េល ើ   ។ 

Q,P,J

ACO;O

ǂង  នង ិrIJ  rQOPO   ជករំង្វង ់
ចរកកនង្រតេកណ ឹ ីុ    , BMC;ABM;ABC

េហយ ើ  ជកន្លះបរម្រត្រតេកណិ ី  21 p;p

B

A C

I
1O

M

 

 

2O  

J QP     



គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

BMC;ABM   ។ 
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BMCAMBABCេយងមន ើ SSS   
េគបន pr 1211 rprp     ឬ  

21

1

pp

p

r

r


  

េគមន  

2

)BCMCBM()BMAMAB(
pp 21


  

           
BMp

2

BM2cba
p

2

BM2ACBCAB
pp

1

21









 

េគទញ )1(
BMp

p

r

r1


  

្រតេកណ ី  នង ិ  ជ្រតេកណែកងី  PAO1 AIJ

ដូចគន  ។េគបន )2(
r

r

IJ

PO

AJ

AP 11   
្រតេកណ ី  នង ិ CIJ  ជ្រតេកណែកងី  QCO2

ដូចគន  ។  េគបន )3(
r

r

IJ

QO

CJ

CQ 12   



គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

ǂម  នង ិ  េគបន )2( )3(
CJ

CQ

AJ

AP

r

r1   
េƽយ  

cpCJ;BMpCQ

;apAJ;BMpAP

2

1


  

េគបន  

)4(
b

BMp

)ca(p2

BM2pp

cp

BMp

ap

BMp

r

r

21

211

















 

ǂម (1) នង ិ (4) េគទញបន 
 

b

BMp

BMp

p 



 

នឲំយ )bp(pBMBMppb 222   
ǂមរបូមន្តេហរ ៉ងុ 
 )cp)(bp)(ap(pXSABC    
នងរបូមន្ត ិ

)bp(p

)cp)(ap(

2

B
tan




  
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

)cp)(ap(

)bp(p
)cp)(bp)(ap(pBM

)bp(pBM

2

2







 

2

B
cot.X

2

B
tan

1
.XBM2   

ដូចេនះ 
2

B
cot.XBM2     ។ 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

លǓំត់ទី១២ 

េគឲយ z,y,x   ជបីចំនួនពិតវជជមនែដល ិ  

1zyx   ,ចូរបង្ហ ញថ  

4

3

)y1)(x1(

z

)x1)(z1(

y

)z1)(y1(

x 333










 
 
 

                                                   ( IMO Shortlist 1998 ) 

ដេǁះ្រǒយំ  

បង្ហ ញថ    

4

3

)y1)(x1(

z

)x1)(z1(

y

)z1)(y1(

x 333










   

ǂមវសមភព ិ GMAM    េយើងមន  
 

 

 3
4

z3

8

y1

8

x1

)y1)(x1(

z

2
4

y3

8

x1

8

z1

)x1)(z1(

y

1
4

x3

8

z1

8

y1

)z1)(y1(

x

3

3

3



























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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

បូកវសមភព ិ (1) , (2) និង (3)  
អងគនិងអងគេគបន  

4

3)zyx(2

)y1)(x1(

z

)x1)(z1(

y

)z1)(y1(

x 333













  

េƽយ 3xyz3zyx 3     េ្រពះ 1xyz   
ដូចេនះ    

4

3

)y1)(x1(

z

)x1)(z1(

y

)z1)(y1(

x 333









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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

លǓំត់ទី១៣ 

េគឲយ z,y,x   ជបីចំនួនពិតវជជមន ។ ិ  

ចូរបង្ហ ញថ 

3 xyz

)zyx(2
2

x

z
1

z

y
1

y

x
1









 






 







    

 
                                                                                                                                           

                                                                                                          ( APMO 1998 )              
ដេǁះ្រǒយំ  

បង្ហ ញថ 

3 xyz

)zyx(2
2

x

z
1

z

y
1

y

x
1









 






 







  

េយើងមន  
 i

x

y

y

z

z

x

x

z

z

y

y

x
2)

x

z
1()

z

y
1()

y

x
1( 



















 ǂមវសមភព ិ GMAM    េគមន  

3

3

2

xyz

x3

yz

x
3

z

y

y

x

y

x
    
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

ឬ  1
xyz

x3

z

y

y

x2
3

  

្រǒយដូចគន ែដរេគបន  
  2

xyz

y3

x

z

z

y2
3

    និង   3
xyz

z3

y

x

x

z2
3

  

បូកវសមភព ិ  និង  េគបន  )2(,)1( )3(

3 xyz

)zyx(3

x

z

z

y

y

x
3











    

ឬ   4
xyz

zyx

x

z

z

y

y

x
3


  

្រǒយដូចគន ែដរេគបន  
)5(

xyz
zyx

x
y

y
z

z
x

3


  

បូកវសមភព ិ (4) និង (5) េគបន  
 ii

xyz

)zyx(2
)

x

y

y

z

z

x
()

x

z

z

y

y

x
(

3


  

ǂមទំនក់ទំនង  និង   េគទញបន  )i( )ii(

3 xyz

)zyx(2
2

x

z
1

z

y
1

y

x
1









 






 







   , 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

លǓំត់ទី១៤ 

គណនផលបូកខងេ្រកម 

1n

2n

n

2
cos

2
tan

.....

16
cos

32
tan

8
cos

16
tan

4
cos

8
tan

S
























    

រចួទញរកលីមីតៃន  កលǁ    nS n

ដំេǁះ្រǒយ 

គណនផលបូក  nS







































n

1k

1k

2k

n

1n

2n

n

2
cos

2
tan

S

2
cos

2
tan

.....

16
cos

32
tan

8
cos

16
tan

4
cos

8
tan

S

   

ǂមរបូមន្ត 
xtan1

xtan2
x2tan

2
  
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

េគបន  

xtan1

xtanxtan

xtan
xtan1

xtan2
xtanx2tan

2

2

2










 

xtan1
xtan1

.xtanxtanx2tan
2

2




  

េƽយ 
xtan1

xtan1
x2cos

2

2




   េនះ 

(*)
x2cos

xtan
xtanx2tan   

េƽយេ្រជើសេរ ើស 
2k2

x



  ជួសកនុង (*) េគបន 

1k

2k

2k1k

2
cos

2
tan

2
tan

2
tan





 









 

េយើងបន  



 





 





n

1k
2k1kn 2

tan
2

tanS  
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

2n

2n

2n1n

2
tan1

2
tan

4
tan

)
2

tan
2

(tan...)
16

tan
8

(tan)
8

tan
4

(tan


































 

ដូចេនះ  
2nn 2

tan1S



   ។ 

មយ៉ងេទៀតេគមន 0
2

tanlim
2nn





 

ដូចេនះ  1Slim nn



   ។ 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

លǓំត់ទី១៥ 

េគឲយ a និង b ជពីរចំនួនពិតវជជមន ។ិ  

េគដឹងថចំនួន a ែចកនឹង 5 ឲយសំនល់ 2  
េហើចំនួន b  ែចកនឹង5 ឲយសំនល់ 4 ។ 

ក/ចូរបង្ហ ញថចំនួន 22 ba   ែចកƽច់នឹង 5  
ខ/ មនចំនួនគត់វជជមន ិ c ែដល   33 bac 

ចូររកសំណល់ៃនវធីែចករǏងចំនួន ិ c នឹង 5   
គ/ ជបែនថមេគឧបមថ c ែចកនឹង 8 

 ឲយសំនល់  ។ 6

 េតើ c ែចកនឹង 40 ឲយសំនល់បុ៉នម ន ? 
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ក/បង្ហ ញថចំនួន 22 ba   ែចកƽច់នឹង 5  
ǂមបំǍប់េគដឹងថចំនួន a ែចកនឹង 5  
ឲយសំនល់ 2 េហើចំនួន b 
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េគបន q5ba 22    នំឲយចំនួន   22 ba 

ែចកƽច់នឹង   ។ 5

ខ/ រកសំណល់ៃនវធីែចករǏងចំនួន ិ c នឹង 5   
33 bac   

    
  

2)14q48q12q60q30q25q25(5

64q240q300q1258q60q150q125

)4q5()2q5(

21

2

2

2

1

3

2

3

1

2

2

2

3

21

2

1

3

1

3

2

3

1






 

 ǂង   14q48q12q60q30q25q25q
2233 

2121213
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េគបន 22q40c    ែដល INq  

ដូចេនះ c ែចកនឹង 40 ឲយសំនល់    ។ 22

កំនត់ចំនួន  េបើេគដឹងថ c 11119c11066     
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40
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q

40
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40
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លǓំត់ទី១៦ 

ចំេពះ្រគប់  និង INn Za េគឲយចំនួន  
nnnn

n )2027a()737a()720a(aE    
ចូរ្រǒយថ  ែចកƽច់នឹង 2010  nE

ចំេពះ្រគប់    INn

ដេǁះ្រǒយំ  

្រǒយថ  ែចកƽច់នឹង  nE 2010

េយើងមន 67302010   

ǂមរបូមន្ត  
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នំឲយ  ែចកƽច់នឹង  ។ nE 30

មយ៉ងេទៀត  
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នំឲយ   ែចកƽច់នឹង  ។ nE 67

េƽយ  ែចកƽច់នឹង 30 ផង និង 67 ផង  nE

េហើយ 30 និង 67ជពីរចំនួនបថមរǏងគន  
េនះ  ែចកƽច់នឹង 2010 ។ nE
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លǓំត់ទី១៨ 
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េគបន   ចំេពះ្រគប់ n8n aa  *INn  

ដូចេនះ  ជស្វតីខួបែដលមនខួបេសមើ ុ 8  )a( n
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លǓំត់ទី១៩ 
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
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
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





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n1n
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n 1x

3x
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




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
























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1b

3b
a

1a
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b

n

n

n

n

n
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





  ជំនួស  

n

n

3

3

n
)1x(
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b




  

េគបន nn
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)1x()3x(

)1x(3)3x(
a



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ដូចេនះ  nn
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n
)1x()3x(

)1x(3)3x(
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

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លǓំត់ទី២០ 

េគឲយអនុគមន៍ 
xx

2

15

2

15
)x(f 







 








 
   

ក/ ចូរបង្ហ ញថ្រគប់ IRx  េគមន  
2)x(f)x2(f 2    ។ 

ខ/ គណន 
88

2

15

2

15
A 







 








 
   ។ 

គ/ េƽះ្រǒយសមីករ 5)x(f   ។ 

ដេǁះ្រǒយំ  

ក/ បង្ហ ញថ្រគប់ 
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2)x(f)x2(f 2     
េគមន 
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15
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)x(f 







 








 
  

េគបន 
x2x2

2

15

2

15
)x2(f 







 








 
  

ǂមសមភព ab2)ba(ba 222   
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េƽយយក 
x
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15
a 







 
  និង 

x

2

15
b 







 
   

េហើយ  1ab 

េគបន 2)x(f)x2(f 2    ។ 

ខ/ គណន 
88

2

15

2

15
A 







 








 
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េគបន )8(fA   

េƽយ 2)x(f)x2(f 2   

េនះ 325
2

15

2

15
2)1(f)2(f

2

2 






 



  

េបើ  េនះ  2x  7292)2(f)4(f 2 

េបើ  េនះ  4x  47272)4(f)8(f 22 

ដូចេនះ 47
2

15
2

15
A

88








 








 
     ។ 

គ/ េƽះ្រǒយសមីករ 5)x(f   

េគបន 3
2

15
2

15
xx








 





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
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ǂង 0
2

15
t

x








 
  

េƽយ 
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1

2
15

1
2

15
2

15
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






 








 







   

សមីករǕចសរេសរ 01t3t3
t
1

t 2   

2
53

t;
2

53
t549 21





  

-ចំេពះ 
2

2
15

2
53

t 






 



   

េគបន 
2x

2
15

2
15








 








   

  នំឲយ  x   ។ 2

-ចំេពះ 2

2
15

2
53

t









 



   

េគបន 
2x

2
15

2
15










 








   

  នំឲយ  x   ។ 2
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លǓំត់ទី២១ 

េគឲយអនុគមន៍ xx )32()32()x(f    
ក/ ចូរបង្ហ ញថ្រគប់ 
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IR  េគមន  x

)x(f3)x(f)x3(f 3    ។ 

ខ/ គណន    99
3232A    ។ 

គ/ េƽះ្រǒយសមីករ 14)x(f   ។ 

ឃ/ចូរបង្ហ ញថ 2)x(f   ្រគប់ IRx , 
ដេǁះ្រǒយំ  

ក/ បង្ហ ញថ    )x(f3)x(f)x3(f 3 

ǂង x)32(a   និង x)32(b   

េគបន 1)32()32(ab xx   

ǂមរបូមន្ត  )ba(ab3)ba(ba 333 

េគបន  ។ )x(f3)x(f)x3(f 3 
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ខ/ គណន    99
3232A     

េគបន )9(fA   

េគមន   )x(f3)x(f)x3(f 3 

ចំេពះ  )1(f3)1(f)3(f:1x 3 

េƽយ 43232)1(f   

េគបន  521264)4(34)3(f 3 

ចំេពះ  
140452)52(352)3(f3)3(f)9(f:3x 33   

ដូចេនះ     1404523232A
99
   ។ 

គ/ េƽះ្រǒយសមីករ 14)x(f   

េគបន 14)32()32( xx   

គុណអងគទំងពីរៃនសមីករនឹង x)32(    
 េគបន 

01)32(14)32(

)32(141)32(
xx2

xx2




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ǂង 0)32(t x   

48149',01t14t2   

នំឲយ 347t;347t 21   

-ចំេពះ 22
1 )32()32(347t   

  េគបន 2x)32()32( 2x    

-ចំេពះ 2
2 )32(347t   

  េគបន 2x)32()32( 2x   

  ដូចេនះសមីករមនឬស 2x;2x 21    ។ 

ឃ/បង្ហ ញថ 2)x(f   ្រគប់ IRx  

េគមន 0)32(;0)32( xx   

ǂមវសមភព ិ GMAM    េគបន 

2)32()32(2)32()32()x(f xxxx   

ដូចេនះ 2)x(f   ្រគប់ IRx ។ 
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លǓំត់ទី២២ 

េគឲយ  ជបីចំនួនពិតវជជមន ។  ិ  c,b,a

ចូរបង្ហ ញថ 
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1

abcca

1

abccb

1

abcba

1
333333










   

 
                                                                           )1998MOUSA(

ដេǁះ្រǒយំ  

បង្ហ ញថ 

abc

1

abcca

1

abccb

1

abcba
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








     
េយើងមន  

0)ba(abba)ba)(ba( 3322   

ឬ )ba(abba 33   

ឬ )cba(ababc)ba(ababcba 33   
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េគទញ  
 1

)cba(abc

c

)cba(ab

1

abcba

1
33 







 

្រǒយបំភ្លឺដូចគន ែដរេគបន 

 

 3
)cba(abc

b

abcca

1

2
)cba(abc

a

abccb

1

33
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





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េគបន 
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1
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



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លǓំត់ទី២៣ 

េគឲយ   និង 1a  1zyx    ។ 

ចូរបង្ហ ញថ 
2
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z
x

(log)
z
y

(log)
y
x

(log 2 

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z
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
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ចំេពះ  1zyx     
េនះ 1

z

x
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z

y
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y

x
  

េƽយ  េនះ  1a 
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z

x
log,0

z

y
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y

x
log aaa 






















 

ǂមវសមភព ិ GMAM   េគបន  
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
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
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


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
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


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
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

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



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x
log aa2  េនះេគបន 
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



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
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
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

z

y
log.

y

x
log2

z

x
log2 aaa2  

ដូចេនះ   
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លǓំត់ទី២៤ 

េគឲយ   ជពហុធដឺេ្រកទីបីៃន x ។  )x(P

េគដឹងថ   ែចកƽច់នឹង   a)x(P  2)ax( 

េហើយ  ែចកƽច់នឹង  a)x(P  2)ax( 

ែដលកនងទីេនះ ុ 0a   និង a  ជចំនួនពិត ។ 

ចូរកំនត់រកពហុធ  ខងេលើេនះ ? )x(P

ដេǁះ្រǒយំ  

កំនត់រកពហុធ  )x(P

េបើ ែចកƽច់នឹង  a)x(P  2)ax( 

នំឲយមនពហុធ មួយែដល  )x(Q

 1a)x(Q)ax()x(P)x(Q)ax(a)x(P 22   

េបើ ែចកƽច់នឹង  a)x(P  2)ax( 

នំឲយមនពហុធ )x(R មួយែដល  
 2a)x(R)ax()x(P)x(R)ax(a)x(P 22   
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ǂម (1) េគមន  
)x('Q)ax()x(Q)ax(2)x('P 2  

ឬ  )x('Q)ax()x(Q2)ax()x('P   

នំឲយ  ែចកƽច់នឹង )x('P ax    ។ 

ǂម (2) េគមន  
)x('R)ax()x(R)ax(2)x('P 2  

ឬ  )x('R)ax()x(R2)ax()x(P   

នំឲយ  ែចកƽច់នឹង )x('P ax    ។ 

េƽយ  ែចកƽច់នឹង )x('P ax   និង   ax 

នំឲយមនចំនួនេថរk  មួយែដល  
22 kakx)ax)(ax(k)x('P   

(េ្រពះ ជពហុធដឺេ្រកទីបីេនះ  )x(P )x('P

ជពហុធដឺេ្រកទីពីរ) 
េគទញ  

Cxka
3

kx
dx)kakx()x(P 2

3

22    
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ax  aេបើេគជំនួស  និង x   េរៀងគន កនង ុ (1)  
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3

3
3

  

និង C
3

ka2
Cka

3
ka
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3

3
3

  
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

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


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
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3

ka2
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បនទ ប់ពីេƽះ្រǒយ្របព័ន្ឋេនះេគបន C 0   
និង 

2a2

3
k   

េហតុេនះ  x
2
3

a2

x
xa.

a2

3
3

x
.

a2

3
)x(P

2

3
2

2

3

2
  

ដូចេនះ  x
2
3

a2

x
)x(P

2

3

    ។ 
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លǓំត់ទី២៥ 

េគឲយពហុធ   1002 )1x3x()x(P 

ក/េƽយមិនបច់ពន្ល តចូរកំនត់េលខ 

េមគុណមុខតួ របស់ពហុធ  ។ 
2x )x(P

ខ/រកសំណល់ពីករែចក  នឹង )x(P 6x5x2    
គ/េគសនមតថ   200

200
2

210 xc...xcxcc)x(P 

គណន 200420 c...cccA   

                  199531 c...cccB   

ដេǁះ្រǒយំ  

ក/កំនត់េលខេមគុណមុខតួ  2x

ǂង  200
200

2
210 xc...xcxcc)x(P 

េគបន  199
200

2
321 xc200...xc3xc2c)x('P 

និង   198
20032 xc199200....xc6c2)x(''P 

េបើ   េនះ 0x 
2

)0(''P
cc2)0(''P 22   
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មន  1002 )1x3x()x(P 

េគបន  1992 )1x3x)(3x2(100)x('P 

និង  
198221992 )1x3x()3x2(19900)1x3x(200)x(''P 

 

េបើ 179300919900200)0(''P0x   

េគទញ 89650
2

179300
c2   

ដូចេនះ េលខេមគុណមុខតួ   គឺ 89650  ។ 2x

ខ/រកសំណល់ពីករែចក  នឹង )x(P 6x5x2     
ǂង bax)x(R  ជសំណល់ ពីករែចក  )x(P

 នឹង    6x5x2 

េគបន  bax)x(Q)6x5x()x(P 2 

េƽយសមីករ 06x5x2   មនឬស  
3x;2x 21   

េគបន  







ba3)3(P

ba2)2(P
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េƽយ  1)3(P;1)2(P)1x3x()x(P 1002 

នំឲយ   1b,0a
1ba3

1ba2









ដូចេនះសំណល់ៃនករែចក  នឹង  )x(P

6x5x2    គឺ 1)x(R   

គ/គណន 200420 c...cccA   

                B 199531 c...ccc    

200210

 
មន  200

200
2

210 xc...xcxcc)x(P 

េគបន c...ccc)1(P   

និង    200210 c....ccc)1(P   

េគបន  
A2)c.....ccc(2)1(P)1(P 200420   

នំឲយ 
2

)1(P)1(P
A


   េហើយ  

2
)1(P)1(P

B


  
100100100 5)131()1(P,1)131()1(P   

ដូចេនះ 
2

15
A

100 
   និង 

2
51

B
100

   ។ 
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លǓំត់ទី២៦ 

េគឲយ  ជពហុធមួយ ។  )x(P

េគដឹងថ ែចកនឹង )x(P )1x(  ឲយ 
សំណល់ 2 េហើយ  ែចកនឹង   )x(P )2x( 

ឲយសំណល់  ។ 3

ក/ ចូររកសំណល់ៃនវធីែចក ិ  នឹង  )x(P

2x3x2   ។ 

ខ/ េគសនមតថ  ជពហុធដឺេ្រកទីបួន )x(P

ៃន  ែដល x 1)2(P   

 5)0(P,7)1(P    ។  ចូរកំនត់  )x(P

គ/ េƽះ្រǒយសមីករ 1x)x(P    ។ 
ដេǁះ្រǒយំ  

ក/ រកសំណល់ៃនវធីែចក ិ  នឹង )x(P 2x3x2   

េƽយ ែចកនឹង )x(P )1x(  ឲយសំណល់ 2  
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1

1

នំឲយមនពហុធ   ែដល  )x(q

2)x(q)1x()x(P   
)x(P  ែចកនឹង )2x(   ឲយសំណល់   3

នំឲយមនពហុធ 

)x(q2 2 ែដល 3)x(q)2x()x(P   

េគបន 








3)x(q)2x()x(P

2)x(q)1x()x(P

2

1  

        











)2(3x3)x(q)2x3x()x(P)1x(

)1(4x2)x(q)2x3x()x(P)2x(

2
2

1
2

ដកសមីករ (2) និង (1) េគបន  
1x)x(q)2x3x()x(P 2      

ែដល )x(q)x(q)x(q 12   

ទំនក់ទំនងចុងេ្រកយេនះបញជ ក់ថ   )x(P

ែចកនឹង 2x3x2  ឲយសំនល់ 1x)x(R    ។ 
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ខ/ កំនត់ពហុធ  )x(P

េគមន    1x)x(q)2x3x()x(P 2 

េƽយ  ជពហុធដឺេ្រកទីបួនេនះ  )x(P

)x(q ្រតូវែតជពហុធដឺេ្រកទីពីរ ។  
ǂង  IRc,b,a,0a,cbxax)x(q 2 

េគបន  1x)cbxax)(2x3x()x(P 22 

េƽយ   និង 1)2(P  5)0(P,7)1(P     

េគបន 












51c2

7)cba(7

11)cb2a4(12

  

សមមូល 











2c

1cba

0cb2a4

 

នំឲយ  2c,5b,2a   

េហតុេនះ    )1x()2x5x2)(2x3x()x(P 22 

បនទ ប់ពីពន្ល តរចួមកេគទទួលបនពហុធ 

5x5x9xx2)x(P 234    ។ 
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គ/ េƽះ្រǒយសមីករ 1x)x(P     
េƽយ    )1x()2x5x2)(2x3x()x(P 22 

េគបន  1x1x)2x5x2)(2x3x( 22 

             
0)1x2)(2x)(2x)(1x(

0)2x5x2)(2x3x( 22




េគទញឬស }2,1,
2
1

,2{x    ។ 
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លǓំត់ទី២៧ 

េគឲយពហុធ     1bxax)x(P 35 

ែដល a និង b ជពីរចំនួនពិតែដលេគឲយ ។ 

ចូរកំនត់ a  េដើមបីឲយ  ែចកƽច់នឹង  )x(P

1x3x2    ។ 

ដេǁះ្រǒយំ  

កំនត់តៃម្ល a  

េដើមបីឲយ  ែចកƽច់នឹង )x(P 1x3x2    
លុះ្រǂែតឬសរបស់សមីករ 01x3x2     
ជឬសរបស់សមីករ 0)x(P  ែដរ។ 

ǂង  និង  ជឬសរបស់សមីករ  
01x3x2     

ǂម្រទឹស្តបីទែវយតេគបន 







1

3
 

េបើ  និង  ជឬសរបស់សមីករ     0)x(P 
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េនះេគបន 



















01ba

01ba

0)(P

0)(P
35

35

 

                 
 
 










20ba

10ba
33353

33335

ដកសមីករពីេនះ  0)()(a 332233 

េគទញ 
3
8

3
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a
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2







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ដូចេនះ  
3
8

a     ។ 
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លǓំត់ទី២៨ 

េគឲយពហុធ    ែដល  8x42bxx)x(P 2n 

 និង b  ជពិតែដលេគឲយ ។ INn

ចូរកំនត់ n  និង bេដើមបីឲយ  ែចកƽច់នឹង  )x(P

8x6x2   ។ 

ដេǁះ្រǒយំ  

កំនត់តៃម្ល n  និង b 

េបើ  4x;2x08x6x 21
2 

េដើមបីឲយ  ែចកƽច់នឹង )x(P 8x6x2    
 លុះ្រǂែត 








0)4(P

0)2(P
 

ឬ   










08)4(42b164

08)2(42b42
n

n

 
 






















2176b164

1368b162.4

1

4

176b164

92b42
n

n

n
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លǓំត់ទី២៩ 

េគមនអនុគមន៍េលខ f  កំនត់ពីសំណំុ IN   
េទសំណំុ IRេƽយ 0)0(f    
និង 

2n2
tan)n(f2)1n(f 
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
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 1
2

tan
2
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
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
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

   

ដូចេនះ 
1n2

cot)n(f



    ។ 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

លǓំត់ទី៣០ 

េគឲយស្វតីចំុ នួនពិត  កំនត់េƽយ )y( n

3
0 2

3
y    និងទំនក់ទំនងកំេណើ ន  

3 3

n

6

n

2

n

1n

2y2y

y
y


    

ែដល   ។ ....,2,1,0n 

ចូរគណន  ជអនុគមន៍ៃន n។ ny

ដេǁះ្រǒយំ  

គណន y  ជអនុគមន៍ៃន n n

មន 
3 3

n
6

n

2
n

1n
2y2y

y
y


    

1)1y(

)1y(2
1

2y2y

y
1y

2y2y

y
y

23

n

3

n
3

n

6

n

6

n3

1n

3

n

6

n

6

n3

1n
















 

 

  

- 98 - 



គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

ǂងស្វតីជំនួយ ុ    1yz 3
nn 

េគបន  
1z

z2
z

2
n

n
1n


   មនសមីករសំគល់  

1r

r2
r

2 
  

សមមូល 1r,1r,0r0)1r)(1r(r 321   

ǂងស្វជំីនួយ ុ 1z
1z

t
n

n
n 


    

េគបន 
2

n

n

2
n

n

2
n

n

1n

1n
1n 1z

1z

1
z1

z2

1
z1

z2

1z
1z

t 


























  

                ǂង 2
n1n tt  nn tu     

េគបន   ឬ  2
n1n )u(u  

2
n1n uu   

)uln(2)uln( n1n    

េគទញ   ជស្វតីធរណីម្រតមនុ  })uln({ n

nn

ផលេធៀបរមួ 2  ។ 

េគបន    n2
0n0

n
n uu)uln(2)uln( 

េƽយ    tu 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

េនះ   ឬ      
n2

0n tt   
n2

0n tt 

ែត 
3
1

2
3

2
2
3

1)1y(

1)1y(
1z
1z

t
3

0

3
0

0

0
0 












  

េគទញ 
n2

n2

n
3

1
3
1

t 





  

េƽយ  
13

13
t1
t1

z
1z
1z

t
n2

n2

n

n
n

n

n
n













    

ǂម  3
n2

n2
3

nn
3

nn
13

13
1z1y1yz




    

ដូចេនះ   3
n2

n2

n
31

32
y




      ។ 

 
 
 
 
 
 
 
 

  

- 100 - 



គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

លǓំត់ទី៣១ 

េគឲយ 1a0,IRa    េហយ ើ f   
ជអនុគមនជ៍បេ់ល ើ  េƽយ ]1;0[

1)1(f;0)0(f    នង ិ  
)y(af)x(f)a1()

2

yx
(f 

    
ចំេពះ្រគប ់ ]1,0[y;x   នង ិ yx   ។ 
ចូរកំនត ់ )

7

1
(f    ? 

                                   (IMO Longlist 1989) 
ដេǁះ្រǒយំ  

កំនត ់ )
7

1
(f  

 េគមន )y(af)x(f)a1()
2

yx
(f 

   (1) 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

យក 
7

2
y;0x   ជួសកនង ុ (1) េគបន 

)
7

2
(af)0(f)a1()

7

1
(f   
េគទញ )

7

1
(f

a

1
)

7

2
(f    (  េ្រពះ 0)0(f   ) 

យក 1y;
7

1
x   ជួសកនង ុ (1) េគបន  

a)
7

1
(f)a1()1(af)

7

1
(f)a1()

7

4
(f   
យក 

7

4
y;

7

2
x   ជួសកនង ុ (1) េគបន 

2

2

2

a)
7
1

(f
a

)a1)(a1(

a)
7

1
(f)]a1(a

a

a1
[)

7

3
(f

a)
7
1

(f)a1(a)
7
1

(f
a
1

)a1()
7
3

(f

)
7
4

(af)
7
2

(f)a1()
7
3

(f















 










 

យក 1y;0x   ជួសកនង ុ (1) េគបន a)
2

1
(f   
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

យក 
7

4
y;

7

3
x   ជួសកនង ុ (1) េគបន 





 



 






a)
7

1
(f)a1(aa)

7

1
(f

a

)a1)(a1(
)a1(a

)
7

4
(af)

7

3
(f)a1()

2

1
(f

2

2
 

32

2

22

2

22

2

222

23

232

22

aa2a1

)a1(a

a)a1)(a1(

)a1(a
)

7

1
(f

)
7

1
(f

a

]a)a1)(a1)[(a1(
)a1(a

)
7

1
(f

a

)a1(a)a1()a1(
aa2a

a)
7

1
(f)a1(aaa)

7

1
(f

a

)a1()a1(
a





















 

ដូចេនះ 
32

32

aa2a1

aa
)

7

1
(f




 ,។ 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

លǓំត់ទី៣២ 

eK[  CacMnYnviC¢manEdl c,b,a 3cabcab   . 
cUrbgðajfa   

abc

1

)ba(c1

1

)ac(b1

1

)cb(a1

1
222










  

ដេǁះ្រǒយំ  

bgðajfa  

abc

1

)ba(c1

1

)ac(b1

1

)cb(a1

1
222










  

tamvismPaB  eKman ³ GMAM 

3 2)abc(
3

cabcab
1 


   b¤  1abc   . 

eKman  

)abc1(a3
1

)bc3(a1
1

)acab(a1
1

)cb(a1
1

2 









 

eday  abc  b¤ 1  enaH 1 0abc  )1(
a3
1

)cb(a1
1

2 


 
dUcKñaEdr )3(

c3
1

)ba(c1
1

,)2(
b3
1

)ac(b1
1

22 




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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

bUkvismPaB  nig  eK)an  )2(;)1( )3(    
abc3

cabcab

c3

1

b3

1

a3

1

)ba(c1

1

)ac(b1

1

)cb(a

1
222












3cabc


1   eday ab  

dUcenH  
abc

1
)ba(c1

1
)ac(b1

1
)cb(a1

1
222 








   . 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

លǓំត់ទី៣៣ 

េគយក  ជមំុបីៃន្រតីេកណ  ។ A , B ,C ABC

ǂងអនុគមន៍ 2sin A
y cot A

cos A cos(B C)
 

 
   

រកតៃម្លអបបរមៃនអនុគមន៍េនះ ? 

ដេǁះ្រǒយំ  

តៃម្លអបបរមៃនអនុគមន៍ 
2sin A

y cot A
cos A cos(B C)

 
 

 

េគមន   A B C   

េនះ co  s A cos( B C) cos(B C)      

េគបន 

 
2

2sin A
y cot A

cos(B C) cos(B C)

sin A
cot A

sinBsinC

cos AsinBsinC sin A

sin AsinBsinC

 
  

 



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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

យក a ,  ជ្រជុងរបស់្រតីេកណេនះ b , c

ǂម្រទឹស្តបីទសីុនូសេគមន 

a b c
2R

sin A sinB sinC
    នំឲយ  

a 2R sin A

b 2R sinB 1

c 2R sinC


 
 

 

ǂម្រទឹស្តបីទកូសីុនូសេគមន 

 2 2 2a b c 2bccos A 2    

យកទំនក់ទំនង (1  ជួសកនង ុ (2  េគបន ) )

2 2 2 2 24R sin A 4R (sin B sin C 2sinBsinCcos A)    

េគទញ 2 2 2sin B sin C sin A
sinBsinCcos A

2

 
  

េហតុេនះអនុគមន៍ y  Ǖចសរេសរ  
2 2sin A sin B sin C

y
2sin AsinBsinB

 


2

 

ǂមវសមភព ិ AM GM  េគមន 
32 2 2sin A sin B sin C 3 (sin AsinBsinC)   2  
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

23

3

3 (sin AsinBsinC)
y

2sin AsinBsinC

3 1
y

2 sin AsinBsinC

 

 

 

ǂងអនុគមន៍ f (x) sin x   ែដល 0 x   

េគមន f  ''(x) sin x 0 , x (0; )     

នំឲយ f (  ជអនុគមន៍េប៉ង ។  x)

ǂម្រទឹស្តបីទ  េគបន  Jensen

f (A) f (B) f (C) A B C
f( )

3 3

   
  

ឬ sin A sinB sinC A B C 3
sin( )

3 3

   
 

2
 

ǂម វសមភព ិ AM GM  េគមន 
3sin A sinB sinC

sin AsinBsinC
3

 
  

េគទញ 3 3
sin AsinBsinC

2
  

ឬ 3 3
sin AsinBsinC

8
  

េហតុេនះ 3
3 1 3 2

y . 3
2 sin AsinBsinC 2 3

    
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

េƽយ 2sin A
y cot A 3

cos A cos(B C)
  

 
   

ដូចេនះតៃម្លអបបរមៃនអនុគមន៍គឺ 3   ។ 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

លǓំត់ទី៣៤ 

កនង្រតីេកណ ុ មួយមនេមដយនៃន្រជុង  ABC

AB AC និង  ែកងគន  ។ 

ចូរបង្ហ ញថ 2
cot B cot C

3
   ។  

                                          ( CMO 1993 ) 
ដេǁះ្រǒយំ  

បង្ហ ញថ 2
co    t B cot C

3
 

 A

B

 
 
 
 

E F  

G  

 
 
 

 CD   
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

េយើងសង់េមដយន  េហើយǂង  AD , BE , CF

  

- 111 - 

G ABC ជទី្របជំុទមងន់ៃន្រតីេកណ  ។ 

យក GE   និង x GF y  េនះេគបន  
BG 2GE 2x    និង CG 2GF 2y   

េយើងមន  

2 2

cot B cot( GBA GBC)

cot( GBA).cot( GBC) 1

cot( GBA) cot( GBC)

2x 2x
1

y 2y 2x y
2x 2x 3xy
y 2y

  
 


  

  
      





 

ដូចគន ែដរ 2 22y x
cot C

3xy


  

េគបន 2 2 2 2 22x 2y 2y x x y
cot B cot C

3xy 3xy 3xy

  
     

ǂមវសមភពិ  AM-GM េគមន  
2 2 2 2x y x y 2

xy
2 3xy 3

 
    

ដូចេនះ  2
cot B cotC

3
    ។ 



គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

លǓំត់ទី៣៥ 

េគឲយ a ;  ជបីចំនួនពិតវជជមន ។ ិ  b ; c

ចូរបង្ហ ញថ 
2 2 2a 1 b 1 c 1

3
b c c a a b
  

  
  

   
  (Regional Mathematical Olympiad-India   2006) 

ដេǁះ្រǒយំ  

បង្ហ ញថ 
2 2 2a 1 b 1 c 1

3
b c c a a b
  

  
  

  
ǂមវសមភព ិ AM GM  េគមន  2a 1 2  a

េគទញ 
2a 1 2a

b c b c



 

 

ដូចគន ែដរ 
2b 1 2b

c a c a



 

 និង 
2c 1 2c

a b a b



 

 
2 2 2a 1 b 1 c 1 2a 2b 2c

b c c a a b b c c a a b
  

    
     

   
េគមន  

2 22a 2b 2c 2a 2b 2c
b c c a a b a(b c) b(c a) c(a b

    
     

2

)
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

ǂមវសមភព ិ Cauchy-Schwartz េគបន 

   
2 2 2a b c (a b c

a(b c) b(c a) c(a b) 2(ab bc ca)

 
  

    

2)    

ឬ 
2 2 22a 2b 2c (a b c)

a(b c) b(c a) c(a b) ab bc ca
 

  
   

2


   

 

េƽយ  
2 2 2 2 2 2a b b c c a

ab bc ca
2 2 2
  

    

a

 

ឬ  2 2 2a b c ab bc c    

ែថមអងគទំងពីរនឹង 2ab 2bc 2ca    
េគបន  2(a b c) 3(ab bc ca     )

នំឲយ    
2(a b c)

3
ab bc ca

 


 
 

េគទញ
2 2 22a 2b 2c

3
a(b c) b(c a) c(a b)

  
  

   

ដូចេនះ 
2 2 2a 1 b 1 c 1

3
b c c a a b
  

 
  

   ។ 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

លǓំត់ទី៣៦ 

សនមតថពហុធ n n 1
n 1 1 0x a x ... a x a
     

Ǖចƽក់ជកǂ្ត  1 2(x r )(x r )...(x r )n    

ែដល  ជចំនួនពិត ។ 1 2r ,r , ...,rn

ចូរបង្ហ ញថ 2
n 1 n 2(n 1)a 2na     ។ 

 

  (Costa Rican Math Olympiad 2009) 

ដេǁះ្រǒយំ  

បង្ហ ញថ 2
n 1 n 2(n 1)a 2na      

េយើងមន   
n

i 1 2 n n
i 1

r r r ... r a 


     1

និង  i j n 2
1 i j n

r .r a 
  

  ។េគមន  

     
2n2

i j i i j
1 i j 1 i 1 1 i j n

r r (n 1) r 2n r .r
      

       
   0 

េគទញ 2
n 1 n 2(n 1)a 2na 0     

ដូចេនះ 2
n 1 n 2(n 1)a 2na     ។ 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

លǓំត់ទី៣៧ 

មន  និង x y  ជពីរចំនួនពិតវជជមនែដលិ  

េផទȣងផទ ត់ (1 x)(1 y)   2 ។ 

ចូរបង្ហ ញថ 1
xy 6

xy
     ។ 

 

  (Costa Rican Math Olympiad 2009) 

ដេǁះ្រǒយំ  

បង្ហ ញថ 1
xy 6

xy
    

េគមន 

 
(1 x)(1 y) 2

1 x y xy 2

x y 1 xy

  
   

  
 

ǂមវសមភព ិ AM GM   
េគមន x y 2 xy   

េគទញ 21 xy 2 xy (1 xy) 4xy      

  

- 115 - 



គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

សមមូល 21 2xy (xy) 4xy    

ឬ 21 (xy) 6xy   

េƽយែចកអងគទំងពីរនឹង xy  
េគបន  1

xy 6
xy

    ។ 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

លǓំត់ទី៣៨ 

េគមនបីចំនួនពិតវជជមន ិ a,  ។ b ,c

ចូរបង្ហ ញថ 
3 3 3a b c

a b
bc ca ab

c       ។ 

ដេǁះ្រǒយំ  

ǂមវសមភព ិ AM-GM េគបន 

 

 

 

3 3
3

3 3
3

3 3
3

a a
b c 3 .b.c 3a 1

bc bc

b b
c a 3 .c.a 3b 2

ca ca

c c
a b 3 .a.b 3c 3

ab ab

   

   

   

 

បូកវសមភព ិ (1), (2) និង (3) 
 អងគនិងអងគេគបន 

3 3 3a b c
2(a b c) 3(a b c)

bc ca ab
         

  

ដូចេនះ 
3 3 3a b c

a b
bc ca ab

     c ។ 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

លǓំត់ទី៣៩ 
េគមនស្វត ុ ី  កំនតេ់ƽយ )x( n 10 1xx   នងិ 
ចំេពះ្រគប ់n  េគមន 1

1n

k

n

1n x

1x
x






   

ែដល k  ជចំនួនគត ់នង ិ 2k   ។ 
ចូរបង្ហ ញថ  ជស្វតៃនចំនួនគត ់ុ ី ? )x( n

ដេǁះ្រǒយំ  

បង្ហ ញថ  ជស្វុីតៃនចំនួនគត ់ )x( n

1x េគមន x  នង ិ10

1n

k

n

1n x

1x
x






  

េគបន 2
x

1x
x

0

k

1

2 


  ជចំនួនគត ់

          12
x

1x
x k

1

k

2

3 


  ជចំនួនគត ់

ឧបមថ  សុទ្ឋែតជចំនួន n1n210 

1n

x,x....,,x,x,x

គត ់។ េយងនង្រǒយថ ើ ឹ  ជចំនួនគតែ់ដរ។ x
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

េគមន 
1n

k

n

1n x

1x
x






   នង  ិ

2n

k

1n
n x

1x
x



 
  

េគបន 
1n

k

2n

k
1n

1n x

1
x

1x

x















 

  

           
k

2n1n

k
2n

kk
1n

1n x.x

x1x
x







  

េƽយ 2nn
k

1n
2n

k
1n

n xx1x
x

1x
x 



 


  

ឬ   k
2n

k
2n

k
n

k
2n

kk
1n xxxx1x    ែចកƽចន់ងឹ 

k
2nx   ។ 

េហយ ើ )x(mod11x 1n
k

1n    
េនះ    )x(modx1x1x 1n

k
2n

k
2n

kk
1n    

េƽយ 3n1n3n
3n

k
2nk

2n xxx.
x

x1
x1 




 


  

េនះ )x(mod0x1 1n
k

2n     ។ 
1n  ជចំនួនគត ់ស្រមយខងេលេនះបញជ កថ់ើ x
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

លǓំត់ទី៤០ 

េគយកចំនុច   េរៀងគន េនេលើ M;L;K

្រជុង   ។ AB;CA;BC

ចូរបង្ហ ញថយ៉ងតិចមនមួយៃន្រតីេកណ 

CLK,BKM,AML  មនៃផទ្រកǔតូចជង 

ឬេសមើ 
4
1   ៃនៃផទ្រកǎ្រតីេកណ ABC  ។ 

                                                                 (IMO 1966) 

ដេǁះ្រǒយំ
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 A

2ករបង្ហ ញ 

 

 

M

L  

B CK   



គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

ǂង   េរៀងគន ជៃផទ្រកǔរបស់ 321 S;S;S

    ្រតីេកណ  និង S  ជៃផទ CLK,BKM,AML

4្រកǔរបស់្រតីេកណ   ។ ABC
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5ឧបមថ S
1

S1  4
  េƽយ  













AsinAC.AB
2
1

S

AsinAL.AM
2
1

S1  

6េគបន AsinAC.AB
8
1

AsinAL.AM
2
1

  

AC.ABAL.AM4   

LC.ML
AL.AM

AM
ML

AL
LC

3

LC.MLAL.MLLC.AMAL.AM3

LC.MLAL.MLLC.AMAL.AMAL.AM4

)LCAL)(MLAM(AL.AM4








 

7ǂង 
BM
AM

z;
AL
CL

y;
CK
BK

x   



គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

8េគបន )1(
z
y

z
1

y3   

9ឧបមថ S
4
1

S2  និង S
4
1

S3   េហើយ្រǒយ 

10ដូចគន ែដរេគបន )2(
y
x

y
1

x3   

11និង  )3(
x
z

x
1

z3   

12បូកវសមភព ិ   េគបន )3(&)2(,)1(

)
x
z

z
y

y
x

()
z
1

y
1

x
1

()zyx(9   

13ǂមវសមភព ិ GMAM    េគមន 

9)
x
z

z
y

y
x

()
z
1

y
1

x
1

()zyx(   

14េហតុេនះករឧបមខងេលមនពត  ។ើ ិ ិ  
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

ដូចេនះ យ៉ងតិចមនមួយៃន្រតីេកណ 

CLK,BKM,AML  មនៃផទ្រកǔតូចជង 

ឬេសមើ 
4
1   ៃនៃផទ្រកǎ្រតីេកណ ABC  ។ 

 

                 េរៀបេរៀងេƽយ លម ផលគនឹ ុ  

                      Tel : 017 768 246 
                          Email: lim_phalkun@ymail.com 
                           www.mathtoday.wordpress.com 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

លំǓតអ់នវុត្តន ៍
1/េគឲយ្របែវង  ។ ចូរសង្់រតេកណ ី  AC ABC

ែដលមនមុ ំ o90ABC   នងេមដយន ិ BM  
េផទȣងផទ ត ់   ។       (IMO 1959 ) AC.ABBM2 

2/ ចូរកំនត្់រគបចំ់នួនមនេលខបខទងេ់បេគដងថី ើ ឹ  
 ែចកƽចន់ង ឹ 3  េហយ  ើ

11
N  េសមនងផលបូកកេរើ ឹ  N

ៃនេលខលំƽបរ់បស់Ǐ ។                (IMO 1960) 
3/ សង្់រតេកណ ី  ,ឲយ្របែវងABC cAB,bAC   
នងមុ្ំរសួចិ AMB  ែដល Mជចំនុចកǁ្ត ល 
ៃន BC  ។   
ចូរបង្ហ ញថសំណងǕ់ចមនលុះ្រǂែតនងមនែតិ  

bc
2

tanb 
   ។                        (IMO1961) 
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

4/េគឲយ  ជ្រតេកណែកង្រតង ់ី  េហយមនើ  ABC A

កំពស់  ។ រង្វងផ់ចតិ  នង ិ  ចរកេរៀងគនឹ  AD 1O 2O
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21កនង្រតេកណ ុ ី ABD នង ិ ACD ។ បនទ ត់  OO

កត្់រជុង  នង ិ  េរៀងគន ្រតង ់AB AC K  នង ិ L។ 
ǂង S  នង ិ  ជ្រកǔៃផទ្រតេកណ ី  1 2

21

S ABC

នង ិ  េរៀងគន  ។ AKL

ចូរ្រǒយបញជ កថ់   ? S2S 

5/ េគឲយបចំនុចខុសគន   ី េនេលរង្វង ់ើ  C,B,A )K(

ចូរសងចំ់នុច D េនេល រង្វង ់ើ េƽយដងថឹ  )K(

ចតុេកណ  Ǖចមនរង្វងច់រកកនង ។ឹ ុ  ABCD

                                                 (IMO1962) 
6/ ចូរបង្ហ ញថ 

2
1

7
3

cos
7

2
cos

7
cos 







  
                                                 (IMO1963) 
 



គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

7/ ក-ចូរកំនត្់រគបចំ់នួនគតធ់មមជត ិn  េƽយដងឹថ 
          ែចកƽចន់ង ឹ 7  ។ 12n 

    ខ-ចូរបង្ហ ញថគម នចំនួនគតធ់មមជត ិn  ǁ 
        ែដល   ែចកƽចន់ង ឹ 7  ។ 12n 

                                                (IMO1964) 
8/ ្រតេកណ ី OAB  មយួមនមុ ំ AOB  ជមុ្ំរសួច 
M  ជចមណុចេនេល ើ  ។ P  នង ិ Q ជេជងៃនើ  AB

ចំេǁលែកងព ីM  េទេល ើ OA នង ិ OB េរៀងគន ។ 
េតអ្វជសំណំុចំនុចើ ី H ជអរតូសង្់រតេកណី OPQ? 
កំនតសំ់ណំុចំនុច Hេប ើ M ែ្រប្របួលកនងុ   ? OAB

                                                 (IMO1965) 
9/បង្ហ ញថេប ើ

2
C

tan)BtanACAtanBC(ACBC   
េនះ  ជ្រតេកណសមបត ។  ី (IMO1966) ABC
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គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

10/ ្របេលឡ្រកម ូ  មន ABCD 1AD,aAB   
មុ ំ   េហយ្រតេកើ ី ណ  មនមុទំងំ BAD ABD

អស់ជមុ្ំរសួច ។ 
បង្ហ ញថរង្វងម់នកេំសម ើ 1 នងមនផចត ិ ិ  C,B,A

នង ិ D ្រគបដណ្ត ប្់របេលឡ្រកម្របសនេបូ ិ ើ 
 sin3cosa    ?             (IMO 1967 ) 

11/េគឲយ f  ជអនុគមនៃ៍នតៃម្លពតកំនត្់រគបចំ់នួនិ  
ពត ិ , េƽយដងថ ចំេពះ្រគប ់ឹ  េគមន 0a 

)x(f)x(f
2
1

)ax(f 2   ចំេពះ្រគប ់x ។ 
ចូរបង្ហ ញថ f  ជអនុគមនខួ៍ប រចួឲយឧទហរណ៍ 
មយួេƽយដងថ ឹ f  ជអនុគមនម៍នេថរចំេពះ ិ 1a   
                                                (IMO 1968) 
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12/ C ជចំនុចមយួេនេលកន្លះរង្វងអ់ងកតផ់ចតើ ិ  AB

រǏង  នង ិ B  ។  ជេជងចំេǁលែកងព ើ ី C A D

េទេល ើ  ។ រង្វង់  ចរកកនង្រតេកណឹ ីុ ABC AB )K( 1

រង្វង ់ បះ៉នង ឹ   នងកន្លះរង្វង ់។ិ  )K( 2 DA;CD

រង្វង ់ បះ៉នង ឹ   នងកន្លះរង្វង ់។ិ  )K( 3 DB;CD

បង្ហ ញថរង្វង ់  មនបនទ តប់ះ៉រមួ )K(,)K(,)K( 321

មយួេផƞងពីAB  ។                      (IMO 1969 ) 
13/ កនងេត្រǂែអត៊ ុ  មន ABCD o90BDC   
េហយេជងៃនចំេǁលែកងព ើ ីើ  េទេលប្លង់ើ  D )ABC(

គជអរតូសងៃ់ន្រតេកណ ឺ ី   ។ ABC

ចូរបង្ហ ញថ  
)CDBDAD(6)CABCAB( 2222   

េតេពលǁេទបេយងបនសមភព ើ ើ ើ ? 
                                               (IMO 1970) 

  

- 128 - 



គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

14/ f  និង g  ជអនុគមន៍តៃម្លពិតកំនត់េលើ 
បនទ ត់ពិត ។ ចំេពះ្រគប់  និង x y  េគមន 

)y(g)x(f2)yx(f)yx(f   ។ 

f  មិនǕចសូនយនិង 1|)x(f    , 
បង្ហ ញថ 1|)x(g|   ចំេពះ្រគប់   ។ x

                                               (IMO 1972 ) 

15/ ចូរបង្ហ ញថមនចំនុច  មួយេលើ្រជុង  D AB

ៃន្រតីេកណ  េƽយដឹងថ CD ជមធយម ABC

ធរណីម្រតរǏង  និង  លុះ្រǂែតនិង AD DB

មនែត 
2
C

sinBsinAsin 2   ។     (IMO 1974) 

16/កំនត់្រគប់ចំនួនពិត a េដើមបីឲយមនចំនួនពិត 

   មិនអវជជមន ិ  េផទȣងផទ ត់ 54321 x,x,x,x,x

       (IMO1979) 














3

5

5

4

5

3

5

2

5

1

2

5

3

4

3

3

3

2

3

1

54321

ax5x4x3x2x

ax5x4x3x2x

ax5x4x3x2x

  

- 129 - 



គណតវិទយជុវិញពភពេǎកិ ិំ  

17/  ចំេពះ្រគប់ចំនួនគត់មិនអវជជមន ិ  y&x

អនុគមន៍  េផទȣងផទ ត់ )y,x(f

 










)y,1x(f,xf)1y,1x(f

)1,x(f)0,1x(f

1y)y,0(f
 

ចូរកំនត់   ?                             (IMO1981) )1981,4(f

18/ កំនត់គូមួយៃនចំនួនគត់វជជមន ិ  b,a

េƽយដឹងថ )ba(ab   ែចកមិនƽច់នឹង 7 

បុ៉ែន្ត 777 ba)ba(   ែចកƽច់នឹង   ។ 
77

                                                              (IMO 1984) 

19/ A circle has center on the side AB of the cyclic 

quadrilateral ABCD. The other three sides are 
tangent to the circle. Prove that AD + BC = AB. 
(IMO 1985) 

20/ In an acute-angled triangle ABC the interior 

bisector of angle A meets BC at L and meets the 
circumcircle of ABC again at N. From L 
perpendiculars are drawn to AB and AC, with feet K 
and M respectively. Prove that the quadrilateral 
AKNM and the triangle ABC have equal areas. 
                                                               (IMO 1987)        

  

- 130 - 


	01-Olympiad  book 5
	02 Merger
	03 Introduction
	Problems.5+solu
	                                                                 (IMO 1966)
	                                                                 (IMO 1966)
	ការបង្ហាញ
	    ត្រីកោណ និង  ជាផ្ទៃ
	ក្រឡារបស់ត្រីកោណ   ។
	ឧបមាថា   ដោយ  
	គេបាន 
	តាង 
	គេបាន 
	ឧបមាថា និង  ហើយស្រាយ
	ដូចគ្នាដែរគេបាន 
	និង  
	បូកវិសមភាព   គេបាន
	តាមវិសមភាព   គេមាន
	ហេតុនេះការឧបមាខាងលើមិនពិត  ។


