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អរមភកថ 

 
  
 សួសតីរបិយមិតតអនកសិកសទងំអស់ជទីរប់អន ! េសៀវេភគណិតវទយិ  

ជវញពិភពេលកែដលអនកសិកសកំពងែតកន់េនកនងៃដេនះខញំបទបនេរៀបេរៀងុ ុំ ិ ុ ុ  

េឡងទកជុ ឯកសសរមប់អនកសិកសែដលមនបំនងេរតៀមរបឡងសិសសពូែក 

គណិតវទយ និង េរតៀមរបឡងអហរូបករណ៍នន ។ិ  

កនងេសៀវេភុ េនះខញំបទបនជេរជសេរ សលំហត់ែដលបេនេចញរបឡងរួចេហយុ  

ពីរបេទសននជវញពិភពេលក ុំ ិ និង របឡងគណិតវទយអនតរជតិ េហយលំហត់ិ  

មួយចំនួនេទៀតដករសង់េចញពី Website ននតម Internet   មកេធវបំនក 
រសយយ៉ងេកបះកបយបំផតែដលអចឲយអនកសិកសងយយល់ុ  ឆប់ចងច ំ។ 
 ជទីបញច ប់េនះេយងខញំសូមេគរពជូនពរដល់អនកសិកសទងំអស់សូមជួបែតុ  

េសចកតីសខ និង សំណងលអជនិចចុ រពមទងំទទួលបនជ័យជនះរគប់ភរកិចច។ំ  

 

 

                                                   បត់ដបង ៃថងទ ំ ី ២ ែខ វិចឆក ឆន  ំ២០០៩ 

                                                                   អនកនពនឋ នង រសវរជវិ ិ  

                                                                   លម ផលគន នង ែសន ពសដឋឹ ិ ិ ិុ  



គណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពិ ិិ ិិ ិិ ិំំ ំំ ភពេលកភពេលកភពេលកភពេលក    

 

     េដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋុុ ុុ                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             ទំពរ ័ទំពរ ័ទំពរ ័ទំពរ ័1  
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១១១១----េដះរសយរបពន័ឋសមីករ ៖េដះរសយរបពន័ឋសមីករ ៖េដះរសយរបពន័ឋសមីករ ៖េដះរសយរបពន័ឋសមីករ ៖ 

 
                 
 
២២២២----េគឲយអនគមន៍  េគឲយអនគមន៍  េគឲយអនគមន៍  េគឲយអនគមន៍  ុុ ុុ f   កំនត់ចំេពះរគប់ចំនួនគត់    កំនត់ចំេពះរគប់ចំនួនគត់    កំនត់ចំេពះរគប់ចំនួនគត់    កំនត់ចំេពះរគប់ចំនួនគត់  0n ≥≥≥≥   េដយទំនក់ទំនង ៖  េដយទំនក់ទំនង ៖  េដយទំនក់ទំនង ៖  េដយទំនក់ទំនង ៖ 

                1)0(f ====    និង     និង     និង     និង  n21n2)n(f2)1n(f ++++++++++++====++++  

                កកកក----េគតង  េគតង  េគតង  េគតង  n2cnban)n(g)n(f ++++++++++++====  ។  ចូរបងហ ញថេគអចកំនត់បី ។  ចូរបងហ ញថេគអចកំនត់បី ។  ចូរបងហ ញថេគអចកំនត់បី ។  ចូរបងហ ញថេគអចកំនត់បី    
                ចំនួនពិត ចំនួនពិត ចំនួនពិត ចំនួនពិត c,b,a  េដមបឲីយ  េដមបឲីយ  េដមបឲីយ  េដមបឲីយ )n(g2)1n(g ====++++  ចំេពះរគប់ចំនួនគត់  ចំេពះរគប់ចំនួនគត់  ចំេពះរគប់ចំនួនគត់  ចំេពះរគប់ចំនួនគត់ 0n ≥≥≥≥  ។ ។ ។ ។ 

                ខខខខ----ចូរកំនត់  ចូរកំនត់  ចូរកំនត់  ចូរកំនត់  )n(f   ជអនគមន៍ៃន    ជអនគមន៍ៃន    ជអនគមន៍ៃន    ជអនគមន៍ៃន  ុុ ុុ n   ។  ។  ។  ។ 

៣៣៣៣----េដះរសយសមីករេដះរសយសមីករេដះរសយសមីករេដះរសយសមីករ 
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៤៤៤៤----េគឲយអនគមន៍ េគឲយអនគមន៍ េគឲយអនគមន៍ េគឲយអនគមន៍ ុុុុ f  និង  និង  និង  និង g   កំនត់េល   កំនត់េល   កំនត់េល   កំនត់េល IR  េហយេផទៀងផទ ត់ទំនក់ទំនង ៖ េហយេផទៀងផទ ត់ទំនក់ទំនង ៖ េហយេផទៀងផទ ត់ទំនក់ទំនង ៖ េហយេផទៀងផទ ត់ទំនក់ទំនង ៖ 

            9x)2x(g)1x2(f 2 ++++====−−−−++++++++    និង     និង     និង     និង  18x25)3x2(g2)1x4(fx −−−−====−−−−−−−−−−−−  

            ចូរកំនត់រកអនគមន៍  ចូរកំនត់រកអនគមន៍  ចូរកំនត់រកអនគមន៍  ចូរកំនត់រកអនគមន៍  ុុ ុុ )x(f   និ  និ  និ  និង  ង  ង  ង  )x(g  

 
៥៥៥៥----េគឲយសីវតចំនួនពិត  េគឲយសីវតចំនួនពិត  េគឲយសីវតចំនួនពិត  េគឲយសីវតចំនួនពិត  )u( n   កំនត់េដយ  ៖  កំនត់េដយ  ៖  កំនត់េដយ  ៖  កំនត់េដយ  ៖ 

            1u0 ====    និង ទំនក់ទំនងកំេណ ន     និង ទំនក់ទំនងកំេណ ន     និង ទំនក់ទំនងកំេណ ន     និង ទំនក់ទំនងកំេណ ន  
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            ចំេពះរគប់  ចំេពះរគប់  ចំេពះរគប់  ចំេពះរគប់  ....,2,1n ==== ,,,,។។។។ 

            ចូរគណន ចូរគណន ចូរគណន ចូរគណន nu  ជអនគមន៍ៃន   ជអនគមន៍ៃន   ជអនគមន៍ៃន   ជអនគមន៍ៃន  ុុ ុុ n   និងរកលីមីត    និងរកលីមីត    និងរកលីមីត    និងរកលីមីត  (((( ))))n
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៦៦៦៦----kñúgRtIekaN kñúgRtIekaN kñúgRtIekaN kñúgRtIekaN ABC  knøHbnÞat;BuHmMu  knøHbnÞat;BuHmMu  knøHbnÞat;BuHmMu  knøHbnÞat;BuHmMu BCA∠∠∠∠  RbsBVrgVg;carwkeRkA RbsBVrgVg;carwkeRkA RbsBVrgVg;carwkeRkA RbsBVrgVg;carwkeRkA    
        RtIekaNenHRtg; RtIekaNenHRtg; RtIekaNenHRtg; RtIekaNenHRtg; R  ehIyknøHbnÞat;BuHenHkat;emdüaT½rénRCug  ehIyknøHbnÞat;BuHenHkat;emdüaT½rénRCug  ehIyknøHbnÞat;BuHenHkat;emdüaT½rénRCug  ehIyknøHbnÞat;BuHenHkat;emdüaT½rénRCug BC     
        Rtg; Rtg; Rtg; Rtg; P  nigkat;emdüaTr½énRCug  nigkat;emdüaTr½énRCug  nigkat;emdüaTr½énRCug  nigkat;emdüaTr½énRCug AC  Rtg;  Rtg;  Rtg;  Rtg; Q  . cMnuckNþalénGgát; . cMnuckNþalénGgát; . cMnuckNþalénGgát; . cMnuckNþalénGgát;    
        BC  KW  KW  KW  KW K  nigcMnuckNþalénGgát;  nigcMnuckNþalénGgát;  nigcMnuckNþalénGgát;  nigcMnuckNþalénGgát; AC  KW  KW  KW  KW L  . . . .    
    RsaybBa¢ak;faRtIekaN RsaybBa¢ak;faRtIekaN RsaybBa¢ak;faRtIekaN RsaybBa¢ak;faRtIekaN RPK  nig RtIekaN  nig RtIekaN  nig RtIekaN  nig RtIekaN RQL  manRkLaépÞÞesµIKña. manRkLaépÞÞesµIKña. manRkLaépÞÞesµIKña. manRkLaépÞÞesµIKña.    

    

                                                                                                                                                                                                                                    ( IMO 2007 ) 
 

៧៧៧៧----eK[RtIekaN eK[RtIekaN eK[RtIekaN eK[RtIekaN ABC  mYy . eKtag  mYy . eKtag  mYy . eKtag  mYy . eKtag I  Cap©iténrgVg;carwkkñúgRtIekaN . Cap©iténrgVg;carwkkñúgRtIekaN . Cap©iténrgVg;carwkkñúgRtIekaN . Cap©iténrgVg;carwkkñúgRtIekaN .    
        knøHbnÞat;BuHkñúgénmMu knøHbnÞat;BuHkñúgénmMu knøHbnÞat;BuHkñúgénmMu knøHbnÞat;BuHkñúgénmMu C,B,A  kat;RCugQmerogKñaRtg;  kat;RCugQmerogKñaRtg;  kat;RCugQmerogKñaRtg;  kat;RCugQmerogKñaRtg; 'C,'B,'A  . . . .    
        cUrRsayfa  cUrRsayfa  cUrRsayfa  cUrRsayfa  

27
8

'CC'.BB'.AA
CI.BI.AI

4
1 ≤≤≤≤<<<<   .  .  .  .    

                                                                          ( IMO 1991 

៨៨៨៨----eK[ eK[ eK[ eK[ zyx ;;  CabIcMnYnBitviC¢manEdl  CabIcMnYnBitviC¢manEdl  CabIcMnYnBitviC¢manEdl  CabIcMnYnBitviC¢manEdl 1====xyz   .   .   .   .     
         cUrRsaybBa¢ak;fa  cUrRsaybBa¢ak;fa  cUrRsaybBa¢ak;fa  cUrRsaybBa¢ak;fa ³³³³    
                                        2
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៩៩៩៩----cUrbgðajfa cUrbgðajfa cUrbgðajfa cUrbgðajfa ³ ³ ³ ³     
                            xxxx 3cos

64
63

)
3

4
(cos)

3
2

(coscos 777 ====++++++++++++++++ ππππππππ             
        cMeBaHRKb;cMnYnBit cMeBaHRKb;cMnYnBit cMeBaHRKb;cMnYnBit cMeBaHRKb;cMnYnBit x  . . . .    
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១០១០១០១០----eK[smIkar  eK[smIkar  eK[smIkar  eK[smIkar  032 ====−−−−−−−− xx   manb¤stageday   manb¤stageday   manb¤stageday   manb¤stageday 1x  nig  nig  nig  nig 2x  . . . .    
            cUrKNnatémøén cUrKNnatémøén cUrKNnatémøén cUrKNnatémøén 4

2
5

1 197 xxA ++++====  . . . .    
 

១១១១១១១១----eKRtIekaN eKRtIekaN eKRtIekaN eKRtIekaN ABC  mYymanRCug  mYymanRCug  mYymanRCug  mYymanRCug cABbACaBC ============ ,,  . . . .    
            tag tag tag tag r  CakaMrgVg;carwkkñúg nig  CakaMrgVg;carwkkñúg nig  CakaMrgVg;carwkkñúg nig  CakaMrgVg;carwkkñúg nig R  CakaMrgVg;carwkeRkAénRtIekaN  CakaMrgVg;carwkeRkAénRtIekaN  CakaMrgVg;carwkeRkAénRtIekaN  CakaMrgVg;carwkeRkAénRtIekaN     
            ehIy ehIy ehIy ehIy I  Cap©itrgVg;carwkkñúgrbs;RtIekaN  Cap©itrgVg;carwkkñúgrbs;RtIekaN  Cap©itrgVg;carwkkñúgrbs;RtIekaN  Cap©itrgVg;carwkkñúgrbs;RtIekaN ABC  . . . .    
            k> Rsayfa k> Rsayfa k> Rsayfa k> Rsayfa 2rR4IC.IB.IA ====             
            x> Rsayfa x> Rsayfa x> Rsayfa x> Rsayfa Rr8prICIBIA 22222 −−−−++++====++++++++     
            K> Rsayfa K> Rsayfa K> Rsayfa K> Rsayfa 1

ab
IC

ca
IB

bc
IA 222

====++++++++             ។។។។    

 

១២១២១២១២----eK[ eK[ eK[ eK[ 1z  nig  nig  nig  nig 2z  CaBIrcMnYnkMupøic .  CaBIrcMnYnkMupøic .  CaBIrcMnYnkMupøic .  CaBIrcMnYnkMupøic .     
            cUrbgðajfa cUrbgðajfa cUrbgðajfa cUrbgðajfa |1z||1z||zz||zz1| 2

2
2

12121 −−−−−−−−≥≥≥≥++++++++++++         
    

                                                                    ( RMC)))) 
១៣១៣១៣១៣----eK[ eK[ eK[ eK[ c,b,a  CacMnYnviC¢manEdl  CacMnYnviC¢manEdl  CacMnYnviC¢manEdl  CacMnYnviC¢manEdl 3cabcab ====++++++++  . . . .    
                cUrbgðajfa  cUrbgðajfa  cUrbgðajfa  cUrbgðajfa  

abc
1

)ba(c1
1

)ac(b1
1

)cb(a1
1

222 ≤≤≤≤
++++++++

++++
++++++++

++++
++++++++

            
                                                                                                                                                                                                                    ( JBM  ) ) ) ) 
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១៤១៤១៤១៤----eK[ eK[ eK[ eK[ a nig  nig  nig  nig b  CaBIrcMnYnBitminGviC¢manEdl  CaBIrcMnYnBitminGviC¢manEdl  CaBIrcMnYnBitminGviC¢manEdl  CaBIrcMnYnBitminGviC¢manEdl 4ba 22 ====++++  . . . .    
            cUrRsayfa   cUrRsayfa   cUrRsayfa   cUrRsayfa   12

2ba
ab −−−−≤≤≤≤

++++++++
            

    
    

                                                                                                                                                                 ( ( ( (Austrian Olympiad 1989))))    
 

១៥១៥១៥១៥----eK[RtIekaN eK[RtIekaN eK[RtIekaN eK[RtIekaN ABC  EdlmanRCug nig mMuepÞógpÞat;  EdlmanRCug nig mMuepÞógpÞat;  EdlmanRCug nig mMuepÞógpÞat;  EdlmanRCug nig mMuepÞógpÞat;     
                                                                                                BcosAcosab4c2 ====         ។។។។    

cUrRsayfa cUrRsayfa cUrRsayfa cUrRsayfa ABC  CaRtIekaNsm)at  CaRtIekaNsm)at  CaRtIekaNsm)at  CaRtIekaNsm)at ....    
    
    

                                                                                                                    ((((Pi Mu Epsilon Journal -Fall 1992))))    
 

១៦១៦១៦១៦----eKsnµtfa eKsnµtfa eKsnµtfa eKsnµtfa )2,2(y,x −−−−∈∈∈∈  ehIy  ehIy  ehIy  ehIy 1xy −−−−====  . . . .    
            cUrkMnt;témøGb,brmaén cUrkMnt;témøGb,brmaén cUrkMnt;témøGb,brmaén cUrkMnt;témøGb,brmaén 22 y9

9
x4

4
u

−−−−
++++

−−−−
====         

    

                                                                                                                                                                 ( ( ( (Shaanxi 2003))))    
 

១៧១៧១៧១៧----edaHRsedaHRsedaHRsedaHRsayvismIkar ayvismIkar ayvismIkar ayvismIkar 02xlog
2
1

1xlog 3

2
12 >>>>++++++++−−−−     

    
    

                                                                                                                                                             ( ( ( (Hainan 2004)))) 
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១៨១៨១៨១៨---- eK[  eK[  eK[  eK[ O  CacMnucenAkñúgRtIekaN  CacMnucenAkñúgRtIekaN  CacMnucenAkñúgRtIekaN  CacMnucenAkñúgRtIekaN ABC  edaydwgfa  edaydwgfa  edaydwgfa  edaydwgfa     
                0OC3OB2OA ====++++++++

→→→→→→→→→→→→     ។។។។    

cUrKNnapleFobRklaépÞRtIekaN cUrKNnapleFobRklaépÞRtIekaN cUrKNnapleFobRklaépÞRtIekaN cUrKNnapleFobRklaépÞRtIekaN ABC  nigRklaépÞRtIekaN  nigRklaépÞRtIekaN  nigRklaépÞRtIekaN  nigRklaépÞRtIekaN AOC  . . . .    
    

                                                   (                                                   (                                                   (                                                   (Hainan 2004))))    
 

១៩១៩១៩១៩----eK[ eK[ eK[ eK[ c,b,a  CabIcMnYnBitEdl  CabIcMnYnBitEdl  CabIcMnYnBitEdl  CabIcMnYnBitEdl ),1(c,b,a ∞∞∞∞++++∈∈∈∈         
            b¤  b¤  b¤  b¤  )1,0(c,b,a ∈∈∈∈         ។។។។        cUrbgðajfa cUrbgðajfa cUrbgðajfa cUrbgðajfa     
                                            )blogalogc(log4ablogcalogbclog cabcabcba ++++++++≥≥≥≥++++++++             
    
    

                                                                                                                                                                                            ((((Romanian 2007))))    
 

២០២០២០២០----bgðajfa bgðajfa bgðajfa bgðajfa     
                                                                                        )blogalogc(log4ablogcalogbclog cabcabcba ++++++++≥≥≥≥++++++++         

 

២១២១២១២១----cUrRsayfa cUrRsayfa cUrRsayfa cUrRsayfa |)xz)(zy)(yx(|
4
3

xyz
3

zyx 333

−−−−−−−−−−−−++++≥≥≥≥++++++++             
            cMeBaHRKb; cMeBaHRKb; cMeBaHRKb; cMeBaHRKb; 0z;y;x ≥≥≥≥  . . . .                 ( ( ( (Selection test for JBMO 2007    
២២២២២២២២----cUrRsayfa cUrRsayfa cUrRsayfa cUrRsayfa ³³³³    
                                        )

1n
1

....
3
1

2
1

)(1n()
n
1

....
3
1

2
1

1(n
++++

++++++++++++++++≥≥≥≥++++++++++++++++             
    
    

                                       (                                       (                                       (                                       (District Round RMC 2008))))    
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២៣២៣២៣២៣----eK[ eK[ eK[ eK[ c,b,a  CaRbEvgRCugénRtIekaNmYy . CaRbEvgRCugénRtIekaNmYy . CaRbEvgRCugénRtIekaNmYy . CaRbEvgRCugénRtIekaNmYy .    
            cUrRsayfa   cUrRsayfa   cUrRsayfa   cUrRsayfa   3

cba
c

cba
b

cab
a ≥≥≥≥

−−−−++++
++++

++++−−−−
++++

++++−−−−
        

    

                                                                                                                                                     ( ( ( (RMC 2000))))    
 

២៤២៤២៤២៤----eK[kaer eK[kaer eK[kaer eK[kaer ABCD  mYy .  mYy .  mYy .  mYy . E  nig  nig  nig  nig F  CaBIrcMnucsißtenAelIRCugerogKña  CaBIrcMnucsißtenAelIRCugerogKña  CaBIrcMnucsißtenAelIRCugerogKña  CaBIrcMnucsißtenAelIRCugerogKña     
            AB         nig nig nig nig AD  . tag  . tag  . tag  . tag P  CacMnucRbsBVrvag  CacMnucRbsBVrvag  CacMnucRbsBVrvag  CacMnucRbsBVrvag EF  nig  nig  nig  nig AC  . . . .    
            cUrRsayfa cUrRsayfa cUrRsayfa cUrRsayfa ³³³³    
            k>  k>  k>  k>  

AP
2

AF
1

AE
1 ====++++           x>           x>           x>           x> 

2
AF.AE

AP2 ≤≤≤≤     
    

                                                          (                                                          (                                                          (                                                          (RMC 2000))))    
 

២៥២៥២៥២៥----bgðajfaKµancMnYnKt; bgðajfaKµancMnYnKt; bgðajfaKµancMnYnKt; bgðajfaKµancMnYnKt; z;y;x  NaEdlepÞógpÞ NaEdlepÞógpÞ NaEdlepÞógpÞ NaEdlepÞógpÞat;smIkar at;smIkar at;smIkar at;smIkar     
            6z8yx 22 ====−−−−++++ eT.eT.eT.eT.    
    

                                                      (                                                       (                                                       (                                                       ( km<úCakm<úCakm<úCakm<úCa    2004 2004 2004 2004 ))))    
 

២៦២៦២៦២៦----cUrbgðajfa  cUrbgðajfa  cUrbgðajfa  cUrbgðajfa  
13n3
17n4

F
++++
++++====  cMeBaHRKb;  cMeBaHRKb;  cMeBaHRKb;  cMeBaHRKb; INn ∈∈∈∈  CaRbPaKsRmYlmin)an  CaRbPaKsRmYlmin)an  CaRbPaKsRmYlmin)an  CaRbPaKsRmYlmin)an     

 

២៧២៧២៧២៧----eK[ eK[ eK[ eK[ AD  CaknøHbnÞat;BuHk CaknøHbnÞat;BuHk CaknøHbnÞat;BuHk CaknøHbnÞat;BuHkñúgénmMu ñúgénmMu ñúgénmMu ñúgénmMu A  énRtIekaN  énRtIekaN  énRtIekaN  énRtIekaN ABC  mYy . mYy . mYy . mYy .    
M  nig  nig  nig  nig N  CaBIrcMnucenAelIRCug  CaBIrcMnucenAelIRCug  CaBIrcMnucenAelIRCug  CaBIrcMnucenAelIRCug AB  nig  nig  nig  nig AC erogKñaEdlmMu erogKñaEdlmMu erogKñaEdlmMu erogKñaEdlmMu BMDA ∠∠∠∠====∠∠∠∠     
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            nigmMu nigmMu nigmMu nigmMu CNDA ∠∠∠∠====∠∠∠∠  . tag  . tag  . tag  . tag P  CaRbsBVrvag  CaRbsBVrvag  CaRbsBVrvag  CaRbsBVrvag MN  nig  nig  nig  nig AD  . . . .    
            cUrRsayfa cUrRsayfa cUrRsayfa cUrRsayfa AP.AC.ABAD3 ====   .  .  .  .    
                                                                                                                                                                                                                 ( ( ( (RMC 1999)))) 

២៨២៨២៨២៨----eK[ eK[ eK[ eK[ c,b,a  CabIcMnYnBitEdlepÞógpÞat;  CabIcMnYnBitEdlepÞógpÞat;  CabIcMnYnBitEdlepÞógpÞat;  CabIcMnYnBitEdlepÞógpÞat; 3cba 222 ====++++++++  . . . .    
            cUrbgðajfa cUrbgðajfa cUrbgðajfa cUrbgðajfa 4abc|c||b||a| ≤≤≤≤−−−−++++++++         
                                                                                                                                                                                                                  (  (  (  (RMC 2004))))    
 

២៩២៩២៩២៩----eK[ eK[ eK[ eK[ x  nig  nig  nig  nig y  CacMnYnBi CacMnYnBi CacMnYnBi CacMnYnBit . t . t . t .     
            eKdwgfa eKdwgfa eKdwgfa eKdwgfa 3322 yx,yx ++++++++  nig  nig  nig  nig 44 yx ++++  CacMnYnsniTan . CacMnYnsniTan . CacMnYnsniTan . CacMnYnsniTan .    
            cUrRsayfa cUrRsayfa cUrRsayfa cUrRsayfa xy  nig  nig  nig  nig yx ++++  CacMnYnsniTan . CacMnYnsniTan . CacMnYnsniTan . CacMnYnsniTan .    
                                                          (                                                          (                                                          (                                                          (RMC 2004 

៣០៣០៣០៣០----cUrkMnt;EpñkKt;éncMncUrkMnt;EpñkKt;éncMncUrkMnt;EpñkKt;éncMncUrkMnt;EpñkKt;éncMnYn  Yn  Yn  Yn  3 3 3 3 24....242424 ++++++++++++++++         
                ¬ man ¬ man ¬ man ¬ man n  b¤sTIbI ¦ . b¤sTIbI ¦ . b¤sTIbI ¦ . b¤sTIbI ¦ .    
                                                         (                                                         (                                                         (                                                         (RMC 2004))))    
 

៣១៣១៣១៣១----eK[ eK[ eK[ eK[ c,b,a  CabIcMnYnBitviC¢manEdl  CabIcMnYnBitviC¢manEdl  CabIcMnYnBitviC¢manEdl  CabIcMnYnBitviC¢manEdl 1abc ====   .  .  .  .    
            cUrbgðajfa cUrbgðajfa cUrbgðajfa cUrbgðajfa 

cabcab
6

cba
3

1
++++++++

≥≥≥≥
++++++++

++++         
                                                         (                                                         (                                                         (                                                         (JBMO 2003))))    
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៣២៣២៣២៣២----េគតង  េគតង  េគតង  េគតង  R,r  និង  និង  និង  និង p   េរៀងគន ជករំងវង់ចរកឹកនង ករំងវង់ចរកឹេរក   េរៀងគន ជករំងវង់ចរកឹកនង ករំងវង់ចរកឹេរក   េរៀងគន ជករំងវង់ចរកឹកនង ករំងវង់ចរកឹេរក   េរៀងគន ជករំងវង់ចរកឹកនង ករំងវង់ចរកឹេរក ុុុុ     

                        និងជកនលះបរមិរតរបស់រតីេកណមួយ ។និងជកនលះបរមិរតរបស់រតីេកណមួយ ។និងជកនលះបរមិរតរបស់រតីេកណមួយ ។និងជកនលះបរមិរតរបស់រតីេកណមួយ ។    
                            ចូរបងហ ញថរជុងចូរបងហ ញថរជុងចូរបងហ ញថរជុងចូរបងហ ញថរជុងទងំបីរបស់រតីេកណេនះជឬសរបស់សមីករ ៖ទងំបីរបស់រតីេកណេនះជឬសរបស់សមីករ ៖ទងំបីរបស់រតីេកណេនះជឬសរបស់សមីករ ៖ទងំបីរបស់រតីេកណេនះជឬសរបស់សមីករ ៖    
                            0prR4x)rR4pr(px2x 2223 ====−−−−++++++++++++−−−−  
៣៣៣៣៣៣៣៣---- ចូរបងហ ញថ ៖ ចូរបងហ ញថ ៖ ចូរបងហ ញថ ៖ ចូរបងហ ញថ ៖    
                                

2
1

11
9

cos
11
7

cos
11
5

cos
11
3

cos
11

cos ====ππππ++++ππππ++++ππππ++++ππππ++++ππππ
 

៣៤៣៤៣៤៣៤---- គណន  គណន  គណន  គណន ooo 80cos40cos20cosP ====  

៣៥៣៥៣៥៣៥---- សនមតថ   សនមតថ   សនមតថ   សនមតថ  c,b,a  ជចំនួនពិតវជជមនែដល  ជចំនួនពិតវជជមនែដល  ជចំនួនពិតវជជមនែដល  ជចំនួនពិតវជជមនែដល ិិិិ 27a 7log3 ====     

                                49b 11log7 ====   និង    និង    និង    និង  11c 25log11 ====   ។  ។  ។  ។ 

                                    ចូរគណន  ចូរគណន  ចូរគណន  ចូរគណន  (((( )))) (((( )))) (((( ))))211
2

73 25log11log27log cba ++++++++   ។  ។  ។  ។ 

                                   (                                     (                                     (                                     (  របលងសិសសពូែក របលងសិសសពូែក របលងសិសសពូែក របលងសិសសពូែក AIME អេមរចិ ឆន ំអេមរចិ ឆន ំអេមរចិ ឆន ំអេមរចិ ឆន 2ំ009200920092009 

៣៦៣៦៣៦៣៦----េគឲយ  េគឲយ  េគឲយ  េគឲយ  z,y,x   ជបីចំនួនពិតវជជមន េហយ   ជបីចំនួនពិតវជជមន េហយ   ជបីចំនួនពិតវជជមន េហយ   ជបីចំនួនពិតវជជមន េហយ ិិិិ 0a >>>>  និ និ និ និងខសពី ងខសពី ងខសពី ងខសពី ុុុុ 1  1  1  1  ។។។។    
                                ចូររសយថ៖ចូររសយថ៖ចូររសយថ៖ចូររសយថ៖    
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៣៧៣៧៣៧៣៧---- េគឲយ   េគឲយ   េគឲយ   េគឲយ  a និង  និង  និង  និង b  ជចំនួនគត់ែដលេផទៀងផទ ត់ ជចំនួនគត់ែដលេផទៀងផទ ត់ ជចំនួនគត់ែដលេផទៀងផទ ត់ ជចំនួនគត់ែដលេផទៀងផទ ត់    ៖៖៖៖    
                                    

1319
1

1318
1

.....
4
1

3
1

2
1

1
b
a ++++−−−−++++−−−−++++−−−−====          

                                    ចូររសយថ ចូររសយថ ចូររសយថ ចូររសយថ a  ែចកដច់នឹង   ែចកដច់នឹង   ែចកដច់នឹង   ែចកដច់នឹង 1979  ។  ។  ។  ។ 

៣៨៣៨៣៨៣៨---- ចំេពះរគប់ចំនួនគត់  ចំេពះរគប់ចំនួនគត់  ចំេពះរគប់ចំនួនគត់  ចំេពះរគប់ចំនួនគត់ n  ចូររសយបញជ ក់ថផលគណ ៖ ចូររសយបញជ ក់ថផលគណ ៖ ចូររសយបញជ ក់ថផលគណ ៖ ចូររសយបញជ ក់ថផលគណ ៖ុុុុ     

                        )
n
2

4)....(
3
2

4)(
2
2

4)(
1
2

4( −−−−−−−−−−−−−−−−     ជចំនួនគត់មួយ ។ជចំនួនគត់មួយ ។ជចំនួនគត់មួយ ។ជចំនួនគត់មួយ ។ 
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៣៩៣៩៣៩៣៩----េគឲយ េគឲយ េគឲយ េគឲយ )a( n  ជសវ៊ ជសវ៊ ជសវ៊ ជសវ៊ីី ីីតនពវនតមួយមនផលសងរួម តនពវនតមួយមនផលសងរួម តនពវនតមួយមនផលសងរួម តនពវនតមួយមនផលសងរួម d   ។  ។  ។  ។    
                        េគតង េគតង េគតង េគតង 
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                    ចំេពះ ចំេពះ ចំេពះ ចំេពះ ...,3,2,1n ==== ។ ។ ។ ។ ចូររសយថចូររសយថចូររសយថចូររសយថ    
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n −−−−====    ។   ។   ។   ។    
៤០៤០៤០៤០---- កំនត់ចំនួនគត់  កំនត់ចំនួនគត់  កំនត់ចំនួនគត់  កំនត់ចំនួនគត់ n  េដមបឲីយ   េដមបឲីយ   េដមបឲីយ   េដមបឲីយ  9n3n)n(f 2 ++++−−−−====     ជកេររបកដ ។ជកេររបកដ ។ជកេររបកដ ។ជកេររបកដ ។ 

 
៤១៤១៤១៤១---- េប  េប  េប  េប z,y,x  ជបីចំនួនពិតខសពី  ជបីចំនួនពិតខសពី  ជបីចំនួនពិតខសពី  ជបីចំនួនពិតខសពី ុុុុ 1 1 1 1 ែដល ែដល ែដល ែដល 1xyz ====  េនះចូរបងហ ញថ  េនះចូរបងហ ញថ  េនះចូរបងហ ញថ  េនះចូរបងហ ញថ     
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                                                                                                                                                                                                                          (  (  (  ( IMO 2008)))) 

៤២៤២៤២៤២---- េដះរសយរបពន័ឋសមីករ េដះរសយរបពន័ឋសមីករ េដះរសយរបពន័ឋសមីករ េដះរសយរបពន័ឋសមីករ    
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                                                                                                                                                                                                                                                              (   (   (   ( Indian Mathematical Olympiad 1986 ) ) ) ) 

៤៣៤៣៤៣៤៣---- េគឲយ  េគឲយ  េគឲយ  េគឲយ a    និង និង និង និង b  ជចំនួនពិតវជជមនែដល  ជចំនួនពិតវជជមនែដល  ជចំនួនពិតវជជមនែដល  ជចំនួនពិតវជជមនែដល ិិិិ 1ba ====++++   ។  ។  ។  ។    
                                ចូរបងហ ញថ ចូរបងហ ញថ ចូរបងហ ញថ ចូរបងហ ញថ 
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                                         (                                          (                                          (                                          ( Indian Mathematical Olympiad 1988 ) ) ) )    
 
៤៤៤៤៤៤៤៤----រតីេកណមួយមនករំងវង់ចរកឹកនង និង ករំងវង់ចរកឹេរកេរៀងគន  រតីេកណមួយមនករំងវង់ចរកឹកនង និង ករំងវង់ចរកឹេរកេរៀងគន  រតីេកណមួយមនករំងវង់ចរកឹកនង និង ករំងវង់ចរកឹេរកេរៀងគន  រតីេកណមួយមនករំងវង់ចរកឹកនង និង ករំងវង់ចរកឹេរកេរៀងគន  ុុ ុុ r     
                            និង និង និង និង R ។ចូររសយថ   ។ចូររសយថ   ។ចូររសយថ   ។ចូររសយថ   r2R ≥≥≥≥   ។  ។  ។  ។    
                                          (                                           (                                           (                                           ( Indian Mathematical Olympiad 1988 
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៤៥៤៥៤៥៤៥----េគឲយ  េគឲយ  េគឲយ  េគឲយ  
2x3

x
)x(f

−−−−
====     

                        ចូរបងហ ញថេប ចូរបងហ ញថេប ចូរបងហ ញថេប ចូរបងហ ញថេប n  មន  មន  មន  មន d េលខែដល េលខែដល េលខែដល េលខែដល 
d10

n
)n(f ==== េនះ េនះ េនះ េនះ n  ជចំនួនគត់ ជចំនួនគត់ ជចំនួនគត់ ជចំនួនគត់    

                        ែដលែដលែដលែដល    4333....333n
)1d(
43421

−−−−
====                 ។។។។    

៤៦៤៦៤៦៤៦----េគឲយសមីករ  េគឲយសមីករ  េគឲយសមីករ  េគឲយសមីករ  0srxqxpxx 234 ====++++++++++++++++  មនឬសបួនវជជមន ។ មនឬសបួនវជជមន ។ មនឬសបួនវជជមន ។ មនឬសបួនវជជមន ។ិិិិ     

                        ចូររសយបញជ ក់ថ ៖ចូររសយបញជ ក់ថ ៖ចូររសយបញជ ក់ថ ៖ចូររសយបញជ ក់ថ ៖    

                                                                                                                                    
0s36q/b

0s16pr/a
2 ≥≥≥≥−−−−

≥≥≥≥−−−−
    

    

                                                                                                                                                                                                                             (   (   (   (  Indian Mathematical Olympiad 1990  )  )  )  ) 
 
៤៧៤៧៤៧៤៧----ចូរកំនត់រគប់គូតំៃលគត់មិនអវជជមន ចូរកំនត់រគប់គូតំៃលគត់មិនអវជជមន ចូរកំនត់រគប់គូតំៃលគត់មិនអវជជមន ចូរកំនត់រគប់គូតំៃលគត់មិនអវជជមន ិិិិ )y,x(  េបេគដងថ ៖ េបេគដងថ ៖ េបេគដងថ ៖ េបេគដងថ ៖ឹឹឹឹ     

                            222 yx)7xy( ++++====−−−−                 ។។។។ 

                                (  (  (  (  Indian Mathematical Olympiad 1990  )  )  )  ) 
 
៤៨៤៨៤៨៤៨----េគឲយ េគឲយ េគឲយ េគឲយ z;y;x   ជបីចំនួនពិតមិនអវជជមន ។ ចូររសយថ ៖  ជបីចំនួនពិតមិនអវជជមន ។ ចូររសយថ ៖  ជបីចំនួនពិតមិនអវជជមន ។ ចូររសយថ ៖  ជបីចំនួនពិតមិនអវជជមន ។ ចូររសយថ ៖ិិិិ     

                        
3

zyx
3

zyx
6

zxyzxyzyx 222222 ++++++++++++++++≤≤≤≤++++++++++++++++++++      
                            ( Hungary-Israel Binational 2009   
៤៩៤៩៤៩៤៩---- េគឲយ  េគឲយ  េគឲយ  េគឲយ a និង  និង  និង  និង b  ជចំនួនគត់វជជមន ។ រសយបញជ ក់ថេប  ជចំនួនគត់វជជមន ។ រសយបញជ ក់ថេប  ជចំនួនគត់វជជមន ។ រសយបញជ ក់ថេប  ជចំនួនគត់វជជមន ។ រសយបញជ ក់ថេប ិិ ិិ 1ab4 −−−−         
                            ជតួែចកៃន ជតួែចកៃន ជតួែចកៃន ជតួែចកៃន 22 )1a4( −−−−  េនះ   េនះ   េនះ   េនះ  ba ====  ។ ។ ។ ។    
                                                                      (                                                                        (                                                                        (                                                                        (  IMO 2007 IMO 2007 IMO 2007 IMO 2007 ))))    
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៥០៥០៥០៥០----េគឲយចំនួនពិតវជជមន េគឲយចំនួនពិតវជជមន េគឲយចំនួនពិតវជជមន េគឲយចំនួនពិតវជជមន ិិិិ z;y;x  ែដល  ែដល  ែដល  ែដល 
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                        ចូរបងហ ញថ ចូរបងហ ញថ ចូរបងហ ញថ ចូរបងហ ញថ 
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333 ≤≤≤≤
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   ។   ។   ។   ។    

                            ( ( ( ( Serbia Junior Balkan Team Selection Test 2009 

៥១៥១៥១៥១----េគឲយ  េគឲយ  េគឲយ  េគឲយ  ABC   ជរតីេកណមួយេហយតង   ជរតីេកណមួយេហយតង   ជរតីេកណមួយេហយតង   ជរតីេកណមួយេហយតង r  និង  និង  និង  និង R         
                        េរៀងគន ជករំងវង់ចរកឹកនង និងករំងវង់ចរកឹេរៀងគន ជករំងវង់ចរកឹកនង និងករំងវង់ចរកឹេរៀងគន ជករំងវង់ចរកឹកនង និងករំងវង់ចរកឹេរៀងគន ជករំងវង់ចរកឹកនង និងករំងវង់ចរកឹុុុុ េរក ។េរក ។េរក ។េរក ។    

      ចូររសយ      ចូររសយ      ចូររសយ      ចូររសយថ ថ ថ ថ 
R4
r

8
5

2
A

sin
2
C

sin
2
C

sin
2
B

sin
2
B

sin
2
A

sin ++++≤≤≤≤++++++++     

                                                                           ( ( ( ( IMO Long lists     1988 )))) 
 

៥២៥២៥២៥២----េគដងថ េគដងថ េគដងថ េគដងថ ឹឹឹឹ a
)zyxsin(

zsinysinxsin
)zyxcos(

zcosycosxcos ====
++++++++
++++++++====

++++++++
++++++++

        

                        ចូររសយថ ចូររសយថ ចូររសយថ ចូររសយថ a)xzcos()zycos()yxcos( ====++++++++++++++++++++         

                                                                         ( ( ( ( IMO     Short lists    1989999 )))) 
 
៥៣៥៣៥៣៥៣----េគឲយ េគឲយ េគឲយ េគឲយ [[[[ ]]]]1,0b,a ∈∈∈∈   ។   ។   ។   ។     

                        ចូររសយវសមភព ចូររសយវសមភព ចូររសយវសមភព ចូររសយវសមភព ិិិិ
ba1

1
3

ab
2

ba
1

++++++++
≥≥≥≥++++++++−−−−   ។  ។  ។  ។    

                        ((((Romania National Olympiad 2008Romania National Olympiad 2008Romania National Olympiad 2008Romania National Olympiad 2008 ) ) ) ) 
 

៥៤៥៤៥៤៥៤---- េដះរសយសមីករ េដះរសយសមីករ េដះរសយសមីករ េដះរសយសមីករ                1x
2

xx 2xlog2
2 ++++++++ ====++++  

    

                        ((((RomaniRomaniRomaniRomania National Olympiad a National Olympiad a National Olympiad a National Olympiad 2007200720072007 ) ) ) ) 
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៥៥៥៥៥៥៥៥----េគឲយ េគឲយ េគឲយ េគឲយ d,c,b,a  ជបួនចំនួនពិតវជជមនែដល  ជបួនចំនួនពិតវជជមនែដល  ជបួនចំនួនពិតវជជមនែដល  ជបួនចំនួនពិតវជជមនែដល ិិិិ 1dcba ====++++++++++++  ។ ។ ។ ។    

                        បងហ ញថ បងហ ញថ បងហ ញថ បងហ ញថ 
8
1

dcba)dcba(6 22223333 ++++++++++++++++≥≥≥≥++++++++++++             
                        ( ( ( ( គណិតវទយសិសសពូែករបេទសបរងំ គណិតវទយសិសសពូែករបេទសបរងំ គណិតវទយសិសសពូែករបេទសបរងំ គណិតវទយសិសសពូែករបេទសបរងំ ិិិិ 2007200720072007            )))) 
៥៦៥៦៥៦៥៦----េគឲយ  េគឲយ  េគឲយ  េគឲយ  c,b,a   ជបីចំនួនពិតវជជមន  ជបីចំនួនពិតវជជមន  ជបីចំនួនពិតវជជមន  ជបីចំនួនពិតវជជមនិិិិ ែដល ែដល ែដល ែដល 1abc ====   ។  ។  ។  ។    

                        ចូរបងហ ញថ ចូរបងហ ញថ ចូរបងហ ញថ ចូរបងហ ញថ 1
2c

c

2b

b

2a

a
222 ≤≤≤≤

++++
++++

++++
++++

++++
        

    

                                                                                                                                                                                    (  (  (  (  2005WayBaltic   )  )  )  )    
៥៧៥៧៥៧៥៧----េដះរសយសមីករ ៖េដះរសយសមីករ ៖េដះរសយសមីករ ៖េដះរសយសមីករ ៖    
                        33 x

3
3 x

3 32)12(log5)12(log1 ====++++−−−−++++++++++++     

៥៨៥៨៥៨៥៨----េគតង េគតង េគតង េគតង c,b,a   ជរងវ ស់រជងុរបស់រតី  ជរងវ ស់រជងុរបស់រតី  ជរងវ ស់រជងុរបស់រតី  ជរងវ ស់រជងុរបស់រតីេកណ េកណ េកណ េកណ ABC  េហយតង  េហយតង  េហយតង  េហយតង     
                        r និងនិងនិងនិងRជករំងវង់ចរកឹកនង និង ករំងវង់ចរកឹេរកៃនរតីេកណ ។ជករំងវង់ចរកឹកនង និង ករំងវង់ចរកឹេរកៃនរតីេកណ ។ជករំងវង់ចរកឹកនង និង ករំងវង់ចរកឹេរកៃនរតីេកណ ។ជករំងវង់ចរកឹកនង និង ករំងវង់ចរកឹេរកៃនរតីេកណ ។ុុុុ     

      ចូររសយថ        ចូររសយថ        ចូររសយថ        ចូររសយថ  )R4r(r32cba ++++≥≥≥≥++++++++   ។  ។  ។  ។    
៥៩៥៩៥៩៥៩----េគមនសីវតចំនួនពិត េគមនសីវតចំនួនពិត េគមនសីវតចំនួនពិត េគមនសីវតចំនួនពិត )a( n  កំនត់េដយ ៖ កំនត់េដយ ៖ កំនត់េដយ ៖ កំនត់េដយ ៖    
                        4a0 ====         និងទំនក់ទំនងកំេណ ន និងទំនក់ទំនងកំេណ ន និងទំនក់ទំនងកំេណ ន និងទំនក់ទំនងកំេណ ន 1a4a2a n

2
n1n ++++++++====++++      

      ែដល       ែដល       ែដល       ែដល ...,2,1,0n ==== ។គណន ។គណន ។គណន ។គណន na  ជអនគមន៍ៃន  ជអនគមន៍ៃន  ជអនគមន៍ៃន  ជអនគមន៍ៃន ុុុុ n   ។  ។  ។  ។    
៦០៦០៦០៦០----េគឲយរតីេកណ េគឲយរតីេកណ េគឲយរតីេកណ េគឲយរតីេកណ ABC មួយរួចេគគូសមួយរួចេគគូសមួយរួចេគគូសមួយរួចេគគូសAD ែដលែដលែដលែដលDជចំនចកណត លជចំនចកណត លជចំនចកណត លជចំនចកណត លុុុុ BC ,,,,    
      េគដងថ       េគដងថ       េគដងថ       េគដងថ ឹឹឹឹ oo 45ADB;30ACB ====∠∠∠∠====∠∠∠∠  ។ ។ ។ ។    
      កំនត់មំ       កំនត់មំ       កំនត់មំ       កំនត់មំ ុុុុ ABC∠∠∠∠   ។  ។  ។  ។    
៦១៦១៦១៦១----េគឲយរតីេកណ េគឲយរតីេកណ េគឲយរតីេកណ េគឲយរតីេកណ ABC  មួយមន  មួយមន  មួយមន  មួយមន ACAB ====   ។   ។   ។   ។     
     ចំនច      ចំនច      ចំនច      ចំនច ុុុុ D មួយសថិតេនមួយសថិតេនមួយសថិតេនមួយសថិតេនេលរជងុ េលរជងុ េលរជងុ េលរជងុ AB  ែដល  ែដល  ែដល  ែដល AD6BC ====         
                    និងមំ និងមំ និងមំ និងមំ ុុុុ o15DCB ====∠∠∠∠   ។  ចូរកំនត់មំ   ។  ចូរកំនត់មំ   ។  ចូរកំនត់មំ   ។  ចូរកំនត់មំ ុុុុ CAB∠∠∠∠   ?  ?  ?  ?    
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៦២៦២៦២៦២----គណនផលបូក គណនផលបូក គណនផលបូក គណនផលបូក ∑∑∑∑
====








 ππππππππ====
n

1k
kkn

3

2
cos

3
sinS     

      រួចទញរកលីមីតវកលណ       រួចទញរកលីមីតវកលណ       រួចទញរកលីមីតវកលណ       រួចទញរកលីមីតវកលណ +∞+∞+∞+∞→→→→n   ។  ។  ។  ។    

៦៣៦៣៦៣៦៣----គណនផលបូក គណនផលបូក គណនផលបូក គណនផលបូក ∑∑∑∑
====








 ππππππππ====
n

1k
nnn

3

2
sin

3
sinS     

      រួចទញរកលីមីតវកលណ       រួចទញរកលីមីតវកលណ       រួចទញរកលីមីតវកលណ       រួចទញរកលីមីតវកលណ +∞+∞+∞+∞→→→→n   ។  ។  ។  ។    
៦៤៦៤៦៤៦៤----េគយកេគយកេគយកេគយកAD ជកំពស់ជកំពស់ជកំពស់ជកំពស់ ABC∆∆∆∆ េហយេហយេហយេហយR  ជករំងវង់ចរកឹេរករតីេកណ  ជករំងវង់ចរកឹេរករតីេកណ  ជករំងវង់ចរកឹេរករតីេកណ  ជករំងវង់ចរកឹេរករតីេកណ     
     តង      តង      តង      តង E  និង  និង  និង  និង F  ជេជងៃនចំេណល ជេជងៃនចំេណល ជេជងៃនចំេណល ជេជងៃនចំេណលែកងពី ែកងពី ែកងពី ែកងពី D  េទរជងុ  េទរជងុ  េទរជងុ  េទរជងុ AB  និង  និង  និង  និង AC  ។ ។ ។ ។    
     េប      េប      េប      េប 2RAD ====  េនះចូររសយថផចតរងវង់ចរកឹេរករតីេកណ  េនះចូររសយថផចតរងវង់ចរកឹេរករតីេកណ  េនះចូររសយថផចតរងវង់ចរកឹេរករតីេកណ  េនះចូររសយថផចតរងវង់ចរកឹេរករតីេកណ ិិិិ ABC     

     សថិេនេល      សថិេនេល      សថិេនេល      សថិេនេល EF   ។        ។        ។        ។      (((( ))))2008aHerzegovinBosnia     

    

    

����������������������������������������    
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លហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទីីីី១១១១    
េដះរសយរបពន័ឋសមីករ េដះរសយរបពន័ឋសមីករ េដះរសយរបពន័ឋសមីករ េដះរសយរបពន័ឋសមីករ ៖៖៖៖ 

 
 
    
 

ដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយំំំំ  

េដះរសយរបពន័ឋេដះរសយរបពន័ឋេដះរសយរបពន័ឋេដះរសយរបពន័ឋ 
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តង តង តង តង 03a x >>>>====   និង   និង   និង   និង ylogxb 2====  
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បូកសមីករ បូកសមីករ បូកសមីករ បូកសមីករ )i(  និង  និង  និង  និង )ii(   េគបន    េគបន    េគបន    េគបន  64bab3ba3a 3223 ====++++++++++++  

ឬ  ឬ  ឬ  ឬ  64)ba( 3 ====++++   នឲំយ    នឲំយ    នឲំយ    នឲំយ  )1(4ba ====++++  

ដកសមីករ ដកសមីករ ដកសមីករ ដកសមីករ )i(  និង  និង  និង  និង )2(   េគបន    េគបន    េគបន    េគបន  8bab3ba3a 3223 ====−−−−++++−−−−  
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តម តម តម តម ((((1111) ) ) ) និង និង និង និង ((((2222) ) ) ) េគបនរបពនឋ័  េគបនរបពនឋ័  េគបនរបពនឋ័  េគបនរបពនឋ័  
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េគឲយអនគមន៍  េគឲយអនគមន៍  េគឲយអនគមន៍  េគឲយអនគមន៍  ុុ ុុ f   កំនត់ចំេពះរគប់ចំនួនគត់    កំនត់ចំេពះរគប់ចំនួនគត់    កំនត់ចំេពះរគប់ចំនួនគត់    កំនត់ចំេពះរគប់ចំនួនគត់  0n ≥≥≥≥   េដយទំនក់ទំនង ៖  េដយទំនក់ទំនង ៖  េដយទំនក់ទំនង ៖  េដយទំនក់ទំនង ៖ 

1)0(f ====    និង     និង     និង     និង  n21n2)n(f2)1n(f ++++++++++++====++++  

កកកក----េគតង  េគតង  េគតង  េគតង  n2cnban)n(g)n(f ++++++++++++====     ។  ចូរបងហ។  ចូរបងហ។  ចូរបងហ។  ចូរបងហ ញថេគអចកំនត់បីញថេគអចកំនត់បីញថេគអចកំនត់បីញថេគអចកំនត់បី    
ចំនួនពិត ចំនួនពិត ចំនួនពិត ចំនួនពិត c,b,a     េដមបឲីយ េដមបឲីយ េដមបឲីយ េដមបឲីយ )n(g2)1n(g ====++++  ចំេពះរគប់ចំនួនគត់  ចំេពះរគប់ចំនួនគត់  ចំេពះរគប់ចំនួនគត់  ចំេពះរគប់ចំនួនគត់ 0n ≥≥≥≥     ។។។។ 

ខខខខ----ចូរកំនត់  ចូរកំនត់  ចូរកំនត់  ចូរកំនត់  )n(f   ជអនគមន៍ៃន    ជអនគមន៍ៃន    ជអនគមន៍ៃន    ជអនគមន៍ៃន  ុុ ុុ n   ។  ។  ។  ។ 
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កកកក----កំនត់បីកំនត់បីកំនត់បីកំនត់បីចំនួនពិត ចំនួនពិត ចំនួនពិត ចំនួនពិត c,b,a  

េយងមន េយងមន េយងមន េយងមន n2cnban)n(g)n(f ++++++++++++====  

េយងបន  េយងបន  េយងបន  េយងបន  1n2).ccn(baan)1n(g)1n(f ++++++++++++++++++++++++++++====++++   

េដយ  េដយ  េដយ  េដយ  n21n2)n(f2)1n(f ++++++++++++====++++   េនះេគបន ៖  េនះេគបន ៖  េនះេគបន ៖  េនះេគបន ៖ 
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េដមបឲីយ  េដមបឲីយ  េដមបឲីយ  េដមបឲីយ  )n(g2)1n(g ====++++  ចំេពះរគប់ចំនួនគត់  ចំេពះរគប់ចំនួនគត់  ចំេពះរគប់ចំនួនគត់  ចំេពះរគប់ចំនួនគត់ 0n ≥≥≥≥   លះរតែត និង រគន់ែត  លះរតែត និង រគន់ែត  លះរតែត និង រគន់ែត  លះរតែត និង រគន់ែតុុុុ  
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ចំេពះ  ចំេពះ  ចំេពះ  ចំេពះ  
2
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c,3b,2a ====−−−−====−−−−====   េគបន   េគបន   េគបន   េគបន 1n2n3n2)n(g)n(f −−−−++++−−−−−−−−====      
េហយ  េហយ  េហយ  េហយ  )n(g2)1n(g ====++++      ជសីវតធរណីមរតមនេរសង   ជសីវតធរណីមរតមនេរសង   ជសីវតធរណីមរតមនេរសង   ជសីវតធរណីមរតមនេរសង  ុុុុ 2q ====   ។  ។  ។  ។ 

តមរូបមនតេគបន  តមរូបមនតេគបន  តមរូបមនតេគបន  តមរូបមនតេគបន  n2)0(g)n(g ====  

េដយេដយេដយេដយ 1n2n3n2)n(g)n(f −−−−++++−−−−−−−−==== េនះ  េនះ  េនះ  េនះ  13)0(g)0(f ====−−−−====   នឲំយ    នឲំយ    នឲំយ    នឲំយ  4)0(g ====  
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គណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពិ ិិ ិិ ិិ ិំំ ំំ ភពេលកភពេលកភពេលកភពេលក    

 

     េដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋុុ ុុ                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             ទំពរ ័ទំពរ ័ទំពរ ័ទំពរ ័18  

 

    

លហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទីីីី៤៤៤៤    
េគឲយអនគមន៍ េគឲយអនគមន៍ េគឲយអនគមន៍ េគឲយអនគមន៍ ុុុុ f  និង  និង  និង  និង g   កំនត់េល   កំនត់េល   កំនត់េល   កំនត់េល IR  េហយេផទៀងផទ ត់ទំនក់ទំនង ៖ េហយេផទៀងផទ ត់ទំនក់ទំនង ៖ េហយេផទៀងផទ ត់ទំនក់ទំនង ៖ េហយេផទៀងផទ ត់ទំនក់ទំនង ៖ 

9x)2x(g)1x2(f 2 ++++====−−−−++++++++    និង     និង     និង     និង  18x25)3x2(g2)1x4(fx −−−−====−−−−−−−−−−−−  

ចូរកំចូរកំចូរកំចូរកំនត់រកអនគមន៍  នត់រកអនគមន៍  នត់រកអនគមន៍  នត់រកអនគមន៍  ុុ ុុ )x(f   និង    និង    និង    និង  )x(g  

         
    

ដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយំំំំ  

កំនត់រកអនគមន៍  កំនត់រកអនគមន៍  កំនត់រកអនគមន៍  កំនត់រកអនគមន៍  ុុ ុុ )x(f   និង    និង    និង    និង  )x(g  

េគមន  េគមន  េគមន  េគមន  9x)2x(g)1x2(f 2 ++++====−−−−++++++++          (         (         (         (1111)))) 
 និង   និង   និង   និង  18x25)3x2(g2)1x4(fx −−−−====−−−−−−−−−−−−    (   (   (   (2222)))) 
េគយក  េគយក  េគយក  េគយក  1t2x1t41x2 −−−−====⇒⇒⇒⇒−−−−====++++   ជួសកនង    ជួសកនង    ជួសកនង    ជួសកនង  ុុ ុុ ((((1111)  )  )  )  េគបន  ៖េគបន  ៖េគបន  ៖េគបន  ៖ 

)3(10t4t4)3t2(g)1t4(f

9)1t2()3t2(g)1t4(f
2

2
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េគយក  េគយក  េគយក  េគយក  tx ====   ជួសកនង    ជួសកនង    ជួសកនង    ជួសកនង  ុុ ុុ ((((2222)  )  )  )  េគបន ៖េគបន ៖េគបន ៖េគបន ៖ 
)4(18t25)3t2(g2)1t4(ft −−−−====−−−−−−−−−−−−  

តម  តម  តម  តម  ((((3333)  )  )  )  និង  និង  និង  និង  ((((4444)  )  )  )  េគបនរបពន័ឋ  ៖េគបនរបពន័ឋ  ៖េគបនរបពន័ឋ  ៖េគបនរបពន័ឋ  ៖ 

2t17t8)1t4(f)2t(

18t25)3t2(g2)1t4(ft
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18t25)3t2(g2)1t4(ft
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តមទំនក់ទំនង  តមទំនក់ទំនង  តមទំនក់ទំនង  តមទំនក់ទំនង  ((((4444)  )  )  )  េគទញ  េគទញ  េគទញ  េគទញ  
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18t25)1t4(ft
)3t2(g
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ដូចេនះ   ដូចេនះ   ដូចេនះ   ដូចេនះ   3x2)x(f ++++====    និង     និង     និង     និង  2x)x(g ====   ។  ។  ។  ។ 
 
    

លហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទីីីី៥៥៥៥    
េគឲយេគឲយេគឲយេគឲយសីវសីវសីវសីវតចំនួនពិត  តចំនួនពិត  តចំនួនពិត  តចំនួនពិត  )u( n   កំនត់េដយ  ៖  កំនត់េដយ  ៖  កំនត់េដយ  ៖  កំនត់េដយ  ៖ 

1u0 ====    និង ទំនក់ទំនងកំេណ ន     និង ទំនក់ទំនងកំេណ ន     និង ទំនក់ទំនងកំេណ ន     និង ទំនក់ទំនងកំេណ ន  
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u81
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====++++              

ចំេពះរគប់  ចំេពះរគប់  ចំេពះរគប់  ចំេពះរគប់  ....,2,1n ==== ,,,,។។។។ 

ចូរគណន ចូរគណន ចូរគណន ចូរគណន nu  ជអនគមន៍ៃន   ជអនគមន៍ៃន   ជអនគមន៍ៃន   ជអនគមន៍ៃន  ុុ ុុ n   និងរកលីមីត    និងរកលីមីត    និងរកលីមីត    និងរកលីមីត  (((( ))))n
3

n
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ដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយំំំំ  
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តម តម តម តម ((((1111) ) ) ) េគបន េគបន េគបន េគបន 8vv n1n ++++====++++  
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kñúgRtIekaN kñúgRtIekaN kñúgRtIekaN kñúgRtIekaN ABC  knøHbnÞat;BuHmMu  knøHbnÞat;BuHmMu  knøHbnÞat;BuHmMu  knøHbnÞat;BuHmMu BCA∠∠∠∠  RbsBVrgVg;carwkeRkA RbsBVrgVg;carwkeRkA RbsBVrgVg;carwkeRkA RbsBVrgVg;carwkeRkA    
RtIekaNenHRtg; RtIekaNenHRtg; RtIekaNenHRtg; RtIekaNenHRtg; R  ehIyknøHbnÞat;BuHenHkat;emdüaT½rénRCug  ehIyknøHbnÞat;BuHenHkat;emdüaT½rénRCug  ehIyknøHbnÞat;BuHenHkat;emdüaT½rénRCug  ehIyknøHbnÞat;BuHenHkat;emdüaT½rénRCug BC     
Rtg; Rtg; Rtg; Rtg; P  nigk nigk nigk nigkat;emdüaTr½énRCug at;emdüaTr½énRCug at;emdüaTr½énRCug at;emdüaTr½énRCug AC  Rtg;  Rtg;  Rtg;  Rtg; Q  . cMnuckNþalénGgát; . cMnuckNþalénGgát; . cMnuckNþalénGgát; . cMnuckNþalénGgát;    
BC  KW  KW  KW  KW K  nigcMnuckNþalénGgát;  nigcMnuckNþalénGgát;  nigcMnuckNþalénGgát;  nigcMnuckNþalénGgát; AC  KW  KW  KW  KW L  . . . .    
RsaybBa¢ak;faRtIekaN RsaybBa¢ak;faRtIekaN RsaybBa¢ak;faRtIekaN RsaybBa¢ak;faRtIekaN RPK  nig RtIekaN  nig RtIekaN  nig RtIekaN  nig RtIekaN RQL  manRkLaépÞÞesµIKña. manRkLaépÞÞesµIKña. manRkLaépÞÞesµIKña. manRkLaépÞÞesµIKña.    

    

                                                                                                                                                                                                                                    ( IMO 2007 ) 
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RsaybBa¢ak;faRtIekaN RsaybBa¢ak;faRtIekaN RsaybBa¢ak;faRtIekaN RsaybBa¢ak;faRtIekaN RPK  nig   nig   nig   nig  RQL  manRkLaépÞÞesµIKña  manRkLaépÞÞesµIKña  manRkLaépÞÞesµIKña  manRkLaépÞÞesµIKña ³³³³    
tag tag tag tag O  Cap©itrgVg;carwkeRkARtIekaN  Cap©itrgVg;carwkeRkARtIekaN  Cap©itrgVg;carwkeRkARtIekaN  Cap©itrgVg;carwkeRkARtIekaN ABC   .  .  .  .    
eyIgman eyIgman eyIgman eyIgman CR  CaknøHbnÞat;BuHkñúg CaknøHbnÞat;BuHkñúg CaknøHbnÞat;BuHkñúg CaknøHbnÞat;BuHkñúg    
énmMu énmMu énmMu énmMu C  enaHeK)an  enaHeK)an  enaHeK)an  enaHeK)an QCLPCK ∠∠∠∠====∠∠∠∠     
enaH enaH enaH enaH CPK  nig  nig  nig  nig CQL CaRtIekaNEkgdUcKña CaRtIekaNEkgdUcKña CaRtIekaNEkgdUcKña CaRtIekaNEkgdUcKña     
eK)anpleFobdMnUc eK)anpleFobdMnUc eK)anpleFobdMnUc eK)anpleFobdMnUc )1(
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enaH enaH enaH enaH OPQ CaRtIekaNsm)aT CaRtIekaNsm)aT CaRtIekaNsm)aT CaRtIekaNsm)aT    
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                                                                                                                                                                ((((Austrian Olympiad 1989))))    
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                                                                                                                ((((Pi Mu Epsilon Journal -Fall 1992))))    
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dUcenH   dUcenH   dUcenH   dUcenH   3
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លហំតទ់លហំតទ់លហំតទ់លហំតទ់ីីីី២៣២៣២៣២៣    

eK[kaer eK[kaer eK[kaer eK[kaer ABCD  mYy .  mYy .  mYy .  mYy . E  nig  nig  nig  nig F  CaBIrcMnucsißtenAelIRCugerogKña  CaBIrcMnucsißtenAelIRCugerogKña  CaBIrcMnucsißtenAelIRCugerogKña  CaBIrcMnucsißtenAelIRCugerogKña AB     
nig nig nig nig AD  . tag  . tag  . tag  . tag P  CacMnucRbsBVrvag  CacMnucRbsBVrvag  CacMnucRbsBVrvag  CacMnucRbsBVrvag EF  nig  nig  nig  nig AC  . . . .    
cUrRsayfa cUrRsayfa cUrRsayfa cUrRsayfa ³³³³    
k>  k>  k>  k>  

AP
2

AF
1

AE
1 ====++++           x>           x>           x>           x> 

2
AF.AE

AP2 ≤≤≤≤     
    

                                                                                                                                                                               (                   (                   (                   (RMC 2000))))    
    

    
ដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយំំំំ  

k>  k>  k>  k>  
AP

2
AF
1

AE
1 ====++++                 

tag tag tag tag AFPAEPAEF S,S,S  erogKñaCaépÞRkla erogKñaCaépÞRkla erogKñaCaépÞRkla erogKñaCaépÞRkla    
énRtIekaN énRtIekaN énRtIekaN énRtIekaN AFP;AEP;AEF     
eyIg)an eyIg)an eyIg)an eyIg)an AFPAEPAEF SSS ++++====     A  B  

C  A  

E  

F  

P  
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dUcenH  dUcenH  dUcenH  dUcenH  
AP

2
AF
1

AE
1 ====++++     .    .    .    .    

x> x> x> x> 
2
AF.AE

AP2 ≤≤≤≤         
tatatatamvismPaB mvismPaB mvismPaB mvismPaB GMHM −−−−   eKman   eKman   eKman   eKman AF.AE

AF
1

AE
1

2 ≤≤≤≤
++++

    

eday  eday  eday  eday  
AP

2
AF
1

AE
1 ====++++     enaH      enaH      enaH      enaH  AF.AEAP2 ≤≤≤≤     

elIkCakaereK)an elIkCakaereK)an elIkCakaereK)an elIkCakaereK)an AF.AEAP2 2 ≤≤≤≤     
dUcenH   dUcenH   dUcenH   dUcenH   

2
AF.AE

AP2 ≤≤≤≤    .   .   .   .    
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លហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទីីីី២៤២៤២៤២៤ 

bgðajfaKµancMnYnKt; bgðajfaKµancMnYnKt; bgðajfaKµancMnYnKt; bgðajfaKµancMnYnKt; z;y;x  NaEdlepÞógpÞat;smIkar  NaEdlepÞógpÞat;smIkar  NaEdlepÞógpÞat;smIkar  NaEdlepÞógpÞat;smIkar     
6z8yx 22 ====−−−−++++ eT.eT.eT.eT.    

    

                                                                                                                                                                                                                                                 (  (  (  ( km<úCakm<úCakm<úCakm<úCa    2004 2004 2004 2004 ))))    
 
 

ដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយំំំំ  

bgðajfaKµancMnYnKt; bgðajfaKµancMnYnKt; bgðajfaKµancMnYnKt; bgðajfaKµancMnYnKt; z;y;x EdlepÞógpÞat; EdlepÞógpÞat; EdlepÞógpÞat; EdlepÞógpÞat; 6z8yx 22 ====−−−−++++ eT  eT  eT  eT      
eyIg)an eyIg)an eyIg)an eyIg)an )1()3z4(2yx 22 ++++====++++     
េយងនឹងរសយថសមីករ េយងនឹងរសយថសមីករ េយងនឹងរសយថសមីករ េយងនឹងរសយថសមីករ ((((1111) ) ) ) គម នឬសជចំនួនគត់ ។គម នឬសជចំនួនគត់ ។គម នឬសជចំនួនគត់ ។គម នឬសជចំនួនគត់ ។    

----ebI ebI ebI ebI x  CacMnYnKU nig  CacMnYnKU nig  CacMnYnKU nig  CacMnYnKU nig y  CacMnYnessenaH  CacMnYnessenaH  CacMnYnessenaH  CacMnYnessenaH 22 yx ++++  CacMnYness  CacMnYness  CacMnYness  CacMnYness     
dUcenHsmIkar dUcenHsmIkar dUcenHsmIkar dUcenHsmIkar )1(  KµancemøIy ¬eRBaH  KµancemøIy ¬eRBaH  KµancemøIy ¬eRBaH  KµancemøIy ¬eRBaH )3z4(2 ++++  CacMnYnKU¦ . CacMnYnKU¦ . CacMnYnKU¦ . CacMnYnKU¦ .    
----ebI ebI ebI ebI x  CacMnYnessnig  CacMnYnessnig  CacMnYnessnig  CacMnYnessnig y  CacMnYnKUenaH  CacMnYnKUenaH  CacMnYnKUenaH  CacMnYnKUenaH 22 yx ++++  CacMnYness  CacMnYness  CacMnYness  CacMnYness     
dUcenHsmIkar dUcenHsmIkar dUcenHsmIkar dUcenHsmIkar )1(  KµancemøIy¬ eRBaH  KµancemøIy¬ eRBaH  KµancemøIy¬ eRBaH  KµancemøIy¬ eRBaH )3z4(2 ++++  CacMnYnKU ¦. CacMnYnKU ¦. CacMnYnKU ¦. CacMnYnKU ¦.    
----ebI ebI ebI ebI x  CacM CacM CacM CacMnYnKU nYnKU nYnKU nYnKU y  CacMnYnKU enaHeKGactag  CacMnYnKU enaHeKGactag  CacMnYnKU enaHeKGactag  CacMnYnKU enaHeKGactag )Zn,m(n2y;m2x ∈∈∈∈========     
smIkar smIkar smIkar smIkar )1(  Gacsresr  Gacsresr  Gacsresr  Gacsresr )3z4(2)n2()m2( 22 ++++====++++     
b¤ b¤ b¤ b¤ 3z4)nm(2 22 ++++====++++  CasmIkarKµanb¤skñúgsMNMucMnYnKt; . CasmIkarKµanb¤skñúgsMNMucMnYnKt; . CasmIkarKµanb¤skñúgsMNMucMnYnKt; . CasmIkarKµanb¤skñúgsMNMucMnYnKt; .    
¬ eRBaH ¬ eRBaH ¬ eRBaH ¬ eRBaH )nm(2 22 ++++  CacMnYnKU ehIy  CacMnYnKU ehIy  CacMnYnKU ehIy  CacMnYnKU ehIy 3z4 ++++  CacMnYness ¦ CacMnYness ¦ CacMnYness ¦ CacMnYness ¦    
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----ebI ebI ebI ebI x  CacMnYness  CacMnYness  CacMnYness  CacMnYness y  CacMnYnessenaHeKGactag  CacMnYnessenaHeKGactag  CacMnYnessenaHeKGactag  CacMnYnessenaHeKGactag 1n2y;1m2x −−−−====−−−−====     
   cMeBaHRKb;cMnYnKt;    cMeBaHRKb;cMnYnKt;    cMeBaHRKb;cMnYnKt;    cMeBaHRKb;cMnYnKt; m  nig  nig  nig  nig n  . . . .    
smIkar smIkar smIkar smIkar )1(  Gacsres Gacsres Gacsres Gacsresr r r r )3z4(2)1n2()1m2( 22 ++++====−−−−++++−−−−     
b¤ b¤ b¤ b¤ 6z82n4n4m4m4 22 ++++====++++−−−−++++−−−−     
b¤ b¤ b¤ b¤ 1z2)1n(n)1m(m ++++====−−−−++++−−−−  CasmIkarKµanb¤skñúgsMNMucMnYnKt; . CasmIkarKµanb¤skñúgsMNMucMnYnKt; . CasmIkarKµanb¤skñúgsMNMucMnYnKt; . CasmIkarKµanb¤skñúgsMNMucMnYnKt; .    
¬ eRBaH ¬ eRBaH ¬ eRBaH ¬ eRBaH )1n(n;)1m(m −−−−−−−−  CacMnYnKU ehIy  CacMnYnKU ehIy  CacMnYnKU ehIy  CacMnYnKU ehIy 1z2 ++++  CacMnYness ¦ CacMnYness ¦ CacMnYness ¦ CacMnYness ¦    
srubmksmIkar srubmksmIkar srubmksmIkar srubmksmIkar 6z8yx 22 ====−−−−++++  KµancemøIykñúgsMNMuc KµancemøIykñúgsMNMuc KµancemøIykñúgsMNMuc KµancemøIykñúgsMNMucMnYnKt; .MnYnKt; .MnYnKt; .MnYnKt; .    
dUcenH KµancMnYnKt; dUcenH KµancMnYnKt; dUcenH KµancMnYnKt; dUcenH KµancMnYnKt; z;y;x EdlepÞógpÞat; EdlepÞógpÞat; EdlepÞógpÞat; EdlepÞógpÞat; 6z8yx 22 ====−−−−++++ eT   .eT   .eT   .eT   .    
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លហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទ២៥២៥២៥២៥ 

cUrbgðajfa  cUrbgðajfa  cUrbgðajfa  cUrbgðajfa  
13n3
17n4

F
++++
++++====  cMeBaHRKb;  cMeBaHRKb;  cMeBaHRKb;  cMeBaHRKb; INn ∈∈∈∈  CaRbPaKsRmYlmin)an . CaRbPaKsRmYlmin)an . CaRbPaKsRmYlmin)an . CaRbPaKsRmYlmin)an .    

                                                                                                                                                                                                                                        
 
 

ដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយំំំំ  

bgðajfa  bgðajfa  bgðajfa  bgðajfa  
13n3
17n4

F
++++
++++====  CaRbPaKsRmYlmin)an CaRbPaKsRmYlmin)an CaRbPaKsRmYlmin)an CaRbPaKsRmYlmin)an    

snµtfa snµtfa snµtfa snµtfa 17n4 ++++  nig  nig  nig  nig 13n3 ++++  mantYEckFMbMputesµI  mantYEckFMbMputesµI  mantYEckFMbMputesµI  mantYEckFMbMputesµI d  . . . .    
eyIg)an eyIg)an eyIg)an eyIg)an ad17n4 ====++++  nig  nig  nig  nig bd13n3 ====++++  Edl  Edl  Edl  Edl a nig  nig  nig  nig b  bfmrvagKña . bfmrvagKña . bfmrvagKña . bfmrvagKña .    
eyIgman eyIgman eyIgman eyIgman d)a3b4()17n4(3)13n3(4 −−−−====++++−−−−++++     
                                                    

d)a3b4(1

d)a3b4(51n1252n12

−−−−====
−−−−====−−−−−−−−++++     

eday eday eday eday a3b4 −−−−  nig  nig  nig  nig d  suTæEtCacMnYnKt;enaHeKTaj)an  suTæEtCacMnYnKt;enaHeKTaj)an  suTæEtCacMnYnKt;enaHeKTaj)an  suTæEtCacMnYnKt;enaHeKTaj)an 1d ====     
naM[naM[naM[naM[ 17n4 ++++  nig  nig  nig  nig 13n3 ++++  CacMnYnbfmrvagKña . CacMnYnbfmrvagKña . CacMnYnbfmrvagKña . CacMnYnbfmrvagKña .    
dUcenH  dUcenH  dUcenH  dUcenH  

13n3
17n4

F
++++
++++====  CaRbPaKsRmYlmin)an . CaRbPaKsRmYlmin)an . CaRbPaKsRmYlmin)an . CaRbPaKsRmYlmin)an .    
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លហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទីីីី២៦២៦២៦២៦ 

eK[ eK[ eK[ eK[ AD  CaknøHbnÞat;BuHkñúgénmMu  CaknøHbnÞat;BuHkñúgénmMu  CaknøHbnÞat;BuHkñúgénmMu  CaknøHbnÞat;BuHkñúgénmMu A  énRtIekaN  énRtIekaN  énRtIekaN  énRtIekaN ABC  mYy . mYy . mYy . mYy .    
M  nig  nig  nig  nig N  CaBIrcMnucenAelIRCug  CaBIrcMnucenAelIRCug  CaBIrcMnucenAelIRCug  CaBIrcMnucenAelIRCug AB  nig  nig  nig  nig AC erogerogerogerogKñaEdlmMu KñaEdlmMu KñaEdlmMu KñaEdlmMu BMDA ∠∠∠∠====∠∠∠∠     
nigmMu nigmMu nigmMu nigmMu CNDA ∠∠∠∠====∠∠∠∠  . tag  . tag  . tag  . tag P  CaRbsBVrvag  CaRbsBVrvag  CaRbsBVrvag  CaRbsBVrvag MN  nig  nig  nig  nig AD  . . . .    
cUrRsayfa cUrRsayfa cUrRsayfa cUrRsayfa AP.AC.ABAD3 ====   .  .  .  .    
                                                                                                                                                                                                                                        ((((RMC 1999))))    

                                                                                                                                                                                                            

ដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយំំំំ  

Rsayfa Rsayfa Rsayfa Rsayfa AP.AC.ABAD3 ====             
eyIgman eyIgman eyIgman eyIgman ABD∆∆∆∆  dUc  dUc  dUc  dUc ADM∆∆∆∆     
eK)an eK)an eK)an eK)an 

AD
AB

AM
AD ====     

b¤  b¤  b¤  b¤  )1(AB.AMAD2 ====     
eyIgman eyIgman eyIgman eyIgman ACD∆∆∆∆  dUc  dUc  dUc  dUc ADN∆∆∆∆     
eK)an eK)an eK)an eK)an 

AD
AC

AN
AD ====     

b¤ b¤ b¤ b¤     )2(AC.ANAD2 ====     
KuNTMnak;TMng KuNTMnak;TMng KuNTMnak;TMng KuNTMnak;TMng )1(  nig  nig  nig  nig )2(  eK)an  eK)an  eK)an  eK)an ³³³³    

)3(AC.AB.AN.AMAD4 ====     

A  

B  C  D  

M  

N  P  



គណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពិ ិិ ិិ ិិ ិំំ ំំ ភពេលកភពេលកភពេលកភពេលក    
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eyIgman eyIgman eyIgman eyIgman o180ACBAADNADM ====∠∠∠∠++++∠∠∠∠++++∠∠∠∠====∠∠∠∠++++∠∠∠∠++++∠∠∠∠     
enaH enaH enaH enaH AMDN  CactuekaNcarwkkñúgrgVg; . CactuekaNcarwkkñúgrgVg; . CactuekaNcarwkkñúgrgVg; . CactuekaNcarwkkñúgrgVg; .    
eK)an eK)an eK)an eK)an ADNAMP ∠∠∠∠====∠∠∠∠   ¬ mMusáat;edayF  ¬ mMusáat;edayF  ¬ mMusáat;edayF  ¬ mMusáat;edayFñÚrYm ñÚrYm ñÚrYm ñÚrYm AN  ¦ ¦ ¦ ¦    
enaHRtIekaN enaHRtIekaN enaHRtIekaN enaHRtIekaN AMP∆∆∆∆  dUcRtIekaN  dUcRtIekaN  dUcRtIekaN  dUcRtIekaN ADN∆∆∆∆     
eK)an eK)an eK)an eK)an 

AN
AP

AD
AM ====   naM[   naM[   naM[   naM[ )4(AP.ADAN.AM ====     

yk yk yk yk )4(  CMnYskñúg  CMnYskñúg  CMnYskñúg  CMnYskñúg )3(  eK)an  eK)an  eK)an  eK)an AC.AB.AP.ADAD4 ====     
dUdUdUdUcenH  cenH  cenH  cenH  AP.AC.ABAD3 ====   .  .  .  .    

 
 
 

លហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទីីីី២៧២៧២៧២៧ 

eK[ eK[ eK[ eK[ c,b,a  CabIcMnYnBitEdlepÞógpÞat;  CabIcMnYnBitEdlepÞógpÞat;  CabIcMnYnBitEdlepÞógpÞat;  CabIcMnYnBitEdlepÞógpÞat; 3cba 222 ====++++++++  . . . .    
cUrbgðajfa cUrbgðajfa cUrbgðajfa cUrbgðajfa 4abc|c||b||a| ≤≤≤≤−−−−++++++++         
                                                                                                                                                                                                                                         ( ( ( (RMC 2004))))    
                                                                                                                                                                                                                                        

ដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយំំំំ  

bgðajfa bgðajfa bgðajfa bgðajfa 4abc|c||b||a| ≤≤≤≤−−−−++++++++             
tamvismPaB tamvismPaB tamvismPaB tamvismPaB Cauchy-Schwarz  eK)an eK)an eK)an eK)an ³³³³    
                                                (((( )))) 9)cba(3|c||b||a| 2222 ====++++++++≤≤≤≤++++++++     



គណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពិ ិិ ិិ ិិ ិំំ ំំ ភពេលកភពេលកភពេលកភពេលក    
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eKTaj   eKTaj   eKTaj   eKTaj   )1(3|c||b||a| ≤≤≤≤++++++++     
tamvismPaB tamvismPaB tamvismPaB tamvismPaB GMAM −−−−  eK)an  eK)an  eK)an  eK)an ³³³³    
                                        3 2222 )abc(3cba ≥≥≥≥++++++++     
eKTaj eKTaj eKTaj eKTaj 1

3
cba

)abc(
3222

2 ====






 ++++++++≤≤≤≤   naM[   naM[   naM[   naM[ 1abc1 ≤≤≤≤≤≤≤≤−−−−     

eKTaj)an eKTaj)an eKTaj)an eKTaj)an )2(1abc ≥≥≥≥−−−−     
eFIVplbUkvismPaB eFIVplbUkvismPaB eFIVplbUkvismPaB eFIVplbUkvismPaB )1(  nig  nig  nig  nig )2(   eK)an   eK)an   eK)an   eK)an ³³³³    
                                        4abc|c||b||a| ≤≤≤≤−−−−++++++++    .   .   .   .    
    
លហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទីីីី២៨២៨២៨២៨ 

eK[ eK[ eK[ eK[ x  n n n nig ig ig ig y  CacMnYnBit .  CacMnYnBit .  CacMnYnBit .  CacMnYnBit .     
eKdwgfa eKdwgfa eKdwgfa eKdwgfa 3322 yx,yx ++++++++  nig  nig  nig  nig 44 yx ++++  CacMnYnsniTan . CacMnYnsniTan . CacMnYnsniTan . CacMnYnsniTan .    
cUrRsayfa cUrRsayfa cUrRsayfa cUrRsayfa xy  nig  nig  nig  nig yx ++++  CacMnYnsniTan . CacMnYnsniTan . CacMnYnsniTan . CacMnYnsniTan .    
                                                                                                                                                                                                                                     ( ( ( (RMC 2004))))    

                                                                                                                                                                                                        

ដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយំំំំ  

Rsayfa Rsayfa Rsayfa Rsayfa xy  nig  nig  nig  nig yx ++++  CacMnYnsniTan CacMnYnsniTan CacMnYnsniTan CacMnYnsniTan    
eyIgman eyIgman eyIgman eyIgman [[[[ ]]]])yx()yx(

2
1

yx 4422222 ++++−−−−++++====  CacMnYnsniTan  CacMnYnsniTan  CacMnYnsniTan  CacMnYnsniTan     



គណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពិ ិិ ិិ ិិ ិំំ ំំ ភពេលកភពេលកភពេលកភពេលក    
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                                                        )yx(yx3)yx(yx 222232266 ++++−−−−++++====++++  CacMnYnsniTan  CacMnYnsniTan  CacMnYnsniTan  CacMnYnsniTan     
ehIy       ehIy       ehIy       ehIy       [[[[ ]]]])yx()yx(

2
1

yx 6623333 ++++−−−−++++====   CacMnYnsniTan   CacMnYnsniTan   CacMnYnsniTan   CacMnYnsniTan     
eyIgTaj)an eyIgTaj)an eyIgTaj)an eyIgTaj)an 22

33

yx
yx

xy ====   CacMnYnsniTan .  CacMnYnsniTan .  CacMnYnsniTan .  CacMnYnsniTan .    

müa:geTot müa:geTot müa:geTot müa:geTot 
xyyx

yx
yx 22

33

−−−−++++
++++====++++  CacMnYnsniTan . CacMnYnsniTan . CacMnYnsniTan . CacMnYnsniTan .    

dUcenH dUcenH dUcenH dUcenH xy  nig  nig  nig  nig yx ++++  CacMnYnsniTan . CacMnYnsniTan . CacMnYnsniTan . CacMnYnsniTan .    
    

លហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទីីីី២៩២៩២៩២៩ 

cUrkMnt;EpñkKt;éncMnYn  cUrkMnt;EpñkKt;éncMnYn  cUrkMnt;EpñkKt;éncMnYn  cUrkMnt;EpñkKt;éncMnYn  3 3 3 3 24....242424 ++++++++++++++++         
¬ man ¬ man ¬ man ¬ man n  b¤sTIbI  b¤sTIbI  b¤sTIbI  b¤sTIbI ¦ .¦ .¦ .¦ .    
                                                                                                                                                                                                                                 ( ( ( (RMC 2004))))    
                                                                                                                                                                                                                                        

 

ដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយំំំំ  

kMnt;EpñkKt;kMnt;EpñkKt;kMnt;EpñkKt;kMnt;EpñkKt;    
tag tag tag tag 3 3 3 3

n 24....242424a ++++++++++++++++====  Edl  Edl  Edl  Edl 1n ≥≥≥≥     
eyIgman  eyIgman  eyIgman  eyIgman  3

1 24a ====   eday   eday   eday   eday 3242 3 <<<<<<<<   enaH   enaH   enaH   enaH 3a2 1 <<<<<<<<     
snµtfavaBitcMeBaH snµtfavaBitcMeBaH snµtfavaBitcMeBaH snµtfavaBitcMeBaH kn ====  KW   KW   KW   KW  3a2 k <<<<<<<<         



គណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពិ ិិ ិិ ិិ ិំំ ំំ ភពេលកភពេលកភពេលកភពេលក    
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eyIgnwgRsayfavaBitcMeBaH eyIgnwgRsayfavaBitcMeBaH eyIgnwgRsayfavaBitcMeBaH eyIgnwgRsayfavaBitcMeBaH 1kn ++++====  KW   KW   KW   KW  3a2 1k <<<<<<<< ++++         
eyIgman eyIgman eyIgman eyIgman 3

k1k a24a ++++====++++    eday    eday    eday    eday 3a2 k <<<<<<<<     
enaHeK)an enaHeK)an enaHeK)an enaHeK)an 27a2426 k <<<<++++<<<<   b¤    b¤    b¤    b¤  3a24262 3

k
3 <<<<++++<<<<<<<<     

naM[ naM[ naM[ naM[ 3a2 1k <<<<<<<< ++++  Bit . Bit . Bit . Bit .    
eK)an eK)an eK)an eK)an 3a2 n <<<<<<<<  cMeBaHRKb;  cMeBaHRKb;  cMeBaHRKb;  cMeBaHRKb; 1n ≥≥≥≥     
dUcenHEpñkKt;én dUcenHEpñkKt;én dUcenHEpñkKt;én dUcenHEpñkKt;én 3 3 3 3

n 24....242424a ++++++++++++++++====  KW   KW   KW   KW  2]a[ n ====   .  .  .  .    
    
លហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទីីីី៣០៣០៣០៣០ 

eK[ eK[ eK[ eK[ c,b,a  CabIcMnYnBitviC¢manEdl  CabIcMnYnBitviC¢manEdl  CabIcMnYnBitviC¢manEdl  CabIcMnYnBitviC¢manEdl 1abc ====   .  .  .  .    
cUrbgðajfa cUrbgðajfa cUrbgðajfa cUrbgðajfa 

cabcab
6

cba
3

1
++++++++

≥≥≥≥
++++++++

++++         
                                                                                                                                                                                                                                    ((((JBMO 2003))))    
                                                                                                                                                                

ដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយំំំំ  

bgðajfa bgðajfa bgðajfa bgðajfa 
cabcab

6
cba

3
1

++++++++
≥≥≥≥

++++++++
++++             

eyIgtag eyIgtag eyIgtag eyIgtag 
z
1

c;
y
1

b;
x
1

a ============   enaHvismPaBGacsresr   enaHvismPaBGacsresr   enaHvismPaBGacsresr   enaHvismPaBGacsresr ³³³³    

        
zyx

6
zxyzxy

3
1

++++++++
≥≥≥≥

++++++++
++++   ¬ eRBaH   ¬ eRBaH   ¬ eRBaH   ¬ eRBaH 1

abc
1

xyz ========  ¦ ¦ ¦ ¦    



គណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពិ ិិ ិិ ិិ ិំំ ំំ ភពេលកភពេលកភពេលកភពេលក    

 

     េដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋុុ ុុ                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             ទំពរ ័ទំពរ ័ទំពរ ័ទំពរ ័59  

 

eyIgman eyIgman eyIgman eyIgman 0)xz()zy()yx( 222 ≥≥≥≥−−−−++++−−−−++++−−−−     
eKTaj eKTaj eKTaj eKTaj zxyzxyzyx 222 ++++++++≥≥≥≥++++++++     
EfmGgÁTaMgBIrnwg EfmGgÁTaMgBIrnwg EfmGgÁTaMgBIrnwg EfmGgÁTaMgBIrnwg zx2yz2xy2 ++++++++         
eK)an  eK)an  eK)an  eK)an  )zxyzxy(3)zyx( 2 ++++++++≥≥≥≥++++++++         
naM[ naM[ naM[ naM[ 

zyx
6

)zyx(
9

1
zxyzxy

3
1 2 ++++++++

≥≥≥≥
++++++++

++++≥≥≥≥
++++++++

++++     

eRBaH  eRBaH  eRBaH  eRBaH  0
zyx

3
1

)zyx(
9

zyx
6

1
2

2 ≥≥≥≥








++++++++
−−−−====

++++++++
++++

++++++++
−−−−     

dUcenH  dUcenH  dUcenH  dUcenH  
cabcab

6
cba

3
1

++++++++
≥≥≥≥

++++++++
++++     .    .    .    .    

    
លហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទីីីី៣១៣១៣១៣១ 

េគតងេគតងេគតងេគតង        R,r  និង  និង  និង  និង p   េរៀងគន ជករំងវង់ចរកឹកនង ករំងវង់ចរកឹេរក និង  េរៀងគន ជករំងវង់ចរកឹកនង ករំងវង់ចរកឹេរក និង  េរៀងគន ជករំងវង់ចរកឹកនង ករំងវង់ចរកឹេរក និង  េរៀងគន ជករំងវង់ចរកឹកនង ករំងវង់ចរកឹេរក និងុុុុ     

ជកនលះបរមិរតរបស់រតីេកណមួយ ។ជកនលះបរមិរតរបស់រតីេកណមួយ ។ជកនលះបរមិរតរបស់រតីេកណមួយ ។ជកនលះបរមិរតរបស់រតីេកណមួយ ។    
ចូរបងហ ញថរជងុទងំបីរបស់រតីេកណេនះជឬសរបស់សមីករ ៖ចូរបងហ ញថរជងុទងំបីរបស់រតីេកណេនះជឬសរបស់សមីករ ៖ចូរបងហ ញថរជងុទងំបីរបស់រតីេកណេនះជឬសរបស់សមីករ ៖ចូរបងហ ញថរជងុទងំបីរបស់រតីេកណេនះជឬសរបស់សមីករ ៖    

0prR4x)rR4pr(px2x 2223 ====−−−−++++++++++++−−−−     
            

ដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយំំំំ  

បងហ ញថបងហ ញថបងហ ញថបងហ ញថរជងុទងំបីរបស់រតីេកណជឬសរបស់សមីករ ៖រជងុទងំបីរបស់រតីេកណជឬសរបស់សមីករ ៖រជងុទងំបីរបស់រតីេកណជឬសរបស់សមីករ ៖រជងុទងំបីរបស់រតីេកណជឬសរបស់សមីករ ៖    
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ចូររសយថ   ចូររសយថ   ចូររសយថ   ចូររសយថ   r2R ≥≥≥≥   ។  ។  ។  ។    
                                          (                                           (                                           (                                           ( Indian Mathematical Olympiad 1988 ) ) ) )    
 
            

ដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយំំំំ  

រសយថ   រសយថ   រសយថ   រសយថ   r2R ≥≥≥≥             
យយយយករតីេកណ ករតីេកណ ករតីេកណ ករតីេកណ ABC  មនរជុង  មនរជុង  មនរជុង  មនរជុង cAB,bAC,aBC ============     

តង តង តង តង I  ជផចតរងវង់ចរកឹកនងរតីេកណ និង  ជផចតរងវង់ចរកឹកនងរតីេកណ និង  ជផចតរងវង់ចរកឹកនងរតីេកណ និង  ជផចតរងវង់ចរកឹកនងរតីេកណ និង ិិិិ ុុ ុុ O  ជផចតរងវង់ចរកឹេរក ។ ជផចតរងវង់ចរកឹេរក ។ ជផចតរងវង់ចរកឹេរក ។ ជផចតរងវង់ចរកឹេរក ។ិិិិ     

តមរទឹសតីបទអឺែលចំេពះរគប់ចំនច តមរទឹសតីបទអឺែលចំេពះរគប់ចំនច តមរទឹសតីបទអឺែលចំេពះរគប់ចំនច តមរទឹសតីបទអឺែលចំេពះរគប់ចំនច ុុុុ X  ៃនបលង់េគមន ៖ ៃនបលង់េគមន ៖ ៃនបលង់េគមន ៖ ៃនបលង់េគមន ៖    
abcXI)cba(XCcXBbXAa 2222 ++++++++++++====++++++++  

យក  យក  យក  យក  X  េនរតង់ផចត  េនរតង់ផចត  េនរតង់ផចត  េនរតង់ផចត ិិ ិិ O  េគបន ៖ េគបន ៖ េគបន ៖ េគបន ៖ 

abcOI)cba(OCcOBbOAa 2222 ++++++++++++====++++++++  
េដយ េដយ េដយ េដយ ROCOBOA ============  ករំងវង់ចរកឹេរក ករំងវង់ចរកឹេរក ករំងវង់ចរកឹេរក ករំងវង់ចរកឹេរក 

abcOI)cba(R)cba( 22 ++++++++++++====++++++++  

េគទញ េគទញ េគទញ េគទញ 
p2

abc
R

cba
abc

ROI 222 −−−−====
++++++++

−−−−====  

រូបមនតៃផទរកឡ រូបមនតៃផទរកឡ រូបមនតៃផទរកឡ រូបមនតៃផទរកឡ rR2
p2

abc
R4

abc
prS ====⇒⇒⇒⇒========  

េគបន េគបន េគបន េគបន )r2R(ROI)r2R(RrR2ROI 22 −−−−====⇒⇒⇒⇒−−−−====−−−−====  

េដយ េដយ េដយ េដយ 0OI ≥≥≥≥   ដូចេនះ    ដូចេនះ    ដូចេនះ    ដូចេនះ  r2R ≥≥≥≥   ។  ។  ។  ។ 
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លហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទីីីី៤៤៤៤៤៤៤៤ 

េគេគេគេគឲយ  ឲយ  ឲយ  ឲយ  
2x3

x
)x(f

−−−−
====     

ចូរបងហ ញថេប ចូរបងហ ញថេប ចូរបងហ ញថេប ចូរបងហ ញថេប n  មន  មន  មន  មន d េលខែដល េលខែដល េលខែដល េលខែដល 
d10

n
)n(f ==== េនះ េនះ េនះ េនះ n  ជចំនួនគត់ែដល ជចំនួនគត់ែដល ជចំនួនគត់ែដល ជចំនួនគត់ែដល    

4333....333n
)1d(
43421

−−−−
====                 ។។។។    

            

ដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយំំំំ  

បងហ ញថ បងហ ញថ បងហ ញថ បងហ ញថ 4333....333n
)1d(
43421

−−−−
====          

េគមន េគមន េគមន េគមន 
d10

n
2n3

n
)n(f ====

−−−−
====  

េគទញ េគទញ េគទញ េគទញ d102n3 ====−−−−   ឬ   ឬ   ឬ   ឬ 
3

210
n

d ++++====      
េដយ  េដយ  េដយ  េដយ  3999....9993)110(210

)d(

dd ++++====++++−−−−====++++ 43421  

េគបន េគបន េគបន េគបន 1333......333
3

3999....999

n
)d(

)d( ++++====

++++

==== 43421

43421

 

ដូចេនះដូចេនះដូចេនះដូចេនះ        4333....333n
)1d(
43421

−−−−
====         ។។។។ 
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លហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទីីីី៤៥៤៥៤៥៤៥ 

េគេគេគេគឲយសមីករ  ឲយសមីករ  ឲយសមីករ  ឲយសមីករ  0srxqxpxx 234 ====++++++++++++++++  មនឬសបួនវជជមន ។ មនឬសបួនវជជមន ។ មនឬសបួនវជជមន ។ មនឬសបួនវជជមន ។ិិិិ     

ចូររសយបញជ ក់ថ ៖ចូររសយបញជ ក់ថ ៖ចូររសយបញជ ក់ថ ៖ចូររសយបញជ ក់ថ ៖    

                                                                                                
0s36q/b

0s16pr/a
2 ≥≥≥≥−−−−

≥≥≥≥−−−−
    

    

                                                           (                                                             (                                                             (                                                             (  Indian Mathematical Olympiad 1990  )  )  )  ) 
            

ដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយំំំំ  

រសយបញជ ក់ថរសយបញជ ក់ថរសយបញជ ក់ថរសយបញជ ក់ថ 0s16pr ≥≥≥≥−−−−         
តង តង តង តង 4321 y,y,y,y   ជឬសសមីករ   ជឬសសមីករ   ជឬសសមីករ   ជឬសសមីករ 0srxqxpxx 234 ====++++++++++++++++     

តមរទឹសតីបទែវយតេគមនទំនក់ទំនងឬសដូចខងេរកម ៖តមរទឹសតីបទែវយតេគមនទំនក់ទំនងឬសដូចខងេរកម ៖តមរទឹសតីបទែវយតេគមនទំនក់ទំនងឬសដូចខងេរកម ៖តមរទឹសតីបទែវយតេគមនទំនក់ទំនងឬសដូចខងេរកម ៖    













====
−−−−====++++++++++++

====++++++++++++++++++++
−−−−====++++++++++++

syyyy

ryyyyyyyyyyyy

qyyyyyyyyyyyy

pyyyy

4321

432431421321

434232413121

4321

    

តមវសមភព តមវសមភព តមវសមភព តមវសមភព ិិិិ HMAM −−−−   េគមន   េគមន   េគមន   េគមន     

s16pr

s16)r()p(

yyyy16)
y
1

y
1

y
1

y
1

)(yyyy(yyyy 4321
4321

43214321

≥≥≥≥
≥≥≥≥−−−−−−−−

≥≥≥≥++++++++++++++++++++++++

    

ដូចេនះ  ដូចេនះ  ដូចេនះ  ដូចេនះ  0s16pr ≥≥≥≥−−−−   ។  ។  ។  ។    
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រសយបញជ ក់ថរសយបញជ ក់ថរសយបញជ ក់ថរសយបញជ ក់ថ 0s36q2 ≥≥≥≥−−−−         
តមវសមភព តមវសមភព តមវសមភព តមវសមភព ិិិិ GMAM −−−−   េគបន ៖  េគបន ៖  េគបន ៖  េគបន ៖    

s36q

yyyy36)yyyyyyyyyyyy(
2

4321
2

434232413121

≥≥≥≥

≥≥≥≥++++++++++++++++++++
    

ដូចេនះ ដូចេនះ ដូចេនះ ដូចេនះ 0s36q2 ≥≥≥≥−−−−   ។  ។  ។  ។    
    

លហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទីីីី៤៦៤៦៤៦៤៦ 

ចូរចូរចូរចូរកំនត់រគប់គូតំៃលគត់មិនអវជជមន កំនត់រគប់គូតំៃលគត់មិនអវជជមន កំនត់រគប់គូតំៃលគត់មិនអវជជមន កំនត់រគប់គូតំៃលគត់មិនអវជជមន ិិិិ )y,x(  េបេគដងថ ៖ េបេគដងថ ៖ េបេគដងថ ៖ េបេគដងថ ៖ឹឹឹឹ     

        222 yx)7xy( ++++====−−−−                 ។។។។ 

(  (  (  (  Indian Mathematical Olympiad 1990  )  )  )  ) 
 
            

ដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយំំំំ  

កំនកំនកំនកំនត់រគប់គូតំៃលគត់មិនអវជជមន ត់រគប់គូតំៃលគត់មិនអវជជមន ត់រគប់គូតំៃលគត់មិនអវជជមន ត់រគប់គូតំៃលគត់មិនអវជជមន ិិិិ )y,x(         
េគមន េគមន េគមន េគមន 222 yx)7xy( ++++====−−−−              

                                            

13)6xyyx)(6xyyx(

13)6xy()yx(

)yx(13)6xy(

)yxy2x(13)36xy12yx(

yx49xy14yx

22

22

2222

2222

====++++−−−−++++−−−−++++++++
====−−−−−−−−++++

++++====++++−−−−

++++++++====++++++++−−−−

++++====++++−−−−

 

េគទញ  េគទញ  េគទញ  េគទញ  )S(
16xyyx

136xyyx
1





====++++−−−−++++
====−−−−++++++++      
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ឬ    ឬ    ឬ    ឬ    )S(
136xyyx

16xyyx
2





====++++−−−−++++
====−−−−++++++++

 

ឬ    ឬ    ឬ    ឬ    )S(
16xyyx

136xyyx
3





−−−−====++++−−−−++++
−−−−====−−−−++++++++

 

ឬ    ឬ    ឬ    ឬ    )S(
136xyyx

16xyyx
4





−−−−====++++−−−−++++
−−−−====−−−−++++++++

 

បនទ ប់ពីេដះរសបនទ ប់ពីេដះរសបនទ ប់ពីេដះរសបនទ ប់ពីេដះរសយរបពន័ឋសមីករ យរបពន័ឋសមីករ យរបពន័ឋសមីករ យរបពន័ឋសមីករ )S(;)S(;)S(;)S( 4321      
េគទទួលបនគូចេមលយ ៖េគទទួលបនគូចេមលយ ៖េគទទួលបនគូចេមលយ ៖េគទទួលបនគូចេមលយ ៖ 

})3,4(;)4,3(;)0,7(;)7,0({)y,x( ====   ។  ។  ។  ។    
    

    

លហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទីីីី៤៧៤៧៤៧៤៧ 

េគឲយ េគឲយ េគឲយ េគឲយ z;y;x   ជបីចំនួនពិតមិនអវជជមន ។ ចូររសយថ ៖  ជបីចំនួនពិតមិនអវជជមន ។ ចូររសយថ ៖  ជបីចំនួនពិតមិនអវជជមន ។ ចូររសយថ ៖  ជបីចំនួនពិតមិនអវជជមន ។ ចូររសយថ ៖ិិិិ     

3
zyx

3
zyx

6
zxyzxyzyx 222222 ++++++++++++++++≤≤≤≤++++++++++++++++++++      

( Hungary-Israel Binational 2009  ) 
         
    

ដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយំំំំ  

រសរសរសរសយថ ៖យថ ៖យថ ៖យថ ៖    

3
zyx

3
zyx

6
zxyzxyzyx 222222 ++++++++++++++++≤≤≤≤++++++++++++++++++++

 

តង  តង  តង  តង  222 zyxa ++++++++====   និង    និង    និង    និង  zxyzxyb ++++++++====  

េគបន េគបន េគបន េគបន b2azyx)zyx(b2a 2 ++++====++++++++⇒⇒⇒⇒++++++++====++++  
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វសមភពសមមូល វសមភពសមមូល វសមភពសមមូល វសមភពសមមូល ិិិិ
3
a

3
b2a

6
ba ++++≤≤≤≤

++++
 

0)b3a)(ba(

0b3ab2a

)b2a(a4)ba(3
22

2

≥≥≥≥++++−−−−⇔⇔⇔⇔
≥≥≥≥−−−−++++⇔⇔⇔⇔

++++≤≤≤≤++++⇔⇔⇔⇔

 

េដយ េដយ េដយ េដយ 0b,0a ≥≥≥≥≥≥≥≥   េនះ    េនះ    េនះ    េនះ  0b3a ≥≥≥≥++++  

េហយ េហយ េហយ េហយ zxyzxyzyxba 222 −−−−−−−−−−−−++++++++====−−−−  

ឬ      ឬ      ឬ      ឬ      [[[[ ]]]] 0)xz()zy()yx(
2
1

ba 222 ≥≥≥≥−−−−++++−−−−++++−−−−====−−−−  

េគទញ េគទញ េគទញ េគទញ 0)b3a)(ba( ≥≥≥≥++++−−−−   ពិត  ពិត  ពិត  ពិត 

ដូចេនះដូចេនះដូចេនះដូចេនះ                
3

zyx
3

zyx
6

zxyzxyzyx 222222 ++++++++++++++++≤≤≤≤++++++++++++++++++++             ។។។។ 

    

លហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទីីីី៤៨៤៨៤៨៤៨ 

េគេគេគេគឲយ ឲយ ឲយ ឲយ a និង  និង  និង  និង b  ជចំនួនគត់វជជមន ។ រសយបញជ ក់ថេប  ជចំនួនគត់វជជមន ។ រសយបញជ ក់ថេប  ជចំនួនគត់វជជមន ។ រសយបញជ ក់ថេប  ជចំនួនគត់វជជមន ។ រសយបញជ ក់ថេប ិិ ិិ 1ab4 −−−−         
ជតួែចកៃនជតួែចកៃនជតួែចកៃនជតួែចកៃន    22 )1a4( −−−−  េនះ   េនះ   េនះ   េនះ  ba ====  ។ ។ ។ ។    
                                                                      (                                                                        (                                                                        (                                                                        (  IMO 2007 IMO 2007 IMO 2007 IMO 2007 ))))    
            

ដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយំំំំ  

តង តង តង តង 0kabkba >>>>−−−−====⇔⇔⇔⇔====−−−−  ឬ  ឬ  ឬ  ឬ ak <<<<  

េគមន េគមន េគមន េគមន 1ak4a41)ka(a41ab4 2 −−−−−−−−====−−−−−−−−====−−−−  

េហយ េហយ េហយ េហយ [[[[ ]]]] 2222 ak4)1ak4a4()1a4( ++++−−−−−−−−====−−−−  

                                                                                            22222 ka16)1ak4a4(ak8)1ak4a4( ++++−−−−−−−−++++−−−−−−−−====  
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222222 ka16)1ak4a4)(1ak4a4()1a4( ++++++++++++−−−−−−−−====−−−−  

តមទំនក់ទំនងេនះបញជ ក់ថ តមទំនក់ទំនងេនះបញជ ក់ថ តមទំនក់ទំនងេនះបញជ ក់ថ តមទំនក់ទំនងេនះបញជ ក់ថ 22 )1a4( −−−−  ែចកនឹង  ែចកនឹង  ែចកនឹង  ែចកនឹង 1ab41ak4a4 2 −−−−====−−−−−−−−  

ឲយផលែចក ឲយផលែចក ឲយផលែចក ឲយផលែចក 1ak4a4 2 ++++++++   នឹងសំណល់    នឹងសំណល់    នឹងសំណល់    នឹងសំណល់  2222 )ba(a16ka16 −−−−====      
ដូចេនះដូចេនះដូចេនះដូចេនះរសយបញជ ក់ថេបរសយបញជ ក់ថេបរសយបញជ ក់ថេបរសយបញជ ក់ថេប    1ab4 −−−−  ជតួែចកៃន  ជតួែចកៃន  ជតួែចកៃន  ជតួែចកៃន 22 )1a4( −−−−      សមមូលឲយ សមមូលឲយ សមមូលឲយ សមមូលឲយ 

ba0)ba(a16ka16 2222 ====⇔⇔⇔⇔====−−−−====   ។  ។  ។  ។    
    

លហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទីីីី៤៩៤៩៤៩៤៩ 

េគេគេគេគឲយចំនួនពិតវជជមន ឲយចំនួនពិតវជជមន ឲយចំនួនពិតវជជមន ឲយចំនួនពិតវជជមន ិិិិ z;y;x  ែដល  ែដល  ែដល  ែដល 
2
1

1z

1

1y

1

1x

1
222 ====

++++
++++

++++
++++

++++
  ។  ។  ។  ។    

ចូរចូរចូរចូរបងហ ញថ បងហ ញថ បងហ ញថ បងហ ញថ 
3
1

2z

1

2y

1

2x

1
333 ≤≤≤≤

++++
++++

++++
++++

++++
   ។   ។   ។   ។    

( ( ( ( Serbia Junior Balkan Team Selection Test 2009 ) ) ) ) 
            

ដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយំំំំ  

បងហ ញថ បងហ ញថ បងហ ញថ បងហ ញថ 
3
1

2z

1

2y

1

2x

1
333 ≤≤≤≤

++++
++++

++++
++++

++++
                

ជដបូងេយងរតវូរសយឲយេឃញថ ជដបូងេយងរតវូរសយឲយេឃញថ ជដបូងេយងរតវូរសយឲយេឃញថ ជដបូងេយងរតវូរសយឲយេឃញថ ំំំំ
)1x(3

2

2x

1
23 ++++

≤≤≤≤
++++

  ។  ។  ។  ។    

េគមន េគមន េគមន េគមន )1x(3)2x(2
)1x(3

2

2x

1 23
23 ++++≥≥≥≥++++⇔⇔⇔⇔

++++
≤≤≤≤

++++
            

                                                                                                                                        
0)1x2()1x(

01xx2x2

01x3x2

2

223

23

≥≥≥≥++++−−−−⇔⇔⇔⇔

≥≥≥≥++++−−−−−−−−⇔⇔⇔⇔

≥≥≥≥++++−−−−⇔⇔⇔⇔
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េហតេនះ  េហតេនះ  េហតេនះ  េហតេនះ  ុុ ុុ )1(
)1x(3

2

2x

1
23 ++++

≤≤≤≤
++++

  ពិត  ពិត  ពិត  ពិត    

ដូចគន ែដរ ដូចគន ែដរ ដូចគន ែដរ ដូចគន ែដរ )2(
)1y(3

2

2y

1
23 ++++

≤≤≤≤
++++

  និង  និង  និង  និង        )3(
)1z(3

2

2z

1
23 ++++

≤≤≤≤
++++

            

បូកវសមភព បូកវសមភព បូកវសមភព បូកវសមភព ិិិិ ((((1111) ) ) ) ,  ,  ,  ,  ((((2222)  )  )  )  និង  និង  និង  និង  ((((3333)  )  )  )  េគបន ៖េគបន ៖េគបន ៖េគបន ៖    

)
1z

1

1y

1

1x

1
(

3
2

2z

1

2y

1

2x

1
222333 ++++

++++
++++

++++
++++

≤≤≤≤
++++

++++
++++

++++
++++

    

េដយេដយេដយេដយ    
2
1

1z

1

1y

1

1x

1
222 ====

++++
++++

++++
++++

++++
            

ដូចេនះ  ដូចេនះ  ដូចេនះ  ដូចេនះ  
3
1

2z

1

2y

1

2x

1
333 ≤≤≤≤

++++
++++

++++
++++

++++
   ។   ។   ។   ។    

    

    

លហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទីីីី៥០៥០៥០៥០ 

េគេគេគេគឲយ  ឲយ  ឲយ  ឲយ  ABC   ជរតី  ជរតី  ជរតី  ជរតីេកណមួយេហយតង េកណមួយេហយតង េកណមួយេហយតង េកណមួយេហយតង r  និង  និង  និង  និង R  េរៀងគន ជករំងវង់ចរកឹ េរៀងគន ជករំងវង់ចរកឹ េរៀងគន ជករំងវង់ចរកឹ េរៀងគន ជករំងវង់ចរកឹ    
កនង និងករំងវង់ចរកឹេរក ។ ចូររសយបញជ ក់ថ ៖កនង និងករំងវង់ចរកឹេរក ។ ចូររសយបញជ ក់ថ ៖កនង និងករំងវង់ចរកឹេរក ។ ចូររសយបញជ ក់ថ ៖កនង និងករំងវង់ចរកឹេរក ។ ចូររសយបញជ ក់ថ ៖ុុុុ     

R4
r

8
5

2
A

sin
2
C

sin
2
C

sin
2
B

sin
2
B

sin
2
A

sin ++++≤≤≤≤++++++++  

                                                                           ( ( ( ( IMO Long lists     1988 )))) 
            

ដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយំំំំ  

រសយបញជ ក់ថ ៖រសយបញជ ក់ថ ៖រសយបញជ ក់ថ ៖រសយបញជ ក់ថ ៖    

R4
r

8
5

2
A

sin
2
C

sin
2
C

sin
2
B

sin
2
B

sin
2
A

sin ++++≤≤≤≤++++++++      
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តង តង តង តង c,b,a   ជរជុងរបស់រតីេកណ   ជរជុងរបស់រតីេកណ   ជរជុងរបស់រតីេកណ   ជរជុងរបស់រតីេកណ ABC  េហយយក  េហយយក  េហយយក  េហយយក 
2

cba
p

++++++++====  

េគមន េគមន េគមន េគមន 
ac

)cp)(ap(
2
B

sin;
bc

)cp)(bp(
2
A

sin
−−−−−−−−====−−−−−−−−====  

                                        
ab

)bp)(ap(
2
C

sin
−−−−−−−−====  

 

េយងបន េយងបន េយងបន េយងបន 
2
C

sin
2
B

sin
2
A

sin41CcosBcosAcos ++++====++++++++  
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sin(3
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sin
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sin
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េលកអងគទងំពីរជកេរេគបន ៖េលកអងគទងំពីរជកេរេគបន ៖េលកអងគទងំពីរជកេរេគបន ៖េលកអងគទងំពីរជកេរេគបន ៖ 
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 ++++++++  

េដយេរបេដយេរបេដយេរបេដយេរបសមភព សមភព សមភព សមភព zx2yz2xy2zyx)zyx( 2222 ++++++++++++++++++++====++++++++  

តមទំនក់ទំនង តមទំនក់ទំនង តមទំនក់ទំនង តមទំនក់ទំនង ((((1111) ) ) ) និង និង និង និង ((((2222) ) ) ) េគទញបន ៖េគទញបន ៖េគទញបន ៖េគទញបន ៖ 
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(sin2 ++++≤≤≤≤++++++++      

ដូចេនះ  ដូចេនះ  ដូចេនះ  ដូចេនះ  
R4
r

8
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A
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2
C

sin
2
C

sin
2
B

sin
2
B

sin
2
A

sin ++++≤≤≤≤++++++++  ។ ។ ។ ។ 
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លហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទីីីី៥១៥១៥១៥១ 

េគេគេគេគដងថ ដងថ ដងថ ដងថ ឹឹឹឹ a
)zyxsin(

zsinysinxsin
)zyxcos(

zcosycosxcos ====
++++++++
++++++++====

++++++++
++++++++

        

ចូររសយថ ចូររសយថ ចូររសយថ ចូររសយថ a)xzcos()zycos()yxcos( ====++++++++++++++++++++         

                                                                         ( ( ( ( IMO     Short lists    1989999 ))))    

ដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយំំំំ  

រសយថ រសយថ រសយថ រសយថ a)xzcos()zycos()yxcos( ====++++++++++++++++++++         
តង តង តង តង iziyix ew,ev,eu ============     

េគបន េគបន េគបន េគបន (((( )))) (((( ))))zsinysinxsinizcosycosxcoswvu ++++++++++++++++++++====++++++++     

េហយ េហយ េហយ េហយ )zyxsin(i)zyxcos(euvw )zyx(i ++++++++++++++++++++======== ++++++++
    

េគមន  េគមន  េគមន  េគមន  a
)zyxsin(

zsinysinxsin
)zyxcos(

zcosycosxcos ====
++++++++
++++++++====

++++++++
++++++++

    

នឲំយ  នឲំយ  នឲំយ  នឲំយ  a
)zyxcos(i)zyxcos(

)zsinysinx(sini)zcosycosx(cos ====
++++++++++++++++++++

++++++++++++++++++++
    

                                    

aeee

a
uv
1

uw
1

vw
1

a
uvw

wvu

)yx(i)zx(i)zy(i ====++++++++

====++++++++

====++++++++

++++−−−−++++−−−−++++−−−−

    

េគទញបនេគទញបនេគទញបនេគទញបន a)xzcos()zycos()yxcos( ====++++++++++++++++++++     

និង និង និង និង 0)xzsin()zysin()yxsin( ====++++++++++++++++++++     

ដូចេនះ  ដូចេនះ  ដូចេនះ  ដូចេនះ  a)xzcos()zycos()yxcos( ====++++++++++++++++++++   ។  ។  ។  ។    
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លហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទីីីី៥២៥២៥២៥២ 

េគេគេគេគឲយ ឲយ ឲយ ឲយ [[[[ ]]]]1,0b,a ∈∈∈∈   ។   ។   ។   ។     

ចូររសយវសមភព ចូររសយវសមភព ចូររសយវសមភព ចូររសយវសមភព ិិិិ
ba1

1
3

ab
2

ba
1

++++++++
≥≥≥≥++++++++−−−−   ។  ។  ។  ។    

((((Romania National Olympiad 2008Romania National Olympiad 2008Romania National Olympiad 2008Romania National Olympiad 2008 ) ) ) ) 
            

ដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយំំំំ  

រសរសរសរសយវសមភព យវសមភព យវសមភព យវសមភព ិិិិ
ba1
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3

ab
2

ba
1

++++++++
≥≥≥≥++++++++−−−−                 

េដយ  េដយ  េដយ  េដយ  [[[[ ]]]]1,0b,a ∈∈∈∈   េនះេយងតង  េនះេយងតង  េនះេយងតង  េនះេយងតង xsinb;xcosa ========         

 ែដល ែដល ែដល ែដល
2

x0
ππππ≤≤≤≤≤≤≤≤   ។    ។    ។    ។      

យក យក យក យក )
4

xsin(2xcosxsint
ππππ++++====++++====   ែដល   ែដល   ែដល   ែដល 2t1 ≤≤≤≤≤≤≤≤     

េគមន េគមន េគមន េគមន 
2
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2
22 −−−−====⇒⇒⇒⇒++++====++++====     

វសមភពែដលរតូវបងហ ញសមមូលនឹង វសមភពែដលរតូវបងហ ញសមមូលនឹង វសមភពែដលរតូវបងហ ញសមមូលនឹង វសមភពែដលរតូវបងហ ញសមមូលនឹង ិិិិ
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េដយ េដយ េដយ េដយ 01t ≥≥≥≥−−−−     និងនិងនិងនិង 0
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1

t(1tt 22 >>>>++++−−−−====++++−−−−  េនះ េនះ េនះ េនះ 0
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≥≥≥≥
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++++−−−−−−−−     

ដូចេនះ  ដូចេនះ  ដូចេនះ  ដូចេនះ  
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2

ba
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++++++++
≥≥≥≥++++++++−−−−    ។   ។   ។   ។    
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លហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទីីីី៥៣៥៣៥៣៥៣ 

េដះរសយសមីករេដះរសយសមីករេដះរសយសមីករេដះរសយសមីករ    
1x

2
xx 2xlog2

2 ++++++++ ====++++  

((((Romania National Olympiad Romania National Olympiad Romania National Olympiad Romania National Olympiad 2007200720072007 ) ) ) ) 
 
            

ដេណះរសដេណះរសដេណះរសដេណះរសំំំំ យយយយ 

េដះរសយសមីករេដះរសយសមីករេដះរសយសមីករេដះរសយសមីករ    
1x

2
xx 2xlog2

2 ++++++++ ====++++  

----ចំេពះ ចំេពះ ចំេពះ ចំេពះ 1x >>>>   េគមន    េគមន    េគមន    េគមន  1xxx 22
2 ++++++++ >>>>   និង   និង   និង   និង 0xlog2 >>>>  

  េគបន   េគបន   េគបន   េគបន 1x
2

xx 2xlog2
2 ++++++++ >>>>++++  

----ចំេពះ ចំេពះ ចំេពះ ចំេពះ 1x0 <<<<<<<<   េគមន  េគមន  េគមន  េគមន    1xxx 22
2 ++++++++ <<<<   និង   និង   និង   និង 0xlog2 <<<<  

  េគបន    េគបន    េគបន    េគបន  1x
2

xx 2xlog2
2 ++++++++ <<<<++++  

----ចំេពះ ចំេពះ ចំេពះ ចំេពះ 1x ====  េគបន  េគបន  េគបន  េគបន 11
2

11 21log2
2 ++++++++ ====++++   ពិត  ពិត  ពិត  ពិត 

ដូចេនះសមីករមនឬសែតមួយគត់គឺ  ដូចេនះសមីករមនឬសែតមួយគត់គឺ  ដូចេនះសមីករមនឬសែតមួយគត់គឺ  ដូចេនះសមីករមនឬសែតមួយគត់គឺ  1x ====   ។  ។  ។  ។ 
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លហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទីីីី៥៤៥៤៥៤៥៤ 

េគេគេគេគឲយ ឲយ ឲយ ឲយ d,c,b,a  ជបួនចំនួនពិតវជជមនែដល  ជបួនចំនួនពិតវជជមនែដល  ជបួនចំនួនពិតវជជមនែដល  ជបួនចំនួនពិតវជជមនែដល ិិិិ 1dcba ====++++++++++++  ។ ។ ។ ។    

បងហ ញថ បងហ ញថ បងហ ញថ បងហ ញថ 
8
1

dcba)dcba(6 22223333 ++++++++++++++++≥≥≥≥++++++++++++             
( ( ( ( គណិតវទយសិសសពូែករបេទសបរងំ គណិតវទយសិសសពូែករបេទសបរងំ គណិតវទយសិសសពូែករបេទសបរងំ គណិតវទយសិសសពូែករបេទសបរងំ ិិិិ 2007200720072007            )))) 
            

ដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយំំំំ  

បងហ ញថ បងហ ញថ បងហ ញថ បងហ ញថ 
8
1

dcba)dcba(6 22223333 ++++++++++++++++≥≥≥≥++++++++++++     
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ចូររសយថ  ចូររសយថ  ចូររសយថ  ចូររសយថ  )R4r(r32cba ++++≥≥≥≥++++++++   ។  ។  ។  ។    
 

    

ដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយំំំំ  

រសយថ  រសយថ  រសយថ  រសយថ  )R4r(r32cba ++++≥≥≥≥++++++++             
េគមន េគមន េគមន េគមន 0)ac()cb()ba( 222 ≥≥≥≥−−−−++++−−−−++++−−−−     
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ែថមអងគទងំពីរនឹង ែថមអងគទងំពីរនឹង ែថមអងគទងំពីរនឹង ែថមអងគទងំពីរនឹង ca2bc2ab2 ++++++++  េគបន ៖ េគបន ៖ េគបន ៖ េគបន ៖    
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2

222

++++++++≥≥≥≥++++++++

++++++++≥≥≥≥++++++++++++++++++++
    

តង តង តង តង 
2

cba
p

++++++++====   ជកនលះបរមិរតៃនរតីេកណ   ជកនលះបរមិរតៃនរតីេកណ   ជកនលះបរមិរតៃនរតីេកណ   ជកនលះបរមិរតៃនរតីេកណ ,,,,    
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តមរូបមនតេហរង៉ តមរូបមនតេហរង៉ តមរូបមនតេហរង៉ តមរូបមនតេហរង៉ ុុ ុុ pr)cp)(bp)(ap(pS ====−−−−−−−−−−−−====     

េគបន េគបន េគបន េគបន 22rp)cp)(bp)(ap(p ====−−−−−−−−−−−−     
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233
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prabcp)cabcab(p2p
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េគទញ េគទញ េគទញ េគទញ 
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prcabcab 22 ++++++++====++++++++     

េគមន េគមន េគមន េគមន rR4
p
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R4

abc
prS ====⇒⇒⇒⇒========     

េគបន  េគបន  េគបន  េគបន  )2(rR4prcabcab 22 ++++++++====++++++++     

យកទំនក់ទំនង យកទំនក់ទំនង យកទំនក់ទំនង យកទំនក់ទំនង ((((2222) ) ) ) ជួសកនង ជួសកនង ជួសកនង ជួសកនង ុុុុ ((((1111) ) ) ) េគបន ៖េគបន ៖េគបន ៖េគបន ៖    
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)R4r(r3p)rR4pr(3p4 2222

++++≥≥≥≥⇔⇔⇔⇔
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េដយ េដយ េដយ េដយ 
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++++++++====  េនះ  េនះ  េនះ  េនះ )R4r(r3
2

cba ++++≥≥≥≥++++++++
    

ដូចេនះ ដូចេនះ ដូចេនះ ដូចេនះ )R4r(r32cba ++++≥≥≥≥++++++++   ។  ។  ។  ។    
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លហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទីីីី៥៨៥៨៥៨៥៨ 

េគមនសីវតចំនួនពិត េគមនសីវតចំនួនពិត េគមនសីវតចំនួនពិត េគមនសីវតចំនួនពិត )a( n  កំនត់េដយ ៖ កំនត់េដយ ៖ កំនត់េដយ ៖ កំនត់េដយ ៖    
4a0 ====         និងទំនក់ទំនងកំេណ ន និងទំនក់ទំនងកំេណ ន និងទំនក់ទំនងកំេណ ន និងទំនក់ទំនងកំេណ ន 1a4a2a n

2
n1n ++++++++====++++  ែដល  ែដល  ែដល  ែដល ...,2,1,0n ====  

គណន គណន គណន គណន na  ជអនគមន៍ៃន  ជអនគមន៍ៃន  ជអនគមន៍ៃន  ជអនគមន៍ៃន ុុុុ n   ។  ។  ។  ។    
 

    

ដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយំំំំ  

គណន គណន គណន គណន na  ជអនគមន៍ៃន  ជអនគមន៍ៃន  ជអនគមន៍ៃន  ជអនគមន៍ៃន ុុុុ n          
េយងមន េយងមន េយងមន េយងមន 1a4a2a n

2
n1n ++++++++====++++  
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តងសវីតជនួយ តងសវីតជនួយ តងសវីតជនួយ តងសវីតជនួយ ំំំំ )2a2ln(b)2a2ln(b 1n1nnn ++++====⇒⇒⇒⇒++++==== ++++++++  

តម តម តម តម ((((1111) ) ) ) េគទញ េគទញ េគទញ េគទញ n1n b2b ====++++ នឲំយ នឲំយ នឲំយ នឲំយ )b( n  ជសីវធរណីមរតមនេរសង  ជសីវធរណីមរតមនេរសង  ជសីវធរណីមរតមនេរសង  ជសីវធរណីមរតមនេរសង ុុុុ 2q ====  

េគបន េគបន េគបន េគបន 0
n

n b2b ====         ែត ែត ែត ែត )10ln()2a2ln(b 00 ====++++====  

េហតេនះ  េហតេនះ  េហតេនះ  េហតេនះ  ុុ ុុ )10ln(10ln2b
n2n

n ========   េដយ  េដយ  េដយ  េដយ        )2a2ln(b nn ++++====  

េគទញ េគទញ េគទញ េគទញ 1
2
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a102a2

n
n

2

n
2

n −−−−====⇒⇒⇒⇒====++++  

ដូចេនះ  ដូចេនះ  ដូចេនះ  ដូចេនះ  1
2
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a

n2

n −−−−====   ។  ។  ។  ។    
    



គណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពិ ិិ ិិ ិិ ិំំ ំំ ភពេលកភពេលកភពេលកភពេលក    

 

     េដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋុុ ុុ                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             ទំពរ ័ទំពរ ័ទំពរ ័ទំពរ ័93  

 

 
 

លហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទីីីី៥៩៥៩៥៩៥៩ 

េគេគេគេគឲយរតីេកណ ឲយរតីេកណ ឲយរតីេកណ ឲយរតីេកណ ABC មួយរួចេគគូស មួយរួចេគគូស មួយរួចេគគូស មួយរួចេគគូស AD   ែដល   ែដល   ែដល   ែដល D  ជចំនចកណត ល ជចំនចកណត ល ជចំនចកណត ល ជចំនចកណត លុុុុ BC ,,,,    
េគដងថ េគដងថ េគដងថ េគដងថ ឹឹឹឹ oo 45ADB;30ACB ====∠∠∠∠====∠∠∠∠  ។ ។ ។ ។    
កំនត់មំ កំនត់មំ កំនត់មំ កំនត់មំ ុុុុ ABC∠∠∠∠   ។  ។  ។  ។    
 

    

ដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយំំំំ  

កំនត់មំ កំនត់មំ កំនត់មំ កំនត់មំ ុុុុ ABC∠∠∠∠     

តង តង តង តង x2BC ====     

េនះ េនះ េនះ េនះ xDCBD ========     

សង់កំពស់ សង់កំពស់ សង់កំពស់ សង់កំពស់ HDhAH ========     

េគមន េគមន េគមន េគមន BDHDHB −−−−====     

      ឬ       ឬ       ឬ       ឬ xhHB −−−−====     

កនងរតីេកណែកងកនងរតីេកណែកងកនងរតីេកណែកងកនងរតីេកណែកងុុុុ AHC  េគមន  េគមន  េគមន  េគមន 
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មន មន មន មន 
xh

h
HB
AH

tan
−−−−
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គណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពិ ិិ ិិ ិិ ិំំ ំំ ភពេលកភពេលកភពេលកភពេលក    

 

     េដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋុុ ុុ                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             ទំពរ ័ទំពរ ័ទំពរ ័ទំពរ ័94  

 

តមរូបមនត តមរូបមនត តមរូបមនត តមរូបមនត 22 )32(1

)32(2
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2tan

++++−−−−
++++====

αααα−−−−
αααα====αααα     

ooo 150tan)30180tan(
3

1
3471
)32(2

2tan ====−−−−====−−−−====
−−−−−−−−
++++====αααα     

េគទញ េគទញ េគទញ េគទញ oo 751502 ====αααα⇒⇒⇒⇒====αααα     

េដយ  េដយ  េដយ  េដយ  oooo 10575180180ABC ====−−−−====αααα−−−−====∠∠∠∠     

ដូចេនះ ដូចេនះ ដូចេនះ ដូចេនះ o105ABC ====∠∠∠∠   ។  ។  ។  ។    
    
 

លហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទលហំត់ទីីីី៦០៦០៦០៦០ 

េគឲយរតីេកណ េគឲយរតីេកណ េគឲយរតីេកណ េគឲយរតីេកណ ABC  មួយមន  មួយមន  មួយមន  មួយមន ACAB ====   ។  ចំនច   ។  ចំនច   ។  ចំនច   ។  ចំនច ុុុុ D មួយសថិតេនេលមួយសថិតេនេលមួយសថិតេនេលមួយសថិតេនេល    
រជងុ រជងុ រជងុ រជងុ AB  ែដល  ែដល  ែដល  ែដល AD6BC ==== និងមំ និងមំ និងមំ និងមំ ុុុុ o15DCB ====∠∠∠∠   ។  ។  ។  ។    
ចូរកំនត់មំ ចូរកំនត់មំ ចូរកំនត់មំ ចូរកំនត់មំ ុុុុ CAB∠∠∠∠     
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តង តង តង តង E  និង  និង  និង  និង F  ជេជងៃនចំេណលែកងពី  ជេជងៃនចំេណលែកងពី  ជេជងៃនចំេណលែកងពី  ជេជងៃនចំេណលែកងពី D  េទរជងុ  េទរជងុ  េទរជងុ  េទរជងុ AB  និង  និង  និង  និង AC  ។ ។ ។ ។    
េប េប េប េប 2RAD ====  េនះចូររសយថផចតរងវង់ចរកឹេរករតីេកណ  េនះចូររសយថផចតរងវង់ចរកឹេរករតីេកណ  េនះចូររសយថផចតរងវង់ចរកឹេរករតីេកណ  េនះចូររសយថផចតរងវង់ចរកឹេរករតីេកណ ិិិិ ABC     

សថិេនេល សថិេនេល សថិេនេល សថិេនេល EF   ។        ។        ។        ។      (((( ))))2008aHerzegovinBosnia     

 
    

ដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយដេណះរសយំំំំ  

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

តង តង តង តង O  ជផចតរងវង់ចរកឹេរក  ជផចតរងវង់ចរកឹេរក  ជផចតរងវង់ចរកឹេរក  ជផចតរងវង់ចរកឹេរក ិិិិ ABC∆∆∆∆ េហយ េហយ េហយ េហយ P ជរបសពវរវង  ជរបសពវរវង  ជរបសពវរវង  ជរបសពវរវង AO         
និង និង និង និង EF         ។។។។    
េយងមន េយងមន េយងមន េយងមន C90OBAOAB o ∠∠∠∠−−−−====∠∠∠∠====∠∠∠∠     

ចតេកណចតេកណចតេកណចតេកណុុុុ AEDF  ជចតេកណចរកឹកនងរងវង់ ជចតេកណចរកឹកនងរងវង់ ជចតេកណចរកឹកនងរងវង់ ជចតេកណចរកឹកនងរងវង់ុុ ុុ ុុ ុុ     

េរពះ េរពះ េរពះ េរពះ o180AFDAED ====∠∠∠∠++++∠∠∠∠     

A  

B  C  

E  

F  

D  

O  
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េគបន េគបន េគបន េគបន ADFAEF ∠∠∠∠====∠∠∠∠  ( ( ( (មំចរកឹកនងរងវង់សក ត់េដយធនរួម មំចរកឹកនងរងវង់សក ត់េដយធនរួម មំចរកឹកនងរងវង់សក ត់េដយធនរួម មំចរកឹកនងរងវង់សក ត់េដយធនរួម ុុ ុុ ុុ ុុ ូូ ូូ AF  ) ) ) )    
េដយ េដយ េដយ េដយ CADF ∠∠∠∠====∠∠∠∠  (  (  (  ( មំមនរជងុែកងេរៀងគន  មំមនរជងុែកងេរៀងគន  មំមនរជងុែកងេរៀងគន  មំមនរជងុែកងេរៀងគន  ុុ ុុ ))))    
េហតេនះ េហតេនះ េហតេនះ េហតេនះ ុុុុ CAEF ∠∠∠∠====∠∠∠∠   ។  ។  ។  ។    
េយងមន េយងមន េយងមន េយងមន AEFOAB180APE o ∠∠∠∠−−−−∠∠∠∠−−−−====∠∠∠∠     

                                                                                            ooo 90C)C90(180 ====∠∠∠∠−−−−∠∠∠∠−−−−−−−−====     េគទញ េគទញ េគទញ េគទញ EFAO ⊥⊥⊥⊥             
តង តង តង តង S ជៃផទរកឡ  ជៃផទរកឡ  ជៃផទរកឡ  ជៃផទរកឡ ABC∆∆∆∆  េហយ  េហយ  េហយ  េហយ cAB,bAC,aBC ============     

េយងបន េយងបន េយងបន េយងបន 
R2

bc
AD

R4
abc

a.AD
2
1

S ====⇒⇒⇒⇒========   ែត    ែត    ែត    ែត  2RAD ====     

េគបនេគបនេគបនេគបន    )1(R22bc
R2

bc
2R 2====⇒⇒⇒⇒====     

តមរទឹសតីបទសីនូស តមរទឹសតីបទសីនូស តមរទឹសតីបទសីនូស តមរទឹសតីបទសីនូស ុុុុ R2
Csin

c
Bsin

b ========     

េគទញ េគទញ េគទញ េគទញ )2(CsinBsinR4bcCsinR2c;BsinR2b 2====⇒⇒⇒⇒========     

តម តម តម តម ((((1111) ) ) ) និង និង និង និង ((((2222) ) ) ) េគទញ េគទញ េគទញ េគទញ 22 R22CsinBsinR4 ====     

េគទញ  េគទញ  េគទញ  េគទញ  )3(
2
2

CsinBsin ====             
កនងរតីេកណែកង កនងរតីេកណែកង កនងរតីេកណែកង កនងរតីេកណែកង ុុុុ AEP  េគមន  េគមន  េគមន  េគមន Csin.AEAEPsinAEAP ====∠∠∠∠====     

កនងរតីកនងរតីកនងរតីកនងរតីុុ ុុ េកណែកង េកណែកង េកណែកង េកណែកង AED  េគមន េគមន េគមន េគមន Bsin.ADADEsinADAE ====∠∠∠∠====     

( ( ( ( េរពះ  េរពះ  េរពះ  េរពះ  BADE ∠∠∠∠====∠∠∠∠   (   (   (   ( មំមនរជងុែកងេរៀងគន  មំមនរជងុែកងេរៀងគន  មំមនរជងុែកងេរៀងគន  មំមនរជងុែកងេរៀងគន  ុុ ុុ ) )) )) )) )    
េគទញ េគទញ េគទញ េគទញ )4(CsinBsin2RCsinBsinADAP ========     

យកទំនក់ទំនង យកទំនក់ទំនង យកទំនក់ទំនង យកទំនក់ទំនង )3(  ជួសកនង  ជួសកនង  ជួសកនង  ជួសកនង ុុុុ )4(  េគបន ៖ េគបន ៖ េគបន ៖ េគបន ៖    

AOR
2
2

.2RAP ============  នំ នំ នំ នឲំយចំនច ឲយចំនច ឲយចំនច ឲយចំនច ុុុុ O  រតតួសីគន ជមួយនឹងចំនច  រតតួសីគន ជមួយនឹងចំនច  រតតួសីគន ជមួយនឹងចំនច  រតតួសីគន ជមួយនឹងចំនច ុ ុុ ុុ ុុ ុ P    

ដូចេនះ ផចត ដូចេនះ ផចត ដូចេនះ ផចត ដូចេនះ ផចត ិិិិ O  សថិតេនេល  សថិតេនេល  សថិតេនេល  សថិតេនេល EF   ។  ។  ។  ។    



គណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពិ ិិ ិិ ិិ ិំំ ំំ ភពេលកភពេលកភពេលកភពេលក    

 

     េដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋុុ ុុ                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             ទំពរ ័ទំពរ ័ទំពរ ័ទំពរ ័100  

 

លហំតអ់នវុតតន៍លហំតអ់នវុតតន៍លហំតអ់នវុតតន៍លហំតអ់នវុតតន ៍   
((((ដករសង់េចញព ីដករសង់េចញព ីដករសង់េចញព ីដករសង់េចញព ីInternetInternetInternetInternet ) ) ) )    

((((http://www.artofproblemsolving.com/Forum/resources.phphttp://www.artofproblemsolving.com/Forum/resources.phphttp://www.artofproblemsolving.com/Forum/resources.phphttp://www.artofproblemsolving.com/Forum/resources.php))))    

១១១១----េគឲយសីវេគឲយសីវេគឲយសីវេគឲយសីវត  ត  ត  ត  1kk }a{ ≥≥≥≥   កំនត់េដយ   កំនត់េដយ   កំនត់េដយ   កំនត់េដយ 
2
1

a;1a 21 ========     

    និង      និង      និង      និង  1k,
aa4
1

a
2
1

aa
1kk

1kk2k ≥≥≥≥++++++++====
++++

++++++++     

    បងហ ញថ     បងហ ញថ     បងហ ញថ     បងហ ញថ 4
aa
1

...
aa
1

aa
1

aa
1

10098534231
<<<<++++++++++++++++   ។   ។   ។   ។     

( ( ( ( 2005WayBaltic ))))    
២២២២----េគឲយ  េគឲយ  េគឲយ  េគឲយ  0c,0b,0a >>>>>>>>>>>>  ែដល  ែដល  ែដល  ែដល 1cba ====++++++++   ។  ។  ។  ។    

    បងហ ញថ     បងហ ញថ     បងហ ញថ     បងហ ញថ 
3
1

cba c1b1a1 ≤≤≤≤−−−−−−−−−−−−   ។  ។  ។  ។    
                               (                                (                                (                                ( 2008Australia ))))    
៣៣៣៣----ចូរកំនត់រគប់ចំនួនគត់វជជមន ចូរកំនត់រគប់ចំនួនគត់វជជមន ចូរកំនត់រគប់ចំនួនគត់វជជមន ចូរកំនត់រគប់ចំនួនគត់វជជមន ិិិិ z,y,x   េដមបឲីយ   េដមបឲីយ   េដមបឲីយ   េដមបឲីយ     

                    
xz

2005
zy

2005
yx

2005
++++

++++
++++

++++
++++

  ជចំនួនគត់ ។  ជចំនួនគត់ ។  ជចំនួនគត់ ។  ជចំនួនគត់ ។    

                    )2005OlympiadNationalarialgBu(     

៤៤៤៤----េគមន េគមន េគមន េគមន c,b,a   ជរបែវងរជងុៃនរតីេកណមួយែដល   ជរបែវងរជងុៃនរតីេកណមួយែដល   ជរបែវងរជងុៃនរតីេកណមួយែដល   ជរបែវងរជងុៃនរតីេកណមួយែដល 3cba ====++++++++ ,,,,    

    ចូរកំនត់តៃមលតូចបំផតៃន     ចូរកំនត់តៃមលតូចបំផតៃន     ចូរកំនត់តៃមលតូចបំផតៃន     ចូរកំនត់តៃមលតូចបំផតៃន ុុុុ
3
abc4

cba 222 ++++++++++++   ,  ,  ,  ,    
    (      (      (      (  2007OlympiadalMathematicNorthernChina ))))    
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៥៥៥៥----េគមន េគមន េគមន េគមន c,b,a   ជរបែវងរជងុៃនរតីេកណមួយ។ ចូរបងហ ញថ  ជរបែវងរជងុៃនរតីេកណមួយ។ ចូរបងហ ញថ  ជរបែវងរជងុៃនរតីេកណមួយ។ ចូរបងហ ញថ  ជរបែវងរជងុៃនរតីេកណមួយ។ ចូរបងហ ញថ    

                cabcab
)bac(c

)acb(
)acb(b

)cba(
)cba(a

)bac( 444

++++++++≥≥≥≥
−−−−++++

−−−−++++++++
−−−−++++

−−−−++++++++
−−−−++++

−−−−++++   ។  ។  ។  ។    

                                                                                                                        (((( ))))2007OlympiadNationalGreece     

៦៦៦៦----េគឲយ  េគឲយ  េគឲយ  េគឲយ  c,b,a   ជបីចំនួនពិតវជជមនែដល   ជបីចំនួនពិតវជជមនែដល   ជបីចំនួនពិតវជជមនែដល   ជបីចំនួនពិតវជជមនែដល ិិិិ 333 cba ====++++   ។  ។  ។  ។    
                ចូរចូរចូរចូរបងហ ញថ បងហ ញថ បងហ ញថ បងហ ញថ )bc)(ac(6cba 222 −−−−−−−−>>>>−−−−++++     

                                                                                                                                    (((( ))))2009OlympiadNationalIndia     

៧៧៧៧----េគឲយ  េគឲយ  េគឲយ  េគឲយ  ++++∈∈∈∈ *IRz,y,x   ែដល   ែដល   ែដល   ែដល 3zyx ====++++++++   ។  ។  ។  ។    
     ចូរបងហ ញថ ៖     ចូរបងហ ញថ ៖     ចូរបងហ ញថ ៖     ចូរបងហ ញថ ៖    
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                                                                                                                (((( ))))2008OlympiadMathNationalIran     

៨៨៨៨----េគឲយ  េគឲយ  េគឲយ  េគឲយ  0c,0b,0a >>>>>>>>>>>>   ែដល   ែដល   ែដល   ែដល 1cba ====++++++++   ,  ,  ,  ,    
    ចូរបងហ ញថ      ចូរបងហ ញថ      ចូរបងហ ញថ      ចូរបងហ ញថ  1ba1cac1bcb1a 333 ≤≤≤≤−−−−++++++++−−−−++++++++−−−−++++     

                                                                                                                (((( ))))2005OlympiadalMathematicJapan     

៩៩៩៩----េគឲយ េគឲយ េគឲយ េគឲយ 0d,0c,0b,0a >>>>>>>>>>>>>>>>   ែដល   ែដល   ែដល   ែដល 4
d
1

c
1

b
1

a
1 ====++++++++++++   ។  ។  ។  ។    

    ចូរបងហ ញថ ៖    ចូរបងហ ញថ ៖    ចូរបងហ ញថ ៖    ចូរបងហ ញថ ៖    
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−−−−++++++++++++≤≤≤≤++++++++++++++++++++++++++++
 

                                                                                                                                                                                                                                                                                    (((( ))))2007Polan  
១០១០១០១០----ចូរបចូរបចូរបចូរបងហ ញថ ងហ ញថ ងហ ញថ ងហ ញថ clogblogalogalogclogblog acbcba ++++++++≤≤≤≤++++++++  

      ែដល        ែដល        ែដល        ែដល  cba1 ≤≤≤≤≤≤≤≤<<<<    ។                  ។                  ។                  ។               )2009OlympiadRussian(  



គណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពិ ិិ ិិ ិិ ិំំ ំំ ភពេលកភពេលកភពេលកភពេលក    

 

     េដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋុុ ុុ                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             ទំពរ ័ទំពរ ័ទំពរ ័ទំពរ ័102  

 

១១១១១១១១----សមីករ សមីករ សមីករ សមីករ 0cbxaxx 23 ====−−−−++++−−−−   មនឬសបី   មនឬសបី   មនឬសបី   មនឬសបី ( ( ( ( មិនចបំច់ខសគន  មិនចបំច់ខសគន  មិនចបំច់ខសគន  មិនចបំច់ខសគន  ុុ ុុ ) ) ) )  
      ជចំនួនពិតវជជមន ។      ជចំនួនពិតវជជមន ។      ជចំនួនពិតវជជមន ។      ជចំនួនពិតវជជមន ។ិិិិ  

      ចូររកតំៃលតូចបំផតែដលអចមនៃន        ចូររកតំៃលតូចបំផតែដលអចមនៃន        ចូររកតំៃលតូចបំផតែដលអចមនៃន        ចូររកតំៃលតូចបំផតែដលអចមនៃន  ុុ ុុ
b
c

ba23
cba1 −−−−

++++++++
++++++++++++   ?  ?  ?  ? 

                        (((( ))))2008Turkey  
១២១២១២១២----មន មន មន មន 0c,0b,0a >>>>>>>>>>>>   ែដល   ែដល   ែដល   ែដល 1cba ====++++++++   ។  ចូរបងហ ញថ ៖  ។  ចូរបងហ ញថ ៖  ។  ចូរបងហ ញថ ៖  ។  ចូរបងហ ញថ ៖ 
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                            (((( ))))2007Turkey  
១៣១៣១៣១៣----ចូរកំនត់រគប់ចំនួនពិត ចូរកំនត់រគប់ចំនួនពិត ចូរកំនត់រគប់ចំនួនពិត ចូរកំនត់រគប់ចំនួនពិត )z,y,x(  ែដលេផទៀងផទ ត់ ែដលេផទៀងផទ ត់ ែដលេផទៀងផទ ត់ ែដលេផទៀងផទ ត់    ៖៖៖៖ 
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                                (((( ))))2009USA     
១៤១៤១៤១៤----ចំេពះរគប់ ចំេពះរគប់ ចំេពះរគប់ ចំេពះរគប់ 0z;0y;0x >>>>>>>>>>>>    ចូរបងហ ញថ ៖   ចូរបងហ ញថ ៖   ចូរបងហ ញថ ៖   ចូរបងហ ញថ ៖ 

            [[[[ ]]]]222222322232223 )xz(zx)zy(yz)yx(xyxyz)yx(z)zx(y)zy(x ++++++++++++++++++++≥≥≥≥++++++++++++++++++++     
                                                (((( ))))2009USA  

១៥១៥១៥១៥----ចូរកំនត់រគប់ ចូរកំនត់រគប់ ចូរកំនត់រគប់ ចូរកំនត់រគប់ y,x   ជចំនួនពិតែដល ៖  ជចំនួនពិតែដល ៖  ជចំនួនពិតែដល ៖  ជចំនួនពិតែដល ៖ 
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                            (((( ))))2009OlympiadNationalVietnam          
 



គណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពិ ិិ ិិ ិិ ិំំ ំំ ភពេលកភពេលកភពេលកភពេលក    

 

     េដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋុុ ុុ                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             ទំពរ ័ទំពរ ័ទំពរ ័ទំពរ ័103  

 

 
១៦១៦១៦១៦----ចំេពះ ចំេពះ ចំេពះ ចំេពះ 0z,0y;0x >>>>>>>>>>>>   ចូររសយថ ៖  ចូររសយថ ៖  ចូររសយថ ៖  ចូររសយថ ៖ 
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                    (((( ))))2008OlympiadNationalVietnam          
១៧១៧១៧១៧----ចំេពះរគប់  ចំេពះរគប់  ចំេពះរគប់  ចំេពះរគប់  0d,c,b,a >>>>   ចូរបងហ ញថ  ចូរបងហ ញថ  ចូរបងហ ញថ  ចូរបងហ ញថ៖៖៖៖ 

                    )d1)(c1)(b1)(a1(abcd16)abcd1)(ad)(dc)(cb)(ba( 44 ++++++++++++++++≥≥≥≥++++++++++++++++++++  

                        (((( ))))2008Ukraine  

១៨១៨១៨១៨----េគមន េគមន េគមន េគមន x17x6x)x(f 23 ++++−−−−====  

       េប         េប         េប         េប  16)a(f ====   និង   និង   និង   និង 20)b(f ====   ចូរកំនត់    ចូរកំនត់    ចូរកំនត់    ចូរកំនត់  ba ++++  

                                (((( ))))2005Taiwan  
១៩១៩១៩១៩----េគឲយ េគឲយ េគឲយ េគឲយ c,b,a   ជរជុងរបស់រតីេកណមួយ ។  ជរជុងរបស់រតីេកណមួយ ។  ជរជុងរបស់រតីេកណមួយ ។  ជរជុងរបស់រតីេកណមួយ ។ ចូរបងហ ញថ ៖ ចូរបងហ ញថ ៖ ចូរបងហ ញថ ៖ ចូរបងហ ញថ ៖ 
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bac
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acb ≤≤≤≤
−−−−++++
−−−−++++++++
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−−−−++++
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                            (((( ))))2007Peru  
២០២០២០២០----ចូរកំនត់រគប់  ចូរកំនត់រគប់  ចូរកំនត់រគប់  ចូរកំនត់រគប់  n321 x...,,x,x,x េបេគដងថ ៖េបេគដងថ ៖េបេគដងថ ៖េបេគដងថ ៖ឹឹឹឹ  

                        )x...xxx(
2
1

nxn...9x34x21x n321
2

n321 ++++++++++++++++====−−−−++++++++−−−−++++−−−−++++−−−−  

                        (((( ))))2008OlympiadNationalMoldova  
២១២១២១២១----េគឲយ េគឲយ េគឲយ េគឲយ c,b,a   ជរជុងរបស់រតីេកណមួយ ។  ជរជុងរបស់រតីេកណមួយ ។  ជរជុងរបស់រតីេកណមួយ ។  ជរជុងរបស់រតីេកណមួយ ។ 

      ចូរកំនត់តៃមលែដលអចៃន       ចូរកំនត់តៃមលែដលអចៃន       ចូរកំនត់តៃមលែដលអចៃន       ចូរកំនត់តៃមលែដលអចៃន 
cabcab
cba 222

++++++++
++++++++   ,  ,  ,  , 

                        (((( ))))2008Hongkong  
 
 



គណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពិ ិិ ិិ ិិ ិំំ ំំ ភពេលកភពេលកភពេលកភពេលក    

 

     េដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋុុ ុុ                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             ទំពរ ័ទំពរ ័ទំពរ ័ទំពរ ័104  

 

 
២២២២២២២២----េគឲយ េគឲយ េគឲយ េគឲយ z,y,x  ជចំននួពិតវជជមនែដលេផទៀងផទ ត់  ជចំននួពិតវជជមនែដលេផទៀងផទ ត់  ជចំននួពិតវជជមនែដលេផទៀងផទ ត់  ជចំននួពិតវជជមនែដលេផទៀងផទ ត់ ិិ ិិ 1xyz ≥≥≥≥   ។  ។  ។  ។ 

                        ចូរបងហ ញថ ចូរបងហ ញថ ចូរបងហ ញថ ចូរបងហ ញថ 1
yxz

z

xzy

y

zyx

x
232323 ≤≤≤≤
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២៣២៣២៣២៣----បងហ ញថ បងហ ញថ បងហ ញថ បងហ ញថ 
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222222 ≤≤≤≤
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       ចំេពះរគប់         ចំេពះរគប់         ចំេពះរគប់         ចំេពះរគប់  0c;0b;0a >>>>>>>>>>>>   ។  ។  ។  ។ 

២៤២៤២៤២៤----េគឲយ េគឲយ េគឲយ េគឲយ z,y,x,b,a  ជចំនួនពិតវជជមន ។ ចូររសយថ ជចំនួនពិតវជជមន ។ ចូររសយថ ជចំនួនពិតវជជមន ។ ចូររសយថ ជចំនួនពិតវជជមន ។ ចូររសយថិិិិ  ៖ ៖ ៖ ៖ 
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bzay

x
++++

≥≥≥≥
++++

++++
++++

++++
++++

 

២៥២៥២៥២៥----ចូរកំនត់រគប់អនគមន៍ ចូរកំនត់រគប់អនគមន៍ ចូរកំនត់រគប់អនគមន៍ ចូរកំនត់រគប់អនគមន៍ ុុុុ IRIR:f →→→→   ែដលេផទៀងផទ ត់  ៖  ែដលេផទៀងផទ ត់  ៖  ែដលេផទៀងផទ ត់  ៖  ែដលេផទៀងផទ ត់  ៖ 

                            (((( )))) y)x(f4)yx(fy)x(ff 2 ++++−−−−====++++  
       ចំេពះរគប់         ចំេពះរគប់         ចំេពះរគប់         ចំេពះរគប់  IRy,x ∈∈∈∈   ។  ។  ។  ។  (   (   (   ( 2008aHerzegovinBosnia  ) ) ) ) 

២៦២៦២៦២៦----គណនផលបូក   គណនផលបូក   គណនផលបូក   គណនផលបូក   )

2
cos

2
tan

(S
n

1k
1k

2k

n ∑∑∑∑
====

++++

++++

ππππ

ππππ

====   រួចគណនលីមីត  រួចគណនលីមីត  រួចគណនលីមីត  រួចគណនលីមីត n
n

Slim
+∞+∞+∞+∞→→→→

  ។  ។  ។  ។ 

២៧២៧២៧២៧----រតីេកណ រតីេកណ រតីេកណ រតីេកណ ABC មួយមនមំកនងជមំរសចួមួយមនមំកនងជមំរសចួមួយមនមំកនងជមំរសចួមួយមនមំកនងជមំរសចួុ ុុ ុុ ុុ ុុុ ុុ ែដល ែដល ែដល ែដល o60BAC ====∠∠∠∠  

       និង        និង        និង        និង ACAB >>>>   ។     ។     ។     ។   I  ជផចតរងវង់ចរកឹកនង និង  ជផចតរងវង់ចរកឹកនង និង  ជផចតរងវង់ចរកឹកនង និង  ជផចតរងវង់ចរកឹកនង និង ិិិិ ុុ ុុ H   ជអរតូសង់ៃនរតីេកន  ជអរតូសង់ៃនរតីេកន  ជអរតូសង់ៃនរតីេកន  ជអរតូសង់ៃនរតីេកន 

       ចូរបងហ ញថ        ចូរបងហ ញថ        ចូរបងហ ញថ        ចូរបងហ ញថ ABC3AHI2 ∠∠∠∠====∠∠∠∠   ?  ?  ?  ? 

                                (((( ))))2009OlympiadalMathematicBalkan  
២៨២៨២៨២៨----េគឲយ  េគឲយ  េគឲយ  េគឲយ  0c,b,a >>>>   ែដល    ែដល    ែដល    ែដល  8)ac)(cb)(ba( ====++++++++++++   ។  ។  ។  ។ 

      បងហ ញថ        បងហ ញថ        បងហ ញថ        បងហ ញថ  27
333

3
cba

3
cba ++++++++≥≥≥≥++++++++

 

                                    (((( ))))2008OlympiadNationalMacedonia  



គណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពិ ិិ ិិ ិិ ិំំ ំំ ភពេលកភពេលកភពេលកភពេលក    

 

     េដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋុុ ុុ                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             ទំពរ ័ទំពរ ័ទំពរ ័ទំពរ ័105  

 

 
២៩២៩២៩២៩----េគឲយចំនួន េគឲយចំនួន េគឲយចំនួន េគឲយចំនួន z,y,x  េដយដងថ ៖ េដយដងថ ៖ េដយដងថ ៖ េដយដងថ ៖ឹឹឹឹ  

    2zyx,1zyx 222 ====++++++++====++++++++   និង    និង    និង    និង  3zyx 333 ====++++++++  

    ចូរគណនចូរគណនចូរគណនចូរគណន    444 zyx ++++++++         ។។។។         

                                         (   (   (   (  APICS Mathematics Contest 1983  )  )  )  ) 

៣០៣០៣០៣០----ចូររសយបញជ ក់វសមភចូររសយបញជ ក់វសមភចូររសយបញជ ក់វសមភចូររសយបញជ ក់វសមភិិិិ ព ព ព ព n
1

1n
1

)1n(n ++++≥≥≥≥−−−−   ចំេពះរគប់    ចំេពះរគប់    ចំេពះរគប់    ចំេពះរគប់  2n ≥≥≥≥  

          (           (           (           ( APICS Mathematics Contest 1979 ) ) ) ) 

៣១៣១៣១៣១----ចូរបងហ ញថ ចូរបងហ ញថ ចូរបងហ ញថ ចូរបងហ ញថ 4)xcosx(sin 4 ≤≤≤≤++++   ចំេពះរគប់ចំនួនពិត   ចំេពះរគប់ចំនួនពិត   ចំេពះរគប់ចំនួនពិត   ចំេពះរគប់ចំនួនពិត x  ។ ។ ។ ។ 

         (          (          (          ( APICS Mathematics Contest 1982 ) ) ) ) 

៣២៣២៣២៣២----ចូររក  ចូររក  ចូររក  ចូររក  ny  េដយដងថ  េដយដងថ  េដយដងថ  េដយដងថ ឹឹឹឹ








≥≥≥≥−−−−++++====

====
====

−−−−−−−− )2n(y4y4ny

9y

5y

2n1nn

1

0

 

           (            (            (            ( APICS Mathematics Contest 1984  )  )  )  )    

 
៣៣៣៣៣៣៣៣----ចូរបងហ ញថ ចូរបងហ ញថ ចូរបងហ ញថ ចូរបងហ ញថ 0bba4a3 434 ≥≥≥≥++++−−−−   ចំេពះរគប់ចំនួនពិត   ចំេពះរគប់ចំនួនពិត   ចំេពះរគប់ចំនួនពិត   ចំេពះរគប់ចំនួនពិត a  និង  និង  និង  និង b  ។ ។ ។ ។ 

         (           (           (           (  APICS Mathematics Contest 1988  )  )  )  ) 

៣៤៣៤៣៤៣៤----ចូរកំនត់តំៃល ចូរកំនត់តំៃល ចូរកំនត់តំៃល ចូរកំនត់តំៃល oooo 80tan60tan40tan20tanP ====  

            (            (            (            (APICS Mathematics Contest 1989 ) ) ) ) 

 



គណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពិ ិិ ិិ ិិ ិំំ ំំ ភពេលកភពេលកភពេលកភពេលក    

 

     េដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋុុ ុុ                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             ទំពរ ័ទំពរ ័ទំពរ ័ទំពរ ័106  

 

៤៥៤៥៤៥៤៥----េគកំនត់សវីត េគកំនត់សវីត េគកំនត់សវីត េគកំនត់សវីត nA   េដយ   េដយ   េដយ   េដយ 




====
++++++++++++====++++

0A

A41A1A

0

nn1n  

     ចូររក      ចូររក      ចូររក      ចូររក 1990A   ?  ?  ?  ? 

              (               (               (               ( APICS Mathematics Contest 1990 ) ) ) ) 

៣៦៣៦៣៦៣៦----កំនត់តំៃល កំនត់តំៃល កំនត់តំៃល កំនត់តំៃល m  េដមបឲីយសមីករ  េដមបឲីយសមីករ  េដមបឲីយសមីករ  េដមបឲីយសមីករ 0mx)2m3(x 224 ====++++++++−−−−  

    មនឬសបួនជកំេននសវីតនពវនត ។    មនឬសបួនជកំេននសវីតនពវនត ។    មនឬសបួនជកំេននសវីតនពវនត ។    មនឬសបួនជកំេននសវីតនពវនត ។ 

            (             (             (             ( APICS Mathematics Contest 1990 ) ) ) ) 

៣៧៣៧៣៧៣៧----ចូរកំនត់រគប់គូចំនួនពិត ចូរកំនត់រគប់គូចំនួនពិត ចូរកំនត់រគប់គូចំនួនពិត ចូរកំនត់រគប់គូចំនួនពិត )z,y,x(   ែដលេផទៀងផទ ត់សមីករ ៖  ែដលេផទៀងផទ ត់សមីករ ៖  ែដលេផទៀងផទ ត់សមីករ ៖  ែដលេផទៀងផទ ត់សមីករ ៖ 

    4
zy

yz
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zx
xz2

;5
yx

xy3 ====
++++

====
++++

====
++++

 

                                              (   (   (   ( APICS Mathematics Contest 1992 ) ) ) ) 

៣៨៣៨៣៨៣៨----េគយក េគយក េគយក េគយក n21 a....,,a,a  ជចំនួនពិត ។ អនគមន៍  ជចំនួនពិត ។ អនគមន៍  ជចំនួនពិត ។ អនគមន៍  ជចំនួនពិត ។ អនគមន៍ ុុុុ f  មួយកំនត់េដយ ៖ មួយកំនត់េដយ ៖ មួយកំនត់េដយ ៖ មួយកំនត់េដយ ៖ 

                        )nxsin(a...x3sinax2sinaxsina)x(f n321 ++++++++++++++++====   ។  ។  ។  ។ 

      សនមតថរគប់   សនមតថរគប់   សនមតថរគប់   សនមតថរគប់ x  េគមន  េគមន  េគមន  េគមន |xsin||)x(f| ≤≤≤≤   ។  ។  ។  ។ 

      ចូរបងហ ញថ   ចូរបងហ ញថ   ចូរបងហ ញថ   ចូរបងហ ញថ 1|na...a3a2a| n321 ≤≤≤≤++++++++++++++++   ។  ។  ។  ។ 

                (                 (                 (                 ( APICS Mathematics Contest 1993 ) ) ) ) 

៣៩៣៩៣៩៣៩----ចូរបងហ ញថ ចូរបងហ ញថ ចូរបងហ ញថ ចូរបងហ ញថ 21
7

3
tan

7
2

tan
7

tan 222 ====ππππ++++ππππ++++ππππ
 

            (             (             (             ( APICS Mathematics Contest 1994 ) ) ) ) 

៤០៤០៤០៤០----ចូរកំនត់រគប់ចំេលយៃន ចូរកំនត់រគប់ចំេលយៃន ចូរកំនត់រគប់ចំេលយៃន ចូរកំនត់រគប់ចំេលយៃន 322 )yx()yx)(yx( −−−−====++++++++   ែដល   ែដល   ែដល   ែដល x  និង  និង  និង  និង y      
      ជចំនួនគត់ខសពីសូនយ ។      ជចំនួនគត់ខសពីសូនយ ។      ជចំនួនគត់ខសពីសូនយ ។      ជចំនួនគត់ខសពីសូនយ ។ុុុុ   (   (   (   ( APICS Mathematics Contest 1995  )  )  )  ) 

 



គណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពគណតវិទយជវិុញពិ ិិ ិិ ិិ ិំំ ំំ ភពេលកភពេលកភពេលកភពេលក    

 

     េដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋេដយ លឹម ផលគន និង ែសន ពិសិដឋុុ ុុ                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             ទំពរ ័ទំពរ ័ទំពរ ័ទំពរ ័107  

 

៤១៤១៤១៤១----សរមលួ សរមលួ សរមលួ សរមលួ 
15

2525

++++
−−−−++++++++   ជរង   ជរង   ជរង   ជរង 

d
cba ++++  ែដល  ែដល  ែដល  ែដល c,b,a  និង  និង  និង  និង d  

            ជចំនួនគត់ ។            ជចំនួនគត់ ។            ជចំនួនគត់ ។            ជចំនួនគត់ ។ 

                (                 (                 (                 ( APICS Mathematics Contest 1995  )  )  )  ) 

៤២៤២៤២៤២---- /a បងហ ញថ បងហ ញថ បងហ ញថ បងហ ញថ .....
8

cos
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sin θθθθθθθθθθθθ====

θθθθ
θθθθ

 

                        /b  បងហ ញថ  បងហ ញថ  បងហ ញថ  បងហ ញថ .....
2
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2
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.
2
22 ++++++++++++====
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            (              (              (              (  1997 APICS MATHEMATICS CONTEST  )  )  )  ) 

៤៣៤៣៤៣៤៣----េគកំនត់សវីត េគកំនត់សវីត េគកំនត់សវីត េគកំនត់សវីត )T( n  េដយ  េដយ  េដយ  េដយ 2T,1T,0T 210 ============         និងទំនក់ទំនងនិងទំនក់ទំនងនិងទំនក់ទំនងនិងទំនក់ទំនង 

                        )2n(,TTTT 2n1nn1n ≥≥≥≥++++++++==== −−−−++++++++   ។  ។  ។  ។ 

       ចូរគណន        ចូរគណន        ចូរគណន        ចូរគណន )
2

T
(S

0n
n
n∑∑∑∑

∞∞∞∞

====
====   ។  ។  ។  ។ 

          (            (            (            (  1998888 APICS MATHEMATICS CONTEST  )  )  )  ) 

៤៤៤៤៤៤៤៤----ចូរបងហ ញថអនគមន៍ ចូរបងហ ញថអនគមន៍ ចូរបងហ ញថអនគមន៍ ចូរបងហ ញថអនគមន៍ ុុុុ )xsin()xsin()cos(2)x(sin)x(sin 22 ββββ++++αααα++++ββββ−−−−αααα−−−−ββββ++++++++αααα++++  

      ជអនគមន៍េថរជនិចចរគប់       ជអនគមន៍េថរជនិចចរគប់       ជអនគមន៍េថរជនិចចរគប់       ជអនគមន៍េថរជនិចចរគប់ ុុ ុុ x   ។  ។  ។  ។ 

           (             (             (             (  1999999 APICS MATHEMATICS CONTEST  )  )  )  ) 

៤៥៤៥៤៥៤៥----ចូរកំនត់រគប់អនគមន៍ ចូរកំនត់រគប់អនគមន៍ ចូរកំនត់រគប់អនគមន៍ ចូរកំនត់រគប់អនគមន៍ ុុុុ f  មនេដរេីវ និង េផទៀងផទ ត់ ៖ មនេដរេីវ និង េផទៀងផទ ត់ ៖ មនេដរេីវ និង េផទៀងផទ ត់ ៖ មនេដរេីវ និង េផទៀងផទ ត់ ៖ 

                            )
xy1
yx

(f)y(f)x(f
−−−−
++++====++++   រគប់   រគប់   រគប់   រគប់ IRy,x ∈∈∈∈   និង   និង   និង   និង 1xy ≠≠≠≠  ។ ។ ។ ។ 

          (            (            (            (  2001200120012001 APICS MATHEMATICS CONTEST  )  )  )  )    
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៤៦៤៦៤៦៤៦----ចូរកំចូរកំចូរកំចូរកំនត់រគប់គូចំនួនពិត នត់រគប់គូចំនួនពិត នត់រគប់គូចំនួនពិត នត់រគប់គូចំនួនពិត )y;x(  ែដលេផទៀងផទ ត់របពន័ឋសមីករ ៖ ែដលេផទៀងផទ ត់របពន័ឋសមីករ ៖ ែដលេផទៀងផទ ត់របពន័ឋសមីករ ៖ ែដលេផទៀងផទ ត់របពន័ឋសមីករ ៖ 

                        








====++++

====++++

6
5

y
1

x
1

30xyyx 22

 

                        (  (  (  (  2003200320032003 APICS MATHEMATICS CONTEST   )  )  )  ) 

៤៧៤៧៤៧៤៧----ចូរកំនត់រគប់គូចំនួនគត់វជជមន ចូរកំនត់រគប់គូចំនួនគត់វជជមន ចូរកំនត់រគប់គូចំនួនគត់វជជមន ចូរកំនត់រគប់គូចំនួនគត់វជជមន ិិិិ )y;x(  េដយដងថ  េដយដងថ  េដយដងថ  េដយដងថ ឹឹឹឹ y3x2 ++++  និង  និង  និង  និង x3y2 ++++  

      សទឋែតជកេររបកដ ។      សទឋែតជកេររបកដ ។      សទឋែតជកេររបកដ ។      សទឋែតជកេររបកដ ។ុុុុ  

                    (  (  (  (  2004200420042004 APICS MATHEMATICS CONTEST   )  )  )  ) 

៤៨៤៨៤៨៤៨----បងហ ញថគម នបីចំនួនគត់ បងហ ញថគម នបីចំនួនគត់ បងហ ញថគម នបីចំនួនគត់ បងហ ញថគម នបីចំនួនគត់ c,b,a   ណែដល   ណែដល   ណែដល   ណែដល 6c8ba 22 ====−−−−++++   ។  ។  ។  ។ 

                        (  (  (  (  2005200520052005 APICS MATHEMATICS CONTEST   )  )  )  ) 
 

៤៩៤៩៤៩៤៩----រកតំៃលតូចបំផតៃន  រកតំៃលតូចបំផតៃន  រកតំៃលតូចបំផតៃន  រកតំៃលតូចបំផតៃន  ុុ ុុ
x2sin

xsin8x2cos1
)x(f

2++++++++====      រគប់  រគប់  រគប់  រគប់ 






 ππππ∈∈∈∈
2

,0x  

                        (  (  (  (  2008200820082008 APICS MATHEMATICS CONTEST   )  )  )  ) 
៥០៥០៥០៥០----េគឲយ  េគឲយ  េគឲយ  េគឲយ  n21 a,...,a,a   និង   និង   និង   និង n21 b...,,b,b  ជចំនួនពិតវជជមន ។ ចូរបងហ ញថ ជចំនួនពិតវជជមន ។ ចូរបងហ ញថ ជចំនួនពិតវជជមន ។ ចូរបងហ ញថ ជចំនួនពិតវជជមន ។ ចូរបងហ ញថិិិិ  

                        n
n21

n
n21

n
nn2211 b...b.ba...a.a)ba)...(ba)(ba( ++++≥≥≥≥++++++++++++  

                        (  (  (  (  2008200820082008 APICS MATHEMATICS CONTEST   )  )  )  ) 

៥១៥១៥១៥១----េគឲយរតីេកណ ABC  មួយមនរជុង bAC,aBC ======== និង  cAB ====  

តង r  និង R  េរៀងគន ជករំងវងច់រកឹកនង និង ករំងវងច់រកឹេរករតីេកណេនះ ។ុ  

ចូររសយបញជ ក់ថ ៖ 

ក/ 
rR

1

c

1

b

1

a

1
)

c
1

b
1

a
1

( 222
2 ++++++++++++====++++++++    

ខ/ )rR4rp(p2cba 22333 −−−−−−−−====++++++++   ែដល 
2

cba
p

++++++++====   ។ 
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52525252----eK[BIrcMnYnBit eK[BIrcMnYnBit eK[BIrcMnYnBit eK[BIrcMnYnBit 1a ≥≥≥≥  nig  nig  nig  nig 1b ≥≥≥≥  . . . .    
    cUrRsaybBa¢aḱfa cUrRsaybBa¢aḱfa cUrRsaybBa¢aḱfa cUrRsaybBa¢aḱfa (((( )))) (((( )))) [[[[ ]]]]2

2
2

2
2

2 )b.a(log2blogalog ≥≥≥≥++++     
53535353----cMeBa¼RKb´ cMeBa¼RKb´ cMeBa¼RKb´ cMeBa¼RKb´ IRy;x ∈∈∈∈  cUrRsayfa ½ cUrRsayfa ½ cUrRsayfa ½ cUrRsayfa ½    
    y2sinx2sin2ycosxcosysinxsin 2222 ++++++++≤≤≤≤++++++++++++       .  .  .  .    
54545454----cMeBa¼RKb´ cMeBa¼RKb´ cMeBa¼RKb´ cMeBa¼RKb´ IRy;x ∈∈∈∈  cUrRsayfa ½ cUrRsayfa ½ cUrRsayfa ½ cUrRsayfa ½    

    3
33

2
ycosxcos

)
2

yx
(cos)

2
yx

cos(
++++≤≤≤≤−−−−++++    .   .   .   .    

55555555----eK[ eK[ eK[ eK[ 
2

0
ππππ<<<<θθθθ<<<<   .   .   .   .     

    cUrRsayfa cUrRsayfa cUrRsayfa cUrRsayfa (((( )))) (((( ))))
θθθθ

≥≥≥≥θθθθ++++θθθθθθθθ++++θθθθ
2sin

4
cottancottan 2

33     
55556666----cMeBa¼ cMeBa¼ cMeBa¼ cMeBa¼ IRx∈∈∈∈∀∀∀∀  cUrRsayfa  cUrRsayfa  cUrRsayfa  cUrRsayfa )x(sincos)xsin(cos <<<<    .   .   .   .    
57575757----cUrRsayfa cUrRsayfa cUrRsayfa cUrRsayfa 

ab1
2

b1

1

a1

1
22 ++++

≥≥≥≥
++++

++++
++++

 cMeBa¼RKb´  cMeBa¼RKb´  cMeBa¼RKb´  cMeBa¼RKb´ 1ba ≥≥≥≥≥≥≥≥  . . . .    
58585858----eK[bIcMnYnBitviC¢man eK[bIcMnYnBitviC¢man eK[bIcMnYnBitviC¢man eK[bIcMnYnBitviC¢man c;b;a   .  cUrRsaybBa¢aḱfa ½  .  cUrRsaybBa¢aḱfa ½  .  cUrRsaybBa¢aḱfa ½  .  cUrRsaybBa¢aḱfa ½    
    k¿k¿k¿k¿ )ab1()b1)(a1( ++++≥≥≥≥++++++++     
    x¿x¿x¿x¿ )abc1()c1)(b1)(a1( 3++++≥≥≥≥++++++++++++         
    K¿CaTUeTAcMeBa¼RKb´cMnYnBitviC¢man K¿CaTUeTAcMeBa¼RKb´cMnYnBitviC¢man K¿CaTUeTAcMeBa¼RKb´cMnYnBitviC¢man K¿CaTUeTAcMeBa¼RKb´cMnYnBitviC¢man n321 a........;;a;a;a  cUrRsayfa ½ cUrRsayfa ½ cUrRsayfa ½ cUrRsayfa ½    
            nn

n321n321 )a.....a.a.a1()a1)........(a1)(a1)(a1( ++++≥≥≥≥++++++++++++++++   .  .  .  .    
59595959----RKb́cMnYnKt́FmµCati RKb́cMnYnKt́FmµCati RKb́cMnYnKt́FmµCati RKb́cMnYnKt́FmµCati n  cUrRsayfa  cUrRsayfa  cUrRsayfa  cUrRsayfa n !n

2
1n >>>>++++   .  .  .  .    

60606060----RKb́ RKb́ RKb́ RKb́ IRz;y;x ∈∈∈∈  cUrRsayfa  cUrRsayfa  cUrRsayfa  cUrRsayfa zxyzxyzyx 222 ++++++++≥≥≥≥++++++++   .  .  .  .    
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61616161----eK[ eK[ eK[ eK[ 1c;1b;1a >>>>>>>>>>>>  cUrRsayfa ½ cUrRsayfa ½ cUrRsayfa ½ cUrRsayfa ½    
        

2
3

alogblogclog )bc()ac()ab( ≥≥≥≥++++++++   .  .  .  .    
62626262----eK[ eK[ eK[ eK[ 0x >>>>  . cUrRsaybBa¢aḱfa ½ . cUrRsaybBa¢aḱfa ½ . cUrRsaybBa¢aḱfa ½ . cUrRsaybBa¢aḱfa ½    
    !n2

x.

)nx)....(3x)(2x)(1x( n

2
n ≥≥≥≥++++++++++++++++   .  .  .  .    

63636363----eK[ eK[ eK[ eK[ 0x.......;;x;x;x n321 >>>>   .  cUrRsaybBa¢aḱfa ½  .  cUrRsaybBa¢aḱfa ½  .  cUrRsaybBa¢aḱfa ½  .  cUrRsaybBa¢aḱfa ½    
    2

n321
n321 n)

x
1

....
x
1

x
1

x
1

)(x.....xxx( ≥≥≥≥++++++++++++++++++++++++++++++++   .  .  .  .    

13131313----eK[ eK[ eK[ eK[ 0a........;;a;a;a n321 ≥≥≥≥  nig  nig  nig  nig 1a.....aaa n321 ====++++++++++++++++         
    cUrRsayfa cUrRsayfa cUrRsayfa cUrRsayfa 

2
1n

aa............aaaa n1n3221
−−−−≤≤≤≤++++++++++++ −−−−   .  .  .  .    

64646464----eK[ eK[ eK[ eK[ 0b;a >>>>  . cUrRsayfa  . cUrRsayfa  . cUrRsayfa  . cUrRsayfa IRx;b2
ax

bax
22

222

∈∈∈∈∀∀∀∀≥≥≥≥
++++

++++++++  . . . .    

66665555----eK[  eK[  eK[  eK[  1z;y;x0 ≤≤≤≤≤≤≤≤ ....bgHajfa bgHajfa bgHajfa bgHajfa 
8
81

)
2

1

2

1

2

1
)(222( zyx

zyx ≤≤≤≤++++++++++++++++         

66666666----cUrbgHajfa cUrbgHajfa cUrbgHajfa cUrbgHajfa 
2
3

n

1
.....

3

1

2

1

1

1
2222 >>>>++++++++++++++++   .  .  .  .    

66667777----eKBinitüGnuKmn_  eKBinitüGnuKmn_  eKBinitüGnuKmn_  eKBinitüGnuKmn_  
xyz

cxzybyzxazxy
)z,y,x(f

222 −−−−++++−−−−++++−−−−
====         

    Edl Edl Edl Edl 0c,b,a >>>>  nig  nig  nig  nig 222 cz,by;cx ≥≥≥≥≥≥≥≥≥≥≥≥  . . . .    
    cUrrktémøGtibrmaénGnuKmn_ cUrrktémøGtibrmaénGnuKmn_ cUrrktémøGtibrmaénGnuKmn_ cUrrktémøGtibrmaénGnuKmn_ )z,y,x(f   .  .  .  .    
66668888----cMeBa¼RKb´cMeBa¼RKb´cMeBa¼RKb´cMeBa¼RKb´ IRy;x ∈∈∈∈ eKman eKman eKman eKman 10y4x3 ====++++ ....rktémøtUcbMputénrktémøtUcbMputénrktémøtUcbMputénrktémøtUcbMputén 22 yxS ++++====     
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66669999----eK[ eK[ eK[ eK[ 4yx:IRy,x 22 ====++++∈∈∈∈∀∀∀∀  . rktémøbrmaén  . rktémøbrmaén  . rktémøbrmaén  . rktémøbrmaén y21x20A ++++====  ? ? ? ?    
77770000----eK[ eK[ eK[ eK[ 6yx2 22 ====++++  . cUrrktémøtUcbMputén  . cUrrktémøtUcbMputén  . cUrrktémøtUcbMputén  . cUrrktémøtUcbMputén 2yxP ====  ? ? ? ?    
77771111----cMeBa¼RKb´ cMeBa¼RKb´ cMeBa¼RKb´ cMeBa¼RKb´ IRy;x ∈∈∈∈  cUrRsaybBa¢aḱfa ½ cUrRsaybBa¢aḱfa ½ cUrRsaybBa¢aḱfa ½ cUrRsaybBa¢aḱfa ½    
        2)yx(sinysinxsin4)yx(sinycosxcos4 222222 ≥≥≥≥−−−−++++++++−−−−++++   .  .  .  .    
77772222----eK[ eK[ eK[ eK[ 1zyx 222 ====++++++++  . cUrbgHajfa  . cUrbgHajfa  . cUrbgHajfa  . cUrbgHajfa 3|z2y2x| ≤≤≤≤++++++++  . . . .    
77773333----eK[ eK[ eK[ eK[ 14z6y3x2 ====++++++++  . c . c . c . cUrbgHajfa UrbgHajfa UrbgHajfa UrbgHajfa 4zyx 222 ≥≥≥≥++++++++  . . . .    
77774444----eK[ eK[ eK[ eK[ 1b;1a ≥≥≥≥≥≥≥≥  . bgHajfa . bgHajfa . bgHajfa . bgHajfa )

2
ba

(log2blogalog 222
++++≤≤≤≤++++             

77775555----eK[ eK[ eK[ eK[ 0c,b,a >>>>  . bgHajfa  . bgHajfa  . bgHajfa  . bgHajfa 3
cba

cba )abc(cba
++++++++

≥≥≥≥  . . . .    

77776666----eK[ eK[ eK[ eK[ 0b;0a >>>>>>>>  . RKb́  . RKb́  . RKb́  . RKb́ *INn ∈∈∈∈  bgHajfa  bgHajfa  bgHajfa  bgHajfa 
nnn

2
ba

2
ba








 ++++≥≥≥≥++++  . . . .    
77777777----eK[ eK[ eK[ eK[ *INn ∈∈∈∈  . cUrRsayfa ½ . cUrRsayfa ½ . cUrRsayfa ½ . cUrRsayfa ½    
        1n)1n(n.......)1n(n)1n(n ++++<<<<++++++++++++++++++++++++         
 ( man  ( man  ( man  ( man n  ra¨DIkal´ ). ra¨DIkal´ ). ra¨DIkal´ ). ra¨DIkal´ ).    
77778888----eK[ eK[ eK[ eK[ 

)y1)(x1(

)xy1)(yx(
)y,x(f 22 ++++++++

−−−−++++====  . . . .bgHajfa bgHajfa bgHajfa bgHajfa 
2
1

|)y,x(f|:IRy,x ≤≤≤≤∈∈∈∈∀∀∀∀  . . . .    

77779999----cMeBa¼RKb´ cMeBa¼RKb´ cMeBa¼RKb´ cMeBa¼RKb´ IRx∈∈∈∈  bgHajfa  bgHajfa  bgHajfa  bgHajfa 2
x2cos2

1x2sin22x2cos ≤≤≤≤
++++

++++++++   .  .  .  .    

88880000----eK[cMnYnBit eK[cMnYnBit eK[cMnYnBit eK[cMnYnBit 0y;x >>>>  . . . .    
     cUrRsayfa  cUrRsayfa  cUrRsayfa  cUrRsayfa *INn,m;

)nm(

nm

)yx(

yx
nm

nm

nm

nm

∈∈∈∈
++++

≤≤≤≤
++++ ++++++++   .  .  .  .    
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                        កកកក) ) ) ) បងហ ញបងហ ញបងហ ញបងហ ញថថថថ    េបេបេបេប x)x(f ====             េនះេនះេនះេនះ x))x(f(f ====  

                        ខខខខ) ) ) ) ចូរចូរចូរចូររករករករកឫសឫសឫសឫសៃនៃនៃនៃនសមីករសមីករសមីករសមីករ    x)x(f ====   ។។។។    ទញទញទញទញរករករករកឫសឫសឫសឫសៃនៃនៃនៃនសមីករសមីករសមីករសមីករ                  

                                                        x3)3x3x(3)3x3x( 222 ====++++++++−−−−−−−−++++−−−−         ។។។។    
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៤៤៤៤)))) (១៥១៥១៥១៥ពិនទពិនទពិនទពិនទុុ ុុ) ) ) ) តងតងតងតង 1.2.3)....2n)(1n(n!n −−−−−−−−==== ។។។។        

ចូរចូរចូរចូរបងហ ញបងហ ញបងហ ញបងហ ញថថថថចំេពះចំេពះចំេពះចំេពះរគប់រគប់រគប់រគប់ចំនួនចំនួនចំនួនចំនួនគត់គត់គត់គត់វជជមនវជជមនវជជមនវជជមនិិិិ  n េគេគេគេគបន៖បន៖បន៖បន៖ 

!n
)n2009...(2011.2010

!n
)1n2009...(2010.2009

...
!2
2010.2009

!1
2009

1
++++====−−−−++++++++++++++++++++  

៥៥៥៥)))) (១៥១៥១៥១៥ពិនទពិនទពិនទពិនទុុ ុុ))))    អនុគមន៍អនុគមន៍អនុគមន៍អនុគមន៍gកំណត់កំណត់កំណត់កំណត់ចំេពះចំេពះចំេពះចំេពះរគប់រគប់រគប់រគប់ចំនួនចំនួនចំនួនចំនួនពិតពិតពិតពិត x េដយេដយេដយេដយ ៖៖៖៖ 

                )x(g2)1x(g)1x(g ====−−−−++++++++ ។។។។ 

                    កកកក) ) ) ) តងតងតងតង p)x(g ==== និងនិងនិងនិង q)1x(g ====−−−− ចំេពះចំេពះចំេពះចំេពះរគប់រគប់រគប់រគប់ចំនួនចំនួនចំនួនចំនួនពិតពិតពិតពិត x។។។។        

        គណនគណនគណនគណន )3x(g,)2x(g,)1x(g ++++++++++++ និងនិងនិងនិង )4x(g ++++ ជជជជអនុគមន៍អនុគមន៍អនុគមន៍អនុគមន៍ៃនៃនៃនៃនp  និងនិងនិងនិង q ។។។។ 

                    ខខខខ) ) ) ) បងហ ញបងហ ញបងហ ញបងហ ញថថថថ gជជជជអនុគមន៍អនុគមន៍អនុគមន៍អនុគមន៍ខួប។ខួប។ខួប។ខួប។ 

៦៦៦៦)))) (១៥១៥១៥១៥ពិនទពិនទពិនទពិនទុុ ុុ) ) ) ) េគេគេគេគមនមនមនមនសវីតសវីតសវីតសវីតុុុុៃនៃនៃនៃនចំនួនចំនួនចំនួនចំនួនពិតពិតពិតពិត nu ែដលែដលែដលែដលកំណត់កំណត់កំណត់កំណត់េដយេដយេដយេដយ 
2
1

u1 ==== និងនិងនិងនិង                      

                    1nn u
n2

3n2
u −−−−

−−−−==== ចំេពះចំេពះចំេពះចំេពះ ...,3,2n ==== ។។។។        

                    ចូរចូរចូរចូរបងហ ញបងហ ញបងហ ញបងហ ញថថថថ 1u...uu n21 <<<<++++++++++++ ចំេពះចំេពះចំេពះចំេពះរគប់រគប់រគប់រគប់ចំនួនចំនួនចំនួនចំនួនគត់គត់គត់គត់វជជមនវជជមនវជជមនវជជមនិិិិ  n ។។។។ 

៧៧៧៧))))** ( ២០២០២០២០ពិនទពិនទពិនទពិនទុុ ុុ) ) ) ) រតីេកណរតីេកណរតីេកណរតីេកណែកងែកងែកងែកង    ABC មួយមួយមួយមួយ    មនមនមនមនអីុអីុអីុអីុបូ៉េតនុសបូ៉េតនុសបូ៉េតនុសបូ៉េតនុស    BC=a និងនិងនិងនិងកមពស់កមពស់កមពស់កមពស់                    

                                AH=h ។។។។    េគេគេគេគែចកែចកែចកែចកBC ជជជជ    n ចំែណកចំែណកចំែណកចំែណក    ែដលែដលែដលែដល    n ជជជជចំនួនចំនួនចំនួនចំនួនគត់គត់គត់គត់េសសេសសេសសេសស។។។។    

                                េគេគេគេគយកយកយកយកPQ ជជជជចំែណកចំែណកចំែណកចំែណកេនេនេនេនកណត លកណត លកណត លកណត លេគេគេគេគ    េហយេហយេហយេហយរងវ ស់រងវ ស់រងវ ស់រងវ ស់មំុមំុមំុមំុ xPAQ ====∠∠∠∠  ។។។។        
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                                ចូរចូរចូរចូរបងហ ញបងហ ញបងហ ញបងហ ញថថថថ        
)1n(a

nh4
xtan 2 −−−−

====  ។។។។    

វញញវញញវញញវញញិិិិ សសសសៃថងៃថងៃថងៃថងទីទីទីទី២២២២ 

៨៨៨៨)))) េគេគេគេគឱយឱយឱយឱយចំណុចចំណុចចំណុចចំណុចM មួយមួយមួយមួយៃនៃនៃនៃនកនលះកនលះកនលះកនលះរងវង់រងវង់រងវង់រងវង់អងកអងកអងកអងកត់ត់ត់ត់ផចិតផចិតផចិតផចិត    [[[[AB]។។។។ រករករករកសំណំុសំណំុសំណំុសំណំុចំណុចៃនចំណុចៃនចំណុចៃនចំណុចៃន                

                ចំណុចចំណុចចំណុចចំណុចM  កលណកលណកលណកលណ    A ចល័តចល័តចល័តចល័តេលេលេលេលកនលះកនលះកនលះកនលះបនទ ត់បនទ ត់បនទ ត់បនទ ត់    [[[[Ox) និងនិងនិងនិង    B ចល័តចល័តចល័តចល័តេលេលេលេលកនលះកនលះកនលះកនលះ            

                    បនទ ត់បនទ ត់បនទ ត់បនទ ត់    [[[[Oy) ៃនៃនៃនៃនមំុមំុមំុមំុែកងែកងែកងែកង    xOy េដយេដយេដយេដយរកសរកសរកសរកសរបែវងរបែវងរបែវងរបែវង    AB េថរ។េថរ។េថរ។េថរ។ 

 

៩៩៩៩) ) ) ) បងហ ញបងហ ញបងហ ញបងហ ញថថថថ 5n6n2 23 −−−−++++ ែចកែចកែចកែចកដច់ដច់ដច់ដច់នឹងនឹងនឹងនឹង 11ចំេពះចំេពះចំេពះចំេពះរគប់រគប់រគប់រគប់ចំនួនចំនួនចំនួនចំនួនគត់គត់គត់គត់វជជមនវជជមនវជជមនវជជមនិិិិ  n ។។។។    
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