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 ០១     គេគោយ 4 k n   ។  
 ស្រាយបញ្ជា ក់ថា 1 2 3 4

44. 6. 4.k k k k k k
n n n n n nC C C C C C− − − −

++ + + + =  ។ 
 
ដំគ ោះស្រាយ  
គេមាន ( ) ( )1 2 3 4 1 1 24. 6. 4. 3k k k k k k k k k

n n n n n n n n nC C C C C C C C C− − − − − − −+ + + + = + + +  

          ( ) ( )2 3 3 43 k k k k
n n n nC C C C− − − −+ + + +  

1 2 3
1 1 1 13. 3.k k k k

n n n nC C C C− − −
+ + + += + + +  

( ) ( ) ( )1 1 2 2 3
1 1 1 1 1 12k k k k k k

n n n n n nC C C C C C− − − − −
+ + + + + += + + + + +  

1 3
2 2 12.k k k

n n nC C C− −
+ + += + +  

( ) ( )1 1 3
2 2 2 2

k k k k
n n n nC C C C− − −
+ + + += + + +  

1
3 3 4

k k k
n n nC C C−
+ + += + =  ពិត 

 ០២    ស្រាយបញ្ជា ក់ថា 
2 2 2

1
a b c

a bc b ac c ab
+ + 

+ + +
 ចំគ ោះស្រេប់ចំននួពិត 

 វជិ្ាមាន , ,a b c  ។    
 
ដំគ ោះស្រាយ  
តាង 3 3,a x b y= =  និង 3c z=  

យក 
2 2 2

a b c
I

a bc b ac c ab
= + +

+ + +
 

3 3 3

6 3 3 6 3 3 6 3 38 8 8

x y z
I

x y z y x z z x y
= + +

+ + +

 

3 3 3
3 3

2 2 2

1 1 1

2 21 1 1

I

yz xz x y

x y z

= + +

     
+ + +     
     

 

គោយ 
3 2 2

2 2 2 4

2 2 2 4
1 1 1

yz yz yz y z

x x x x

    
+ = + − +    
    

 

តាមវសិមភាព AM-GM គយើងបាន  
3 4 2 2

2 4

2
1

yz x y z

x x

+ 
+  
 

 គ ោះ 
4

4 2 23

2

1

22
1

x

x y zyz

x


+ 

+  
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 គំោយ 
4 4 4

4 4 4 4 4 4 4 4 4

x y z
I

x y z x y z x y z
 + +

+ + + + + +
 

 គំោយ 1I   ពិត 
 
០៣   ឧបមាថា , ,a b c Z  គ ើយតាង ( )gcd ;d a b=  ។ ស្រាយបញ្ជា ក់ថា 
( )1  សមើការ ax by c+ =  មានចគមលើយកាល  |d c។ 
( )2  គបើ 0 0,x y  ជាចគមលើយពិគសសននសមើការគនោះ គ ោះចគមលើយទងំអស់មានទស្រមង់        

0 0,
b b

x x t y y t
d d

= + = −  ដដល t Z  ។ 

 
ដំគ ោះស្រាយ 
( )1  គបើ ( )gcd ;d a b=  គ ោះ |d a  និង |d b  

a dr =  និង b ds=  , ,r s  ជាចំននួេត់ 
គបើ 0x x=  និង 0y y=  ជាចគមលើយននសមើការ ax by c+ =  គ ោះ 0 0ax by c+ =  

( )0 0 0 0 0 0c ax by drx dsy d rx sy = + = + = +  
 គំោយ |d c  
ដូចគនោះ សមើការ ax by c+ =  មានចគមលើយកាល  |d c  
( )2  គបើ 0 0,x y  ជាចគមលើយពិគសសននសមើការគនោះ គ ោះចគមលើយទងំអស់មានទស្រមង់ 

0 0,
b b

x x t y y t
d d

= + = −  ដដល t Z   

0 0,x y   ជាចគមលើយននសមើការ ax by c+ =  គ ោះ 0 0ax by c+ =  
គបើ ', 'x y  ជាចគមលើយគសេងគទៀត គ ោះ ' 'ax by c+ =  
 គំោយ ( ) ( ) ( )0 0' ' 1a x x b y y− = −  
គោយ ( )gcd ,d a b=  គ ោះមានចំននួេត់ ,r s  បឋមរវាងគ្នា ដដល a dr=  និង b ds=  

( ) ( )0 0' 'dr x x ds y y − = −  
( ) ( )0 0' 'r x x s y y − = −  
( )0| 'r s y y −  ដដល ( ) ( )gcd , 1 2r s =  

តាម Euclid’s Lemma គបើ |a bc  គ ើយ ( )gcd , 1a b =  គ ោះ |a c  
គ ោះតាម ( )2  គេបាន ( )0| 'r y y−  
 គំោយ 0 'y y rt− =  ចំគ ោះ t Z  
គ ោះ 0'y y rt= −  
ជំ្នសួចូល ( )1  គយើងបាន ( ) ( )'oa x x b rt− = −  

( ) ( )0 'dr x x ds rt− = −  គ ោះ 0'x x st= +  
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ដូចគនោះ 0'
b

x x t
d

 
= +  

 
 និង 0'

a
y y t

d

 
= −  

 
 ដដល t Z  

គសទៀងផ្ទទ ត់គបើ 0

b
x x t

d

 
= +  

 
 និង 0

a
y y t

d

 
= −  

 
 

គេបាន 0 0 0 0

b a
ax by a x t b y t ax by c

d d

   
+ = + + − = + =   

   
 

 
 ០៤    តាង nS  ជាសលបូក n  តដំួបូងននស្វ ើត  na  គសទៀងផ្ទទ ត់  

( )
1

, 1,2,...
1

n n

n
S a n

n n

−
+ = =

+
 ។ ចូររកតទួើ n  ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 
គេមាន 1 1n n na S S+ += −  

( )( ) ( )1 1

1

1 2 1
n n n

n n
a a a

n n n n
+ +

−
= − − +

+ + +
 

( )( ) ( )1

2 2 1 1
2

1 2 1 1
n n

n
a a

n n n n n
+

+ −
= − + +

+ + + +
 

          
( )( ) ( )

2 1

1 2 1
na

n n n n

−
= + +

+ + +
 

គេបាន 
( )( ) ( )1

1 1 1

1 2 2 1
n na a

n n n n
+

 
+ = + 

+ + + 
 

យក 
( )

1

1
n nb a

n n
= +

+
 គ ោះ 

( )( )1 1

1

1 2
n nb a

n n
+ += +

+ +
 

 គំោយ 1

1

2
n nb b+ =  ទំ ក់ទំនងគនោះបញ្ជា ក់ថា ( )nb  ជាស្វ ើតធរណើ មាស្រតដដលមានគរសវង 

1

2
q =  និង 

1 1

1 1
0

1.2 2
b a= + = +  

គេបាន 
1

1
1

1 1 1
.

2 2 2

n n
n

nb b q

−
−    

= = =   
   

 

ដូចគនោះ 
( )

1 1

12
n n

a
n n

= −
+
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  ០៥   P  ជាចំនវចមយួចល័តគៅគលើបា៉ា រ៉ា បូល 2 2y x=  ។ ចំណវ ច B  និង C  គៅគលើអ័កេ y  គ ើយរង្ង់ 
( )

2 21 1x y− + =  ប៉ាោះខាងកាវងគៅនឹងស្រតើគកាណ PBC  ។ រកតនមលអបបបរមាស្រកឡានសទ 
 ននស្រតើគកាណ PBC  ។ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ដំគ ោះស្រាយ 
តាង ( ) ( )0 0, , 0,P x y B b  និង ( )0,C c  ដដល b c  

សមើការប ទ ត់ ( )
0 0

0
:

0

y b x
PB

y b x

− −
=

− −
  

                    ( ) 0

0

: .
y b

PB y b x
x

−
− =  

គ ោះ ( )0 0 0 0y b x x y x b− − + =  
ចមាា យពើសចិតននរង្ង់គៅប ទ ត់ PB  េឺ 1d =  

ដត 
( )

0 0

2 2
0 0

y b x b
d

y b x

− +
=

− +

 

 គំោយ 
( )

0 0

2 2
0 0

1
y b x b

y b x

− +
=

− +

 

 ( ) ( ) ( )
2 22 2 2

0 0 0 0 0 02y b x y b y b x b x b− + = − + − +  

B

C 2 2y x=

P



សិសសពកូែមធ្យមសិែាទតុយិភមិូ                                                               បរញិ្ញា បត្តគណិតវទិា ន ូច័នទណារទិធ ិ
 

 
រែាសិទធដិោយបណាា គារ បាែ់ទែូ II 

P
ag

e5
 

គេគ ើញថា 0 2x   គ ើយសមើការកាល យជា ( ) 2
0 0 02 2 0x b y b x− + − =  

ដូចគ្នា ដដរ ( ) 2
0 0 02 2 0x c y c x− + − =  

 គំោយ 0

0

2

2

y
b c

x

−
+ =

−
 និង 0

0 2

x
bc

x

−
=

−
 

គយើងបាន ( )
( )

2 2
2 0 0 0

2

0

4 4 8

2

x y x
b c

x

+ −
− =

−
 

គោយចំណវ ច ( )0 0,P x y  គៅគលើបា៉ា រ៉ា បូល 2 2y x=  គ ោះ ( )
( )

2
2 0

2

0

4

2

x
b c

x
− =

−
 

ឬ 0

0

2

2

x
b c

x
− =

−
 

ស្រកឡានសទស្រតើគកាណ PBC  េឺ ( ) 0

1

2
PBCS b c x = −   

                                                 
( )

0
0

0

0
0

2

4
2 4

2

x
x

x

x
x

= 
−

= − + +
−

 

4 4 8PBCS  + =  
សមភាពគកើតមានកាល  0 2 2x − =  គ ោះ 0 04 , 2 2x y= =   
ដូចគនោះ ស្រកឡានសទអបបបរមាេឺ 8PBCS =  
 

  ០៦   តាង ( )
21

x
f x

x
=

+
 និង ( ) ( ) ( )....

n

n

f x f f f f x  =     
 ។  

ចូររក ( ) ( )99
1f  ។ 

 
ដំគ ោះស្រាយ 

គយើងមាន ( ) ( ) ( )1

21

x
f x f x

x
= =

+
 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 1

2 2

2

1

1 2
1

1

x

xxf x f f x
xx

x

+ = = =
 

+ 
+   

+ 

 

ស្រាយតាមលំ គំនោះបនតគទៀត គយើងបាន ( ) ( )99

21 99

x
f x

x
=

+
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ដូចគនោះ ( ) ( )99 1

10
f x =  

 
 ០៧   គេគោយប ទ ត់ : 9 0L x y+ − =  និងរង្ង់ 2 2: 2 2 8 8 1 0M x y x y+ − − − =  ។ ចំណវ ច A  មយួ
គៅគលើប ទ ត់ L  និង ចំណវ ច ,B C  គៅគលើរង្ង់ M គ ើយ 045BAC =  ។ ប ទ ត់ AB  កាត់តាមសចិតនន
រង្ង់ M  ។ រករ ៉ាង់ននោប់សវើស x  របស់ចំណវ ច A  ។ 
 
ដំគ ោះស្រាយ  
ចំណវ ច A  គៅគលើ : 9 0L x y+ − =  គ ោះគយើងយក ( ),9A a a−  
ចមាា យពើចំណវ ច M  គៅប ទ ត់ AC  េឺ sind AM BAC=    

( ) ( )
2 2 02 9 2 sin45d a a= − + − −   

2 2
2 18 53

2
d a a= − +     ( )1  

ប ទ ត់ AC  ស្របសព្ជាមយួរង្ង់ M  គ ោះ d R  ដដល R  ជាកានំនរង្ង់  ( )2  

រង្ង់ 2 2 1
: 4 4 0

2
M x y x y+ − − − =  

គ ោះ ( ) ( )
2 2 17

: 2 2
2

M x y− + − =   

ការំង្ង់ 17

2
R = ( )3  

តាម ( ) ( )1 , 2  និង ( )3  គេបាន 2 2 17
2 18 53

2 2
a a− +    

គោោះស្រាយវសិមើការគនោះ គេបាន 3 6a   
ដូចគនោះ រ ៉ាង់ននោប់សវើស x  របស់ចំណវ ច េឺ 3 6a   
 

 ០៨    វសិមភាព ( )
1 1 1 1

2017
1 2 2 1 3

f n a
n n n

= + + +  −
+ + +

 ពិតចំគ ោះស្រេប់ 

ចំននួេត់វជិ្ាមាន n  ។ គតើតនមលតូចបំសវតននចំននួេត់ a  គសមើនឹងប៉ាវ ម ន ? 
 
ដំគ ោះស្រាយ 

អនវេមន៍ ( )
1 1 1

1 2 2 1
f n

n n n
= + + +

+ + +
 ម៉ាូណូតូនចវោះ 

គ ោះ ( )1f  ជាតនមលធំបំសវតនន ( )f n  

គបើ 1n =  គ ោះ ( )
1 1 1

1 2017
2 3 3

f a= +  −  

 គំោយ 2018a   
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ដូចគនោះ 2019a =  ជាចំននួេត់តូចបំសវត 
 

  ០៩   P  និង Q  ជាចំណវ ចគៅគលើគអលើប 
2 2

2 2
1

x y

a b
+ =   ( ), 0a b   គសទៀងផ្ទទ ត់ 

OP OQ⊥  ។ រកតនមលអតិបរមាននសលេវណ OP OQ  ។ 
 
ដំគ ោះស្រាយ 

យក ( )cos , sinP OP θ OP θ  និង cos , sin
2 2

π π
Q OQ θ OQ θ
    

     
    

 

គយើងមាន 
2 2

2 2 2

1 cos sinθ θ

OP a b
= +  និង 

2 2

2 2 2

1 sin cosθ θ

OQ a b
= +  

 គំោយ 
2 2 2 2

1 1 1 1

OP OQ a b
+ = +  

គ ោះសលេវណ OP OQ  មានតនមលអតិបរមា 
2 2

2 2

2a b

a b+
 គពល 

2 2

2 2

2a b
OP OQ

a b
= =

+
 

 
  ១០  សមើការ ( )lg 2lg 1kx x= +  មានរសឹដតមយួេត់ជាចំនួនេត់ ។ រករ ៉ាង់ននតនមល k  ។ 
 
ដំគ ោះស្រាយ 

គយើងបាន 
( )

( )

( ) ( )
2

0 1

1 0 2

1 3

kx

x

kx x

 


+ 


= +

 

តាម ( )3  ( )2 2 1 0x k x+ − + =  

រសឹទងំពើរេឺ 2
1 2

1
, 2 4

2
x x k k k = −  −

  
 ដដល 2 4 0k k = −   

0k   រ ឺ 4k   
( )i  គបើ 0k   គ ោះ 1 21 0, 1 0x x+  +   គ ើយ 1 0kx   ។ សមើការមានរសឹមយួ 

2
1

1
2 4

2
x k k k = − + −

  
 

( )ii  គបើ 4k =  សមើការមានរសឹមយួ 1x =  
( )iii  គបើ 0k   សមើការមានរសឹពើរ 1 2,x x  វជិ្ាមាន និង 1 2x x   (មិនយក) 
ដូចគនោះ រ ៉ាង់តនមល k  េឺ 0k   និង 4k =  
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   ១១   ប ទ ត់ :l y kx m= +  ( ,k m  ជាចំននួេត់) ស្របសព្ជាមយួគអលើប 
2 2

1
16 12

x y
+ =   

  ស្រតង់ពើរចំណវ ចគសេងគ្នា  A  និង B រចួស្របសព្នឹងអវើដពបូល 
2 2

1
4 12

x y
− =  ស្រតង់ពើរចំណវ ចគសេងគ្នា  C  

  និង D  ។ គតើប ទ ត់ l  ោចគសទៀងផ្ទទ ត់ 0AC BD+ =  ដដររគឺទ?  គបើោច គតើវាគកើតគ ើងបានប៉ាវ ម ន 
  យ៉ា ង? គបើមិនោច ចូរបញ្ជា ក់មូលគ តវ? 
 
ដំគ ោះស្រាយ 

ចំគ ោះ 2 2

1
16 12

y kx m

x y

= +



+ =


 

គយើងបាន ( )
22

1
16 12

kx mx +
+ =  

 គំោយ ( )2 2 23 4 8 4 48 0k x kmx m+ + + − =  

យក ( )1 1,A x y  និង ( )2 2,B x y  គ ោះ 1 2 2

8

3 4

km
x x

k
+ = −

+
 

( ) ( )( )2 2 2
1 8 4 3 4 4 48 0km k m = − + −     ( )1  

ចំគ ោះ 2 2

1
4 12

y kx m

x y

= +



− =


 

គយើងបាន ( )
22

1
4 12

kx mx +
− =  

 គំោយ ( )2 2 23 2 12 0k x kmx m− − − − =  

យក ( )3 3,C x y  និង ( )4 4,D x y  គ ោះ 3 4 2

2

3

km
x x

k
+ =

−
 

( ) ( )( ) ( )
2 2 2

2 2 4 3 12 0 2km k m = − + − +   
គបើ 0AC BD+ =  គ ោះ ( ) ( )4 2 3 1 0x x x x− + − =  
 គំោយ 1 2 3 4x x x x+ = +  

 គំោយ 0km =  ឬ 
2 2

4 1

3 4 3k k
− =

+ −
 

•  គបើ 0km =  គ ោះ 0k = ឬ 0m =  
)a គបើ 0k =  គ ោះតាម ( )1  និង ( )2  គយើងបាន 2 3 2 3m−    

ដត m  ជាចំននួេត់ គ ោះ m  ោចយកតនមល 3, 2, 1,0,1,2,3− − −  
)b គបើ 0m =  គ ោះតាម ( )1  និង ( )3  គយើងបាន 3 3k−    
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ដត k  ជាចំននួេត់ គ ោះ k  ោចយកតនមល 1,0,1−  
ដូចគនោះ មានប ទ ត់ l  ចំនួន 9  ដដលគសទៀងផ្ទទ ត់លកខខណឌ  
 
   ១២ p  និង ( )0q q   ជាចំនួនពិត ។ សមើការ 2 0x px q− + =  មានរសឹពើរ α  និង β  
។ ស្វ ើត  na  គសទៀងផ្ទទ ត់ ( )2

1 2 1 2, , 3,4,..n n na p a p q a pa qa n− −= = − = − =  ។  
ក) រកទស្រមង់ទូគៅនន  na  ជាអនវេមន៍នន α  និង β  ។ 
ខ) គបើ 1

1,
4

p q= = រកសលបូក n  តដំួបូងននស្វ ើត  na  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
ក) រកទស្រមង់ទូគៅនន  na  ជាអនវេមន៍នន α  និង β   
តាមស្រទឹសតើបទដវែត , 0α β p αβ q+ = =   
គេបាន 1 2n n na pa qa− −= −  
               ( ) ( )1 2 3,4,...n nα β a αβa n− −= + − =  
គេោចសរគសរ ( )1 1 2n n n na βa α a βa− − −− = −  
តាង 1n n nb a βa+= −  គ ោះ ( )1 1,2,...n nb αb n+ = =  
ទំ ក់ទំនងគនោះបញ្ជា ក់ថា ( )nb  ជាស្វ ើតធរណើ មាស្រតដដលមានគរសវង α  និងតទួើ 1  េឺ 

( ) ( )
22 2

1 2 1b a βa p q βp α β αβ β α β α= − = − − = + − − + =  
 គំោយ 2 1 1n n

nb α α α− +=  =   ( )1  
 គំោយ 1

1
n

n na βa α +
+ − =  រ ឺ ( )1

1 1,2,...n
n na α βa n+
+ = + =  

➢ គបើ 2 4 0p q = − =  គយើងបាន 10, 2α β a p α=  = =   
គ ោះតាម ( )1 1

1
n

n na α αa+
+ = +  ឬ 1

1
1n n

n
n

a a

αα

+
+
− =  

 គំោយ n
n

a

α

 
 
 

 ជាស្វ ើតនព្នតដដលមានសលសងរមួ 1  និងតួទើ 1  េឺ 1 2
2

a α

α α
= =  

គេបាន ( )2 1 1n
n

a
n

α
= + −  គ ោះ 1na n= +  

ដូចគនោះ តទូួគៅននស្វ ើត  na  េឺ ( )1 n
na n α= +    ( )2  

➢ គបើ 0 ,α β    គយើងបាន 1
1

n
n na α βa+
+ = +  

                                                ( )1 1 1,2,...n n
n

β α
βa α α n

β α β α

+ += + − =
− −

 
គេបាន 

2 1

1

n n

n n

α α
a β a

β α β α

+ +

+

 
+ = + 

− − 
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គ ោះស្វ ើត 
1n

n

α
a

β α

+  
+ 

−  
 ជាស្វ ើតធរណើ មាស្រតដដលមានគរសវង β  និងតួទើ 1  េឺ 

2 2 2

1

α α β
a α β

β α β α β α
+ = + + =

− − −
 

 គំោយ 
1 2

1
n

n
n

α β
a β

β α β α

+
−+ = 

− −
 

ដូចគនោះ តទូួគៅននស្វ ើត  na  េឺ ( )
1 1

1,2,...
n n

n

β α
a n

β α

+ +−
= =

−
   ( )3  

ខ) គបើ 1
1,

4
p q= = រកសលបូក n  តដំួបូងននស្វ ើត  na   

គបើ 1
1,

4
p q= =  គ ោះ 2 4 0p q = − =  និង 1

2
α β= =   

តាម ( )2  គេបាន ( )
1

1
2

n

na n
 

= +  
 

1

2n

n +
=   ( ), 1,2,3,...n =  

សលបូក n  តដំួបូងេឺ 
2

2 3 1

2 2 2
n n

n
S

+
= + + +  

2 3 1

1 2 3 1

2 2 2 2
n n

n
S

+

+
= + + +  

គេបាន 
1

1 3 3

2 2 2
n n

n
S

+

+
= −  

ដូចគនោះ 3
3

2
n n

n
S

+
= −  

រគបៀបទើ ០២ សស្រមាប់សនំរួ ក) 
តាមស្រទឹសតើបទដវែត 0,α β q α β p =  + =  គ ោះ 2 2

1 2,a α β a α αβ β= + = + +   ( )6  
សមើការសំគ្នល់ននស្វ ើត  na  េឺ 2 0λ pλ q− + =  ដដលមានរសឹ α  និង β  
គយើងោចកំណត់តទូួគៅនន  na  ដូចតគៅ ៖ 
( )i  គបើ ( )1 20 , n

nα β a A A n α=  = +  
តាម ( )6  គយើងបាន  
( )1 2 2A A α α+ =  
( ) 2 2

1 22 3A A α α+ =  
 គំោយ 1 2 1A A= =  
ដូចគនោះ តទូួគៅ ( )1 n

na n α= +  
( )ii  គបើ α β  គ ោះ 1 2

n n

na Aα A β= +  
តាម ( )6  គយើងបាន 1 2Aα A β α β+ = +  

2 2 2 2

1 2Aα A β α αβ β+ = + +  
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 គំោយ 
1

α
A

β α

−
=

−
 និង 

2

β
A

β α
=

−
 

ដូចគនោះ 
1 1 1 1n n n n

n

α β β α
a

β α β α β α

+ + + +− −
= + =

− − −
 

 
 ១៣   រកតនមលអតិបរមា និង អបបបរមាននអនវេមន៍ ( ) 27 13f x x x x= + + − + ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
ដដនកំណត់  0;13x  

27 13y x x x= + + − +  

   ( )27 13 2 13

27 13 3 3 13

x x x= + + + −

 + = +

 

 គំោយ ( )min 3 3 13y = +  គពល 0x =  
មយ៉ាងគទៀត តាមវសិមភាព Cauchy គយើងបាន 

( )
2

2 27 13y x x x= + + + −  

     ( ) ( )
1 1

1 2 27 3 13
2 3

121

x x x
 

 + + + + + −   
 

=

 

 គំោយ ( )max 121y =  គពល ( )4 9 13x x= −  ឬ 9x =  
 
  ១៤   រករ ៉ាង់ននអនវេមន៍ ( ) 5 24 3f x x x= − − −  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
អនវេមន៍ ( )f x  ជាអនវេមន៍គកើនគលើដដនកំណត់  5;8   
រ ៉ាង់ននអនវេមន៍ ( )f x  េឺ 3; 3 −

 
 ។ 

 
  ១៥   អនវេមន៍ ( )2cos 3 siny a x x= −  មានអបបបរមាគសមើ 3−  ។ រករ ៉ាង់ននចំនួនពិត a  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
តាង sin x t=  គ ោះ ( ) ( )2 3g t at a t= − + −  
ឬ ( ) ( )3 3g t at a t= − + −  
គោយ ( )3 3 3at a t− + −  −  (អនវេមន៍មានអបបបរមាគសមើ 3− ) 
គយើងបាន ( ) ( )2 1 3 1 0at t t− − − −   
              ( ) ( )( )1 1 3 0t at t− − + −   
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គោយ 1 0t −   គ ោះ ( )1 3 0at t− + −   
ឬ ( )2 3a t t+  −    ( )1  
ក) គបើ 0, 1t = −  គ ោះ ( )1  ពិតជានិចច 
ខ) គបើ 0 1t   គ ោះ 20 2t t +   

េ) គបើ 1 0t−    គ ោះ 21
0

4
t t−  +   

ដូចគនោះ 3
12

2
a−    

 
  ១៦    រកចំននួចំណវ ចេត់ (i.e. ចំណវ ចដដលមានោប់សវើស x  និង អរគោគន y  ជាចំននួេត់) ដដលមានគៅ
កាវងតំបន់  វ៊ុំព័ទធគោយដមកាត នំនអវើដពបូល 2 2 1x y− =  និង ប ទ ត់ 100x = (មិនរប់បញ្ចូ លចំណវ ចគៅគលើ
ស្រពំដដនគ ើយ) ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
ដមកាត រំបស់អវើដពបូលឆលវោះគ្នា គធៀបអ័កេោប់សវើស គ ោះគយើងេិតគៅគលើចំណវ ចេត់ដសាកខាងគលើអ័កេ 'x ox  
គយើងសនមត់ថាប ទ ត់ y k=  ស្របសព្ជាមយួដមកាត អំវើដពបូល និង ប ទ ត់ 100x =  គរៀងគ្នា ស្រតង់ចំណវ ច kA  
និង ( )1,2,3, ,99kB k =  ។ 
ចំននួចំណវ ចេត់គៅគលើប ត អងកត់ k kA B  េឺ 99 k−  

ដូគចាោះ ចំននួចំណវ ចេត់គៅកាវងនសទដសាកខាងគលើអ័កេោប់សវើសមាន ( )
99

1

99 99 49 4851
k

k
=

− =  =  

ដូចគនោះ ចំនួនចំណវ ចេត់គៅកាវងនសទសរវបមាន 2 4851 98 9800 + =  
 
  ១៧   na  ជាស្វ ើតនព្នតដដលមានសលសងរមួមិនសូនែ និង  nb  ជាស្វ ើតធរណើ មាស្រត។ ស្វ ើតទងំពើរគសទៀង
ផ្ទទ ត់ 1 1 2 2 5 33, 1, ,3a b a b a b= = = =  ។ គេដឹងថាមានចំនួនគេរ α  និង β  ដដលចំគ ោះស្រេប់ចំននួេត់
វជិ្ាមាន n  គេបាន logn α na b β= +  ។ ចូររក α β+  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
តាង d  ជាសលសងរមួននស្វ ើត  na  និង q  ជាគរសវងននស្វ ើត  nb  

គយើងបាន 
( )

( ) ( )2

3 1

3 3 4 2

d q

d q

+ =


+ =

 

យក ( )1  ជំ្នសួចូល ( )2  គយើងបាន 29 12 6 9d d d+ = + +  
 គំោយ 6d =  និង 9q =  
គ ោះ ( ) ( )1 1 3 1 6 6 3na a n d n n= + − = + −  = −  
គ ោះ 1 1

1. 1.9n n

nb b q − −= =  
ដត logn α na b β= +   
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គ ោះ 16 3 log 9n

αn β−− = +  ឬ ( )6 3 1 log 9αn n β− = − +  ពិតចំគ ោះស្រេប់ចំននួេត់វជិ្ាមាន n  
យក 1n =  និង 2n =  គយើងបាន 3

3 , 3α β= =  
ដូចគនោះ 3

3 3α β+ = +  
 
 ១៨    អនវេមន៍ ( ) ( )2 3 2 0 , 1x xf x a a a a= + −    មានតនមលអតិបរមាគៅដល់ 8  គៅកាវងចគ ល ោះ 
 1,1−  ។ រកតនមលអបបបរមារបស់ f  គៅកាវងចគ ល ោះ  1,1−  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
តាង xa y=  គ ោះអនវេមន៍គដើមកាល យជា ( ) 2 3 2g y y y= + −  

( )g y  ជាអនវេមន៍គកើនគលើ 
3

;
2

 
− + 
 

  

គបើ 0 1a   គ ោះ 1,y a a−    គ ើយ ( ) 2 1

max
3 2 8g y a a− −= + − =   

 គំោយ 1 2a− =  ឬ 1

2
a =  

គេបាន ( )
2

min

1 1 1
3 2

2 2 4
g y

 
= +  − = − 
 

 

គបើ 1a   គ ោះ 1,y a a−    គ ើយ ( ) 2

max
3 2 2g y a a= + − =   

 គំោយ 2a =  

គេបាន ( ) 2 1

min

1
2 3 2 2

4
g y − −= +  − = −  

សរវបមក តនមលអបបបរមានន f  កាវងចគ ល ោះ  1,1−  េឺ 1

4
−  

 
  ១៩    មនវសេពើរ ក់គបាោះស្រគ្នប់ វកឡាក់មតងពើរស្រគ្នប់តាមលំោប់ ។ អាកដដលគបាោះបានសលបូកគលខគស្រចើន
ជាង 6  មវនគេជាអាកឈ្ាោះ ។ រកស្របូបាបដដលអាកគបាោះដំបូងជាអាកឈ្ាោះ ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 

ស្របូបាបដដលគបាោះបានសលបូកគលខគស្រចើនជាង 6  េឺ 
21 7

36 12
=  

ដូចគនោះ ស្របូបាបដដលអាកដំបូងឈ្ាោះេឺ 
2 4

7 5 7 5 7 7 1 12

2512 12 12 12 12 12 17
1

144

   
+  +  + =  =   
    −

 

  ២០   ស្របដវងស្រទនវងទងំ 9  ននស្រពើសស្រតើមវខនិយត័ 1 1 1ABC A B C−  គសមើគ្នា  ។ P  ជាចំណវ ចក ត លនន 
1CC គ ើយមវំគទ្មវខ 1 1B A P B α− − =  ។ រក sinα  ។ 

ដំគ ោះស្រាយ  
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យកអ័កេោប់សវើស ( )x  ជាប ទ ត់កាត់តាមអងកត់  
AB  ដដល O  ជាចំណវ ចក ត ល AB  
យកអ័កេអរគោគន ( )y  ជាប ទ ត់កាត់តាមអងកត់ 
 OC  គដើមបើបគងកើតបានជាស្របព័នធលំ កូអរគោគន 
ចតវគកាណ (ដូចរូប) ។ 
តាងស្របដវងស្រទនវងគសមើ 2  គយើងបាន 
( ) ( )11,0,0 , 1,0,2B B  
( ) ( )1 1,0,2 , 0, 3,1A P−  

គេបាន ( ) ( )1 2,0,2 , 1, 3,1BA BP= − = −  

          ( ) ( )1 1 12,0,0 , 1, 3, 1B A B P= − = − −  

តាងវវចិទ័រ ( )1 1 1, ,m x y z=  និង ( )2 2 2, ,n x y z=  ដកងគៅនឹង 1BA P  និង 1 1B A P  គរៀងគ្នា  

គេបាន 1 1 1

1 1 1

. 2 2 0,

. 3 0

m BA x z

m BP x y z

 = − + =


= − + + =

 

           1 1 2

1 2 2 2

. 2 0,

. 3 0

n B A x

n B P x y z

 = − =


= − + − =

 

គយើងទញបាន ( )1,0,1m =  និង ( )0,1,3n =  
គោយ . . . cosm n m n α=  គ ោះ 3 2.2. cosα=  

 គំោយ 6
cos

4
α =  

ដូចគនោះ 10
sin

4
α =  

រគបៀបទើ ២ 
គយើងមាន 1 1,PC PC PA PB= =  
តាង O  ជាស្របសព្រវាង 1A B  និង 1AB  
គយើងបាន 1 1 1 1, ,OA OB OA OB A B AB= = ⊥  
គោយ 1PA PB=  គ ោះ 1PO AB⊥  
 គំោយ ( )1 1AB PA B⊥  
គៅកាវងបលង់ ( )1PA B  សង់ប ទ ត់ 1OE A P⊥   
ភាា ប់ 1B E  គ ោះ 1B EO  ជាបលង់មវំននមវំគទ្មវខ 1 1B A P B− −  
សនមត់យក 1 2AA =  គេបាន 1 5PB PA= =  

1 1, 2 , 3AO B O PO= = =  

x

y

z

A

B

C

P

1B
1C

1A

A

B

C

O

1B

1A

E
1C

P
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គៅកាវងស្រតើគកាណ 1PAO  គកមាន 1 1. .AO PO A P OE=  ឬ 2. 3 5.OE=  

គ ោះ 6

5
OE =  

គោយ 1 2B O =  គ ោះ 2 2

1 1

6 4 5
2

5 5
B E B O OE= + = + =  

1
1

1

2 10
sin sin

44 5

5

B O
α B EO

B E
=  = = =  

 
  ២១  គេមាន ( ) ( )3 2 0f x ax bx cx d a= + + +   គ ើយ ( )' 1f x   ។ រកតនមលអតិបរមានន a  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
គយើងបាន ( ) 2' 3 2f x ax bx c= + +  

គ ោះ 

( )

( )

' 0

1 3
'

2 4

' 1 3 2

f c

f a b c

f a b c

=

  

= + +  
 

 = + +

 

 គំោយ ( ) ( )
1

3 2 ' 0 2 ' 1 4 '
2

a f f f
 

= + −  
 

 

គ ោះ ( ) ( )
1

3 2 ' 0 2 ' 1 4 '
2

a f f f
 

= + −  
 

 

              ( ) ( )
1

2 ' 0 2 ' 1 4 ' 8
2

f f f
 

 + +  
 

 

គ ោះ 8

3
a   

មយ៉ាងគទៀត ( ) 3 28
4

3
f x x x x m= − + + (m  ជាចំននួគេរ) គសទៀងផ្ទទ ត់លកខខណឌ ដដលគោយមក 

ដូចគនោះ តនមលអតិបរមានន a  េឺ 8
3

 

រគបៀបទើ ២ 
តាង ( ) ( )' 1g x f x= +  គ ោះ ( )0 2g x   ចំគ ោះ 0 1x   

យក 2 1z x= −  គ ោះ 1

2

z
x

+
=  គ ើយ 1 1z−    

តាង ( ) 21 3 3 2 3
1

2 4 2 4

z a a b a
h z g z z b c

+ + 
= = + + + + + 
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គេសគងកតគ ើញថា ( )0 2h z   និង ( )0 2h z −   ចំគ ោះ 1 1z−    

 គំោយ ( ) ( )
0 2

2

h z h z+ −
   ចំគ ោះ 1 1z−    

គ ោះ 23 3
0 1 2

4 4

a a
z b c + + + +   

គយើងទញបាន 
3

1 0
4

a
b c+ + +   និង 23

2
4

a
z   

គោយ 20 1z   គយើងបាន 
8

3
a   

មយ៉ាងគទៀត ( ) 3 28
4

3
f x x x x m= − + + (m  ជាចំននួគេរ) គសទៀងផ្ទទ ត់លកខខណឌ ដដលគោយមក 

ដូចគនោះ តនមលអតិបរមានន a  េឺ 8
3

 

 
  ២២     គេគោយចំណវ ចចល័តពើរ ( )1 1,A x y  និង ( )2 2,B x y គៅគលើដខេគកាងបា៉ា រ៉ា បូល 2 6y x=  ដដល 

1 2 4x x+ =  គ ើយ 1 2x x  ។ គមដយទ័រននអងកត់ AB  កាត់អ័កេោប់សវើសស្រតង់ចំណវ ច C  ។ រកស្រកឡានសទធំ
បំសវតនន ABC  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 

តាង M  ជាចំណវ ចក ត លនន AB  ដដល ( )0 0,M x y  គ ោះ 1 2
0 2

2

x x
x

+
= =  និង 1 2

0
2

y y
y

+
=  

គយើងបាន 2 1 2 1

2 2

2 1 1 2 02 1

6 3

6 6

AB

y y y y
k

x x y y yy y

− −
= = = =

− +
−

 

សមើការគមដយទ័រននអងកត់ AB  េឹ ( )0
0 2

3

y
y y x− = − −     ( )1  

គោយគមដយទ័រកាត់អ័កេោប់សវើសនស្រតង់ C  គ ោះ 0, 5y x= =  
 គំោយ ( )5,0C  

តាម ( )1  គេទញបានសមើការប ទ ត់ AB  េឺ ( )0

0

3
2y y x

y
− = −  ឬ ( )0

0 2
3

y
x y y= − +   ( )2  

យក ( )2  ជំ្នសួចូល 2 6y x=  គេបាន ( )2

0 02 12y y y y= − +  
2 2

0 02 2 12 0y yy y− + − =    ( )3  
គោយ 1 2,y y  ជារសឹននសមើការ ( )3  គ ើយ 1 2y y  គយើងបាន  

( )2 2 2

0 0 04 4 2 12 4 48 0y y y = − − = − +   

គ ោះ 02 3 2 3y−    
គយើងបាន 
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( ) ( )
2 2

1 2 1 2AB x x y y= − + −  

        ( )
2

20
1 21

3

y
y y

  
= + −     

 

        ( )
2

20
1 2 1 21 4

9

y
y y y y

 
 = + + −   

 
 

        ( )( )
2

2 20
0 01 4 4 2 12

9

y
y y

 
= + − − 

 
 

        ( )( )2 2

0 0

2
9 12

3
y y= + −  

ចមាា យពើចំណវ ច ( )5,0C  គៅអងកត់ AB  េឺ 

( ) ( )
22

05 2 0h CM y= = − + −
2

09 y= +  

 គំោយ ( )( )2 2 2

0 0 0

1 1
. 9 12 9

2 3
ABCS AB h y y y = = + −  +  

             

( )( )( )2 2 2

0 0 0

3
2 2 2

0 0 0

1 1
9 24 2 9

3 2

9 24 2 91 1

3 2 3

14
7

3

y y y

y y y

= + − +

 + + − + +
  

 

=

 

សមភាពគកើតមានកាល  2 2

0 09 24 2y y+ = −  i.e. 0 5y =   

គយើងបាន 
6 35 6 35

, 5 7 , , 5 7
3 3

A B
   + −

+ −   
   

 និង 

( )6 35 6 35
, 5 7 , , 5 7

3 3
A B
   + −

− + − +   
   

 

ដូចគនោះ តនមលអតិបរមាននស្រកឡានសទស្រតើគកាណ ABC  េឺ 14
7

3
 

រគបៀបទើ ០២ 
គមដយទ័រននអងកត់ AB  កាត់អ័កេោប់សវើសស្រតង់ចំណវ ច ( )5;0C  
តាង 2 2 2 2

1 1 2 2 1 2 1 2, , , 4x t x t t t t t= =  + =  

A

B

C

2 6y x=



សិសសពកូែមធ្យមសិែាទតុយិភមិូ                                                               បរញិ្ញា បត្តគណិតវទិា ន ូច័នទណារទិធ ិ
 

 
រែាសិទធដិោយបណាា គារ បាែ់ទែូ II 

P
ag

e1
8
 

ស្រកឡានសទស្រតើគកាណ ABC  េឺ 2

1 1

2

2 2

5 0 1
1

6 1
2

6 1

ABCS t t

t t

 =  

គ ោះ ( )
2

2 2 2

1 1 2 1 2 2

1
5 6 6 6 5 6

2
ABCS t t t t t t

 
= + − − 
 

 

                 

( ) ( )

( ) ( )( )

2 2

1 2 1 2

2

1 2 1 2 1 2

3

3
5

2

3
4 2 5 5

2

3 14

2 3

t t t t

t t t t t t

= − +

= − + +

 
  

 

 

 គំោយ 14
7

3
ABCS   

សមភាពគកើតមានកាល  ( )
2

1 2 1 2 5t t t t− = +  និង 2 2

1 2 4t t+ =  

គេបាន 1

7 5

6
t

+
=  និង 2

7 5

6
t

−
= −  

 គំោយ 6 35 6 35
, 5 7 , , 5 7

3 3
A B
   + −

+ −   
   

 និង 

( )6 35 6 35
, 5 7 , , 5 7

3 3
A B
   + −

− + − +   
   

 

ដូចគនោះ តនមលអតិបរមាននស្រកឡានសទស្រតើគកាណ ABC  េឺ 14
7

3
 

 
  ២៣   ស្រាយបញ្ជា ក់ថាសមើការ 32 5 2 0x x+ − =  មានរសឹដតមយួេត់តាងគោយ r  គ ើយមានស្វ ើតគកើន

ោច់ខាតដតមួយេត់ដដលគសទៀងផ្ទទ ត់ 31 2
2

5

aa a
r r r= + + +  ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 
តាង ( ) 32 5 2f x x x= + −  គ ោះ ( ) 2' 6 5 0f x x= +   
មានន័យថា ( )f x  ជាអនវេមន៍គកើនោច់ខាត 

មយ៉ាងគទៀត ( )0 2 0f = −   និង 1 3
0

2 4
f
 

=  
 

 

គនោះបញ្ជា ក់ថាសមើការ 32 5 2 0x x+ − =  មានរសឹដតមយួេត់ 1
0,

2
r
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គោយ r  ជារសឹននសមើការ 32 5 2 0x x+ − =  គ ោះ 32 5 2 0r r+ − =  

គយើងបាន 4 7 10

3

2

5 1

r
r r r r

r
= = + + + +

−
 

គ ោះស្វ ើត ( )3 2 1,2,na n n= − =  គសទៀងផ្ទទ ត់លកខខណឌ ដដលសួររក 
ឧបមាថាមានស្វ ើតចំនួនេត់វជិ្ាមានពើរ 1 2 na a a     និង 1 2 nb b b     ដដលគសទៀង

ផ្ទទ ត់ 3 31 2 1 2
2

5

a ba a b b
r r r r r r+ + + = + + + =  

សស្រមួលត ួដដលគកើតមានគៅអងគទងំពើរននកគនោមខាងគលើ គេបាន 
3 31 2 1 2s ts s t t

r r r r r r+ + + = + + +  ដដល is  និង 1t  ខវសពើគ្នា  
គយើងឧបមាដដរថា 1 1s t  គ ោះ 1 1 2 1 2s s s t t

r r r r r + + = + +  
21 1 2 11

t s t s
r r r r

− −
 + +  + +  
   1 1

1 1
11

1
2

r
= −  −

−
−

 

 គំោយ 1 1  សទវយពើការពិត 
ដូចគនោះ  na  ជាស្វ ើតគកើនោច់ខាតដតមយួេត់ 
 
  ២៤  តាងសំណវំ   1 2 3 4, , ,A a a a a=  ។ គេដឹងថា សំណវំ ននសលបូកធាតវននសំណវំ រងដដលមានបើធាតវ 
(ternary subsets) គកើតគចញពើសំណវំ  A  េឺ  1,3,5,8B = −  ។ ចូររកសំណវំ  A។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
សំណវំ រងមានបើធាតវ គ ោះមានធាតវបើននសំណវំ  A  គកើតគ ើងគៅកាវងសំណវំ រងទងំគ ោះ 
គេបាន ( ) ( )1 2 3 43 1 3 5 8 15a a a a+ + + = − + + + =  
ឬ 1 2 3 4 5a a a a+ + + =  
ធាតវទងំបួនននសំណវំ  A  មាន ( )5 1 6,5 3 2,5 5 0− − = − = − =  និង 5 8 3− = −  
ដូចគនោះ សំណវំ   3,0,2,6A = −  
 

  ២៥  a  និង b  ជាចំនួនពិតដដល 1 1
2 2

a b
+   និង ( ) ( )

2 3
4a b ab− =  ។  

កំណត់ loga b  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 

គោយ 1 1
2 2

a b
+   គ ោះ 2 2a b ab+   

ដត ( ) ( ) ( )
2 2 3

4 4 4a b ab a b ab ab+ = + − = +  

                   ( ) ( )
3 2

4.2 . 8ab ab ab =  
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 គំោយ 2 2a b ab+         ( )1  
គេបាន 2 2a b ab+ =           ( )2  
តាម ( )1  សមភាពគកើតមានកាល  1ab =  គ ើយតាម ( )2  គយើងោចរកបាន  

2 1

2 1

a

b

 = −


= +

 និង 
2 1

2 1

a

b

 = +


= −

 

ដូចគនោះ log 1a b = −  
 
  ២៦    គេមានវសិមភាព ( )5 5 3 3cos sin 7 sin cos , [0;2 )θ θ θ θ θ π−  −   ។ 
រករ ៉ាង់នន θ  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
តាមវសិមភាព ( )5 5 3 3cos sin 7 sin cosθ θ θ θ−  −  

គយើងបាន 3 5 3 51 1
sin sin cos cos

7 7
θ θ θ θ+  +  

គោយ ( ) 3 51

7
f x x x= +  គកើនគលើ ( );− +  

គ ោះ sin cosθ θ  ឬ ( )
5

2 2
4 4

π π
kπ θ kπ k Z+   +   

ដត [0;2 )θ π  គ ោះរ ៉ាង់នន θ  េឺ  
 
  ២៧   សិសេ 7   ក់នឹងស្រតូវបានេណៈកមមការកើឡាគរៀបចំគោយចូលរមួកមមវធិើស្របកតួ  5  ស្របគេទ ។ គេតស្រមូវ
ថា សិសេ A  និង B  មិនោចចូលរមួកមមវធិើដតមយួគទ ។ ស្រេប់កមមវធិើស្របកតួស្រតូវដតមានសិសេយ៉ា ងតិចមាា ក់ចូល
រមួ ។ សិសេនិមយួៗស្រតូវដតចូលរមួស្របកតួគោយបានមួយកមមវធិើ គ ើយដតមយួកមមវធិើេត់ ។ គតើមានប៉ាវ ម នរគបៀប
គដើមបើគរៀបេគស្រមាងគោយស្រតូវនឹងលកខខណឌ ខាងគលើគនោះ ? 
ដំគ ោះស្រាយ 
មានពើរករណើ ដដលោចគរៀបចំបាន គដើមបើគោយស្រតូចលកខខណឌ ខាងគលើ 
( ).i  មានកមមវធិើស្របកតួមយួ ដដលចូលរមួស្របកតួគោយសិសេបើ ក់ 
កាវងករណើ គនោះគេបាន 3 1

7 5.5! .5! 3600C C− =   
( )ii . មានកមមវធិើស្របកតួពើរ ដដលកមមវធិើនិមយួៗចូលរមួគោយសិសេពើររូប 

កាវងករណើ គនោះ គេបាន ( )2 2 2

7 5 5

1
. .5! .5! 11400

2
C C C− =  

ដូចគនោះ េគស្រមាងសរវបដដលោចគរៀបបានេឺ 3600 11400 15000+ =  រគបៀប 
  ២៨    គេមានគតស្រតាដអ ត ABCD  ។ គេដឹងថា 060ADB BDC CDA = = =  
, 3AD BD= =  និង 2CD =  ។ រករង្្វស់កានំនដស្ រចារកិគស្រៅ ABCD  ។ 
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ដំគ ោះស្រាយ 
តាង O  ជាសចិតរង្ង់ចារកិគស្រៅ ABCD  
គ ោះ O  សថិតគៅគលើប ទ ត់ឈ្រននបលង់ ABD  កាត់តាម    
N  ជាសចិតរង្ង់ចារកិគស្រៅ ABD  
គេដឹងថា ស្រតើគកាណ ABD  សម័ងេ គ ោះ N  ជាសចិត 
តាង P  និង N  ជាណំវ ចក ត លនន AB  និង CD  គរៀងគ្នា  
គ ោះ N  គៅគលើ DP  ដដល ON DP⊥  និង OM CD⊥  
តាង θ  ជាមវំកំណត់គោយប ទ ត់ CD  និងបលង់ ( )ABD  
គេមាន 060CDA CDB ADB = = =  

គេបាន 1 2
cos , sin

3 3
θ θ= =  

គោយ 1 2 2 3
1, 3 3

2 3 3 2
DM CD DN DP= = =  =   =  

អនវវតតស្រទឹសតើបទកូសវើនវស កាវងស្រតើគកាណ DMN  គយើងបាន 
2 2 2 2 cosMN DM DN DM DN θ= + −     

         ( )
2

2 1
1 3 2.1. 3. 2

3
= + − =  

2MN =  គ ោះកាដំស្ រចារកិគស្រៅ ABCD  េឺ 2
3

sin 2

3

MN
OD

θ
= = =  

ដូចគនោះ 3R =  
 
  ២៩    ABCD  ជាចតវគកាណគបា៉ា ងដដលមាន 0180B D +   (ដូចរូប) ។ P  ជាចំណវ ចមួយចល័ត
គៅកាវងបលង់ ។ តាង ( )f P PA BC PD CA PC AB=  +  +   ។  
 
 
 
 
 
 
 
 
ក) ស្រាយបញ្ជា ក់ថា , , ,P A B C  គៅគលើរង្ង់ដតមយួកាល  ( )f P  ខិតគៅរកតនមលអបបរមា ។ 

A

D
B

P

C

M

O

N

A

B

P

C
E

D

O
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ខ) E  ជាចំណវ ចមួយគៅគលើធាូ AB  ននរង្ង់សចិត O  ដដលចារកិគស្រៅស្រតើគកាណ ABC  ដដលគសទៀងផ្ទទ ត់ 
3 1

, 3 1,
2 2

AE BC
ECB ECA

AB EC
= = −  =   គ ើយ ,DA DC  ប៉ាោះនឹងរង្ង់សចិត O  ស្របដវង 

2AC =  ។ រកតនមលអបបបរមានន ( )f P  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
ក) ស្រាយបញ្ជា ក់ថា , , ,P A B C  គៅគលើរង្ង់ដតមយួកាល  ( )f P  ខិតគៅរកតនមលអបបរមា 
តាមរូប គយើងគស្របើវសិមភាព Ptolemy េឺ PA BC PC AB PB AC +     
គ ោះ ( )f P PA BC PC AB PD AC=  +  +   

                  
( )

PB CA PD CA

PB PD CA

  + 

= + 
 

សមភាពគកើតមានកាល ចំណវ ច , , ,P A B C  គៅគលើរង្ង់សចិត O  គ ើយ P  គៅគលើធាូ AC   ( )1  
មយ៉ាងគទៀត PB PD BD+   សមភាពគកើតមានកាល  P  គៅគលើប ទ ត់ BD     ( )2  
តាម ( )1  និង ( )2  គយើងបាន ( )

min
f P BD CA=   

ដូចគនោះ , , ,P A B C  គៅគលើរង្ង់ដតមយួកាល  ( )f P  ខិតគៅរកតនមលអបបរមា 
ខ) រកតនមលអបបបរមានន ( )f P  
តាង ECB α =  គ ោះ 2ECA α =  

តាមស្រទឹសតើបទសវើនវស គយើងបាន 
sin 2 3

sin3 2

AE α

AB α
= =  

គ ោះ 3sin3 2sin 2α α=  
       ( )33 3sin 4sin 4sin cosα α α α− =  
សស្រមួលរចួគយើងបាន ( )23 3 4 3 1 cos 4cos 0α α− − − =  
ឬ 24 3cos 4cos 3 0α α− − =  

គេបាន 3
cos

2
α =  និង 1

cos
2 3

α = − (មិនយក) 

 គំោយ 030α =  និង 060ECA =  

មយ៉ាងគទៀត 
( )0sin 30

3 1
sin

EACBC

EC EAC

 −
= − =


 

គ ោះ ( )3 1
sin cos 3 1 sin

2 2
EAC EAC EAC −  = −   

      2 3 1
sin cos

2 2
EAC EAC

−
 =   
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 គំោយ 1
tan 2 3

2 3
EAC = = +

−
 

គយើងបាន 075EAC =  និង 045AEC =  
គោយស្រតើគកាណ ADC  សមបាត និង 2AC =  គយើងបានស្រតើគកាណសមបាត ABC  ដដលមាន 

2BC =  និង 2AB =   
គេមាន 2 2 2 4 1 5BD AB AD= + = + =  
          5BD =  
 គំោយ ( )

min
5 2 10f P BD CA=  =  =  

 
  ៣០    ( )f x  ជាអនវេមន៍ខបួដដលមានខបួ T  និង 1 គ ើយ 0 1T   ។ 
ស្រាយបញ្ជា ក់ថា ៖ 

ក) គបើ T  ជាចំនួនសនិទន គ ោះមានចំននួបឋម p  មយួដដល 
1

p
 ជាខបួនន ( )f x  ។ 

ខ) គបើ T  ជាចំនួនអសនិទន គ ោះមានស្វ ើតននចំននួអសនិទន  na  មយួគសទៀងផ្ទទ ត់ 
( )11 0 1,2,n na a n+   =  គ ើយ na  និមយួៗជាខបួនន ( )f x  ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 

ក) គបើ T  ជាចំនួនសនិទន គ ោះមានចំននួបឋម p  មយួដដល 1

p
 ជាខបួនន ( )f x  

T  ជាចំននួសនិទន គ ោះ m
T

n
=  ដដល ,m n  ជាចំនួនេត់វជិ្ាមាន និង ( ), 1m n =  

មានពើរចំនួនេត់ a  និង b  ដដល 1ma nb+ =  

គេបាន 1
1

ma nb
a b T

m m

+
= =  +   ក៍ជាខបួនន ( )f x  

មយ៉ាងគទៀត 2m   គស្រ ោះ 0 1T    
គ ោះ 'm pm=  ដដល p  ជាចំននួបឋម 

 គំោយ 1 1
'm

p m
=   ជាខបួននអនវេមន៍ ( )f x  

ខ) គបើ T  ជាចំនួនអសនិទន គ ោះមានស្វ ើតននចំននួអសនិទន  na  មយួគសទៀងផ្ទទ ត់ 
( )11 0 1,2,n na a n+   =  គ ើយ na  និមយួៗជាខបួនន ( )f x  

គបើ T  អសនិទន គេតាង 1

1
1a T

T

 
= −   

 

គ ោះ 10 1a   និង 1a  អសនិទន 

គយើងកំណត់ទំ ក់ទំនងកំគណើ ន 1

1
1n n

n

a a
a

+

 
= −  
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តាមកំគណើ ន na  និមយួៗអសនិទន និង 1no a   

មយ៉ាងគទៀត 1 1
1

n na a

 
−  
 

 

គេបាន 1
1 n n

n

a a
a

 
 +  

 
 

គ ោះ 1

1
1n n n

n

a a a
a

+

 
= −   

 
 

ស្វ ើត  na  ជាស្វ ើតចវោះ  
គយើងោចស្រាយតាមនិយមន័យនន  na  និងតាមវចិារកំគណើ ន na  និមយួៗជាខួបនន ( )f x  
 
  ៣១    ,M N  ជាចំណវ ចក ត លននធាូ ,BC AC  គរៀងគ្នា  (គមើលរូប) ដដលគៅគលើរង្ង់ចារកិគស្រៅស្រតើគកាណ
មានមវំស្រសួច ABC  ( )A B   ។ តាមចំណវ ច C  េូស ||PC MN  ស្របសព្ជាមយួរង្ង់   ស្រតង់
ចំណវ ច P  ។ I  ជាសចិតរង្ង់ចារកិកាវងស្រតើគកាណ ABC  ។ ប ល យ PI  គោយជ្បួ   ស្រតង់ចំណវ ច T  ។ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ក) ស្រាយបញ្ជា ក់ថា MP MT NP NT =   ។ 
ខ) Q  ជាចំណវ ចគសរ ើ ( ), ,A T B  គៅគលើធាូ AB  (មិនមានចំណវ ច )C  តាងសចិតរង្ង់ចារកិកាវងស្រតើគកាណ 

,AQC QCB   គោយ 1 2,I I  គរៀងគ្នា  ។ ស្រាយបញ្ជា ក់ថា 1 2, , ,Q I I T  សថិតគៅគលើរង្ង់ដតមយួ ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
 
 
 
 

M

C

N

P

I

A

T

B

Q
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ភាា ប់ NI  និង MI  
គោយ ||PC MN គ ើយ , , ,P C M N  គៅគលើរង្ង់ដតមយួ គ ោះ PCMN  ជាចតវគកាណ ា យសមបាត 
 គំោយ ,NP MC PM NC= =  
ភាា ប់ ,AM CI  គ ោះ AM  ស្របសព្ CI  ស្រតង់ I  
គយើងបាន MIC MAC ACI = +  

                          MCB BCI

MCI

= +

=
 

 គំោយ MC MI=  
ដូចគ្នា ដដរ NC NI=  
គេបាន ,NP MI PM NI= =  គ ោះ MPNI  ជាស្របគល ូស្រកាម 
           PMT PNTS S =  (បាតនិងកមពស់រមួ) 
មយ៉ាងគទៀត 0180TNP PMT + =  គ ោះ , , ,P N T M  គៅគលើរង្ង់ដតមយួ 

គយើងបាន 
1

sin
2

PMTS PM MT PMT =    

                        1
sin

2
PNTS PN NT PNT= =    

                        1
sin

2
PN NT PMT=    

ដូចគនោះ MP MT NP NT =   
ខ) ស្រាយបញ្ជា ក់ថា 1 2, , ,Q I I P  គៅគលើរង្ង់ដតមយួ 
 
 
 
 
 

M

N

C

P

A

T

B
I
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គយើងមាន 1 1NCI NCA ACI = +  
                          1 1NQC QCI CI N= + =  
 គំោយ 1NC NI=  
ដូចគ្នា ដដរ 2MC MI=  

តាមសំនរួ ក) គយើងដឹងថា ,MP NC NP MC= =  គ ោះ 
1 2

NT MT

NI MI
=  

 គំោយ 1 1I NT QNT QMT I MT = = =  
គេបាន 1 2I NT I MT   
វបិាក 1 2NTI MTI =  
គយើងបាន 1 2 1 2I QI NQM NTM I TI = = =  
ដូចគនោះ ចំណវ ច 1 2, , ,Q I I T  គៅគលើរង្ង់ដតមយួ  
 
  ៣២   ប ទ ត់ 2 1 0x y− − =  និងបារ៉ា បូល 2 4y x=  កាត់គ្នា ស្រតង់ពើរចំណវ ច A  និង B  ។ ចំណវ ច C  
គៅគលើបា៉ា រ៉ា បូល គ ើយ 090ACB =  ។ រកកូអរគោគនននចំណវ ច C  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
តាង ( ) ( )1 1 2 2, , ,A x y B x y  និង ( )2 ,2C t t  
សមើការោប់សវើសចំណវ ចស្របសព្រវាងប ទ ត់ និង បា៉ា រ៉ា បូលេឺ  
       2 8 4 0y y− − =  
គ ោះ 1 2 1 28, . 4y y y y+ = = −  
គោយ 1 1 2 22 1 , 2 1x y x y= + = +   
 ( )1 2 1 22 2 18x x y y+ = + + =  
  ( )1 2 1 2 1 2. 4 2 1 1x x y y y y= + + + =  
មយ៉ាងគទៀត 090ACB =  គ ោះ . 0CACB =  

A

B

C

Q

T

M

N

I
2I

1I

P
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 គំោយ ( )( ) ( )( )2 2

1 2 1 22 2 0t x t x t y t y− − + − − =  
( ) ( )4 2 2

1 2 1 2 1 2 1 24 2 0t x x t x x t y y t y y− + +  + − + +  =  
4 214 16 3 0t t t− − − =  
( )( )2 24 3 4 1 0t t t t+ + − − =  
ដត 2 4 1 0t t− −   គ ើយគបើ 2 2.2 1 0t t− − =  គ ោះចំណវ ច C  គៅគលើប ទ ត់ 2 1 0x y− − =  គ ើយ
ោចស្រតួតសវើគ្នា ជាមយួនឹង A  ឬ B  ដដលជាករណើ មិនោច 
គេបាន 2 4 3 0t t+ + =  
          1 21, 3t t= − = −  
ដូចគនោះ កូអរគោគនចំណវ ច ( )1, 2C −  ឬ ( )9, 6C −  
 
  ៣៣   គេគោយ , , , , ,a b c x y z  ជាចំននួពិតវជិ្ាមានដដល a b c x y z+ + = + +   និង abc xyz=  ។ 
ឧបមាថា a x y z c     និង a b c   ។ ស្រាយបញ្ជា ក់ថា ,a x b y= =  និង c z=  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
តាង ( ) ( )( )( ) ( )( )( )f t t x t y t z t a t b t c= − − − − − − −   
គ ោះ ( )f t kt=  ដដល k  ជាចំននួគេរ 
គេមាន ( ) ( )( )( ) 0ka f a a x a y a z= = − − −   
          ( ) ( )( )( ) 0kc f c c x c y c z= = − − −   
 គំោយ 0k =  គ ើយ ( ) ( ) 0f a f c= =  
គេទញបាន ,a x c z= =  និង b y=  
 
  ៣៤   គេមាន ( ) ( )lg 1f x x= +  គ ើយចំនួនពិត a  និង ( )b a b  គសទៀងផ្ទទ ត់ 

( )
1

2

b
f a f

b

+ 
= − 

+ 
 ( ), 10 6 21 4lg2f a b+ + =  ។ ចូររកតនមល a  និង b  ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 

គេមាន ( )
1

2

b
f a f

b

+ 
= − 

+ 
  

គ ោះ ( ) ( )
1 1

lg 1 lg 1 log lg 2
2 2

b
a b

b b

+   
+ = − + = = +   

+ +   
  

គេទញបាន 1 2a b+ = +  រ ឺ( )( )1 2 1a b+ + =  
ដត a b  គ ោះ 1 2a b+  +  
 គំោយ ( )( )1 2 1a b+ + =  
គោយ 0 1a +  គស្រ ោះ ( ) ( )lg 1f a a= +  
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គ ោះ 0 1 1 2a b b +  +  +  
 គំោយ 0 1 2a a b +   +  
គេបាន ( ) ( ) ( )10 6 21 1 10 1 6 2a b a b+ + + = + + +  

                                          ( )
10

6 2 1
2

b
b

= + + 
+

 

គ ោះ ( ) ( )
10

10 6 21 log 6 2
2

f a b b
b

 
+ + = + + + 

 

                                     ( )
10

lg 6 2
2

b
b

 
= + + + 

 

ដត ( )
10

lg 6 2 4lg 2
2

b
b

 
+ + = + 

 

គយើងបាន ( )
10

6 2 16
2

b
b

+ + =
+

 គ ោះ 1

3
b = −  និង 1b = − (មិនយក) 

ចំគ ោះ 1

3
b = −  គ ោះ 2

5
a = −  

ដូចគនោះ 2 1
,

5 3
a b= − = −  

 
  ៣៥    ស្វ ើត  na  គសទៀងផ្ទទ ត់ ( )1 2 3 , 1a t t R t= −    ដដល 

( ) ( )
( )

1

*

1

2 3 2 1 1

2 1

n n

n

n n

n

t a t t
a n N

a t

+

+

− + − −
= 

+ −
 ។ 

ក) រករូបមនតតទួើ n  នន  na  ។ 
ខ) គបើ 0t   គតើមយួ ធំជាងរវាង 1na +  និង na  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
ក) រករូបមនតតទួើ n  នន  na  

គេោចសរគសរ ( )( )1

1

2 1 1
1

2 1

n

n

n n

n

t a
a

a t

+

+

− −
= −

+ −
 

គ ោះ ( )
( )

1

1

2 1

2 11 1
11 2 1

2
1

n

n
nn

n n
nn
n

a

aa t
at a t

t

+

+

+

++ −= =
+− + −

+
−

 

តាង 1

1

n
nn

a
b

t

+
=

−
 គ ោះ 1

2

2

n
n

n

b
b

b
+ =

+
 ដដល 1

1

1 2 2
2

1 1

a t
b

t t

+ −
= = =

− −
 

មយ៉ាងគទៀត 
1 1

1 1 1 1 1
,

2 2n nb b b+

= + =  
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             ( )
1

1 1 1
1

2 2n

n
n

b b
= + −  =  

 គំោយ 1

21

n

n

a n

t

+
=

−
  

ដូចគនោះ            
( )2 1

1

n

n

t
a

n

−
= −  

ខ) គស្របៀបគធៀប 1na +  និង na  

គយើងបាន 
( ) ( )1

1

2 1 2 1

1

n n

n n

t t
a a

n n

+

+

− −
− = −

+
 

                             

( )

( )
( ) ( )( )

( )

( )
( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

1 1

1

1

2

1 2 1

2 1
1 1 1

1

2 1
1

1

2 1
1

1

2 1
1 1

1

n n n

n n

n n n n

n n n

t
n t t t n t t

n n

t
nt t t

n n

t
t t t t t

n n

t
t t t t t t

n n

− −

−

−

− − −

−
 = + + + + − + + + +
 +

−
 = − + + +
 +

−
 = − + − + + −
 +

−
 = + + + + + + + + +
 +

 

ចំគ ោះ 0t   និង 1t   គេបាន 1 0n na a+ −   
ដូចគនោះ 1na +  ធំជាង na  
 

  ៣៦    ប ទ ត់ l  មយួមានគមេវណស្របាប់ទិសគសមើ 
1

3
 ស្របសព្ 

គអលើប 
2 2

: 1
36 4

x y
C + =  ស្រតង់ 

ពើរចំណវ ច A  និង B  ។ 
ចំណវ ច ( )3 2, 2P  គៅខាង 
គលើដសាកខាងគឆ្ងននប ទ ត់ l  
( ដូចមានកាវងរូប) ។  
ក) ស្រាយបញ្ជា ក់ថាសចិត 
រង្ង់ចារកិកាវងស្រតើគកាណ  PAB   
សថិតគៅគលើប ទ ត់មយួ ។ 
ខ) គបើ 060APB =  ចូររកស្រកឡានសទ APB  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 

A

A

A

B

P
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ក) ស្រាយបញ្ជា ក់ថាសចិតរង្ង់ចារកិកាវងស្រតើគកាណ  PAB  សថិតគៅគលើប ទ ត់មយួ  

តាងប ទ ត់ ( ) 1
:

3
l y x m= +  និងចំណវ ច ( ) ( )1 1 2 2, , ,A x y B x y  

សមើការោប់សវើសចំណវ ចស្របសព្រវាង ( )l  និង គអលើប C  េឺ 
     2 22 6 9 36 0x mx m+ + − =  

គ ោះ 
2

1
1 2 1 2

1

29 36
3 , ,

2 3 2
PA

ym
x x m x x k

x

−−
+ = − = =

−
និង 2

2

2

3 2
PB

y
k

x

−
=

−
 

គេបាន 1 2

1 2

2 2

3 2 3 2
PA PB

y y
k k

x x

− −
+ = +

− −
 

                          
( )( ) ( )( )

( )( )
1 2 2 1

1 2

2 3 2 2 3 2

3 2 3 2

y x y x

x x

− − + − −
=

− −
 

គៅកាវងកគនោមខាងគលើ ភាេយកេឺ 

( ) ( )1 2 2 1

1 1
2 3 2 2 3 2

3 3
x m x x m x

   
+ − − + + − −   

   
 

( )( ) ( )

( )( ) ( )

1 2 1 2

2

2 2

2
2 2 6 2 2

3

2 9 36
2 2 3 6 2 2

3 2

3 12 3 6 2 6 2 12 0

x x m x x m

m
m m m

m m m m

= + − + − −

−
=  + − − − −

= − − + − + =

 

 គំោយ 0PA PBk k+ =  
គោយចំណវ ច P  សថិតគៅដសាកខាងគលើគឆ្ងប ទ ត់ l  គ ោះកនលោះប ទ ត់ពវោះមវំ APB  ស្រសបនឹងអ័កេ 'y oy   
ដូចគនោះ សចិតរង្ង់ចារកិកាវងស្រតើគកាណ APB  គៅគលើប ទ ត់ 3 2x =  
ខ) គបើ 060APB =  រកស្រកឡានសទ APB   
គបើ 060APB =  តាមសំនរួ ក) គយើងបាន 3, 3PA PBk k= = −  
សមើការប ទ ត់ ( ) ( ): 2 3 3 2PA y x− = −  

យកជំ្នសួចូល 
2 2

1
36 4

x y
+ =  រចួបំបាត់ y  គេបាន 

      ( ) ( )214 9 6 1 3 3 18 13 3 3 0x x+ − + − =  

ដដលមានរសឹ 1x  និង 3 2  

គោយ 
( )

1

18 13 3 3
.3 2

14
x

−
=  គ ោះ 

( )
1

3 2 13 3 3

14
x

−
=  
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គយើងបាន ( )
( )2

1

3 2 3 3 1
1 3 . 3 2

7
PA x

+
= + − =  

ដូចគ្នា ដដរ 
( )3 2 3 3 1

7
PB

−
=  

   01
. .sin 60

2
APBS PA PB =   

             

( ) ( )3 2 3 3 1 3 2 3 3 11 3

2 7 7 2

117 3

49

+ −
=   

=

 

ដូចគនោះ 117 3

49
APBS =  

 

  ៣៧   P  ជាចំណវ ចមយួគៅគលើរូបភាពនន ( )
2

0y x x
x

= +   ។ តាមចំណវ ច P  េូសប ទ ត់មួយដកង

នឹង y x=  និងអ័កេ y  គោយមាន A  និង B  ជាគជ្ើងននចំគ លដកងគរៀងគ្នា  ។ កំណត់តនមល .PA PB  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 

តាង 0 0

0

2
,P x x

x

 
+ 

 
 

សមើការប ទ ត់ ( ) ( )0 0:PA y y m x x− = −  
គោយប ទ ត់ ( )PA  ដកងនឹង y x=  គ ោះ 1 1m  = −  ឬ 1m = −  

គេបាន ( ) ( )0 0

0

2
:PA y x x x

x

 
− + = − − 
 

 

                      0

0

2
2y x x

x
= − + +  

ប ទ ត់ ( ) 0

0

2
: 2PA y x x

x
= − + +  ដកង y x=  ស្រតង់ A  

គ ោះកូអរគោគនចំណវ ច A  ជាចគមលើយននសមើការ 0

0

2
2x x x

x
− + + =  

 គំោយ 0

0

1
x x

x
= +  

គ ោះចំណវ ច 0 0

0 0

1 1
,A x x

x x

 
+ + 
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ចំណវ ច 0

0

2
0,B x

x

 
+ 

 
 

          
0 0

1 1
,PA

x x

 
= − 
 

 និង ( )0 ,0PB x= −  

( ) ( )0

0 0

1 1
. 0 1PA PB x

x x

   
= − + − = −   
   

 

ដូចគនោះ . 1PA PB = −  
រគបៀបទើ ២ 

ចមាា យពើចំណវ ច 0 0

0

2
,P x x

x

 
+ 

 
 គៅប ទ ត់ y x=  

និងអ័កេ y  េឺ 
0 0

0

0

2

2

2

x x
x

PA
x

 
− + 
 

= =  

គ ើយ 0PB x=  

គោយ , ,O A P  និង B  ជាចំណវ ចគៅគលើរង្ង់ គ ោះ 
3

4

π
APB π AOB = − =  

3
. . .cos 1

4

π
PA PB PA PB= = −  

 
  ៣៨ , ,A B C  ជាមវំនន ABC  ដដលស្រតូវនឹងស្រជុ្ង , ,a b c  គ ើយគសទៀងផ្ទទ ត់សមើការ 

3
cos cos

5
a B b A c− =  ។ កំណត់តនមល tan

tan

A

B
 ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 
រគបៀបទើ ១ 

គេមានសមើការ 
3

cos cos
5

a B b A c− =   

                     
2 2 2 2 2 2 3

2 2 5

c a b b c a
a b c

ca bc

+ − + −
 −  =  

ឬ 2 2 23

5
a b c− =  

 គំោយ 

2 2 2

2 2 2

tan sin .cos 2

tan sin .cos

2

c a b
a

A A B ca

B B A b c a
b

bc

+ −


= =
+ −



 

A

O

B

y

x

P
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2

2 2 2

2 2 2
2

8

5 4
2

5

c
c a b

b c a
c

+ −
= = =

+ −
 

រគបៀបទើ ២ 
តាម C  េូស CD AB⊥  ដដលមានគជ្ើងចំគ ល D  
គយើងបាន cosa B DB=  និង cosb A AD=  

តាមសមមតិកមម 3

5
DB AD c− =  

គ ើយ DB AD c+ =  

 គំោយ 1

5
AD c=  និង 4

5
DB c=  

គេបាន tan
4

tan

CD
A BDAD

CDB AD

BD

= = =  

រគបៀបទើ ៣ 
តាមស្រទឹសតើបទចំគ លដកង cos cosa B b A c+ =  

ដត 3
cos cos

5
a B b A c− =  

គ ោះ 4
cos

5
a B c=  និង 1

cos
5

b A c=  

គេបាន 
4

tan sin cos .cos 5 4
1tan sin cos .cos

5

c
A A B a B

B B A b A
c

= = = =  

 
  ៣៩    គេគោយ  , , 0,1x y z  ។ រកតនមលអតិបរមានន M y x z y z x= − + − + −  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
គយើងសនមត់ថា 0 1x y z     
គោយ ( ) ( ) ( )2 2y x z y y x z y z x− + −  − + − = −    

គយើងបាន ( ) ( )2 2 1 2 1M z x z x z x − + − = + −  +  

សមភាពគកើតមានកាល  , 0, 1y x z y x z− = − = = (i.e. 1
0, , 1

2
x y z= = = ) 

ដូចគនោះ max 2 1M = +  
 

A

C

D B
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  ៤០    ( )f x  ជាអនវេមន៍គសសគៅគលើ R  គ ើយ ( ) 2f x x=  ចំគ ោះ 0x   ។ ឧបមាថាចំគ ោះ 
 , 2x a a + ( ) ( ), 2f x a f x+   ។ រករ ៉ាង់ននចំននួពិត a  ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 
តាមលកខខណឌ ដដលគោយមក គយើងោចយក ( )f x  ដូចខាងគស្រកាម 

( )
( )

( )

2

2

0

0

x x
f x

x x

 
= 

− 

 

គ ោះ ( ) ( )2 2f x f x=  

វសិមើការគដើមកាល យជា ( ) ( )2f x a f x+   

គោយ ( )f x  គកើនគលើ R  គ ោះ 2x a x+   
i.e. ( )2 1a x −  

មយ៉ាងគទៀត  , 2x a a +  គ ោះ ( )2 1 x−  មានតនមលអតិបរមាដល់ ( )( )2 1 2a− +  កាល  

2x a= +  
 គំោយ ( )( )2 1 2a a − +  

             2a   
ដូចគនោះ 2 ,a   +

 
 

 

  ៤១    រកសលបូកននស្រេប់ចំននួពិតវជិ្ាមាន n  គសទៀងផ្ទទ ត់ 1 1
sin

4 3

π

n
   ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 

គេមាន sin x  ជាអនវេមន៍សតចំគ ោះ 0,
6

π
x

 
 
 

 

គយើងបាន 
3

sinx x x
π

   

              

1 3 1
sin , sin

13 13 4 12 12 4

1 3 1
sin , sin

10 10 3 9 9 3

π π π π

π

π π π π

π

    =

    =

 

គ ោះ 1 1
sin sin sin sin sin

13 4 12 11 10 3 9

π π π π π
       

ចំននួេត់ n  ដដលគសទៀងផ្ទទ ត់មាន 10,11,12  
ដូចគនោះ សលបូកេឺ 33  
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  ៤២   ក) េណ  
1

42

2
0 1

x
I dx

x
=

−
  ។ 

          ខ) តាង ( )
4

0

tan
0

cos2 4

t x π
I t dx t

x

 
=   

 
  ។ 

          ទញរក ( )I t  រចួស្រាយបញ្ជា ក់វសិមភាព ( )2 3tan 3tan
3tan

4

t tπ
t e

+ 
+  

 
 ចំគ ោះ 0

4

π
t   ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 

ក) េណ  
1

42

2
0 1

x
I dx

x
=

−
   

គយើងបាន 
1

42

2 2
0

1 1

1 1

x
I dx

x x

 −
= + 

− − 
  

                 

( )

1 1

2 2
2

0 0

1
1

2
3 2

0
0

1 1 1
1

2 1 1

1 1 1 1
ln

3 2 2 1

1 1 1 1 1
0 ln 0

3 8 2 2 3

13 1
ln 3

24 2

x dx dx
x x

x
x

x

 
= + + − 

− + 

− 
 = + +    + 

   
= − + + −   

   

= −

 

 

ដូចគនោះ 13 1
ln3

24 2
I = −  

ខ) ទញរក ( )I t  រចួស្រាយបញ្ជា ក់វសិមភាព ( )2 3tan 3tan
3tan

4

t tπ
t e

+ 
+  

 
 ចំគ ោះ 0

4

π
t    

តាង tanu x=  គ ោះ ( )21 tandu x dx= +  

       
0 0

tan

x u

x t u t

=  =

=  =
 

គយើងបាន ( ) ( )
4

2

2 2
0

2

tan 1
1 tan

1 tan 1 tan

1 tan

t x
I t x dx

x x

x

=  +
− +

+

  

                      ( )
4

2

2
0

tan
1 tan

1 tan

t x
x dx

x
=  +

−
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គ ោះ ( )
4 4tan tan

2 2
0 01 1

t tu u
I t du du

u u
= = −

− −
   

               
( )

tan
2

2
0

tan tan
2

0 0

tan
tan

3

0
0

3

1
1

1

1 1 1
1

2 1 1

1 1 1
tan ln

3 2 1

1 1 tan 1
tan tan ln

3 2 tan 1

t

t t

t
t

u du
u

u du du
u u

u
u t

u

t
t t

t

 
= − + + 

− 

 
= − + − − 

− + 

− 
 = − − −    + 

−
= − − −

+



 

 

គេបាន ( ) 31 1 1 tan
tan tan ln

3 2 1 tan

t
I t t t

t

+ 
= − + + 

− 
 

ដូចគនោះ ( ) 31 1
tan tan ln tan

3 2 4

π
I t t t t

   
= − + + +   

   
 

ចំគ ោះ 0
4

π
t   គ ោះ 0 x t   

0 2
2

π
x    

cos2 0x   

 គំោយ 
4tan

0
cos2

x

x
   (គសមើ 0 កាល  0x = ) 

គេទញបាន ( )
4

0

tan
0

cos2

t x
I t dx

x
=   

ឬ               ( )31 1
tan 3tan ln tan 0

3 2 4

π
t t t

 
− + + +  

 
 

                
( )

( )

3

2 3tan 3tan
3

2
ln tan tan 2 tan

4 3

tan
4

t t

π
t t t

π
t e

+

 
+  + 

 

 
+  

 

 

គោយ 0
4

π
t   គ ោះ 0

4 2

π π
t +   

 គំោយ tan 0
4

π
t
 
+  
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ដូចគនោះ ( )2 3tan 3tan
3tan

4

t tπ
t e

+ 
+  

 
 ចំគ ោះ 0

4

π
t   

   
  ៤៣     រកស្រេប់ចគមលើយជាចំននួពិតននសមើការ ( )( ) ( )( )2 21 1 1a b ab a b+ + = + +  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
គយើងមាន ( )( ) ( )( )2 22 1 1 2 1a b ab a b+ + − + +  

              

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 22 2

2 1

2 2 2 1 2 1

1 1 1 1

a b a b a b ab a b

a b a b a a b ab b a a b b

a b b a a b

= + + + − − − −

= − + + − + + − + + − +

= − + − + − + −

 

ជាចំននួវជិ្ាមាន ។ 
សមើការពិតកាល  1a b= =  
ដូចគនោះ សមើការមានចគមលើយ 1, 1a b= =  
 
  ៤៤    រកេូលំោប់ ( ),x y  ជាចំននួេត់វជិ្ាមានដដល 2 3 7x y= +  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
គេមាន ( ) ( )1 1 mod 3

x
−   គបើ x  េូ 

          ( ) ( )0 1 1 mod 4
y

 − −  គបើ y  េូ 
តាង 2x a=  និង 2y b=  គ ោះ 2 22 3 7a b− =  
 គំោយ ( )( )2 3 2 3 7a b a b+ − =  
គោយ 2 3 0 , 2 3 2 3a b a b a b+  +  −  គ ើយ 7  ជាចំននួបឋម 

គេទញបាន 2 3 7

2 3 1

a b

a b

 + =


− =

 ឬ 2 4

3 3

a

b

 =


=

 

                  
2

1

a

b

=


=
 

ដូចគនោះ ( ) ( ), 4,2x y =  
 

  ៤៥    គេគោយ n  ជាចំនួនេត់វជិ្ាមាន ។ ឧបមាថា 1 2, , , nθ θ θ  ជាមវំដដល 0
2

i

π
θ   ចំគ ោះ i  និមួ

យៗដដល 2 2 2

1 2cos cos cos 1nθ θ θ+ + + =  ។ ស្រាយបញ្ជា ក់ថា 
( )( )1 2 1 2tan tan tan 1 cot cot cotn nθ θ θ n θ θ θ+ + +  − + + +  ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 
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តាង cosi ia θ=  គយើងបាន 
2 2 2 2 2 2

1 2 1 11 cossin
tan

cos cos

i i i ni
i

i i i

θ a a a a aθ
θ

θ θ a

− +− + + + + + +
= = =  

                                                 1 2 1 1

1

i i n

i

a a a a a

a n

− ++ + + + + +


−
 

តាម Power-Mean inequality បូកវសិមភាពខាងគលើគោយយក 1,2, ,i n=  គយើងបាន 

                 
1 1

1
tan 1

1

n n
j j

i
i i j i j ii i

a a
θ n

a an= =  

 = −
−

    

ដដលសលគធៀប i

j

a

a
 គកើតគ ើង 1n−  ដង 

ដត 
2 2 2 2 2 2

1 2 1 1

cos cos
cot

sin 1 cos

i i i
i

i i i i n

θ θ a
θ

θ θ a a a a a− +

= = =
− + + + + + +

 

                                                     
( )

3

2 1 12

1 1 1 1 1 1

1
i

i i i n

a
a a a a a

n − +

 
 + + + + + + 

 −

 

តាម Power-Mean inequality បូកវសិមភាពខាងគលើគោយយក 1,2, ,i n=  គយើងបាន 
 

                             
( )

3
1 1

2

1
cot 1

1

n n
j j

i
i i j i j ii i

a a
θ n

a a
n= =  

 = −

−

    

 គំោយ ( )
1 1

tan 1 1 cot
n n

j

i i
i i j ii

a
θ n n θ

a=  =

 −  −    ពិត 

 
  ៤៦    ស្រាយបញ្ជា ក់ថា ចំគ ោះស្រេប់ចំននួេត់វជិ្ាមាន k  និង n  គេបាន 

( ) ( )gcd ,
gcd 2 1,2 1 2 1

k nk n− − = −  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
សស្រមាយបញ្ជា ក់ទើ ១ 
គេមាន ( ) ( )gcd , gcd ,a b a b b= −  
ចំគ ោះ k n  គយើងបាន 

( ) ( )gcd 2 1,2 1 gcd 2 2 ,2 1k n k n n− − = − −  

                               
( )( )

( ) ( ) ( )gcd , gcd ,

gcd 2 2 1 ,2 1

gcd 2 1,2 1 2 1 2 1

n k n n

k n n k nk n n

−

−−

= − −

= − − = − = −
  

សស្រមាយបញ្ជា ក់ទើ ២ 
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តាង ( )gcd ,d k n=  និង ( )gcd 2 1,2 1k ne = − −  
គ ោះ | , |d k d n  និង | 2 1, | 2 1k ne e− −  
តាង d km nt= −   1 , 1k n   
គេបាន 2 1| 2 1,2 1| 2 1d k d n− − − −  

2 1|d e −       ( )1  
មយ៉ាងគទៀត ( )2 1 modk e  
               ( )2 1 modkm e  

               
( )

( )

2 1 mod

2 1 mod

n

nt

e

e




 

គេបាន ( )2 2 modkm nt e  
គ ោះ ( )2 2 2 modkm nt nt nt e−    
ដត ( )2 1 modnt e  
 គំោយ ( )2 1 modkm nt e−   
 គំោយ ( )2 1 modd e  
 គំោយ ( )| 2 1 2de −  
តាម ( )1  និង ( )2  គយើងបាន 

      | 2 1

2 1|

d

d

e

e

 −


−

 គ ោះ 2 1de = −  

ឬ ( ) ( )gcd ,
gcd 2 1,2 1 2 1

k nk n− − = −  ពិត 
ទូទៅ ៖ ទ ើ 1a   និង , 0m n   ទ ើយ , ,a m n  ជាចំនួនគត់ ទគបាន 

( ) ( )gcd ,
gcd 1, 1 1

m nm na a a− − = −  ។ 
 
  ៤៧    គេគោយ a  និង b  ជាចំននួេត់វជិ្ាមានដដល 2 1a +  និង 2 1b+  ជាចំនួនបឋមរវាងគ្នា  ។ រកតនមល
ដដលោចមានននតដួចករមួធំបំសវតរវាង 2 1 12 2 1a a+ ++ +  និង 2 1 12 2 1b b+ ++ +  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
ចំគ ោះស្រេប់ចំននួេត់វជិ្ាមាន k  និង n  គេបាន ( ) ( )gcd ,

gcd 2 1,2 1 2 1
k nk n− − = −    ( )1  

គេមាន ( ) ( )( )
2

4 2 2 2 24 1 2 1 4 2 2 1 2 2 1x x x x x x x+ = + − = + + − +  
យក 2ax =  គេបាន 

( )( )4 2 2 1 1 2 1 12 1 2 2 1 2 2 1a a a a a+ + + + ++ = + + − +  
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គេទញបាន តដួចករមួធំបំសវត d  នន 2 1 12 2 1a a+ ++ +  និង 2 1 12 2 1b b+ ++ +  ដចកោច់តដួចករមួធំបំសវត  
នន 4 22 1a+ +  និង 4 22 1b+ +  
គ ោះ d  ដចកោច់តដួចករមួធំបំសវតនន 8 42 1a+ −  និង 8 42 1b+ −  
ដតតាម ( )1  គយើងបាន ( ) ( )gcd 8 4,8 48 4 8 4 4gcd 2 1,2 1 2 1 2 1 15

a ba b + ++ +− − = − = − =  
គយើងដឹងថា 2 1,2 1a b+ +  ជាចំនួនបឋមរវាងគ្នា គ ោះ |15d  
គោយ ( )2 1 1 12 2 1 2 0 mod 3a a a+ + ++ +     (3  មិនដចកោច់ d  គទ) 
គ ោះ 1d =  ឬ 5d =  
គបើ 4, 8a b= =  គ ោះ 5d =  
គបើ 2, 3a b= =  គ ោះ 1d =  
 
  ៤៨    តាង λ  ជារសឹវជិ្ាមានននសមើការ 2 2018 1 0t t− − =  ។ តាងស្វ ើត 0 1, ,x x  កំណត់គោយ 

0 1x =  និង 1n nx λx+ =     ចំគ ោះ 0n   ។ រកសំណល់គពល 2018x  ដចកនឹង 2018 ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
λ  ជារសឹននសមើការ 2 2018 1 0t t− − =  គ ោះ 2 2018 1 0λ λ− − =  

គេបាន 1
2018λ

λ
= +  

គោយ nx  ជាចំនួនេត់ គ ោះ 1 2018 2018n n
n n n nλ

x x
x λx x x

λ
+

   
= = + = +         

 

                                             ( )mod 2018nx

λ

 
   

 

គោយ 1n nx x λ−=     ដដល 1nx −  ជាចំននួេត់ គ ើយ λ  ជាចំនួនសនិទន គ ោះ 1n nx x λ ε−= −  ដដល 
0 1ε    ជាដសាកទសភាេនន 1nx λ−   

គោយ 1λ   គ ោះ 0 1
ε

λ
   គ ើយ 1 1 1n

n n

x ε
x x

λ λ
− −

   
= − = −     

 

គេទញបាន ( )1 1 1 mod 2018n nx x+ − −  
តាមកំគណើ ន គេបាន ( )2018 0 1014 1015 mod 2018x x −   
ដូចគនោះ សំណល់គពល 2018x  ដចកនឹង 2018 េឺ 1015  
 
  ៤៩    រកស្រេប់ a R  គដើមបើគោយមានអនវេមន៍ :f R R→  គសទៀងផ្ទទ ត់ 
           ( ) ( )( ) ( )i f f x f x x= +  ចំគ ោះស្រេប់ x R  
           ( ) ( )( ) ( )ii f f x x f x ax− = +  ចំគ ោះស្រេប់ x R  
ដំគ ោះស្រាយ 
តាម ( )i  គយើងបាន ( )( ) ( )( ) ( )f f f x f x f x− =  
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ដតតាម ( )ii  គយើងបាន ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )f f f x f x f f x af x− = +  
គ ោះ ( ) ( ) ( )( )1 a f x f f x− =   
       ( ) ( ) ( )1 a f x f x x− = +   (តាម ( )i ) 

        ( )
1

f x x
a

= −   

គបើ 0a =  គ ោះគ្នម នចគមលើយ 

គយើងមាន ( )( ) ( ) 2

1 1
f f x f x x

a a
= − =  និង ( )

1 1a
f x x x x x

a a

−
+ = − + =  

គ ោះ ( )i  ពិតចំគ ោះស្រេប់ x  កាល  
2

1 1a

a a

−
=  ឬ 1 5

2
a


=  

ចំគ ោះតនមល a  ទងំគនោះ គយើងបាន  

    ( )( ) ( )( ) 2 2

1 1 1 1 1 1a
f f x x f x x x x x x x

a a a a a a

+   
− = − − = − − − = + = =   

   
 

និង  ( )
21 1a

f x ax x ax x x
a a

−
+ = − + = =  

គេគ ើញថា ចំគ ោះតនមល a  គនោះ ( )i  និង ( )ii  ពិតចំគ ោះស្រេប់ x R  

ដូចគនោះ 1 5

2
a


=  

 
  ៥០    រកស្រេប់ចំនួនបឋម p  គដើមបើគោយ 16 1p +  ជាេូប។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
តាង 316 1p n+ =   ដដល n  ជាចំននួេត់ 

       
( )( )

3

2

16 1

16 1 1

p n

p n n n

= −

= − + +
 

គោយ 2 1n n+ +  ជាចំនួនគសសចំគ ោះស្រេប់ចំននួេត់ n  គ ោះ 16 | 1n−  គ ើយ 2| 1p n n+ +  
         2 1 1n n+ +   គ ោះ 16 1n= −  និង 2 1p n n= + +  
គេបាន 17n =  និង 217 17 1 307p = + + =  ជាចំនួនបឋម 
ដូចគនោះ 307p =  
 
  ៥១    គេគោយ , , , ,a b c d e  ជាចំនួនេត់វជិ្ាមានខវសៗគ្នា  គ ើយដដល 4 4 4 4 5a b c d e+ = + =  ។ 
បង្វា ញថា ac bd+  មិនដមនជាចំនួនបឋម ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
ឧបមាថា ac bd p+ =  ជាចំនួនបឋម 
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គយើងសនមត់ថា  max , , ,a b c d a=  គ ើយគោយ 4 4 4 4a b c d+ = +  គ ោះ  min , , ,a b c d b=  
គេមាន  ( )modac bd p −  
           ( )4 4 4 4 moda c b d p  
គោយ ( ) ( )4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 8 4 4b d b c a c b c c a b c c d c c d+  + = + = + = + ( )mod p  
គ ោះ ( )( ) ( )4 4 4 4 0 modc d c b p+ −   
p  ស្រតូវដចកោច់មួយកាវងចំគ ម 2 2, ,c b c b c b− + +  និង 4 4c d+  
គោយ b  និង c  ជាចំននួេត់គសេងគ្នា  គ ោះ 2 20 c b c b c b ac bd p −  +  +  + =  
      p  ដចកោច់នឹង 4 4 5c d e+ =  
 គំោយ ( )

55p ac bd= +  ដចកោច់ 4 4c d+  ជាករណើ មិនោច គស្រ ោះ ( )
5 4 4ac bd c d+  +  

ដូចគនោះ ac bd+  មិនដមនជាចំននួបឋម 
 
  ៥២   រកស្រេប់តនមលដដលោចគកើតមាននន , ,a b c  ជាចំននួេត់គសទៀងផ្ទទ ត់ 

          
( )

( )

. 51

. 4000

a a b c

b abc

+ + =

=
 

          ( ).0 10c a   និង 25c   
ដំគ ោះស្រាយ 
តាងព វធា ( ) ( )( )( ) 3 251 4000p x x a x b x c x x kx= − − − = − + −  
                ( ) ( )( )( ) 3 210 16 25 51 810 4000q x x x x x x x= − − − = − + −  
ដដល k ab bc ca= + +  
អនវេមន៍ ( ) ( ) ( ) ( )810f x p x q x k x= − = −  ជាអនវេមន៍លើគនដអ រ 
       ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )810 0 10 16 25 0f c k c p c q c c c c= − = − = − − − −   គស្រ ោះ 25c   
       ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )810 0 10 16 25 0f a k a p a q a a a a= − = − = − − − −   គស្រ ោះ 10a   
 គំោយ 810k =  
ព វធា ( ) ( )p x q x=   

, ,a b c  ោចយកតនមល 10,16,25  
ដត 0 10a   និង 25c   គ ោះ 10, 16a b= =  និង 25c =  
ដូចគនោះ 10, 16a b= =  និង 25c =  
 
  ៥៤   វញិ្ជា ាស្របលងសិសេពូដកេណិតមយួមានលំហាត់ង្វយចំនួន 9  និងលំហាត់ពិបាកចំននួ 6  ។ 
គបកខជ្ននិមយួៗគៅកាវងការស្របលងបានគោោះស្រាយលំហាត់ 14  កាវងចំគ មលំហាត់ 15  ។ ចំគ ោះេូលំហាត់
និមយួៗ(ពិបាកមយួ ង្វយមយួ) ចំនួនគបកខជ្នដដលបានគោោះស្រាយលំហាត់ទងំពើរ ស្រតូវបានគេកត់ស្រតាទវក។ 
សលបូកននចំននួការកត់ស្រតាទវកេឺ 459  ។ គតើមានគបកខជ្នប៉ាវ ម ន ក់ចូលរមួស្របលង ? 
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ដំគ ោះស្រាយ 
តាង x y+  ជាចំននួគបកខជ្នស្របលង ដដល xជាចំនួនគបកខជ្នគោោះស្រាយលំហាត់ង្វយទងំអស់ គ ើយ y  ជា
ចំននួគបកខជ្នគោោះស្រាយលំហាត់ពិបាកទងំអស់ 
តាងេូលំហាត់និមួយៗគោយ m  គៅថាេូរប់បាន 
ចំននួេូរប់បានសរវបមាន 6 9 54 =  េូ 
គបកខជ្ន x   ក់ គោោះស្រាយបាន 9 5 45 =  េូរប់បាន 
គបកខជ្ន y   ក់គោោះស្រាយបាន 8 6 48 =  េូរប់បាន 
គេបាន 45 48 459x y+ =  
គោយ 0x   គ ោះ 9y   
         ( )3 9 mod 45y   
         ( )3 mod 15y   
គ ោះ 3y =  គ ើយ 7x =  
ដូចគនោះ គបកខជ្នចូលរមួស្របលងមាន 10x y+ =   ក់  
 
  ៥៥    រកស្រេប់េូជាចំននួេត់វជិ្ាមាន ( ),x y  គដើមបើគោយ ( )( )2 9x y x y+ +  ជាេូបននចំននួបឋម ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
តាង ( )( )2 39x y x y p+ + =  ដដល p  ជាចំនួនបឋម 
គោយ 2 9x y x y+  +  គ ោះ x y p+ =  និង 2 29x y p+ =  
 គំោយ ( )

22 9x y x y+ = +  

            ( )

2 2 29 2

2 9

2 9

x y x xy y

x y y y

x y

+ = + +

+ =

+ =

 

គេស្រតូវរកគោយបាន x y+  បឋម និង 2 9x y+ =  
ដូចគនោះ ( )2,5 និង ( )4,1  ជាេូចគមលើយ ( ),x y  
 

  ៥៦    កំណត់ស្រេប់េូននចំននួពិត ( ),k d  គដើមបើគោយស្របព័នធសមើការ 
3 3 2x y

kx d y

 + =


+ =
 គ្នម នចគមលើយ ( ),x y  

ដដល ,x y  ជាចំនួនពិត ។ 
ដំគ ោះស្រាយ  

គេមានស្របព័នធ 
( )

( )

3 3 2 1

2

x y

kx d y

 + =


+ =

  

យក ( )2  ជំ្នសួចូល ( )1  គយើងបាន 
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        ( )3 3 2 2 2 31 3 3 2 0k x dk x d kx d+ + + + − =    ( )3  
▪ គបើ 3 1k  −  គ ោះ ( )3  ជាសមើការដឺគស្រកទើបើដដលមានរសឹពិតមួយ x  មយួ៉ា ងតិច គ ោះ y kx d= +  ក៍
ជាចំននួពិតដដរ 

▪ គបើ 1k = −  សមើការកាល យជា 2 2 33 3 2 0dx d x d− + − =   
គយើងនិងបង្វា ញថាសមើការគនោះគ្នម នរសឹគទ 
     ចំគ ោះ 0d =  ពិត 
     ចំគ ោះ 0d   គេបាន 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 3 3 3 33 4.3 . 2 3 3 4 8 3 8 0d d d d d d d d = − − − = − + = −   កាវងករណើ ដដល 
0d   និង 2d   

ដូចគនោះ ស្របព័នធសមើការគ្នម នចគមលើយ ( ),x y  កាល  ( ) ( ), 1,k d d= −  ដដល 0d   ឬ 2d   
 
 ៥៧     កាវងស្របព័នធគគ្នល 10  ចូរកំណត់គលខ x  និង y  គបើ 2 9 2 .9x yx y =  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
គេមាន 49 6561=  គ ោះ 1 3y   
គោយ 2 .9x y  ជាចំនួនេត់េូ គ ោះ 2 9x y  ជាចំនួនេត់េូដដរ 
គេទញបាន 2y =  
គេបាន 2 92 81 2xx =   
គោយ 2 92x  មានគលខខាងចវង 2  គ ោះ 2x  មានគលខខាងចវង 2  ដដរ 
គោយ 0 9x    1,5,9x   
គបើ 1 2192 81 2x =  =   មិនពិត 
គបើ 5x = 52592 81 2 =   ពិត 
គបើ 99 2992 81 2x =  =   មិនពិត 
ដូចគនោះ 5, 2x y= =  
 
 ៥៨    កាវងស្របព័នធគគ្នល ចូរកំណត់ចំនួនេត់ធមមជាតិ x  ដដលសលេវណស្រេប់ខទង់ទងំអស់របស់វា គសមើនឹង 

2 10 22x x− −  ។  
ដំគ ោះស្រាយ 
តាង 1

1 0 1 010 10 , 0 ,n n

n n n nx a a a a a a x x N−

− −= =  +  + +    
តាមសមមតិកមម 2

1 0 10 22n na a a x x−   = − −  
គេមាន ( )9 0,1,2, ,ia i n =  

គ ោះ 
0

9 10
n

n n

i n
i

a a x
=
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2 10 22x x x − −   
2 11 22 0x x − −   

តាង ( ) 2 11 22f x x x= − −  ដដល ( ) 0f x   
គេបានតារង 

x  
0                             11 209

2

+                    +  

( ) 0f x   −  +  
 

តាមតារង 11 209
0,

2
x

 +
 
 

 

មយ៉ាងគទៀត 1 0 0n na a a−     
               ( ) 2 10 22 0g x x x= − −   

គេបានតារង 
x  0                            5 47+                      +  

( ) 0g x   −  +  
 

តាមតារងគេបាន ( )5 47 ,x + +  

 គំោយ 11 209
5 47

2
x

+
+    

ដត x  ជាចំននួេត់ គ ោះ 12x =  
ដូចគនោះ 12x =  
 

  ៥៩    ក) គោោះស្រាយសមើការ 2018sin cos 2 sin
4

π
x x x

 
+ = + − 

 
 ។ 

           ខ) គោោះស្រាយសមើការ 
3

48 sin 27 cos 97 , 0;
2

π
x x x

 
+ =  

 
 ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 

ក) គោោះស្រាយសមើការ 2018sin cos 2 sin
4

π
x x x

 
+ = + − 

 
 

គេមាន sin cos 2 sin 2
4

π
x x x

 
+ = +  

 
 និង 20182 sin 2

4

π
x

 
+ −  
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គេបាន 
2018

2 sin 2
4

2 sin 2
4

π
x

π
x

  
+ = 

 


  + − =   

      
2018

sin 1
4

sin 0
4

π
x

π
x

  
+ = 

  
 

  − =   

 

( )2018

2
4

sin 2 0

π
x kπ

k π


= +


 =

 

ដូចគនោះ សមើការមានរសឹ 2 ,
4

π
x kπ k Z= +   

ខ) គោោះស្រាយសមើការ 
3

48 sin 27 cos 97 , 0;
2

π
x x x

 
+ =  

 
 

គេមាន 
sin 0

, 0;
cos 0 2

x π
x

x

  
   

  
 

តាង 8 sin 27 cosy x x= +  ដដល 0;
2

π
x

 
 
 

 

       2 64sin 729cos 432 sin cosy x x x x= + +  

            ( ) ( )
2

388sin 873cos 18 sin 12 cosx x x x= + − −  
2 2 2 2 2 3388sin 873cos 388 873 sin cos 97y x x x x  +  +  + =  

3

497y   

សមភាពគកើតមានកាល  
18 sin 12 cos

sin cos

388 873

x x

x x

 =



=


   

sin 12 2

18 3cos

sin 388 4

cos 873 9

x

x

x

x


= =




 = =


 

 គំោយ 4
arctan

9
x

 
=  

 
    

ដូចគនោះសមើការមានចគមលើយ 
4

arctan
9

x
 

=  
 

 

 

  ៦០    គោោះស្រាយសមើការ ( )( ) ( )( )2 2 33 31 1 1 1 1 1 2x x x x x x x− + − + + + + − + =  
។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
សមើការមានន័យកាល  0x   
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តាង 1x a− =  និង 1x b+ =  

សមើការោចសរគសរជា ( )
3 32 2 32 1a a b b ab x+ + + =  

ចំគ ោះ 3 32 2a a b b ab+ + +  

          

( )( )

( )

( ) ( )

3 3 3 32 2 2 2

3 3 3 32 2 2 2

3 3 33 2 2 2 2

3
3 3

2

2

2

2

a a b b ab a a b b ab

a a b b ab ab a ab b b a ab

a a b b ab a b ab

a b

= + + + + + +

= + + + + + + +

= + + + + +

= +

 

តាម ( )1  និង ( )2  គយើងបាន 

    ( )
3

3 3 32a b x+ =  

( )
3

3 3 31 1 2x x x− + + =  

( )

( ) ( ) ( )( )

( )( )

3
3 3 3

2 2 33 3

3 3 33

1 1 2

2 3 1 1 1 1 2

2 3 1 1 1 1 2

x x x

x x x x x x

x x x x x x

− + + =

 + − + + − + =

  + − + − + + =
 

 

ដត 33 3
1 1 2.x x x− + + =  

 គំោយ ( ) 32 332 3 1 2 2x x x x+ −   =  

            
( )

( )

33 2 2

23 32 23

3 2 1 2 1 0

1 3 2 2 1 0

x x x

x x x

   − − − =
 

 
 −  − − = 

 

 

គយើងទញបាន  
    ( ) 0i x =   

    ( ) ( )23 1 0ii x − =  គ ោះ 1x =  ( 1x = −  មិនយកគស្រ ោះ 0x  ) 

    ( ) ( )
23 233 2 2 1 0iii x − − =  
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( )

( )

2
2

2
2

2

27.2 8 1

27
1

4

3 3
1

2

x

x

x

= −

− =

− =

 

 គំោយ 2 2 3 3

2
x

+
=  

ដូចគនោះសមើការមានចគមលើយ 0, 1x x= =  និង 2 3 3

2
x

+
=  

 

  ៦១     គេគោយ ( )
1 3 1

sin cos2 , , 0
2 2

f x a x x a a R a
a

= − + − +    ។ 

ក) គបើ ( ) 0f x   ចំគ ោះស្រេប់ x R  ចូររករ ៉ាង់នន a  ។ 
ខ) គបើ 2a   គ ើយមាន x R  ដដល ( ) 0f x   ។ រករ ៉ាង់នន a  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
ក) គបើ ( ) 0f x   ចំគ ោះស្រេប់ x R  ចូររករ ៉ាង់នន a  

គយើងមាន ( ) 2 3
sin sinf x x a x a

a
= + + −  

តាង ( )sin 1 1t x t= −   គ ោះ ( ) 2 3
g t t at a

a
= + + −  

លកខខណឌ ចាបំាច់ និង ស្រេប់ស្រគ្នន់គដើមបើគោយ ( ) 0f x   ចំគ ោះស្រេប់ x R  េឺ 

           
( )

( )

3
1 1 0

3
1 1 2 0

g
a

g a
a


− = − 


 = + − 


 

ដូចគនោះ រ ៉ាង់នន a  េឺ (0,1]  
ខ) រករ ៉ាង់នន a  

គោយ 2a   គ ោះ 1
2

a
−  −  

គយើងបាន ( )
min

3
1g t

a
= −  

លកខខណឌ ចាបំាច់ និង ស្រេប់ស្រគ្នន់គដើមបើគោយ ( ) 0 ,f x x R    េឺ 3
1 0

a
−   ឬ 0 3a   

ដូចគនោះ រ ៉ាង់នន a  េឺ  2,3  
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  ៦២    គេគោយ ,a b  ជាចំនួនពិត និង ( )f x ax b= +  គសទៀងផ្ទទ ត់ ( ) 1f x   ចំគ ោះស្រេប់  0,1x  
។ រកតនមលអតិបរមានន ab  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
គេមាន ( ) ( )1 0a f f= −  និង ( )0b f=  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
2

21 1
0 1 0 0 1 1

2 4
ab f f f f f f

 
= − = − − + 

 
 

     ( )( )
21 1

1
4 4

f   

គបើ ( ) ( )2 0 1 1f f= =   គេបាន 1

2
a b= =   និង 1

4
ab =  

ដូចគនោះ តនមលអតិបរមានន ab  េឺ 1
4

 

 
  ៦៣   បង្វា ញថា 5log 2  ជាចំនួនអសនិទន ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
តាង 5:log 2p  ជាចំននួអសនិទន 
        5:log 2P  ជាចំននួសនិទន 

ឧបមាថា P  ពិត គ ោះ 5log 2
m

n
=  ដដល m  និង n  ជាចំននួបឋមរវាងគ្នា  

2 5
m

n =  ឬ 2 5n m=  (សទវយពើការពិតគស្រ ោះអងគទើ១ ជាចំននួេូ និង អងគទើ២ ជាចំននួគសស) 

  P  ជាសំគណើ រមិនពិត មានន័យថា P  ជាសំគណើ រពិត 
ដូចគនោះ 5log 2  ជាចំននួអសនិទន 
 
  ៦៤     រកចំននួេត់វជិ្ាមានតូចបំសវត n  ដដលជាព វេវណនន 15  គ ើយខទង់នើមួយៗរបស់វាមានដតគលខ 0  
ឬគលខ 8  ។    
ដំគ ោះស្រាយ 
n  ជាព វេវណនន 15  គ ោះ n  ជាព វេវណនន 3  និង 5   
n  ជាព វេវណនន 5  គ ោះ n  បញ្ច ប់គោយគលខ 0  ខាងចវងគស្រ ោះខទង់របស់វាគ្នម នគលខ 5   
ឧបមាថា n  មាន k  ខទង់គលខ 8  គ ោះសលបូកខទង់របស់វាេឺ 8k  ចំននួគនោះជាព វេវណនន 3   

គេបាន k  ជាព វេវណនន 3  គ ើយ 3k =  គស្រ ោះ n  ជាចំនួនេត់វជិ្ាមានតូចបំសវត  
ដូចគនោះ 8880n =   
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  ៦៥    គេឲ្ែពើរចំននួវជិ្ាមាន a  និង b  គសទៀងផ្ទទ ត់ 2017 2019ab a b +  ។ 

ស្រាយបញ្ជា ក់ថា ( )
2

2017 2019a b+  +  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
គយើងមាន :  

2017 2019ab a b +  គ ោះ 
2017 2019

2017 2019

a
a

b

b
b

a


  +


  + 


  

2017 2017 2019 2019
a b

a b
b a

+  +  + +   ( )1   
តាមវសិមភាពកូសវើចំគ ោះពើរចំននួវជិ្ាមាន គេបាន : 

2017 2019 2 2017 2019
a b a b

b a b a
 +        

           2 2017 2019   ( )2   
តាម ( )1  និង ( )2 :  

2017 2 2017 2019 2019a b+  +  +  
        ( )

2

2017 2019 +   

ដូចគនោះ ( )
2

2017 2019a b+  +   
 

  ៦៦     គេឲ្ែស្វ ើត ( )na  កំណត់គោយ 0 11, 1a a= =  និង 
2

1
1

2

n
n n

n

a
a a

a

−
−

−

= +  , 2n   គ ើយ 

ស្ើត ( )nb  កំណត់គោយ 0 11, 3b b= =  និង 
2

1
1

2

n
n n

n

b
b b

b

−
−

−

= +  , 2n   ។ េណ  
n

n

b

a  ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 
គយើងមាន : 

2

1
1

2

n
n n

n

a
a a

a

−
−

−

= +  គ ោះ 1

1 2

1n n

n n

a a

a a

−

− −

= +  

1 1n nu u −= +  (តាង 
1

n
n

n

a
u

a −

=  ) 

( )nu  ជាស្វ ើតនព្នតដដលមានតទួើ ១ 
1

1

0

1
a

u
a

= =  និង សលសងរមួ 1d =   
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( )1 1 1 1nu u n d n= + − = + −   

1

n

n

a
n

a −

=  ឬ ( )1 21 !n n na na n n a n− −= = − = =  
2

1
1

2

n
n n

n

b
b b

b

−
−

−

= +  គ ោះ 1

1 2

1n n

n n

b b

b b

−

− −

= +   
11n nv v −= +  (តាង 

1

n
n

n

b
v

b −

=  ) 
( )nv  ជាស្វ ើតនព្នតដដលមានតទួើ១ 

1
1

0

3
b

v
b

= =  និង សលសងរមួ 1r =   
( )1 1 3 1 2nv v n r n n= + − = + − = +   

1

2n

n

b
n

b −

= +  ឬ ( ) ( )( )
( )

1 2

2 !
2 2 1

2
n n n

n
b n b n n b− −

+
= + = + + = =   

( ) ( )( )2 ! 2 1

2 ! 2

n

n

n n nb

a n

+ + +
 = =   
ដូចគនោះ 

( )( )2 1

2

n

n

n nb

a

+ +
=  

  ៦៧       ABC  ជាស្រតើគកាណសមបាតដដលមានមវំកំពូល 0106ACB =  ។ M  ជាចំណវ ចមយួគៅ
កាវងស្រតើគកាណដដល 07MAC =  និង 023MCA =  ។ េណ  MBC  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
រគបៀបទើ ១  
តាមស្រទឹសតើបទសវើនវសចំគ ោះ AMC   

sin sin

AC MC

M A
=  ឬ 

( ) 00 0 0 sin 7sin 180 7 23

AC MC
=

− −
  

                          
0

0 0 0

sin150

sin150 sin 7 sin 7

AC MC AC

MC
=  =    

 
 
 

 
 
 

A

C

M

B
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តាមស្រទឹសតើបទសវើនវសចំគ ោះ BMC   

sin sin

BC MC

M B
=  ឬ 

( )0 0sin sin 180 83

AC MC

M M
=

− −
  

( ) ( )0 0

sin

sin sin 97 sin 97

AC MC AC M

M MCM M
=  =

− −
  

( )0 0

1 sin

2sin 7 sin 97

M

M
 =

−
  

    ( )0 0sin 97 2sin 7 sinM M− =  
    ( )0 0 0sin 90 7 2sin 7 sinM M+ − =   
     ( )0 0cos 7 2sin 7 sinM M− =  

    0 0 0cos7 cos sin7 sin 2sin7 sinM M M+ =  
    0 0cos7 cos sin7 sin 0M M− =  
    ( )0cos 7 0M+ =   
     0 07 90M + =  ឬ 083M =  (គស្រ ោះ M  ជាមវំកាវងស្រតើគកាណ) 
ដូចគនោះ 083M =   
រគបៀបទើ ២ 
តាង 1CA CB= =  (រូបដូចរគបៀបទើ ១) 
តាមស្រទឹសតើបទសវើនវសកាវង AMC   

1

sin sin

MC

M A
=  ឬ ( ) 00 0 0

1

sin 7sin 180 7 23

MC
=

− −
  

0 0

1

sin150 sin 7

MC
=   

 
តាមស្រទឹសតើបទកូសវើនវសចំគ ោះ BMC   

2 2 2 2. . .cosMB MC BC MC BC C= + −  
        ( )2 0 0 0 04sin 7 1 4sin 7 cos 106 23= + − −  

        ( )2 0 0 04sin 7 1 4cos 90 7= + − −   

        2 0 2 04sin 7 1 4sin 7 1= + − =   
  1MB =   
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គេបាន BMC  ជាស្រតើគកាណសមបាតកំពូល B   
វបិាក 083BMC MCB = =   
រគបៀបទើ ៣  

 
តាង N  ជាចំណវ ចមយួគៅកាវង ABC  ដដល 0 07 , 23NBC NCB =  =  គយើងបាន : 

AMC BNC    (គស្រ ោះស្រតើគកាណទងំពើរមាន MAC NBC =  
, ,MCA NCB CA CB = =  ) 
វបិាក CM CN=   
ដត 0 0 0106 2.23 60MCN = − =   
គ ោះ MCN  ជាស្រតើគកាណសម័ងេ 
វបិាក 0, 60NC NM CNM=  =   

0 0 0 0108 7 23 150BNC = − − =   
0 0 0 0360 60 150 150BNM = − − =   

 ឲំ្ែ BNC BNM =   
ស្រតើគកាណ BNC  និង BNM  មាន : 
BN  ជាស្រជ្ុងរមួ 
NC NM=  (សស្រមាយខាងគលើ) 
 ឲំ្ែ BNC BNM     
  វបិាក 023BMN =   
            0 0 060 23 83BMC = + =   
ដូចគនោះ 083BMC =   
 

  ៦៨     េណ  
( )( )( ) ( )
( )( )( ) ( )

4 4 4 4

4 4 4 4

10 324 22 324 34 324 94 324

4 324 16 324 28 324 88 324
M

+ + + +
=

+ + + +
 ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 
គយើងមាន : 

A

C

M

B

N
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4 4 4324 4.3x x+ = +   

  ( ) ( ) ( )
2

4 2 2 2 2 22. . 2.3 2.3 2. . 2.3x x x= + + −  

  ( ) ( )
2 22 22.3 2.3.x x= + −   

  ( )( )2 2 2 22.3 2.3. 2.3 2.3.x x x x= + − + +   
  ( )( )2 26 18 6 18x x x x= − + + +   

  ( ) ( )6 18 6 18x x x x   = − + + +      
( )( )( )( ) ( )( )

( )( )( )( )( ) ( )( )

10.4 18 10.16 18 22.16 18 22.28 18 94.88 18 94.100 18

4. 2 18 4.10 18 16.10 18 16.22 18 88.82 18 88.94 18
M

+ + + + + +
 =

− + + + + + +
 

      ( )
94.100 18 9,418

941.8
4. 2 18 10

+
= = =

− +   

ដូចគនោះ 941.8M =   
 

  ៦៩     ស្រតើគកាណ ABC  មាន C  ជាមវំទល ។ ស្រាយបញ្ជា ក់ថា 
tan tan

tan
2 2

A B A B+ +
  ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 
គយើងមាន : 

( ) ( )

( ) ( )

sin sin
tan tan

1cos cos
cos cos

2

A B A B
A B

A B
A B A B

+ +
+ = =

 − + + 

  

                                       
( )

( ) ( )

2sin

cos cos

A B

A B A B

+
=

− + +
 ( )1   

 
គោយ C  ជាមវំទល គ ោះ 00 90A B A B −  +    

( ) ( ) ( )0 cos cos 1 cosA B A B A B − + +  + +  គស្រ ោះ ( )cos 1A B−    
( )

( ) ( )

( )

( )

2sin 2sin

cos cos 1 cos

A B A B

A B A B A B

+ +
 

− + + + +
  

                                        
2

4sin cos
2 2

2cos
2

A B A B

A B

+ +


+

2 tan
2

A B+
= ( )2   

តាម ( )1  និង ( )2  : 
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tan tan 2 tan
2

A B
A B

+
+   ឬ 

tan tan
tan

2 2

A B A B+ +
   

ដូចគនោះ tan tan
tan

2 2

A B A B+ +
   

 
  ៧០     គេឲ្ែអនវេមន៍ f  កំណត់គោយ ( ) ( ) ( )1 211, 2 375, 3 420f f f= = =  

( ), 4 523f =  និង ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4f n f n f n f n f n= − − − + − − −  ចំគ ោះ
ស្រេប់ 5n   ។ រក ( )2017f  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
គយើងមាន : 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4f n f n f n f n f n= − + − + − − −   
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 5f n f n f n f n f n− = − − − + − − −   

បូកអងគ និង អងគ: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 1 5
k

f n f n f n f n k= − −  = − −   
គោយ 2017 5 403 2=  +   

( ) ( ) ( ) ( )
403

2017 1 2017 5 403 2 375f f f = − −  = − = −   
ដូចគនោះ ( )2017 375f = −   
 
  ៧១    គេឲ្ែ ,a b  និង c  ជាចំននួេត់វជិ្ាមានគសទៀងផ្ទទ ត់ ( )

3
47c a bi i= + −  ដដល 2 1i = −  ។ 

េណ  c  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 

( )
3

47c a bi i= + −  គ ោះ 3 2 2 2 3 347 3 3c i a a bi ab i b i+ = + + +   

                          ( ) ( )3 2 2 347 3 3c i a ab a b b i+ = − + −   
គេទញបាន : 

( )

( )

3 2

2 3

3 1

3 47 2

c a ab

a b b

 = −


− =
  

( )2 :  ( )2 23 47a b b− =   

គោយ a  និង b  ជាចំននួេត់វជិ្ាមាន គ ោះ 47  ដចកោច់នឹង b  
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គេបាន 1, 47b b= =  គស្រ ោះ 47  ជាចំននួបឋម 

ចំគ ោះ 1b =  គ ោះ ( ) 22 :3 1 47a − =  ឬ 23 48a =   
                                    2 16a =    
                                   4a =  
( ) ( )( )

231 : 4 3 4 1 52c = − =   
ចំគ ោះ 47b =  គ ោះ ( ) ( )2 32 :3 47 47 47a − =  

ឬ       23 2210a =  មិនោចគស្រ ោះ 2210  ដចកមិនោច់នឹង 3   
ដូចគនោះ 52c =   
 

  ៧២   រកចំនួនេត់ដដលធំជាងគេ គ ើយតូចជា 100

m
 គោយដឹងថា 

1 1 1 1

2!17! 3!16! 4!15! 9!10! 2!17!

m
+ + + + =  ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 
1 1 1

2!17! 3!16! 9!10! 1!18!

m
+ + + =   

គ ោះ 19! 19! 19! 19!

2!17! 3!16! 9!10! 1!18!

m
+ + + =   

( ) ( ) ( )19,2 19,3 19,9 19c c c m+ + + =  ( )1   
ដត ( ) ( ) ( ) ( )

19 1919,0 19,1 19,19 1 1 2c c c+ + + = + =  (គទ្ធាញូតវន) 
( ) ( ) ( ) 191 19 19,2 19,3 19,17 19 1 2c c c+ + + + + + + =   

( ) ( ) ( ) 1919,2 19,3 19,17 2 40c c c+ + + = −  ( )2   
តាម ( )1  និង ( )2  គយើងបាន : 

1938 2 40m = −  ឬ 
192 40 262,164

13,796
38 38

m
−

= = =   

137.96
100

m
=   

ដូចគនោះ ចំនួនេត់ដដលធំជាងគេ គ ើយតូចជាង 100

m
 េឺ 137   
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 ៧៣   គេឲ្ែស្វ ើត ( )na  កំណត់គោយ 1 1a =  និង 
1

1
5 1 , 1

2

3

a an n n

n

−+ − = 

+
 គ ើយ ma  ជា

ចំននួេត់ ចំគ ោះស្រេប់ចំននួេត់វជិ្ាមាន m  ។ រកតនមលតូចបំសវតនន m  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
រគបៀបទើ ១ 
គយើងមាន : 

1
1

5 1
2

3

a an n

n

−+ − =

+
 ឬ 1

3
5 1

3 2

a an n

n

−+ = +
+

  

                                1
3 3 2

5
3 2

a an n
n

n

−+
+ +

=
+

 

                                  1
3 5

5
3 2

a an n
n

n

−+
+

=
+

  

 គំោយ 1 5

3 5
log

3 2
n n

n
a a

n
+

+ 
− =  

+ 
  

               ( ) ( )1 5 5log 3 5 log 3 2n na a n n+ − = + − +   
យក 1,2,....,n m=  គេបាន : 

( ) ( )

2 1 5 5

3 2 5 5

1 5 5

log 8 log 5

log 11 log 8

.....................................

log 3 2 log 3 1m m

a a

a a

a a m m−

− = −


− = −


 − = + − −

  

បូកអងគ និង អងគ : 
( )1 5 5log 3 2 log 5ma a m− = + −  ឬ ( )5log 3 2ma m= +  គស្រ ោះ 1 1a =   

ma  ជាចំននួេត់លវោះស្រតាដត 23 2 5,5 ,......m+ =   
  ចំគ ោះ 3 2 5m+ =  គ ោះ 1m =  មិនយក (គស្រ ោះ 1m   ) 
  ចំគ ោះ 23 2 5m+ =  គ ោះ 3 23m =  មិនយក (គស្រ ោះ m  ជាចំននួេត់) 
  ចំគ ោះ 33 2 5m+ =  គ ោះ 41m =  ជាចគមលើយ 
ដូចគនោះ 41m =   
រគបៀបទើ ២ គស្របើវចិារអនវមាណរមួេណិតវទិយ 
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៧៤   ស្រតើគកាណ ABC  ដកងស្រតង់ C  និងមានកមពស់ CH  ។ រកស្របដវងស្រជុ្ងននស្រតើគកាណ ABC  សវទធដតជា
ចំននួេត់ និង 329BH =  ។ េណ  cos B  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
េណ  cos B   
 

 
 
 
 

cos
BC a

B
AB c

= =  (ស្រតើគកាណ ABC  ដកងស្រតង់ C  ) 
329

cos
BH

B
BC a

= =  (ស្រតើគកាណ BCH  ដកងស្រតង់ H  ) 

គេបាន 
329a

c a
=  ឬ 2 329a c=  (ទំ ក់ទំនងគនោះបញ្ជា ក់ថា a  ដចកោច់នឹង 229 ) 

2

29

29

a c
k

a
 = =  ( k  ជាចំនួនេត់វជិ្ាមាន) 

2

2 2

29

29 29

a k

c ak k

 =


= =
 ឬ 

2

2

29

29

a k

c k

 =


=
  

ដតស្រតើគកាណ ABC  ដកងស្រតង់ C  គ ោះ 2 2 2BC AC AB+ =   
                                                            2 2 2a b c+ =   
                                                        4 2 2 2 429 29k b k+ =  

2b  ដចកោច់នឹង 2 229 k  េឺ 2 2 2 229b k l=  ( l ជាចំនួនេត់វជិ្ាមាន) 
4 2 2 2 2 2 429 29 29k k l k + =  ឬ 2 2 229 l k+ =   

2 2 229k l− =   
( )( ) 21 29k l k l− + =    

2

1

29

k l

k l

− =


+ =
  

22 29 1 481 1 482k = + = + =  ឬ 421k =   
229 421a =    

3

2

29 29
cos

29 421 421
B = =


  

B

C

AH
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ដូចគនោះ 
29

cos
421

B =   

  ៧៥    ស្រាយបញ្ជា ក់ថា 
2

1

1
1 ln

1 2

n

k

k
n

k=

 
−  −  

+ 
 , 1,2,n =  ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 
គយើងនិងស្រាយថា ( )ln 1 , 0

1

x
x x x

x
 +  

+
  ( )1  

តាង ( ) ( )ln 1h x x x= − +  
      ( ) ( )ln 1

1

x
g x x

x
= + −

+
 

គ ោះចំគ ោះ 0x   គេបាន ( )
1

' 1 0
1

h x
x

= − 
+

 
     ( )

( ) ( )
2 2

1 1
' 0

1 1 1

x
g x

x x x
= − = 

+ + +
 

 គំោយ ( ) ( ) ( ) ( )0 0 , 0 0h x h g x g =  =  
គេបាន  ( )ln 1 , 0

1

x
x x x

x
 +  

+
 ពិត 

តាង 1
x

n
=  រចួជំ្នសួចូល ( )1  គយើងបាន 

      1 1 1
ln 1

1n n n

 
 +  

+  
 

តាង 
2

1

ln
1

n

n
k

k
x n

k=

= −
+

  
គ ោះ 1 2

1
ln 1

1 1
n n

n
x x

n n
−

 
− = − + 

+ − 
 

                       

( )

2

2

1

1

1
0

1

n

n n

n n

 −
+

= − 
+

 

 គំោយ 
1 1

1

2
n n

x x x
−

   =  
គោយ ( )( ) ( ) ( )( ) ( )ln ln ln 1 ln 1 ln 2 ln2 ln1 ln1n n n n n= − − + − − − + + − +  
                

1

1

1
ln 1

n

k k

−

=

 
= + 
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គយើងបាន 
1

2
1 1

1
ln 1

1

n n

n
k k

k
x

k k

−

= =

 
= − + 

+  
   

                   
( )

( )

1

2 2
1

1

2
1

1

2
1

1

1

1
ln 1

1 1

1

1

1

1

1

1

1
1 1

n

k

n

k

n

k

n

k

k n

k k n

k

k k

k k

k k

n

−

=

−

=

−

=

−

=

  
= − + +  

+ +  

 
 − 

+ 

= −
+

 −
+

= − +  −









 

ដូចគនោះ 
2

1

1
1 ln

1 2

n

k

k
n

k=

 
−  −  

+ 
 , 1,2,n =   

 
  ៧៦    រកស្រេប់េូ ( ),p q  ជាចំនួនបឋមគសទៀងផ្ទទ ត់ | 5 5p qpq +  ។  
ដំគ ោះស្រាយ 
▪ គបើ 2 | pq  គ ោះគយើងឧបមាថា 2p =  
គេបាន | 5 25qq +  
តាមស្រទឹសតើបទ ដ រ្មា៉ា ត | 5 5qq −  គ ោះ | 30q  
ចគមលើយេឺ ( )2,3  និង ( )2,5  គស្រ ោះ ( )2,2  មិនគសទៀងផ្ទទ ត់ 
▪ គបើ 5 | pq  គ ោះគយើងឧបមាថា 5p =  
គេបាន 55 | 5 5qq +  
តាមស្រទឹសតើបទដ រ្មា៉ា ត 1| 5 1qq − −  គ ោះ | 313q  
ចគមលើយេឺ ( )5,5  និង ( )5,313  
ដតគយើងមាន 1 1| 5 5p qpq − −+  គ ើយ ( )1 15 5 0 modp q p− −+   ( )1  
     តាមស្រទឹសតើបទដ រ្មា៉ា ត ( )15 1 modp p−     ( )2  
គ ោះតាម ( )1  និង ( )2                                ( )15 1 modq p−  −    ( )3  
គយើងកំណត់ ( ) ( )1 2 2 1 , 1 2 2 1k lp r q s− = − − = −  ដដល , , ,k l r s  ជាចំនួនេត់ 
គបើ k l  គ ោះតាម ( )2  និង ( )3  គយើងបាន 
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       ( ) ( )
( )2 2 12 2 1 11 1 5

l kl k ss p
−− −− −=   

          
( )( ) ( ) ( )

( )

2 1 2 12 2 1 2 1 15 5 1

1 mod

l r rr s q

p

− −− − −= =  −

 −
 

សទវយពើការពិតដដល 2p   គ ោះ k l  
ស្រាយដូចគ្នា ដដរ គេបាន k l សទវយពើការពិត 
ដូចគនោះ េូននចំននួបឋមដដលោចមានេឺ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2,3 , 3,2 , 2,5 , 5,2 , 5,5 , 5,313  និង 
( )313,5  
 
 ៧៧    ព វធាចំនួនពិត ( ) 3 2φ x ax bx cx d= + + +  មានរសឹបើវជិ្ាមាន និង ( )0 0φ   ។ ស្រាយ
បញ្ជា ក់ថា 3 22 9 7 0b a d abc+ −   ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
តាង 

1 2 3
, ,x x x  ជារសឹវជិ្ាមានទងំបើគ ោះ 

តាមស្រទឹសតើបទដវែត គយើងបាន 

1 2 3

1 2 2 3 3 1

1 2 3

b
x x x

a

c
x x x x x x

a

d
x x x

a


+ + = −




+ + =



= −


 

គោយ ( )0 0φ   គ ោះគេបាន 0d   គ ើយ 0a   
គយើងចង់ស្រាយថា 3 22 9 7 0b a d abc+ −     ( )1  
ដចកអងគទងំពើរគោយ 3a  គយើងបាន 

      
3

7 2 9
b c b d

a a a a

     
−  − + −     
     

 

( )( ) ( )
3

1 2 3 1 2 2 3 3 1 1 2 3 1 2 3
7 2 9x x x x x x x x x x x x x x x + + + +  + + +  

( )2 2 2 2 2 2 3 2 3

1 2 1 3 2 1 2 3 3 1 3 2 1 2 3
2x x x x x x x x x x x x x x x + + + + +  + +    ជាអ្ើដដលស្រតូវស្រាយ 

គោយ 
1 2 3
, ,x x x  សវទធដតវជិ្ាមាន គ ោះ ( )( )2 2

1 2 1 2
0x x x x− −   

គ ោះ 2 2 3 3

1 2 2 1 1 2
x x x x x x+  +  

ដូចគ្នា ដដរ 2 2 3 3

2 3 3 2 2 3
x x x x x x+  +  និង 2 2 3 3

3 1 1 3 1 3
x x x x x x+  +    

បូកបញ្ចូ លគ្នា  គេបាន ( )2 2 2 2 2 2 3 2 3

1 2 1 3 2 1 2 3 3 1 3 2 1 2 3
2x x x x x x x x x x x x x x x+ + + + +  + +   ពិត 
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 ៧៨    រង្ង់ពើរមានកា ំ( )R r  មានសចិត C  និង B  គរៀងគ្នា  ប៉ាោះគ្នា ខាងគស្រៅស្រតង់ចំណវ ច A  ។ ប ទ ត់ប៉ាោះ
រមួមយួមិនកាត់តាម A  ប៉ាោះរង្ង់សចិត C  ស្រតង់ E  និង រង្ង់សចិត B  ស្រតង់ D  ។ ប ទ ត់មួយកាត់តាម A  គ ើយ
ដកងប ទ ត់ DE  រចួគៅជ្បួគមដយទ័រនន BC  ស្រតង់ F  ។ ស្រាយបញ្ជា ក់ថា 2BC AF=  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
សង់ GB CE⊥  ស្រតង់ G  
ស្រតើគកាណ GBC  និងស្រតើគកាណ MFA មាន  
     GBC MFA =  (មវំមានស្រជុ្ងស្រតូវគ្នា ដកងគរៀងគ្នា ) 

GBC MFA   (ករណើ ដំនូច ម.ម) 

សលគធៀបដំនូច BC GC R r

AF MA MA

−
= =  

ដត AM r R AM+ = −  គ ោះ 
2

R r
AM

−
=  

 គំោយ 2 2
BC R r

FA R r

−
=  =

−
 

ដូចគនោះ 2BC AF=  
 
  ៧៩    ABCD  ជាស្របគល ូស្រកាមដដលមាន 060BAD =  និង E  ជាចំណវ ចស្របសព្រវាងអងកត់ស្រទូង
របស់វា ។ រង្ង់ចារកិគស្រៅស្រតើគកាណ ACD  ជ្បួប ទ ត់ BA ស្រតង់ K A  និងជ្បួប ទ ត់ BD  ស្រតង់ 
P D  គ ើយជ្បួប ទ ត់ BC  ស្រតង់ L C  ។ ប ទ ត់ EP  ស្របសព្ជាមយួរង្ង់ចារកិគស្រៅស្រតើគកាណ 
CEL  ស្រតង់ E  និង M  ។ ស្រាយបញ្ជា ក់ថា ស្រតើគកាណ KLM  និង ស្រតើគកាណ CAP  ប៉ាវនគ្នា  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
 
 

B
C

A M

D

E

r

RG

F
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គេមាន ,KBL CBA MBL CBE     និង APE DEC   

សលគធៀបដំនូច , ,
KL BL ML BL AP AE

AC AB EC BE CD DE
= = =  

 គំោយML EC BL DE

AP BE AE CD

 
=

 
 

ដត E  ជាចំណវ ចស្របសព្ននអងកត់ស្រទូងស្របគល ូស្រកាម ABCD  គ ោះ ,BE DE AE EC= =  

គេទញបាន ML BL BL KL

AP CD AB AC
= = =    ( )1  

គយើងមាន 060LPD LCD BAD = = =  
គយើងរក 060KLM KLP MLP KLP LMP = + = + −  

                          

0

0

60

60

KLP LME

KLP LCE

KLP ACD

=  + −

=  + −

=  +

 

                          KLP KLC= +   (គស្រ ោះ ||AB CD  និង KC AD= ) 
                          CLP CAP= =  (មវំចារកិាក ត់ធាូរមួ CP)   ( )2  
តាម ( )1  និង ( )2  គេបាន KLM CAP   
ដត DL AC=  (អងកត់ស្រទូងចតវគកាណ ា យសមបាត ADCL) 
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       DK AC=  (អងកត់ស្រទូងចតវគកាណ ា យសមបាត ADCK ) 
គ ោះ DL AC DK= =  គ ើយមវំ 60BAD =  ស្រតូវាក ត់គោយធាូ DK  
 គំោយ KDL  ជាស្រតើគកាណសម័ងេ ដដលមាន KL DK AC= =  
ដូចគនោះ KLM  ប៉ាវន CAP  
 
  ៨០    គេគោយ 

0
x  ជារសឹននសមើការ 3 2 0ax bx cx d+ + + =  ( )0ad   ។ តាង 

max ; ;
b c d

α
a a a

 
=  

 
 និង max ; ;

a b c
β

d d d

 
=  

 
 ។  

ស្រាយបញ្ជា ក់ថា 
0

1
1

1
x α

β
  +

+
 ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 
ក) គយើងស្រាយថា 

0
1 α x+   

គេមាន 
0

x  ជារសឹននសមើការ 3 2 0ax bx cx d+ + + =  
គ ោះ 3 2

0 0 0
0ax bx cx d+ + + =      ( )1  

គោយ 0ad   គ ោះ 0a   និង 0d   

         

( )

( )

3 2

0 0 0

3 2

0 0 0

3 2

0 0 0

3 2

0 0 0

3 2

0 0 0

3 2

0 0 0

0

1 0

1

2

1 3

b c d
x x x

a a a

a b c
x x x

d d d

b c d
x x x

a a a

a b c
x x x

d d d

b c d
x x x

a a a

a b c
x x x

d d d


+ + + =

 
 + + + =



− = + +


− = + +



= + +




 = + +
  

តាម ( )2  ( )
3 2 2

0 0 0 0 0
1

b c d
x x x α x x

a a a
  + +  + +  



សិសសពកូែមធ្យមសិែាទតុយិភមិូ                                                               បរញិ្ញា បត្តគណិតវទិា ន ូច័នទណារទិធ ិ
 

 
រែាសិទធដិោយបណាា គារ បាែ់ទែូ II 

P
ag

e6
5
 

              

( )
3 2

0 0 0

3

0

2

0 0

3 2

0 0 0

02 2

0 0 0

1

1

1 1
1

1 1
o

x α x x

x
α

x x

x x x
α x

x x x x

  + +


+ +

+ + +
 +  = +

+ + + +

 

              
0

1α x +     ពិត 

ខ) គយើងស្រាយថា 
0

1

1
x

β


+
 

តាម ( ) ( )3 2 3 2

0 0 0 0 0 0
3 1

a b c
x x x β x x x

d d d
  + +  + +  

             

3 2

0 0 0

2 3

0 0 0

3 2

0 0 0

2 3

0 0 0

2 3

0 0 0

1

1
1

1

1 1

β
x x x

x x x
β

x x x

x x x

β x x x

 
+ +

+ + +
 + 

+ +

+ +
 

+ + + +

 

ដត 0d   គេបាន 
0

0x   គយើងបាន 
2 3 4

0 0 0 0

2 3

0 0 0

1

1 1

x x x x

β x x x

+ + +


+ + + +
 

0

1

1
x

β


+
 

សរវបមក 
0

1
1

1
x α

β
  +

+
  

 
  ៨១     រកចំនួនពិត , ,a b c ននអនវេមន៍ ( ) 2f x ax bx c= + +  គោយដឹងថា 

( ) 1 , 1f x x    គ ើយ 2 28
2

3
T a b= +  មានតនមលអតិបរមា ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 
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តាមសមមតិកមម 

( )

( )

( )

0 1

1 1

1 1

f

f

f

 





− 

 

( )

( )

( )

1 1

1 2

1 3

c

a b c

a b c




 + + 


− + 

 

តាម ( )1  និង ( )2  គេបាន 2a b c c+ + + −   
គ ើយ a b c c a b c c+ + + −  + + −  
 គំោយ 2 a b +     ( )4  
តាម ( )1  និង ( )3  គេបាន ( )2 5a b −  

តាម ( )4  និង ( )5  គេទញបាន 
2

2

4

4

a b

a b

  +


 −

 

    
( )

2 2

2 2

2 2

2 2

4 2

4 2

8 2 2

4 6

a b ab

a b ab

a b

a b

  + +
 

 + −

  +

  +

 

តាម ( )6  គេបាន ( )2 2 2 2 2 28 8 8 8 8
2 4

3 3 3 3 3
T a b a b a b= +  +  +    

24

3
T   

សមភាពគកើតមានកាល  ( )( )

2 2

0

4

0

1

1

b

a b

a b c c

c

a b c

 =


+ =


+ + − 


=
 + + =
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( )

0

2

1

0

1

0

2

1

0

2

1

b

a

c

a c c

a c

b

a

c

b

a

c

 =


=


 =


+ 
 + =

=


=
 = −

 
=

 = −

 =  

ដូចគនោះ ( ) ( ), , 2,0, 1a b c = −  និង ( ) ( ), , 2,0,1a b c = −  
 

  ៨២    គេគោយ 
1 2
, , , 1

n
x x x   ។ ស្រាយបញ្ជា ក់ថា ( )( ) ( )1 1 2

1 2

1 1 1
2

1

n n

n

x x x

x x x

− + + +


+
 ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 
ចំគ ោះ 1, 1a b   គេបាន ( )( )1 1 0a b− −   

( ) ( )( )

1

2 2 1

2 1 1 1

ab a b

ab a b ab

ab a b

+  +

+  + + +

+  + +

 

គយើងបាន ( )( ) ( )1 2 1 2
1 1 2 1x x x x+ +  +  

              

( )( ) ( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )

3 1 2 1 2 3

4 1 2 3 1 2 3 4

1 2 1 1 2

1 1 2 1

1 1 2 1

........................................................

1 1 2 1
n n n

x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x x
−

+ +  +

+ +  +

+ +  +

 

 គំោយ ( )( ) ( )1 1 2

1 2

1 1 1
2

1

n n

n

x x x

x x x

− + + +


+
 ពិត 
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  ៨៣    គេគោយ ( )0 1,2, ,
i

a i n =  ដដល , 2n N n   ។ តាង 
1 2 n

S a a a= + + +  

។ ស្រាយបញ្ជា ក់ថា 1 2

1 2
1

n

n

aa a n

S a S a S a n
+ + + 

− − − −
 ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 

គយើងបាន 1 2

1 2
1

n

n

a S Sa S S a S S n

S a S a S a n

− +− + − +
+ + + 

− − − −
 

1 2

1 1 1
1

n

S S S n

S a S a S a n
− + − + + − + 

− − − −
 

1 2

2

1 2

1 1 1

1

1 1 1

1

n

n

n
S n

S a S a S a n

n
S

S a S a S a n

 
+ + +  + 

− − − − 

 
+ + +  

− − − − 

 

គយើងនិងស្រាយថា ( ) 2

1 2

1 1 1
1

n

n S n
S a S a S a

 
− + + +  

− − − 
 ពិត 

គេមាន ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1

n
n S S a S a S a− = − + − + + −    

តាង ( )
1 2

1 1 1
1

n

T n S
S a S a S a

 
= − + + + 

− − − 
 

       ( ) ( ) ( )1 2

1

1 1
n

n

T S a S a S a
S a S a

 
= − + − + + − + +   

− − 
 

យក 
1 1 2 2

, , ,
n n

x S a x S a x S a= − = − = −  

 គំោយ ( ) 2

1 2

1 2

1 1 1
n

n

x x x n
x x x

 
+ + + + + +  

 
 ឬ 2T n  ពិត 

ដូចគនោះ ស្រាយបញ្ជា ក់ថា 1 2

1 2
1

n

n

aa a n

S a S a S a n
+ + + 

− − − −
  

 
  ៨៤    ស្រតើគកាណ ABC  មានមវំទងំបើជាមវំស្រសួច ។ ស្រាយបញ្ជា ក់ថា 

8 8 8 2 2 2tan tan tan 9tan tan tanA B C A B C+ +   ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 

គោយស្រតើគកាណ ABC  មានមវំស្រសួចទងំបើគ ោះ , , 0;
2

π
A B C

 
 
 

 

តាង tan , tan , tanx A y B z C= = =  
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គស្របើសមភាពដដលគេាគ ល់ស្រាប់េឺ tan tan tan tan tan tanA B C A B C+ + =  
គេបាន x y z xyz+ + =    ( )1  
តាមវសិមភាពកូសវើ 33x y z xyz+ +    ( )2  
តាម ( )1  និង ( )2  គ ោះ 33xyz xyz  
 គំោយ ( )

2
27xyz   

តាមវសិមភាពកូសវើ ( )
838 8 8 3x y z xyz+ +   

                                               
( ) ( )

( )

2 23

2 3

3. .

3 . 27

xyz xyz

xyz





 

 គំោយ 8 8 8 2 2 29x y z x y z+ +   ពិត 
 
  ៨៥   គេគោយ 0, 0, 0, 0a b x y     ដដល x y  ។ ស្រាយបញ្ជា ក់ថា 

( ) ( )
y xx x y ya b a b+  +  ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 

ចំគ ោះ 0, 0 , 0a b x y     គេចង់ស្រាយថា ( ) ( )
y xx x y ya b a b+  +    ( )1  

គេបាន 1 1

y xx y

xy xyb b
a a

a a

      
+  +      
      

 

1 1

y xx y
b b

a a

      
 +  +      

      
     ( )2  

តាង 0
b

c
a
=   គ ោះ ( ) ( )1 1

y xx yc c+  +  

ឬ ( ) ( )
1 1

1 1x yx yc c+  +   (គលើកស្័យេវណ 1

xy
) 

គេបាន ( ) ( )
1 1

ln 1 ln 1x yx yc c
   

+  +   
   

 

          
( ) ( )ln 1 ln 1x yc c

x y

+ +
     ( )3  

តាង ( )
( )ln 1 tc

f t
t

+
=  ដដល 0t   
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       ( )
( )

2

1
ln ln 1

1'

t t t

t
c c c

cf t
t

 − +
+=  

                  ( ) ( )
( )2

ln 1 ln 1

1

t t t t

t

c c c c

t c

− + +
=

+
 

គ ោះ ( )' 0 ; 0f t t    
អនវេមន៍ ( )f t  ជាអនវេមន៍ចវោះ 
ចំគ ោះ 0x y   គេបាន ( ) ( )f x f y  

 គំោយ ( ) ( )
y xx x y ya b a b+  +  ពិត 

 

  ៨៦    ស្រាយបញ្ជា ក់ថាចំគ ោះចំនួនេត់វជិ្ាមាន 2n   គេបាន 1
2 1 3

n

n

 
 +  
 

 ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 

តាមវសិមភាព Bernoulli គេបាន 1 1
1 1 2

n

n
n n

 
+  +   

 
 ពិត   ( )1  

តាង 1
1

n

n
U

n

 
= + 
 

 និង 
1

1
1 ; 2

n

n
V n

n

+

 
= +  
 

 

តាមវសិមភាពកូសវើដដលមាន ( )1n +  ត ួ

     
1 2 1

1
1, 1

n
x x x

n
+

= = = = +  គេបាន 
1

1

1
1 1

1 1
1 1 1

1 1

n

n nn
n

n n n

+

+

  
+ +       +  = +    

+ +    
  

 

 គំោយ 
1n n

U U
+

  ចំគ ោះ 2n   
ស្រសគដៀងគ្នា ដដរ 

1
; 2

n n
V V n

+
   

ស្វ ើត ( )n
U  ជាស្វ ើតចវោះ និងស្វ ើត ( )n

V  ជាស្វ ើតគកើន 
 គំោយ 

n n
U V  គ ើយ ; , 2

n m
U V m n   

គ ោះ 
10

3 ; 2
n

U V n      ពិត     ( )2  

តាម ( )1  និង ( )2  គេបាន 1
2 1 3

n

n

 
 +  
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  ៨៧   R  និង r  ជាកានំនរង្ង់ចារកិគស្រៅ និង ចារកិកាវងននស្រតើគកាណ ABC  ។ 
A

h  ជាកមពស់ដដលេូសគចញ
ពើកំពូល A  ។ ,

A B
l l  ជាកនលោះប ទ ត់ពវំននមវំ A  និង B  ។ 

ក) ស្រាយបញ្ជា ក់ថា 2
A

A

h r

l R
  ។ 

ខ) គេគោយ 
2

π
C =  គ ើយ I  ជាចំណវ ចស្របសព្រវាង A

l  និង 
B

l  ។ ស្រាយបញ្ជា ក់ថា . 2 .
A B

l l IA IB=  

។ 
ដំគ ោះស្រាយ 

ក) ស្រាយបញ្ជា ក់ថា 2
A

A

h r

l R
   

 
 
 
 
 
 

ស្រកឡានសទស្រតើគកាណ ( )
1 1

: sin
2 2 2 4

A A

A abc
ABC S ah b c l pr

R
= = + = =  

គ ោះ 
( ) ( )sin 2 sin sin sin

2 2

2 sin

A

A

A A
b c R B C

h

l a R A

+ +
= =  

       ( )
sin cos

2 2 cos 1
2

cos
2

A

A

B C B C
h B C

Al

+ −
−

= =  

មយ៉ាងគទៀត 
( )

3

2 3

2 8 sin sin sin

2 2 sin sin sin

r abc R A B C

R pR R A B C
= =

+ +
 

គោយ sin sin sin 4cos cos cos
2 2 2

A B C
A B C+ + =  

         sin sin sin 8sin sin sin cos cos cos
2 2 2 2 2 2

A B C A B C
A B C =  

 គំោយ 2 8sin sin sin
2 2 2

r A B C

R
=  

A

B C

A
l

A
h

c b

a



សិសសពកូែមធ្យមសិែាទតុយិភមិូ                                                               បរញិ្ញា បត្តគណិតវទិា ន ូច័នទណារទិធ ិ
 

 
រែាសិទធដិោយបណាា គារ បាែ់ទែូ II 

P
ag

e7
2
 

2
4cos cos cos

2 2 2

r B C B C B C

R

+ − + 
= −  

 

គដើមបើបាន 
2

A

A

h r

l R
  គយើងស្រតូវស្រាយថា 

     2cos 4cos cos cos
2 2 2 2

B C B C B C B C− + − + 
 −  

 

    2 2cos 4cos cos 4cos 0
2 2 2 2

B C B C B C B C− + − +
− +   

 គំោយ 
2

cos 2sin 0
2 2

B C A− 
−  

 
 ពិត 

ដូចគនោះ 2
A

A

h r

l R
  

ខ)ស្រាយបញ្ជា ក់ថា . 2 .
A B

l l IA IB=  
 
 
 
 
 
 
 
 
តាមស្រទឹសតើបទសវើនវសកាវងស្រតើគកាណ AIB  គយើងបាន 

      
3

sin sin sinsin
2 2 42

IA IB c c

B A πA B
π

= = =
+ 

− 
 

 

2

2

.

2sin sin
2 2

2

IA IB c

B A
 =

 
 
 

 

2. 2 sin sin
2 2

A B
IA IB c =    ( )1  

កាវងស្រតើគកាណ 'BCB  និង ស្រតើគកាណ 'ACA  គេបាន 

A B

C

'B
'A

I

A
l B

l
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    cos , cos
2 2

B A

B a A b

l l
= =  

 គំោយ ( ). .cos .cos 2
2 2

A B

A B
l l ab=  

តាម ( )1  និង ( )2  គេបាន ( )2. . 2 sin sin cos cos .
2 2 2 2

A B

A B A B
ab IA IB c l l=  

( )2 24 sin sin . . 2 sin sin .
A B

R A B IA IB R A B l l=   (គស្រ ោះ 2C R= ) 
 គំោយ . 2 .

A B
l l IA IB=  ពិត 

 

  ៨៨   ក) គេគោយ 0, 0u v   ស្រាយបញ្ជា ក់ថា 
2 2

2

u v u v

u v

+ +


+
 ។ 

គតើគពល គទើបសញ្ជា  ( )=  គកើតមាន? 

ខ) គេគោយ , , 0x y z   ។ តាង 
2 2 2x y z

S
x y y z z x

= + +
+ + +

 និង 

2 2 2y z x
T

x y y z z x
= + +

+ + +
 ។ ចូរស្រាយថា S T=  និងទញឲ្ែបាន 

2

x y z
S

+ +
  ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 

ក) ស្រាយបញ្ជា ក់ថា 
2 2

2

u v u v

u v

+ +


+
 

តាមវសិមភាព Bunhiyacopsky គយើងបាន 

    ( ) 2 2 2 2.1 .1 1 1u v u v+  +  +  

    ( ) ( )
2 2 22u v u v+  +  

គោយ 0, 0u v   គេបាន 
2 2

2

u v u v

u v

+ +


+
 ពិត 

ខ) ស្រាយថា S T=  និងទញឲ្ែបាន 
2

x y z
S

+ +
  

គយើងបាន 
2 2 2 2 2 2x y y z z x

S T
x y y z z x

− − −
− = + +

+ + +
 

                         0x y y z z x= − + − + − =  
 គំោយ S T=  ពិត 

គយើងបាន 
2 2 2 2 2 2x y y z z x

S T
x y y z z x

+ + +
+ = + +

+ + +
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2 2 2

x y y z z x+ + +
 + +  

 គំោយ 2S x y z + +  

             
2

x y z
S

+ +
  ពិត 

 
  ៨៩    ស្រាយបញ្ជា ក់ថាសមើការ 2 215 7 9x y− =  គ្នម នចគមលើយជាចំននួេត់គទ ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
ឧបមាថាសមើការ 2 215 7 9x y− =  មានចគមលើយ 
គ ោះ 

1
3y y=   

គេបានសមើការេមើ 2 2

1
15 63 9x y− =  

                       2 25 21 3x y− =  
គ ោះ 

1
3x x=    

គេបាន 2 2

1 1
45 21 3x y− =  

          2 2

1 1
15 7 1x y− =  

( )2

1
1 mod 3y  −   សទវយពើការពិត គស្រ ោះ 2

1
0y   ( )mod 3  ឬ ( )2

1
1 mod 3y   

ដូចគនោះ សមើការ 2 215 7 9x y− =  មានចគមលើយជាចំននួេត់គទ 
 
  ៩០    ABC  ជាស្រតើគកាណដកងស្រតង់ C  ។ 1M  និង 2M  ជាចំណវ ចគសរ ើគៅកាវងស្រតើគកាណ ABC  ។ M  
ជាចំណវ ចក ត លនន 1 2M M  ។ ប ល យនន 1,BM BM  និង 2BM  ស្របសព្ AC  ស្រតង់ 1,N N  និង 2N  

គរៀងគ្នា  ។ ស្រាយបញ្ជា ក់ថា 1 1 2 2

1 2

2
M N M N MN

BM BM BM
+   ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 
 
 
 
 
 
 
 
 
តាង 1 2, ,H H H  ជាគជ្ើងននចំគ លដកងនន 1 2, ,M M M  គរៀងគ្នា មកគលើស្រជុ្ង BC  

B C

A

1M

M

2M

1N

N

2N
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គេបាន 1 1 1

1 1

M N H C

BM BH
=   2 2 2

2 2

,
M N H C

BM BH
=  

            1 2

1 2

MN HC H C H C

BM BH BH BH

+
= =

+
 

គយើងកំណត់យក 1 21, ,BC BH x BH y= = =  គយើងបាន 

          1 1 1

1 1

1M N H C x

BM BH x

−
= =  

         2 2 2

2 2

1M N H C y

BM BH y

−
= =  

 គំោយ 1 1MN HC x y

BM BH x y

− + −
= =

+
 

គយើងស្រតូវស្រាយថា 1 1 1 1
2

x y x y

x y x y

− − − + −
+ 

+
 ឬ 1 1 4

x y x y
+ 

+
 

                              ( )
2

0x y−   ពិត 

ដូចគនោះ 1 1 2 2

1 2

2
M N M N MN

BM BM BM
+    

 

  ៩១    ក) ស្រាយបញ្ជា ក់ថា ( )
1

ln ln ln 1 , 0
k

k

k xdx k k
+

  +   ។ 

ខ) ចំគ ោះចំននួេត់វជិ្ាមាន 1n   ស្រាយថា ( ) 11 ! !n nn n e n−−    ។ 
េ) គេដឹងថា lim lim 1

n n

n n
a n

→ →
= =  ដដល 0a   ។ 

ទញរក !
lim

n

n

n

n→
 ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 

ក) ស្រាយបញ្ជា ក់ថា ( )
1

ln ln ln 1 , 0
k

k

k xdx k k
+

  +   

ចំគ ោះ 1k x k  +  គេបាន ( )ln ln ln 1k x k  +  

 គំោយ ( )
1 1 1

ln ln ln 1
k k k

k k k

kdx xdx k dx
+ + +

  +    

             
  ( ) 

( ) ( )( )

1
1 1

1

ln ln ln 1

ln 1 ln ln 1 1

k
k k

k k
k

k

k

k x xdx k x

k k k xdx k k k

+
+ +

+

  +

+ −   + + −  
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 គំោយ ( )
1

ln ln ln 1 , 0
k

k

k xdx k k
+

  +   ពិត 

ខ) ចំគ ោះចំននួេត់វជិ្ាមាន 1n   ស្រាយថា ( ) 11 ! !n nn n e n−−    

គយើងមាន ( )
1

ln ln ln 1 , 0
k

k

k xdx k k
+

  +   

គោយតនមល 1,2, , 1k n= −  

     

( )

2

1

3

2

4

3

1

ln1 ln ln 2

ln 2 ln ln3

ln3 ln ln 4

..............................

ln 1 ln ln
n

n

xdx

xdx

xdx

n xdx n
−


 


  




 



 −  











 

បូកបញ្ចូ លគ្នា គយើងបាន ( )
1

ln1 ln 2 ln 1 ln ln 2 ln3 ln
n

n xdx n+ + + −   + + +  

                               ( )
1

ln 1 ! ln ln !
n

n xdx n−      ( )1  

ដត   ( )
1

1

ln ln ln 1 1
n

n
xdx x x x n n= − = − +  

តាម ( )1  គេបាន ( )ln 1 ! ln 1 ln !n n n n−  + −   
                        ( ) ( )1ln 1 ! ln . ln !n nn n e n−−    
 គំោយ ( ) 11 ! . !n nn n e n−−    ពិត 

េ) ទញរក !
lim

n

n

n

n→
 

គេមាន ( ) 11 ! . !n nn n e n−−    គ ោះ 1! 1 !n

n n

n n
e

n n n

−    

ចំគ ោះ 1! 1 n

n

n
e

n n

−   គ ោះ !
n n

n ne

n e
  

 គំោយ !
n n

n

n ne

n e
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គេបាន ! 1
lim lim

n n

nn n

n ne

n e e→ →
= =     ( )2  

ចំគ ោះ !
n n

n e

n e
  គ ោះ !

n n

n

n e

n e
  

គេបាន ( )
! 1

lim lim 4

n n

nn n

n e

n e e→ →
 =  

តាម ( )2  និង ( )3  គយើងបាន 
! 1

lim

n

nn

n

n e→
=  

 

  ៩២    គេគោយអនវេមន៍ ( )
( )( )2

4 2

1 2

x
f x

x x

−
=

+ +
 ។ 

ក) រកពើរចំននួពិត a  និង b  គដើមបើគោយ ( )
2

2

1 2

ax b
f x

x x
= −

+ +
 ។ 

ខ) ចំគ ោះតនមល a  និង b  ដដលរកគ ើញ ចូរេណ  ( )
0

lim
ε

ε
f x dx

→
  ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 

ក) រកពើរចំននួពិត a  និង b  គដើមបើគោយ ( )
2

2

1 2

ax b
f x

x x
= −

+ +
 

គយើងបាន ( )
( ) ( )( )
( )( )

2

2

2 2 2 1

1 2

ax x x x
f x

x x

+ − + +
=

+ +
 

                        ( )

( )( )

2

2

2 4

1 2

a b x ax b

x x

− + −
=

+ +
 

ដត ( )
2

2

1 2

ax b
f x

x x
= −

+ +
  

គេទញបាន 
2 0

4 4

2

a b

a

b

− =


=
 =

 

ដូចគនោះ 1a =  និង 2b =  

ខ) ចំគ ោះតនមល a  និង b  ដដលរកគ ើញ ចូរេណ  ( )
0

lim
ε

ε
f x dx

→
   

ចំគ ោះ 1, 2a b= =  គេបាន ( )
2

2 2

1 2

x
f x

x x
= −

+ +
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គ ោះ ( )
2

0 0

2 2

1 2

ε ε x
f x dx dx

x x

 
= − 

+ + 
   

                         

( ) ( )

( )

( )

( )
( )

2

0

2

02

22

2 2

ln 1 2ln 2

1
ln

2

4 11 1
ln ln ln

42 2

ε

ε

x x

x

x

εε

ε ε

 = + − + 

+
=

+

++
= − =

+ +

 

ដូចគនោះ ( )
0

lim ln 4
ε

ε
f x dx

→
=  

 
  ៩៣   គេគោយចំននួេត់វជិ្ាមាន 0n   ។ 

គេតាង 
21

2
0 1

nx

n x

e
I dx

e

−

=
+

  ។ 

ក) េណ  
0

I  ។ 
ខ)ទញរក 

1n n
I I

+
+  ជាអនវេមន៍នន n  ។ 

េ) ស្រាយបញ្ជា ក់ថា ស្រេប់ 0x   គេបានវសិមភាព 
( )2 1 2 2

22 1 2

n x nx nx

x

e e e

e

− + − −

 
+

 ។  

ទញរកតនមលអមនន 
n

I  រចួកំណត់តនមល lim
n

n
I

→+
 ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 
ក) េណ  

0
I   

គេមាន 
21

2
0 1

nx

n x

e
I dx

e

−

=
+

   

គបើ 0n =  គ ោះ 
21 1

0 2 2
0 0

1

1 1

x

x x

e
I dx dx

e e

−

−
= =

+ +
   

( )
( )

2
1 1

2

0 2 0
0

11 1
ln 1

2 1 2

x

x

x

d e
I e

e

−

−

−

+
 = − = − + +

  
2 2

0 2

1 1 2
ln 2ln

2 2 1

e e
I

e

−+
= − =

+
 

ខ)ទញរក 
1n n

I I
+
+  ជាអនវេមន៍នន n  

គេបាន 
( )2 1 21

1 2
0 1

n x nx

n n x

e e
I I dx

e

− + −

+

+
+ =

+
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( ) ( )

( )
( )

( )

2 1 2
1

2
0

1
2 11

2 1

0
0

1

1

2 1

n x x

x

n x
n x

e e
dx

e

e
e dx

n

− +

− +
− +

+
=

+

= =
− +





 

 គំោយ 
( )

( )

( )

2 1

1 2 1

1 1

2 1

n

n n n

e
I I

n e

+

+ +

 −
+ =  

+  
 

ដូចគនោះ 
( )

( )

( )

2 1

1 2 1

1 1

2 1

n

n n n

e
I I

n e

+

+ +

 −
+ =  

+  
 

េ) ស្រាយបញ្ជា ក់ថា ស្រេប់ 0x   គេបានវសិមភាព 
( )2 1 2 2

22 1 2

n x nx nx

x

e e e

e

− + − −

 
+

 

ស្រេប់ 0x   គេបាន 2 1xe   គ ោះ 2 22 1 2x xe e +   

2 2

1 1 1

2 1 2x xe e
  

+
 

ស្រេប់ 20 , 0nxx e−   គ ោះ 
2 2 2

2 22 1 2

nx nx nx

x x

e e e

e e

− − −

 
+

 

គ ោះ  
( )2 1 2 2

22 1 2

n x nx nx

x

e e e

e

− + − −

 
+

 ពិត 

ទញរកតនមលអមនន 
n

I  រចួកំណត់តនមល lim
n

n
I

→+
 

តាមសស្រមាយខាងគលើ គេមាន 
( )2 1 2 2

22 1 2

n x nx nx

x

e e e

e

− + − −

 
+

  

គយើងបាន 
( )2 1 2 21 1 1

2
0 0 02 1 2

n x nx nx

x

e e e
dx dx dx

e

− + − −

 
+

    

( )
( )

1 1

2 1 2

00

1 1

4 1 2

n x nx

n
e I e

n n

− + − −   −
+

 

 គំោយ 
( )

( )

2 1 21 1

4 1 4

n n

n

e e
I

n n

− + −− −
 

+
 

គោយ 
( )

( )

2 1 21 1
lim lim 0

4 1 4

n n

n n

e e

n n

− + −

→+ →+

− −
= =

+
 

ដូចគនោះ lim 0
n

n
I

→+
=  
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  ៩៤    គេគោយ ,p q  ជាពើរចំននួពិតគសេងគ្នា  ។ រកតនមលអតិបរមាននអនវេមន៍ 
2 2 2 22 2 2 2y x px p x qx q= − + + − +  ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 

គេោចសរគសរ ( ) ( )
2 22 2y x p p x q q= − + + − +  

គយើងតាងចំណវ ច ( ),M x p p−  និង ( ),N x q q− −  
គេបាន y OM ON MN= +   
សញ្ជា  ( )=  គកើតមានកាល  , ,M O N  រត់ស្រតង់គ្នា  

គ ោះគេបាន 
0 0 1

1
1 0

2
1

OMN
S x p p

x q q


= − =

− −

 

 គំោយ ( ) ( ) 0q x p p x q− − − − =  
             ( )p q x p q q p+ = +  

              
p q q p

x
p q

+
=

+
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

M

x p−

p

q−

x q−

N

0

y

x
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( ) ( )
22

min y MN x p x q p q= = − − + + +  

ដូចគនោះ ( ) ( )
22

min y p q p q= − + +  
 
  ៩៦   ក) ស្រាយបញ្ជា ក់ថា ln 1x x −  ចំគ ោះ 0x   ។ 

ខ) តាង 
1 2

i
i

n

nx
t

x x x
=

+ + +
  ដដល ( )0 , 1,2, ,

i
x i n =  ។ 

គោយគស្របើវសិមភាព ln 1x x −  ចូរស្រាយបញ្ជា ក់ថា 1 2
1 2
.n n

n

x x x
x x x

n

+ + +
  ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 
ក) ស្រាយបញ្ជា ក់ថា ln 1x x −  ចំគ ោះ 0x   
តាងអនវេមន៍ ( ) 1 ln , 0f x x x x= − −   

                   ( )
1 1

' 1
x

f x
x x

−
= − =  

( )' 0f x =  កាល  1x =  
តារងសញ្ជា គដរ ើគវ 

x  0                                          1                                    +  
( )'f x  −  +  

អនវេមន៍ ( )f x  មានអបបរបរមាស្រតង់ 1x =  ដដល ( )1 0f =  
គ ោះ ( ) ( )1 0f x f =  
       1 ln 0x x− −   
ដូចគនោះ ln 1x x −  

ខ) ស្រាយបញ្ជា ក់ថា 1 2
1 2
.n n

n

x x x
x x x

n

+ + +
  

គេមាន 0
i

x   គ ោះ 0
i
t   

តាមសស្រមាយខាងគលើ ln 1x x −  គយើងបាន 
1 1

2 2

ln 1

ln 1

....................

ln 1
n n

t t

t t

t t

 −

 −

 −

 

 គំោយ ( )1 2 1 2
ln ln ln

n n
t t t t t t n+ + +  + + + −  

            ( ) ( )1 2 1 2
ln .

n n
t t t t t t n + + + −  
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គ ោះ 
( )

( )1 21 2

1 2 1 2

.
ln 0

n

nn

n n

x x xn x x x
n n

x x x x x x

+ + +
 − =

+ + + + + +
 

       
( )

1 2

1 2

.
1

n

n
n

n

n x x x

x x x




+ + +
 

 គំោយ 1 2
1 2

n n
n

x x x
x x x

n

+ + +
   ពិត 

 
  ៩៧   េណ ោងំគតស្រកាលខាងគស្រកាម  

ក) 
2sin

3 1

π

x
π

x
I dx

−

 
=  

+ 
                    ខ) 1 sin

π

π

J xdx
−

= −  

េ) ( )
1

2

0

arcsinK x dx=   ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 

ក) 
2sin

3 1

π

x
π

x
I dx

−

 
=  

+ 
                     

គយើងបាន 
2 20

0

sin sin

3 1 3 1

π

x x
π

x x
I dx dx

−

= +
+ +

   

ចំគ ោះ 
20 sin

3 1x
π

x
dx

− +
  

តាង x t= −  គ ោះ dx dt= −  
0 0x t

x π t π

=  =


= − → =
 

គ ោះ ( )( )22 2 20

0 0 0

sinsin 3 sin 3 sin

3 1 3 1 3 1 3 1

t xπ π π

x t t x
π

t dtx tdt x
dx dx

−
−

− −
= = =

+ + + +
     

 គំោយ 
2 2

0 0

3 sin sin

3 1 3 1

xπ π

x x

xdx x
I dx= +

+ +
   

            ( )2

0 0

1
sin 1 cos2

2

π π

I xdx x dx= = −   

0

1 1
sin 2

2 2 2

π
π

I x x
 

= − =  
 

ដូចគនោះ 
2

π
I =  
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ខ) 1 sin
π

π

J xdx
−

= −  

គយើងបាន 1 sin 1 cos
2

π π

π π

π
J xdx x dx

− −

 
= − = + + 

 
   

2 cos
2 4

π

π

x π
J dx

−

 
= + 

 
  

ចំគ ោះ π x π−    គ ោះ 3

2 2 4 4

π x π π
−  +   

តាង 
2 4

x π
t = +  គ ោះ 

2

dx
dt =  

3

4

4

π
x π t

π
x π t


=  =


 = −  = −


 

3 3

4 2 4

4 4 2

2 2 cos 2 2 cos 2 2 cos

π π π

π π π

J t dt tdt tdt
− −

= = −    

   

   
3

2 4

4 2

2 2 sin 2 2 sin

2 2
2 2 1 2 2 1

2 2

4 2

π π

π πt t
−

= −

   
= + − −   

   

=

 

ដូចគនោះ 4 2J =  

េ) ( )
1

2

0

arcsinK x dx=    

តាង ( )
2

arcsinu x=  គ ោះ 
2

1
2arcsin

1
du x

x
= 

−
 

       dv dx=  គ ោះ v x=  

គយើងបាន ( )
112

20 0

2
arcsin arcsin

1

x
K x x x dx

x
= − 

−
  

                  
2 1

2
0

2
arcsin

2 1

π x
x dx

x

 
= −  
  −
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តាង arcsinu x=  គ ោះ 
21

dx
du

x
=

−
 

       
2

2

1

xdx
dv

x
=

−
 គ ោះ 22 1v x= − −  

1 11
2

2 00 0

2
arcsin 2 1 .arcsin 2

1

x
x dx x x dx

x
 = − − +

−
   

 1

0
2 | 2x= =  

ដូចគនោះ 
2

2
4

π
K = −  

 

  ៩៨    , ,x y z  ជាបើចំននួវជិ្ាមានគសទៀងផ្ទទ ត់ 
1

1, 5xyz x
z

= + =  និង 1
29y

x
+ =  ។ គេយក 

1 m
z

y n
+ =  ដដល m  និង n  ជាចំននួេត់វជិ្ាមានបឋមរវាងគ្នា  ។ េណ  m n+  ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 

គយើងបាន 
1 1 1

5 29
m

x y z
z x y n

   
+ + + =     

   
 

              
( ) ( )

1 1 1 1 145

145
1 29 5 1

m
xyz x y z

x y z xyz n

m m
x y z y z x

n n

+ + + + + + + =

 
+ + + + − + − + − + = 

 

 

 គំោយ 145
36

m m

n n
+ =  

             144
36

m

n
=  

គ ោះ 36 1

144 4

m

n
= =  

ដូចគនោះ 5m n+ =  
 

  ៩៩    គេគោយ ( ), ,a b c  ជាចគមលើយពិតននស្របព័នធសមើការ 

3

3

3

2

6

20

x xyz

y xyz

z xyz

 − =


− =


− =

 ។ 
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តនមលធំបំសវតដដលោចនន 3 3 3a b c+ +  ោចសរគសរជាទស្រមង់ m
n
 ដដល ,m n  ជាចំននួេត់វជិ្ាមានបឋម

រវាងគ្នា  ។ ចូររក m n+  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 

ស្របព័នធសមើការ 

3

3

3

2

6

20

x xyz

y xyz

z xyz

 − =


− =


− =

      ( )1  

តាមស្របព័នធសមើការ ( )1  គេទញបាន 3 3 18a c= −  និង 3 3 14b c= −  

គយើងបាន 
3 33 3 320 18 14c c c c= − −  −  

              ( )( )3 3 3 3320 18 13c c c c= − − −  

 គំោយ ( )( ) ( )
33 3 3 318 14 20c c c c− − = −  

            
9 6 3 9 6 3

6 3

32 252 60 1200 8000

28 948 8000 0

c c c c c c

c c

− + = − + −

− + =
 

ឬ 6 37 237 2000 0c c− + =  
គោោះស្រាយសមើការដឺគស្រកទើពើរដដលមានអគេរ 3c  គយើងបាន 

2
3 237 237 56000 237 13

14 14
c

 − 
= =  

គដើមបើបាន 3 3 3a b c+ +  ធំបំសវត គយើងយក 3 237 13 125

14 7
c

+
= =  

គ ោះ ( ) ( )3 3 3 3 3 3 3 125 151
18 14 3 32 3 32

7 7
a b c c c c c+ + = − + − + = − =  − =  

ដូចគនោះ 158m n+ =  
 
 ១០០  , , ,a b x y  ជាចំនួនពិតគសទៀងផ្ទទ ត់   

           
2 2

3 3

4 4

3,

7,

16,

42

ax by

ax by

ax by

ax by

+ =

+ =

+ =

+ =

 ។ 

ចូររក 5 5ax by+  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
គយើងពិនិតែគមើលដូចតគៅ 
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( )( ) ( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )

2 2

2 2 3 3

3 3 4 4 2 2

4 4 5 5 4 4

ax by x y ax by xy a b

ax by x y ax by xy ax by

ax by x y ax by xy ax by

ax by x y ax by xy ax by

+ + = + + +

+ + = + + +

+ + = + + +

+ + = + + +

 

គបើគយើងយក C x y= +  និង D xy=  ជំ្នសួចូលសមើការទងំបនួខាងគលើ គយើងបាន 

    

( )

5 5

3 7

7 16 3

16 42 7

42 16

C D a b

C D

C D

C ax by D

= + +


= +


= +
 = + +

 

តនមល 5 5ax by+ ជាប់ទក់ទិននឹង ,C D  
គយើងគោោះស្រាយបាន 14C = −  និង 38D = −  
ដូចគនោះ 5 5 20ax by+ =  
 
 ១០១  n  ជាចំនួនេត់វជិ្ាមាន គ ើយ d  ជាចំននួមានគលខមយួខទង់ (េិតកាវងស្របព័នធគគ្នល ១០) ។ រក n  

គោយដឹងថា 0. 25 25 25
810

n
d d d=  ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 
អងគខាងាត ជំាចំនួនទសភាេខបួ 
តាង 0. 25 25 25x d d d=  គ ោះ 25 1000 999d x x x= − =  

គេបាន 25

999

d
x =  

 គំោយ 25

810 999

n d
=  

            ( )3 43 .37. 2.3 .5. 25n d=  
គ ោះ ( )37 2.3.5. 25n d=  
គេសគងកតគ ើញថា 25d  មានពើរខទង់ចវងគស្រកាយេឺ 25  គ ោះ 25d  ស្រតូវដតជាព វេវណនន 25  

25d  ក៍ជាព វេវណនន 37  
ចំននួដតមយួេត់ដដលោចជាព វេវណនន 25  និង 37  េឺ 925  
 គំោយ 9d =  និង 750n =  
ដូចគនោះ 750n =  
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១០២  គេគោយ n  ជាចំននួេត់វជិ្ាមាន ។ តាង ( )p n  ជាសលេវណខទង់ដដលមិនសូនែនន n  ។ (គបើ n  
មានដតមយួខទង់ គ ោះ ( )p n  គសមើនឹងខទង់គ ោះ ) ។ គេតាង 

( ) ( ) ( )1 2 999S p p p= + + +  ។ រកកតាត បឋមធំបំសវតនន S  ។ 
គយើងយក ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 99T p p p p= + + + +  
   ( ) ( ) ( )1 2 9 1 2 3 9 45p p p+ + + = + + + + =  
គ ើយ ( ) ( ) ( )10 11 19 46p p p+ + + =  

         

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

20 21 29 2.46

30 31 39 3.46

.....................................................

90 91 99 9.46

p p p

p p p

p p p

+ + + =

+ + + =

+ + + =

 

គ ោះ ( )45 46 1 2 3 9 45 46.45 45.47T = + + + + + = + =  
គយើងបាន ( ) ( ) ( )1 2 99T p p p= + + +  

              

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

101 102 199

2 201 202 299

.......................................................

9 901 902 999

T p p p

T p p p

T p p p

= + + +

= + + +

= + + +

 

 គំោយ ( ) ( ) ( )100 200 900 2 9S p p p T T T= + + + + + + +  

            
( ) ( )1 2 3 9 1 2 3 9

45 46

45 46.45.47

S T

S T

S

= + + + + + + + + +

= +

= +

 

គ ោះ 45.2163 45.21.103S = =  
ដូចគនោះ 103ជាកតាត បឋមធំបំសវតនន S  
 
១០៣   ស្វ ើតធរណើ មាស្រតអននតតមួួយមានសលបូកតគួសមើ 2005 ។ ស្វ ើតធរណើ មាស្រតអននតតេួមើមួយស្រតូវបាន
បគងកើតគោយយកតនួនស្វ ើតមវនគលើកជាកាគរ គ ើយសលបូកតេួមើគសមើ 10  ដងននសលបូកស្វ ើតគដើម។ សលគធៀបរមួ

ននស្វ ើតគដើមោចសរគសរជាទស្រមង់ 
m

n
 ដដល ,m n  ជាចំននួេត់វជិ្ាមានបឋមរវាងគ្នា  ។ ចូររក m n+  ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 
តាង a  ជាតដំួបូងននស្វ ើតគដើម គ ើយ r  ជាសលគធៀបរមួដដល 1r   

សលបូកតនួនស្វ ើតគដើម 2005
1

a

r
=

−
  ( )1  
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សលបូកតនួនស្វ ើតេមើ 
2

2
20050

1

a

r
=

−
   ( )2  

តាម ( )1  និង ( )2  គយើងបានសមើការ 
( )

22

2

2005 1
20050

1

r

r

−
=

−
 

 គំោយ ( ) ( ) ( )( )
2 22005 1 10 1 10 1 1r r r r− = − = − +  

             
( ) ( )2005 1 10 1

2015 1995

1995 399

2015 403

r r

r

r

− = +

=

= =

 

គោយ ( )gcd 399,403 1=  គ ោះ 399, 403m n= =  
ដូចគនោះ 802m n+ =  
 

 ១០៤  រកចំននួេត់ដដលគៅជិ្ត 
10000

2
3

1
1000

4n n= −
  បំសវត ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 

គយើងមាន 2

1

4 2 2

A B

n n n
= +

− − +
 ដដល 3n   

             
( ) ( )

( ) ( )

2 1 1

2 2 1

A n B n

A B n A B

+ + − =

+ + − =
 

គ ោះ 
0

2 2 1

A B

A B

+ =


− =
 

 គំោយ 1 1
,

4 4
A B= = −  

គយើងបាន 
10000 10000

2
3 3

1 1 1 1
1000 1000

4 4 2 2n nn n n= =

 
=  − 

− − + 
   

             

10000 10000

3 3

1 1
250

2 2

1 1 1 1 1 1 1
250 1

2 3 9998 5 6 7 10002

n nn n= =

 
= − 

− + 

 
= + + + + − − − − 

 

 

 

             1 1 1 1 1 1 1
250 1

2 3 4 9999 10000 10001 10002

 
= + + + − − − − 
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25 1 1 1 1
250

12 9999 10000 10001 10002

1 1 1 1
520.83 250

9999 10000 10001 10002

 
= − − − − 

 

 
= − + + + 

 

 

គោយគ តវថា 1 1 1 1 1
250

9999 10000 10001 10002 10

 
+ + +  

 
 

គ ោះ 
10000

2
3

1
1000 250.5

4n n=


−

  

ដូចគនោះ 251 ជាចំននួេត់ដដលគៅជិ្ត 
10000

2
3

1
1000

4n n= −
  បំសវត 

 
 ១០៥  គបើគេបដនថម k  គៅគលើចំននួ 36,300,596  គេនិងទទលួបានចំននួេមើចំនួនបើដដលជាកាគរននបើតបួនត
គ្នា ននស្វ ើតនព្នតមយួ ។ រកតនមល k  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 

តាមសមមតិកមម គយើងោចសរគសរបានថា 

( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

36 1

300 2

596 2 3

k a

k a d

k a d

 + =


+ = +


+ = +

 

យក ( ) ( ) 22 1 : 2 264ad d− + =  
យក ( ) ( ) 23 1 :4 4 560ad d− + =  
 គំោយ 22 32d =  
គ ោះ 4d =   និង 31a =   
គេបាន 236 961k a+ = =  
ដូចគនោះ 925k =  
 
 ១០៦  m  ជាចំនួនេត់វជិ្ាមាន ។ 

0 1
, , ,

m
a a a  ជាស្វ ើតននចំនួនពិតដដល 0 1

37, 72a a= =

, 0
m

a =  និង 1 1

3
k k

k

a a
a

+ −
= −  ចំគ ោះ 1,2, , 1k m= −  ។ ចូររក m  ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 

គយើងមាន 0
m

a =  គ ោះ 2

1

3
m

m

a
a

−

−

=  

 គំោយ 
1 2

3
m m

a a
− −

=   ( )1  
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គ ើយ 1 3

2

3
m m

m

a a
a

− −

−

= −  គ ោះ 
1 2 2 3

3
m m m m

a a a a
− − − −

= −    ( )2  

តាម ( )1  និង ( ) 2 3
2 : 6

m m
a a

− −
=    ( )3  

គ ើយ 2 4

3

3
m m

m

a a
a

− −

−

= −  គ ោះ 
2 3 3 4

3
m m m m

a a a a
− − − −

= −    ( )4  

តាម ( )3  និង ( ) 3 4
4 : 9

m m
a a

− −
=  

គយើងោចទញសនាិោធ នថា 1
3

m k m k
a a k

− − −
=  ចំគ ោះស្រេប់ចំនួនេត់វជិ្ាមាន k  

គយើងយក 1k m= −  គ ោះ ( )1 0
3 1a a m= −  

 គំោយ ( )3 1 37.72m− =  
ដូចគនោះ 888m =  
 

 ១០៧  គេគោយ ( )( )
5

1 sin 1 cos
4

t t+ + =  និង ( )( )1 sin 1 cos
m

t t k
n

− − = −  ដដល 

,k m  និង n  ជាចំនួនេត់វជិ្ាមាន គ ើយ ,m nបឋមរវាងគ្នា  ។ ចូររក k m n+ +  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
តាង m

α k
n

= −  
គយើងមាន ( )( )

5
1 sin 1 cos

4
t t+ + =  

              5
1 sin cos sin cos

4
t t t t+ + + =  

             ( )( )1 sin 1 cost t α− − =  
             1 sin cos sin cost t t t α− − + =  
 គំោយ 5

2 2sin cos
4

t t α+ = +   ( )1  
មយ៉ាងគទៀត ( )( )( )( )

5
1 sin 1 cos 1 sin 1 cos

4
t t t t α+ + − − =  

              
( )( )2 2

2 2

5
1 sin 1 cos

4

5
cos sin

4

t t α

t t α

− − =

=

 

គ ោះ 5
sin cos

2

α
t t =    ( )2  
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គេ
អ 

តាម ( )1  និង ( )2  គយើងបាន 
5

2 5
4

α α+ = +  
ឬ  

2
3

5
4

α α
 

= − 
 

 
    2 13 9

0
2 16

α α− + =  
គយើងទញបាន 

13
10

4
α = −  

 គំោយ 13, 4, 10m n k= = =  
ដូចគនោះ 27k m n+ + =  
 

១០៨    គេគោយ 

44
0

1

44
0

1

cos

sin

n

n

n

x

n

=

=

=



 ។ រកចំននួេត់ធំបំសវតដដលមិនធំជាង 100x  ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 

គយើងមាន 
( )

44 89 44
00 0

1 46 1

44 44 44
0 0 0

1 1 1

cos sin sin 45

sin sin sin

n n n

n n n

n n n

x

n n n

= = =

= = =

+

= = =
  

  
 

ដត ( ) ( )
0 0 02

sin 45 sin cos
2

n n n+ = +  

( ) ( )
( )

44 4444
0 00 0

1 11

44 44
0 0

1 1

22
sin cossin cos

222 1
2sin sin

n nn

n n

n nn n

x x

n n

= ==

= =

++

 = = = +
 

 
 

គ ោះ 2 1x x= +  

 គំោយ 1
2 1 2.414

2 1
x = = + 

−
 

គ ោះ 100 241.4x   
ដូចគនោះ ចំនួនេត់ដដលមិនធំជាង 100x  េឺ 241 
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១០៩       ជាចំនួនកវំសលិចមួយដដលមានដសាកនិមមិត 164  គ ើយ n  ជាចំននួេត់វជិ្ាមានមយួដដល

4
z

i
z n

=
+

 ។ ចូររក n  ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 
តាង 164z a i= +   ដដល a  ជាចំននួពិត 
គយើងបាន 164a i z+ =  

              
( )

( )

( )

164 4

164 4 164

164 656 4

a i i z n

a i i a n i

a i i a n

+ = +

+ = + +

+ = − + +

 

គេទញបាន 656a = −  និង ( )164 4 a n= +  
ដូចគនោះ 697n =  
 
 ១១០ គេគោយ ( ) 3 2

0
313 77 8P x x x x= + − −  ។ ចំគ ោះចំននួេត់ 1n   គេកំណត់ 

( ) ( )1n n
P x P x n

−
= −  ។ រកគមេវណនន x  គៅកាវង ( )20

P x  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
គយើងមាន ( ) ( )1n n

P x P x n
−

= −  
              ( ) ( )20 19

20P x P x= −  

                           

( )( )

( )( )

( )( )

( ) ( ) ( )

18

17

0

3 2

20 19

20 19 18

.

.

.

20 19 18 2 1

210 313 210 77 210 8

P x

P x

P x

x x x

= − −

= − − −

= − + + + + +

= − + − − − −

 

គដើមបើរកគមេវណនន x  គយើងគស្របើគទ្ធាញូតវន 
គមេវណនន x  គៅកាវងព ល ត ( )

3
210x −  េឺ ( )

2
3 210−  

គមេវណនន x  គៅកាវងព ល ត ( )
2

210x −  េឺ 2.201−  
គមេវណនន x  គៅកាវង ( )20

P x  េឺ ( )
2

3 210 2.313.210 77 763− − − =  
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 ១១១  តាង P  ជាសលេវណននរសឹមិនពិតននសមើការ 4 3 24 6 4 2005x x x x− + − =  ។ 
ចូរកំណត់ P   ។  
សំគ្នល់ P    តាងគោយចំនួនេត់ធំបំសវតដដលតូចជាងឬគសមើ P  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
គមេវណននព វធា ( ) 4 3 24 6 4p x x x x x= − + −  េឺ 1, 4,6, 4− −  
ចំននួទងំគនោះជាគមេវណគទ្ធា 

4

k

 
 
 

 ចំគ ោះ 0,1,2,3k =  
គយើងបាន ( ) ( )

44 3 21 4 6 4 1 1p x x x x x x+ = − + − + = −  
រសឹមិនពិតដដលស្រតូវរក ជារសឹននសមើការ ( )

4
1 2006x − =  

គយើងតាង 1y x= −  គ ោះ 4 2006y =  
y  ទងំបនួដដលគសទៀងផ្ទទ ត់សមើការេឺ 4 4

2006 2006y i=    
 គំោយ 4

1 2006x =   និង 4
1 2006x i=   

គយើងបាន ( )( )4 4
1 2006 1 2006 1 2006P i i= + − = +  

គោយ 40 1600 2006 2500 50=   =  
គ ោះ 44 1936 2006 2025 45=   =  
       45 1 2006 46 +   
ដូចគនោះ 45P =    
 
 ១១២   គេគោយ ( ) 3 2P z z az bz c= + + +  ដដល , ,a b c  ជាចំននួពិត ។ ω  ជាចំននួកវំសលិចមយួ
ដដលគធ្ើគោយរសឹទងំបើនន ( )P z  មានតនមល 3 , 9ω i ω i+ +  និង 2 4ω−  ដដល 2 1i = −  ។ ចូររក 
a b c+ +  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
តាង ω u vi= +  ដដល ,u v  ជាចំនួនពិត 
គយើងបាន ( ) ( ) ( )3 9 2 4 4 12 4a ω i ω i ω i ω= − + + + + − = − −       ( )1  
              

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )2

3 9 9 2 4 2 4 3

5 8 36 48 27 2

b ω i ω i ω i ω ω ω i

ω ω ωi i

= + + + + − + − +

= − + − −
 

តាម ( )1 : 3v = −  
យក 3ω u i= −  ជំ្នសួចូល ( )2  គយើងបាន 
       ( ) ( ) ( )

2
5 3 8 3 36 3 48 27b u i u i u i i i= − − − + − − −  
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គោយ b  ជាចំនួនពិតគ ោះ 6 24 0u − =  
គ ោះ 4u =  
គេបាន 4 3w i= −  
រសឹទងំបើនន ( )P z  រមួមាន 

1 2
4, 4 6r r i= = +  និង 

3
4 6r i= −  

         
( )

( )

1 2 3

1 2 2 3 3 1

1 2 3

12

84

208

a r r r

b r r r r r r

c r r r

= − + + = −

= + + =

= − = −

 

ដូចគនោះ 136a b c+ + =  
 
១១៣    រកស្រេប់ចំននួពិត ,x y  និង z  ដដលគសទៀងផ្ទទ ត់ ( ) ( )1 12, 1 4x yz y zx+ = + =  និង 
( )1 4z xy+ =  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
គយើងមាន ( )1 12x yz+ =  ( )1  

              
( ) ( )

( ) ( )

1 4 2

1 4 3

y zx

z xy

+ =

+ =
 

គយើងបាន 4xz xyz xy xyz+ = + =  
              ( ) 0x y z− =  
គបើ 0x =  គ ោះតាម ( )2  0 4=  មិនពិត 
គបើ y z=  គ ោះតាម ( ) ( ) 21 : 1 12x z+ =  និង ( )1 4z zx+ =  
 គំោយ 3 2 8 12 0z z z+ − − =  
             ( )( )

2
3 2 0z z− + =  

ដូចគនោះ ( )
1

, , ,3,3
3

x y z
 

=  
 

 និង ( ) ( ), , 2, 2, 2x y z = − −  

 
 ១១៤   ស្រតើគកាណ ABC  សថិតគៅកាវងបលង់កាគតសែង់ មានស្រកឡានសទ 70  ។ កូអរគោគនចំណវ ច ( )12,19B  
និងចំណវ ច ( )23,20C  គ ើយចំណវ ច ( ),A p q  ។ ប ទ ត់មយួស្រតួតគលើគមដយនននស្រជុ្ង BCមានគមេវណ
ស្របាប់ទិសគសមើ 5−  ។ រកតនមលធំបំសវតដដលោចនន p q+  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 

ចំណវ ចក ត ល BC  េឺ 35 39
,

2 2
I
 
 
 

 

តាង ( )l  ជាប ទ ត់ដដលកាត់តាមចំណវ ច I  
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សមើការប ទ ត់ ( )
39 35

: 5
2 2

l y x
 

− = − − 
 

 

                            5 107y x= − +  
គេបានកូអរគោគនចំណវ ច ( ) ( ), , 5 107A p q A p p= − +  
 
 
 
         
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
គយើងបគងកើតស្រតើគកាណេមើគោយរកិំលកំពូល B  មកគៅចំេល់តស្រមុយ 
ស្រតើគកាណេមើ ' ' 'A B C  មានកំពូល ( ) ( )' 12, 5 88 , ' 0,0A p p B− − +  និង ( )' 11,1C  

( )' ' '

1 1
12 11 5 88 56 980

2 2
A B C ABC

S S p p p
 

= = − − − + = −  

 គំោយ 1 56 980 70
2

p − =  

គ ោះ 56 980 140p − =   
គបើ 20p =  គ ោះ 4 20 107 27p q+ = −  + =  
គបើ 15p =  គ ោះ 4 15 107 47p q+ = −  + =  
ដូចគនោះ តនមលធំបំសវតដដលោច 47p q+ =  
 
 
 
 
 

( ),A p q

( )23,20C

( )12,19B
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 ១១៥   រង្ង់ចារកិកាវងស្រតើគកាណ ABC  ប៉ាោះស្រជុ្ង AB  ស្រតង់ P  និងមានកាគំសមើ 21 ។ គេគោយ 
23AP =  និង 27PB =  ។ រកបរមិាស្រតននស្រតើគកាណ ABC  ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 
តាង O  ជាសចិតរង្ង់ចារកិកាវង 
       Q  និង R  ជាចំណវ ចប៉ាោះរវាងរង្ង់នឹងស្រជុ្ង ,AC BC  គរៀងគ្នា  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
តាង x CQ=  
       23AP AQ= =   (ប ទ ត់ប៉ាោះេូសគចញពើចំណវ ច A ដតមយួ) 
       27BP BR= =    (ប ទ ត់ប៉ាោះេូសគចញពើចំណវ ច B ដតមយួ) 
       CQ CR x= =      (ប ទ ត់ប៉ាោះេូសគចញពើចំណវ ច C ដតមយួ) 
បរមិាស្រតស្រតើគកាណ ABC  េឺ ( )2 2. 23 27 100 2p x x= + + = +  
តាមរូបមនតគ រ ៉ាវង 
      

( )( )( ) ( )( )( ) ( )23 27 23 27 50 27 23 1
ABC

S p p x p x p x x


= − − − − − − = +  
មយ៉ាងគទៀត 

ABC AOC BOC AOB
S S S S
   

= + +  

                         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

21 23 27 23 27 21. 50 2
2

x x x= + + + + + = +    

តាម ( )1  និង ( )2  គយើងបាន ( )( )( ) ( )50 27 23 21 50x x x+ = +  

 គំោយ 245

2
x =  

ដូចគនោះ បរមិាស្រត 2 100 245 345p = + =  
 
 

A BP

21Q

C

R

23 27
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 ១១៦    គេគោយស្វ ើត  n
a  កំណត់គោយ 

1 2
1a a= =  និង 

1 2
7 , 3

n n n
a a a n

− −
= −   ។ ស្រាយ

បញ្ជា ក់ថា 
1

2
n n

a a
+

+ +  ជាកាគរស្របាកដចំគ ោះស្រេប់ចំននួេត់វជិ្ាមាន n  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 

សមើការសំគ្នល់ 2 7 1 0λ λ− + =  មានរសឹ 
2

1

7 45 3 5

2 2
λ

 + +
= =  

 
 និង 

2

2

7 45 3 5

2 2
λ

 − −
= =  

 
 

គយើងបាន 1 1 2 2

n n

n
a C λ C λ= +  

គបើ 1 1 2 2
1 1n C λ C λ=  = +  

គបើ 2 2

1 1 2 2
2 1n C λ C λ=  = +  

( ) ( )1 2 1 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2
2 2n n

n n
a a λ C λ λ λ C λ λ− −

+
+ + = + + + +  

                       

1 1

1 2

1 12 2

21 1

2

2

3 5 3 5
2

2 2

3 5 3 5

2 2

n n

n n

n n

n

λ λ

x

− −

− −

− −

= + +

      + −
   = + +   
         

    + −
 = + =   
     

 

ដដល 
1 1

3 5 3 5

2 2

n n

n
x

− −

   + −
= +   
   

 ជាចគមលើយននស្វ ើត  n
x  ននចំននួេត់ 

1 2 1 2
2, 3, 3 , 3

n n n
x x x x x n

− −
= = = −   

ដូចគនោះ 
1

2
n n

a a
+

+ +  ជាកាគរស្របាកដចំគ ោះស្រេប់ចំននួេត់វជិ្ាមាន n   
 
 ១១៧   តាង I  ជាសចិតរង្ង់ចារកិកាវងស្រតើគកាណ ABC  ។ រង្ង់សចិត I  ប៉ាោះស្រជុ្ង ,AB BC  និង AC  គរៀង
គ្នា ស្រតង់ចំណវ ច ,D E  និង F  គរៀងគ្នា  ។ ប ទ ត់ EF  ស្របសព្ជាមួយប ទ ត់ ,AI BI  និង DI  គរៀងគ្នា ស្រតង់
ចំណវ ច ,M N  និង K  ។ ស្រាយបញ្ជា ក់ថា . .DM KE DN KF=  ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
ចំណវ ច , ,I D E  និង B  គៅគលើរង្ង់ដតមយួ  

090AID IAD = −  
090MED FDA IAD = = −  

គ ោះ AID MED =  គ ើយចំណវ ច , ,I D E  និង M  គៅគលើរង្ង់ដតមយួ 
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 គំោយស្របាចំំណវ ច , , ,I D B E  និង M  គៅគលើរង្ង់ដតមយួ និង 090IMB IEB = =  
គ ោះ AM BM⊥  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ដូចគ្នា ដដរ , , ,I D A N  និង F  គៅគលើរង្ង់ដតមយួគ ើយ BN AN⊥  
យក G  ជាចំណវ ចស្របសព្រវាង AN  និង BM  
I  ជាអរតូសង់នន GAB  គ ើយ ID AB⊥ គ ោះចំណវ ច ,G I  និង D  កូលើគនដអ រគ្នា  
គោយចំណវ ច , ,G N D  និង B  គៅគលើរង្ង់ដតមយួ គ ោះ ADN G =  
ដូចគ្នា ដដរ BDM G =  គ ោះ DK  ពវោះមវំ MDN  

    តាមស្រទឹសតើកនលោះប ទ ត់ពវោះមវំ 
DM KM

DN KN
=    ( )1  

ចំណវ ច , ,I D E  និង M  គៅគលើរង្ង់ដតមយួ គ ើយ , ,I D N  និង F គៅគលើរង្ង់ដតមយួ 
គេបាន . . .KM KE KI KD KF KN= =  

 គំោយ ( )2
KM KF

KN KE
=  

តាម ( )1  និង ( )2 :
DM KF

DN KE
=  

គ ោះ . .DM KE DN KF=  ពិត 
 
 
 
 
 

A D B

G

N

I

F

K

E

C

M
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 ១១៨   គេគោយ , ,x y z  ជាចំនួនេត់វជិ្ាមានដដលគសទៀងផ្ទទ ត់ 1 1 1

x y z
− =  ។ តាង h  ជាតដួចករមួធំបំសវត

នន , ,x y z  ។ ស្រាយបញ្ជា ក់ថា hxyz  និង ( )h y x−  ជាកាគរស្របាកដ ។ 
ដំគ ោះស្រាយ 
តាង , ,x ha y hb z hc= = =  ដដល , ,a b c  ជាចំនួនេត់វជិ្ាមានគ ើយ ( )gcd , , 1a b c =  
យក ( )gcd ,a b g=  គ ោះ ', 'a ga b gb= =  ដដល ', 'a b  ជាចំនួនេត់វជិ្ាមានដដល 

( ) ( ) ( )gcd ', ' gcd ' ', ' gcd ', ' ' 1a b a b b a a b= − = − =  

គយើងបាន 
1 1 1

a b c
− =  

             
( )

( )' ' ' '

c b a ab

c b a a b g

− =

− =
 

គេទញបាន |g c  និង ( )gcd , , 1a b c g= =  
គោយ ( )gcd , 1a b =  និង ( )gcd , 1b a ab− =  
គ ោះ 1b a− =  និង c ab=  

គយើងបាន ( )
24 2hxyz h abc h ab= =  និង ( ) 2h y x h− =  

ដូចគនោះ hxyz  និង ( )h y x−  ជាកាគរស្របាកដ 
 
 ១១៩    គេតាង x    តាងគោយដសាកេត់នន x  និង  x  ជាដសាកទសភាេនន x  ។ ឧទ រណ៍ 

2.1 1=    និង   0.1x =  ។ 
សំគ្នល់ ៖  0 1x   , 1x x x−      និង 1x x x  +        ។ 
ចូរស្រាយបញ្ជា ក់លកខណៈខាងគស្រកាម 
ក) , ,x n x n x R n Z+ = +            
ខ) 1x y x y x y+  +  + +                    

េ) 
0 ,

1,

x Z
x x

x Z


+ − =       

− 
 

 ) , ,
x x

x R n Z
n n

      =         
 

ង) 1
2 ,

2
x x x x R
 
+ = −         

 

ច) 2 2 , , 0x y x y x y x y+  + + +                      
ដំគ ោះស្រាយ 
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ក) , ,x n x n x R n Z+ = +            
តាង x a=    គ ោះ x a t= +  ដដល 0 1t   និង a Z  

( )1x n a n+ = +    
( )x n a t n a n t+ = + + = + +  

 គំោយ ( ) ( )2x n a n t a n+ = + + = +       
តាម ( )1  និង ( )2 : , ,x n x n x R n Z+ = +            
ខ) 1x y x y x y+  +  + +                    
គេមាន    x y x x y y+ = + + +              
                            x y x y= + + +          
គោយ    1, 0 1o x y     គ ោះ    0 2x y +   
 គំោយ ( )1 1x y x y+  + +            
តាង ( )f x x=     ជាអនវេមន៍មិនចវោះ និង 1y y y  +        
គយើងបាន ( ) ( )1 1 2x y x y x y x y x y + = +  +  + + = + +                                
តាម ( )1  និង ( )2 1x y x y x y+  +  + +                    

េ) 
0 ,

1,

x Z
x x

x Z


+ − =       

− 
 

▪ គបើ x m Z=   គេបាន ,x m m x m m= = − = − = −                 
 គំោយ 0x x+ − =        
▪ គបើ x Z  គេបាន x m h= +  ដដល 0 1h   

( )1 1x m h− = − − + −  ដដល 0 1 1h −   
( ), 1 1 1x m h m x m h m= + = − = − − + − = − −               

គ ោះ 1x x+ − = −        

ដូចគនោះ 
0 ,

1,

x Z
x x

x Z


+ − =       

− 
 

 ) , ,
x x

x R n Z
n n

      =         
 

តាង x
m

n

 
=  

 គ ោះ 1
x

m m
n

  +  

( )1mn x m n   +  
( ) ( )1 ,mn x m n m n Z   +     
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គេបាន 1
x

m m
n

    +  គ ោះ ( )1
x

m
n

    = 
 

 

មយ៉ាងគទៀត  x x x= +    ដដល  0 1x   
គ ើយ x mn r= +     ដដល 0 1r n  −  

គេបាន  
( )2

r xx
m m

n n

+  
= + =     

 

តាម ( )1  និង ( )2  គយើងបាន , ,
x x

x R n Z
n n

      =         
 

ង) 1
2 ,

2
x x x x R
 
+ = −         

 

ករណើ ទើ ១  
1

2
x   គ ោះ 1

, 2 2
2

x x x x
 

+ = =            
 

 គំោយ 1
2

2
x x x
 

+ = −        
 ពិត 

ករណើ ទើ ២  
1

2
x   គ ោះ 1

1, 2 2 1
2

x x x x
 
+ = + = +            

 

 គំោយ 1
2

2
x x x
 

+ = −        
 ពិត 

ច) 2 2 , , 0x y x y x y x y+  + + +                      
តាង α  និង β  ជាដសាកទសភាេនន x  និង y  
គ ោះ ,x x α y y β= + = +        
ករណើ ទើ ១ 1α β+   គ ោះ x y x y+ = +            និង 2 2 , 2 2x x y y= =                
 គំោយ 2 2 2 2x y x y+  +                ពិត 
ករណើ ទើ ២ 1 2α β +   គ ោះ 1x y x y+ = + +            
គោយ 2 2 2α β +  គ ោះកាវងចំគ ម 2 ,2α β  មានមយួធំជាង 1 
កំណត់យក 2 1α   គ ោះ 2 2 1α α= +         គ ើយ 2 2y y=        
 គំោយ  2 2 , , 0x y x y x y x y+  + + +                      ពិត 
ចំទ េះដឹង ន្នែម  
ចំគ ោះចំនួនពិត x  មានចំនួនេត់ n  មយួដដល 1n x n  +  
n  គៅថាដសាកេត់នន x  ឬ floor function ដដលកំណត់សរគសរ x n=    
សលសង x x−     គៅថាដសាកទសភាេនន x  ដដលកំណត់គោយ  x x x= −     
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ចំននួេត់ 1x +    គៅថា Ceiling function ដដលតំ ងគោយ x    
ឧទ រណ៍  3.9 4, 3.9 .1− = − − =    និង 3.9 3− = −    
លកខណៈ  

ក) គបើ a  និង b  ជាចំនួនេត់ គ ើយ 0b   និង q  ជាសលដចកគពល a  ដចកនឹង b  គ ោះ a
q

b

 
=   

 ។ 

ខ) ចំគ ោះចំននួពិតវជិ្ាមាន x  និងចំននួេត់ n  ។ ចំននួព វេវណវជិ្ាមាននន n  ដដលមិនធំជាង x  េឺ x

n

 
  

 

។ 
 
១២០    ចូររកចំននួេត់វជិ្ាមាន n  និងមវំស្រសួចទងំបើននស្រតើគកាណ ABC  គបើគេមានសមភាព 

( )2020 2020 2020
3 3 1 6060

tan tan tan
2018

n n n
n

A B C
− +

+ + =  ។ 

ដំគ ោះស្រាយ 
គោយមវំទងំបើ , ,A B C  ជាមវំស្រសួច គ ោះ tan 0, tan 0A B   និង tan 0C   

គយើងមាន 3

tan tan tan tan .tan .tan

tan tan tan 3 tan .tan .tan

A B C A B C

A B C A B C

+ + =


+ + 
 

tan .tan .tan 3 3A B C             ( )1  
តាមវសិមភាពកូសវើ គយើងបាន  
        

( ) ( ) ( )
2020 2020 2020 60606060tan tan tan 3 tan .tan .tan 3 3 3 2

nn
n n nA B C A B C+ +    

តាមវសិមភាព Bernoulli គយើងបាន 

             ( ) ( ) ( )606060603 3 3 3 1 3 3 1 3 1 3 3 1
6060

nn
n  = + −  + −    

 

                                  
( )3 3 1 6060

2020

n − +
=     ( )3  

តាម ( )2  និង ( )3  គយើងបាន 

    
( )2020 2020 2020
3 3 1 6060

tan tan tan
2018

n n n
n

A B C
− +

+ +    
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តាម ( )1 ( ), 2  និង ( )3  សមភាពគកើតមាកាល  
1

6060

tan tan tan

n

A B C


=


 = =

 

6060

3

n

π
A B C

=


 
= = =

 

ដូចគនោះ 6060,
3

π
n A B C= = = =  

 
 
 
 

ដំណឹងសិក្សា 
ទយើងខ្ញំមានក្រុមក្គូ ទក្ងៀនន្ដលទទួល ទក្ងៀនសិស្សដល់ផ្ទេះទៅរាជធានីភ្នំទេញក្គ ់មុខវិជាជ្េី
ថ្ន្រ់ទី ៧ដល់ថ្ន្រ់ទី ១២ រនញងតម្មៃសមរម្យ ។ រមមវិធី ទក្ងៀនមានដូចជាទក្តៀមក្ លងសញ្ញ្ 
ក្ត ឋមភ្ូមិ សញ្ញ្ ក្តមធ្យមសិរ្ាទុតិយភ្ូមិ(បារ់ឌុ ) អាហារូ ររ ៍ ទក្តៀមក្ លងទេទ្យ 
ទក្តៀមក្ លងគយនិង  ទក្តៀមក្ លងសិស្សេូន្រ ទំនារ់ទំនងសិរ្ាតាមរយៈទលខទូរស័េទ  

098 35 92 94 ឬ 092 42 83 25! 
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លំហាត់ស្រាវស្រាវតស្រតៀមស្របលង 
លហំាតទ់្យី ០១៖ គេគោយ 2 2 2

1 2
1

n
a a a+ + + =  ។ ស្រាយបញ្ជា ក់ថា 

1 2 2
2 3 1

n
aa a

n
+ + + 

+
 ។ 

លហំាតទ់្យី ០២៖ បង្វា ញថាចំគ ោះស្រេប់ចំនួនេត់វជិ្ាមាន n  2, 2 12n n+ +  មិនដមនជាព វ
េវណនន 121 គទ ។ 
លហំាតទ់្យី ០៣៖ ស្រាយបញ្ជា ក់ថាសមើការ 3 3 311x y+ =  គ្នម នចគមលើយជាចំនួនេត់ ,x y  
គទ។ 
លហំាតទ់្យី ០៤៖ , ,a b c  are the three sides of triangle ABC . , ,

A B C
l l l  are the three 

angle bisectors of ABC . Prove that 3 3A B B C C A
l l l l l l

c a b

+ + +
+ +  . 

លហំាតទ់្យី ០៥៖ Let , ,
a b c

m m m  be the medians of a triangle ABC . R  is the radius of 

the circumscribe circle of triangle ABC . Prove that 

327

8
a b c

R
m m m  . 

លហំាតទ់្យី ០៦៖  ចំណវ ច M  និង N  គៅគលើអវើប៉ាូគតនវសននស្រតើគកាណដកង ABC  ដដល 
BC BM=  និង AC AN=  ។ ស្រាយបញ្ជា កថ់ា 045MCN =  ។ 
លហំាតទ់្យី ០៧៖  Find all integers , ,a b c  for which 

( )( ) ( )( )10 1x a x x b x c− − + = + +  for all x . 

លហំាតទ់្យី ០៨៖ Find the smallest prime factor of 
303 101101 303+ . 

លហំាតទ់្យី ០៩៖ រកស្រេប់ចំនួនេត់ , ,x y z  ដដល ( )2 2 2 2 1x y z yz+ + = +  និង 
4018x y z+ + =  ។ 

លហំាតទ់្យី ១០៖ គេគោយ ABCDE  ជាបញ្ច គកាណគបា៉ា ងដដលមាន 1AB AE CD= = =  
និង 090ABC DEA = =  គ ើយ 1BC DE+ =  ។ ចូរេណ ស្រកឡានសទបញ្ច គកាណ ។ 
លហំាតទ់្យី ១១៖ ចូររកគោយគធ្ើសស្រមាយបញ្ជា ក់ស្រេប់ចគមលើយននសមើការ 2 ! ! !n a b c= + +  ។ 
លហំាតទ់្យី ១២៖ Let ABC  be a triangle with sides , ,BC CA AB  of length , ,a b c

respectively. Let ,D E  be the midpoints of the sides ,AC AB  respectively. Prove that 

BD  is perpendicular to CE  if, and only if 
2 2 25b c a+ = . 

លហំាតទ់្យី ១៣៖ គេគោយ 
1 2
, , ,

n
x x x  និង 

1 2
, , ,

n
y y y  ជាចំនួនពិតគសរ ើ(ចំនួនពិត

 មួយក៍បាន) ដដលគសទៀងផ្ទទ ត់ 2 2 2

1 2
1

n
x x x+ + + =  និង 2 2 2

1 2
1

n
y y y+ + + =  ។ 
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បង្វា ញថា ( )
2

1 2 2 1
1

2 1
n

k k
k

x y x y x y
=

−  −   រចួរកលកខខណឌ ចាបំាច់ និងស្រេប់ស្រគ្នន់គដើមបើគោ

យសមភាពគកើតគ ើង។ 
លហំាតទ់្យី ១៤៖  រង្ង់ 

1 2 3 4
, , ,C C C C  មានអងកត់សចតិ , , ,AB AC CD DB  គរៀងគ្នា  ។ បរ ិ

មាស្រតរង្ង់ 
1

C  េឺ 2016 ។ េណ សលបូកបរមិាស្រតរង្ង់ទងំបួន ។ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

  
លហំាតទ់្យី ១៥៖  , ,a b c  ជាចំនួនេត់វជិ្ាមានដដលគសទៀងផ្ទទ ត់ 

                              
144

209

221

ab ac

ab bc

ac bc

+ =

+ =

+ =

 

រកតនមលនន 2 2 2a b c+ +  ។ 
លហំាតទ់្យី ១៦៖ គៅកាវងស្របមាណវធិើខាងគស្រកាម អកេរគសេងគ្នា តំ ងគោយគលខគសេងគ្នា ។ 
គតើចំនួនដដលមានស្របាខំទង់ SIXTY  ជាគលខអ្ើ? 

                               
___________________

F O R T Y

T E N

T E N

S I X T Y

 

លហំាតទ់្យី ១៧៖ រកចំនួនេត់ដដលគៅដកបរ 10 0.7 10 2.8+  បំសវត ។ 

1
C

2
C

3
C

D
A B

4
C

C
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លហំាតទ់្យី ១៨៖  ស្របសិនគបើសលបូក និង សលេវណននចំនួនពិតវជិ្ាមានគសមើ 13ដូចគ្នា ។ រក
សលបូកកាគរននចំនួនទងំពើរ ។ 
លហំាតទ់្យី ១៩៖  ចំនួន 123456789101112.... គោយគស្របើចំនួនេត់ធមមជាតិ 1,2,3,  ។ 
គេសរគសររ ូតបានគលខដដលមាន 201ខទង់ ។ចូររកសំណល់គពលគេដចកវានឹង 9  ។       
លហំាតទ់្យី ២០៖ ABCD  ជាចតវគកាណដកងដដលមាន 34AB =  និង 12BC =  ។ P  
និង Q  ជាចំណវ ចគៅគលើស្រជុ្ង AB  និង CD  គរៀងគ្នា  ដដល CPQ  និង PQA  ជាមវំដកង។ 
រកសលបូកននស្របដវងពើរដដលោចគកើតមានននស្រជុ្ង AP  ។ 
 
 
 
 
 
 
 
លហំាតទ់្យី ២១៖ គេគោយ , ,x y z  ជាចំនួនេត់ដដលគសទៀងផ្ទទ ត់សមើការ 2 124x y z+ − =  
និង 2 100x y z+ − =  ។ រកតនមលនន x y z+ +  ។ 
លហំាតទ់្យី ២២៖ ,a b  ជាចំនួនេត់គ ើយ 3 2 2−  ជារសឹមួយននសមើការ 

2 0x ax b+ + =  ។ រកតនមលនន a b−  ។ 
លហំាតទ់្យី ២៣៖ រកចំនួនេត់ n  តូចបំសវតដដល 
                          ( )2 . 45 2016 1n −   ។ 
លហំាតទ់្យី ២៤៖ គេគោយ , ,x y z  ជាចំនួនពិតដដល 1x y z+ + =  និង 

1

3
xy yz zx+ + =  ។ រកតនមលនន 4 16 64

1 1 1

x y z

y z x
+ +

+ + +
 ។ 

លហំាតទ់្យី ២៥៖ ABC  ជាស្រតើគកាណសមបាតមួយដដលមាន BA BC=  និង 
0100ABC =  ។ គបើ D  ជាចំណវ ចមួយគៅគលើ BA ស្រតូវបានគេសង់យ៉ា ង ឲ្ែបាន 

BD AC=  ។ ចូររក BDC  ។  
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លហំាតទ់្យី ២៦៖ រកស្រេប់ចំនួនេត់វជិ្ាមាន n  ដដលគសទៀងផ្ទទ ត ់

               
2 2 2

1 1 1 1

5 6 7 12 9 20 270n n n n n n
+ + =

+ + + + + +
 ។ 

លហំាតទ់្យី ២៧៖ ABC  ជាស្រតើគកាណសមបាតមួយដដលមាន 3AB AC= = ។ k  ចំណវ ច
គសេងគ្នា សថិតគៅគលើស្រជុ្ង BC  តាងគោយ 1 2

, , ,
k

P P P  ។ តាង 2 .
i i i i

x AP BP PC= +  ដដល 
1,2,3, ,i k=  ។ រកតនមលនន k  គបើ 1 2

1080
k

x x x+ + + =  ។ 
លហំាតទ់្យី ២៨៖ គេគោយ 

1 2 9
, , ,n n n  ជាស្របាបួំនចំនួនេត់វជិ្ាមានខវសៗគ្នា  ដដល 

1 2 9
n n n    គ ើយ 1 2 9

180n n n+ + + =  ។ ឧបមាថាសលបូក 
1 2 3 4 5

n n n n n+ + + +  មានតនមលអតិបរមា ។ រកតនមលអតិបរមាដដលោចនន 
9 1

n n−  ។ 
លហំាតទ់្យី ២៩៖ កាវងរូបខាងគស្រកាម កាគរ ABCD  មានស្រកឡានសទ 512  ។ គេសង់កាគរ 

1 1 1 1
A B C D  គៅខាងកាវងកាគរ ABCD  គោយយក 

1 1

1 1
,

4 4
AA AB BB BC= =

1

1
,

4
CC CD=  និង 

1

1

4
DD AD=  ។ ប ទ ប់មកគេសង់កាគរមួយគទៀត 

2 2 2 2
A B C D  គៅខាង

កាវងកាគរ 1 1 1 1
A B C D  គោយយក 

1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1

1 1 1
, ,

4 4 4
A A A B B B B C C C C D= = =  និង 

1 2 1 1

1

4
D D D A=  ។  គេបនតការសង់រគបៀបគនោះគទៀតបានកាគរ 

3 3 3 3
A B C D  ។ រកស្រកឡានសទកាគរ

3 3 3 3
A B C D  ។ 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

ចម ល្ ើយលំហាត់ស្រាវស្រាវមានក្ន ុងម ៀវមៅបនត… 
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ឯែសាររោង 
1. www.google.com 

2. Vietnamese mathematical documents 

3. Mathematical Olympiad in China 

4. Infinity 

5. A Gentle Introduction to the American Invitational Mathematics Examination 

6. Number Theory ,Titu Andreescu 

7. Putnam and Beyond, Titu Andreescu 

8. Singapore Mathematical Olympiad 
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