
ក្រមតិវិទយល័យ
សិស្សពូែកគណិតវិទយ

នូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិនូ ច័ន្ទណារЋទ្ធ ិ



េរៀបេរៀងេដាយ នូ ច័ន្ទណារÂទ្ធិ លំហាត់គណិតវÂទǓǻថាñǓក់ទី ១២ ភាគ ២

្របធានលហំាត់
លំហាត់ទី ៤២៤
េគមានទំនាក់ទំនង (3−2i)Z+ (3+2i)Z−12= 0 (I) ។
ក- បងា្ហ ញថាសំណំុចំណុច M ក្នុងប្លង់កំុផ្លិច ែដលមានអាភិក Z េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ទំនាក់ទំនង (I)
គឺជាបនា្ទ ត់ L មួយែដលេគ្រត�វកំណត់ ។
ខ- A និង B គឺជាពីរចំណុចែដលមានអាភិកេរៀងគា្ន 3+5i និង −3+ i ។
បងា្ហ ញថា បនា្ទ ត់ L ជាេមដយទ័រៃនអង្កត់ [AB] ។
លំហាត់ទី ៤២៥
ពហុធា f (z) = az2018 + bz2017 + cz2016 មានេមគុណជាចំនួនពិតមិនធំជាង 2019

និង f

(
1+p

3i
2

)
= 2015+2019

p
3i ។ ចូររកសំណល់េពលែដលេគែចក f (1) និង

1000 ។
លំហាត់ទី ៤២៦
កំពូលM និងN របស់្រតីេកាណសម័ង្សMNP ឋតិេនេលីរង្វង់C ។ចំណុចQ មួយេផ្សងពី
N េនេលីរង្វង់ C ែដល MQ = MN ។ បនា្ទ ត់ QP ្របសព្វរង្វង់ C ជាេលីកទីពីរ្រតង់ R
។ ចូរគណនារងា្វ ស់ PR ។
លំហាត់ទី ៤២៧

តាង m∗n = m+n
mn+4

។
គណនា A = ((· · · (2009∗2008)∗2007)∗·· ·∗1)∗0) ។
លំហាត់ទី ៤២៨
េតីមានចំនួនគត់ n ប៉ុនា្ម នចាប់ពី 1 ដល់ 2008 ែដល:
2.6.10...(4n−2) ែចកដាច់នឹង n! ។
លំហាត់ទី ៤២៩
មានចំនួនពិត 3គូគឺ (a1;b1) ; (a2;b2) និង (a3;b3) ែដលបំេពញទំនាក់ទំនង :a3−3ab2 = 2009

b3−3a2b = 2008
។ គណនា P =

(
1− a1

b1

)(
1− a2

b2

)(
1− a3

b3

)
។

លំហាត់ទី ៤៣០
ចំេពាះចំនួនគត់ n នីមួយៗមិនអវជិ្ជមាន េគបេង្កីតចំនួនថ្មី f (n) ។
ឧបមថា f (0) = 0 ; f (1) = 1 និង ចំេពាះ n ≥ 2; f (n)−2 f (n−1)+ f (n−2) =
(−1)n(2n−4) ។ គណនា f (2008) និង f (2009) ។
លំហាត់ទី ៤៣១
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េគឱ្យចំនួនពិត x = k+
√

k2−1 ែដល k ជាចំនួនគត់វជិ្ជមានធំជាង 1 ។
ចំេពាះ n = 1;2;3; ... េគតាង An ជាែផ្នកគត់ៃន xn ។
ចូរគណនា A2n ជាអនុគមន៍ៃន An ។
លំហាត់ទី ៤៣២
ក្នុងចតុេកាណពា្ន យ ABCD (AD ∥ CB)មានៃផ្ទ្រកឡាS េថរEជាចំនុច្របសព្វៃនអង្កត់
្រទ�ងទាងំពីរ ។ េតីចតុេកាណពា្ន យណាែដលមានៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ ABE ធំបំផុត ?
លំហាត់ទី ៤៣៣

តាង In =
∫ π

2
0

sinnxdx ។ ចូរ្រសាយបំភ្លឺថា
π

2(n+1)
≤ I2

n ≤
π

2n
។

លំហាត់ទី ៤៣៤
ចូរេ្របៀបេធៀបពីរចំនួន A = 3p2008+ 3p2006 និង B = 2 3p2007 ។
លំហាត់ទី ៤៣៥
េគឱ្យបីចំនួនពិតវជិ្ជមាន a;b; c ែដលមានផលគុណេស្មី 1 ។
រកតៃម្លធំបំផុតៃនផលគុណ P =

(
a−1+ 1

b

)(
b−1+ 1

c

)(
c−1+ 1

a

)
។

លំហាត់ទី ៤៣៦
រកចំនួនគត់ធម្មជាតិ n ែដល n+S(n)= 2009 ។
S(n) ជាផលបូកបណា្ត ខ្ទង់ ទាងំអស់ៃនចំនួនគត់ធម្មជាតិ n ។
លំហាត់ទី ៤៣៧
េគឱ្យស្វុ ីត {an} ជាចំនួនពិតែដលកំណត់េដាយ :a1 = 1

an+1 = 1+a1 ·a2 ·a3 · · ·an , (n ≥ 1)
។

គណនាផលបូក S =
+∞∑
i=1

1
an

។

លំហាត់ទី ៤៣៨
រក្រគប់អនុគមន៍ f : R→R េផ្ទ�ងផា្ទ ត់លក្ខខណ្ឌ ខាងេ្រកាម :
f [x (1+ f (y))+ f (y)]= x(1+ y)+ y ្រគប់ x, y ∈R ។
លំហាត់ទី ៤៣៩
្របមាណវធីិ ∗ ្រត�វកំណត់េនេលីសំណំុចំនួនគត់វជិ្ជមានែដល េបី x និង y ជាពីរចំនួនគត់
វជិ្ជមាន េនាះ x∗ y ក៍ជាចំនួនគត់វជិ្ជមានែដរ ។ េដាយសន្មត់ថា ∗ បំេពញលក្ខខណ្ឌ ខាង
េ្រកាម ចំេពាះ្រគប់ ចំនួនគត់វជិ្ជមាន x; y និង z ចូរគណនា 5∗6 ។
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x∗ (y+ z)= (x∗ y)(x∗ z) (1)

(x+ y)∗1= (x∗1)+ (y∗1) (2)

(x+ y)∗2= (x∗2)+4(xy∗1)+ (y∗2) (3)

។

លំហាត់ទី ៤៤០
ចំេពាះ P; R េរៀងគា្ន ជាកន្លះបរមិា្រត និងការំង្វង់ចារកឹេ្រក្រតីេកាណមួយ ចូរកំណត់
្របេភទ្រតីេកាណេនាះ េដីម្បឱី្យផលេធៀប P

R
មានតៃម្លធំបំផុត ។

លំហាត់ទី ៤៤១
គណនាតៃម្លៃនកេន�ម
១) Sn = lncos

a
2
+ lncos

a
22 +·· ·+ lncos

a
2n

២) Pn =
(
1+ 1

cosa

)(
1+ 1

cos2a

)
· · ·

(
1+ 1

cos2na

)
។

លំហាត់ទី ៤៤២
េគឱ្យចំនួនគត់ n ែដល n ≥ 2 និងចំនួនមិនអវជិ្ជមាន a1,a2,a3, ...,an ។
ចូរ្រសាយបំភ្លឺថា

a1+a2+a3+·· ·+an

n
≥ n
p

a1 ·a2 ·a3 · · ·an ។
លំហាត់ទី ៤៤៣
េគឱ្យ a,b, c ជាចំនួនពិត ខុសពី −1 និង 1 ែដល a+b+ c = abc ។
ចូរបងា្ហ ញថា a

1−a2 +
b

1−b2 +
c

1− c2 = 4abc(
1−a2

)(
1−b2

)(
1− c2

) ។
លំហាត់ទី ៤៤៤
១. េគឱ្យ x >−1 និង 0≤ n ≤ 1 ្រសាយថា (1+ x)n ≤ 1+nx ។
២. អនុវត្តវសិមភាពខាងេលី ចូរ្រសាយថា[
(sinx)2012](cosx)2012

+ [
(cosx)2012](sinx)2012

≥ 1, ∀x ∈R ។
លំហាត់ទី ៤៤៥
េដាះ្រសាយសមីការ
១)

p
3cos2x+2sinxcosx−

p
3sin2x−1= 0

២) 16p
x−2010

+ 1√
y−2012

= 10−
(p

x−2010+
√

y−2012
)
។

លំហាត់ទី ៤៤៦

១. ចូរ្រសាយបំភ្លឺ្រទឹស្តីបទសីុនុស
a

sinA
= b

sinB
= c

sinC
= 2R ។

២. បងា្ហ ញថា េបី a2,b2, c2 ជាតួបន្តគា្ន ៃនស្វុ ីតនព្វន្ត េនាះ cotA, cotB, cotC ក៍ជា
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តួបន្តគា្ន ៃនស្វុ ីតនព្វន្តែដរ ។
លំហាត់ទី ៤៤៧
ABCD ជាកាេរ ្រជ�ងមានរងា្វ ស់េស្មី a ។ ចំណុច M ៃនអង្កត់្រទ�ងមានចំេណាលែកង P
និង Q េលី្រជ�ង [AB] និង [AD] េរៀងគា្ន ។ េគពិនិត្យសូលីត

∑
កេកីតេដាយពហុេកាណ

PBCDQM ក្នុងរង្វិលជំុវញិអង្កត់ [AB] េហយីសន្មត់យក AP = x ែដល 0 ≤ x ≤ a
។
១) គណនាៃផ្ទ្រកឡាសរុប S និងមាឌ V ៃនសូលីត

∑
ជាអនុគមន៍ៃន x ។

២) កំណត់ទិសេដអេថរភាពៃន S និង V កាលណា x ែ្រប្រប�លពី 0 េទ a ។
លំហាត់ទី ៤៤៨
េគេអាយ a,b ជាពីរចំនួនពិតខុសគា្ន និង c ជាចំនួនពិតវជិ្ជមានេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ a4−2019a =
b4−2019b = c ។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា −pc < ab < 0 ។
លំហាត់ទី ៤៤៩
រក្រគប់ចំនួនបឋម p េដាយដឹងថាមានចំនួនគត់វជិ្ជមាន x, y, z ែដលេធ្វីេអាយ xp + yp +
zp − x− y− z ជាផលគុណៃនបីចំនួនបឋមេផ្សងគា្ន ។
លំហាត់ទី ៤៥០
្រតីេកាណ ABC មាន AB < AC ។ េមដយទ័រៃន្រជ�ង BC ជួបបនា្ទ ត់ AB និង AC
្រតង់ចំណុច P និង Q េរៀងគា្ន ។ តាង H ជាអរតូសង់ៃន្រតីេកាណ ABC ។ M និង N
ជាចំណុចកណា្ត លៃន្រជ�ងBC និង PQ េរៀងគា្ន ។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា បនា្ទ ត់HM និង AN
្របសព្វគា្ន ្រតង់ចំណុចមួយេនេលីរង្វង់ ។
លំហាត់ទី ៤៥១
រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម :
ក. y=

√
logx

(
x3+1

)
logx+1x−2

ខ. y= logx2+1
1−

p
1−4x2

x
។

លំហាត់ទី ៤៥២
្រសាយបញ្ជ ក់ថា អង្កត់្រទ�ងៃនចតុេកាណមួយែកងគា្ន លុះ្រតាែត្រជ�ងឈមៃនចតុេកាណ
េនាះ មានផលបូកកាេរេស្មីគា្ន ។
លំហាត់ទី ៤៥៣
េគឱ្យស្វុ ីតចំនួនពិត (un) ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ n, un+2 = 2un+1−2un,
u0 =−2 និង u1 = 2 ។ គណនា un ។
លំហាត់ទី ៤៥៤
រកតួទី n ៃនស្វុ ីត (un) ែដលកំណត់េដាយ u1 = 1 និង un+1 = un (un+2), ∀n ∈N
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។
លំហាត់ទី ៤៥៥
េដាះ្រសាយសមីការ
ក)

(
12
5

)x

+
(
15
4

)x

+
(
20
3

)x

= 3x+4x+5x ។
លំហាត់ទី ៤៥៦
េដាយមិនចាបំាច់េធ្វី្របមាណវធីិគុណចូរ្រសាយថា 2011×2013< 20122 រចួទាញថា
log20112012> log20122013 ។
លំហាត់ទី ៤៥៧
េដាះ្រសាយសមីការ

ខ)
(
1+2cosx+3cos2x+4cos3x+·· ·+ncosn−1x

)− (1+2+3+·· ·+n)cosnx
2×1+3×2cosx+4×3cos2x+·· ·+n(n−1)cosn−2x+ (n+1)ncosn−1x

=
1
4
។

លំហាត់ទី ៤៥៨
រកបណា្ត អនុគមន៍ f (x) ែដលកំណត់េលី R េហយីេផ្ទ�ងផា្ទ ត់
f (x+ y)+ f (x− y)= 2 f (x)cosy, ∀x, y ∈R និង f (0)= 2013,
f
(π
2

)
= 2013 ។

លំហាត់ទី ៤៦០
ក្នុងសំណំុចំនួនកុំផ្លិច C េគមានសមីការ (E) : z3−(6+4i)z2+(8+14i)z−12i = 0
។
ក. េដាះ្រសាយសមីការ (E) យក z1 ជាឫសពិត និង z2, z3 ជាឫសពីរេផ្សងេទៀតែដល
|z2| < |z3| ។
ខ. ក្នុងប្លង់្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (o;

−→
i ;

−→
j ) េគឱ្យបីចំណុច M1(z1),

M2(z2) និង M3(z3) ។ ្រសាយថា M1M2M3 ជា្រតីេកាណែកង ។ សរេសរចំនួនកុំផ្លិច
z1 = 1− i

(p
3+2

)
និង z2 =

√
2+

p
2+ i

√
2−

p
2 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត ។

លំហាត់ទី ៤៦១
គណនាលីមីតខាងេ្រកាម
ក. A = lim

n→+∞

(
1− 1

22

)(
1− 1

32

)
· · ·

(
1− 1

n2

)
ខ. B = lim

n→+∞

(
np

n4+1
+ np

n4+2
+·· ·+ np

n4+n

)
។

លំហាត់ទី ៤៦២
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េគេអាយចតុេកាណេប៉ាង ABCD ែដលមាន O ជាចំណុច្របសព្វរវាងអង្កត់្រទ�ងទាងំពីរ ។
្រសាយបញ្ជ ក់ថា SOAB ·SOCD = SOBC ·SOAD ។
លំហាត់ទី ៤៦៣
ក. ្រសាយថា a+b ≥ 2

p
ab ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់វជិ្ជមាន a និង b ។

គណនា A = lim
x→0

(ex+ x)

1
x រចួទាញថា Aa+b ≥ A2

p
ab ។

ខ. ្រសាយថា 2
e2 ≤

∫ 2

0
ex−x2

dx ≤ 2 4
p

e ។
លំហាត់ទី ៤៦៤
តាង u0,u1,u2, ...,un ជាស្វុ ីតៃនចំនួនពិតែដលបំេពញទំនាក់ទំនង

(3−un+1) (6+un)= 18 និង u0 = 3 ។ គណនា
2011∑
k=0

1
uk

។

លំហាត់ទី ៤៦៥
េគឱ្យ sinx+ siny+ sinz = 0 ។ កំណត់តៃម្លអតិបរមា និង អប្បបរមាៃនកេន�ម
M = sin2x+ sin4 y+ sin6z ។
លំហាត់ទី ៤៦៦

គណនា I =
∫ π

0
e|cosx|

(
2sin

(
1
2

cosx
)
+3cosx

(
1
2

cosx
)

sinx
)

dx ។
លំហាត់ទី ៤៦៧
ពីរចំនួន a និង b ្រត�វបានេ្រជីសេរសីេដាយៃចដន្យេចញពីសំណំុៃនចំនួនគត់ធម្មជាតិ
N = {1,2,3, ...,30} ។ ្រប�បាបែដល a2−b2 ែចកដាច់នឹង 3 េស្មីនឹង :
ក. 9

87
ខ. 12

87
គ. 15

87
ឃ. 47

87
លំហាត់ទី ៤៦៨
ចូរកំណត់ចំនួនគត់វជិ្ជមាន k តូចជាងេគ េដាយដឹងថាមានចំនួនគត់ x1, x2, x3, ..., xk

ែដល x3
1 + x3

2 + x3
3 +·· ·+ x3

k = 20022002 ។
លំហាត់ទី ៤៦៩

េគឱ្យស្វុ ីតចំនួនពិត (un)n∈N េដាយ un = 1
2!

+ 1
3!

+·· ·+ k
(k+1)!

, k ∈N ។

គណនា lim
n→+∞

n
√

un
1 +un

2 +·· ·+un
2013 ។

លំហាត់ទី ៤៧០
េគឱ្យ a,b និង c ជាចំនួនពិតវជិ្ជមានែដល a+b+ c = 1 ។
បងា្ហ ញថា

(
1
a
+ 1

bc

)(
1
b
+ 1

ca

)(
1
c
+ 1

ab

)
≥ 1728 ។
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លំហាត់ទី ៤៧១
គណនាេដរេីវទី n ៃនអនុគមន៍ y= cosx+sinxជាអនុគមន៍ៃន n ។ រកតៃម្ល xជាអនុគមន៍
ៃន n េដីម្បេីអាយ y(n) = 0 និងអនុវត្តចំេពាះ n = 2013 ។
លំហាត់ទី ៤៧២
ក. ្រសាយបញ្ជ ក់ថា ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិតវជិ្ជមាន a,b, c េគបាន

3
√

(x+a)(y+b)(z+ c)≥ 3
p

xyz+ 3pabc ។
ខ. ្រសាយថា (2a+b+ c)2

2a2+ (b+ c)2 +
(2b+ c+a)2

2b2+ (c+a)2 +
2c+a+b

2c2+ (a+b)2 ≤ 8 ចំេពាះ្រគប់
ចំនួនពិតវជិ្ជមាន a,b, c ។
លំហាត់ទី ៤៧៣
េដាះ្រសាយសមីការឌេីផរង់៉ែស្យល y′′−4y′+8y= e2x+ cos2x ។
លំហាត់ទី ៤៧៤
ក្នុងចតុមុខ OABC យក E ជាចំណុចកណា្ត លៃន្រទនុង AB េហយី Fនិង P ែចកក្នុង

OC និងOA តាមផលេធៀប FO
FC

= 2
1
និង PO

P A
= 1

2
។យកQ េនេលី្រទនុងBC ែដល

−−→
BQ = t

−−→
BC ។ េបី PQ ្របសព្វ EF ្រតង់ចំណុច M ។ បងា្ហ ញថា −−→

OM = k
−−→
OE+(1−

k)
−−→
OF, (0< k < 1) និង −−→

OM = m
−−→
OP + (1−m)

−−→
OQ, (0< m < 1) រចួកំណត់តៃម្ល

t ។
លំហាត់ទី ៤៧៥
គូប ABCDEFGH មួយមានរងា្វ ស់្រជ�ង a ។ I ជាចំណុចកណា្ត លៃន AB េហយី
J ជាចំណុចកណា្ត លៃន EH ។ រករងា្វ ស់ខ្លីបំផុតពី I េទ J តាមមុខខាងៃនគូប ។
លំហាត់ទី ៤៧៦
្រសាយបញ្ជ ក់ថា លក្ខខណ្ឌ ចាបំាច់ និង្រគប់្រគាន់េដីម្បេីអាយ្រតីេកាណ ABC ែកង្រតង់ A

គឺ sinB+ sinC
cosB+ cosC

= sinA ។
លំហាត់ទី ៤៧៧
េគេ្រគាងថាឈ្នួល្របចាឆំា្ន ៃំនផ្ទះមួយេកីនេឡងី 6% េរៀងរាល់ឆា្ន ំ ។ េគសំគាល់េដាយ f (n)
ឈ្នួល្របចាឆំា្ន េំនឆា្ន ំ 2002+n (n ∈N) ។
១. សរេសរ f (n+1) ជាអនុគមន៍ៃន n រចួសរេសរ f (n) ជាអនុគមន៍ៃន f (0)
និង n ។
២. េគឧបមាថា f (0)= 80000៛ េតីឈ្នួល្របចាឆំា្ន ៃំនផ្ទះមួយេនឆា្ន ំ 2008
្រត�វជាប៉ុនា្ម ន ?
៣. េតីចាប់ពីឆា្ន ណំាេទេទីបឈ្នួលផ្ទះ្របចាឆំា្ន ំ េកីនេលីសពីពីរដងៃនឈ្នួលផ្ទះ្របចាឆំា្ន ំ
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េនឆា្ន ំ 2002 ?
លំហាត់ទី ៤៧៨
ស្វុ ីត (xn) កំណត់េដាយ x1 = 1, x2 = 1 និង xn+1 = xn+ xn−1 ចំេពាះ n ≥ 2 ។
១- បងា្ហ ញថា xk+1 · xk+2− xk · xk+3 = (−1)k ចំេពាះ ∀k ∈N ។
២- េគតាង arccot ជាអនុគមន៍្រចាសៃនអនុគមន៍ cot ។
បងា្ហ ញថា arccotx1−arccotx3−arccotx5−·· ·−arccotx2011 =
arccotx2012 ។
លំហាត់ទី ៤៧៩
អនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x េដាយ f (x) = cosx+ cos

(p
px

)
ែដល p

ជាចំនួនបឋម ។ បងា្ហ ញថា f មិនែមនជាអនុគមន៍ខួបេលីសំណំុចំនួនពិតេទ ។
លំហាត់ទី ៤៨០
េគឱ្យចំនួនពិត u1;u2; ... បំេពញទំនាក់ទំនង
un+1 =

u2
n−un−1+2un

un−1+1
និង u1 = 1;u2 = 7 ។ គណនាតៃម្លៃន u5 ។

លំហាត់ទី ៤៨១
រង្វង់ពីរកាត់គា្ន ្រតង់ចំណុច A និង B ។ បនា្ទ ត់ចល័ត (MN) កាត់តាម A េហយីជួបរង្វង់ធំ
្រតង់ M និងរង្វង់តូច្រតង់ N ។ បងា្ហ ញថា BM

BN
មានតៃម្លេថរកាលណា (MN) វលិជំុវញិ

ចំណុច A ។
លំហាត់ទី ៤៨២
គណនាS2008 = (1×3+2×4+3×5+·· ·+2008×2010)−(

12+22+·· ·+20082)
។
លំហាត់ទី ៤៨៣
ស្វុ ីតៃនចំនួនគត់រុឡឺាទីប (un) កំណត់េដាយ u1 = 1;u2 = 1;u3 = −1 និង un =
un−1×un−3 ចំេពាះ n ≥ 4 ។ រកៃម្ភមួយតួដំបូង និងតួ 2008 ៃនស្វុ ីត (un) ។
លំហាត់ទី ៤៨៤
េគមានសមភាព
142 = (

6×12+6×1+2
)2 ; 152 = (

6×12+6×1+3
)2

382 = (
6×22+6×2+2

)2 ; 392 = (
6×22+6×2+3

)2

742 = (
6×32+6×3+2

)2 ; 752 = (
6×32+6×3+3

)2 ។
េដាយសេង្កតឧទាហរណ៍ខាងេ្រកាមេនះ ចូរទាញរករូបមន្តទូេទ េហយី្រសាយបញ្ជ ក់
រូបមន្តទូេទេនាះផង :
22+32+42+142 = 152; 42+52+62+382 = 392;
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62+72+82+742 = 752 ។
លំហាត់ទី ៤៨៥

េគេអាយអាងំេត្រកាល In =
∫ π

4
0

tannxdx, n ∈N ។
ក- បងា្ហ ញថា (In) ជាស្វុ ីតចុះ ។
ខ- គណនា In+ In−2, (n ≥ 2) រចួទាញថា 1

2(n+1)
≤ In ≤ 1

2(n−1)
។

លំហាត់ទី ៤៨៦
េគេអាយ a i, i = 1, ...,6 ជាចំនួនវជិ្ជមាន ែដល a1+a2+a3−a4−a5−a6 = 3 និង
a2

1+a2
2+a2

3+a2
4+a2

5+a2
6 = 9 ។

្រសាយបញ្ជ ក់ថា
a1a2a3a4a5a6 ≤ 1 ។

លំហាត់ទី ៤៨៧

១. េបី x+ i y= 3pa+ ib ្រសាយបញ្ជ ក់ថា a
x
+ b

y
= 4

(
x2− y2) ។

២. េបី xp = cos
( π

2p

)
+ isin

( π

2p

)
ចូរបងា្ហ ញថា lim

n→+∞x1 · x2 · x3 · · ·xn =−1 ។
លំហាត់ទី ៤៨៨

បងា្ហ ញថា x5−1= (x−1)
[
x2+2xcos

π

5
+1

][
x2+2xcos

3π
5

+1
]
។

លំហាត់ទី ៤៨៩
អនុគមន៍ f (x)= a0+a1x+a2x2+·· ·+anxn មានេលខេមគុណ a i បំេពញលក្ខខណ្ឌ
0 ≤ a i ≤ a0 ែដល i = 1;2;3; ...;n ។ េគយក ( f (x))2 = b0+ b1x+ b2x2+·· ·+
bn+1xn+1+·· ·+b2nx2n ។ បងា្ហ ញថា bn+1 ≤ 1

2
( f (1))2 ។

លំហាត់ទី ៤៩០
េគមានស្វុ ីតៃនចំនួន x1; x2; x3; ... ែដលកំណត់េដាយ x1 = 1; x2 = 1 និង xn = xn−1+
xn−2 ចំេពាះ n ≥ 3 ។
ក. រកដប់តួដំបូងៃនស្វុ ីតេនាះ ។

ខ. េគយក A =
[

1 1
1 0

]
ជាម៉ា្រទីសកាេរលំដាប់ 2 ។ បងា្ហ ញថា An =

[
xn+1 xn

xn xn−1

]
ចំេពាះ n = 2;3;4; ... ។
លំហាត់ទី ៤៩១
្រតីេកាណ ABC មានមំុក្នុងទាងំបីជាមុំ្រស�ច ។ កន្លះបនា្ទ ត់ពុះក្នុងៃនមំុ ∠BAC ជួប្រជ�ង

ឯកសារចង្រកង
9



េរៀបេរៀងេដាយ នូ ច័ន្ទណារÂទ្ធិ លំហាត់គណិតវÂទǓǻថាñǓក់ទី ១២ ភាគ ២

[BC] ្រតង់ D េហយីជួបរង្វង់ចារកិេ្រក្រតីេកាណ ABC ្រតង់ E ។តាមចំណុច D េគគូស
បនា្ទ ត់ែកងនឹង្រជ�ង [AB] និង [AC េរៀងគា្ន ្រតង់ចំណុចM និងN ។បងា្ហ ញថាចតុេកាណ
AMEN និង ្រតីេកាណ ABC មានៃផ្ទ្រកឡាេស្មីគា្ន ។
លំហាត់ទី ៤៩២
បងា្ហ ញថា

p
7+ 3p7+ 4p7< 7 េហយី

p
4+ 3p4+ 4p4> 4 ។

លំហាត់ទី ៤៩៣
េគឱ្យពហុធា g(n)= n4+2n3+2n2+2n+1 ចំេពាះ n = 1;2;3; ... ។
បងា្ហ ញថា g(n) មិនែមនជាកាេរៃនចំនួនគត់ រុឡឺាទីបណាមួយេឡយី ។
លំហាត់ទី ៤៩៤
ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ រុឡឺាទីបវជិ្ជមាន n េគមាន :
f (n)= 1− 1

2
+ 1

3
−·· ·+ 1

2n−1
− 1

2n
និង g(n)= 1

n+1
+ 1

n+2
+·· ·+ 1

2n
។

បងា្ហ ញថា f (n)= g(n) ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ រុឡឺាទីបវជិ្ជមាន n ។
លំហាត់ទី ៤៩៥
េគឱ្យចំនួនគត់រុឡឺាទីបពីរ : X = 111 · · ·11 ែដលមានេលខ 1 ចំនួន m ដង

និង Y = 100 · · ·05 ែដលមានេលខ 0 ចំនួន m−1 ដង ។
បងា្ហ ញថា 1+ XY ជាកាេរៃនមួយចំនួនគត់រុឡឺាទីប េហយីទាញរកឫសកាេរវជិ្ជមានៃន
1+ XY ។
លំហាត់ទី ៤៩៦
េគតាង s(n) ជាផលបូក n តួដំបូងៃនស្វុ ីត 0;1;1;2;2;3;3;4;4; · · · ;k;k;k+1;k+
1; · · · ។
ក. គណនា s(n) ជាអនុគមន៍ៃន n ។
ខ. បងា្ហ ញថា s(a+ b)− s(a− b) = ab ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់រុឡឺាទីបវជិ្ជមាន a និង b
ែដល a > b ។
លំហាត់ទី ៤៩៧
េគឱ្យ្រតីេកាណែកង ABC មួយ ែដលមាន AC = 1, �ACB = 900 និង �BAC = x ។
D ជាចំណុចមួយៃនអីុប៉ូេតនុស [AB] េហយីែដល AD = 1 ។ E ជាចំណុចមួយៃន [BC]
េហយីែដល �EDC = x ។ បនា្ទ ត់ (EF) ែកងនឹង [BC] ្រតង់ E េហយីជួប [AB] ្រតង់
F ។ គណនា lim

x→0
EF ។

លំហាត់ទី ៤៩៨
េគឱ្យចំនួនបឋមបីេផ្សងគា្ន p ; q និង r ។
បងា្ហ ញថា 3

p
p ; 3

p
q និង 3

p
r មិនែមនជា តួបី (មិនចាបំាច់បន្តបនា្ទ ប់គា្ន ) ៃនស្វុ ីតនព្វន្ត

ណាមួយេឡយី ។

ឯកសារចង្រកង
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េរៀបេរៀងេដាយ នូ ច័ន្ទណារÂទ្ធិ លំហាត់គណិតវÂទǓǻថាñǓក់ទី ១២ ភាគ ២

លំហាត់ទី ៤៩៩
េគឱ្យ N = 44...4︸ ︷︷ ︸

2010

88...8︸ ︷︷ ︸
2009

9 ។ គណនា
p

N ។

លំហាត់ទី ៥០០

រកតៃម្លៃន M = 1+2
2

+ 1+2+3
22 + 1+2+3+4

23 + 1+2+3+4+5
24 +·· · ។

លំហាត់ទី ៥០១
តាង N ជាសំណំុចំនួនគត់វជិ្ជមាន ។ f : N → N ជាអនុគមន៍ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់លក្ខខណ្ឌ
f (x+1)= f (x)+ x ចំេពាះ x ∈N និង f (1)= 5 ។ រកតៃម្លៃន f (2009) ។
លំហាត់ទី ៥០២
្រសាយបញ្ជ ក់ថា សមីការ x5+ x = 2009 មានឫសវជិ្ជមានែតមួយគត់ េហយីឫស
េនាះជាចំនួនអសនិទាន ។ េគឱ្យ 4,55 ≈ 1845 ; 4,65 ≈ 2059 ។
លំហាត់ទី ៥០៣
្រសាយបញ្ជ ក់ថា ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិតវជិ្ជមាន a,b, c

េនាះ a
10b+11c

+ b
10c+11a

+ c
10a+11b

≥ 1
7
។

លំហាត់ទី ៥០៤
ចំណុច M,K ,L ្រត�វេគេដេរៀងគា្ន េលី្រជ�ង AB , BC , CA ៃន្រតីេកាណ ABC ។
្រសាយបញ្ជ ក់ថាយ៉ាងតិច្រកឡាៃផ្ទៃន្រតីេកាណមួយក្នុងចំេណាម្រកឡាៃផ្ទ្រតីេកាណMAL,

KBM ឬ LCK មិនតិចជាង 1
4
ៃន្រកឡាៃផ្ទ្រតីេកាណ ABC ។

លំហាត់ទី ៥០៥

េគឱ្យស្វុ ីតៃនចំនួនពិត 〈an〉n≥1 កំណត់េដាយ a1 = 2, an+1 =
a2

n+1
2

ចំេពាះ n ≥ 1

។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា
N∑

j=1

1
a j +1

< 1 ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ធម្មជាតិ N ។

លំហាត់ទី ៥០៦
េគឱ្យចំនួនគត់រុឡឺាទីបα,β,λ និងµ ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់សមភាពαµ= 1+βλ ។ េគយក x0

ជាតួែចករមួធំបំផុតៃនចំនួនគត់រុឡឺាទីប a និង b េហយីយក y0ជាតួែចករមួធំបំផុតៃនαa+
βb និង λa+µb ។ ចូរេ្របៀបេធៀបចមា្ង យពីចំណុចM0 (x0, y0) េទអ័ក្សទាងំពីរៃនត្រម�យ
អរតូណរម៉ាល់មួយ ។
លំហាត់ទី ៥០៧
េគឱ្យអនុគមន៍ពហុធា f (x)= anxn+an−1xn−1+·· ·+a1x+a0 ែដលមានេលខ
េមគុណជាចំនួនគត់រុឡឺាទីប ។ េគដឹងថាមានចំនួនគត់រុឡឺាទីប x0 ែដល f (x0)= p ជា

ឯកសារចង្រកង
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េរៀបេរៀងេដាយ នូ ច័ន្ទណារÂទ្ធិ លំហាត់គណិតវÂទǓǻថាñǓក់ទី ១២ ភាគ ២

ចំនួនបឋម ។ បងា្ហ ញថា មានចំនួនគត់រុឡឺាទីប β េ្រចីនរាប់មិនអស់ែដល f
(
β
)
មិនែមនជា

ចំនួនបឋម ។
លំហាត់ទី ៥០៨
ស្វុ ីត (xn) កំណត់េដាយ x1 = 1, x2 = 1 និង xn+1 = xn+ xn−1 ចំេពាះ n ≥ 2 ។
ស្វុ ីត (yn) កំណត់េដាយ yn = |xn+4xn−2− xn+2xn| ចំេពាះ n ≥ 3 ។
ស្វុ ីត (zn) កំណត់េដាយ zn−9= 4xn−2xnxn+2xn+4 ចំេពាះ n ≥ 3 ។
១-បងា្ហ ញថា (yn) ជាស្វុ ីតេថរចំេពាះ n ≥ 3 ។ ទាញរកតៃម្លតួ y3042011 ។
២- បងា្ហ ញថា តួនីមួយៗៃនស្វុ ីត (zn) ជាកាេរ្របាកដ ។
លំហាត់ទី ៥០៩
េគឱ្យ a និង X ជាចំនួនគត់រុឡឺាទីបែដល a > 1, X > 0 ។ k ជាចំនួនគត់ រុឡឺាទីប
មិនអវជិ្ជមាន និង c j ជាចំនួនគត់រុឡឺាទីបែដល 0 ≤ c j < a ចំេពាះ j = 0,1, ...,k ។

បងា្ហ ញថា X អាចសរេសរបានែតមួយែបបគត់ជារាង X =
k∑

j=0
c ja j ។

លំហាត់ទី ៥១០
រង្វង់មួយមានផ្ចិត O និងកាំ R ចារកឹេ្រក្រតីេកាណ ABC មួយែដលមានបរមិា្រត 2p ។
្រតីេកាណ ABC េនះចារកឹេ្រករង្វង់មួយេទៀតែដលមានផ្ចិត I និងកាំ r ។
បងា្ហ ញថា 4R+ r = p

(
tan

A
2
+ tan

B
2
+ tan

C
2

)
។

លំហាត់ទី ៥១១
េគបានេ្របី្រទ�ងចំនួន 99 េ្រគឿងស្រមាប់ដឹកជញ្ជូ នកូនមាន់ចំនួន 7y38x5 កបល
េទកាន់កសិដា្ធ ន មួយ ។ រកេលខ x និង y ក្នុងរបាប់េគាលដប់េដាយដឹងថា ក្នុង្រទ�ង
នីមួយៗមានចំនួនកូនមាន់េស្មីៗគា្ន ។
លំហាត់ទី ៥១២
សមីការ ax2+2010x+ c = x គា្ម នឫសេទេនក្នុងសំណំុចំនួនពិត ។
បងា្ហ ញថា សមីការ a

(
ax2+2010x+ c

)+2010
(
ax2+2010x+ c

)+ c = x គា្ម ន
ឫសេនក្នុងសំណំុចំនួនពិតែដរ ។
លំហាត់ទី ៥១៣
ពហុធាP(x)= xn+a1xn−1+a2xn−2+·· ·+an−1x+1មានេលខេមគុណ a1,a2, ...,
an−1 ជាចំនួនមិនអវជិ្ជមាន ។េគដឹងថាពហុធា P(x) មាន n ឫសសុទ្ធែតជាចំនួនពិត ។
បងា្ហ ញថា P(2010)≥

(
2
p

2010
)n
។

លំហាត់ទី ៥១៤

ឯកសារចង្រកង
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េគមានចំនួនគត់វជិ្ជមាន r ែដលជាសំណល់ក្នុងវធីិែចកអឺគ្លីតៃនចំនួនគត់វជិ្ជមាន
a និង b ។
១. បងា្ហ ញថា 2r −1 ជាសំណល់ ក្នុងវធីិែចកអឺគ្លីតៃនចំនួនគត់វជិ្ជមាន 2a−1 និង
2b −1 ។
២. េគតាង µជាតួែចករមួធំបំផុតៃន a និង b ។ បងា្ហ ញថា 2µ−1 ជាតួែចក
រមួធំបំផុតៃន 2a−1 និង 2b −1 ។
លំហាត់ទី ៥១៥
រកសំណល់ៃនវធីិែចក 20102009 នឹង 13 ។
លំហាត់ទី ៥១៦
បងា្ហ ញថា A = 12008+22008+32008+42008−52008−62008−72008−82008−
92008 ែចកដាច់នឹង 5 ។
លំហាត់ទី ៥១៧
រកតៃម្លធំបំផុតៃន A = sinx1.sinx2...sinx2010 េដាយដឹងថា
tanx1.tanx2...tanx2010 = 1 ។
លំហាត់ទី ៥១៨
រក្រគប់គូ (x, y) ជាឫសៃនសមីការ 2007sin2x+2007cos2x = 2009+ cos2y ។
លំហាត់ទី ៥១៩
រកពហុធា P(x) ដឺេ្រកទី៤ េផ្ទ�ងផា្ទ ត់លក្ខខណ្ឌ ពីរខាងេ្រកាម :
1) P(0)= 0
2) P(x)−P(x−1)= x(x+1)(2x+1) ្រគប់ x ∈R ។
លំហាត់ទី ៥២០
តាង a1;a2;a3... ជាស្វុ ីតៃនចំនួនគត់ែដលបំេពញទំនាក់ទំនង an−1+an = 2n
ចំេពាះ្រគប់ n ≥ 2 ។ េបី a1 = 100 គណនា a2009 ។
លំហាត់ទី ៥២១
កំណត់អនុគមន៍ f :R→R ែដលចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x, y

f [x− f (y)]= 1− x− y ។
លំហាត់ទី ៥២២
េគឱ្យរង្វង់ផ្ចិត O កាំ r និង្រតីេកាណ ABC ែ្រប្រប�ល ចារកឹេ្រករង្វង់ ។ បនា្ទ ត់កាត់តាម
O កាត់ AB, AC េរៀងគា្ន ្រតង់ M និង N ។ កំណត់ទីតាងំចំណុច A និង អង្កត់ MN
េដីម្បឱី្យៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ AMN មានតៃម្ល តូចបំផុត ។
លំហាត់ទី ៥២៣
េគឱ្យរង្វង់បីកាត់គា្ន ពីរៗដូចរូបខាងេ្រកាម ។ សង់រូបេឡងីវញិេហយីបងា្ហ ញថាចំណុច E,D
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និង F េនេលីបនា្ទ ត់ែតមួយ ។

A

B

C

M

E
D F

លំហាត់ទី ៥២៤
បងា្ហ ញថា 12009+22009+32009+·· ·+ (n−1)2009+n2009 ែចកមិនដាច់នឹង n+2
ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់វជិ្ជមាន n ។
លំហាត់ទី ៥២៥
េគមាន f (x)= x2−3x+3 ។
ក. បងា្ហ ញថា េបី f (x)= x េនាះ f ( f (x))= x ។
ខ. រកឫសៃនសមីការ f (x)= x ។ ទាញរកឫសៃនសមីការ

(
x2−3x+3

)2−
3

(
x2−3x+3

)+3= x ។
លំហាត់ទី ៥២៦
េគតាង n! = n(n−1)(n−2)×·· ·×2×1 ។ បងា្ហ ញថា ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់វជិ្ជមាន n
េគបាន :
1+ 2009

1!
+ (2009)(2010)

2!
+·· ·+ (2009)(2010) · · · (2009+n−1)

n!
= (2010)(2011) · · · (2009+n)

n!
។

លំហាត់ទី ៥២៧
អនុគមន៍ g កំណត់ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x េដាយ g(x+1)+ g(x−1)=

p
2g(x) ។

ក. េគតាង g(x)= p និង g(x−1)= q ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x ។
គណនា g(x+1), g(x+2), g(x+3) និង g(x+4) ជាអនុគមន៍ៃន p និង q ។

ខ. បងា្ហ ញថា g ជាអនុគមន៍ខួប ។
លំហាត់ទី ៥២៨

េគមានស្វុ ីតៃនចំនួនពិត (un) ែដលកំណត់េដាយ u1 = 1
2
និង un =

(
2n−3

2n

)
un−1

ចំេពាះ n = 2;3; ... ។
បងា្ហ ញថា u1+u2+·· ·+un < 1 ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់វជិ្ជមាន n ។
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លំហាត់ទី ៥២៩
្រតីេកាណែកង ABC មួយមានអីុប៉ូេតនុសBC = a និងកម្ពស់ AH = h ។ េគែចក [BC]
ជា n ចំែណកេស្មីគា្ន ែដល nជាចំនួនគត់េសស។ េគយក [PQ]ជាចំែណកែដលេនកណា្ត ល
េគ េហយីែដលរងា្វ ស់មុំ P ÂQ = x ។
បងា្ហ ញថា tanx = 4nh

a
(
n2−1

) ។
លំហាត់ទី ៥៣០

េគឱ្យចំណុច M មួយៃនកន្លះរង្វង់ែដលមានអង្កត់ផ្ចិត
[AB] ។ រកសំណំុចំណុច M កាលណា A
ចល័តេលី្រជ�ង [Ox) និង B ចល័តេលី្រជ�ង [Oy)
ៃនមុំែកង xOy មួយេដាយរក�្របែវង AB េថរ ។

O A

B

x

y
M

លំហាត់ទី ៥៣១
បងា្ហ ញថា 32n+26n−5 ែចកដាច់នឹង 11 ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់វជិ្ជមាន n ។
លំហាត់ទី ៥៣២
េគឱ្យចំនួនគត់វជិ្ជមាន a និង b ែដល 2a2+a = 3b2+b ។
បងា្ហ ញថា a−b ; 2a+2b+1 ; និង 3a+3b+1 សុទ្ធែតជាកាេរ្របាកដ ។
លំហាត់ទី ៥៣៣
សំណំុ En មួយមាន n ធាតុែដល n ជាចំនួនគត់វជិ្ជមាន ។ តាង P(En) ជាសំណំុ
ៃនសំណំុរងរបស់ En េហយី Card (P(En)) ជាចំនួនធាតុៃន P(En) ។ តាមវចិារេដាយ
កំេណីន បងា្ហ ញថា Card (P(En))= 2n ។
លំហាត់ទី ៥៣៤
្រតីេកាណ ABC មួយមាន្រជ�ង BC = a ; AC = b ែដល
a+b = (atanA+btanB)tan

C
2
។ បងា្ហ ញថា ABC ជា្រតីេកាណសមបាត ។

លំហាត់ទី ៥៣៥
ស្វុ ីត (xn) មួយកំណត់េដាយ x1 = 1 និង xn+1 = 1+ x1x2 · · ·xn ចំេពាះ n = 1,2, ...
។ គណនា lim

n→+∞Sn ។
លំហាត់ទី ៥៣៦

១. សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ y = f (x) = x2−1
x2+2

(េគមិនេអាយសង់្រកាបតាង f េទ)
។
២. g ជាអនុគមន៍ប្រង�មៃនអនុគមន៍ f េនេលី [0;+∞[ ។ ពីអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f
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បញ្ជ ក់អេថរភាពៃនអនុគមន៍ g េនេលី [0;+∞[ទាញរកអនុគមន៍្រចាស g−1 ៃនអនុគមន៍
g ។ សង់ែខ្សេកាង (C′) និង (C′′) តាង g និង g−1 ។
លំហាត់ទី ៥៣៧
អនុគមន៍ f (x; y) មួយេផ្ទ�ងផា្ទ ត់លក្ខខណ្ឌ ទាងំបីដូចខាងេ្រកាមចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់មិន
អវជិ្ជមាន x និង y :
(i) f (0; y)= 1+ y
(ii) f (x+1;0)= f (x;1)
(iii) f (x+1; y+1)= f (x; f (x+1; y)) ។
ក. គណនា f (1;n), f (2;n) និង f (3;n) ជាអនុគមន៍ៃន n ។
ខ. គណនា f (4;2009) ។
លំហាត់ទី ៥៣៨

េបី a+b+ c = 1 ; a2+b2+ c2 = 9 និង a3+b3+ c3 = 1 ចូររក 1
a
+ 1

b
+ 1

c
។

លំហាត់ទី ៥៣៩
េគឱ្យចំណុច O ជាគល់ត្រម�យៃន្របព័ន្ធកូអរេដាេនមានបីវមិា្រត េហយីតាង A,B និង C
ជាចំណុចេនេលីអ័ក្សវជិ្ជមាន x, y និង z េរៀងគា្ន ។ េបី OA = 4p75 និង ∠BAC = 300

ចូរគណនា 100S4ABC (S4ABC ជាៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណ
ABC ) ។
លំហាត់ទី ៥៤០
ស្វុ ីត a1,a2,a3, ... កំណត់េដាយ a1 = 1 និង ចំេពាះ n ≥ 2,

an = (a1+a2+·· ·+an−1)×n ។
្រសាយបញ្ជ ក់ថា a2020 ែចកដាច់នឹង 20202 ។
លំហាត់ទី ៥៤១

្រសាយបញ្ជ ក់ថា cos
π

7
+ cos

3π
7

+ cos
5π
7

= 1
2
។

លំហាត់ទី ៥៤២
ដាក់ជាផលគុណកតា្ត a10+a5+1 ។
លំហាត់ទី ៥៤៣
េដាះ្រសាយសមីការ x+3

(
2−3x2)2 = 2 ។

លំហាត់ទី ៥៤៤

េគឱ្យ a,b, c,d េផ្ទ�ងផា្ទ ត់

a2+b2 = a+b (1)

c2+d2 =−(c+d) (2)
។

្រសាយបញ្ជ ក់ថា (a− c)2+ (b−d)2 ≤ 8 ។
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លំហាត់ទី ៥៤៥
រកតៃម្ល p ∈N េផ្ទ�ងផា្ទ ត់សមីការ (x−p)(x−2011)+1= (x+m)(x+n) ចំេពាះ្រគប់
x ∈R; m,n ∈Z ។
លំហាត់ទី ៥៤៦
ផលគុណៃន 7 នឹង ចំនួនែដលមាន 6 ខ្ទង់ abcde f េស្មីនឹងផលគុណៃន 6 នឹង ចំនួន
ែដលមានេលខ 6 ខ្ទង់ def abc ។ រកចំនួនែដលមាន 6 ខ្ទង់ទាងំពីរ ។
លំហាត់ទី ៥៤៧

េគឱ្យ x0 = 2010 និង xn+1 = 1+ xn

1− xn
ចំេពាះ n ≥ 0 ។ គណនា x2012 ។

លំហាត់ទី ៥៤៨
្រសាយបញ្ជ ក់ថា ផលបូកៃន្រគប់ចំនួនគត់មាន 2013 ខ្ទង់ េស្មីនឹង
49499...9︸ ︷︷ ︸

2010

5500...0︸ ︷︷ ︸
2011

។

លំហាត់ទី ៥៤៩
េគឱ្យស្វុ ីត Fibonacci ែដលកំណត់េដាយ a1 = a2 = 1 និង an+2 = an+an+1 ។
្រសាយបញ្ជ ក់ថា 1

2
+ 1

22 +
2
23 +

3
24 +

5
25 +·· ·+ an

2n < 2 ។
លំហាត់ទី ៥៥០
េគឱ្យអនុគមន៍ f េដាយ f : N×N→N េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ទំនាក់ទំនងខាងេ្រកាម

f (1,1)= 2

f (m+1,n)= f (m,n)+m

f (m,n+1)= f (m,n)−n
្រគប់ m,n ∈N ។ រក្រគប់គូចំនួនគត់វជិ្ជមានែដល f (a,b)= 2013 ។
លំហាត់ទី ៥៥១
េគឱ្យទា្វ រទសេកាណនិយត័ ABCDEFGHIJKL និង R ជាការំង្វង់ចារកឹេ្រក
ទា្វ រទសេកាណនិយត័ (ពហុេកាណនិយត័មាន 12 ្រជ�ងប៉ុនគា្ន ) ។
ក) ្រសាយបញ្ជ ក់ថា AB

AF
+ AF

AB
= 4

ខ) គណនាជាអនុគមន៍ៃន R ផលបូក S = AB2+ AC2+ AD2+ AE2+ AF2 ។
លំហាត់ទី ៥៥២

េគឱ្យចំនួន N = 1+103+ 103 (
103−1

)
1 ·2 + 103 (

103−1
)(

103−2
)

1 ·2 ·3 +·· ·+
103 (

103−1
)

1 ·2 +103+1 ។ េតី N មានប៉ុនា្ម នខ្ទង់ េបីេគដឹងថា l g2= 0.3010 ?
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លំហាត់ទី ៥៥៣
េគឱ្យពហុធា P(x)= (

1+ x+ x2+·· ·+ x2010)2− x2010 ។
ចូរដាក់ P(x) ជាផលគុណៃនពីរពហុធា ។
លំហាត់ទី ៥៥៤
តាង f :R→Rជាអនុគមន៍ែដល f (0)= 1 និងចំេពាះ x, y ∈R
f (xy+1)= f (x). f (y)− f (y)− x+2 ។ រក f (2010) ។
លំហាត់ទី ៥៥៥
ចូរពិនិត្យេមីលស្វុ ីតខាងេ្រកាម

u1 = 1
u2 = 3+5
u3 = 7+9+11
u4 = 13+15+17+19
...

្រសាយបញ្ជ ក់ថា ្រគប់តួៃនស្វុ ីត {un} ជាគូបៃនចំនួនគត់ធម្មជាតិ ។
លំហាត់ទី ៥៥៦
េគេអាយអនុគមន៍ f (x)= (

x3+12x−31
)2020។

ចូរគណនា f (a) េបី a = 3
√

16+8
p

5+ 3
√

8−16
p

5 ។
លំហាត់ទី ៥៥៧

្រសាយបញ្ជ ក់ថា វសិមភាព cosA
a3 + cosB

b3 + cosC
c3 ≥ 3

2abc
ពិតចំេពាះ្រគប់

្រតីេកាណ ABC ែដលមាន រងា្វ ស់្រជ�ង a,b, c និងមុំឈម ∠A,∠B,∠C េរៀងគា្ន ។
លំហាត់ទី ៥៥៨
េគេអាយ a,b, c ជាបីចំនួនពិតវជិ្ជមាន ។
្រសាយបញ្ជ ក់ថា a2+1

b+ c
+ b2+1

c+a
+ c2+1

a+b
≥ 3 ។

លំហាត់ទី ៥៥៩
េគេអាយ f (x)=−x2−2ax−b (a 6= 0) ។
េគដឹងថា f (1)= 3 និង តៃម្លអតិបរមាៃន f គឺ 4 ។ កំណត់តៃម្ល a និង b ។

(អាហារូបករណ៍្របេទសជប៉ុន)

លំហាត់ទី ៥៦០
តាង f : R→R ជាអនុគមន៍ែដល f (0)= 1 និងចំេពាះ x, y ∈R
f (xy+1)= f (x). f (y)− f (y)− x+2 ។ រក f (2010) ។
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លំហាត់ទី ៥៦១
១. ្រតីេកាណ ABC មានេមដយន AM ។ បងា្ហ ញសមភាព AB2 + AC2 = 2AM2 +
BC2

2
។

២. ្រតីេកាណ ABC មាន G ជាទី្របជំុទម្ងន់ ។ តាង a = BC,b = CA, c = AB ។
្រសាយបញ្ជ ក់ថា GA2+GB2+GC2 = 1

3
(
a2+b2+ c2) ។

លំហាត់ទី ៥៦១
្រតីេកាណ ABC ែកង្រតង់ A ។ កាេរ MNPQ ចារកឹក្នុង្រតីេកាណែកង ABC ែដល M
េនេលី AB, N និង P េនេលី BC និង Q េនេលី CA ។ ដូចគា្ន កាេរែដលមាន្រជ�ង
a1,a2,a3 ចារកឹក្នុង្រតីេកាណែកងQPC ,MBN និង AMQ េរៀងគា្ន េដាយមានកំពូល
2 ៃនកាេរេនេលីអីុប៉ូេតនុស និង កំពូលមួយេនេលី្រជ�ងមុំែកងនីមួយៗៃន្រតីេកាណែកង ។
្រសាយបញ្ជ ក់ថា 1

a2
1
+ 1

a2
2
= 1

a2
3
។

លំហាត់ទី ៥៦២
្រសាយបញ្ជ ក់ថា ចំនួនគត់តូចបំផុតែដលធំជាង (

p
3+1)4020 ែចកដាច់នឹង 22011 ។

លំហាត់ទី ៥៦៣
១. សរេសរ x4+4y4 ជាផលគុណៃនពីរពហុធាដឺេ្រកទីពីរៃន x និង y :
២. បងា្ហ ញថា n4+4n មិនែមនជាចំនួនបឋមេទ ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់រុឡឺាទីប
n > 1 ។
លំហាត់ទី ៥៦៤

រកអនុគមន៍ g ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់សមីការ g(x) + g
(

1
1− x

)
= x ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x

ែដល x 6= 0, x 6= 1 ។
លំហាត់ទី ៥៦៥
រក្រគប់ចំនួនគត់វជិ្ជមាន n េដីម្បឱី្យ n2−19n+99 ជាកាេរ្របាកដ ។
លំហាត់ទី ៥៦៦
េគឱ្យចំនួនពិត x, y ∈ (−2,2) និង xy=−1 ។
្រសាយបំភ្លឺថា

4
4− x2 +

9
9− y2 ≥ 12

5
។

លំហាត់ទី ៥៦៧
ឧបមា ពហុធា p(x)= x5+ x2+1 មានឫស្របាំ r1, r2, r3, r4, r5 និង
q(x)= x2−2 ។ ចូរគណនា q(r1)q(r2)q(r3)q(r4)q(r5) ។
លំហាត់ទី ៥៦៨
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ក. រកចំនួនកុំផ្លិច z ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ z7+1= 0 ។
ខ. ទាញបញ្ជ ក់ថា cos

π

7
− cos

2π
7

+ cos
3π
7

= 1
2
។

លំហាត់ទី ៥៦៩
េគឱ្យOជាចំណុច្របសព្វរវាងអង្កត់្រទ�ង AC និងBD ៃន្របេលឡូ្រកាម ABCD ែដលមាន
∠CAB =∠DBC = 2∠DBA ។ គណនាផលេធៀបៃនមុំ ∠ACB និង ∠AOB ។
លំហាត់ទី ៥៧០
រកចំនួនគត់គូែដលមានេលខបួនខ្ទង់ខុសៗគា្ន េនចេនា្ល ះ 2000 និង 5000 ។
លំហាត់ទី ៥៧១
េគឱ្យចំនួនគត់វជិ្ជមាន a,b,a′,b′,d,d′ ែដល GCD(a,b)= d និង
GCD(a′,b′)= d′ ។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា GCD(aa′,bb′,ab′,a′b)= dd′ ។
លំហាត់ទី ៥៧២

េគឱ្យស្វុ ីត (an) កំណត់េដាយ an = n(n−1)
2

cos
n(n−1π)

2
។

គណនា a1+a2+·· ·+a2020 ។
លំហាត់ទី ៥៧៣
េគឱ្យ4ABC ែកង្រតង់ C និងមាន្របែវង្រជ�ងទាងំបីជាចំនួនវជិ្ជមាន ។ កម្ពស់
គូសេចញពីកំពូលCកាត់អីុប៉ូេតនុស AB ្រតង់ចំណុចD ែដលBD = 24389 ។ គណនា
sin∠BAC ។
លំហាត់ទី ៥៧៤
េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េលីN េដាយ f (1)= 11, f (2)= 22, f (3)= 33, f (4)= 44
និង f (n)= f (n−1)− f (n−2)+ f (n−3)− f (n−4) ចំេពាះ្រគប់ n ≥ 5 ។ គណនា
f (2020) ។
លំហាត់ទី ៥៧៥
េគឱ្យចតុេកាណពា្ន យ ABCDមានបាត AD ∥ BC ។Eជាចំណុចចល័តមួយេនេលីអង្កត់
AB ។ O1 និង O2 ជាផ្ចិតរង្វង់ចារកឹេ្រក 4AED និង 4BEC េរៀងគា្ន ។ បងា្ហ ញថា
O1O2 មាន្របែវងេថរ ។
លំហាត់ទី ៥៧៦
ក្នុង្រតីេកាណែកង XY Z មួយមាន X̂ = 900,Y Z = x, ZX = y និង XY = z ។
បងា្ហ ញថា xn > yn+ zn ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់រុឡឺាទីប n ែដល n ≥ 3 ។
លំហាត់ទី ៥៧៧
េគបានេបះែផ្លសា្វ យមកេរៀបគរជា 11 គំនរេស្មីៗគា្ន េហយីេនសល់ែផ្លសា្វ យចំនួន 6 ែផ្លេទៀត
។ ែតេបីេគយកែផ្លសា្វ យទាងំេនាះមកេរៀបជា 17 គំនរេស្មីៗគា្ន វញិ េនាះពុំមានែផ្លសា្វ យេន
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សល់េទ ។ រកចំនួនែផ្លសា្វ យតិចបំផុតែដលេគបានេបះ ។
លំហាត់ទី ៥៧៨
ចតុេកាណប៉ាង ABCD មួយមាន្រជ�ង AB = a,BC = b,CD = c,DA = d រងា្វ ស់មុំ
AB̂C = x និង AD̂C = y ។ រកលក្ខខណ្ឌ េដីម្បឱី្យចតុេកាណ ABCD មានៃផ្ទ្រកឡា
អតិបរមា ។
លំហាត់ទី ៥៧៩
ស្វុ ីតៃនចំនួន (un) កំណត់េដាយ u1 = 1; u2 = 1 និង un = un−1 + un−2 ចំេពាះ
n = 3;4; ...។
តាង a = 1+p

5
2

និង b = 1−p
5

2
។

១. បងា្ហ ញថា un > an−2 ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ n ≥ 3 ។
២. បងា្ហ ញថា un = 1p

5
(an−bn) ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់រុឡឺាទីបវជិ្ជមាន n ។

លំហាត់ទី ៥៨០

គណនាផលបូក S = 1
21 −

21

22 +
3
23 −

4
24 +·· ·− 2010

22010 + 2011
22011 ។

លំហាត់ទី ៥៨១
េគឱ្យចំនួនគត់វជិ្ជមាន In = 8n+93n+1+253n+1 ចំេពាះ n = 0,1,2, ...,2011 ។
រក gcd(I0, I1, I2, ..., I2011) ។
លំហាត់ទី ៥៨២
បងា្ហ ញថា ចំនួនគត់ N = 552011 +552010 +1 មិនែមនជាចំនួនបឋម ។
លំហាត់ទី ៥៨៣
េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាមក្នុងសំណំុចំនួនគត់រុឡឺាទីប :

x2+ x+503= y2 ។
លំហាត់ទី ៥៨៤

រក្រគប់អនុគមន៍ f : R−
{

2
3

}
→R ែដលបំេពញសមីការអនុគមន៍ខាងេ្រកាម :

1
2

f
(

2x
3x−2

)
+ f (x)= 503x ។

លំហាត់ទី ៥៨៥

េគឱ្យពហុធា P(x)=
2011∑
k=0

1
(2011+k+1)

x4 ។

្រសាយបញ្ជ ក់ថា សមីការ P(x2)= P2(x) គា្ម នឫសជាចំនួនពិត ។
លំហាត់ទី ៥៨៦
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េគឱ្យចតុេកាណ ABCD ចារកឹក្នុងរង្វង់ េហយីមានៃផ្ទ្រកឡា S ។
េគឱ្យ AB = a,BC = b,CD = c, AD = d និង p ជាកន្លះបរមិា្រត ។
ក) ្រសាយបញ្ជ ក់ថា S =

√
(p−a)(p−b)(p− c)(p−d) ។

ខ) េបី S =
( p
2

)2
បងា្ហ ញថា ABCD ជាកាេរ ។

លំហាត់ទី ៥៨៧
ក) រកតៃម្លៃន A = 20113−2010.20113−20102.2011+20103 ។
ខ) រកតៃម្លៃន B = 4035−4022(4033+2.4032+3.403+4) ។
លំហាត់ទី ៥៨៨
គណនាផលបូកតួមិនកំណត់ៃនស្វុ ីតខាងេ្រកាម :

S = 13

31 +
23

32 +
33

33 +
43

34 +
53

35 +·· · ។
លំហាត់ទី ៥៨៩

េគឱ្យ f (n)= 1
3pn2+2n+1+ 3pn2−1+ 3pn2−2n+1

្រគប់ n ∈N ។
គណនាផលបូក S = f (1)+ f (3)+ f (5)+·· ·+ f (106−3)+ f (106−1) ។
លំហាត់ទី ៥៩០
បនា្ទ ត់៣េផ្សងគា្ន ្រត�វបានគូសេនក្នុងប្លង់ ។ ឧបមាថាមាន n រង្វង់យ៉ាងពិត
្របាកដេនក្នុងប្លង់ែដលប៉ះនឹងបនា្ទ ត់ទាងំ៣ ។ រកតៃម្លែដលអាចមានៃន n េដាយ
គូសរូបបញ្ជ ក់ ។
លំហាត់ទី ៥៩១
តាង u0,u1,u2, ...,un ជាស្វុ ីតៃនចំនួនពិត ែដលបំេពញទំនាក់ទំនងខាងេ្រកាម :

(3−un+1)(6+un)= 18 និង u0 = 3 ។ គណនា
2011∑
k=0

1
uk

។

លំហាត់ទី ៥៩២
ែស្វ៊រ S1 មួយមានកាំ r ចារកឹក្នុងេកានមួយមានមុំេន្រតង់កំពូលៃនមុខកាត់តាម
អ័ក្សេស្មី

π

3
។

ក) រកផលេធៀប V1

V
រវាងមាឌ V1 និង មាឌ V ៃនែស្វ៊រ S1 និង េកាន ។

ខ) េហ S2 ជាែស្វ៊រេនក្នុងេកាន ប៉ះនឹងជេន្រតៃនេកាន េហយីប៉ះនឹងែស្វ៊រ S1

S3 ជាែស្វ៊រេនក្នុងេកាន ប៉ះនឹងជេន្រតៃនេកាន េហយីប៉ះនឹងែស្វ៊រ S2

.....................................................................................................
Sk+1 ជាែស្វ៊រេនក្នុងេកាន ប៉ះនឹងជេន្រតៃនេកាន េហយីប៉ះនឹងែស្វ៊រ Sk
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្រសាយបញ្ជ ក់ថា្រគប់ n ∈N ផលបូកមាឌៃនែស្វ៊រ S1,S2, ...,Sn តូចជាង
1
2

V ។
លំហាត់ទី ៥៩៣
េគឱ្យ c > 0 និង a,b ≥ c ។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា

√
c(a− c)+

√
c(b− c)≤

p
ab ។

លំហាត់ទី ៥៩៤

គណនាអាងំេត្រកាល I(k)=
∫ ∞

0

sinkxcoskx
x

dx ែដល k ជាចំនួនគត់វជិ្ជមាន ។
លំហាត់ទី ៥៩៥

គណនាអាងំេត្រកាល I =
∫ π

2

0
ln(sinx)dx ។

លំហាត់ទី ៥៩៦

គណនាអាងំេត្រកាល I =
∫

dx
cosx

។
លំហាត់ទី ៥៩៥
i ជាចំនួនកំុផ្លិចែដល i =

p
−1 ។ បងា្ហ ញថា i i ជាចំនួនពិត ។

លំហាត់ទី ៥៩៦
េគេអាយ j និង nជាចំនួនគត់វជិ្ជមាន និងយក S j = 1 j+2 j+3 j+·· ·+n j ។ បងា្ហ ញថា(
k+1

1

)
S1+

(
k+2

2

)
S2+·· ·+

(
k+1

k

)
Sk = (n+1)k+1− (n+1) ។

លំហាត់ទី ៥៩៧
េ្របីអនុមាណរមួគណិតវទិយ បងា្ហ ញថា 133|(11)n+2+122n+1 ។
លំហាត់ទី ៥៩៨
េគេអាយ 0≤ x, y, z ≤ 1 ។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា

(2x+2y+2z) (2−x+2−y+2−z)≤ 81
8
។

លំហាត់ទី ៥៩៩
េបី a0

n+1
+ a1

n
+ a2

n−1
+·· ·+ an−1

2
+an = 0 ្រសាយបញ្ជ ក់ថា សមីការ

a0xn+a1xn−1+a2xn−2+ ...+an−1x+a0 = 0 មានឫសយ៉ាងតិច
មួយចេនា្ល ះ (0,1) ។
លំហាត់ទី ៦០០
េបី f (x)= 0 ជាសមីការពហុធាែដលមាន n ឫសចំនួនពិត ្រសាយបញ្ជ ក់ថា សមីការ
f ′(x)= 0 មានយ៉ាងេហាច (n−1) ឫសចំនួនពិត ។
លំហាត់ទី ៦០១
pជាចំនួនគត់ធម្មជាតិ ។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា pn+1+(p+1)2n−1 ែចកដាច់នឹង p2+p+1
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ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ធម្មជាតិ n ។
លំហាត់ទី ៦០២
េបី p ជាចំនួនបឋម ្រសាយតាមអនុមាណរមួគណិតវទិយថា p| (np −n) ចំេពាះ្រគប់
n ∈N ។
លំហាត់ទី ៦០៣
េដាះ្រសាយសមីការ 8

p
sinx+27

p
cosx = 97

3
4 , x ∈

(
0;

π

2

)
។

លំហាត់ទី ៦០៤

េដាះ្រសាយសមីការ sinx+ cosx =
√

2+ sin2018
(
x− π

4

)
(∗) ។

លំហាត់ទី ៦០៦
េគេអាយ p និង qជាចំនួនពិតែដល p 6= 0 េហយី a,b, cជាឫសៃនពហុធា px3−px2+
qx+ q ។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា (a+b+ c)

(
1
a
+ 1

b
+ 1

c

)
=−1 ។

លំហាត់ទី ៦០៧
េដរÃេវៃនអនុគមន៍បណាǾǓក់
្រសាយថាេបី ϕ(x)=ψ [ f (x)] េនាះ ϕ′(x)=ψ′ [ f (x)] . f ′(x) ។
លំហាត់ទី ៦០៨
្រទឹស្តីបទ Lebnitz

េបី y = uv ែដល u,v ជាអនុគមន៍ៃន x ្រសាយបញ្ជ ក់ថាេដរេីវទី n កំណត់េដាយ yn =
(uv)n = unv+ nC1n−1v1+ nC2n−2v2+·· ·+ nCnvn ។
លំហាត់ទី ៦០៩
្រសាយបញ្ជ ក់វសិមភាព :

4n

n+1
< (2n)!

(n!)2 ចំេពាះ n ≥ 2 ។
លំហាត់ទី ៦១០
េដរÃេវៃនអនុគមន៍្រចាស
្រទឹស្តី បទ :េបី f ជាអនុគមន៍ជាប់មួយទល់មួយកំណត់េនេលីចេនា្ល ះ I និង f មានេដរេីវ្រតង់
x0 ែដល f (x0) 6= 0 េនាះអនុគមន៍្រចាសៃនអនុគមន៍ f មានេដរេីវ្រតង់ f (x0) ែដលេដរេីវ
របស់វា្រតង់ f (x0) េនាះគឺ 1

f ′ (x0)
។

លំហាត់ទី ៦១១
ក) កំណត់ចំនួនពិត x និង y េដាយដឹងថា 3x+3y = 30 និង
log3x− log3 y= 1 ។
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ខ) េដាះ្រសាយក្នុងសំណំុចំនួនពិតនូវសមីការ
√

1− x2 = 3 · x−4 · x3 ។
លំហាត់ទី ៦១២
្រសាយបញ្ជ ក់ថា ចំេពាះ្រគប់ a1,a2,b1,b2 ∈ (1,∞) វសិមភាពខាងេ្រកាមពិត :

1√
1+ loga1

√
b1

+ 1√
1+ loga2

√
b2

+ 1√
1+ logb1a

2
1

+

1√
1+ logb2a

2
2

≤ 2 ·
p

2 ។

លំហាត់ទី ៦១៣
េដាះ្រសាយវសិមីការ
logp

5

(
3x2−x−1+2

)
+ log5

(
3x2−x−1+2

)
+ log25

(
3x2−x−1+2

)
+log625

(
3x2−x−1+2

)
+ ...+ log52k

(
3x2−x−1+2

)
+ ...≤ 4 ។

លំហាត់ទី ៦១៤

ក) ្រសាយបញ្ជ ក់ថា ln(1+ x)≥ x− x2

2
, (∀)x ∈ [0,∞) ។

ខ) េគេអាយ f :R→ [0,∞) ជាអនុគមន៍ជាប់ ។
្រសាយបញ្ជ ក់ថា lim

n→∞

n∑
k=1

ln
(
1+ 1

n
· f

(
k
n

))
=

∫ 1

0
f (x)dx ។

លំហាត់ទី ៦១៥

គណនា lim
x→2

p
4x+1− 3px+6− 4px−1

3x+4x−5x ។
លំហាត់ទី ៦១៦

ក) ចំេពាះ a > 0 ្រសាយបញ្ជ ក់ថា lim
n→∞

1+2a+3a+ ...+na

na+1 = 1
a+1

។

ខ) គណនា lim
n→∞

1+ 4p2+ 4p3+ ...+ 4
p

n

n · 4pn3
(

4
√

(n+1)2+1− 4pn2+1
) ។

លំហាត់ទី ៦១៧

រក្រគប់ b ∈N េដីម្បេីអាយ 3
√

2+
p

b+ 3
√

2−
p

b ជាចំនួនគត់ ។
លំហាត់ទី ៦១៨

គណនា
∫ π

−π

sin(2020x)
(1+2x) sinx

dx ។
លំហាត់ទី ៦១៩
េគេអាយស្វុ ីតចំនួនពិតវជិ្ជមាន a0,a1,a2,a3, ...,an កំណត់េដាយ a0 = 1 និង
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an+1 =


1
2

an េបី an គូ

1
2

(an+2017) េបី an េសស
។

ក) ្រសាយបញ្ជ ក់ថា ស្វុ ីត {an} ជាស្វុ ីតខួប ។
ខ) ចូររក a2017 ។
លំហាត់ទី ៦២០
េគេអាយ {an} ជាស្វុ ីតកំណត់េដាយ a0 = 0,a1 = 1,a2 = 2 និង

an = an−1+an−2−an−3+1
ចំេពាះ n ≥ 3 ។ រក a2023 ។
លំហាត់ទី ៦២១
្រសាយបញ្ជ ក់ថា

p
3 ជាចំនួនអសនិទាន។

លំហាត់ទី ៦២២
េនេដីមឆា្ន ំ ២០១១ េនះ ចំនួនេភ្ញ�វេទសចរែដលបានមកទស្សនា្របាសាទអង្គរវត្តេស្មីនឹង
pq

(
p2− q2) ែដល p និង qជាចំនួនគត់ធម្មជាតិ េហយី p > q ។ េគ្រសង់េឈា្ម ះេទសចរ

ទាងំេនាះដាក់ក្នុងបញ្ជ ីមួយែដលមានចុះេលខេរៀង្រតឹម្រត�វ ។ បងា្ហ ញថា េលខេរៀងរបស់េទសចរ
ចុងេ្រកាយេគបង្អស់ជាពហុគុណៃន 3 ។
លំហាត់ទី ៦២៣
ចំណុច Mi(x, y, z) មានកូអរេដាេនជាចំនួនគត់រុឡឺាទីបែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ x2 + y2 + z2 =
x3+ y3+ z3 ។ បងា្ហ ញថា មានចំណុច Mi(x, y, z) េ្រចីនរាប់មិនអស់េនក្នុងលំហ ។
លំហាត់ទី ៦២៤
ស្វុ ីត (un) កំណត់េដាយ u1 = 1,u2 = 1 និង un+1 = un + un−1 ចំេពាះ n ≥ 2 ។
បងា្ហ ញថា u2011u2012−u2010u2013 = 1 េហយី u1042012u1042013−
u1042011u1042014 =−1 ។
លំហាត់ទី ៦២៥

ស្វុ ីត (Ik) កំណត់េដាយ Ik =
∫ π

2

0
sinkxdx ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ធម្មជាតិ k ។

អនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (k)= (k+1)IkIk+1 ។
ក. កំណត់ទំនាក់ទំនងរវាង Ik និង Ik+2 ។
ខ. េ្របៀបេធៀប f (k) និង f (k+1) ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ធម្មជាតិ k ។
គណនាតៃម្ល f (2011) ។
លំហាត់ទី ៦២៦
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Pn(x) ជាពហុធាដឺេ្រកទី n ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ Pn(x)=−2xPn−1(x)+P
′
n−1(x) ។

១- បងា្ហ ញថាេដរេីវទី n ៃនអនុគមន៍ y= e−x2 កំណត់េដាយ y(n) = e−x2
Pn(x) ។

២- ទាញបញ្ជ ក់ថា Pn+1(x)+2xPn(x)+2nPn−1(x)= 0 េហយី P
′′
n(x)−2xP

′
n(x)

+2nPn(x)= 0 ។
លំហាត់ទី ៦២៧
.េគឱ្យចំនួនពិតវជិ្ជមាន a និង b។ កំណត់្រគប់គូៃនចំនួនពិតវជិ្ជមាន x, y ែដល
េផ្ទ�ងផា្ទ ត់សមីការ 27xy

(1+2ax)(1+2by)
= 1

ab
+ x

a
+ y

b
។

លំហាត់ទី ៦២៨
រក្រគប់ចំនួនពិត x េផ្ទ�ងផា្ទ ត់វសិមីការ 2 |x−|x+|x−1||| > |x+|x−|x+1|||។
លំហាត់ទី ៦២៩
្រសាយបញ្ជ ក់ថា ចំេពាះ្រគប់ចំនួនធម្មជាតិ k : (k!)k2+k+1 ជាតួែចកៃនចំនួន

(
k3)!។

លំហាត់ទី ៦៣០
្រសាយបញ្ជ ក់ថា េបី្រតីេកាណ ABC មាន្រជ�ង និងមុំឈម A,B េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ទំនាក់
ទំនង

(
a2+b2) sin(A−B)= (

a2−b2) sin(A+B) េនាះវាជា្រតីេកាណ
សមបាត ឬ ្រតីេកាណែកង។
លំហាត់ទី ៦៣១
េគមាន្រតីេកាណ ABC។ េគេ្រជីសេរសីចំណុចេនេលី្រជ�ង BC,CA, AB តាងេដាយ
D,E,F េរៀងគា្ន ែដល BD

DC
= CE

EA
= AF

FB
= k (k ជាចំនួនវជិ្ជមាន)។ តាង S ជាៃផ្ទ

្រកឡា4ABC។ គណនាៃផ្ទ្រកឡា4DEF។
លំហាត់ទី ៦៣២
េគឱ្យ a > 0,b > 0,C > 0។
្រសាយបញ្ជ ក់ថា ab(a+b)+bc(b+ c)+ ca(c+a)≥ 6abc។
លំហាត់ទី ៦៣៣

េគឱ្យចំនួនគត់វជិ្ជមាន x, y, z ែដល x+1
y

+ y+1
z

+z+1
x

ជាចំនួនគត់។តាង dជាតួែចក
រមួធំបំផុតៃនចំនួន x, y, z។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា d ≤ 3

p
xy+ yz+ zx។

លំហាត់ទី ៦៣៤
េគឱ្យស្វុ ីតមិនកំណត់ {an}។ ្រសាយថាេបី an+an+2 > 2an+1 ចំេពាះ n = 1,2, .. េនាះ
a1+a3+·· ·+a2n+1

n+1
≥ a2+a4+·· ·+a2n

n
ចំេពាះ n = 1,2, ..។

លំហាត់ទី ៦៣៥
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្រសាយបញ្ជ ក់ថា 2sin
(
1+ 1

2
+·· ·+ 1

2n−1

)
π

4
=

√
2+

√
2+·· ·+

p
2︸ ︷︷ ︸

nរ៉ាឌីកាល់

។

លំហាត់ទី ៦៣៦
េគឱ្យ្រតីេកាណមានមុំ្រស�ច ABC។ តាង D,F ជាចំណុចកណា្ត លេរៀងគា្ន ៃន BC, AB។
ចំេណាលែកងពីចំណុច C េទេលី AC និង ចំេណាលែកង ្រតង់ចំណុច B េទេលី BC
ជួបគា្ន ្រតង់ N។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា DN មាន្របែវងេស្មីនឹងការំង្វង់
ចារកឹេ្រក្រតីេកាណ ABC។
លំហាត់ទី ៦៣៧

រកចំនួនគត់ធំបំផុត តូចជាង A = 2013!+2010!
2012!+2011!

។
លំហាត់ទី ៦៣៨
រក្រគប់តៃម្លៃន b ែដល B = 11...1−bb...b ជាកាេរ្របាកដ េដាយដឹងថា េលខ 1
មាន 4024 ខ្ទង់ និង b មាន 2012 ខ្ទង់។
លំហាត់ទី ៦៣៩
េដាះ្រសាយសមីការ

(
x2012+1

)(
1+ x2+ x4+·· ·+ x2010)= 2012x2011។

លំហាត់ទី ៦៤០
េគឱ្យអនុគមន៍ f (x, y)= 1− x

y
ែដល x > 0 និង y> 0។ េគតាង

Fn(x)=
 f (x, x) េបី n = 1

f (Fn−1(x), x) េបី n > 1
។ គណនា F2022(2)។

លំហាត់ទី ៦៤១
4ABC មានរងា្វ ស់្រជ�ង AB = 4, BC = 7 និង AC = 5។ តាង α = ∠BAC
ចូរគណនាតៃម្លៃនកេន�ម sin6α

2
+ cos6α

2
។

លំហាត់ទី ៦៤២

គណនាផលបូក f
(

1
2020

)
+ f

(
2

2020

)
+·· ·+ f

(
2019
2020

)
េដាយដឹងថា

f (x)= 4x

4x+2
; x ∈R។

លំហាត់ទី ៦៤៣
្រសាយបញ្ជ ក់ថា

1
logxa · logxa2 +

1
logxa2 · logxa3 + ...+ 1

logxan−1 · logxan
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= n−1
n

log2
ax។

លំហាត់ទី ៦៤៤

េដាះ្រសាយសមីការ cosxcos2xcos4xcos8x = 1
16
។

លំហាត់ទី ៦៤៥
រកេលខខ្ទង់ចុងេ្រកាយៃនចំនួន 1313។
លំហាត់ទី ៦៤៥
រកេលខខ្ទង់ចុងេ្រកាយៃនចំនួន 131313។
លំហាត់ទី ៦៤៦

រកេលខពីរខ្ទង់ចុងេ្រកាយៃនចំនួន 13333313333133313313

។
លំហាត់ទី ៦៤៧
កន្លះបនា្ទ ត់ពុះមុំៃន្រតីេកាណ ABC ្របសព្វគា្ន ្រតង់ចំណុច I។ M និង N ជាចំណុច
កណា្ត លេរៀងគា្ន ៃន្រជ�ង AB និង AC។ MN និងCI ជួបគា្ន ្រតង់ P។Q គឺជាចំណុចមួយ
ែដល MN ែកង PQ េហយីបនា្ទ ត់ BI និង NQ ្រសបគា្ន ។ រកមុំរវាង AC និង IQ។
លំហាត់ទី ៦៤៧
f ជាអនុគមន៍កំណត់ក្នុងសំណំុចំនួនពិតខុសពី 0 និង 1 េហយីេផ្ទ�ងផា្ទ ត់លក្ខខណ្ឌ
ខាងេ្រកាម:
(i) f (1− x)= 1

f (x)
;

(ii) f
(
1
x

)
= 1

f ( f (x))
;

(iii) f ( f ( f (x)))= x។
១. ចូរគណនា f (2), f (−1) និង f

(
1
2

)
។

២. កំណត់អនុគមន៍ f (x)។
លំហាត់ទី ៦៤៨
កំណត់្រគប់គូៃនចំនួនគត់ (x, y) េដីម្បឱី្យកេន�ម

(
x2+3y2) ·2(1−x2−y2) មានតៃម្ល

អតិបរមា។ េតីតៃម្លអតិបរមាេនាះគឺប៉ុនា្ម ន?
លំហាត់ទី ៦៤៩
ចំេពាះចំនួនគត់វជិ្ជមាន n ្រកាបៃនអនុគមន៍ប៉ារ៉ាបូល y= (

n2+n
)
x2− (2n+1)x

+1 កាត់អ័ក្សអាប់សីុស្រតង់ពីរចំណុច An និង Bn។ គណនា
2012∑
n=1

AnBn។

លំហាត់ទី ៦៥០
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េគឱ្យ x, y, z ជាចំនួនពិតវជិ្ជមាន ។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា
1

x2+ yz
+ 1

y2+ zx
+ 1

z2+ xy
≤ 1

2

(
1
xy

+ 1
yz

+ 1
zx

)
។

លំហាត់ទី ៦៥១

េគឱ្យស្វុ ីត {xn} ជាស្វុ ីតប្រង�ម កំណត់េដាយ

x1 = 1, x2 = 2012

xn+1 = 3
√

x2
n+1 · xn

។

គណនា lim
x→+∞xn ។

លំហាត់ទី ៦៥២
ABC ជា្រតីេកាណែកងមាន្រជ�ង AB = 13,BC = 15, AC = 14 ។ ចំណុច D,E,

F េនេលី្រជ�ង AB,BC,CA េរៀងគា្ន ែដល AD
AB

= x,
BE
BC

= y,
CF
CA

= z និង

x+ y+ z = 2
3

, x2+ y2+ z2 = 2
5
។ គណនាៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ DEF ។

លំហាត់ទី ៦៥៣
ឧបមាថា xk, yk (k = 1,2,3, ...,2012)ជាចំនួនពិតវជិ្ជមាន និង x1+x2+...+x2012 =
y1+ y2+ ...+ y2012 = 1 ។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា

2012∑
k=1

xk yk

xk + yk
≤ 1

2
។

លំហាត់ទី ៦៥៤

េគឱ្យ Pn =
n∏

k=0

[
1−

(
1
3

)3k

+
(
1
9

)3k]
។ គណនា lim

n→+∞Pn ។

លំហាត់ទី ៦៥៥

រកតៃម្លតូចបំផុតៃន x ែដល x និង y ជាចំនួនគត់វជិ្ជមាន េហយី 2011
2012

< x
y
< 2012

2013
។

លំហាត់ទី ៦៥៦
សិស្ស្រប�ស និង សិស្ស្រសីមួយ្រក�មបានចូលរមួ្របកួត ញុាភីំហ�េនផ�រទំេនីបមួយ។ េគដឹង
ថាក្នុងភីហ�មួយ្រត�វេគកាត់ជា ១២ដំុតូចៗ។ សិស្ស្រប�សមា្ន ក់អាចញុាអំស់ ៦ឬ ៧ដំុ និង
សិស្ស្រសីមា្ន ក់អាចញុាអំស់ ២ ឬ៣ដំុ។ េបីេគដាក់ភីហ�៤ េឃញីថាមិន្រគប់្រគាន់េទ ែតេបីេគ
ដាក់ភីហ�៥វញិេនាះវាេ្រចីនេពក។ េតីមានសិស្ស្រប�ស និង សិស្ស្រសីប៉ុនា្ម ននាក់ែដលបានចូល
រមួ្របកួត ។
លំហាត់ទី ៦៥៧
រកតៃម្លតូចបំផុត និង ធំបំផុតៃនអនុគមន៍ f (x)= x

(
2011+

√
2013− x2

)
។

លំហាត់ទី ៦៥៨
គណនាផលបូក S2012 = cosa+ cos2a+ cos3a+·· ·+ cos2012a ។
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លំហាត់ទី ៦៥៩
បងា្ហ ញថា A = 62012+132012−22012−172012 ែចកដាច់នឹង 44 ។
លំហាត់ទី ៦៦០
េដាះ្រសាយសមីការ sin2x2+ sin22x2 = sin23x2+ sin24x2 ។
លំហាត់ទី ៦៦១

្របអប់មួយមានបាតជាចតុេកាណែកងែដលមានអង្កត់្រទ�ង្របែវងD(a)= a2−
p

a4+4+2
a

ែដល a > ។ រក្របែវងអតិបរមាៃនអង្កត់្រទ�ងបាត្របអប់។លំហាត់ទី ៦៦២
រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f (x)= ln(

p
x−1−

p
7− x)+p

cosx។
លំហាត់ទី ៦៦៣
ពហុធា r(x)= x5−5x3−3x2+2x+1 មានឫស្របាេំផ្សងគា្ន a1,a2,a3,a4,a5

េហយី s(x)=−x2+5 ជាពហុធាមួយេផ្សងេទៀត។
គណនាផលគុណ p = s (a1) s (a2) s (a3) s (a4) s (a5) ។
លំហាត់ទី ៦៦៤

អនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) = ax

ax+p
a
ែដល a ជាចំនួនពិតវជិ្ជមានេហយីខុសពី 1

។ គណនាផលបូក S = f
(

1
2012

)
+ f

(
2

2012

)
+·· ·+ f

(
2011
2012

)
។
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លំហាត់ទី ៤២៤
េគមានទំនាក់ទំនង (3−2i)Z+ (3+2i)Z−12= 0 (I) ។
ក- បងា្ហ ញថាសំណំុចំណុច M ក្នុងប្លង់កំុផ្លិច ែដលមានអាភិក Z េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ទំនាក់ទំនង
(I) គឺជាបនា្ទ ត់ L មួយែដលេគ្រត�វកំណត់ ។
ខ- A និង B គឺជាពីរចំណុចែដលមានអាភិកេរៀងគា្ន 3+5i និង −3+ i ។
បងា្ហ ញថា បនា្ទ ត់ L ជាេមដយទ័រៃនអង្កត់ [AB] ។

ដំេណាះ្រសាយ
ក- បងា្ហ ញថាសំណំុចំណុច M ក្នុងប្លង់កំុផ្លិច ែដលមានអាភិក Z េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ទំនាក់ទំនង (I)
គឺជាបនា្ទ ត់ L មួយែដលេគ្រត�វកំណត់
•តាង Z = x+ i y េនាះ Z = x− i y
•ចំណុច M មានអាភិក Z ⇒ M(x, y)
•ជំនួសZ និង Z ចូលក្នុង (I) េយងីបាន
(3−2i)(x+ i y)+ (3+2i)(x− i y)−12= 0
3x+3yi−2xi−2yi2+3x−3yi+2xi−2yi2−12= 0

6x+4y−12= 0⇒ y=−3
2

x+3

x′ 0 x

y′

y
A

B

L

3

5

−3

1
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ដូចេនះ សំណំុចំណុច M ែដលមានអាភិក Z គឺជាបនា្ទ ត់ L : y=−3
2

x+3

ខ- បងា្ហ ញថា បនា្ទ ត់ L ជាេមដយទ័រៃនអង្កត់ [AB]
ចំណុច A មានអាភិក 3+5i ⇒ A(3,5)
ចំណុច B មានអាភិក −3+ i ⇒ B(−3,1)
តាង I(a,b) ជាចំណុចកណា្ត លៃនអង្កត់ [AB]

េគបាន a = xA + xB

2
= 3−3

2
= 0, b = yA + yB

2
= 5+1

3
= 3

នាឱំ្យ I(0,3)
•រកសមីការបនា្ទ ត់ AB : y= mx+n
A(3,5) ∈ AB ⇒ 3m+n = 5 (1)
B(−3,1) ∈ AB ⇒−3m+n = 1 (2)
យក (1)+ (2) អង្គនិងអង្គេយងីបាន 2n = 6 ឬ n = 3

េនាះ m = 2
3

AB : y= 2
3

x+3 មានេមគុណ្របាប់ទិស m = 2
3

L : y=−3
2

x+3 មានេមគុណ្របាប់ទិស m′ =−3
2

⇒ m ·m′ =−1 គឺ L ⊥ AB (I I)
យក I(0,3) ជំនួសក្នុងសមីការបនា្ទ ត់ L : 3=−3

2
×0+3 ពិត

នាឱំ្យ I ∈ L ⇒ L∩ AB ្រតង់ចំណុចកណា្ត ល I (I I I)
តាម (I I) និង (I I I) េគបាន L ែកងនឹង AB ្រតង់ចំណុចកណា្ត ល I
ដូចេនះ បនា្ទ ត់ L ជាេមដយទ័រៃនអង្កត់ [AB]

លំហាត់ទី ៤២៥
ពហុធា f (z)= az2018+bz2017+cz2016មានេមគុណជាចំនួនពិតមិនធំជាង 2019

និង f

(
1+p

3i
2

)
= 2015+2019

p
3i ។ ចូររកសំណល់េពលែដលេគែចក f (1)

និង 1000 ។

ដំេណាះ្រសាយ

តាង ω= 1+p
3i

2
េនាះ ω= e

iπ
3 គឺជា Primitive 6th roots ៃនចំនួនឯកតា
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េយងីបាន f (ω)= aω2018+bω2017+ cω2016

= aω2+bω+ c
េយងីចង់រក f (1)= a+b+ c
- ពិនិត្យេមីលែផ្នកពិតៃនចំនួនកំុផ្លិច
Re(ω2)=−1

2
េនាះ Re(ω)= 2

នាឱំ្យ −1
2

a+ 1
2

b+ c = 2015
⇔−a+b+2c = 4030
- ពិនិត្យេមីលែផ្នកនិម្មិតៃនចំនួនកុំផ្លិច
េយងីមាន Im(ω2)= Im(ω)=

p
3

2
េនាះ

p
3

2
(a+b)= 2019

p
3

⇔ a+b = 4038
េដាយ a និង b មិនធំជាង 2019 េនាះេយងី្រត�វយក a = b = 2019

⇒ c = 4030
2

= 2015
f (1)= 4038+2015= 6053
េគបានសំណល់េពលែចក f (1) នឹង 1000 គឺ 53

រЖសៃនឯកតា

•(រសឹៃនឯកតា) េគេអាយ n ≥ 2 ជាចំនួនគត់ និងតាង ζ= e
2πi
n

= cos
(
2π
n

)
+ isin

(
2π
n

)
។ េគថា 1, ζ, ζ2, ...,ζn−1 ជារសឹទី n ៃនឯកតា ។

•េបី ζ ជារសឹទី n ៃនឯកតា េនាះ ζ េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ ζn −1 = 0 ។ េបី ζ 6= 1 េគបាន
1+ζ+ζ2+·· ·+ζn−1 = 0 ។

•េគេអាយ ζ= e
2π
n េនាះ xn−1= (x−1)(x−ζ)

(
x−ζ2) · · ·(

x−ζn−1) ។
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រЖសៃនឯកតា

•េគេអាយ ζ= e
2πi
n េនាះ 1+ x+ x2+·· ·+ xn−1 = (x−1)(x−ζ)(

x−ζ2) · · ·(x−ζn−1) ។
•1+ζm+ζ2m+·· ·+ζ(n−1)m គឺ n េបី n|m និង 0 េបីេ្រកពីេនះ ។ •(Primitive
root of unity) ζ ជា primitive nth root of unity េបីវាជារសឹទី n ៃនឯកតា េហយី
1, ζ, ζ2, ...,ζn−1 សុទ្ធែតខុសៗគា្ន ។

•(Primitive root of unity v2) ζ = e
2πik

n ជា primitive nth root of unity
លុះ្រតាែត gcd(k,n)= 1 ។
•(ពហុធាសីុក្លូតូមីក, Cyclotomic polynomial) ពហុធាសីុក្លូតូមីកលំដាប់ n, Φn(x)
គឺជាពហុធាែដល្រគប់រសឹរបស់វាគឺជា the nth primitive roots of unity ។
•(Cyclotomic Polynomial facts) ពហុធាសីុក្លូតូមីកលំដាប់ n គឺជាពហុធាមិនអាច
ស្រម�លបានែតមួយគត់មានេមគុណជាចំនួនគត់ជាតួែចកៃន xn−1 ែតមិនែមនជាតួ
ែចកៃន xk −1 ចំេពាះ្រគប់ k < n ។
•ពហុធាសីុក្លូតូមីកលំដាប់ n គឺជាពហុធាមីនីម៉ាល់របស់ the nth primitive roots of
unity, i.eចំេពាះ្រគប់ Primitive nth root ζ, Φn(x) , គឺជាពហុធាម៉ូនិកមានេមគុណជា
ចំនួនគត់ដឺេ្រកតូចបំផុត េហយីមាន ζជារសឹ ។
•(Geometry) រសឹៃនឯកតាបេង្កីតបានជាកំពូលៃនពហុេកាណនិយត័េនេលីរង្វង់ឯកតា

ក្នុងប្លង់កំុផ្លិច ។ការគុណចំនួនកុំផ្លិចេដាយ ζ= e
2πi
n គឺជារង្វិលតាមមំុ 2π

n
េធៀបនឹង

គល់តំរុយ ។
•(Trignometry) េបី ζ= eiθ េនាះ cos(θ) = ζ+ζ−1

2
និង sin(θ) = ζ−ζ−1

2។
•(Roots of unity filter) េគេអាយ f (x)=∑

i
a ixi ជាណហុធាមួយ េនាះេគបាន

f (x)+ f (ζx)+ f
(
ζ2x

)+·· ·+ f
(
ζn−1x

)
n

=∑
n|i

a ixi ។

The equation xn = 1 has n roots which are called the nth roots of unity. xn = 1 =
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cos0+ isin0= cos2kπ+ isin2kπ, k is an integer.

x = (co2kπ+ isin2kπ)
1
n

x = cos
2kπ

n
+ isin

2kπ
n

where k = 0,1,2,3, ..., (n−1).

So each root of unity is cos
2kπ

n
+ isin

2kπ
n

where 0≤ k ≤ n−1 .

We know that complex numbers of the form x+ i y can be plotted on the complex
plane(Argand Diagram). If we compare each root of unity with x+ i y, we get x =
cos

2kπ
n

, y= sin
2kπ

n
. Now, we see that the values of x and y satisfy the equation

of unit circle with center (0,0) i.e x2+ y2 = 1.

From above it can be concluded that the roots are located on the circumference of
unit circle with center at (0,0). If we join the points we always get a regular polygons
of n sides.
I. Introduction/ facts you should know

1. (Roots of unity) Let n ≥ 2 be an integer and let ζ = e
2πi
n = cos

(
2π
n

)
+

isin
(
2π
n

)
. Then 1, ζ, ζ2, ...,ζn−1 are called the nth roots of unity.

2. If ζ is an nth root of unity, ζ satisfies ζn −1 = 0. If ζ 6= 1, then 1+ ζ+ ζ2 +
·· ·+ζn−1 = 0.

3. Let ζ= e
2πi
n . Then xn−1= (x−1)(x−ζ)

(
x−ζ2) · · ·(x−ζn−1).

4. Let ζ= e
2πi
n . Then 1+ x+ x2+·· ·+ xn−1 = (x−1)(x−ζ)

(
x−ζ2) · · ·(

x−ζn−1).
5. 1+ζm+ζ2m+·· ·+ζ(n−1)m is n if n|m, and 0 otherwise.
6. (Primitive root of unity) ζ is a primitive nth root of unity if it is an nth root of
unity and 1, ζ, ..., ζn−1 are all distinct.

7. (Primitive root of unity v2 ) ζ = e
2πik

n is a primitive nth root of unity iff
gcd(k,n)= 1.
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8. (Cyclotomic polynomial) The nth cyclotomic polynomial,Φn(x), is the polyno
mial whose roots are the nth primitive roots of unity.
9. (Cyclotomic polynomial facts) The nth cyclotomic polynomial is the unique ir
reducible polynomial with integer coefficients that is a divisor of xn −1 and not a
divisor of xk −1 for any k < n.
The nth cyclotomic polynomial is the minimal polynomial for the nth primitive
roots of unity, i.e. for each primitive nth root ζ, Φn(x), is the monic polynomial
with integer coefficients of minimum degree with ζ as a root.
10. (Geometry) The roots of unity form the vertices of a regular n−gon on the unit

circle in the complex plane. Multiplying complex number by ζ= e
2πi
n corresponds

to rotations of
2π
n

about the origin.

11. (Trigonometry) If ζ= eiθ, then cos(θ)= ζ+ζ−1

2
and sin(θ)= ζ−ζ−1

2
.

12. (Roots of unity filter) Let f (x)=∑
i

a ixi be a polynomial and ζ= e
2πi
n . Then

f (x)+ f (ζx)+ f
(
ζ2x

)+·· ·+ f
(
ζn−1x

)
n

=∑
n|i

a ixi (1).

II. Problems for discussion
1. Let n be an odd positive integer, and let ζ= cos

(
2π
n

)
+ isin

(
2π
n

)
. Evaluate

1
1+1

+ 1
1+ζ

+ 1
1+ζ2 +·· ·+ 1

1+ζn−1 .

2. Verify (1).
3. Evaluate(

2017
0

)
+

(
2017

3

)
+·· ·+

(
2017
2016

)
.

4. (USAMO1976) IfP(x), Q(x), R(x) are polynomials such thatP
(
x5)+xQ

(
x5)+

x2R
(
x5) is divisible by 1+x+x2+x3+x4, prove that P(x) is divisible by x−1.

5. Let a,b, c,d be positive integers, such that an a×b rectangle can be tiled with a
combination of c×1 verticle strips, and 1×d horizontal strips. Prove that either a
is divisible by c or b is divisible by d.
6. Show that if a rectangle can be tiled by smaller rectangles each of which has at least
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one integer side, then the tiled rectangle has at least one integer side.
7. (IMO 1995) Let p be an odd prime. Find the number of p−elements subsets
{1, ...,2p} with sum divisible by p.
8. (China 2010) Let M = {1,2, ...,n}, each element of M is colored in either red,
blue, or yellow. Set
A={(x, y, z) ∈ M×M×M|x+ y+ z ≡ 0 mod n, x, y, z are of same color} .
B={(x, y, z) ∈ M ×M ×M|x+ y+ z ≡ 0 mod n, x, y, z are of pairwise distinct
color.}.
Prove that 2|A| ≥ |B|.
III. Additional Practice
9. (USAMO1996) Prove that the average of the numbersnsinn0 forn = 2,4,6, ...,
180 is cot10 .
10. Prove that cos

(π
7

)
is a root of cubic polynomial with integer coefficients.

11. (Putnam) Let P0 = (0,0). For n = 1,2, ...,8, Let Pn be the rotation of point
Pn−1 45 degrees counterclockwise around the point (n,0). Determine the coordi
nates of P8.
12. (USAMO 1977) Find all pairs of positive integers (m,n) such that the polyno
mial 1+ xn+ x2n+·· ·+ xmn is divisible by the polynomial 1+ x+ x2+·· ·+ xm.
13. (Leningrad Mathematical Olympiad 1991) A sequence a1,a2, ...,an is called
k−balanced if a1 +ak+1 +·· · = a2 +ak+3 +·· · = · · · = ak +2k +·· · . Suppose
the sequence a1,a2, ...,a50 is k−balanced for k = 3,5,7,11,13,17. Prove that
all the values a i are zero.

14. (India 2015) Letω= e
2πi
5 . Show that there are no positive integersa1,a2,a3,a4,

a5,a6 such that the following is an integer:
(1+a1ω) (1+a2ω) (1+a3ω) (1+a4ω) (1+a5ω) (1+a6ω).

15. The set of integers is partitioned into a finite number of arithmetic progressions
with each integer in one progression. Prove that some two of these progressions have
the same common difference.
16. (Jim Propp) n light bulbs are located at the vertices of a regualr n−gon. Initially,
exactly one bulb is turned on. You can choose any collection of bulbs whose positions
are the vertices of a regular polygon, and if they are all on, you can turned them all
off, or if they are all off, you can turn them all on. For what n can you eventually get
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all of the bulbs on?
17. Let ak,bk, ck be integers for k = 1, ...,n, and let f (x) be the number of ordered
triples (A,B,C) of subsets (possibly empty) of the set S = {1, ...,n} that partition
S for ∑

i∈S\A
a i +

∑
i∈S\B

b i +
∑

i∈S\C
c i = x (mod3)

Suppose that f (0)= f (1)= f (2).Prove that there exists i ∈ S such that 3|a i+b i+
c i.
18. (IMO Shortlist 2007) Find all positive integers n such that you can color the num
bers in the set S = {1, ...,n} red or blue such that the set S×S×S contains exactly
2007 monochromatic ordered triples (x, y, z) for which n|x+ y+ z.
19. If P is a nonzero polynomial with integers coefficients, show that there exists a
complex number z with |z| = 1 and |P(z)| ≥ 1.
20. Let

A(x)= ∑
k≥0

x3k

(3k)!
, B(x)= ∑

k≥0

x3k+1

(3k+1)!
, C(x)= ∑

k≥0

x3k+2

(3k+2)!
.

Evaluate A(x)3+B(x)3+C(x)3−3A(x)B(x)C(x).

លំហាត់ទី ៤២៦
កំពូល M និង N របស់្រតីេកាណសម័ង្ស MNP ឋតិេនេលីរង្វង់ C ។ ចំណុច Q
មួយេផ្សងពី N េនេលីរង្វង់ C ែដល MQ = MN ។ បនា្ទ ត់ QP ្របសព្វរង្វង់ C
ជាេលីកទីពីរ្រតង់ R ។ ចូរគណនារងា្វ ស់ PR ។

ដំេណាះ្រសាយ

M

N

Q

P

R

O

តាង O ជាផ្ចិតរង្វង់ C មានកាេំស្មី 1 ឯកតា
េដាយ MN = NP = MP = MQ
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នាឱំ្យចំណុច N,P,Q ឋតិេនេលីរង្វង់ផ្ចិត M ែតមួយ
សន្មត់ ∠PNQ =α េនាះ ∠PMQ = 2α
េដាយ4MNQ ជា្រតីេកាណសមបាតកំពូល M
នាឱំ្យ ∠QNM =∠NQM = 600−α

េហយី4MPQ ជា្រតីេកាណសមបាតកំពូល M

េនាះ ∠MPQ =∠MQP = 1800−2α
2

= 900−α

េគបាន ∠NQR =∠MQP −∠NQM = 900−α− (600−α)= 300

នាឱំ្យ ∠NOR = 2∠NQR = 600

4NOR ជា្រតីេកាណសម័ង្ស េនាះ NO =OR = NR = 1
មយង៉េទៀត ∠NPR =∠PNQ+∠NQP =α+300 (1)
េហយីចតុេកាណ MNQR ចារកឹក្នុងរង្វង់ C ែតមួយ េយងីបាន
∠NRP = 1800−∠NMQ = 1800− (600+2α)= 1200−2α
នាឱំ្យ ∠PNR = 1800− (∠NRP +∠NPR)
⇔∠PNR = 1800− (1200−2α+α+300)
⇔∠PNR = 300+α (2)
តាម (1) និង (2) េគបាន ∠NPR =∠PNR
េនាះ4NPR ជា្រតីេកាណសមបាតកំពូល R
⇒ NR = PR
ែត NR = 1 (ស្រមាយខាងេលី)
ដូចេនះ PR = 1 ឯកតា្របែវង

លំហាត់ទី ៤២៧
តាង m∗n = m+n

mn+4
។

គណនា A = ((· · · (2009∗2008)∗2007)∗·· ·∗1)∗0) ។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីសេង្កតេឃញីថា m∗2= m+2

2m+4
= 1

2

េដីម្បបីានចំនួនែដលេយងីចង់រក ្រគាន់ែតយក
(
1
2
∗1

)
=

1
2
+1

1
2
+4

= 3
9
= 1

3
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(
1
2
∗1

)
∗0=

1
3
+0

4
= 1

12

ដូចេនះ A = 1
12

លំហាត់ទី ៤២៨
េតីមានចំនួនគត់ n ប៉ុនា្ម នចាប់ពី 1 ដល់ 2008 ែដល:
2.6.10...(4n−2) ែចកដាច់នឹង n! ។

ដំេណាះ្រសាយ
2.6.10...(4n−2)= 2n [1.3.5...(2n−1)]

= 2n · 1.2.3...(2n−1)(2n)
2.4....(2n)

= 2n · 1.2.3...(2n)
2n(1.2.3...n)

= (2n)!
n!

េដាយសារ 2.6.10...(4n−2) ែចកដាច់នឹង n!

⇒ (2n)!
n!

... n!

⇒ (2n)!
n!

= n!.k ែដល k ∈N∗

⇒ C(2n,n)= k ∈N∗ ចំេពាះ n = 1;2008
ដូចេនះ មានចំនួនគត់ n ចំនួន 2008

លំហាត់ទី ៤២៩
មានចំនួនពិត 3គូគឺ (a1;b1) ; (a2;b2) និង (a3;b3) ែដលបំេពញទំនាក់ទំនង :a3−3ab2 = 2009

b3−3a2b = 2008
។ គណនា P =

(
1− a1

b1

)(
1− a2

b2

)(
1− a3

b3

)
។

ដំេណាះ្រសាយ

សម្មតិកម្ម

a3−3ab2 = 2009

b3−3a2b = 2008
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(
a3−3ab2)2008= 2008.2009(
b3−3a2b

)
2009= 2008.2009(

a3−3ab2)2008− (
b3−3a2b

)
2009= 0

ែចកអង្គនឹង b3 រចួតាង t = a
b(

t3−3t
)
2008− (

1−3t2)2009= 0 (1)

សមីការមានឫសបីគឺ
(
a1

b1

)
;
(
a2

b2

)
;
(
a3

b3

)
េគបានសមីការ

(
t− a1

b1

)(
t− a2

b2

)(
t− a3

b3

)
= 0 (2)

(1) និង (2) េអាយ t = 1
2008.P = (−2)2008− (−2)2009
ដូចេនះ P = 1

1004

លំហាត់ទី ៤៣០
ចំេពាះចំនួនគត់ n នីមួយៗមិនអវជិ្ជមាន េគបេង្កីតចំនួនថ្មី f (n) ។
ឧបមថា f (0)= 0 ; f (1)= 1 និង ចំេពាះ n ≥ 2; f (n)−2 f (n−1)+ f (n−2)=
(−1)n(2n−4) ។ គណនា f (2008) និង f (2009) ។

ដំេណាះ្រសាយ
សម្មតិកម្ម f (0)= 0

f (1)= 1
n = 2 : f (2)= 2 f (1)− f (0)+ (4−4)= 2
n = 3 : f (3)= 2 f (2)− f (1)− (6−4)= 1
n = 4 : f (4)= 2 f (3)− f (2)+ (8−4)= 4
n = 5 : f (5)= 2 f (4)− f (3)− (10−4)= 1
សន្និដា្ធ ន : f (n)= 1 េបី n េសស

f (n)= n េបី n គូ
្រសាយតាមវចិារកំេណីន :
សំេណីពិតចំេពាះ n = 0;1; · · · ;k−1
្រសាយថាពិតដល់ n = k
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f (k)= 2 f (k−1)− f (k−2)+ (−1)k(2k−4)
េបី k េសស : f (k−1)= k−1

និង f (k−2)= 1
⇒ f (k)= 2(k−1)−1− (2k−4)

f (k)= 1
មយង៉េទៀត េបី k គូ េនាះ f (k−1)= 1 និង f (k−2)= k−2
⇒ f (k)= 2− (k−2)+2k−4

f (k)= k
ដូចេនះ f (2008)= 2008 និង f (2009)= 1

លំហាត់ទី ៤៣១
េគឱ្យចំនួនពិត x = k+

√
k2−1 ែដល k ជាចំនួនគត់វជិ្ជមានធំជាង 1 ។

ចំេពាះ n = 1;2;3; ... េគតាង An ជាែផ្នកគត់ៃន xn ។
ចូរគណនា A2n ជាអនុគមន៍ៃន An ។

ដំេណាះ្រសាយ
សម្មតិកម្ម : x = k+

√
k2−1; k ∈N∗,k > 1

តាង y= k−
√

k2−1
លក្ខខណ្ឌ 0< y< 1 ្រគប់ k > 1

⇒
x+ y= 2k

xy= 1

ទាញបាន x, y ជាឫសៃនសមីការ :
t2−2kt+1= 0

⇒
x2−2kx+1= 0

∣∣xn−2

y2−2ky+1= 0
∣∣yn−2

បូកអង្គ : xn+ y2−2k
(
xn−1+ yn−1)+ (

xn−2+ yn−2)= 0
តាង Sn = xn+ yn

⇒ Sn = 2kSn−1−Sn−2; n ≥ 2
•េដាយ S0 = 2 ∈Z

S1 = x+1= 2k ∈Z

⇒ Sn = xn+ yn ∈Z
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(តាមវចិារកំេណីន)
មយង៉េទៀត : 0< y< 1
⇒ xn < xn+ yn < xn+1
⇒ [

xn+1
]= xn+ yn

⇒ [
xn]+1= xn+ yn

រ ឺAn+1= xn+ yn

េគបាន (An+1)2 = (xn+ yn)2

A2
n+2An+1= x2n+ y2n+2(xy)n

= A2n+1+2(1)
ដូចេនះ A2n = A2

n+2An−2

លំហាត់ទី ៤៣២
ក្នុងចតុេកាណពា្ន យ ABCD (AD ∥ CB) មានៃផ្ទ្រកឡា S េថរ E
ជាចំនុច្របសព្វៃនអង្កត់្រទ�ងទាងំពីរ ។ េតីចតុេកាណពា្ន យណាែដលមានៃផ្ទ្រកឡា្រតី
េកាណ ABE ធំបំផុត ?

ដំេណាះ្រសាយ

A

B C

D K

x

S0 S0

S1

S2

y

E

តាម C គូសបនា្ទ ត់្រសបនឹង (BD) កាត់បនា្ល យ (AD) ្រតង់ K
តាងៃផ្ទ្រកឡា 4ABE ; 4BEC និង 4AED េរៀងគា្ន េដាយ S0 ; S1 ; S2 េហយី
AD = y ; BC = x
SABC = S0+S1

SBCD = S1+SCED

េដាយ SABC = SBCD (BC ∥ AD)
⇒ SCED = S0

ទាញបាន : SABCD = S4ACK = S

ឯកសារចង្រកង
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េយងីមាន S1

S0
= EC

EA
S0

S2
= EC

EA

⇒ S1

S0
= S0

S2
⇒ S2

0 = S1.S2 (∗)

មយង៉េទៀត4ACK ដូចនឹង4CEB និង4AED

េគបាន S1

S
=

(
BC
AK

)2

= x2

(x+ y)2 (1)

S2

S
=

(
AD
AK

)2

= y2

(x+ y)2 (2)

(1)× (2) :
S1S2

S2
0

= x2 y2

(x+ y)4

(∗)⇒
(
S0

S

)2

= x2 y2

(x+ y)4

⇒ S0

S
= xy

(x+ y)2 (3)

តាមវសិមភាព Cauchy
x2+ y2 ≥ 2xy
(x+ y)2 ≥ 4xy

xy
(x+ y)2 ≤ 1

4
(4)

(3) និង (4) : S0 ≤ 1
4

S

S0 ធំបំផុត : S0 = 1
4

S ដូចេនះ ចតុេកាណ ABCD ជា្របេលឡូ្រកាម េពល SABE

ធំបំផុត

លំហាត់ទី ៤៣៣

តាង In =
∫ π

2
0

sinnxdx ។ ចូរ្រសាយបំភ្លឺថា
π

2(n+1)
≤ I2

n ≤
π

2n
។

ដំេណាះ្រសាយ
េលីចេនា្ល ះ 0< x < π

2
េយងីបាន 0< sinx < 1 ចំេពាះ ∀x ∈

(
0 ,

π

2

)
ឯកសារចង្រកង
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េយងីបាន sinn+1x < sinnx ⇒
∫ π

2
0

sinn+1xdx <
∫ π

2
0

sinnxdx

េនាះ In+1 < In ចំេពាះ ∀n = 1,2,3, .. (1)

យក In+2 =
∫ π

2
0

sinn+2xdx

តាង u = sinn+1x េនាះ du = (n+1)sinnxcosxdx
និង v =

∫
sinxdx េនាះ v =−cosx

េយងីបាន

In+2 =
[−sinn+1xcosx

]π2
0 + (n+1)

∫ π

2
0

sinnx
(
1− sin2x

)
dx

= (n+1)In− (n+1)In+2

⇒ In+2 = n+1
n+2

In (2)

តាង f (n)= (n+1)In · In+1 ⇒ f (n+1)= (n+2)In+1

(
n+1
n+2

)
In

f (n+1)= (n+1)In · In+1

េគបាន f (n)= f (n+1) ចំេពាះ្រគប់ n និង f (n)= f (0), ∀n

f (0)= I0.I1 =
∫ π

2
0

dx ·
∫ π

2
0

sinxdx = π

2
⇒ f (n)= (n+1)In · In+1 = π

2
(3)

តាម (1) នាឱំ្យ (n+1)In · In+1 < (n+1)I2
n

តាម (3) នាឱំ្យ π

2(n+1)
< I2

n (4)

េហយី f (n−1)= nIn · In+1 = π

2
> nI2

n ⇒ I2
n <

π

2n
(5)

តាម (4) និង (5) េយងីទាញបាន π

2(n+1)
≤ I2

n ≤
π

2n
ពិត

លំហាត់ទី ៤៣៤
ចូរេ្របៀបេធៀបពីរចំនួន A = 3p2008+ 3p2006 និង B = 2 3p2007 ។

ដំេណាះ្រសាយ
A = 3p2008+ 3p2006

ឯកសារចង្រកង
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B = 2 3p2007
េយងីមាន 3p2008− 3p2007= 1

3p2008
2+ 3p2008 · · · 3p2007+ 3p2007

2 (1)

3p2007− 3p2006= 1
3p2007

2+ 3p2007 · 3p2006+ 3p2006
2 (2)

េដាយភាគែបងៃន (1) ធំជាងភាគែបងៃន (2)
⇒ 3p2008− 3p2007< 3p2007− 3p2006
ដូចេនះ A < B

លំហាត់ទី ៤៣៥
េគឱ្យបីចំនួនពិតវជិ្ជមាន a;b; c ែដលមានផលគុណេស្មី 1 ។
រកតៃម្លធំបំផុតៃនផលគុណ P =

(
a−1+ 1

b

)(
b−1+ 1

c

)(
c−1+ 1

a

)
។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីមាន abc = 1 េនាះ 1

bc
= a

abc
= a

េនាះ
(
b−1+ 1

c

)
= b

(
1− 1

b
+ 1

bc

)
= b

(
1− 1

b
+a

)
⇒

(
a−1+ 1

b

)(
b−1+ 1

c

)
=

(
a−1+ 1

b

)
·b

(
1− 1

b
+a

)
= b

[
a2−

(
1− 1

b2

)]
≤ a2b

្រសាយដូចគា្ន ចំេពាះផលគុណ២កតា្ត េផ្សងេទៀត រចួគុណអង្គ :[(
a−1+ 1

b

)(
b−1+ 1

c

)(
c−1+ 1

a

)]2

≤ a2b.b2c.c2a

P2 ≤ (abc)3 = 1
ដូចេនះ Pmax = 1
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លំហាត់ទី ៤៣៦
រកចំនួនគត់ធម្មជាតិ n ែដល n+S(n)= 2009 ។
S(n) ជាផលបូកបណា្ត ខ្ទង់ ទាងំអស់ៃនចំនួនគត់ធម្មជាតិ n ។

ដំេណាះ្រសាយ
សម្មតិកម្ម n+S(n)= 2009

n = 2009−S(n) (1)
ទាញបាន n ≤ 2008
េដាយដឹងថាបណា្ត ចំនួនតូចជាង ឬេស្មី 2008 មានែតចំនួន 1999 មានផលបូកខ្ទង់ធំបំផុត
⇒ S(n)≤ S(1999)= 28
ពី (1) n ≥ 2009−28

n ≥ 1981 (2)
េគបាន 1981≤ n ≤ 2008
តាង n = 19ab ែដល a;b ∈N; 0≤ a;b ≤ 9 េ្រពាះ S(2008)= 10; ..;S(2000)=
2
⇒n = 2000;2001; ...;2008

n+S(n)= 2003 មិនេផ្ទ�ងផា្ទ ត់
េគបាន 1981≤ n ≤ 1999
n+S(n)= 2009
19ab+1+9+a+b = 2009
1900+10a+b+10+a+b = 2009
11a+2b = 99
b = 99−11a

2
b = 49−5a+ 1−a

2
b ∈N េនាះ 2|1−a
⇒ a = 1−2t ; t ∈Z

⇒ b = 49−5(1−2t)+ t = 44+11t

⇒
0≤ 1−2t ≤ 9

0≤ 44+11t ≤ 9
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⇔


−4≤ t ≤ 1

2
−4≤ t ≤−35

11
⇒−4≤ t ≤−35

11⇒ t =−4
េគបាន a = 9 ; b = 0
ដូចេនះ n = 1990

លំហាត់ទី ៤៣៧
េគឱ្យស្វុ ីត {an} ជាចំនួនពិតែដលកំណត់េដាយ :a1 = 1

an+1 = 1+a1 ·a2 ·a3 · · ·an , (n ≥ 1)
។

គណនាផលបូក S =
+∞∑
i=1

1
an

។

ដំេណាះ្រសាយ

សម្មតិកម្ម :

a1 = 1

an+1 = 1+a1 ·a2 ·a3 · · ·an , (n ≥ 1)

េយងីមាន an+1−1= a1 ·a2 ·a3 · · ·an

⇒ an+2−1= a1 ·a2 ·a3 · · ·anan+1

⇒ an+1−1
an+2−1

= 1
an+1

⇒ 1
an=2−1

= 1
an+1 (an+1−1)

= an+1− (an+1−1)
an+1 (an+1−1)

= 1
an+1−1

− 1
an+1

⇒ 1
an+1

= 1
an+1−1

− 1
an+2−1

n = 1 :
1
a2

= 1
a2−1

− 1
a3−1
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n = 2 :
1
a3

= 1
a3−1

− 1
a4−1.................................................

n = k :
1

ak+1
= 1

ak+1−1
− 1

ak+2−1

⇒ 1
a1

+ 1
a2

+·· ·+ 1
ak+1

= 1
a1

+ 1
a2

− 1
ak+2−1

a1 = 1; a2 = 1+a1 = 2

ដូចេនះ S =
+∞∑
i=1

1
an

= 2

លំហាត់ទី ៤៣៨
រក្រគប់អនុគមន៍ f : R→R េផ្ទ�ងផា្ទ ត់លក្ខខណ្ឌ ខាងេ្រកាម :
f [x (1+ f (y))+ f (y)]= x(1+ y)+ y ្រគប់ x, y ∈R ។

ដំេណាះ្រសាយ
េបី f (y1)= f (y2) និង x = 1
តាមសម្មតិកម្ម : f [1(1+ f (y1))+ f (y1)]= f [1(1+ f (y2))+ y2]
េនាះ (1+ y1)+ y1 = (1+ y2)+ y2

y1 = y2

េគបាន f ជាអនុវត្ត្របកាន់ ។
•ចំេពាះ x = 0 : េនាះ

f [x (1+ f (y))+ f (y)]= x(1+ y)+ y
f [ f (y)]= y ្រគប់ y ∈R

⇒ f [ f (x)]= x ្រគប់ x ∈R

•ចំេពាះ y= 0
f [x (1+ f (0))+ f (0)]= x = f [ f (x)]

x (1+ f (0))+ f (0)= f (x) (1)
(េ្រពាះ f ជាអនុវត្ត្របកាន់)
តាង f (0)= a
(1) : x(1+a)+a = f (x)
ពី f [ f (x)]= x

f (x)(1+a)+a = x
[x(1+a)+a] (1+a)+a = x
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x(1+a)2+a(1+a)+a = x(
2a+a2) (x+1)= 0 េនាះ

a = 0

a =−2
ដូចេនះ f (x)= x ; f (x)=−x−2

លំហាត់ទី ៤៣៩
្របមាណវធីិ ∗ ្រត�វកំណត់េនេលីសំណំុចំនួនគត់វជិ្ជមានែដល េបី x និង y
ជាពីរចំនួនគត់វជិ្ជមាន េនាះ x ∗ y ក៍ជាចំនួនគត់វជិ្ជមានែដរ ។ េដាយសន្មត់ថា ∗
បំេពញលក្ខខណ្ឌ ខាងេ្រកាម ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់វជិ្ជមាន x; y និង z ចូរគណនា 5∗6
។

x∗ (y+ z)= (x∗ y)(x∗ z) (1)

(x+ y)∗1= (x∗1)+ (y∗1) (2)

(x+ y)∗2= (x∗2)+4(xy∗1)+ (y∗2) (3)

។

ដំេណាះ្រសាយ

សម្មតិកម្ម :


x∗ (y+ z)= (x∗ y)(x∗ z) (1)

(x+ y)∗1= (x∗1)+ (y∗1) (2)

(x+ y)∗2= (x∗2)+4(xy∗1)+ (y∗2) (3)
តាម (2) : េអាយ x = y= 1
2∗1= (1∗1)+ (1∗1)
2∗1= 2a ែដល a = 1∗1
ពី (2) េអាយ x = 1 ; y= 2
3∗1= (1∗1)+ (2∗1)
3∗1= a+2a = 3a
.................................
n∗1= na ្រគប់ n ∈N∗

តាម (1) : េអាយ x = n ; y= z = 1
n∗2= (n∗1)(n∗1)

= (na)2

ពី (1) : េអាយ x = n; y= 1; z = 2
n∗3= (n∗1)(n∗2)
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n∗3= (na)3

......................
n∗m = (na)m ្រគប់ n,m ∈N∗

េដាយ 2∗2= (2a)2 = 4a2

ែតតាម (3) : េអាយ x = y= 1
(2∗2)= (1∗2)+4(1∗1)+ (1∗2)
4a2 = a2+4a+a2

2a2 = 4a ⇒ a = 2 េ្រពាះ a 6= 0
េគបាន (n∗m)= (2n)m

ដូចេនះ 5∗6= 106

លំហាត់ទី ៤៤០
ចំេពាះ P; R េរៀងគា្ន ជាកន្លះបរមិា្រត និងការំង្វង់ចារកឹេ្រក្រតីេកាណមួយ ចូរកំណត់
្របេភទ្រតីេកាណេនាះ េដីម្បឱី្យផលេធៀប P

R
មានតៃម្លធំបំផុត ។

ដំេណាះ្រសាយ

O

A

B C

តាង O ជាផ្ចិតរង្វង់ចារកឹេ្រក4ABC
កាំ R និង p ជាកន្លះបរមិា្រតៃន4ABC
(2p)2 = (BC+CA+ AB)2

តាមវសិមភាព CauchySchwarz
(BC+CA+ AB)2 ≤ 3

(
BC2+CA2+ AB2) (1)

មយង៉េទៀត BC2+CA2+ AB2 =
(−−→
OC−−−→

OB
)2+

(−−→
OA−−−→

OC
)2

+
(−−→
OB−−−→

OA
)2

= 6R2−2
(−−→
OC ·−−→OB+−−→

OA ·−−→OC+−−→
OB ·−−→OA

)
ឯកសារចង្រកង
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= 9R2−
(−−→
OA+−−→

OB+−−→
OC

)2
(2)

(1) និង (2) េគបាន :
(2p)2 ≤ 3 ·9R2

P
R

≤ 3
p

3
2

ដូចេនះ P
R
ធំបំផុតេពល P

R
= 3

p
3

2
ជាសមភាពេពល BC = CA = AB ;

−−→
OA+−−→

OB+−−→
OC =−→

0
ដូចេនះ4ABC សម័ង្ស

លំហាត់ទី ៤៤១
គណនាតៃម្លៃនកេន�ម
១) Sn = lncos

a
2
+ lncos

a
22 +·· ·+ lncos

a
2n

២) Pn =
(
1+ 1

cosa

)(
1+ 1

cos2a

)
· · ·

(
1+ 1

cos2na

)
។

ដំេណាះ្រសាយ
១) Sn = lncos

a
2
+ lncos

a
22 +·· ·+ lncos

a
2n

េយងីមាន sin2x = 2sinxcosx េនាះ lnsin2x = ln2+ lnsinx+ lncosx
នាឱំ្យ lncosx = lnsin2x− ln2− lnsinx
ជំនួស x ក្នុង (1) េដាយ a

2
,

a
22 , ...,

a
2n ជាបន្តបនា្ទ ប់

េយងីបាន lncos
a
2
= lnsina− lnsin

a
2
− ln2

lncos
a
22 = lnsin

a
2
− lnsin

a
22 − ln2

..............................................

lncos
a
2n = lnsin

a
2n−1 − lnsin

a
2n − ln2

បូកអង្គ : Sn = lnsina− lnsin
a
2n −nln2

ដូចេនះ Sn = ln
sina

2nsin
a
2n
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២) Pn =
(
1+ 1

cosa

)(
1+ 1

cos2a

)
· · ·

(
1+ 1

cos2na

)
េយងីមាន 1+ 1

cos2x
= cos2x+1

cos2x
= 2cosx.sin2x

cos2x.sin2x

= 2cos2x · sin2x
cos2x(2sinxcosx)

= tan2x
tanx

(2)

ជំនួស x ក្នុង (2) េដាយ a
2

,a,2a, ...,2n−1a ជាបន្តបនា្ទ ប់េយងីបាន

1+ 1
cosa

= tana

tan
a
2

1+ 1
cos2a

= tan2a
tana.........................................

1+ 1
cos2na

= tan2na
tan2n−1a

គុណអង្គ និង អង្គេយងីបាន Pn = tan2na

tan
a
2

ដូចេនះ Pn = tan2na

tan
a
2

លំហាត់ទី ៤៤២
េគឱ្យចំនួនគត់ n ែដល n ≥ 2 និងចំនួនមិនអវជិ្ជមាន a1,a2,a3, ...,an ។
ចូរ្រសាយបំភ្លឺថា

a1+a2+a3+·· ·+an

n
≥ n
p

a1 ·a2 ·a3 · · ·an ។

ដំេណាះ្រសាយ
•ចំេពាះ n = 2 េយងីបាន a1+a2

2
≥p

a1 ·a2

⇔ a1+a2 ≥ 2
p

a1 ·a2

⇔ (a1+a2)2 ≥ (2
p

a1 ·a2)2

⇔ a2
1+2a1a2+a2

2 ≥ 4a1a2

⇔ a2
1−2a1a2+a2

2 ≥ 0
⇔ (a1−a2)≥ 0 ពិត
•ឧបមាថាពិតរហូតដល់ n = k េគបាន
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a1+a2+a3+·· ·+ak

k
≥ k
p

a1 ·a2 ·a3 · · ·ak (1) ពិត
•េយងីនិង្រសាយថាពិតរហូតដល់ n = k+1

តាង ak+1 = a1+a2+a3+·· ·+ak

k
េនាះវសិមភាព (1) អាចសរេសរ

a1+a2+a3+·· ·+ak + a1+a2+a3+·· ·+ak

k
k+1

≥
k+1

√
a1 ·a2 ·a3 · · ·ak · a1 ·a2 ·a3 · · ·ak

k

⇔ a1+a2+·· ·+ak

k
≥ k+1

√
a1 ·a2 ·a3 · · ·ak · a1 ·a2 ·a3 · · ·ak

k

⇔ k+1

√(a1+a2+a3+·· ·+ak

k

)k+1
≥ k+1

√
a1 ·a2 ·a3 · · ·ak · a1 ·a2 ·a3 · · ·ak

k

⇔ k+1

√(a1+a2+a3+·· ·+ak

k

)k
≥ k+1

p
a1 ·a2 ·a3 · · ·ak

⇔
(a1+a2+a3+·· ·+ak

k

)k
≥ a1 ·a2 ·a3 ·ak

⇒ a1+a2+a3+·· ·+ak

k
≥ k
p

a1 ·a2 ·a3 · · ·ak ពិត

⇒ a1+a2+a3+·· ·+ak +ak+1

k+1
≥ k+1

p
a1 ·a2 ·a3 · · ·ak ·ak+1 ពិត

ដូចេនះ a1+a2+a3+·· ·+an

n
≥ n
p

a1 ·a2 ·a3 · · ·an

លំហាត់ទី ៤៤៣
េគឱ្យ a,b, c ជាចំនួនពិត ខុសពី −1 និង 1 ែដល a+b+ c = abc ។
ចូរបងា្ហ ញថា a

1−a2 +
b

1−b2 +
c

1− c2 = 4abc(
1−a2

)(
1−b2

)(
1− c2

) ។
ដំេណាះ្រសាយ

តាង a = tanx , b = tany , c = tanz
េយងីបាន a+b+ c = abc ⇔ tanx+ tany+ tanz− tanxtanytanz = 0

េយងីមាន tan(x+ y+ z)= tanx+ tany+ tanz− tanxtanytanz
1− tanxtany− tanytanz− tanztanx

េនាះ tan(z+ y+ z)= 0
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េដាយ tan(2x+2y+2z)= tan2x+ tan2y+ tan2z− tan2xtan2ytan2z
1− tan2xtan2y− tan2ytan2z− tan2ztan2x

⇔ tan2x+ tan2y+ tan2z− tan2xtan2ytan2z
1− tan2xtan2y− tan2ytan2z− tan2ztan2x

= 2tan(x+ y+ z)
1− tan2(x+ y+ z)

⇔ tan2x+ tan2y+ tan2z− tan2xtan2ytan2z = 0

⇔ 2a
1−a2 +

2b
1−b2 +

2c
1− c2 =

(
2a

1−a2

)
·
(

2b
1−b2

)
·
(

2c
1− c2

)
ដូចេនះ a

1−a2 +
b

1−b2 +
c

1− c2 = 4abc(
1−a2

)(
1−b2

)(
1− c2

)
លំហាត់ទី ៤៤៤

១. េគឱ្យ x >−1 និង 0≤ n ≤ 1 ្រសាយថា (1+ x)n ≤ 1+nx ។
២. អនុវត្តវសិមភាពខាងេលី ចូរ្រសាយថា[
(sinx)2012](cosx)2012

+ [
(cosx)2012](sinx)2012

≥ 1, ∀x ∈R ។

ដំេណាះ្រសាយ
១. េគឱ្យ x >−1 និង 0≤ n ≤ 1 ្រសាយថា (1+ x)n ≤ 1+nx
•ចំេពាះ n = 0 េយងីបាន (1+ x)0 ≤ 1+0 ពិត ∀x >−1
•ចំេពាះ n = 1 េយងីបាន (1+ x)1 ≤ 1+ x ពិត ∀x >−1
•ចំេពាះ 0< n < 1 េយងីតាង f (x)= (1+ x)n− (1+nx)
⇒ f ′(x)= n(1+ x)n−1−n = n

[
(1+ x)n−1−1

]
f ′(x)= 0 កាលណា (1+ x)n−1 = 1⇔ 1+ x = 1 ឬ x = 0
f ′(x)> 0 កាលណា (1+ x)n−1 > 1⇔ 1+ x < 1 ឬ x < 0
f ′(x)< 0 កាលណា (1+ x)n−1 < 1⇔ 1+ x > 1 ឬ x > 0

តារាងអេថរភាពៃន f

x

f (x)

f (x)

−1 0 +∞
+ 0 −

00

f (0)= (1+0)n− (1+0)= 0
តាមតារាងេនះ េយងីបាន f (x)≤ 0, ∀x >−1
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នាឱំ្យ (1+ x)n− (1+nx)≤ 0, ∀x >−1
ដូចេនះ (1+ x)n ≤ 1+nx, ∀x >−1, 0≤ n ≤ 1
២. អនុវត្តវសិមភាពខាងេលី ចូរ្រសាយថា[
(sinx)2012](cosx)2012

+ [
(cosx)2012](sinx)2012

≥ 1, ∀x ∈R

តាង a = (sinx)2012 និង b = (cosx)2012 េនាះ a,b ∈ [0;1] , ∀x ∈R

វសិមភាពខាងេលីេទជា : ab +ba > 1, ∀a,b ∈ [0;1]
•ករណី a = 0⇒ b = 1 េយងីបាន 01+10 ≥ 1 ពិត
•ករណី a = 1⇒ b = 0 េយងីបាន 10+01 ≥ 1 ពិត
•ករណី a ∈ (0;1)⇒ b ∈ (0;1) េយងីបាន
1
ab =

(
1
a

)b

=
(
a+1−a

a

)b

=
(
1+ 1−a

a

)b

≤ 1+b
(
1−a

a

)
⇒ 1

ab ≤ 1+ b−ab
a

= a+b−ab
a

⇒ ab ≥ a
a+b−ab

(1)

្រសាយដូចគា្ន ែដរ ba ≥ b
b+a−ab

(2)

យក (1)+ (2) េយងីបាន ab +ba = a
a+b−ab

+ b
a+b−ab

≥ a+b
a+b

= 1

ដូចេនះ
[
(sinx)2012](cosx)2012

+ [
(cosx)2012](sinx)2012

≥ 1, ∀x ∈R

លំហាត់ទី ៤៤៥
េដាះ្រសាយសមីការ
១)

p
3cos2x+2sinxcosx−

p
3sin2x−1= 0

២) 16p
x−2010

+ 1√
y−2012

= 10−
(p

x−2010+
√

y−2012
)
។

ដំេណាះ្រសាយ
េដាះ្រសាយសមីការ
១-

p
3cos2x+2sinxcosx−

p
3sin2x−1= 0

⇔
p

3
(
1+ cos2x

2

)
+ sin2x−

p
3

(
1− cos2x

2

)
−1= 0

⇔
p

3cos2x+ sin2x = 1

⇔
p

3
2

cos2x+ 1
2

sin2x = 1
2
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⇔ sin
π

3
cos2x+ cos

π

3
sin2x = 1

2
⇔ sin

(
2x+ π

3

)
= sin

π

6

⇒


2x+ π

3
= π

6
+2kπ

2x+ π

3
=π− π

6
+2kπ

⇔


x =− π

12
+kπ

y= π

4
+kπ

k ∈Z

ដូចេនះ x =− π

12
+kπ ឬ y= π

4
+kπ ែដល k ∈Z

២) 16p
x−2010

+ 1√
y−2012

= 10−
(p

x−2010+
√

y−2012
)

⇔ 16p
x−2010

+ 1√
y−2012

−10+
(p

x−2010+
√

y−2012
)
= 0

⇔ 16p
x−2010

−8+
p

x−2010+ 1√
y−2012

−2+
√

y−2012= 0

⇔
(

4px−2010− 4
4px−2010

)2

+
(

4
√

y−2012− 1
4
√

y−2012

)2

= 0

⇔


4px−2010= 4

4px−2010
4
√

y−2012= 1
4
√

y−2012

⇒

p

x−2010= 4√
y−2012= 1

⇒
x−2010= 16

y−2012= 1
ដូចេនះ x = 2026 ; y= 2013

លំហាត់ទី ៤៤៦
១. ចូរ្រសាយបំភ្លឺ្រទឹស្តីបទសីុនុស

a
sinA

= b
sinB

= c
sinC

= 2R ។
២. បងា្ហ ញថា េបី a2,b2, c2 ជាតួបន្តគា្ន ៃនស្វុ ីតនព្វន្ត េនាះ cotA, cotB, cotC
ក៍ជាតួបន្តគា្ន ៃនស្វុ ីតនព្វន្តែដរ ។
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ដំេណាះ្រសាយ
១. ្រសាយបំភ្លឺ្រទឹស្តីបទសីុនុស

a
sinA

= b
sinB

= c
sinC

= 2R

េគមាន a,b, c ជារងា្វ ស់្រជ�ង និង S ជាៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ ABC

េគបាន S = 1
2

bcsinA = 1
2

acsinB = 1
2

absinC
េនាះ 2S = bcsinA = acsinB = absinC (1)

R ជាការំង្វង់ចារកឹេ្រក្រតីេកាណ ABC េនាះ S = abc
4R

េនាះ 2S = abc
2R

(2)

ផ្ទឹម (1) និង (2) េយងីបាន bcsinA = acsinB = absinC = abc
2R

ដូចេនះ a
sinA

= b
sinB

= c
sinC

= 2R

២. បងា្ហ ញថា េបី a2,b2, c2ជាតួបន្តគា្ន ៃនស្វុ ីតនព្វន្ត េនាះ cotA, cotB, cotC ក៍ជាតួបន្ត
គា្ន ៃនស្វុ ីតនព្វន្តែដរ
េយងីមាន a2,b2, c2 ជាតួបន្តគា្ន ៃនស្វុ ីតនព្វន្ត េនាះ 2b2 = a2+ c2

⇒ a2+ c2−b2 = b2

⇒ a2+ c2−b2

2ac
= b2

2ac

េនាះ cosB = b2

2ac
េ្រពាះ cosB = a2+ c2−b2

2ac
េដាយ R ជាការំង្វង់ចារកឹេ្រក្រតីេកាណ ABC េនាះ sinB = b

2R

េយងីបាន cotB = cosB
sinB

=
b2

2ac
b

2R

= bR
ac

(1)

ដូចគា្ន ែដរ cosA = b2+ c2−a2

2bc
និង sinA = a

2R
⇒ cotA = R

(
b2+ c2−a2)

abc

cosC = a2+b2− c2

2ab
និង sinC = c

2R
⇒ cotB = R

(
b2+a2− c2)

abc

cotA+ cotB = R
(
b2+ c2−a2)

abc
+ R

(
b2+a2− c2)

abc
= 2

(
bR
ac

)
(2)

តាម (1) និង (2) េគបាន cotA+ cotC = 2cotB
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ដូចេនះ េបី a2,b2, c2 ជាតួបន្តគា្ន ៃនស្វុ ីតនព្វន្ត េនាះ cotA, cotB, cotC ក៍ជាតួបន្ត
គា្ន ៃនស្វុ ីតនព្វន្តែដរ

លំហាត់ទី ៤៤៧
ABCD ជាកាេរ ្រជ�ងមានរងា្វ ស់េស្មី a ។ ចំណុច M ៃនអង្កត់្រទ�ងមានចំេណាលែកង
P និង Q េលី្រជ�ង [AB] និង [AD] េរៀងគា្ន ។ េគពិនិត្យសូលីត

∑
កេកីតេដាយពហុេកាណ PBCDQM ក្នុងរង្វិលជំុវញិអង្កត់ [AB] េហយីសន្មត់យក
AP = x ែដល 0≤ x ≤ a ។
១) គណនាៃផ្ទ្រកឡាសរុប S និងមាឌ V ៃនសូលីត

∑
ជាអនុគមន៍ៃន x ។

២) កំណត់ទិសេដអេថរភាពៃន S និង V កាលណា x ែ្រប្រប�លពី 0 េទ a ។

ដំេណាះ្រសាយ
១) គណនាៃផ្ទ្រកឡាសរុប S និងមាឌ V ៃនសូលីត

∑
ជាអនុគមន៍ៃន x

េបីេគបង្វិលពហុេកាណ PBCDQM ជំុវញិ [AB] េគបាន
•្រជ�ង [CD] បង្កបានៃផ្ទ 2π ·BC ·CD = 2πa2 (1)
•្រជ�ង [BC បង្កបានៃផ្ទ π ·BC2 =πa2 (2)
•្រជ�ង [QM] បង្កបានៃផ្ទ 2π ·PM ·QM = 2πa2

េដាយ APMQ ជាកាេរ េនាះ AP = PM =QM = x
⇒ 2π ·PM ·QM = 2πx2 (3)
• ្រជ�ង [PM] បង្កបានៃផ្ទ π ·PM2 =πa2 (4)
េយងីបានៃផ្ទសរុប S = (1)+ (2)+ [(2)− (4)]+ (3)+ (4)
S = 2πa2+πa2+ (

πa2−πx2)+2πx2+πx2

ដូចេនះ S = 2π
(
x2+2a2) ឯកតាៃផ្ទ

គណនាមាឌ V
េយងីបាន V1 ជាមាឌបង្កបានពីរង្វិល ABCD ជំុវញិ AB
⇒V1 =πAD2 ·DC =πa3

V2 ជាមាឌបង្កបានពីរង្វិល APMQ ជំុវញិ AB
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⇒V2 =πAQ2 ·QM =πx3

V =V1−V2 =πa3−πx3 =π
(
a3− x3)

២) កំណត់ទិសេដអេថរភាពៃន S និង V កាលណា x ែ្រប្រប�លពី 0 េទ a
S = 2π

(
x2+2a2)

•ែដនកំណត់ D= [0;a]
•េដរេីវ S′(x)= 2π(2x)= 4πx ≥ 0, ∀x ∈D

ដូចេនះ ៃផ្ទ S េកីនេលីចេនា្ល ះ [0;a]
- កំណត់ទិសេដអេថរភាពៃន V
V =π

(
a3− x3)

•ែដនកំណត់ D= [0;a]
•េដរេីវ V ′(x)=−3x2 ≤ 0, ∀x ∈D

ដូចេនះ V ចុះេលីចេនា្ល ះ [0;a]

លំហាត់ទី ៤៤៨
េគេអាយ a,b ជាពីរចំនួនពិតខុសគា្ន និង c ជាចំនួនពិតវជិ្ជមានេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ a4 −
2019a = b4−2019b = c ។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា −pc < ab < 0 ។

ដំេណាះ្រសាយ
- េគមាន a4−2019a = b4−2019b
2019(a−b)= a4−b4 = (a−b)(a+b)

(
a2+b2)

ែត a 6= b េនាះ (a+b)
(
a2+b2)= 2019

នាេំអាយ a+b 6= 0
េយងីបាន 2c = a4−2019a+b4−2019b

= a4+b4−2019(a−b)
= a4+b4− (a+b)2 (

a2+b2)
=−2ab

(
a2+ab+b2)

េគទាញបានថា ab
(
a2+ab+b2)=−c < 0 (1)

ែត a2+ab+b2 = 1
2

(
a2+b2+ (a+b)2)> 0 (2)

តាម (1) និង (2) : ab < 0
េយងីពិនិត្យេមីល a2 + ab + b2 = (a+ b)2 − ab > −ab (សមភាពមិនេកីតមានេទ
េ្រពាះ a+b 6= 0)
េនាះ −c = ab

(
a2+ab+b2)<−(ab)2
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េនាះ (ab)2 < c
េនាះ −pc < ab <p

c
ដូចេនះ −pc < ab < 0
រេបៀបេផ្សងេទៀត
តាមចបប់សញញ េដកាត (Descart's Rule of Signs) ពហុធា p(x) = x4 − 2019x− c
មានឫសវជិ្ជមានមួយ និងឫសអវជិ្ជមានមួយ ។
េនាះ a,b ្រត�វែតជាឫសជាចំនួនពិតៃនពហុធា p(x)
េដាយមួយក្នុងចំេណាម a,b វជិ្ជមាន េនាះ ab < 0

តាង r± is ជាឫសកុំផ្លិចៃនពហុធា p(x)
តាម្រទឹស្តីបទ Vietta

ab
(
r2+ s2)=−c (1)

a+b+ c+2r = 0 (2)
ab+2ar+2br+ r2+ s2 = 0 (3)

តាម (2) និង (3) : r2+ s2 =−2r(a+b)−ab = (a+b)2−ab ≥−ab (4)
េបី (4) កា្ល យជាសមភាព េនាះ a+b = 0
តាម (2) : r = 0 និងតាម (3) : s2 =−ab
េគបានឫសៃន P(x) គឺ a,−a, ia,−ia
េយងីបាន p(x)= x4+a4 ផ្ទុយពីការពិត
វសិមភាព (4) គឺដាច់ខាត (មិនអាចកា្ល យជាសមភាព)
តាម (1) : c =−(

r2+ s2)ab > (ab)2

ដូចេនះ −pc < ab < 0

លំហាត់ទី ៤៤៩
រក្រគប់ចំនួនបឋម p េដាយដឹងថាមានចំនួនគត់វជិ្ជមាន x, y, z ែដលេធ្វីេអាយ xp +
yp + zp − x− y− z ជាផលគុណៃនបីចំនួនបឋមេផ្សងគា្ន ។

ដំេណាះ្រសាយ
តាង A = xp + yp + zp − x− y− z
- េបី p = 2 េយងីយក x = y= 4 និង z = 3
A = 30= 2 ·3 ·5
- េបី p = 3 េយងីយក x = 3, y= 2 និង z = 1
A = 30= 2 ·3 ·5
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-េបី p = 5 េយងីយក x = 2, y= 2 និង z = 1
A = 30= 2 ·3 ·5
ឧបមាថា េយងីអាចរកចំនួនបឋម p ≥ 5 ែដល A ជាផលគុណៃនបីចំនួនបឋមេផ្សងគា្ន
សិក�ពីភាពសមមូលចំេពាះ 2 និង 3 េគេឃញីថា A ែចកដាច់នឹង 2 ផងនិងែចកដាច់នឹង 3
ផង ។
តាម្រទឹស្តីបទែហ្វរម៉ាត

xp + yp + zp − x− y− z ≡ x+ y+ z− x− y− z = 0 (mod p)
តាមសម្មតិកម្ម េយងី្រត�វេដាះ្រសាយសមីការ xp + yp + zp − x− y− z = 6p
េបីក្នុងចំេណាម x, y, z មានមួយធំជាងឬេស្មី 2 ចាត់ទុកថា x ≥ 2
េនាះ 6p ≥ xp − x = x

(
xp−1−1

)≥ 2
(
2p−1−1

)= 2p −2
ែតតាមកំេណីន េគេឃញីយ៉ាងងាយថា 2n−2> 6n ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ធម្មជាតិ n ≥ 6
េនាះការឧបមាមិនពិត
េគមិនអាចរកចំនួនបឋម p ≥ 5 ែដល A ជាផលគុណៃនបីចំនួនបឋមេផ្សងគា្ន
ដូចេនះ p = 2, p = 3 និង p = 5

លំហាត់ទី ៤៥០
្រតីេកាណ ABC មាន AB < AC ។ េមដយទ័រៃន្រជ�ង BC ជួបបនា្ទ ត់ AB និង AC
្រតង់ចំណុច P និង Q េរៀងគា្ន ។ តាង H ជាអរតូសង់ៃន្រតីេកាណ ABC ។ M និង
N ជាចំណុចកណា្ត លៃន្រជ�ង BC និង PQ េរៀងគា្ន ។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា បនា្ទ ត់ HM
និង AN ្របសព្វគា្ន ្រតង់ចំណុចមួយេនេលីរង្វង់ ។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីមាន ∠APQ =∠BPM = 900−∠CBA =∠HCB
និង ∠AQP =∠MQC = 900−∠QCM = 900−∠ACB =∠CBH
េគបាន4APQ ∼4HCB (ករណី ម.ម)
M និង N ជាចំណុចកណា្ត លៃន BC និង PQ េរៀងគា្ន
េនាះ4AQN ∼4HBM
េគបាន ∠ANQ =∠HMB
តាង L ជាចំណុច្របសព្វរវាង AN និង HM
∠MLN = 1800−∠LNM−∠NML = 1800−∠LMB−∠NML = 1800−
∠NMB = 900

តាង D ជាចំណុចមួយេនេលីរង្វង់ៃន្រតីេកាណ ABC (D ជាចុងមា្ខ ងេទៀតៃនអង្កត់ផ្ចិត)
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D ជាចំណុចឆ្លុះៃនចំណុច H េធៀប M
េនាះ D ជាចំណុចេនេលីបនា្ទ ត់ MH និង ∠DLA =∠MLA =∠MLN = 900

ប៉ុែន្ត DA ជាអង្កត់ផ្ចិតៃនរង្វង់ចារកឹេ្រក្រតីេកាណ ABC
លក្ខខណ្ឌ ∠DLA = 900 ្រគប់្រគាន់េអាយេយងីអះអាងថា L េនេលីរង្វង់

P

Q

A

B C

D

H

M

N

លំហាត់ទី ៤៥១
រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម :
ក. y=

√
logx

(
x3+1

)
logx+1x−2

ខ. y= logx2+1
1−

p
1−4x2

x
។

ដំេណាះ្រសាយ
ក. y=

√
logx

(
x3+1

)
logx+1x−2
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អនុគមន៍ y មានន័យលុះ្រតាែត



x > 0

x 6= 1

x3+1> 0

x+1> 0

x+1 6= 1

logx
(
x3+1

)
logx+1−2> 0

⇔


x > 0

x 6= 1

logx+1
(
x3+1

)≥ 2

⇔


x > 0

x 6= 1

x3+1≥ (x+1)2

ឬ


x > 0 (1)

x 6= 1 (2)

(x+1)
(
x2− x+1

)≥ (x+1)2 (3)

⇔


x > 0

x 6= 1

(x+1)
(
x2−2x

)≥ 0
⇒ x ≥ 2
ដូចេនះ D= [2;+∞)

ខ. y= logx2+1
1−

p
1−4x2

x

អនុគមន៍មានន័យលុះ្រតាែត



x2+1> 0

x2+1 6= 0

1−4x2 ≥ 0

x 6= 0
1−

p
1−4x2

x
> 0
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⇔




−1

2
≤ x < 0

0< x ≤ 1
2

1−
p

1−4x2

x
> 0 (1)

(1)⇔
(
1−

p
1−4x2

)(
1+

p
1−4x2

)
x
(
1+

p
1−4x2

) > 0

⇔ 4x

1+
p

1−4x2
> 0

⇔ x > 0
ដូចេនះ D=

(
0;

1
2

]
លំហាត់ទី ៤៥២

្រសាយបញ្ជ ក់ថា អង្កត់្រទ�ងៃនចតុេកាណមួយែកងគា្ន លុះ្រតាែត្រជ�ងឈមៃនចតុេកាណ
េនាះ មានផលបូកកាេរេស្មីគា្ន ។

ដំេណាះ្រសាយ
A

B

C

D

α

a

b

c

d

•េយងីនិង្រសាយថាេបី α= 900 េនាះ a2+ c2 = b2+d2

ក្នុង្រតីេកាណែកង AOD : b2 =OD2+OA2

ក្នុង្រតីេកាណែកង AOB : c2 =OA2+OB2

ក្នុង្រតីេកាណែកង BOC : d2 =OB2+OC2

ក្នុង្រតីេកាណែកង DOC : a2 =OD2+OC2
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⇒ a2+ c2 =OD2+OC2+OA2+OB2 និង b2+d2 =OD2+OA2+OB2+
OC2

េគបាន a2+ c2 = b2+d2 (1)
•េយងីនិង្រសាយថាេបី a2+ c2 = b2+d2 េនាះ AC ⊥ BD
េបី a2+ c2 = b2+d2 េនាះ DC2+ AB2 = AD2+BC2

⇒
(−−→
OC−−−→

OD
)2+

(−−→
OB−−−→

OA
)2 =

(−−→
OD−−−→

OA
)2+

(−−→
OC−−−→

OB
)2

⇒−−→
OC ·−−→OD+−−→

OB ·−−→OA =−−→
OD ·−−→OA+−−→

OC ·−−→OB
⇒−−→

OC ·
(−−→
OD−−−→

OB
)
=−−→

OA ·
(−−→
OD−−−→

OB
)

⇒
(−−→
OC−−−→

OA
)
·
(−−→
OD−−−→

OB
)
= 0

⇒−−→
AC ·−−→BD = 0

⇒−−→
AC ⊥−−→

BD (2)
តាម (1) និង (2) អង្កត់្រទ�ងៃនចតុេកាណមួយែកងគា្ន លុះ្រតាែត្រជ�ងឈមៃនចតុេកាណ
េនាះ មានផលបូកកាេរេស្មីគា្ន

លំហាត់ទី ៤៥៣
េគឱ្យស្វុ ីតចំនួនពិត (un) ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ n, un+2 = 2un+1 −
2un, u0 =−2 និង u1 = 2 ។ គណនា un ។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីមាន un+2 = 2un+1−2un, u0 =−2 និង u1 = 2
សមីការសំគាល់ λ2−2λ+2= 0 មានឫស λ1 = 1+ i, λ2 = 1− i

េយងីបាន λ1 =
p

2e
i
π

4 , λ2 =
p

2e
−i
π

4 ⇒ arg = π

4
និង r =

p
2 យកអាគុយ

ម៉ង់វជិ្ជមាន ។
េយងីបាន un = rn

(
αcosn

π

4
+βsinn

π

4

)
េដាយ u0 =−2 និង u1 = 2 េយងីបាន
p

2
0 (
αcos0+βsin0

)=−2p
2

1 (
αcos

π

4
+βsin

π

4

)
= 2

⇔


α+0 ·β=−2
p

2

(p
2

2
α+β ·

p
2

2

)
= 2

⇔α=−2, β= 4
ដូចេនះ un =

p
2

(
−2cosn

π

4
+4sinn

π

4

)
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លំហាត់ទី ៤៥៤
រកតួទី n ៃនស្វុ ីត (un) ែដលកំណត់េដាយ u1 = 1 និង un+1 = un (un+2), ∀n ∈
N ។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីមាន un+1 = un (un+2)
⇔ un+1+1= (un+1)2

⇔ ln (un+1+1)= 2ln (un+1) (1)
តាងស្វុ ីត (vn) ែដល vn = ln (un+1), n ∈N

េនាះ vn+1 = ln (un+1+1)
(1)⇒ vn+1 = 2vn

(vn) ជាស្វុ ីតធរណីមា្រតមាន v1 = ln (u1+1)= ln2 និង q = 2
េគបាន vn = v1× qn−1 = (ln2)×2n−1

ែត vn = ln (un+1) េនាះ un = evn −1
⇒ un = e(ln2)×2n−1 −1 ដូចេនះ un = 22n−1 −1

លំហាត់ទី ៤៥៥
េដាះ្រសាយសមីការ
ក)

(
12
5

)x

+
(
15
4

)x

+
(
20
3

)x

= 3x+4x+5x ។

ដំេណាះ្រសាយ
តាមវសិមភាព Cauchy
a+b ≥ 2

p
ab, (a > 0,b > 0) េហយី a+b = 2

p
ab ⇔ a = b

េយងីបាន(
12
5

)x

+
(
15
4

)x

≥ 2

√(
12
5

)x

·
(
15
4

)x

= 2
√

32x = 2×3x

(
15
4

)x

+
(
20
3

)x

≥ 2

√(
15
4

)x

·
(
20
3

)x

= 2
√

52x = 2×5x

(
12
5

)x

+
(
20
3

)x

≥ 2

√(
12
5

)x

·
(
20
3

)x

= 2
√

42x = 2×4x
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បូកអង្គ និង អង្គ េយងីបាន 2
[(

12
5

)x

+
(
15
4

)x

+
(
20
3

)x]
≥ 2(3x+4x+5x)

ជាសមភាព 2
[(

12
5

)x

+
(
15
4

)x

+
(
20
3

)x]
= 2(3x+4x+5x)

កាលណា
(
12
5

)x

=
(
15
4

)x

=
(
20
3

)x

⇒ x = 0
ដូចេនះ x = 0

លំហាត់ទី ៤៥៦
េដាយមិនចាបំាច់េធ្វី្របមាណវធីិគុណចូរ្រសាយថា 2011 × 2013 < 20122

រចួទាញថា log20112012> log20122013 ។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីបាន 2011×2013= (2012−1)(2012+1)= 20122−1< 20122 ពិត
ទាញថា log20112012> log20122013
េយងីមាន 2011×2013< 20122

⇒ log20122011+ log20122013< log201220122 = 2 (1)
មយង៉េទៀតតាមវសិមភាព Cauchy
log20112012+ log20122011> 2

√
log20112012× log20122011= 2 (2)

តាម (1) និង (2) : log20112012+log20122011> log20122011+log20122011
⇒ log20112012> log20122013 ពិត

ឯកសារចង្រកង
69



េរៀបេរៀងេដាយ នូ ច័ន្ទណារÂទ្ធិ លំហាត់គណិតវÂទǓǻថាñǓក់ទី ១២ ភាគ ២

ល
ំហា
ត់ទ
ី៤
៥៧

៖

ខ)
( 1

+2
co

sx
+3

co
s2

x+
4c

os
3
x+

···
+n

co
sn−

1
x) −(

1
+2

+3
+·

··+
n)

co
sn

x
2
×1

+3
×2

co
sx

+4
×3

co
s2

x+
···

+n
(n

−1
)c

os
n−

2
x+

(n
+1

)n
co

sn
−1

x
=

1 4
។

ដំេ
ណា

ះ្រសា
យ

តា
ង

N
=

1
+2

co
sx

+3
co

s2
x+

4c
os

3
x+

···
+n

co
sn−

1
x−

n(
n
+1

)
2

co
sn

x

និង
D

=
2
×1

+3
×2

co
sx

+4
×3

co
s2

x+
···

+n
(n

−1
)c

os
n−

2
x+

(n
+1

)n
co

sn−
1
x

(1
)

⇒
D

co
sx

=
2c

os
x+

6c
os

2
x+

12
co

s3
x+

···
+n

(n
−1

)c
os

n−
1
x+

(n
+1

)n
co

sn
x

(2
)

យ
ក

(1
)−

(2
)េ
យ
ងីបា

ន
:

D
(1

−
co

sx
)=

2
+4

co
sx

+6
co

s2
x+

···
+2

n
co

sn−
1
x−

(n
+1

)n
co

sn
x

D
(1

−
co

sx
)=

2N
⇒

N D
=

1
−

co
sx

2

េយ
ងីបា

ន
(E

):
1
−

co
sx

2
=

1 4

⇒
1
−

co
sx

=
1 2
រ ឺc

os
x
=

1 2
=

co
sπ 3

ដូច
េន
ះx

=
±π 3

+k
2π

,
k
∈Z

លំហាត់ទី ៤៥៨
រកបណា្ត អនុគមន៍ f (x) ែដលកំណត់េលី R េហយីេផ្ទ�ងផា្ទ ត់
f (x+ y)+ f (x− y) = 2 f (x)cosy, ∀x, y ∈ R និង f (0) = 2013, f

(π
2

)
=

2013 ។
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ដំេណាះ្រសាយ
f (x+ y)+ f (x− y)= 2 f (x)cosy, ∀x, y ∈R (1)
- យក x = t− π

2
, y= π

2
(1)⇒ f (t)+ f (t−π)= 2 f

(
t− π

2

)
cos

π

2
= 0

⇒ f (t)+ f (t−π)= 0
- យក x = π

2
, y= t− π

2
(1)⇒ f (t)+ f (π− t)= 2 f

(π
2

)
cos

(
t− π

2

)
⇒ f (t)+ f (π− t)= 4026sint
- យក x = 0, y= t−π

(1)⇒ f (t−π)+ f (π− t)= 2 f (0)cos(t−π)
⇒ f (t−π)+ f (π− t)=−4024cost

េយងីបាន


f (t)+ f (t−π)= 0 (2)

f (t)+ f (π− t)= 4026sint (3)

f (t−π)+ f (π− t)=−4024cost (4)
យក (2)+ (3)− (4) េគបាន 2 f (t)= 2(2013sint+2012cost)
f (t)= 2013sint+2012cost
ដូចេនះ f (x)= 2013sinx+2012cosx

លំហាត់ទី ៤៥៩
ក្នុងសំណំុចំនួនកុំផ្លិចC េគមានសមីការ (E) : z3−(6+4i)z2+(8+14i)z−12i =
0 ។
ក. េដាះ្រសាយសមីការ (E)យក z1 ជាឫសពិត និង z2, z3 ជាឫសពីរេផ្សងេទៀតែដល
|z2| < |z3| ។
ខ. ក្នុងប្លង់្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (o;

−→
i ;

−→
j ) េគឱ្យបីចំណុច M1(z1),

M2(z2) និង M3(z3) ។ ្រសាយថា M1M2M3 ជា្រតីេកាណែកង ។

ដំេណាះ្រសាយ
ក. េដាះ្រសាយសមីការ (E) យក z1 ជាឫសពិត និង z2, z3 ជាឫសពីរេផ្សងេទៀតែដល
|z2| < |z3|
សមីការ (E) : z3− (6+4i)z2+ (8+14i)z−12i = 0
តាង z = a ជាឫសពិតៃនសមីការ (E)
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េយងីបាន a3− (6+4i)a2+ (8+14i)a−12i = 0
⇔ a3−6a2−4a2i+8a+14ai−12i = 0
⇔ (

a3−6a2+8a
)− (

4a2−14a+12
)
i = 0

⇔
a3−6a2+8a = 0

4a2−14a+12= 0
រ ឺ

a
(
a2−6a+8

)= 0 (1)

2a2−7a+6= 0 (2)
(1)⇒ a = 0, a = 2, a = 4

(2)⇒ a = 2, a = 3
2

(1)∩ (2) េយងីបាន (E) មានឫសពិត z1 = 2
យក α, β, λ ∈C ែដល

(z−2)
(
αz2+βz+λ

)= z3− (6+4i)z2+ (8+14i)z−12i
αz3−2αz2+βz2+λz−2βz−2λ= z3− (6+4i)z2+ (8+14i)z−12i
αz3+ (−2α+β)z2+ (λ−2β)z−2λ= z3− (6+4i)z2+ (8+14i)z−12i

⇔


α= 1

−2α+β=−6−4i

λ−2β= 8+14i

−2λ=−12i

⇔


α= 1

β=−4−4i

λ= 6i

សមីការ (E) អាចសរេសរេទជា (z−2)
[
z2− (4+4i)z+6i

]= 0

⇔
z = 2 (3)

z2− (4+4i)z+6i = 0 (4)

(4) មាន ∆= [−(4+4i)]2−4(1)(6i)= 32i−24i = [2(1+ i)]2

(4) មានឫស z′ = 4+4i−2−2i
2

= 1+ i និង z′′ = 4+4i+2+2i
2

= 3+3i

េដាយ |z2| < |z3| េនាះ z2 = 1+ i និង z3 = 3+3i
ដូចេនះ សមីការ (E) មានឫស z1 = 2, z2 = 1+ i និង z3 = 3+3i
ខ. ្រសាយថា M1M2M3 ជា្រតីេកាណែកង

េយងីមាន M1(2), M2(1+ i), M3(3+3i)
M1M2 = |1+ i−2| =

p
2

M2M3 = |3+3i−1− i| = 2
p

2
M1M3 = |3+3i−2| =

p
10

M1M2
2 =

p
2

2 = 2
M1

M2

M3

0 1

1

2

3

3
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M2M2
3 = (2

p
2)2 = 8

M1M2
3 = (

p
10)2 = 10

M1M2
2 +M2M2

3 = 2+8= 10= M1M2
3

តាម្រទឹស្តីបទពីតាគ័រ M1M2
2 +M2M2

3 = M1M2
3

ដូចេនះ4M1M2M3 ជា្រតីេកាណែកង្រតង់ M2

លំហាត់ទី ៤៦០
សរេសរចំនួនកុំផ្លិច z1 = 1 − i

(p
3+2

)
និង z2 =

√
2+

p
2 + i

√
2−

p
2

ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត ។

ដំេណាះ្រសាយ
- ចំេពាះ z1 = 1− i

(p
3+2

)
ម៉ូឌុល r =

√
12+

[
−(

p
3+2)

]2 =
√

1+3+4
p

3+4=
√

8+4
p

3= 2
√

2+
p

3

cosα= 1

2
√

2+p
3
និង sinα=−

p
3+2

2
√

2+p
3
=−1

2

√
2+

p
3

cos2α= 1−2sin2α= 1−2
(
−1

2

√
2+

p
3
)2

= 1−1− 1
2

p
3=−

p
3

2

sin2α= 2sinαcosα= 2
(
−1

2

√
2+

p
3
)(

1

2
√

2+p
3

)
=−1

2

េដាយ cos2α−
p

3
2

, sin2α=−1
2
េនាះ 2α= 7π

6
⇒α= 7π

12

ដូចេនះ z1 = 2 ·
√

2+
p

3
(
cos

7π
12

+ isin
7π
12

)
- ចំេពាះ z2 =

√
2+

p
2+ i

√
2−

p
2

ម៉ូឌុល r =
√

2+
p

2+2−
p

2= 2

cosα=
√

2+p
2

2
, sinα=

√
2−p

2
2
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cos2α= 1−2sin2α= 1−2

(√
2−p

2
2

)
=
p

2
2

sin2α= 2sinαcosα= 2

(√
2+p

2
2

)(√
2−p

2
2

)
=
p

2
2

េដាយ cos2α=
p

2
2

, sin2α=
p

2
2
េនាះ 2α= π

4
⇒α= π

8
ដូចេនះ z2 = 2

(
cos

π

8
+ isin

π

8

)
លំហាត់ទី ៤៦១

គណនាលីមីតខាងេ្រកាម
ក. A = lim

n→+∞

(
1− 1

22

)(
1− 1

32

)
· · ·

(
1− 1

n2

)
ខ. B = lim

n→+∞

(
np

n4+1
+ np

n4+2
+·· ·+ np

n4+n

)
។

ដំេណាះ្រសាយ
ក. A = lim

n→+∞

(
1− 1

22

)(
1− 1

32

)
· · ·

(
1− 1

n2

)
A = lim

n→+∞

(
1− 1

2

)(
1+ 1

2

)(
1− 1

3

)(
1+ 1

3

)
· · ·

(
1− 1

n

)(
1+ 1

n

)
= lim

n→+∞

[
1
2
× 3

2
× 2

3
× 4

3
×·· ·×

(
n−1

n

)(
1+ 1

n

)]
A = lim

n→+∞
1
2

(
1+ 1

n

)
ដូចេនះ A = 1

2
ខ. B = lim

n→+∞

(
np

n4+1
+ np

n4+2
+·· ·+ np

n4+n

)
តាង

∑= np
n4+1

+ np
n4+2

+·· ·+ np
n4+n

េដាយ ϵ= np
n4+n

+ np
n4+n

+·· ·+ np
n4+n

ជាផលបូក n តួៃន np
n4+n
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និង δ= np
n4+1

+ np
n4+1

+·· ·+ np
n4+1

ជាផលបូក n តួៃន np
n4+1

េគបាន ϵ<∑< δ ឬ n× np
n4+n

<∑< n× np
n4+1

⇒ n2√
n4

(
1+ 1

n3

) <∑< n2√
n4

(
1+ 1

n4

)
⇒ lim

n→+∞
n2

n2

√(
1+ 1

n3

) < lim
n→+∞

∑< lim
n→+∞

n2

n2

√(
1+ 1

n4

)
⇒ lim

n→+∞
1√(

1+ 1
n3

) < lim
n→+∞

∑< lim
n→+∞

1√(
1+ 1

n4

)
1< lim

n→+∞
∑< 1

ដូចេនះ B = 1

លំហាត់ទី ៤៦២
េគេអាយចតុេកាណេប៉ាង ABCD ែដលមាន O
ជាចំណុច្របសព្វរវាងអង្កត់្រទ�ងទាងំពីរ ។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា SOAB · SOCD =
SOBC ·SOAD ។

ដំេណាះ្រសាយ

A

B

C

D

O

h

តាង h ជារងា្វ ស់កម្ពស់ែដលគូសេចញពីកំពូល B មកេលី AC
េដាយ h ជាកម្ពស់ៃន្រតីេកាណ OAB និង OBC េយងីបាន
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SOAB = 1
2

h ·OA និង SOBC = 1
2

h ·OC

េនាះ SOAB

SOBC
= OA

OC

្រសេដៀងគា្ន ែដរ េគបាន SOAD

SOCD
= AO

OC

⇒ SOAB

SOBC
= SOAD

SOCD
⇒ SOAB ·SOCD = SOBC ·SOAD ពិត

លំហាត់ទី ៤៦៣
ក. ្រសាយថា a+b ≥ 2

p
ab ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់វជិ្ជមាន a និង b ។ គណនា A =

lim
x→0

(ex+ x)

1
x រចួទាញថា Aa+b ≥ A2

p
ab ។

ខ. ្រសាយថា 2
e2 ≤

∫ 2

0
ex−x2

dx ≤ 2 4
p

e ។

ដំេណាះ្រសាយ
ក. ្រសាយថា a+b ≥ 2

p
ab ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់វជិ្ជមាន a និង b

ចំេពាះ a > 0,b > 0 េយងីមាន (a−b)2 ≥ 0
a2−2ab+b2 ≥ 0
a2+2ab+b2 ≥ 4ab
(a+b)2 ≥ 2ab
⇔ a+b ≥ 2

p
ab ពិត

•គណនា A = lim
x→0

(ex+ x)

1
x រចួទាញថា Aa+b ≥ A2

p
ab

តាង y= (ex+ x)

1
x េនាះ lny= 1

x
(ex+ x)

lim
x→0

lny= lim
x→0

1
x

ln (ex+ x)= lim
x→0

[ln (ex+ x)]′

x′ = lim
x→0

ex+1
ex+ x

1
= 2

ដូចេនះ A = e2

េយងីមាន a+b ≥ 2
p

ab (ស្រមាយខាងេលី) និង A = e2 > 1
តាមលក្ខណៈអនុគមន៍អិុចស្ប ៉ូណង់ែស្យល េយងីបាន Aa+b ≥ A2

p
ab ពិត
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ខ. ្រសាយថា 2
e2 ≤

∫ 2

0
ex−x2

dx ≤ 2 4
p

e

េយងីមាន y= x− x2 ែដល x ∈ [0;2]
y′ = 1−2x

y′ = 0 កាលណា 1−2x = 0 ឬ x = 1
2

x

f x

f (x)

0
1
2

2

+ 0 −

00

1
4
1
4 −2−2

តាមតារាងអេថរភាព −2≤ x− x2 ≤ 1
4
ចំេពាះ x ∈ [0;2]

⇒ e−2 ≤ ex−x2 ≤ e
1
4

⇒ 1
e2 ≤ ex−x2 ≤ 4

p
e

⇒
∫ 2

0

1
e2 dx ≤

∫ 2

0
ex−x2 ≤

∫ 2

0

4
p

edx

⇔
[ x

e2

]2

0
≤

∫ 2

0
ex−x2

dx ≤ [
4
p

ex
]2

0

⇔ 1
e2 (2−0)≤

∫ 2

0
ex−x2

dx ≤ 4
p

e(2−0)

ដូចេនះ 2
e2 ≤

∫ 2

0
ex−x2

dx ≤ 2 4
p

e ពិត

លំហាត់ទី ៤៦៤
តាង u0,u1,u2, ...,un ជាស្វុ ីតៃនចំនួនពិតែដលបំេពញទំនាក់ទំនង

(3−un+1) (6+un)= 18 និង u0 = 3 ។ គណនា
2011∑
k=0

1
uk

។

ដំេណាះ្រសាយ
សម្មតិកម្ម u0,u1,u2, ...,un ជាស្វុ ីតៃនចំនួនពិត
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(3−un+1) (6+un)= 18

េយងីមាន (3−un+1) (6+un)= 18
3un−6un+1−un+1 ·un = 0
ែចកអង្គនឹង un+1 ·un

⇒ 3
un+1

− 6
un

−1= 0 (1)

តាង vn = 1
un

េនាះ vn+1 = 1
un+1

(1)⇒3vn+1−6vn−1= 0

vn+1 = 2vn+ 1
3

vn+1+ 1
3
= 2

(
vn+ 1

3

)
តាង an = vn+ 1

3
⇒ an+1 = 2an

⇒ (an) ជាស្វុ ីតធរណីមា្រតមានេរសុង q = 2 និងតួទី1 a0 = v0+ 1
3
= 1

u0
+ 1

3
= 2

3

⇒ an = a0 · qn = 2
3
·2n

េគបាន vn = 1
3
·2n+1− 1

3

= 1
3

(
2n+1−1

)
2011∑
k=0

1
uk

=
2011∑
k=0

vk

=
2011∑
k=0

1
3

(
2n+1−1

)
2011∑
k=0

1
uk

= 1
3

(
2+22+·· ·+22012−2012

)
= 1

3

(
2 · 22012−1

2−1
−2012

)
= 1

3
(
22013−2014

)
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េរៀបេរៀងេដាយ នូ ច័ន្ទណារÂទ្ធិ លំហាត់គណិតវÂទǓǻថាñǓក់ទី ១២ ភាគ ២

ដូចេនះ
2011∑
k=0

1
uk

= 1
3

(
22013−2014

)
លំហាត់ទី ៤៦៥

េគឱ្យ sinx+ siny+ sinz = 0 ។ កំណត់តៃម្លអតិបរមា និង អប្បបរមាៃនកេន�ម
M = sin2x+ sin4 y+ sin6z ។

ដំេណាះ្រសាយ

∀x, y, z ∈R េយងីបាន


0≤ sin2x ≤ 1 (1)

0≤ sin4 y≤ sin2 y≤ 1 (2)

0≤ sin6z ≤ sin4z ≤ sin2z ≤ 1 (3)
យក (1)+ (2)+ (3) េយងីបាន
0≤ sin2x+ sin4 y+ sin6z ≤ 1+ sin2 y+ sin4z ≤ 1+ sin2 y+ sin2z (4)
ែតតាមសម្មតិកម្ម sinx+ siny+ sinz = 0
⇒ siny+ sinz =−sinx
⇒ sin2 y+2sinysinz+ sin2z = sin2x
⇒ sin2 y+ sin2z = sin2x−2sinxysiny
តាម (4) ⇒ 0 ≤ sin2x + sin4 y+ sin6z ≤ 1+ sin2x − 2sinysinz ≤ 1+
2sin2x ≤ 2
0≤ sin2x+ sin4 y+ sin6z ≤ 2
ដូចេនះMax(M)= 2 និង min(M)= 0

លំហាត់ទី ៤៦៦
គណនា I =

∫ π

0
e|cosx|

(
2sin

(
1
2

cosx
)
+3cosx

(
1
2

cosx
)

sinx
)

dx ។

ដំេណាះ្រសាយ
I =

∫ π

0
e|cosx|

(
2sin

(
1
2

cosx
)
+3cosx

(
1
2

cosx
)

sinx
)

dx

= 6
∫ π

2
0

ecosxsinxcos
(
1
2

cosx
)

dx
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េ្រពាះ
∫ 2a

0
f (x)dx =


0 េបី f (2a− x)=− f (x)

2
∫ a

0
f (x)dx េបី f (2a− x)= f (x)

តាង t = cosx េនាះ dt =−sinxdx
x 0

π

2
t 1 0

I = 6
∫ 0

1
etcos

(
t
2

)
(−dt)

I = 6
∫ 1

0
etcos

(
t
2

)
dt

= 2
5

[
et

(
sin

(
t
2

)
+2cos

(
t
2

))]1

0

= 24
5

(
ecos

(
1
2

)
+ e

2
sin

(
1
2

)
−1

)
លំហាត់ទី ៤៦៧

ពីរចំនួន a និង b ្រត�វបានេ្រជីសេរសីេដាយៃចដន្យេចញពីសំណំុៃនចំនួនគត់ធម្មជាតិ
N = {1,2,3, ...,30} ។ ្រប�បាបែដល a2−b2 ែចកដាច់នឹង 3 េស្មីនឹង :
ក. 9

87
ខ. 12

87
គ. 15

87
ឃ. 47

87

ដំេណាះ្រសាយ
ចំនួនរេបៀបៃនការេ្រជីសេរសីពីរេលខេចញពី 1,2,3, ..,30 គឺ

(
2

30

)
= 435

a2−b2 ែចកដាច់នឹង 3 កាលណា a,b សុទ្ធែតែចកដាច់នឹង 3 ឬ a,b សុទ្ធែត
មិនែចកដាច់នឹង 3

ចំនួនករណី្រសបគឺ 
(

2
10

)
+

(
2

20

)
= 235

្រប�បាបគឺ 235
435

= 47
87

ដូចេនះ ចេម្លីយ ឃ.
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លំហាត់ទី ៤៦៨
ចូរកំណត់ចំនួនគត់វជិ្ជមាន k តូចជាងេគ េដាយដឹងថាមានចំនួនគត់ x1, x2, x3, ..., xk

ែដល x3
1 + x3

2 + x3
3 +·· ·+ x3

k = 20022002 ។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីនិងបងា្ហ ញថា 20022002 មិនអាចសរេសរជាផលបូកៃនបីគូប្របាកដេទ
េយងីមាន 2002≡ 4 (mod9) េនាះ 20023 ≡ 43 ≡ 1 (mod9)
េគបាន 20022002 = (

20023)667 ·2002≡ 4 (mod9)
មយង៉េទៀត x3 ≡ 0, ±1 (mod9) ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ x
េនាះ x3

1 + x3
2 + x3

3 ែចកនឹង 9 មិនអាចមានសំណល់ 4 េទ
ដូចេនះ 20022002 មិនអាចជាផលបូកៃនបីគូប្របាកដេទ
ែតេយងីនិងបងា្ហ ញថា 20022002 អាចសរេសរជាផលបូកៃនបួនគូប្របាកដបាន
េយងីមាន 2002= 1000+1000+1+1= 103+103+13+13

20022002 = 20022001 ·2002= (
2002667)3 · (103+103+13+13)

= (
2002667 ·10

)3+ (
2002667 ·103)+ (

2002667)3+ (
2002667)3

េនាះ 20022002 អាចសរេសរជាផលបូកៃនបួនគូប្របាកដបាន
ដូចេនះ ចំនួនគត់តូចបំផុតគឺ k = 4

លំហាត់ទី ៤៦៩
េគឱ្យស្វុ ីតចំនួនពិត (un)n∈N េដាយ un = 1

2!
+ 1

3!
+ ·· · + k

(k+1)!
, k ∈ N ។

គណនា lim
n→+∞

n
√

un
1 +un

2 +·· ·+un
2013 ។

ដំេណាះ្រសាយ
េ្របៀបេធៀប un+1 និង un

un+1−un = k+1
(k+2)!

> 0 េនាះ un+1 > un, ∀k ∈N

⇒ un
2013 < un

1 +un
2 +·· ·+un

2013 < 2013 ·un
2013

⇒ u2013 < n
√

un
1 +un

2 +·· ·+un
2013 <

np2013 ·u2013

⇒ lim
n→+∞u2013 < lim

n→+∞
n
√

un
1 +un

2 +·· ·+un
2013 < lim

n→+∞
np2013 ·u2013

ឯកសារចង្រកង
81



េរៀបេរៀងេដាយ នូ ច័ន្ទណារÂទ្ធិ លំហាត់គណិតវÂទǓǻថាñǓក់ទី ១២ ភាគ ២

⇒ lim
n→+∞u2013 < lim

n→+∞
n
√

un
1 +un

2 +·· ·+un
2013 < lim

n→+∞2013
1
n ·u2013

⇒ lim
n→+∞

n
√

un
1 +un

2 +·· ·+un
2013 = u2013 (1)

រក u2013

េយងីមាន k
(k+1)!

= k+1
k!(k+1)

− 1
(k+1)!

= 1
k!

− 1
(k+1)!

⇒ u2013 =
(

1
1!

− 1
2!

)
+

(
1
2!

− 1
3!

)
+·· ·+

(
1

2012!
− 1

2013!

)
u2013 = 1− 1

2013!
(2)

តាម (1) និង (2) : lim
n→+∞

n
√

un
1 +un

2 +·· ·+un
2013 = 1− 1

2013!
ដូចេនះ lim

n→+∞
n
√

un
1 +un

2 +·· ·+un
2013 = 1− 1

2013!

លំហាត់ទី ៤៧០
េគឱ្យ a,b និង c ជាចំនួនពិតវជិ្ជមានែដល a + b + c = 1 ។ បងា្ហ ញថា(
1
a
+ 1

bc

)(
1
b
+ 1

ca

)(
1
c
+ 1

ab

)
≥ 1728 ។

ដំេណាះ្រសាយ
តាមវសិមភាព AMGM េយងីបាន

1
a
+ 1

bc
= 1

a
+ 1

3bc
+ 1

3bc
+ 1

3bc
≥ 4 · 1

4p27ab3c3(
1
a
+ 1

bc

)(
1
b
+ 1

ca

)(
1
c
+ 1

ab

)
≥ 4· 1

4p27ab3c3
·4· 1

4p27ba3c3
·4· 1

4p27ca3b3(
1
a
+ 1

bc

)(
1
b
+ 1

ca

)(
1
c
+ 1

ab

)
≥= 64

4
√

39(abc)7
(1)

ែត 1
27

=
(
a+b+ c

3

)3

≥ abc (2)

តាម (1) និង (2) េយងីបាន(
1
a
+ 1

bc

)(
1
b
+ 1

ca

)(
1
c
+ 1

ab

)
≥ 64

4
√

39
(
3−3

)7
= 64 4

√
312

(
1
a
+ 1

bc

)(
1
b
+ 1

ca

)(
1
c
+ 1

ab

)
≥ 1728 ពិត
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លំហាត់ទី ៤៧១
គណនាេដរេីវទី n ៃនអនុគមន៍ y = cosx+ sinx ជាអនុគមន៍ៃន n ។ រកតៃម្ល x
ជាអនុគមន៍ៃន n េដីម្បេីអាយ y(n) = 0 និងអនុវត្តចំេពាះ n = 2013 ។

ដំេណាះ្រសាយ
យក y1 = cosx ⇒ y

′
1 =−sinx = cos

(
1 ·π

2
+ x

)
⇒ y

′′
1 = (−sinx)′ =−cosx = cos

(
2 ·π

2
+ x

)
⇒ y

′′′
1 = (−cosx)′ = sinx = cos

(
3 ·π

2
+ x

)
..............................................

តាមគំរូេយងីទាញបាន y(n)
1 = cos

(n ·π
2

+ x
)

យក y2 = sinx ⇒ y
′
2 = cosx = sin

(
1 ·π

2
+ x

)
⇒ y

′′
2 = (cosx)′ =−sinx = sin

(
2 ·π

2
+ x

)
⇒ y

′′′
2 = (−sinx)′ =−cosx = sin

(
3 ·π

2
+ x

)
⇒ y(4) = (−cosx)′ = sinx = sin

(
4 ·π

2
+ x

)
......................................

តាមគំរូេយងីទាញបាន y(n)
2 = sin

(n ·π
2

+ x
)

ដូចេនះ y(n) = y(n)
1 + y(n)

2 = cos
(n ·π

2
+ x

)
+ sin

(n ·π
2

+ x
)

•រកតៃម្ល x ជាអនុគមន៍ៃន n េដីម្បេីអាយ y(n) = 0 និងអនុវត្តចំេពាះ n = 2013
េយងីមាន y(n) = cos

(n ·π
2

+ x
)
+ sin

(n ·π
2

+ x
)

y(n) = 0 េនាះ cos
(n ·π

2
+ x

)
+ sin

(n ·π
2

+ x
)
= 0

⇒ tan
(nπ

2
+ x

)
=−1= tan

(
−π

4

)
⇒ nπ

2
+ x =−π

4
+kπ, k ∈Z⇒ x =−

(nπ
2

+ π

4

)
+kπ
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ដូចេនះ x =−(2n+1)π
4

+kπ, k ∈Z

អនុវត្តចំេពាះ n = 2013
េយងីមាន tan

(nπ
2

+ x
)
=−1= tan

(
−π

4

)
⇒ tan

(
2013π

2
+ x

)
= tan

(
−π

4

)
⇒ tan

(
1006π+ π

2
+ x

)
= tan

(
−π

4

)
⇒ tan

(π
2
+ x

)
= tan

(
−π

4

)
⇒ π

2
+ x =−π

4
+kπ, k ∈Z

⇒ x =−π

2
− π

4
+kπ

ដូចេនះ x =−3π
4

+kπ, k ∈Z

រេបៀបទី ២

x =−(2n+1)π
4

+kπ, k ∈Z េនាះ x =−(2013×2+1)π
4

+kπ

x =−4027π
4

+kπ ឬ x =−
(
1006π+ 3π

4

)
+kπ

⇒ x =−3π
4

+kπ េ្រពាះ tan
(
1006π+ 3π

4

)
= tan

3π
4

លំហាត់ទី ៤៧២
ក. ្រសាយបញ្ជ ក់ថា ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិតវជិ្ជមាន a,b, c េគបាន

3
√

(x+a)(y+b)(z+ c)≥ 3
p

xyz+ 3pabc ។
ខ. ្រសាយថា (2a+b+ c)2

2a2+ (b+ c)2 + (2b+ c+a)2

2b2+ (c+a)2 + 2c+a+b
2c2+ (a+b)2 ≤ 8

ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិតវជិ្ជមាន a,b, c ។

ដំេណាះ្រសាយ
ក. ្រសាយបញ្ជ ក់ថា ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិតវជិ្ជមាន a,b, c េគបាន

3
√

(x+a)(y+b)(z+ c)≥ 3
p

xyz+ 3pabc
េយងីមាន (x+a)(y+b)(z+ c)= xyz+ayz+bxz+ cxy+abz+acy+bcx+
abc
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តាមវសិមភាព AMGM េយងីបាន
ayz+bxz+ cxy≥ 3 3

√
abcx2 y2z2 (1)

និង abz+acy+bcx ≥ 3 3
√

a2b2c2xyz (2)
យក (1)+ (2) េយងីបាន
(x+a)(y+b)(z+ c)≥ xyz+abc+ 3

√
abcx2 y2z2+ 3

√
a2b2c2xyz

(x+a)(y+b)(z+ c)≥
(

3pabc+ 3
p

xyz
)3

ដូចេនះ 3
√

(x+a)(y+b)(z+ c)≥ 3
p

xyz+ 3pabc

ខ. ្រសាយថា (2a+b+ c)2

2a2+ (b+ c)2 +
(2b+ c+a)2

2b2+ (c+a)2 +
2c+a+b

2c2+ (a+b)2 ≤ 8

ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិតវជិ្ជមាន a,b, c

តាង T = (2a+b+ c)2

2a2+ (b+ c)2 +
(2b+ c+a)2

2b2+ (c+a)2 +
2c+a+b

2c2+ (a+b)2

យក S = a+b+ c េនាះេយងីទាញបានថា
T = (a+S)2

2a2+ (a−S)2 +
(b+S)2

2b2+ (b−S)2 +
2

2c2+ (c−S)2

េយងីមាន (a+S)2

2a2+ (a−S)2 = a2+2aS+S2

3a2−2aS+S2

= 1
3
× 3a2+6aS+3S2

3a2−6aS+S2 = 1
3

(
1+ 8aS+2S2

3a2−6aS+S2

)
= 1

3
+ 8aS+2S2

(3a−S)2+2S2

េដាយ (3a−S)2 ≥ 0 េនាះ (3a−S)2+2S2 ≥ 2S2

េនាះ 8aS+2S2

(3a−S)2+2S2 ≤ 8aS+2S2

2S2 = 1+ 4a
S

= 1+ 4a
a+b+ c

េយងីទាញបាន 8aS+2S2

(3a−S)2+2S2 ≤ 4
3
+ 4a

a+b+ c

ដូចគា្ន ែដរ (b+S)2

2b2+ (b−S)2 ≤ 4
3
+ 4b

a+b+ c
,

(c+S)2

2c2+ (c−S)2 ≤ 4
3
+ 4c

a+b+ c

សរុបមក T ≤ 4
3
+ 4a

a+b+ c
+ 4

3
+ 4b

a+b+ c
+ 4

3
+ 4c

a+b+ c
T ≤ 8 ពិត
ដូចេនះ (2a+b+ c)2

2a2+ (b+ c)2 +
(2b+ c+a)2

2b2+ (c+a)2 +
2c+a+b

2c2+ (a+b)2 ≤ 8

ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិតវជិ្ជមាន a,b, c
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លំហាត់ទី ៤៧៣
េដាះ្រសាយសមីការឌេីផរង់៉ែស្យល y′′−4y′+8y= e2x+ cos2x ។

ដំេណាះ្រសាយ
•សមីការសំគាល់ λ2−4λ+8= 0
មាន ∆′ = (−2)2−1×8=−4= (2i)2

λ= −(−2)±
√

(2i)2

1
= 2±2i េនាះ α= 2,β= 2

ចេម្លីយទូេទៃនសមីការអូម៉ូែហ្សន y′′−4y′+8= 0 គឺ yc = (Acosβx+Bsinβx)eαx

េនាះ yc = (Acos2x+Bsin2x)e2x, A,B ∈R

•តាង y1 = Ce2x ជាចេម្លីយពិេសសៃនសមីការ y′′−4y′+8y= e2x (1)
⇒ y

′
1 = 2Ce2x, y

′′
1 = 4Ce2x

យក y1, y
′
1, y

′′
1 ជំនួសចូល (1)

4Ce2x−4
(
2Ce2x)+8Ce2x = e2x

នាេំអាយ C = 1
4
េហយី y1 = 1

4
e2x

•តាង y2 = Dcos2x+Esin2x ជាចេម្លីយពិេសសៃន y′′−4y′+8y= sin2x (2)
⇒ y

′
2 =−2Dsin2x+2Ecos2x, y

′′
2 =−4Dcos2x−4Esin2x

យក y2.y
′
2, y

′′
2 ជំនួសចូល (2)

−4Dcos2x−4Esin2x−4(−2Dsin2x+2Ecos2x)+Dcos2x+Esin2x =
sinx
(4D−8E)cos2x+ (4E+8D)sin2x = sin2x

េយងីទាញបាន

4D−8E = 0

8D+4E = 1

នាេំអាយ D = 1
10

, E = 1
20

េគបាន y2 = 1
10

cos2x+ 1
20

sin2x

yp = y1+ y2 = 1
4

e2x+ 1
10

cos2x+ 1
20

sin2x

ចេម្លីយទូេទៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលគឺ y= yc + yp

ដូចេនះ y= (Acos2x+Bsin2x)e2x+ 1
4

e2x+ 1
10

cos2x+ 1
20

sin2x
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លំហាត់ទី ៤៧៤
ក្នុងចតុមុខ OABC យក E ជាចំណុចកណា្ត លៃន្រទនុង AB េហយី Fនិង P

ែចកក្នុង OC និង OA តាមផលេធៀប FO
FC

= 2
1
និង PO

P A
= 1

2
។ យក Q

េនេលី្រទនុង BC ែដល −−→
BQ = t

−−→
BC ។ េបី PQ ្របសព្វ EF ្រតង់ចំណុច M ។

បងា្ហ ញថា −−→
OM = k

−−→
OE+ (1− k)

−−→
OF, (0 < k < 1) និង −−→

OM = m
−−→
OP + (1−

m)
−−→
OQ, (0< m < 1) រចួកំណត់តៃម្ល t ។

ដំេណាះ្រសាយ

េយងីមាន PQ ∩ EF = {M} េនាះM ∈ EF

M ∈ PQ
−−→
OM =−−→

OF +−−→
FM = k

−−→
FE+−−→

OF, (0< k < 1)

= k
(−−→
OE−−−→

OF
)
+−−→

OF

= k
−−→
OE−k

−−→
OF +−−→

OF

O

A B

C

P

Q

E

F
M

ដូចេនះ −−→OM = k
−−→
OE+ (1−k)

−−→
OF, (0< k < 1)

មយង៉េទៀត −−→
OM =−−→

OQ+−−→
QM−−→

OM =−−→
OQ+m

−−→
QP

=−−→
OQ+m

(−−→
OP −−−→

OQ
)

=OQ+m
−−→
OP −m

−−→
OQ

ដូចេនះ −−→OM = m
−−→
OP + (1−m)

−−→
OQ, (0< m < 1)

•កំណត់តៃម្ល t
តាង −−→

OA =−→a ,
−−→
OB =−→

b ,
−−→
OC =−→c េនាះ −−→OE = 1

2
−→a + 1

2
−→
b

េដាយ FO
FC

= 2
1
⇒−−→

OF = 2
3
−→c និង PO

P A
= 1

2
⇒−−→

OP = 1
3
−→a

េហយី −−→
OQ =−−→

OB+−−→
BQ =−→

b + t
−−→
BC =−→

b + t
(−−→
OC−−−→

OB
)

−−→
OQ =−→

b + t−→c − t
−→
b = (1− t)

−→
b + t−→c
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េយងីបាន −−→
OM = k

−−→
OE+ (1−k)

−−→
OF = k

2
−→a + k

2
−→
b + 2

3
(1−k)−→c (1)

និង −−→
OM = m

−−→
OP + (1−m)

−−→
OQ = m

3
−→a + (1−m)(1− t)

−→
b + (1−m)t−→c (2)

ផ្ទឹម (1) និង (2) េយងីបាន

k
2
= m

3
(3)

k
2
= (1−m)(1− t) (4)

2
3

(1−k)= (1−m)t (5)

តាម (3) និង (4) េគបាន m
2

= 1− t−m+mt ⇒ m = 3−3t
4−3t

តាម (5) េយងីបាន 2
3
− 2

3
· 2
3

m =
(
1− 3−3t

4−3t

)
t

6−4
(
3−3t
4−3t

)
= 9

(
4−3t−3+3t

4−3t

)
t

24−18t−12+12t = 9t
−15t =−12 េនាះ t = 12

15
ដូចេនះ t = 4

5

លំហាត់ទី ៤៧៥
គូប ABCDEFGH មួយមានរងា្វ ស់្រជ�ង a ។ I ជាចំណុចកណា្ត លៃន AB េហយី
J ជាចំណុចកណា្ត លៃន EH ។ រករងា្វ ស់ខ្លីបំផុតពី I េទ J តាមមុខខាងៃនគូប ។

ដំេណាះ្រសាយ

ផ្លូវេធ្វីដំេណីរពី I េទ J កាត់តាមមុខខាងៃនគូបមានពីរគឺ
IMJ < IKLNJ (េមីលរូបភាពជាក់ែស្តង)
ដូចេនះ េយងីេ្រជីសេរសីយកផ្លូវ IMJ = IM+MJ
តាង AM = x ែដល 0< x < a ⇒ ME = a− x

A B

CD

E F

GH

I

J

a

N

L

KM
x
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IM2 = a2

4
+ x2 េនាះ IM =

√
a2

4
+ x2

MJ2 = a2

4
+ (a− x)2 េនាះ MJ =

√
a2

4
+ (a− x)2

េយងីយក l(x)= IM+MJ

l(x)=
√

a2

4
+ x2+

√
a2

4
+ (a− x)2

េដរេីវ l′(x)= 2xp
4x2+a2

+ 2a−2xp
4x2−8ax+5a2

l′(x)= 0 កាលណា8a3x = 4a4 ឬ x = a
2

តារាងអេថរភាព

x

l(x)

l(x)

0
a
2

a

− 0 +

អប្បបរមាអប្បបរមា

l(x) ខ្លីបំផុត ចំេពាះ x = a
2

រងា្វ ស់ខ្លីបំផុតពី I េទ J គឺ l
(a
2

)
= a

p
2 ឯកតា្របែវង

លំហាត់ទី ៤៧៦
្រសាយបញ្ជ ក់ថា លក្ខខណ្ឌ ចាបំាច់ និង្រគប់្រគាន់េដីម្បេីអាយ្រតីេកាណ ABC

ែកង្រតង់ A គឺ sinB+ sinC
cosB+ cosC

= sinA ។

ដំេណាះ្រសាយ
•លក្ខខណ្ឌ ចាបំាច់
សម្មតិកម្ម4ABC ែកង្រតង់ A
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្រសាយថា sinB+ sinC
cosB+ cosC

= sinA

េគមាន ∠A = 900 េនាះ sinA = 1
េបី ∠A = 900 េនាះ ∠B+∠C = 900

⇒ sinB = cosC និង sinC = cosB
នាេំអាយ sinB+ sinC = cosB+ cosC
នាេំអាយ sinB+ sinC

cosB+ cosC
= 1= sinA

•លក្ខខណ្ឌ ្រគប់្រគាន់
សម្មតិកម្ម sinB+ sinC

cosB+ cosC
= 1 (1)

្រសាយថា4ABC ែកង្រតង់ A

េយងីមាន sinB+ sinC
cosB+ cosC

=
2sin

B+C
2

cos
B−C

2

2cos
B+C

2
cos

B−C
2

= tan
B+C

2

ែត A+B+C =π េនាះ B+C =π− A
⇒ B+C

2
= π

2
− A

2
tan

(
B+C

2

)
= tan

(
π

2
− A

2

)
= cot

A
2

(2)

តាម (1) និង (2) :
cos

A
2

sin
A
2

= sinA

⇔
cos

A
2

sin
A
2

= 2sin
A
2

cos
A
2

⇔ 1= 2sin2 A
2
ឬ 1−2sin2 A

2
= 0

នាេំអាយ cosA = 0 និង ∠A = 900

4ABC ែកង្រតង់ A

ដូចេនះ ្រតីេកាណ ABC ែកង្រតង់ A លុះ្រតាែត sinB+ sinC
cosB+ cosC

= 1
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េរៀបេរៀងេដាយ នូ ច័ន្ទណារÂទ្ធិ លំហាត់គណិតវÂទǓǻថាñǓក់ទី ១២ ភាគ ២

លំហាត់ទី ៤៧៧
េគេ្រគាងថាឈ្នួល្របចាឆំា្ន ៃំនផ្ទះមួយេកីនេឡងី 6% េរៀងរាល់ឆា្ន ំ ។ េគសំគាល់េដាយ
f (n) ឈ្នួល្របចាឆំា្ន េំនឆា្ន ំ 2002+n (n ∈N) ។
១. សរេសរ f (n+1) ជាអនុគមន៍ៃន n រចួសរេសរ f (n) ជាអនុគមន៍ៃន f (0)
និង n ។
២. េគឧបមាថា f (0)= 80000៛ េតីឈ្នួល្របចាឆំា្ន ៃំនផ្ទះមួយេនឆា្ន ំ 2008
្រត�វជាប៉ុនា្ម ន ?
៣. េតីចាប់ពីឆា្ន ណំាេទេទីបឈ្នួលផ្ទះ្របចាឆំា្ន ំ េកីនេលីសពីពីរដងៃនឈ្នួលផ្ទះ្របចាឆំា្ន ំ
េនឆា្ន ំ 2002 ?

ដំេណាះ្រសាយ
១. សរេសរ f (n+1) ជាអនុគមន៍ៃន n រចួសរេសរ f (n) ជាអនុគមន៍ៃន f (0)
និង n
f (n+1)ជាឈ្នួលផ្ទះេនឆា្ន ំ2002+(n+1) ែដលេស្មីនឹងឈ្នួលផ្ទះ f (n) េនឆា្ន ំ2002+
n បែន្ថម 6% មានន័យថាគុណ f (n) នឹង 1.06 ។
f (n+1)= f (n)× (1.06)
f (n) ជាតួទី n ស្វុ ីតធរណីមា្រតែដលមានេរសុង q = 1.06 និងតួទី ១ f (0) ។
េយងីបាន f (n)= f (0)(1.06)n

ខ. រកឈ្នួលផ្ទះេនឆា្ន ំ 2008
2008= 2002+6
f (6)= (1.06)6 · f (0)

= (1.06)6 ·80000= 113481
៣. កំណត់ឆា្ន េំដីម្បេីអាយឈ្នូលផ្ទះេកីនេឡងីេលីសពីពីរដងឈ្នួលផ្ទះេនឆា្ន ំ 2002:
f (n)= (1.06)n · f (0)
f (n)≥ 2 f (0)
⇔ (1.06)n · f (0)≥ 2 f (0)
(1.06)n ≥ 2
(1.06)11 = 1.8983
(1.06)12 = 2.0122
ដូចេនះ ចាប់ពីឆា្ន ំ2002+12= 2014 េទេទីបឈ្នូលផ្ទះេកីនេឡងីេលីសពីពីរដងឈ្នួលផ្ទះ
េនឆា្ន ំ 2002
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លំហាត់ទី ៤៧៨
ស្វុ ីត (xn) កំណត់េដាយ x1 = 1, x2 = 1 និង xn+1 = xn+ xn−1 ចំេពាះ n ≥ 2 ។
១- បងា្ហ ញថា xk+1 · xk+2− xk · xk+3 = (−1)k ចំេពាះ ∀k ∈N ។
២- េគតាង arccot ជាអនុគមន៍្រចាសៃនអនុគមន៍ cot ។
បងា្ហ ញថា arccotx1 − arccotx3 − arccotx5 − ·· · − arccotx2011 =
arccotx2012 ។

ដំេណាះ្រសាយ
១- បងា្ហ ញថា xk+1 · xk+2− xk · xk+3 = (−1)k ចំេពាះ ∀k ∈N

-ចំេពាះ k = 1 េគបាន x2 · x3− x1 · x4 = 1×2−1×3=−1= (−1)1

-ឧបមាថាពិតដក់ n = p គឺថា xp+1 · xp+2− xp · xp+3 = (−1)p

-សិក�េលីករណី k = p+1
xp+2 · xp+3− xp+1 · xp+4 = xp+2

(
xp+1+ xp+2

)− xp+1
(
xp+2+ xp+3

)
= (

xp+2
)2− xp+1

(
xp+1+ xp+2

)= (
xp+2

)2− xp+1 · xp+2

= (
xp+2− xp+1

)(
xp+1+ xp+1

)− xp+1xp+2

= (
xp+1+ xp − xp+1

)(
xp+3

)− xp+1xp+2

= xpxp+3− xp+1xp+2

= (−1)
(
xp+1 · xp+2− xp · xp+3

)= (−1)(−1)p = (−1)p+1

ដូចេនះ xk+1xk+2− xkxk+3 = (−1)k ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ធម្មជាតិ k
២- បងា្ហ ញថា arccotx1−arccotx3−arccotx5−·· ·−arccotx2011 = arccotx2012

េគដឹងថាេបី a = cotα,b = cotβ⇒α= arccota,β= arccotb

cot(α−β)= cotαcotβ+1
cotβ− cotα

⇔α−β= arccot
(

cotαcotβ+1
cotβ− cotα

)
⇔ arccota−arccotb = arccot

(
ab+1
b−a

)
េគអាចសរេសរ
arccotx2i −arccotx2i+1 = arccot

(
x2ix2i+1+1
x2i+1− x2i

)
= arccot

(
x2ix2i+1+1

x2i + x2i−1− x2i

)
arccotx2i −arccotx2i+1 = arccot

(
x2ix2i+1+1

x2i−1

)
(1)

តាមសំណួរទី ១ ខាងេលីនិងយក k = 2i−1 េនាះេគបាន
x2i · x2i+1− x2i−1 · x2i+2 =−1⇒ x2i · x2i+1+1= x2i−1 · x2i+2
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េដាយដូរតៃម្ល i = 1,2,3, ...,1005 េនាះេគបាន
arccotx1−arccotx3 = arccotx4 (េ្រពាះ x2 = x1)
arccotx4−arccotx5 = arccotx6

.......................................................
arccotx2010−arccotx2011 = arccotx2012

បូកអង្គ និង អង្គេគបាន
arccotx1−arccotx3−arccotx5−·· ·−arccotx2011 = arccotx2012

លំហាត់ទី ៤៧៩
អនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x េដាយ f (x)= cosx+ cos

(p
px

)
ែដល

p ជាចំនួនបឋម ។ បងា្ហ ញថា f មិនែមនជាអនុគមន៍ខួបេលីសំណំុចំនួនពិតេទ ។

ដំេណាះ្រសាយ
ឧបមាថា f មានខួប T េនាះេគបាន f (x+T)= f (x) ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x ។
បានន័យថា cos(x+T)+ cos

(
x
p

p+T
p

p
)= cosx+ cos

(
x
p

p
)
ចំេពាះ្រគប់

ចំនួនពិត x ។
ពិនិត្យចំេពាះ x = 0 េគបាន : cosT+ cosT

p
p = 2⇔ cosT = 1∧ cosT

p
p = 1

T = 2kπ∧T
p

p = m2π,k ∈N,m ∈N េហយី p
p = m2π

k2π
= m

k
េដាយ p

p ∈Q+∧ m
k

∈Q+ េគបាន
p

p = m
k
ជាករណីមិនអាចេកីតមាន ។

ដូចេនះ f មិនែមនជាអនុគមន៍ខួបេលីសំណំុចំនួនពិតេទ

លំហាត់ទី ៤៨០
េគឱ្យចំនួនពិត u1;u2; ... បំេពញទំនាក់ទំនង
un+1 =

u2
n−un−1+2un

un−1+1
និង u1 = 1;u2 = 7 ។ គណនាតៃម្លៃន u5 ។

ដំេណាះ្រសាយ
សម្មតិកម្ម un+1 =

u2
n−un−1+2un

un−1+1

⇒ un+1+1= u2
n−un−1+2un

un−1+1
+1
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⇒ un+1+1= (un+1)2

un−1+1

តាង vn = un+1 េនាះ vn+1 =
v2

n

vn−1
⇒ v2

n = vn+1×vn−1

⇒ (vn) ជាស្វុ ីតធរណីមា្រតែដលមាន v1 = u1+1= 2 និង v9 = u9+1= 8
េគបាន v2

5 = v1×v9 = 16
v5 =±4
ែត v5 = v1 · q4 េនាះ v5 និង v1 មានសញញ ដូចគា្ន
ទាញបាន v5 = 4 េហយី u5+1= 4
ដូចេនះ u5 = 3

លំហាត់ទី ៤៨១
រង្វង់ពីរកាត់គា្ន ្រតង់ចំណុច A និង B ។ បនា្ទ ត់ចល័ត (MN) កាត់តាម A

េហយីជួបរង្វង់ធំ្រតង់M និងរង្វង់តូច្រតង់N ។ បងា្ហ ញថា BM
BN

មានតៃម្លេថរកាលណា
(MN) វលិជំុវញិចំណុច A ។

ដំេណាះ្រសាយ

A

B

M

N

ក្នុងរង្វង់ធំ �AMB = 1
2
>
AB
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ក្នុងរង្វង់តូច �ANB = 1
2
>
AB

តាមម្រទឹស្តីបទសីុនុស : BM

sin�ANB
= BN

sin �AMB

េគទាញបាន BM
BN

= sin�ANB

sin �AMB
េថរ

លំហាត់ទី ៤៨២
គណនា S2008 = (1 × 3 + 2 × 4 + 3 × 5 + ·· · + 2008 × 2010) −(
12+22+·· ·+20082) ។
ដំេណាះ្រសាយ

S = [1(2+1)+2(2+2)+3(2+3)+·· ·+2008(2+2008)]
− (

12+22+·· ·+20082)
= 2(1+2+3+·· ·+2008)+ (

12+22+·· ·+20082)− (
12+22+·· ·+20082)

= 2(1+2+3+·· ·+2008)= 2 · 2008×2009
2

= 2008×2009
ដូចេនះ S = 20082+2008

លំហាត់ទី ៤៨៣
ស្វុ ីតៃនចំនួនគត់រុឡឺាទីប (un) កំណត់េដាយ u1 = 1;u2 = 1;u3 = −1 និង un =
un−1×un−3 ចំេពាះ n ≥ 4 ។ រកៃម្ភមួយតួដំបូង និងតួ 2008 ៃនស្វុ ីត (un) ។

ដំេណាះ្រសាយ
u1 = 1;u2 = 1;u3 =−1
u4 = u3×u1 = (−1)(1)=−1
u5 = u4×u2 = (−1)(1)=−1
u6 = u5×u3 = (−1)(−1)= 1
u7 = u6×u4 = 1(−1)=−1
តាមរេបៀបដូចគា្ន :
u8 = 1;u9 = 1;u10 =−1;u11 =−1;u12 =−1;u13 = 1;u14 =−1
u15 = 1;u16 = 1;u17 =−1;u18 =−1;u19 =−1;u20 = 1;u21 =−1
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េគសេង្កតេឃញីថា
u1 = 1;u2 = 1;u3 =−1;u4 =−1;u5 =−1;u6 = 1;u7 =−1

u8 = 1;u9 = 1;u10 =−1;u11 =−1;u12 =−1;u13 = 1;u14 =−1
u15 = 1;u16 = 1;u17 =−1;u18 =−1;u19 =−1;u20 = 1;u21 =−1
េគបាន (un) ជាស្វុ ីតខួបែដលខួបនីមួយៗមាន 7 តួ
2008= 7×286+6 េនះបញ្ជ ក់ថា u2008 ជាតួទី 6 េនក្នុងខួបទី 287
ដូចេនះ u2008 = 1

លំហាត់ទី ៤៨៤
េគមានសមភាព
142 = (

6×12+6×1+2
)2 ; 152 = (

6×12+6×1+3
)2

382 = (
6×22+6×2+2

)2 ; 392 = (
6×22+6×2+3

)2

742 = (
6×32+6×3+2

)2 ; 752 = (
6×32+6×3+3

)2 ។
េដាយសេង្កតឧទាហរណ៍ខាងេ្រកាមេនះ ចូរទាញរករូបមន្តទូេទ េហយី្រសាយបញ្ជ ក់
រូបមន្តទូេទេនាះផង :
22+32+42+142 = 152; 42+52+62+382 = 392;
62+72+82+742 = 752 ។

ដំេណាះ្រសាយ
22+32+42+142 = (2×1)2+(2×1+1)2+(2×1+2)2+(

6×12+6×1+2
)2

= 152 = (
6×12+6×1+3

)2 (គឺ n = 1)
42+52+62+382 = (2×2)2+(2×2+1)2+(2×2+2)2+(

6×22+6×2+2
)2

= 392 = (
6×22+6×2+3

)2 (គឺ n = 2)
62+72+82+742 = (2×3)2+(2×3+1)2+(2×3+2)2+(

6×32+6×3+2
)2

= 752 = (
6×32+6×3+3

)2 (គឺ n = 3)
ជាទូេទ : (2n)2+ (2n+1)2+ (2n+2)2+ (

6n2+6n+2
)2 = (

6n2+6n+3
)2

ចំេពាះ n = 1,2,3..
- ្រសាយបញ្ជ ក់រូបមន្តទូេទ :
(2n)2+(2n+1)2+(2n+2)2+(

6n2+6n+2
)2 = 36n4+72n3+72n2+36n+

9(
6n2+6n+3

)2 = 36n4+72n3+72n2+36n+9
ដូចេនះ រូបមន្តពិតចំេពាះ n = 1,2,3, ...
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លំហាត់ទី ៤៨៥

េគេអាយអាងំេត្រកាល In =
∫ π

4
0

tannxdx, n ∈N ។
ក- បងា្ហ ញថា (In) ជាស្វុ ីតចុះ ។
ខ- គណនា In+ In−2, (n ≥ 2) រចួទាញថា 1

2(n+1)
≤ In ≤ 1

2(n−1)
។

ដំេណាះ្រសាយ
ក- បងា្ហ ញថា (In) ជាស្វុ ីតចុះ
ចំេពាះ 0< x < π

4
េគបាន 0< tanx < 1

េនាះ tannx < tann−1x < ·· · < tanx
ដូចេនះ (In) ជាស្វុ ីតចុះ
ខ- គណនា In+ In−2, (n ≥ 2) រចួទាញថា 1

2(n+1)
≤ In ≤ 1

2(n−1)

េយងីមាន In =
∫ π

4
0

tannxdx

In =
∫ π

4
0

tann−2x · tan2xdx =
∫ π

4
0

tann−2x
(

1
cos2x

−1
)

dx

=
∫ π

4
0

tann−2x · dx
cos2x

−
∫ π

4
0

tann−2x

=
[

tann−1x
n−1

]π
4
0
− In−2

ដូចេនះ In+ In−2 = 1
n−1

េដាយ In < In−2 េនាះ In+ In < In+ In−2

⇒ 2In < 1
n−1

ឬ In < 1
2(n−1)

(1)

មយង៉េទៀត In+2 < In េនាះ In+2+ In < In+ In

⇒ 1
n+1

< 2In ឬ
1

2(n+1)
< In (2)
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តាម (1) និង (2) េយងីបាន
1

2(n+1)
≤ In ≤ 1

2(n−1)

លំហាត់ទី ៤៨៦
េគេអាយ a i, i = 1, ...,6 ជាចំនួនវជិ្ជមាន ែដល a1+a2+a3−a4−a5−a6 = 3
និង a2

1+a2
2+a2

3+a2
4+a2

5+a2
6 = 9 ។

្រសាយបញ្ជ ក់ថា
a1a2a3a4a5a6 ≤ 1 ។

ដំេណាះ្រសាយ
តាមវសិមភាព CauchySchwarz

3+a4+a5+a6 = a1+a2+a3 ≤
√(

12+12+12
)(

a2
1+a2

2+a2
3

)
=

√
3

(
a2

1+a2
2+a2

3

)
=

√
3

[
9− (

a2
4+a2

5+a2
6

)]
=

√
27− (

12+12+12
)(

a2
4+a2

5+a2
6

)
≤

√
27− (a4+a5+a6)2

េយងីទាញបាន
(3+ (a4+a5+a6))2 ≤ 27− (a4+a5+a6)2

⇔ (a4+a5+a6)2+3(a4+a5+a6)−9≤ 0

⇒ a4+a5+a6 ≤ −3+3
p

5
2

(1)

⇒ a4+a5+a6

3
≤ −1+p

5
2

តាមវសិមភាព AMGM េយងីបាន
3
p

a4a5a6 ≤ a4+a5+a6

3
≤ −1+p

5
2

(2) តាម (1) េយងីបាន

a1+a2+a3 = 3+ (a4+a5+a6)≤ 3+−3+3
p

5
2

= 3+3
p

5
2

នាេំអាយ a1+a2+a3

3
≤ 1+p

5
2
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តាមវសិមភាព AMGM េយងីបាន
3
p

a1a2a3 ≤ a1+a2+a3

3
≤ 1+p

5
2

(3)

តាម (2) និង (3) : 3
p

a1a2a3 · 3
p

a4a5a6 ≤ −1+p
5

2
· 1+p

5
2

= 1
េនាះ a1a2a3a4a5a6 ≤ 1

សមភាពេកីតមានកាលណា a1 = a2 = a3 = 1+p
5

2
, a4 = a5 = a6 = −1+p

5
2

លំហាត់ទី ៤៨៧
១. េបី x+ i y= 3pa+ ib ្រសាយបញ្ជ ក់ថា a

x
+ b

y
= 4

(
x2− y2) ។

២. េបី xp = cos
( π

2p

)
+ isin

( π

2p

)
ចូរបងា្ហ ញថា lim

n→+∞x1 · x2 · x3 · · ·xn =−1
។

ដំេណាះ្រសាយ
១. េបី x+ i y= 3pa+ ib ្រសាយបញ្ជ ក់ថា a

x
+ b

y
= 4

(
x2− y2)

េយងីមាន x+ i y= 3pa+ ib
a+ ib = (x+ i y)3

a+ ib = x3+3x2i y+3(i y)2x+ (i y)3

a+ ib = x3−3xy2+ i
(
3x2 y− y3)

េគទាញបាន a = x3−3xy2, b = 3x2 y− y3

a
x
+ b

y
= x2−3y2+3x2− y2

a
x
+ b

y
= 4

(
x2− y2) ពិត

២. បងា្ហ ញថា lim
n→+∞x1 · x2 · x3 · · ·xn =−1

េយងីមាន xp = cos
( π

2p

)
+ isin

( π

2p

)
តាមរូបមន្តអឺែលរ

xp = e
i·
π

2p

តាង A = lim
n→+∞x1 · x2 · x3 · · ·xn

រូបមន្តអឺែលរ

eiθ = cosθ+ isinθ
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A = lim
n→+∞ e

i·
π

2 · ei·
π

22 · ei·
π

23 · · · ei·
π

2n

= lim
n→+∞ e

iπ

1
2
+

1
22+

1
23+···+

1
2n



= lim
n→+∞ e

iπ

1−
1
2n


∵ 1

2
+ 1

22 +
1
23 +·· ·+ 1

2n =
1
2

[
1− 1

2n

]
1− 1

2

= 1− 1
2n


A = eiπ = cosπ+ isinπ=−1 ពិត

លំហាត់ទី ៤៨៨
បងា្ហ ញថា x5−1= (x−1)

[
x2+2xcos

π

5
+1

][
x2+2xcos

3π
5

+1
]
។

ដំេណាះ្រសាយ
េបី x5−1= 0 េនាះ x5 = 1= cos0+ isin0
x5 = cos2kπ+ isin2kπ

x = (cos2kπ+ isin2kπ)

1
5 = cos

2kπ
5

+ isin
2kπ

5

x = e
i
2kπ

5
ឱ្យតៃម្ល k = 0,1,2,3,4 េយងីទទួលបានឫសៃនសមីការដូចខាងេ្រកាម :

x0 = 1

x1 = e
i
2π
5 = cos

2π
5

+ isin
2π
5

x2 = e
i
4π
5 = cos

4π
5

+ isin
4π
5

ឯកសារចង្រកង
100



េរៀបេរៀងេដាយ នូ ច័ន្ទណារÂទ្ធិ លំហាត់គណិតវÂទǓǻថាñǓក់ទី ១២ ភាគ ២

x3 = e
i
6π
5 = cos

6π
5

+ isin
6π
5

= cos
(
2π− 4π

5

)
+ isin

(
2π− 4π

5

)

= cos
4π
5

− isin
4π
5

= e
−i

4π
5 = x2

[
∵ cos(2π−θ)= cosθ
sin(2π−θ)=−sinθ

]

x4 = e
i
8π
5 = cos

8π
5

+ isin
8π
5

= cos
(
2π− 2π

5

)
+ isin

(
2π− 2π

5

)

= cos
2π
5

− isin
2π
5

= e
−i

2π
5 = x1

x0, x1, x2, x3, x4 គឺជាឫសៃនសមីការ x5−1= 0
x5−1= (x− x0) (x− x1) (x− x2) (x− x3) (x− x4)

= (x−1)

x− e
2iπ
5


x− e

4iπ
5


x− e

−
4iπ
5


x− e

−
2iπ
5


= (x−1)

x2− x

e
2iπ
5 + e

−
2iπ
5

+1


x2− x

e
4iπ
5 + e

−
4iπ
5

+1


= (x−1)

[
x2− x ·2cos

4π
5

+1
][

x2− x ·2cos
2π
5

+1
]

= (x−1)
[

x2−2x
(
π− 3π

5

)
+1

][
x2−2x

(
π− π

5

)
+1

]
= (x−1)

(
x2+2xcos

3π
5

+1
)(

x2+2xcos
π

5
+1

)
[
∵ cos(π−θ)=−cosθ

]
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លំហាត់ទី ៤៨៩
អនុគមន៍ f (x) = a0 + a1x + a2x2 + ·· · + anxn មានេលខេមគុណ a i

បំេពញលក្ខខណ្ឌ 0 ≤ a i ≤ a0 ែដល i = 1;2;3; ...;n ។ េគយក ( f (x))2 =
b0+b1x+b2x2+·· ·+bn+1xn+1+·· ·+b2nx2n ។ បងា្ហ ញថា bn+1 ≤ 1

2
( f (1))2

។

ដំេណាះ្រសាយ
បងា្ហ ញថា bn+1 ≤ 1

2
( f (1))2

េដាយ b0+b1x+b2x2+·· ·+bn+1xn+1+·· ·+b2nx2n = (
a0+a1x+a2x2+·· ·

+anxn)2

េនាះតាមរេបៀប្របដូចេលខេមគុណៃន xn+1 េគបាន : bn+1 = a1an+a2an−1+a3an−2+
·· ·+an−1a2+ana1

េគបាន bn+1 ≤ a1a0+a2a0+a3a0+·· ·+an−1a0+ana0
2bn+1 ≤ a1 (a0+an)+a2 (a0+an−1)+·· ·+an−1 (a0+a2)+an (a0+a1)

≤ a1 (a0+·· ·+an)+a2 (a0+·· ·+an)+·· ·+an−1 (a0+·· ·+an)
+an (a0+·· ·+an)
≤ (a0+a1+a2+·· ·+an) (a0+a1+a2+·· ·+an)
≤ (a0+a1+a2+·· ·+an)2 = ( f (1))2

នាេំអាយ bn+1 ≤ 1
2

( f (1))2 ពិត

លំហាត់ទី ៤៩០
េគមានស្វុ ីតៃនចំនួន x1; x2; x3; ... ែដលកំណត់េដាយ x1 = 1; x2 = 1 និង xn =
xn−1+ xn−2 ចំេពាះ n ≥ 3 ។
ក. រកដប់តួដំបូងៃនស្វុ ីតេនាះ ។

ខ. េគយក A =
[

1 1
1 0

]
ជាម៉ា្រទីសកាេរលំដាប់ 2 ។ បងា្ហ ញថា An =[

xn+1 xn

xn xn−1

]
ចំេពាះ n = 2;3;4; ... ។
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ដំេណាះ្រសាយ
ក. រកដប់តួដំបូងៃនស្វុ ីតេនាះ
x1 = 1; x2 = 1; x3 = 2; x4 = 3; x5 = 5; x6 = 8; x7 = 13; x8 = 21; x9 = 34; x10 =
55

ខ. បងា្ហ ញថា An =
[

xn+1 xn

xn xn−1

]
ចំេពាះ n = 2;3;4; ...

- ចំេពាះ n = 2 :
A2 =

[
1 1
1 0

][
1 1
1 0

]
=

[
1 ·1+1 ·1 1 ·1+1 ·0
1 ·1+1 ·0 1 ·1+0 ·0

]
=

[
2 1
1 1

]
=

[
x3 x2

x2 x1

]
=[

x2+1 x2

x2 x2−1

]
ពិត

- ឧបមាថាទំនាក់ទំនងពិតរហូតដល់ n = p : Ap =
[

xp+1 xp

xp xp−1

]
- សិក�ចំេពាះ n = p+1:

Ap+1 = Ap·A =
[

xp+1 xp

xp xp−1

][
1 1
1 0

]
=

[
xp+1+ xp xp+1

xp + xp−1 xp

]
=

[
xp+2 xp+1

xp+1 xp

]
ពិត
ដូចេនះ An =

[
xn+1 xn

xn xn−1

]
ចំេពាះ n = 2;3;4; ...

លំហាត់ទី ៤៩១
្រតីេកាណ ABC មានមុំក្នុងទាងំបីជាមុំ្រស�ច ។ កន្លះបនា្ទ ត់ពុះក្នុងៃនមំុ ∠BAC

ជួប្រជ�ង [BC] ្រតង់ D េហយីជួបរង្វង់ចារកិេ្រក្រតីេកាណ ABC ្រតង់ E ។
តាមចំណុចD េគគូសបនា្ទ ត់ែកងនឹង្រជ�ង [AB] និង [AC េរៀងគា្ន ្រតង់ចំណុចM និង
N ។ បងា្ហ ញថា ចតុេកាណ AMEN និង ្រតីេកាណ ABC មានៃផ្ទ្រកឡាេស្មីគា្ន ។

ដំេណាះ្រសាយ
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A

B

CD

E

M

N

េគមាន SABC = 1
2

AB × ACsinα

ែដល �BAC =α

្រតីេកាណែកង AMD ∼= AND
េហយីេគបាន AD ⊥ MN
េគបាន SAMEN = 1

2
AE×MN

មយង៉េទៀត �ACD =�AEB�CAD =�EAB
េនាះ4ACD ដូច4AEB (ករណីទី១ ម.ម)
វបិាក AB

AE
= AD

AC
នាឱំ្យ AB× AC = AE× AD (1)

ចតុេកាណ ADMN ចារកិក្នុងរង្វង់មានអង្កត់ផ្ចិត [AD] មួយ េ្រពាះ M̂ = N̂ = 900

តាម្រទឹស្តីបទសីុនុស ក្នុង4AMN :
MN
sinα

= AD

តាម (1) េគបាន AB× AC = AE× MN
sinα

1
2

AB× ACsinα= 1
2

AE×MN

SABC = SAMEN

លំហាត់ទី ៤៩២
បងា្ហ ញថា

p
7+ 3p7+ 4p7< 7 េហយី

p
4+ 3p4+ 4p4> 4 ។

ដំេណាះ្រសាយ
េគដឹងថា :

p
7<

p
9 ; 3p7< 3p8 ; 4p7< 4p16

ដូចេនះ
p

7+ 3p7+ 4p7<
p

9+ 3p8+ 4p16= 7
តាមរេបៀបដូចគា្ន :

p
4= 2 ; 3p4> 3p1 ; 4p4> 4p1

ដូចេនះ
p

4+ 3p4+ 4p4>
p

4+ 3p1+ 4p1= 4

លំហាត់ទី ៤៩៣
េគឱ្យពហុធា g(n)= n4+2n3+2n2+2n+1 ចំេពាះ n = 1;2;3; ... ។
បងា្ហ ញថា g(n) មិនែមនជាកាេរៃនចំនួនគត់ រុឡឺាទីបណាមួយេឡយី ។
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ដំេណាះ្រសាយ(
n2+n

)2 = n4+2n3+n2 < n4+2n3+2n2+2n+1< n4+2n3+3n2+2n+1(
n2+n

)2 < n4+2n3+2n2+2n+1< (
n2+n+1

)2

េដាយ
(
n2+n

)2 និង
(
n2+n+1

)2 ជាកាេរៃនចំនួនគត់រុឡឺាទីបពីរតគា្ន េនាះេគបាន :
g(n) មិនែមនជាកាេរៃនចំនួនគត់ រុឡឺាទីបណាមួយេឡយី ។
រេបៀបទី ២

g(n)= (
n4+2n3+n2)+ (

n2+2n+1
)

= n2(n+1)2+ (n+1)2

= (n+1)2 (
n2+1

)
េដាយ n2+1 គា្ម នឫសេនក្នុង Z េនាះ n2+1 មិនអាចជាកាេរៃនចំនួនគត់រុឡឺាទីបណា
មួយេឡយី ។
ដូចេនះ g(n) មិនែមនជាកាេរៃនចំនួនគត់ រុឡឺាទីបណាមួយេឡយី

លំហាត់ទី ៤៩៤
ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ រុឡឺាទីបវជិ្ជមាន n េគមាន :
f (n)= 1−1

2
+1

3
−·· ·+ 1

2n−1
− 1

2n
និង g(n)= 1

n+1
+ 1

n+2
+·· ·+ 1

2n
។ បងា្ហ ញថា f (n)= g(n) ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ រុឡឺាទីបវជិ្ជមាន n ។

ដំេណាះ្រសាយ
- ចំេពាះ n = 1 : f (1)= 1− 1

2
= 1

2
; g(1)= 1

1+1
= 1

2
ដូចេនះ f (1)= g(1) ពិត
- ឧបមាថា សមភាពពិតដល់ n = k : f (k)= g(k)
- សិក�ចំេពាះ n = k+1

f (k+1)− f (k)=
(
1− 1

2
+ 1

3
−·· ·+ 1

2(k+1)−1
− 1

2(k+1)

)
−(

1− 1
2
+ 1

3
−·· ·+ 1

2k−1
+ 1

2k

)
= 1

2k+1
− 1

2k+2
(1)
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g(k+1)− g(k)=
(

1
k+1

+ 1
k+2

+·· ·+ 1
2k+2

)
−

(
1

k+1
+ 1

k+2
+·· ·+ 1

2k

)
= 1

2k+1
+ 1

2k+2
− 1

k+1
= 1

2k+1
− 1

2k+2
(2)

តាម (1) & (2) េគបាន f (k+1)− f (k)= g(k+1)− g(k)
េហយី f (k+1)= g(k+1) ពិត េ្រពាះ f (k)= g(k)
ដូចេនះ f (n)= g(n) ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ រុឡឺាទីបវជិ្ជមាន n
រេបៀបទី ២

f (n)=
(
1+ 1

3
+·· ·+ 1

2n−1

)
−

(
1
2
+ 1

4
+·· ·+ 1

2n

)
f (n)=

(
1+ 1

2
+ 1

3
+·· ·+ 1

2n−1
+ 1

2n

)
−2

(
1
2
+ 1

4
+·· ·+ 1

2n

)
=

(
1+ 1

2
+ 1

3
+·· ·+ 1

2n−1
+ 1

2n

)
−

(
1+ 1

2
+·· ·+ 1

n

)
= 1

n+1
+ 1

n+2
+·· ·+ 1

2n
= g(n)

លំហាត់ទី ៤៩៥
េគឱ្យចំនួនគត់រុឡឺាទីបពីរ : X = 111 · · ·11 ែដលមានេលខ 1 ចំនួន m ដង

និង Y = 100 · · ·05 ែដលមានេលខ 0 ចំនួន m−1 ដង ។
បងា្ហ ញថា 1+ XY ជាកាេរៃនមួយចំនួនគត់រុឡឺាទីប េហយីទាញរកឫសកាេរវជិ្ជមានៃន
1+ XY ។

ដំេណាះ្រសាយ
េគបាន X = 1+10+102+·· ·+10m−1 = 10m−1

9
Y = 10m+5

1+ XY = 1+
(
10m−1

9

)
(10m+5)

=
(
10m+2

3

)2

=
(
10m−10+12

3

)2

=
(

10
(
10m−1−1

)
3

+4

)2
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1+ XY = (
3

(
10m−1+10m−2+·· ·+102+10

)+4
)2

1+ XY = (333 · · ·34)2 ែដលមានេលខ 3 ចំនួន m−1 ដង
- រកឫសកាេរវជិ្ជមានៃន 1+ XY :

p
1+ XY = 333 · · ·34 ែដលមានេលខ 3 ចំនួន

m−1 ដង

លំហាត់ទី ៤៩៦
េគតាង s(n) ជាផលបូក n តួដំបូងៃនស្វុ ីត 0;1;1;2;2;3;3;4;4; · · · ;k;k;k +
1;k+1; · · · ។
ក. គណនា s(n) ជាអនុគមន៍ៃន n ។
ខ. បងា្ហ ញថា s(a+b)− s(a−b)= ab ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់រុឡឺាទីបវជិ្ជមាន a និង
b ែដល a > b ។

ដំេណាះ្រសាយ
ក. គណនា s(n) ជាអនុគមន៍ៃន n
- េបី n ជាចំនួនគត់គូ :
s(n)=

(
0+1+2+3+·· ·+

(n
2
−1

))
+

(
1+2+3+·· ·+ n

2

)
= 1

2

(n
2
−1

)(
1+ n

2
−1

)
+ 1

2

(n
2

)(n
2
+1

)
= 1

4
n2

- េបី n ជាចំនួនគត់េសស :
s(n)=

(
0+1+2+3+·· ·+ n−1

2

)
+

(
1+2+3+·· ·+ n−1

2

)
= 2× 1

2

(
n−1

2

)(
1+ n−1

2

)
= 1

4
(
n2−1

)
ដូចេនះ s(n)= 1

4
n2 ចំេពាះ n ជាចំនួនគត់គូ

s(n)= 1
4

(
n2−1

)
ចំេពាះ n ជាចំនួនគត់េសស

ខ. បងា្ហ ញថា s(a+ b)− s(a− b) = ab ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់រុឡឺាទីបវជិ្ជមាន a និង b
ែដល a > b
េគមាន a+b+a−b = 2a ជាចំនួនគត់គូ
េនះបញ្ជ ក់ថា a+b និង a−b ជាចំនួនគត់ទាងំពីរ ឬ េសសទាងំពីរ
- េបី a+b & a−b ជាចំនួនគូ : s(a+b)−s(a−b)= 1

4
(a+b)2−1

4
(a−b)2 = ab

- េបី a+ b & a− b ជាចំនួនេសស : s(a+ b)− s(a− b) = 1
4

(
(a+b)2−1

)−
ឯកសារចង្រកង
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1
4

(
(a−b)2−1

)= ab

លំហាត់ទី ៤៩៧
េគឱ្យ្រតីេកាណែកង ABC មួយ ែដលមាន AC = 1, �ACB = 900 និង�BAC = x
។ D ជាចំណុចមួយៃនអីុប៉ូេតនុស [AB] េហយីែដល AD = 1 ។ E ជាចំណុចមួយៃន
[BC] េហយីែដល �EDC = x ។ បនា្ទ ត់ (EF) ែកងនឹង [BC] ្រតង់ E េហយីជួប
[AB] ្រតង់ F ។ គណនា lim

x→0
EF ។

ដំេណាះ្រសាយ

A

C BE

D F

1

1

x

x

េដាយ (EF) ∥ (AC) េគបាន EF
AC

= BE
BC

⇒ EF = BE
BC

េ្រពាះ AC = 1

ែត BE
BC

= BE
BE+EC

⇒ BC
BE

= BE+EC
BE

= 1+ EC
BE

EF = 1 :
(
1+ BE

EC

)
(1)

ក្នុង4ACD : �ACD = �ADC = 900− x
2

េគទាញបាន �DCE = x
2

តាម្រទឹស្តីបទសីុនុសក្នុង4CDE :
CE
sinx

= DE

sin
x
2

CE
DE

= sinx

sin
x
2

= 2cos
x
2
⇒ CE = 2cos

x
2
·DE

ក្នុង4BDE : �EBD = 900− x ; �BDE = 900− x
2
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តាម្រទឹស្តីបទសីុនុសក្នុង4BDE :
DE
BE

= sin(900− x)

sin
(
900− x

2

) = cosx

cos
x
2

⇒ BE =
DEcos

x
2

cosx
តាម (1) េគបាន EF = 1 :

(
1+ BE

EC

)
= 1

1+2cosx

េគបាន lim
x→0

EF = lim
x→0

(
1

1+2cosx

)
= 1

3

លំហាត់ទី ៤៩៨
េគឱ្យចំនួនបឋមបីេផ្សងគា្ន p ; q និង r ។
បងា្ហ ញថា 3

p
p ; 3

p
q និង 3

p
r មិនែមនជា តួបី (មិនចាបំាច់បន្តបនា្ទ ប់គា្ន )

ៃនស្វុ ីតនព្វន្តណាមួយេឡយី ។

ដំេណាះ្រសាយ
ឧបមាថា 3

p
p ; 3

p
q និង 3

p
r ជាតួៃនស្វុ ីតនព្វន្តណាមួយ

េនាះមានចំនួនពិត a ; d និងចំនួនគត់ b ; c ែដល 3
p

p = a ; 3
p

q = a+bd ; 3
p

r =
a+ cd

d =
3
pq− 3

pp
b

=
3
p

r− 3
pq

c
c
(

3
p

q− 3
p

p
)= b

(
3
p

r− 3
p

q
)

(b− c) 3
p

p =−c 3
p

q+b 3
p

r
តាង α= b− c ; β=−c ; γ= b ែដលជាចំនួនគត់រុឡឺាទីប ។
េគបាន α 3

p
p =β 3

p
q+γ 3

p
r េហយី α3p =β3q+γ3r+3αβγ 3

p
pqr

3
p

pqr = α3p−β3q−γ3r
3αβγ

ែដលផ្ទុយពីការពិតេ្រពាះអង្គទី១ អសនិទាន ែតអង្គទី២សនិទាន
ដូចេនះ 3

p
p ; 3

p
q និង 3

p
r មិនែមនជាតួៃនស្វុ ីតនព្វន្តណាមួយេទ

លំហាត់ទី ៤៩៩
េគឱ្យ N = 44...4︸ ︷︷ ︸

2010

88...8︸ ︷︷ ︸
2009

9 ។ គណនា
p

N ។
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ដំេណាះ្រសាយ
N = 44...4︸ ︷︷ ︸

2010

88...8︸ ︷︷ ︸
2009

9

= 44...4︸ ︷︷ ︸
2010

×102010+88...8︸ ︷︷ ︸
2009

×10+9

= 4
9

(
102010−1

) ·102010+ 8
9

(
102009−1

) ·10+9

= 4
9

[(
102010)2−102010

]
+ 8

9
(
102010−10

)+9

= 1
9

[
4

(
102010)2+4 ·102010+1

]
= 1

9
(
2 ·102010+1

)2

េគបាន
p

N = 2 ·102010+1
3

= 2
(
102010−1

)
3

+1

ដូចេនះ
p

N = 666...6︸ ︷︷ ︸
2009

7

លំហាត់ទី ៥០០
រកតៃម្លៃន M = 1+2

2
+1+2+3

22 +1+2+3+4
23 +1+2+3+4+5

24 +·· · ។

ដំេណាះ្រសាយ
M = 1+2

2
+ 1+2+3

22 + 1+2+3+4
23 + 1+2+3+4+5

24 +·· ·
M
2

= 1+2
22 + 1+2+3

23 + 1+2+3+4
24 +·· ·

M− M
2

= 1+2
2

+ 3
22 +

4
23 +·· ·

M
2

= 3
2
+ 3

22 +
4
23 +·· ·

⇒ M
4

= 3
4
+ 3

23 +
4
24 +·· ·

M
2

− M
4

= 3
2
+0+ 1

23 +
1
24 +·· ·
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M
4

= 3
2
+

1
23

1− 1
2

= 3
2
+ 1

4

ដូចេនះ M = 7

លំហាត់ទី ៥០១
តាង Nជាសំណំុចំនួនគត់វជិ្ជមាន ។ f : N→Nជាអនុគមន៍ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់លក្ខខណ្ឌ
f (x+1)= f (x)+ x ចំេពាះ x ∈N និង f (1)= 5 ។ រកតៃម្លៃន f (2009) ។

ដំេណាះ្រសាយ
f (1)= 5 : f (x+1)− f (x)= x

f (2)− f (1)= 1
f (3)− f (2)= 2
.......................
f (n)− f (n−1)= n−1

f (n)− f (1)= (n−1)n
2

f (2009)= 5+ 2008 ·2009
2

ដូចេនះ f (2009)= 2017041

លំហាត់ទី ៥០២
្រសាយបញ្ជ ក់ថា សមីការ x5+ x = 2009 មានឫសវជិ្ជមានែតមួយគត់ េហយីឫស
េនាះជាចំនួនអសនិទាន ។ េគឱ្យ 4,55 ≈ 1845 ; 4,65 ≈ 2059 ។

ដំេណាះ្រសាយ
តាងអនុគមន៍ f (x)= x5+ x−2009
f ′(x)= 5x4+1> 0
អនុគមន៍ f េកីនជានិច្ចេលី R

f (4,5)= 4,55+4,5−2009
= 1845+4,5−2009< 0
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f (4,6)= 4,65+4,6−2009
= 2059+4,6−2009> 0

េគបាន f (4,5)× f (4,6)< 0
តាម្រទឹស្តីបទតៃម្លកណា្ត ល : f (x)= 0មានឫសែតមួយគត់ x0 ែដល 4,5< x0 < 4,6 ។
ឧបមាថា x0 = p

q
ជាចំនួនសនិទាន p, q ∈N∗ ; (p; q)= 1

សមីការេទជា
(

p
q

)5

+ p
q
−2009= 0

p5+ p.q4 = 2009q5

p5 = q4(2009q− p) ... q
⇒ p ... q មិនពិត
ដូចេនះ x0 ជាចំនួនអសនិទាន

លំហាត់ទី ៥០៣
្រសាយបញ្ជ ក់ថា ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិតវជិ្ជមាន a,b, c

េនាះ a
10b+11c

+ b
10c+11a

+ c
10a+11b

≥ 1
7
។

ដំេណាះ្រសាយ
តាង x = 10 ; y= 11 ; x+ y= 21

្រសាយថា a
xb+ yc

+ b
xc+ ya

+ c
xa+ yb

≥ 3
x+ y

តាង A = xb+ yc
B = xc+ ya
C = xa+ yb

តាមវសិមភាព CauchySchwarzs

(a+b+ c)2 =
(p

ap
A
·
p

aA+
p

bp
B
·
p

bB+
p

cp
C
·
p

cC

)2

(a+b+ c)2 ≤
(

a
A
+ b

B
+ c

C

)
(Aa+Bb+Cc) (1)

េដាយ Aa+Bb+Cc = (xb+ yc)a+ (xc+ ya)b+ (xa+ yb)c
= x(ab+bc+ ca)+ y(ac+ab+bc)
= (ab+bc+ac)(x+ y)
េហយី a2+b2+ c2 ≥ ab+bc+ ca ; (a+b+ c)2 ≥ 3(ab+bc+ ca)
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(1)⇒ a
A
+ b

B
+ c

C
≥ (a+b+ c)2

(x+ y)(ab+bc+ ca)

ដូចេនះ a
A
+ b

B
+ c

C
≥ 3

x+ y
= 1

7

លំហាត់ទី ៥០៤
ចំណុច M,K ,L ្រត�វេគេដេរៀងគា្ន េលី្រជ�ង AB , BC , CA ៃន្រតីេកាណ ABC
។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា យ៉ាងតិច្រកឡាៃផ្ទៃន្រតីេកាណមួយ ក្នុងចំេណាម្រកឡាៃផ្ទ្រតីេកាណ
MAL, KBM ឬ LCK មិនតិចជាង 1

4
ៃន្រកឡាៃផ្ទ្រតីេកាណ ABC ។

ដំេណាះ្រសាយ
A

B C

M

K

L

S1

S2 S3

្រសាយបញ្ជ ក់ថាយ៉ាងតិច្រកឡាៃផ្ទៃន្រតីេកាណមួយក្នុងចំេណាម្រកឡាៃផ្ទ្រតីេកាណMAL,

KBM ឬ LCK មិនតិចជាង 1
4
ៃន្រកឡាៃផ្ទ្រតីេកាណ ABC

តាង S = SABC ; S1 = SAML

S2 = SBMK ; S3 = SLCK

េយងីមាន S1

S
= AM

AB
· AL

AC
S2

S
= BM

AB
· BK
BC

S3

S
= CL

AC
· CK
BC

ឧបមា S1

S
> 1

4
;

S2

S
> 1

4
;

S3

S
> 1

4
្រពមគា្ន
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េនាះ AM
AB

· AL
AC

· BM
AB

· BK
BC

· CL
AC

· CK
BC

> 1
64

រ ឺ
AM
AB

· BM
AB

· AL
AC

· CL
AC

· BK
BC

· CK
BC

> 1
64

(1)

តាមវសិមភាព Cauchyp
AM ·BM ≤ AM+BM

2
= AB

2
រ ឺ

AM
AB

· BM
AB

≤ 1
4

ដូចគា្ន AL
AC

· CL
AC

≤ 1
4

;
BK
BC

· CK
BC

≤ 1
4

គុណអង្គ AM
AB

· BM
AB

· AL
AC

· CL
AC

· BK
BC

· CK
BC

≤ 1
64

ផ្ទុយពី (1)⇒ ឧបមាពិត

លំហាត់ទី ៥០៥
េគឱ្យស្វុ ីតៃនចំនួនពិត 〈an〉n≥1 កំណត់េដាយ a1 = 2, an+1 =

a2
n+1
2

ចំេពាះ n ≥

1 ។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា
N∑

j=1

1
a j +1

< 1 ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ធម្មជាតិ N ។

ដំេណាះ្រសាយ
- ចំេពាះ N = 1 ផលបូកគឺ 1

a1+1
= 1

3
< 1 ពិត

- ចំេពាះ N > 1 :
តាមទំនាក់ទំនងកំេណីន េគេឃញីថា a j > 1 ចំេពាះ្រគប់ j

a j+1−a j =
a2

j +1

2
−a j =

(
a j −1

)2

2
;

a j+1−1=
a2

j +1

a j
−1=

a2
j −1

2
=

(
a j −1

)(
a j +1

)
2

នាឱំ្យ 1
a j +1

= 1
2

( a j −1
a j+1−1

)
ចំេពាះ្រគប់ j ≥ 1

េយងីបាន
N∑

j=1

1
a j +1

= 1
2

N∑
j=1

a j −1
a j+1−1

= 1
2

N∑
j=1

(
a j −1

)2(
a j+1−1

)(
a j −1

)
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N∑
j=1

1
a j +1

=
N∑

j=1

a j+1−a j(
a j+1−1

)(
a j −1

)
=

N∑
j=1

(
1

a j −1
− 1

a j+1−1

)
= 1

a1−1
− 1

aN+1−1
< 1

a1−1
= 1 ពិត

លំហាត់ទី ៥០៦
េគឱ្យចំនួនគត់រុឡឺាទីប α,β,λ និង µ ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់សមភាព αµ = 1 + βλ

។ េគយក x0 ជាតួែចករមួធំបំផុតៃនចំនួនគត់រុឡឺាទីប a និង b េហយីយក y0

ជាតួែចករមួធំបំផុតៃន αa + βb និង λa + µb ។ ចូរេ្របៀបេធៀបចមា្ង យពីចំណុច
M0 (x0, y0) េទអ័ក្សទាងំពីរៃនត្រម�យអរតូណរម៉ាល់មួយ ។

x0

y0
M0

O

េដាយ x0ជាតួែចករមួធំបំផុតៃនចំនួនគត់រុឡឺាទីប a និង b េហយីយក y0ជាតួែចករមួធំបំផុតៃន
αa+βb និង λa+µb
េនាះេគបាន (x0|a∧ x0|b)⇒ x0|

(
αa+βb

)= A និង (x0|a∧ x0|b)⇒
x0|

(
λa+µb

)= B
ដូចេនះ x0|y0 (1)
មយង៉េទៀត y0|A =αa+βb ⇒ y0|

(
αµa+βµb

)
y0|B =λa+µb ⇒ y0|

(
βλa+βµb

)
េគបាន y0|

(
αµ−βλ

)
b = b េ្រពាះ αµ−βλ= 1

េដាយ (y0|a∧ y0|b)⇒ y0|x0 (2)
តាម (1)&(2)⇒ x0 = y0

ដូចេនះ ចំណុច M0 (x0, y0) មានចមា្ង យេស្មីពីអ័ក្សទាងំពីរៃនត្រម�យអរតូណរម៉ាល់
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លំហាត់ទី ៥០៧
េគឱ្យអនុគមន៍ពហុធា f (x)= anxn+an−1xn−1+·· ·+a1x+a0 ែដលមានេលខ
េមគុណជាចំនួនគត់រុឡឺាទីប ។ េគដឹងថាមានចំនួនគត់រុឡឺាទីប x0 ែដល f (x0) = p
ជាចំនួនបឋម ។ បងា្ហ ញថា មានចំនួនគត់រុឡឺាទីប β េ្រចីនរាប់មិនអស់ែដល f

(
β
)

មិនែមនជាចំនួនបឋម ។

ដំេណាះ្រសាយ
េគមាន f (x0)= anxn

0 +an−1xn−1
0 +·· ·+a1x0+a0 = p

េគពិនិត្យ f (x0+kp) ,k ∈Z

f (x0+kp)= an (x0+kp)n+an−1 (x0+kp)n−1+·· ·+a1 (x0+kp)+a0

=
(
anxn

0 +an

n∑
i=1

C(n, i)xn−i
0 (kp)i

)
+(

an−1xn−1
0 +an−1

n−1∑
i=1

C(n−1, i)xn−1−i
0 (kp)i

)
+·· ·+ (a1x0+a1kp)+a0

= (
anxn

0 +an−1xn−1
0 +·· ·+a1x0+a0

)+(
an

n∑
i=1

C(n, i)xn−i
0 (kp)i +·· ·+a1kp

)

= p+p

(
an

n∑
i=1

C(n, i)xn−i
0 ki pi−1+an−1

n−1∑
i=1

C(n−1, i)xn−1−i
0 ki pi−1+·· ·+a1k

)

f (x0+kp)= p

(
1+an

n∑
i=1

C(n, i)xn−i
0 ki pi−1+an−1

n−1∑
i=1

C(n−1, i)xn−1−i
0 ki pi−1

+·· ·+a1k)
េគទាញបាន p| f (x0+kp) ,k ∈Z

ដូចេនះ មានចំនួនគត់រុឡឺាទីប β េ្រចីនរាប់មិនអស់ែដល f
(
β
)
មិនែមនជាចំនួនបឋម

លំហាត់ទី ៥០៨
ស្វុ ីត (xn) កំណត់េដាយ x1 = 1, x2 = 1 និង xn+1 = xn+ xn−1 ចំេពាះ n ≥ 2 ។
ស្វុ ីត (yn) កំណត់េដាយ yn = |xn+4xn−2− xn+2xn| ចំេពាះ n ≥ 3 ។
ស្វុ ីត (zn) កំណត់េដាយ zn−9= 4xn−2xnxn+2xn+4 ចំេពាះ n ≥ 3 ។
១-បងា្ហ ញថា (yn) ជាស្វុ ីតេថរចំេពាះ n ≥ 3 ។ ទាញរកតៃម្លតួ y3042011 ។
២- បងា្ហ ញថា តួនីមួយៗៃនស្វុ ីត (zn) ជាកាេរ្របាកដ ។
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ដំេណាះ្រសាយ
១-បងា្ហ ញថា (yn) ជាស្វុ ីតេថរចំេពាះ n ≥ 3
yn = |xn+4xn−2− xn+2xn|
= |(xn+3+ xn+2) xn−2− xn+2xn| = |xn+3xn−2+ xn+2 (xn−2− xn)|
= |xn+3xn−2+ xn+2 (xn−2− xn−1− xn−2)| = |xn+3xn−2− xn+2xn−1|
= |xn+3 (xn−1− xn−3)− xn+2xn−1| = |−xn+3xn−3− xn−1 (xn+2− xn+3)|

(េ្រពាះ xn−1 = xn−2+ xn−3 ⇒ xn−2 = xn−1− xn−3)
= |−xn+3xn−3− xn−1 (xn+2− xn+2− xn+1)|
= |xn+3xn−3− xn+1xn−1|
yn =

∣∣x(n−1)+4x(n−1)−2− x(n−1)+2x(n−1)
∣∣ , ∀n ≥ 3

ដូចេនះ (yn) ជាស្វុ ីតេថរចំេពាះ n ≥ 3
- ទាញរក y3042011

yn = yn−1, ∀n ≥ 3 ⇒ y3042011 = y3042010 = ·· · = y4 = y3 = |x7x1− x5x3| =
|13 ·1−5 ·2| = 3
២- បងា្ហ ញថា តួនីមួយៗៃនស្វុ ីត (zn) ជាកាេរ្របាកដ
េគមាន yn = yn−1 = ·· · = y3042011 = 3 េហយីេគបាន :
yn = |xn+4xn−2− xn+2xn| = 3 ⇒ xn+4xn−2 − xn+2xn = ±3 ⇒ xn+4xn−2 =
xn+2xn±3
មយង៉េទៀត zn −9 = 4xnxn+2 (xnxn+2±3) ⇒ zn = (±3)2+2(±3)(2xnxn+2)+
(2xnxn+2)2

zn = (±3+2xnxn+2)2 ជាកាេរ្របាកដចំេពាះ្រគប់ n ≥ 3

លំហាត់ទី ៥០៩
េគឱ្យ a និង X ជាចំនួនគត់រុឡឺាទីបែដល a > 1, X > 0 ។  k ជាចំនួនគត់ រុឡឺាទីប
មិនអវជិ្ជមាន និង c j ជាចំនួនគត់រុឡឺាទីបែដល 0 ≤ c j < a ចំេពាះ j = 0,1, ...,k ។

បងា្ហ ញថា X អាចសរេសរបានែតមួយែបបគត់ជារាង X =
k∑

j=0
c ja j ។

ដំេណាះ្រសាយ
- តាមវធីិែចកអឺគ្លីតបន្តបនា្ទ ប់េគបាន : X = aq0+ c0,0≤ c0 < a
q0 = aq1+ c1,0≤ c1 < a
q1 = aq2+ c2,0≤ c2 < a
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...................................
qk−1 = a×0+ ck,0< ck < a
េគបានស្វុ ីតៃនផលែចក : X > q0 > q1 > q2 > ·· · > qk−1 > qk = 0
X = aq0+ c0

= a (aq1+ c1)+ c0 = a2q1+ac1+ c0

= a3q2+ c2a2+ c1a+ c0

.........................................
= akqk−1+ ck−1ak−1+·· ·+ c1a+ c0

= ckak+ck−1ak−1+·· ·+c1a+c0, (ck−1 = ck) ែដល 0≤ c j < a, j = 0,1, ...,k

ដូចេនះ X = ckak + ck−1ak−1+·· ·+ c1a+ c0 =
k∑

j=0
c ja j

- បងា្ហ ញថា X អាចសរេសរបានែតមួយែបបគត់
ឧបមាថា X អាចសរេសរបានពីរែបប :
X = ckak + ck−1ak−1+·· ·+ c1a+ c0,0≤ c j < a
X = c

′
kak + c

′
k−1ak−1+·· ·+ c

′
1a+ c

′
0,0≤ c

′
j < a

េគបាន
(
ck − c

′
k

)
ak +

(
ck−1− c

′
k−1

)
ak−1+·· ·+

(
c1− c

′
1

)
a+

(
c0− c

′
0

)
= 0

េបី X អាចសរេសរបានពីរែបបេនាះេគអាចរកបានចំនួនគត់ j ែដលតូចជាងេគ េហយី c j 6=
c
′
j េហយីេគបាន :(
ck − c

′
k

)
ak+

(
ck−1− c

′
k−1

)
ak−1+·· ·+

(
c j+1− c

′
j+1

)
a j+1+

(
c j − c

′
j

)
a j = 0

⇒ a j
((

ck − c
′
k

)
ak− j +

(
ck−1− c

′
k−1

)
ak−1− j +·· ·+

(
c j+1− c

′
1

)
a1+

(
c j − c

′
j

))
=

0
⇒

(
ck − c

′
k

)
ak− j +

(
ck−1− c

′
k−1

)
ak−1− j +·· ·+

(
c j+1− c

′
1

)
a = c

′
j − c j

⇒
((

ck − c
′
k

)
ak− j−1+

(
ck−1− c

′
k−1

)
ak−1− j−1+·· ·+

(
c j+1− c

′
j+1

))
a = c

′
j−

c j

⇒ a|
(
c
′
j − c j

)
ែត

(
0≤ c j < a

)∧ (
0≤ c

′
j < a

)
⇒

(
−a < c

′
j − c j < a

)
េនះបញ្ជ ក់ថា a|

(
c
′
j − c j

)
ជាករណីមិនអាចមាន ។

ដូចេនះ X អាចសរេសរបានែតមួយែបបគត់ជារាង X =
k∑

j=0
c ja j
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លំហាត់ទី ៥១០
រង្វង់មួយមានផ្ចិត O និងកាំ R ចារកឹេ្រក្រតីេកាណ ABC មួយែដលមានបរមិា្រត 2p
។ ្រតីេកាណ ABC េនះចារកឹេ្រករង្វង់មួយេទៀតែដលមានផ្ចិត I និងកាំ r ។ បងា្ហ ញថា
4R+ r = p

(
tan

A
2
+ tan

B
2
+ tan

C
2

)
។

ដំេណាះ្រសាយ

O

I

តាមរូបមន្តការំង្វង់ចារកឹក្នុង្រតីេកាណ ABC េគបាន :

r = (p−a)tan
A
2
= (p−b)tan

B
2
= (p− c)tan

C
2

⇒ r
p−a

= tan
A
2

,
r

p−b
= tan

B
2

,
r

p− c
= tan

C
2

⇒ tan
A
2
+ tan

B
2
+ tan

C
2
= r

p−a
+ r

p−b
+ r

p− c

តាង K = tan
A
2
+ tan

B
2
+ tan

C
2

K = r
[
3p2−2(a+b+ c)p+ab+bc+ ca

]
(p−a)(p−b)(p− c)

= r
(−p2+ab+bc+ ca

)
(p−a)(p−b)(p− c)

(1)

តាមរូបមន្តៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណ ABC :
S =

√
p(p−a)(p−b)(p− c)= pr

⇒ p(p−a)(p−b)(p− c)= p2r2

េគបាន (p−a)(p−b)(p− c)= pr2 (2)

តាម (1) និង (2) េយងីបាន K = r
(−p2+ab+bc+ ca

)
pr2 = −p2+ab+bc+ ca

pr
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តាមរូបមន្តេផ្សងេទៀតៃនៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ ABC :
S = abc

4R
= pr

⇒ 4Rpr = abc
តាម (2) :
abc+ (p−a)(p−b)(p− c)= 4Rpr+ pr2

abc+ (
p3− (a+b+ c)p2+ (ab+bc+ ca)p

)−abc = pr(4R+ r)
p

(
p2− (a+b+ c)p+ab+bc+ ca

)= pr(4R+ r)
p2−2p2+ab+bc+ ca = r(4R+ r)
តាម (3) :
K = 4(4R+ r)

pr
= 4R+ r

p
pK = 4R+ r

⇒ p
(
tan

A
2
+ tan

B
2
+ tan

C
2

)
= 4R+ r

ដូចេនះ 4R+ r = p
(
tan

A
2
+ tan

B
2
+ tan

C
2

)
លំហាត់ទី ៥១១

េគបានេ្របី្រទ�ងចំនួន 99 េ្រគឿងស្រមាប់ដឹកជញ្ជូ នកូនមាន់ចំនួន 7y38x5 កបល
េទកាន់កសិដា្ធ ន មួយ ។ រកេលខ x និង y ក្នុងរបាប់េគាលដប់េដាយដឹងថា ក្នុង្រទ�ង
នីមួយៗមានចំនួនកូនមាន់េស្មីៗគា្ន ។

ដំេណាះ្រសាយ
េគ្រត�វរកេលខ x និង y ក្នុង្របព័ន្ធរបាប់េគាលដប់េដីម្បឱី្យចំនួន 7y38x5 ែចកដាច់នឹង 99
។
េគមាន gcd(9,11)= 1
េដីម្បឱី្យ 7y38x5 ែចកដាច់នឹង 99= 9×11 លុះ្រតាែត
y+ y+3+8+ x ≡ 0 (mod9) និង 5+8+ y− x−3−7≡ 0 (mod11)
⇔ (x+ y≡ 4 (mod9))∧ (−x+ y≡−3 (mod11))
⇔ (x+ y= 9m+4)∧ (−x+ y= 11n−3)
េដាយ 0≤ x, y≤ 9⇒ 0≤ x+ y≤ 18,−9≤−x+ y≤ 9 េនាះេគទាញបាន :
(x+ y= 4)∧(−x+ y= 3), (x+ y= 4)∧(−x+ y= 8), (x+ y= 13)∧(−x+ y=
−3), (x+ y= 13)∧ (−x+ y= 8)
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ដូចេនះ x = 8, y= 5

លំហាត់ទី ៥១២
សមីការ ax2+2010x+ c = x គា្ម នឫសេទេនក្នុងសំណំុចំនួនពិត ។
បងា្ហ ញថា សមីការ a

(
ax2+2010x+ c

)+2010
(
ax2+2010x+ c

)+ c = x
គា្ម នឫសេនក្នុងសំណំុចំនួនពិតែដរ ។

ដំេណាះ្រសាយ
បងា្ហ ញថាសមីការ a

(
ax2+2010x+ c

)+2010
(
ax2+2010x+ c

)+c = xគា្ម នឫស
េនក្នុងសំណំុចំនួនពិតែដរ
តាង t(x)= ax2+2010x+ c
េដាយសមីការ t(x) = x គា្ម នឫសជាចំនួនពិត េនាះឬមួយ t(x) < x ឬមួយ t(x) > x
ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x ។
េគទាញបាន ឬមួយ t (t(x))< t(x)< x ឬមួយ t (t(x))> t(x)> x ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត
x ។ បានន័យថា :
- ឬមួយ a

(
ax2+2010x+ c

)+2010
(
ax2+2010x+ c

)+c < x ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត
x ។
- ឬមួយ a

(
ax2+2010x+ c

)+2010
(
ax2+2010x+ c

)+c > x ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត
x ។
ដូចេនះសមីការ a

(
ax2+2010x+ c

)+2010
(
ax2+2010x+ c

)+c = xគា្ម នឫសេន
ក្នុងសំណំុចំនួនពិតែដរ

លំហាត់ទី ៥១៣
ពហុធា P(x) = xn + a1xn−1 + a2xn−2 + ·· · + an−1x + 1 មានេលខេមគុណ
a1,a2, ...,an−1 ជាចំនួនមិនអវជិ្ជមាន ។
េគដឹងថាពហុធា P(x) មាន n ឫសសុទ្ធែតជាចំនួនពិត ។
បងា្ហ ញថា P(2010)≥

(
2
p

2010
)n
។

ដំេណាះ្រសាយ
េដាយេលខេមគុណ a1,a2, ...,an−1 ជាចំនួនមិនអវជិ្ជមាន េនាះ ឫស x1, x2, ..., xn

ជាចំនួនពិតមិនវជិ្ជមាន ។
តាង αi = −xi, i = 1,2, ...,n េនាះេគបាន αi ≥ 0 េហយី P(x) = (x+α1)(x+
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α2) · · · (x+αn)
P(2010)= (2010+α1)(2010+α2) · · · (2010+αn)
មយង៉េទៀត 2010+αi ≥ 2

√
2010 ·αi, i = 1,2, ...,n

េគបាន P(2010)= (2010+α1)(2010+α2) · · · (2010+αn)
≥ 2n

√
2010n ·α1 ·α2 · · ·αn

ដូចេនះ P(2010)≥
(
2
p

2010
)n
េ្រពាះ α1 ·α2 · · ·αn = 1

លំហាត់ទី ៥១៤
េគមានចំនួនគត់វជិ្ជមាន r ែដលជាសំណល់ក្នុងវធីិែចកអឺគ្លីតៃនចំនួនគត់វជិ្ជមាន
a និង b ។
១. បងា្ហ ញថា 2r − 1 ជាសំណល់ ក្នុងវធីិែចកអឺគ្លីតៃនចំនួនគត់វជិ្ជមាន 2a − 1 និង
2b −1 ។
២. េគតាង µជាតួែចករមួធំបំផុតៃន a និង b ។ បងា្ហ ញថា 2µ−1 ជាតួែចក
រមួធំបំផុតៃន 2a−1 និង 2b −1 ។

ដំេណាះ្រសាយ
១. បងា្ហ ញថា 2r −1 ជាសំណល់ ក្នុងវធីិែចកអឺគ្លីតៃនចំនួនគត់វជិ្ជមាន 2a−1 និង 2b−1

តាមវធីិែចកអឺគ្លីត a = bq+ r,0< r < b េគបាន :
2a−1= 2bq+r −2r +2r −1= 2r (

2b −1
)((

2b)q−1+·· ·+2b +1
)
+ (2r −1)

= (
2b −1

)((
2b(q−1)+r +·· ·+2b+r +2r))+ (2r −1),0< 2r −1< 2b −1

ដូចេនះ 2r −1 ជាសំណល់ ក្នុងវធីិែចកអឺគ្លីតៃនចំនួនគត់វជិ្ជមាន 2a−1 និង 2b −1
២. បងា្ហ ញថា 2µ−1 ជាតួែចក រមួធំបំផុតៃន 2a−1 និង 2b −1 :
តាង r0 = a, r1 = b ។ តាមវធីិែចកអឺគ្លីតបន្តបនា្ទ ប់ :
r0 = r1q1+r2 (0< r2 < r1), r1 = r2q2+r3 (0≤ r3 < r2), ..., rn−3 = rn−2qn−2+
rn−1 (0≤ rn−1 < rn−2), rn−2 = rn−1qn−1

េគបាន gcd(a,b)= rn−1 =µ

តាង R0 = 2a−1,R1 = 2b −1 ។ តាមវធីិែចកអឺគ្លីតបន្តបនា្ទ ប់ និង លទ្ធផលខាងេលី
R0 = R1Q1+R2,R2 = 2r1 −1
R1 = R2Q2+R3,R3 = 2r2 −1
...............................................
Rn−3 = Rn−2Qn−2+Rn−1,Rn−1 = 2rn−1 −1
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Rn−2 = Rn−1Qn−1

េគបាន gcd(R0,R1)= 2µ−1

លំហាត់ទី ៥១៥
រកសំណល់ៃនវធីិែចក 20102009 នឹង 13 ។

ដំេណាះ្រសាយ
20102009 = (13×154+8)2009

≡ 82009 (mod13)
េដាយ (8;13)= 1 តាម Fermat:

812 ≡ 1 (mod13)
⇒ 82009 = 812×167+5

≡ 85 (mod13)

85 = (
82)2 ·8

= (13×5−1)2 ·8
≡ 8 (mod13)

ដូចេនះ 20102009 ែចកនឹង 12 សំណល់ 8

លំហាត់ទី ៥១៦
បងា្ហ ញថា A = 12008+22008+32008+42008−52008−62008−72008−82008−
92008 ែចកដាច់នឹង 5 ។

ដំេណាះ្រសាយ
េគមាន A = (

12008−62008)+(
22008−72008)+(

32008−82008)+(
42008−92008)−

52008

A = (1−6)k1+ (2−7)k2+ (3−8)k3+ (4−9)k4−5k5

= (−5)k1+ (−5)k2+ (−5)k3+ (−5)k4−5k5

= 5(−k1−k2−k3−k4−k5)
ែដល k i ជាចំនួនគត់រុឡឺាទីបវជិ្ជមាន ។
A = 5K ែដល K ជាចំនួនគត់រុឡឺាទីបអវជិ្ជមាន ។
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លំហាត់ទី ៥១៧
រកតៃម្លធំបំផុតៃន A = sinx1.sinx2...sinx2010 េដាយដឹងថា
tanx1.tanx2...tanx2010 = 1 ។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីមាន 1= sin2x1+ cos2x1 ≥ 2sinx1cosx1

1= sin2x2+ cos2x2 ≥ 2sinx2cosx2

.................................
1= sin2x2010+ cos2x2010 ≥ 2sinx2010cosx2010

គុណអង្គ : 1≥ 22010.A.cosx1.cosx2...cosx2010

េដាយ tanx1.tanx2...tanx2010 = 1
⇒ A = cosx1.cosx2...cosx2010
េគបាន 1≥ 22010.A2

A ≤ 1
21005

ដូចេនះ A ធំបំផុត A = 1
21005

លំហាត់ទី ៥១៨
រក្រគប់គូ (x, y) ជាឫសៃនសមីការ 2007sin2x+2007cos2x = 2009+ cos2y ។

ដំេណាះ្រសាយ
2007sin2x+2007cos2x = 2009+ cos2y
2007sin2x+20071−sin2x−2008= 1+ cos2y

2007sin2x+ 2007
2007sin2x

−2008= 2cos2 y (1)

តាង u = 2007sin2x ; x ∈R

លក្ខខណ្ឌ 1≤U ≤ 2007

ពី (1) U + 2007
U

−2008= 2cos2 y

U2−2008U +2007
U

= 2cos2 y
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(U −1)(U −2007)
U

= 2cos2 y (2)

េដាយ 1≤U ≤ 2007⇒ (U −1)(U −2007)
U

≤ 0

មយង៉េទៀតcos2 y≥ 0

(2) េទជា

(U −1)(U −2007)= 0

cos2 y= 0

⇔
U = 1

cosy= 0
ឬ

U = 2007

cosy= 0

⇔
2007sin2x = 1

cosy= 0
ឬ

2007sin2x = 2007

cosy= 0

⇔
sinx = 0

cosy= 0
ឬ

sinx =±1

cosy= 0x = kπ

y= π

2
+kπ

ឬ


x = π

2
+kπ

y= π

2
+k′π

ែដល (k,k′ ∈Z)

លំហាត់ទី ៥១៩
រកពហុធា P(x) ដឺេ្រកទី៤ េផ្ទ�ងផា្ទ ត់លក្ខខណ្ឌ ពីរខាងេ្រកាម :
1) P(0)= 0
2) P(x)−P(x−1)= x(x+1)(2x+1) ្រគប់ x ∈R ។

ដំេណាះ្រសាយ

សម្មតិកម្ម

1) P(0)= 0

2) p(x)−P(x−1)= x(x+1)(2x+1) ្រគប់ x ∈R
មាន : x = 0 : P(−1)= 0

x =−1 : P(−2)= 0
⇒ x = 0;−1;−2 ជាឫសៃន P(x)= 0
ែត P(x) ជាពហុធាដឺេ្រកទី៤ េគបាន P(x)= x(x+1)(x+2)(ax+b)
⇒ P(x−1)= (x−1)x(x+1)[a(x−1)+b]
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P(x)−P(x−1)= x(x+1)
[
(x+2)(ax+b)− (x−1)2a−b(x−1)

]
ែត P(x)−P(x)= x(x+1)(2x+1)
ផ្ទឹមេមគុណ :
2x+1= (x+2)(ax+b)− (x−1)2a− (x−1)b

= ax2+ (2a+b)x+2b−ax2+2ax−a−bx+b
= 4ax+3b−a

⇒
4a = 2

3b−a = 1
រ ឺ


a = 1

2
b = 1

2
ដូចេនះ P(x)= 1

2
x(x+1)2(x+2)= 1

2
x4+2x3+ 5

2
x2+ x

លំហាត់ទី ៥២០
តាង a1;a2;a3... ជាស្វុ ីតៃនចំនួនគត់ែដលបំេពញទំនាក់ទំនង an−1 + an = 2n
ចំេពាះ្រគប់ n ≥ 2 ។ េបី a1 = 100 គណនា a2009 ។

ដំេណាះ្រសាយ

សម្មតិកម្ម

an−1+an = 2n ; n ≥ 2

a1 = 100

េយងីបាន an = 2n−an−1

n = 2 : a2 = 4−a1 =−96
n = 3 : a3 = 6−a2 = 102
សេង្កត : an−1+an = 2n

⇒an−2+an−1 = 2(n−1)

ដកអង្គ : an−an−2 = 2
រ ឺan = 2+an−2

⇒ an = 4+an−4

----------------------
an = 4+an−4

= 6+an−6
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= 8+an−8

= ..........

an =
n−2−96= n−98 េបី n គូ

n−1+100= n+99 េបី n េសស
េគបាន a2009 = 2009+99
ដូចេនះ a2009 = 2108

លំហាត់ទី ៥២១
កំណត់អនុគមន៍ f :R→R ែដលចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x, y

f [x− f (y)]= 1− x− y ។

ដំេណាះ្រសាយ
f [x− f (y)]= 1− x− y (1) •y= 0 និង x = a+ f (0)
f (a+ f (0)− f (0))= 1−a− f (0)
f (a)= 1−a− f (0) (2)
•x = a ; k = 1− f (0) េថរ
⇒ f (x)=−x+k (3)
្រគប់ x, y ∈R :
f (x− f (y))=− (x− f (y))+k

=−x+ (−y+k)+k
=−x− y+2k (4)

(1) និង (4) :
1− x− y=−x− y+2k

⇒ k = 1
2

ដូចេនះ f (x)=−x+ 1
2

; x ∈R

លំហាត់ទី ៥២២
េគឱ្យរង្វង់ផ្ចិតO កាំ r និង្រតីេកាណ ABC ែ្រប្រប�ល ចារកឹេ្រករង្វង់ ។ បនា្ទ ត់កាត់តាម
Oកាត់ AB, AC េរៀងគា្ន ្រតង់ M និង N ។ កំណត់ទីតាងំចំណុច A និង អង្កត់ MN
េដីម្បឱី្យៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ AMN មានតៃម្ល តូចបំផុត ។
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ដំេណាះ្រសាយ

A

B

C

M

NH

K
I

O

ឧបមាថា រង្វង់ផ្ចិត O ប៉ះ AB, AC ្រតង់ H,K េរៀងគា្ន
SAMN = SAOM +SAON

= 1
2

r(AM+ AN)

⇒ SAMN ≥ r
p

AM.AN (1)
គូស MI ⊥ AN, I ∈ AC
⇒ MI ≤ MA
(1) : SAMN ≥ r

p
MI.AN

SMAN ≥ r
√

2SAMN

⇒SAMN ≥ 2r2

ដូចេនះ SAMN តូចបំផុតគឺ SAMN = 2r2

សមភាព

AM = AN

AM = MI
រ ឺ

AM = AN�BAC = 900

ទាញបាន4ABC ែកង្រតង់ A េនាះ AHOK ជាកាេរ្រជ�ង r
⇒OA = r

p
2

ដូចេនះ ចំណុច A េនេលីរង្វង់ផ្ចិត O កាំOA = r
p

2 ។
េដាយ AM = AN ; 4AMN ែកងសមបាត េនាះ OA ⊥ MN
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លំហាត់ទី ៥២៣
េគឱ្យរង្វង់បីកាត់គា្ន ពីរៗដូចរូបខាងេ្រកាម ។ សង់រូបេឡងីវញិេហយីបងា្ហ ញថាចំណុច
E,D និង F េនេលីបនា្ទ ត់ែតមួយ ។

A

B

C

M

E
D F

ដំេណាះ្រសាយ

A

B

C

M

E
D F

េគមាន�EDB = �MAB�MAB = �BCF
េគបាន �EDB = �BCF
ែត �BCF + �BDF = 1800

េនាះ �EDB+�BDF = 1800

ដូចេនះ ចំណុច E,D និង F
េនេលីបនា្ទ ត់ែតមួយ

លំហាត់ទី ៥២៤
បងា្ហ ញថា 12009+22009+32009+·· ·+(n−1)2009+n2009 ែចកមិនដាច់នឹង n+2
ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់វជិ្ជមាន n ។

ដំេណាះ្រសាយ
េគមាន
Sn = 12009+22009+32009+·· ·+ (n−1)2009+n2009

2Sn =
(
n2009+22009)+(

(n−1)2009+32009)+·· ·+(
22009+n2009)+12009+
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12009

= (n+2)k1+ (n+2)k2+·· ·+ (n+2)kn−1+2
= (n+2)k+2 ែដល k = k1+k2+·· ·+kn−1

េគទាញបាន 2Sn ែចកមិនដាច់នឹង n+2
ដូចេនះ Sn ែចកមិនដាច់នឹង n+2 ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់វជិ្ជមាន n

លំហាត់ទី ៥២៥
េគមាន f (x)= x2−3x+3 ។
ក. បងា្ហ ញថា េបី f (x)= x េនាះ f ( f (x))= x ។
ខ. រកឫសៃនសមីការ f (x) = x ។ ទាញរកឫសៃនសមីការ

(
x2−3x+3

)2 −
3

(
x2−3x+3

)+3= x ។

ដំេណាះ្រសាយ
ក. បងា្ហ ញថា េបី f (x)= x េនាះ f ( f (x))= x
េបី f (x)= x េនាះ f ( f (x))= f (x)
ដូចេនះ f ( f (x))= x េ្រពាះ f (x)= x
ខ. រកឫសៃនសមីការ f (x)= x
សមីការ f (x)= x អាចសរេសរជា x2−4x+3= x ែដលមានឫស x1 = 1 ; x2 = 3
�ទាញរកឫសៃនសមីការ

(
x2−3x+3

)2−3
(
x2−3x+3

)+3= x
សមីការ

(
x2−3x+3

)2 − 3
(
x2−3x+3

)+ 3 = x អាចសរេសរជា f ( f (x)) = x
ែដលជាសមីការវបិាកៃនសមីការ f (x)= x
េគទាញបាន x1 = 1 ; x2 = 3 ជាឫសៃន

(
x2−3x+3

)2−3
(
x2−3x+3

)+3= x
គឺ x1 = 1 ; x2 = 3 ជាឫសៃន x4−6x3+12x2−10x+3= 0(

x2−4x+3
)
(x−1)2 = 0

សមីការមានឫស x1 = 1 ; x2 = 3

លំហាត់ទី ៥២៦
េគតាង n! = n(n−1)(n−2)×·· ·×2×1 ។ បងា្ហ ញថា ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់វជិ្ជមាន
n េគបាន :
1 + 2009

1!
+ (2009)(2010)

2!
+ ·· · + (2009)(2010) · · · (2009+n−1)

n!
=

(2010)(2011) · · · (2009+n)
n!

។
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ដំេណាះ្រសាយ
- ចំេពាះ n = 1 : 1+ 2009

1
= 2010

1
ជាសមភាពែដលពិត

- ឧបមាថា សមភាពពិតដល់ n = k មានន័យថា :
1+ 2009

1!
+ (2009)(2010)

2!
+·· ·+ (2009)(2010) · · · (2009+k−1)

k!
= (2010)(2011) · · · (2009+k)

(k)!
- ពិនិត្យចំេពាះ n = k+1

1+ 2009
1!

+ (2009)(2010)
2!

+·· ·+ (2009)(2010) · · · (2009+k−1)
k!

+ (2009)(2010) · · · (2009+k)
(k+1)!

= (2010)(2011) · · · (2009+k)
(k)!

+ (2009)(2010) · · · (2009+k)
(k+1)!

= (2010)(2011) · · · (2009+k)(k+1)
(k+1)!

+ (2009)(2010) · · · (2009+k)
(k+1)!

= (2010)(2011) · · · (2009+k) (2009+ (k+1))
(k+1)!

គឺពិតចំេពាះ n = k+1

លំហាត់ទី ៥២៧
អនុគមន៍ g កំណត់ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x េដាយ g(x+1)+ g(x−1) =

p
2g(x)

។
ក. េគតាង g(x)= p និង g(x−1)= q ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x ។
គណនា g(x+1), g(x+2), g(x+3) និង g(x+4) ជាអនុគមន៍ៃន p និង q ។

ខ. បងា្ហ ញថា g ជាអនុគមន៍ខួប ។

ដំេណាះ្រសាយ
ក. គណនា g(x+1), g(x+2), g(x+3) និង g(x+4) ជាអនុគមន៍ៃន p និង q
េគមាន g(x+1)=

p
2g(x)− g(x−1)

េដាយ g(x−1)= q ; g(x)= p ចំេពាះ្រគប់ x ∈R េនាះេគបាន
g(x+1)=

p
2p− q

g(x+ 2) =
p

2g(x+ 1)− g(x) =
p

2
(p

2p− q
)
− p = p −

p
2q ចំេពាះ្រគប់

x ∈R

g(x+3)=
p

2g(x+2)−g(x+1)=
p

2
(
p−

p
2q

)
−
p

2p+q =−q ចំេពាះ្រគប់
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x ∈R

g(x + 4) =
p

2g(x + 3)− g(x + 2) =
p

2(−q)− p +
p

2q = −p = −g(x)
ចំេពាះ្រគប់ x ∈R

ខ. បងា្ហ ញថា g ជាអនុគមន៍ខួប
g(x+5)=

p
2g(x+4)− g(x+3)=−

p
2p+ q ចំេពាះ្រគប់ x ∈R

g(x+6)=
p

2g(x+5)− g(x+4)=
p

2
(
p−

p
2q

)
−
p

2q+ p = q ចំេពាះ្រគប់
x ∈R

g(x+7)=
p

2g(x+6)−g(x+5)=
p

2
(p

2q− p
)
−

(
−
p

2p+ q
)
= q ចំេពាះ្រគប់

x ∈R

g(x+8)=
p

2g(x+7)− g(x+6)=
p

2q−
(p

2q− p
)
= p = g(x) ចំេពាះ្រគប់

x ∈R

ដូចេនះ g ជាអនុគមន៍ខួប
រេបៀបទី ២ : តាមសំណួរខាងេលី g(x+4)=−g(x) េនាះេគអាចសរេសរ
g(x+8)= g ((x+4)+4)
g(x+8)=−g(x+4)=− (−g(x))= g(x) ចំេពាះ្រគប់ x ∈R

ដូចេនះ g ជាអនុគមន៍ខួប

លំហាត់ទី ៥២៨
េគមានស្វុ ីតៃនចំនួនពិត (un) ែដលកំណត់េដាយ u1 = 1

2
និង un =

(
2n−3

2n

)
un−1

ចំេពាះ n = 2;3; ... ។
បងា្ហ ញថា u1+u2+·· ·+un < 1 ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់វជិ្ជមាន n ។

ដំេណាះ្រសាយ
- ចំេពាះ k ≥ 2 េគបាន 2kuk = 2kuk−1 −3uk−1 េហយី uk−1 = 2(k−1)uk−1 −
2kuk

េដាយប្តូរតៃម្ល k = 2; ...;n+1
u1 = 2u1−4u2

u2 = 4u2−6u3

............................
un−1 = 2(n−1)un−1−2nun

un = 2nun−2(n+1)un+1
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n∑
i=1

ui = 2u1− (2n+2)un+1 = 1− (2n+2)un+1

េដាយ un > 0 ចំេពាះ្រគប់ n េនាះ u1+u2+·· ·+un < 1 ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់វជិ្ជមាន
n

លំហាត់ទី ៥២៩
្រតីេកាណែកង ABC មួយមានអីុប៉ូេតនុស BC = a និងកម្ពស់ AH = h ។
េគែចក [BC] ជា n ចំែណកេស្មីគា្ន ែដល n ជាចំនួនគត់េសស ។ េគយក [PQ]
ជាចំែណកែដលេនកណា្ត លេគ េហយីែដលរងា្វ ស់មុំ P ÂQ = x ។
បងា្ហ ញថា tanx = 4nh

a
(
n2−1

) ។
ដំេណាះ្រសាយ

A B

C

H

h
Q M

P

តាង M ជាចំណុចកណា្ត លៃន [BC] ។
េគបាន x = P ÂQ = P ÂH−QÂH
tanx = tan

(
P ÂH−QÂH

)
= tanP ÂH− tanQÂH

1+ tanP ÂH× tanQÂH

ែត tanP ÂH = HP
HA

; tanQÂH = HQ
HA

tanx = (HP −HQ)×HA
HA2+HP ×HQ

= PQ×HA
HA2+HP ×HQ

(1)

េដាយ HP = HM+MP = HM+ a
2n

និង HQ = HM−MQ = HM− a
2n

HM2 = AM2− Ah2 = a2−4h2

4

HP ×HQ = HM2− a2

4n2 = a2−4h2

4
− a2

4n2 = a2n2−4n2h2−a2

4n2

tanx = ah
n

× 4n2

4n2h2+a2n2−4n2h2−a2 = 4nh
a

(
n2−1

)
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លំហាត់ទី ៥៣០

េគឱ្យចំណុច M មួយៃនកន្លះរង្វង់ែដលមានអង្កត់ផ្ចិត
[AB] ។ រកសំណំុចំណុច M កាលណា A
ចល័តេលី្រជ�ង [Ox) និង B ចល័តេលី្រជ�ង [Oy)
ៃនមុំែកង xOy មួយេដាយរក�្របែវង AB េថរ ។

O A

B

x

y
M

ដំេណាះ្រសាយ

O A

B

x

y
M

ចតុេកាណ AMBO ចារកឹក្នុងរង្វង់មួយ ។
េគតាង MÂB =α េថរ , AB = 2R េថរ
េគបាន MÔB = MÂB =α េថរ
បានន័យថាM េនេលី [OM) ែដលMÔy=
α

លីមីត : - េបី A =O េនាះ B = B1 ែដល OB1 = 2R េហយី M = M1 ែដល
OM1 = 2Rcosα

- េបី B =O េនាះ A = A1 ែដល OA1 = 2R េហយី M = M2

ែដល OM2 = 2Rsinα
សន្និដា្ឋ ន :
សំណំុចំណុចៃនចំណុច M គឺជា [M1M2] ៃន [OM) ែដល MÔy = α, OM1 =
2Rcosα និង OM2 = 2Rsinα ។

លំហាត់ទី ៥៣១
បងា្ហ ញថា 32n+26n−5 ែចកដាច់នឹង 11 ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់វជិ្ជមាន n ។

ដំេណាះ្រសាយ
ចំេពាះ n = 1 េគបាន 32+26×1−5 = 11 ែចកដាច់នឹង 11 : ពិត
ឧបមាថាពិតដល់ n = k គឺថា 32k +26k−5 = 11p, p ∈Z+

នាឱំ្យ 32k = 11p−26k−5, p ∈Z+

ពិនិត្យចំេពាះ n = k+1 េគបាន 32(k+1)+26(k+1)−5 = 9×32k +26×26k−5

= 9×11p−9×26k−5+26×26k−5 = 11
(
9p+5×26k−5) ែចកដាច់នឹង 11 : ពិត
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ដូចេនះ 32n+26n−5 ែចកដាច់នឹង 11 ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់វជិ្ជមាន n

លំហាត់ទី ៥៣២
េគឱ្យចំនួនគត់វជិ្ជមាន a និង b ែដល 2a2+a = 3b2+b ។
បងា្ហ ញថា a−b ; 2a+2b+1 ; និង 3a+3b+1 សុទ្ធែតជាកាេរ្របាកដ ។

ដំេណាះ្រសាយ
េដាយ 2a2+a = 3b2+b េនាះេគបាន :
a2 = a−b+3a2−3b2 = (a−b) (3a+3b+1)
b2 = a−b+2a2−2b2 = (a−b) (2a+2b+1)
េបី δជាតួែចរមួធំបំផុតៃន 3(a+b)+1 & 2(a+b)+1 េនាះ
δ|(6a+6b+3−6a−6b−2) គឺ δ|1
ដូចេនះ PGCD(3(a+b)+1&2(a+b)+1)= 1 េហយី PGCD

(
a2;b2)= a−b

មយង៉េទៀត េគតាង d = PGCD(a;b) េនាះ a = dp; b = dq ែដល
PGCD(p; q)= 1
េគបាន a2 = d2p2 ; b2 = d2q2

េដាយ PGCD
(
p2; q2)= 1 េនាះ d2 = PGCD

(
a2;b2)

េគទាញបាន a−b = d2 ; 3a+3b+1= p2 ; 2a+2b+1= q2

លំហាត់ទី ៥៣៣
សំណំុ En មួយមាន n ធាតុែដល n ជាចំនួនគត់វជិ្ជមាន ។ តាង P(En)
ជាសំណំុៃនសំណំុរងរបស់ En េហយី Card (P(En)) ជាចំនួនធាតុៃន P(En) ។
តាមវចិារេដាយកំេណីន បងា្ហ ញថា Card (P(En))= 2n ។

ដំេណាះ្រសាយ
- ចំេពាះ n = 1 : E1 = {a1} េហយី P(E1)= {;, a1} េនាះេគបាន
card (P(E1))= 2= 21

- ឧបមាថាសំេណីពិតដល់ n = k : េគបាន Ek = {a1,a2,a3, ...,ak} េហយី
Card (P(Ek))= 2k

- ពិនិត្យចំេពាះ n = k+1 : េគបាន Ek+1 = {a1,a2,a3, ...,ak,ak+1}= Ek∪{ak+1}
ចំេពាះ k ធាតុដំបូងេគអាចបេង្កីតសំណំុរងបានចំនួន 2k (តាមសម្មតិកម្មកំេណីន)
េគបញ្ចូ លធាតុ ak+1 ែដលេនសល់េទក្នុងសំណំុរងនីមួយៗខាងេលី េនាះេគនឹងបាន 2k
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សំណំុរងេផ្សងេទៀត ។
សរុបមក េគបាន Card (P(Ek+1))= 2k +2k = 2k+1 : សំេណីពិតដល់ n = k+1
ដូចេនះ Card (P(En))= 2n ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ n ≥ 1

លំហាត់ទី ៥៣៤
្រតីេកាណ ABC មួយមាន្រជ�ង BC = a ; AC = b ែដល a+ b = (atanA +
btanB)tan

C
2
។ បងា្ហ ញថា ABC ជា្រតីេកាណសមបាត ។

ដំេណាះ្រសាយ
េដាយ a+b = (atanA+btanB)tan

C
2
េនាះេគបាន :

acosAcosBcos
C
2
+bcosAcosBcos

C
2
= asinAcosBsin

C
2
+

bcosAsinBsin
C
2

acosB
(
cosAcos

C
2
− sinAsin

C
2

)
+

bcosA
(
cosBcos

C
2
− sinBsin

C
2

)
= 0

acosBcos
(
A+ C

2

)
+bcosAcos

(
B+ C

2

)
= 0 (1)

េដាយ A+B+C =π េនាះ C
2
= π

2
− A

2
− B

2
(1) អាចសរេសរ acosBcos

(
π

2
+ A

2
− B

2

)
+bcosAcos

(
π

2
+ B

2
− A

2

)
= 0

−acosBsin
(

A
2
− B

2

)
+bcosAsin

(
A
2
− B

2

)
= 0

sin
(

A
2
− B

2

)
(−acosB+bcosA)= 0សមមូល sin

(
A
2
− B

2

)
= 0ឬ−acosB+

bcosA = 0
-ចំេពាះ sin

(
A
2
− B

2

)
= 0 េគបាន A = B

ដូចេនះ ABC ជា្រតីេកាណសមបាត្រតង់កំពូល C ។
-ចំេពាះ −acosB+bcosA = 0

C

A BH

េគបាន acosB = bcosA នាឱំ្យ HA = HB
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ដូចេនះ ABC ជា្រតីេកាណសមបាត្រតង់កំពូល C ។

លំហាត់ទី ៥៣៥
ស្វុ ីត (xn) មួយកំណត់េដាយ x1 = 1 និង xn+1 = 1+ x1x2 · · ·xn ចំេពាះ n =
1,2, ... ។ គណនា lim

n→+∞Sn ។

ដំេណាះ្រសាយ
េគមាន xi+1 = 1+ x1x2 · · ·xi ចំេពាះ i = 1,2, ...
xi+1−1= x1x2 · · ·xi = xi ((x1x2 · · ·xi−1+1)−1)
xi+1−1= xi (xi −1) េ្រពាះ xi = x1x2 · · ·xi−1+1
ចំេពាះ i = 2,3, ... េគបាន xi > 1 គឺ xi −1> 0

េគអាចសរេសរ 1
xi+1−1

= 1
xi (xi −1)

= 1
xi −1

− 1
xi

, i = 2,3, ...

1
xi

= 1
xi −1

− 1
xi+1−1

, i = 2,3, ...

េគបាន Sn =
n∑

k=1

1
xk

= 1
x1

+
n∑

k=2

1
xk

= 1
x1

+
n∑

k=2

(
1

xk −1
− 1

xk+1−1

)
Sn = 1

x1
+ 1

x2−1
− 1

xn+1−1
= 2− 1

xn=1−1
េ្រពាះ x1 = 1, x2 = 1+x1 = 1+1=

2
ែត xn+1−1= x1x2 · · ·xn > x1 (1+ x1)n−1 = 2n−1

lim
n→+∞2n−1 =+∞ េនាះ lim

n→+∞ (xn+1−1)=+∞
នាឱំ្យ lim

n→+∞
1

xn+1−1
= 0

ដូចេនះ lim
n→+∞Sn = 2

លំហាត់ទី ៥៣៦
១. សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ y = f (x) = x2−1

x2+2
(េគមិនេអាយសង់្រកាបតាង f

េទ) ។
២. g ជាអនុគមន៍ប្រង�មៃនអនុគមន៍ f េនេលី [0;+∞[ ។ ពីអេថរភាពៃនអនុគមន៍
f បញ្ជ ក់អេថរភាពៃនអនុគមន៍ g េនេលី [0;+∞[ ទាញរកអនុគមន៍្រចាស g−1

ៃនអនុគមន៍ g ។ សង់ែខ្សេកាង (C′) និង (C′′) តាង g និង g−1 ។
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ដំេណាះ្រសាយ
១. សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ y= f (x)= x2−1

x2+2
(មិនសង់្រកាបតាង f )

� ែដនកំណត់
ចំេពាះ ∀x ∈R : x2 ≥ 0
⇒ x2+2> 0
ដូចេនះ D =R

� ទិសេដអេថរភាព
f ′(x)= 2x

(
x2+2

)−2x
(
x2−1

)(
x2+2

)2

= 2x
(
x2+2− x2+1

)(
x2+2

)2 = 6x(
x2+2

)2

- ចំណុចបរមា : ចំេពាះ ∀x ∈D,
(
x2+2

)2 > 0 េនាះ f ′(x) មានសញញ ដូច 6x រដូឺច x

តារាងសញញ f ′(x)
x

f (x)

−∞ 0 +∞
− 0 +

តាមតារាងសញញ ៃន f ′(x) អនុគមន៍ f មានអប្បបរមាមួយ្រតង់ x = 0 គឺ f (0)=−1
2
។

-លីមីត និង អាសីុមតូត

lim
x→−∞ f (x)= lim

x→−∞
x2−1
x2+2

= lim
x→−∞

x2
(
1− 1

x2

)
x2

(
1+ 2

x2

) = lim
x→−∞

1− 1
x2

1+ 2
x2

= 1

lim
x→+∞ f (x)= lim

x→+∞
x2−1
x2+2

= lim
x→+∞

x2
(
1− 1

x2

)
x2

(
1+ 2

x2

) = lim
x→+∞

1− 1
x2

1+ 2
x2

= 1

បនា្ទ ត់ (∆) : y= 1ជាអាសីុមតូតេដកៃនែខ្សេកាង (C)តាង f ។ -កំណត់ទីតាងំេធៀបរវាងែខ្សេកាង
(C) និង អាសុីមតូតេដក
តាង h(x)= f (x)−1= x2−1

x2+2
−1= −3

x2+2
< 0 ចំេពាះ ∀x ∈D េនាះែខ្សេកាង (C)

េនេ្រកាមអាសុីមតូតេដក ។
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តារាងអេថរភាព
x

f (x)

f (x)

−∞ 0 +∞
− 0 +

11
−1

2
−1

2

២. ពីអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f បញ្ជ ក់អេថរភាពៃនអនុគមន៍ g េនេលី [0;+∞[ ទាញរក
អនុគមន៍្រចាស g−1 ៃនអនុគមន៍ g
េយងីបាន g ជាអនុគមន៍ប្រង�មៃនអនុគមន៍ f េនេលី [0;+∞[
g : [0;+∞[→ [0;1[

: x 7→ g(x)= x2−1
x2+2

ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាតេនេលី [0;+∞[ េនាះ gជាអនុវត្ត១ទល់ ១ពី [0;+∞[ េទ [0;1[
េហយីមានអនុវត្តន៍្រចាសមួយតាងេដាយ g−1 កំណត់ដូចខាងេ្រកាម :
g−1 : [0;1[→ [0;+∞[

: y 7→ x = g−1(y)

ចំេពាះ ∀y ∈ [0;1[ , y= x2−1
x2+2

⇔ x2 y+2y= x2−1
⇔ x2 y− x2 =−1−2y
⇔ (y−1)x2 =−1−2y

⇔ x2 = −1−2y
y−1

, y 6= 1

⇔ x2 = 2y+1
1− y

> 0

⇒ x =
√

2y+1
1− y

េយងីបាន :
g−1 : [0;1[→ [0;+∞[

: y 7→ x = g−1(y)=
√

2y+1
1− y

េដាយប្តូរ x ជា y និង y ជា x វញិ
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g−1 : [0;1[→ [0;+∞[

: x 7→ y= g−1(x)=
√

2x+1
1− x

-សង់ែខ្សេកាង (C′) និង (C′′) តាង g និង g−1

x

g(x)

g(x)

0 +∞

0 +

−1
2

−1
2

11

តារាងតៃម្លៃន y= x2−1
x2+2

x 0 1 2 3

y −1
2

0
1
2

8
11

g−1(x)=
√

2x+1
1− x

g(x)= x2−1
x2+2

េគបានែខ្សេកាង (C′′) តាង g−1 េដាយេធ្វីបំែលងឆ្លុះេធៀបនឹងបនា្ទ ត់ពុះទី ១ មានសមីការ

ឯកសារចង្រកង
140



េរៀបេរៀងេដាយ នូ ច័ន្ទណារÂទ្ធិ លំហាត់គណិតវÂទǓǻថាñǓក់ទី ១២ ភាគ ២

y= x ៃនែខ្សេកាង (C′) តាង g(x)= x2−1
x2+2

។

(C′′) មានអាសីុមតូតឈរ x = 1 និងកាត់តាម
(
−1

2
;0

)
, (0;1) ,

(
1
2

;2
)
។

លំហាត់ទី ៥៣៧
អនុគមន៍ f (x; y)មួយេផ្ទ�ងផា្ទ ត់លក្ខខណ្ឌ ទាងំបីដូចខាងេ្រកាមចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់មិន
អវជិ្ជមាន x និង y :
(i) f (0; y)= 1+ y
(ii) f (x+1;0)= f (x;1)
(iii) f (x+1; y+1)= f (x; f (x+1; y)) ។
ក. គណនា f (1;n), f (2;n) និង f (3;n) ជាអនុគមន៍ៃន n ។
ខ. គណនា f (4;2009) ។

ដំេណាះ្រសាយ
ក. គណនា f (1;n), f (2;n) និង f (3;n) ជាអនុគមន៍ៃន n
េគមាន f (1;n)= f (0; f (1;n−1))= 1+ f (1;n−1) ; n ≥ 1
តាង pn = f (1;n) េគបាន p0 = f (1;0)= f (0;1)= 1+1= 2;
pn = pn−1+1 ចំេពាះ n ≥ 1
េគបាន (pn) ជាស្វុ ីតនព្វន្តែដលមាន p0 = 2;d = 1
ដូចេនះ f (1;n)= Pn = p0+nd = n+2
េគមាន f (2;n)= f (1; f (2;n−1))= f (2;n−1)+2 ; n ≥ 1
តាង qn = f (2;n) េគបាន q0 = f (2;0)= f (1;1)= p1 = 1+2= 3 ;
qn = qn−1+2
េគបាន (qn) ជាស្វុ ីតនព្វន្តែដលមាន q0 = 3; d′ = 2
ដូចេនះ f (2;n)= qn = q0+nd′ = 2n+3
េគមាន f (3;n)= f (2; f (3;n−1))= 2 f (3;n−1)+3 ចំេពាះ n ≥ 1
f (3;n)+3= 2( f (3;n−1)+3)
តាង un = f (3;n)+3 េនាះេគបាន u0 = f (3;0)+3= f (2;1)+3= (2×1+3)+
3= 8
េគបាន (un) ជាស្វុ ីតធរណីមា្រតែដលមាន u0 = 8 ; q = 2
េហយី un = u0qn = 2n+3

ដូចេនះ f (3;n)= 2n+3−3

ឯកសារចង្រកង
141



េរៀបេរៀងេដាយ នូ ច័ន្ទណារÂទ្ធិ លំហាត់គណិតវÂទǓǻថាñǓក់ទី ១២ ភាគ ២

ខ. គណនា f (4;2009)
េគមាន f (4;n)= f (3; f (4;n−1))= 2 f (4;n−1)+3−3 , n ≥ 1

f (4;0)= f (3;1)= 24−3= 222 −3 មាននិទស្សន្ត 2ចំនួន 0+2ដង
f (4;1)= 2 f (4;0)+3−3= 216−3= 2222

−3 មាននិទស្សន្ត 2 ចំនួន 1+2 ដង
....................................................

f (4;n)= 2222..
.2

−3 មាននិទស្សន្ត 2 ចំនួន n+2 ដង

េដាយយក n = 2009 េនាះ f (4;2009)= 22222..
.2

មាននិទស្សន្ត 2 ចំនួន 2009+2=
2011 ដង

លំហាត់ទី ៥៣៨
េបី a+b+ c = 1 ; a2+b2+ c2 = 9 និង a3+b3+ c3 = 1 ចូររក 1

a
+ 1

b
+ 1

c
។

ដំេណាះ្រសាយ
េគមាន 1

a
+ 1

b
+ 1

c
= ab+bc+ ca

abc
...(1)

ែត (a+b+ c)2 = a2+b2+ c2+2(ab+bc+ ca)
12 = 9+2(ab+bc+ ca)
ab+bc+ ca =−4

េហយី a3+b3+ c3−3abc = (a+b+ c)
(
a2+b2+ c2−ab−bc− ca

)
1−3abc = 1[9− (ab+bc+ ca)]
1−3abc = 9− (−4)
abc =−4

តាម (1) :
1
a
+ 1

b
+ 1

c
= −4
−4

= 1
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លំហាត់ទី ៥៣៩
េគឱ្យចំណុច O ជាគល់ត្រម�យៃន្របព័ន្ធកូអរេដាេនមានបីវមិា្រត េហយីតាង A,B និង
C ជាចំណុចេនេលីអ័ក្សវជិ្ជមាន x, y និង z េរៀងគា្ន ។ េបី OA = 4p75 និង
∠BAC = 300 ចូរគណនា 100S4ABC (S4ABC ជាៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណ
ABC ) ។

ដំេណាះ្រសាយ
រÆលឹក
១. ៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណ ABC

A

B

C

S = 1
2

AB · AC · sinA = 1
2

BA ·BC · sinB = 1
2

CA ·CB · sinC

២. ៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ
ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (វមិា្រតបី) េបីេគមានបីចំណុច A,B និង C រត់មិន្រតង់គា្ន េនាះៃផ្ទ
្រកឡា្រតីេកាណ ABC គឺ :
S = 1

2

∣∣∣−−→AB×−−→
AC

∣∣∣= 1
2

∣∣∣−−→BC×−−→
BA

∣∣∣= 1
2

∣∣∣−−→CA×−−→
CB

∣∣∣
៣. ក) ផលគុណសា្ក ែល(េ្របីមុំ)

A

B

C

−−→
AB ·−−→AC =

∣∣∣−−→AB
∣∣∣ · ∣∣∣−−→AC

∣∣∣ · cos∠BAC
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ខ) ផលគុណសា្ក ែល (េ្របីកូអរេដាេន)
េបីេគមានពីរវុចិទ័រ −→U = (x1, y1, z1) និង −→

V = (x2, y2, z2) េនាះផលគុណសា្ក ែល−→
U ·−→V = x1x2+ y1 y2+ z1z2 ។

តាម S4ABC =

∣∣∣−−→AB×−−→
AC

∣∣∣
2

=

∣∣∣−−→AB
∣∣∣ · ∣∣∣−−→AC

∣∣∣ · sin300

2
េដាយ A,B និង C ជាចំណុចេនេលីអ័ក្សវជិ្ជមាន x, y និង z េរៀងគា្ន េយងីអាចយក
A

(
4p75,0,0

)
; B(0,b,0) និង C(0,0, c)

⇒−−→
AB =

(
− 4p75,b,0

)
និង −−→

AC =
(
− 4p75,0, c

)
តាមផលគុណសា្ក ែល −−→

AB ·−−→AC = |AB| · |AC| · cos300 =
p

75
េនាះ |AB| · |AC| = 10

េយងីបាន S4ABC =

∣∣∣−−→AB
∣∣∣ · ∣∣∣−−→AC

∣∣∣ · sin300

2
= 10

4
= 5

2
នាឱំ្យ 100S4ABC = 100× 5

2
= 250

លំហាត់ទី ៥៤០
ស្វុ ីត a1,a2,a3, ... កំណត់េដាយ a1 = 1 និង ចំេពាះ n ≥ 2,

an = (a1+a2+·· ·+an−1)×n ។
្រសាយបញ្ជ ក់ថា a2020 ែចកដាច់នឹង 20202 ។

ដំេណាះ្រសាយ
តាង bn = a1+a2+·· ·+an េនាះ bn−1 = a1+a2+·· ·+an−1

េដាយ an = (a1+a2+·· ·+an−1)×n េនាះ bn−bn−1 = bn−1×n
េគទាញបានថា bn = (n+1)bn−1 ចំេពាះ n ≥ 2
េធ្វីែបបេនះជាបន្តេទៀត េគបាន :
bn = (n+1)bn−1 = (n+1)nbn−2 = (n+1)n(n−1)bn−3 = ·· · = (n+1)n(n−
1) ·3b1 = 1

2
(n+1)!

នាឱំ្យ an = bn−bn−1 = 1
2

(n+1)!− 1
2

n! = n
2
×n!

ចំេពាះ n = 2020 : a2020 = 2020
2

×2020! = 20202× 2019!
2

ែចកដាច់នឹង 2020
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លំហាត់ទី ៥៤១
្រសាយបញ្ជ ក់ថា cos

π

7
+ cos

3π
7

+ cos
5π
7

= 1
2
។

ដំេណាះ្រសាយ
តាង z = cos

π

7
+ isin

π

7
េនាះ z7 = cosπ+ isinπ=−1
មយង៉េទៀត cos

π

7
+ cos

3π
7

+ cos
5π
7

= 1
2

(
z+ 1

z

)
+ 1

2

(
z3+ 1

z3

)
+ 1

2

(
z5+ 1

z5

)
= z10+ z8+ z6+ z4+ z2+1

2z5

េដាយ z7+1= 0 េនាះ z10 =−z3 និង z8 =−z េហយីេគបាន
z10+ z8+ z6+ z4+ z2+1= z6+ z4− z3+ z2− z+1

= z6− z5+ z4− z3+ z2− z+1+ z5 = z7+1
z+1

+ z5 = z5

⇒ cos
π

7
+ cos

3π
7

+ cos
5π
7

= z5

2z5 = 1
2
ពិត

លំហាត់ទី ៥៤២
ដាក់ជាផលគុណកតា្ត a10+a5+1 ។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីមាន a10+a5+1=

(
a5)3−1
a5−1

=
(
a3)5−1

(a−1)
(
a4+a3+a2+a+1

) = (
a3−1

)(
a12+a9+a6+a3+1

)
(a−1)

(
a4+a3+a2+a+1

)
ែត a12+a9+a6+a3+1

a4+a3+a2+a+1
= a8−a7+a5−a4+a3−a+1

ដូចេនះ a10+a5+1= (
a2+a+1

)(
a8−a7+a5−a4+a3−a+1

)
លំហាត់ទី ៥៤៣

េដាះ្រសាយសមីការ x+3
(
2−3x2)2 = 2 ។
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ដំេណាះ្រសាយ
រេបៀបទី ១:
x+3

(
2−3x2)2 = 2 (1)

តាង y= 2−3x2 េនាះសមីការេទជា x+3y2 = 2 (2)

េគបាន្របព័ន្ធសមីការ

x = 2−3y2 (3)

y= 2−3x2 (4)

យក (3)− (4): x− y=−3
(
y2− x2)

⇔ (x− y)(1−3x−3y)= 0
ចំេពាះ x− y= 0 េនាះ x = y េហយីតាម (2) េគបាន

3x2+ x−2= 0 (5)
េដាះ្រសាយសមីការ (5) េគបាន x1 =−1 និង x2 = 2

3
ចំេពាះ 1−3x−3y= 0 េនាះ y= 1−3x

3
េហយីតាម (2) េគបាន

9x2−3x−5= 0 (6)

េដាះ្រសាយសមីការ (6) េគបាន x3,4 = 1±p
21

6

ដូចេនះ សមីការមានឫស x1 = 1, x2 = 2
3

, x3 = 1+p
21

6
, x4 = 1−p

21
6

រេបៀបទី ២:
x+3

(
2−3x2)2 = 2 (2)

⇔ 27x4−36x2+ x+10= 0
⇔ (x+1)

(
27x3−27x2−9x+10

)= 0
⇔ (x+1)(3x−2)

(
9x2−3x−5

)= 0
- ចំេពាះ x+1= 0 េនាះ x =−1
- ចំេពាះ 3x−2= 0 េនាះ x = 2

3

- ចំេពាះ 9x2−3x−5= 0 េនាះ x3,4 = 1±p
21

6

ដូចេនះ សមីការមានឫស x1 = 1, x2 = 2
3

, x3 = 1+p
21

6
, x4 = 1−p

21
6
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លំហាត់ទី ៥៤៤

េគឱ្យ a,b, c,d េផ្ទ�ងផា្ទ ត់

a2+b2 = a+b (1)

c2+d2 =−(c+d) (2)
។

្រសាយបញ្ជ ក់ថា (a− c)2+ (b−d)2 ≤ 8 ។

ដំេណាះ្រសាយ

1

1

−1

−1

M1

N1

M

N

I

J
O x

y

តាម (1) :⇔
(
a− 1

2

)2

+
(
b− 1

2

)2

= 1
2

⇒ ចំណុច M(a;b) ស្ថិតេនេលីរង្វង់មានផ្ចិត I
(
1
2

;
1
2

)
និងកាំ 1p

2

(2) :⇔
(
a+ 1

2

)2

+
(
b+ 1

2

)2

= 1
2

⇒ ចំណុច N(c;d) ស្ថិតេនេលីរង្វង់មានផ្ចិត J
(
−1

2
;−1

2

)
និងកាំ 1p

2

េគបាន

M1N1 = M1O+ON1 = 2
p

2

MN ≤ M1N1
(តាមរូបជាក់ែស្តង)

⇒
√

(a− c)2+ (b−d)2 ≤ 2
p

2
⇒ (a− c)2+ (b−d)2 ≤ 8 ពិត

លំហាត់ទី ៥៤៥
រកតៃម្ល p ∈ N េផ្ទ�ងផា្ទ ត់សមីការ (x − p)(x − 2011) + 1 = (x + m)(x + n)
ចំេពាះ្រគប់ x ∈R; m,n ∈Z ។
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ដំេណាះ្រសាយ
សមីការ (x− p)(x−2011)+1= (x+m)(x+n) ចំេពាះ្រគប់ x ∈R; m,n ∈Z

េគបាន
x2−2011x− px+2011p+1= x2+ x(m+n)+mn

ផ្ទឹមេមគុណេគបាន

m+n =−(2011+ p) (1)

mn = 2011p+1 (2)
p =−2011− (m+n)
mn =−20112−2011(m+n)+1
⇒ mn+2011m+20112+2011n = 1

(i)

m+2011= 1

n+2011= 1
ឬ

m =−2010

n =−2010
េនាះ p =−2011− (−4020)= 2009

(ii)

m+2011=−1

n+2011=−1
ឬ

m =−2012

n =−2012
េនាះ p =−2011− (−4024)= 2013
ដូចេនះ p = {2009,2013}

លំហាត់ទី ៥៤៦
ផលគុណៃន 7 នឹង ចំនួនែដលមាន 6 ខ្ទង់ abcde f េស្មីនឹងផលគុណៃន 6 នឹង
ចំនួនែដលមានេលខ 6 ខ្ទង់ def abc ។ រកចំនួនែដលមាន 6 ខ្ទង់ទាងំពីរ ។

ដំេណាះ្រសាយ
សម្មតិកម្ម 7.abcde f = 6.def abc (1)
តាង x = abc, y= def
(1)⇒7.

(
103x+ y

)= 6
(
103 y+ x

)
6994x = 5993y

េដាយ gcd(6994,5993)= 13
538x = 461y

ដូចេនះ ចំនួនទាងំពីរគឺ 461538 និង 538461
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លំហាត់ទី ៥៤៧
េគឱ្យ x0 = 2010 និង xn+1 = 1+ xn

1− xn
ចំេពាះ n ≥ 0 ។ គណនា x2012 ។

ដំេណាះ្រសាយ
រក x1 = 1+ x0

1− x0
= 1+2010

1−2010
=−2011

2009

x2 = 1+ x1

1− x1
=

1− 2011
2009

1+ 2011
2009

= −2
4020

=− 1
2010

x3 = 1+ x2

1− x2
=

1− 1
2010

1+ 1
2010

= 2009
2011

x4 = 1+ x3

1− x3
=

1+ 2009
2011

1− 2009
2011

= 4020
2

= 2010

ទាញបាន x0 = x4

⇒ (xn) មានខួបេស្មី 4 េនាះ x4k+4 = x4k, k = 0,1,2, ...
ដូចេនះ x2012 = x0 = 2010

លំហាត់ទី ៥៤៨
្រសាយបញ្ជ ក់ថា ផលបូកៃន្រគប់ចំនួនគត់មាន 2013 ខ្ទង់ េស្មីនឹង
49499...9︸ ︷︷ ︸

2010

5500...0︸ ︷︷ ︸
2011

។

ដំេណាះ្រសាយ
ចំនួនគត់មាន 2013ខ្ទង់តូចបំផុតគឺ 102012 និងធំបំផុតគឺ 102013−1 េនាះផលបូកចំនួនទាងំ
2013 តួគឺ :
S = 102012+(

102012+1
)+·· ·+(

102013−2
)+(

102013−1
)
ជាផលបូកស្វុ ីតនព្វន្តែដល

មានចំនួនតួ
(
102013−1

)−102010+1= 9.102012
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⇒ S = 9.102012

2
(
102012+102013−1

)
S = 45.102011 (

11.102012−1
)

= 495.104023− (100−55).102011

= 494.104023+104023−102013+55.102011

= 494.104023+102013 (
102010−1

)+55.102011

= 494.104023+99...9︸ ︷︷ ︸
2010

.102013+55.102011

ដូចេនះ S = 49499...9︸ ︷︷ ︸
2010

5500...0︸ ︷︷ ︸
2011

លំហាត់ទី ៥៤៩
េគឱ្យស្វុ ីត Fibonacci ែដលកំណត់េដាយ a1 = a2 = 1 និង an+2 = an + an+1 ។
្រសាយបញ្ជ ក់ថា 1

2
+ 1

22 +
2
23 +

3
24 +

5
25 +·· ·+ an

2n < 2 ។

ដំេណាះ្រសាយ
ស្វុ ីត Fibonacci ែដលកំណត់េដាយ a1 = a2 = 1 និង an+2 = an+an+1

រក a3 = 2, a4 = 3, a5 = 5, ...

តាង S = 1
2
+ 1

22 +
2
23 +

3
24 +

5
25 +·· ·+ an

2n (1)

S
2
= a1

22 +
a2

23 +
a3

24 +·· ·+ an
2n+1 (2)

(1)+ (2)
3
2

S = a1

2
+ a1+a2

22 + a2+a3

23 +·· ·+ an−1+an

2n + an

2n+1

េដាយេ្របី an+2 = an+an+1
3
2

S = a1

2
+ a3

22 +
a4

23 +·· ·+ an+1

2n+1 +
an

2n+2

⇒ 3
4

S = a1

22 +
a3

23 +
a4

24 +·· ·+ an+1

2n+1 +
an

2n+2 (3)

យក (1)− (3) :
1
4

S = a1

4
+ a2

4
− an+1

2n+1 −
an

2n+2

S = a1+a2− 2an+1+an

2n
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S = 2− an+1+an+1+an

2n

S = 2− an+3

2n < 2
ដូចេនះ S < 2

លំហាត់ទី ៥៥០
េគឱ្យអនុគមន៍ f េដាយ f : N×N→N េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ទំនាក់ទំនងខាងេ្រកាម

f (1,1)= 2

f (m+1,n)= f (m,n)+m

f (m,n+1)= f (m,n)−n
្រគប់ m,n ∈N ។ រក្រគប់គូចំនួនគត់វជិ្ជមានែដល f (a,b)= 2013 ។

ដំេណាះ្រសាយ
f (1,1)= 2

f (m+1,n)= f (m,n)+m

f (m,n+1)= f (m,n)−n
្រគប់ m,n ∈N

⇒ f (a,b)= f (a−1,b)+ (a−1)
= f (a−2,b)+ (a−1)+ (a−2)
= ...
= f (1,b)+ (a−1)+ (a−2)+·· ·+1

= f (1,b)+ (a−1)a
2

(1)េហយី f (1,b) = f (1,b−1)− (b−1)

= f (1,b−2)− (b−1)− (b−2)
= ...
= f (1,1)− (b−1)− (b−2)−·· ·−1

= f (1,1)− (b−1)b
2

(2)

(1) និង (2) f (a,b)= f (1,1)+ (a−1)a
2

− (b−1)b
2
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2013= 2+ a2−b2+b−a
2

(a−b)(a+b−1)= 2 ·2011
េដាយ 2011 ជាចំនួនបឋម⇒ a−b < a+b−1

(i) :

a−b = 1

a+b−1= 4022
a = 2012, b = 2011

(ii) :

a−b = 2

a+b−1= 2011
a = 1007, b = 1005

ដូចេនះ (a,b)= (2012,2011), (1007,1005)

លំហាត់ទី ៥៥១
េគឱ្យទា្វ រទសេកាណនិយត័ ABCDEFGHIJKL និង R ជាការំង្វង់ចារកឹេ្រក
ទា្វ រទសេកាណនិយត័ (ពហុេកាណនិយត័មាន 12 ្រជ�ងប៉ុនគា្ន ) ។

ក) ្រសាយបញ្ជ ក់ថា AB
AF

+ AF
AB

= 4

ខ) គណនាជាអនុគមន៍ៃន R ផលបូក S = AB2+AC2+AD2+AE2+
AF2 ។

ដំេណាះ្រសាយ
ក) ្រសាយបញ្ជ ក់ថា AB

AF
+ AF

AB
= 4

A

B
C D

E

F

G

H

IJK

L

មាន>
AB =>

BC =>
CD =>

DE =>
EF = 2π

12
= π

6
តាម្រទឹស្តបទ sin ក្នុង្រតីេកាណ ABC, AFG
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AB = 2Rsin
π

12
, AF = 2Rsin

5π
12

⇒ AB
AF

+ AF
AB

=
sin

π

12

sin
5π
12

+
sin

5π
12

sin
π

12
sin2 π

12
+ cos2 π

12
1
2

[
cos

4π
12

− cos
6π
12

] = 1
1
2

(
1
2
−0

) = 4

ដូេច្នះ AB
AF

+ AF
AB

= 4

ខ) គណនាជាអនុគមន៍ៃន R ផលបូក S = AB2+ AC2+ AD2+ AE2+ AF2

េដាយេ្របី្រទឹស្តីបទ sin េគបាន
AC = 2Rsin

2π
12

, AD = 2Rsin
3π
12

និង AE = 2Rsin
4π
12

⇒ S = AB2+ AC2+ AD2+ AE2+ AF2

= 4R2
(
sin2 π

12
+ sin2π

6
+ sin2π

4
+ sin2π

3
+ sin25π

6

)
= 4R2

(
sin2 π

12
+ cos2 π

12
+ 1

4
+ 2

4
+ 3

4

)
= 4R2 · 10

4
ដូចេនះ S = 10R2

លំហាត់ទី ៥៥២
េគឱ្យចំនួន N = 1+103 + 103 (

103−1
)

1 ·2 + 103 (
103−1

)(
103−2

)
1 ·2 ·3 +·· ·+

103 (
103−1

)
1 ·2 +103+1 ។ េតី N មានប៉ុនា្ម នខ្ទង់ េបីេគដឹងថា l g2= 0.3010 ?

ដំេណាះ្រសាយ
រកចំនួនខ្ទង់ៃន N = 1+103 + 103 (

103−1
)

1 ·2 + 103 (
103−1

)(
103−2

)
1 ·2 ·3 + ·· · +
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103 (
103−1

)
1 ·2 +103+1

តាង n = 103 េនាះ C(n,0)= C(n,n)= 1
C(n,1)= C(n,n−1)= n

C(n,2)= n!
(n−2)!2!

= (n−1)n
1 ·2

េគបាន N = C(n,0)+C(n,1)+C(n,2)+·· ·+C(n,n)
= (1+1)n

l gN = l g2n = nl g2
l gN = 103(0.3010) (l g2= 0.3010)
N = 10301

ដូេច្នះ N មាន 302 ខ្ទង់

លំហាត់ទី ៥៥៣
េគឱ្យពហុធា P(x)= (

1+ x+ x2+·· ·+ x2010)2− x2010 ។
ចូរដាក់ P(x) ជាផលគុណៃនពីរពហុធា ។

ដំេណាះ្រសាយ
P(x)= (

1+ x+ x2+·· ·+ x2010)2− x2010

P(x)= [(
1+ x+ x2+·· ·+ x2009)+ x2010]2− x2010

= (
1+ x+ x2+·· ·+ x2009)2+ x2·2010

+2 · x2010 (
1+ x+ x2+·· ·+ x2009)− x2010

= (
1+ x+ x2+·· ·+ x2009)× (

1+ x+ x2+·· ·+ x2009+2 · x2010)+
x2010 (

x2010−1
)

= (
1+ x+ x2+·· ·+ x2009)× (

1+ x+ x2+·· ·+ x2009+2 · x2010)+
x2010(x−1)

(
x2009+·· ·+ x2+ x+1

)
ដូេច្នះ P(x)= (

1+ x+ x2+·· ·+ x2009)(1+ x+ x2+·· ·+ x2011)
លំហាត់ទី ៥៥៤

តាង f :R→Rជាអនុគមន៍ែដល f (0)= 1 និងចំេពាះ x, y ∈R
f (xy+1)= f (x). f (y)− f (y)− x+2 ។ រក f (2010) ។
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ដំេណាះ្រសាយ
មាន f (xy+1)= f (x). f (y)− f (y)− x+2 (1) ចំេពាះ x, y ∈R
ប្តូរអេថរ x និង y ជំនួសចូល (1) េគបាន

f (yx+1)= f (y). f (x)− f (x)− y+2 (2)
យក (1)− (2) : f (x)− f (y)+ y− x = 0
ឱ្យ y= 0 f (x)− f (0)− x = 0
េដាយ f (0)= 1 f (x)x+1
ដូេច្នះ f (2010)= 2011

លំហាត់ទី ៥៥៥
ចូរពិនិត្យេមីលស្វុ ីតខាងេ្រកាម

u1 = 1
u2 = 3+5
u3 = 7+9+11
u4 = 13+15+17+19
...

្រសាយបញ្ជ ក់ថា ្រគប់តួៃនស្វុ ីត {un} ជាគូបៃនចំនួនគត់ធម្មជាតិ ។

ដំេណាះ្រសាយ
្រសាយបញ្ជ ក់ថា ្រគប់តួៃនស្វុ ីត {un} ជាគូបៃនចំនួនគត់ធម្មជាតិ

u1 = 1
u2 = 3+5
u3 = 7+9+11
u4 = 13+15+17+19
...

តាងផលបូក Sn = u1+u2+u3+·· ·+un

= 1+ (3+5)+ (7+9+11)+·· ·
ឧបមាថា Sn ជាផលបូកស្វុ ីតនព្វន្តមាន k តួ

Sn = k
2

[2 ·1+ (k−1) ·2]= k2
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ែដល k = 1+2+3+·· ·+n = n
2

(n+1)

⇒ Sn =
[n

2
(n+1)

]2

ទាញបាន Sn−1 = (n−1)n
2

un = Sn−Sn−1 =
[n

2
(n+1)

]2
−

[n
2

(n−1)
]2

េនាះ un = n3

ដូចេនះ ្រគប់តួៃនស្វុ ីត {un} ជាគូបៃនចំនួនគត់ធម្មជាតិ

លំហាត់ទី ៥៥៦
េគេអាយអនុគមន៍ f (x)= (

x3+12x−31
)2020។

ចូរគណនា f (a) េបី a = 3
√

16+8
p

5+ 3
√

8−16
p

5 ។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីមាន f (x)= (

x3+12x−31
)2020 េនាះ f (a)= (

a3+12a−31
)2020

េដាយ a = 3
√

16+8
p

5+ 3
√

8−16
p

5

a3 =
(

3
√

16+8
p

3
)3

+3
(

3
√

16+8
p

3
)(

3
√

16−8
p

5
)

(
3
√

16+8
p

5+ 3
√

8−16
p

5
)
+

(
3
√

16−8
p

5
)3

= 16+8
p

5+3

(
3

√(
16+8

p
5
)(

16−8
p

5
))

a+16−8
p

5

= 32+3a(−4)
េនាះ a3+12a−31= 1
េយងីបាន f (a)= (1)2020 = 1
ដូេច្នះ f (a)= 1

លំហាត់ទី ៥៥៧
្រសាយបញ្ជ ក់ថា វសិមភាព cosA

a3 + cosB
b3 + cosC

c3 ≥ 3
2abc

ពិតចំេពាះ្រគប់
្រតីេកាណ ABC ែដលមាន រងា្វ ស់្រជ�ង a,b, c និងមំុឈម ∠A,∠B,∠C េរៀងគា្ន ។
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ដំេណាះ្រសាយ
តាម្រទឹស្តីបទ Cosinus:
a2 = b2+ c2−2bccosA

2bccosA = b2+ c2−a2

cosA = b2+ c2−a2

2bc

េនាះ cosA
a3 = b2+ c2−a2

2a3bc

ដូចគា្ន ែដរ cosB
b3 = a2+ c2−b2

2b3ac
,

cosC
c3 = a2+b2− c2

2c3ab

េយងីបាន cosA
a3 + cosB

b3 + cosC
c3 = 1

2abc

(
b2+ c2−a2

a2 + c2+a2−b2

b2 + a2+b2− c2

c2

)
cosA

a3 + cosB
b3 + cosC

c3 = 1
2abc

{[(a
b

)2
+

(
b
a

)2
]
+

[(a
c

)2
+

( c
a

)2
]
+

[(
b
c

)2

+
( c
b

)2
]
−3

}
ែតចំេពាះ x > 0 េគមានវសិមភាព x+ 1

x
≥ 2

េនាះ cosA
a3 + cosB

b3 + cosC
c3 ≥ 1

2abc
(2+2+2−3)

cosA
a3 + cosB

b3 + cosC
c3 ≥ 3

2abc
ពិត

លំហាត់ទី ៥៥៨
េគេអាយ a,b, c ជាបីចំនួនពិតវជិ្ជមាន ។
្រសាយបញ្ជ ក់ថា a2+1

b+ c
+ b2+1

c+a
+ c2+1

a+b
≥ 3 ។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីមានវសិមភាពងាយ a2+1≥ 2a,b2+1≥ 2b, c2+1≥ 2c

េនាះ a2+1
b+ c

+ b2+1
c+a

+ c2+1
a+b

≥ 2a
b+ c

+ 2b
a+ c

+ 2c
a+b

េយងី្រគាន់ែត្រសាយថា 2a
b+ c

+ 2b
a+ c

+ 2c
a+b

≥ 3 េនាះេយងីនិងអាចបញ្ជ ក់បានថា
វសិមភាពេដីមពិត
2a

b+ c
+2+ 2b

a+ c
+2+ 2c

a+b
+2≥ 9

(2a+2b+2c)
(

1
b+ c

+ 1
c+a

+ 1
a+b

)
≥ 9 (1)

តាង x = b+ c, y= c+a, z = a+b វសិមភាព (1) សមមូលេទជា
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(x+ y+ z)
(
1
x
+ 1

y
+ 1

z

)
≥ 9 ជាវបិាកៃនវសិមភាព AMGM

ដូេច្នះ a2+1
b+ c

+ b2+1
c+a

+ c2+1
a+b

≥ 3 ពិត

លំហាត់ទី ៥៥៩
េគេអាយ f (x)=−x2−2ax−b (a 6= 0) ។
េគដឹងថា f (1)= 3 និង តៃម្លអតិបរមាៃន f គឺ 4 ។ កំណត់តៃម្ល a និង b ។

(អាហារូបករណ៍្របេទសជប៉ុន)

ដំេណាះ្រសាយ
េគមាន f (1)= 3 េនាះ −1−2a+b = 3 ...(1)
្រកាបៃនអនុគមន៍ខាងេលីជាប៉ារ៉ាបូល ែដលែបរភាពផតចុះេ្រកាម
តៃម្លអតិបរមា y= 4 គឺជាអរេដាេនៃនកំពូលប៉ារ៉ាបូល
កូអរេដាេនកំពូល V

(
− b

2a
,
4ac−b2

4a

)
⇒ 4ac−b2

−4
= 4 ឬ −4b−4a2

−4
= 4

b+a2 = 4 ...(2)
តាម (1) : b = 4+2a ជំនួសចូល (2)
⇒ 4+2a+a2 = 4
a2+2a = 0
a(a+2)= 0
a = 0,a =−2
•េបី a = 0 េនាះ b =−2
•េបី a =−2 េនាះ b = 0
ដូេច្នះ a =−2,b = 0

លំហាត់ទី ៥៦០
តាង f : R→R ជាអនុគមន៍ែដល f (0)= 1 និងចំេពាះ x, y ∈R
f (xy+1)= f (x). f (y)− f (y)− x+2 ។ រក f (2010) ។
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ដំេណាះ្រសាយ
មាន f (xy+1)= f (x). f (y)− f (y)− x+2 ...(1)

ចំេពាះ x, y ∈R
ប្តូរអេថរ x និង y ចូល (1) េគបាន

f (yx+1)= f (y). f (x)− f (x)− y+2 ...(2)
យក (1)− (2) : f (x)− f (y)+ y− x = 0
ឱ្យ y= 0 f (x)− f (0)= x−0
េដាយ f (0)= 1 f (x)= x+1
ដូេច្នះ f (2010)= 2011

លំហាត់ទី ៥៦១
១. ្រតីេកាណ ABC មានេមដយន AM ។ បងា្ហ ញសមភាព AB2+ AC2 = 2AM2+ BC2

2
។

២. ្រតីេកាណ ABC មានG ជាទី្របជំុទម្ងន់ ។ តាង a = BC,b = CA, c = AB ។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា
GA2+GB2+GC2 = 1

3
(
a2+b2+ c2) ។

ដំេណាះ្រសាយ
១. បងា្ហ ញសមភាព AB2+ AC2 = 2AM2+ BC2

2

A

B CH M

តាម្រទឹស្តីបទពីតាគ័រ :
AB2 = AH2+BH2

AC2 = AH2+CH2

េនាះ AB2+ AC2 = 2AH2+BH2+CH2

AB2+ AC2 = 2
(
AM2−HM2)+ (BM−HM)2+ (CM+HM)2

AB2+AC2 = 2AM2−2HM2+BM2−2BM.HM+HM2+CM2+2CM.MH+MH2

AB2+ AC2 = 2AM2+BM2+CM2

ឯកសារចង្រកង
159



េរៀបេរៀងេដាយ នូ ច័ន្ទណារÂទ្ធិ លំហាត់គណិតវÂទǓǻថាñǓក់ទី ១២ ភាគ ២

AB2+ AC2 = 2AM2+
(
BC
2

)2

+
(
BC
2

)2

AB2+ AC2 = 2AM2+ BC2

2
ពិត

២. ្រសាយបញ្ជ ក់ថា GA2+GB2+GC2 = 1
3

(
a2+b2+ c2)

េយងីមាន GA = 2
3

AM

GA2 =
(
2
3

AM
)2

= 4
9

AM2

តាម្រទឹស្តីបទេមដយន AM2 = 1
2

(
AB2+ AC2− BC2

2

)
AM2 = 1

2

(
c2+b2− a2

2

)
នាេំអាយ GA2 = 4

9
× 1

2

(
c2+b2− a2

2

)
GA2 = 2

9

(
c2+b2− a2

2

)

A

B CM

G

ដូចគា្ន ែដរ GB2 = 2
9

(
a2+ c2− b2

2

)
, GC2 = 2

9

(
a2+b2− c2

2

)
GA2+GB2+GC2 = 2

9

(
b2+ c2− a2

2
+a2+ c2− b2

2
+a2+b2− c2

2

)
GA2+GB2+GC2 = 1

3
(
a2+b2+ c2) ពិត

លំហាត់ទី ៥៦១
្រតីេកាណ ABC ែកង្រតង់ A ។ កាេរ MNPQ ចារកឹក្នុង្រតីេកាណែកង
ABC ែដល M េនេលី AB, N និង P េនេលី BC និង Q េនេលី
CA ។ ដូចគា្ន កាេរែដលមាន្រជ�ង a1,a2,a3 ចារកឹក្នុង្រតីេកាណែកង QPC

,MBN និង AMQ េរៀងគា្ន េដាយមានកំពូល 2 ៃនកាេរេនេលីអីុប៉ូេតនុស និង
កំពូលមួយេនេលី្រជ�ងមំុែកងនីមួយៗៃន្រតីេកាណែកង ។
្រសាយបញ្ជ ក់ថា 1

a2
1
+ 1

a2
2
= 1

a2
3
។

ដំេណាះ្រសាយ
្រតីេកាណែកង QPC,BNM, MAQ និង ABC ដូចគា្ន េនាះផលេធៀប្រជ�ងកាេរចារកឹ
ក្នុង្រតីេកាណែកងទាងំបួន សមាមា្រតគា្ន នឹង្រជ�ង្រត�វគា្ន ៃន្រតីេកាណែកង ។
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តាង a ជា្រជ�ងកាេរ MNPQ
a1

a
= PQ

AB
= a

AB
⇒ AB = a2

a1
a2

a
= MN

AC
= a

AC
⇒ AC = a2

a2
a3

a
= MQ

BC
= a

BC
⇒ BC = a2

a3
ពីតាគ័រ្រតីេកាណែកង ABC : AB2+ AC2 = BC2

⇔ a4

a2
1
+ a4

a2
2
= a4

a2
3

ដូចេនះ 1
a2

1
+ 1

a2
2
= 1

a2
3

A B

C

M

N

P

Q

a1

a2a3

លំហាត់ទី ៥៦២
្រសាយបញ្ជ ក់ថា ចំនួនគត់តូចបំផុតែដលធំជាង (

p
3+1)4020 ែចកដាច់នឹង 22011 ។

ដំេណាះ្រសាយ
រេបៀបទី ១:
តាង m = 2010 និង Im = (

p
3+1)2m+ (

p
3−1)2m

(
p

3+1)2m = (
p

3)2m+
(

1
2m

)
(
p

3)2m−1+·· ·+
(
2m−1

2m

)p
3+1

(
p

3−1)2m = (
p

3)2m−
(

1
2m

)
(
p

3)2m−1+·· ·−
(
2m−1

2m

)p
3+1
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បូកអង្គ Im = 2
(
3m+3m−1+·· ·+1

)

... 2
⇒ Im គត់

េដាយសារ 0<
p

3−1< 1 េនាះ (
p

3−1)2m < 1
ដូចេនះ Im ្រត�វែតជាចំនួនគត់តូចបំផុតធំជាង (

p
3+1)2m

រេបៀបទី ២:
តាង Im = (4+2

p
3)m+ (4−2

p
3)m

យក a = 4+2
p

3, b = 4−2
p

3 េនាះ

a+b = 8

ab = 4

a,b ជាឫសៃនសមីការ x2−8x+4= 0a2−8a+4= 0|am−1

b2−8b+4= 0|bm−1

បូកអង្គ am+1+bm+1 = 8(am+bm)−4
(
am−1+bm−1)

Im+1 = 8Im−4Im−1

មាន I0 = 2, I1 = 8 ជាចំនួនគត់
ឧបមាថា Im ជាចំនួនគត់ េនាះ Im+1 = 8Im−4Im−1 ជាចំនួនគត់
េដាយ 0< (4−2

p
3)m < 1

Im ្រត�វែតជាចំនួនគត់តូចបំផុតធំជាង (
p

3+1)2m

្រសាយបញ្ជ ក់ថា Im ... 2m+1

មាន I1 = 8 ... 21+1

ឧបមា Ik ... 2k+1 ្រគប់ m = 1,2, ..,k
េយងីនិង្រសាយថា Ik+1 ... 2k+2

ពី Ik+1 = 8Ik −4Ik−1

មាន Ik−1 ... 2k ⇒ 4Ik−1 ... 2k+2

Ik ... 2k+1 ⇒ 8Ik ... 2k+2

េគបាន Ik+1 ... 2k+2 ពិត
ដូចេនះ I2020 = (4+2

p
3)2010+ (4−2

p
3)2010 ... 22011

លំហាត់ទី ៥៦៣
១. សរេសរ x4+4y4 ជាផលគុណៃនពីរពហុធាដឺេ្រកទីពីរៃន x និង y :
២. បងា្ហ ញថា n4+4n មិនែមនជាចំនួនបឋមេទ ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់រុឡឺាទីប
n > 1 ។
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ដំេណាះ្រសាយ
១. សរេសរ x4+4y4 ជាផលគុណៃនពីរពហុធាដឺេ្រកទីពីរៃន x និង y :
x4+4y4 = (

x4+4x2 y2+4y4)−4x2 y2 = (
x2+2y2+2xy

)(
x2+2y2−2xy

)
២. បងា្ហ ញថា n4+4n មិនែមនជាចំនួនបឋមេទ ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់រុឡឺាទីប n > 1
ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់រុឡឺាទីប n > 1 េគមានពីរករណី :
- េបី n = 2k ែដល k = 1,2, ... េគបាន n4+4n = 16

(
k4+16k−1

)
ែដលមិនែមនជា

ចំនួនបឋមេទ ។
- េបី n = 2k+1 ែដល k = 1,2, ... េគបាន n4+4n = n4+42k+1 = n4+4

(
2k)4

= (
n2+22k+1+n.2k+1)(n2+22k+1−n.2k+1) ែដលមិនែមនជាចំនួនបឋមេទ ។

លំហាត់ទី ៥៦៤
រកអនុគមន៍ g ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់សមីការ g(x)+ g

(
1

1− x

)
= x ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x

ែដល x 6= 0, x 6= 1 ។

ដំេណាះ្រសាយ
-ជំនួស x េដាយ 1

1− x
េគបាន g

(
1

1− x

)
+ g(1− 1

x
)= 1

1− x

-ជំនួស x េដាយ 1− 1
x
េគបាន g

(
1− 1

x

)
+ g(x)= 1− 1

x

េគបាន g(x)+ g
(
1− 1

x

)
= x, −g

(
1

1− x

)
− g

(
1− 1

x

)
=− 1

1− x
,

g
(
1− 1

x

)
+ g(x)= 1− 1

x

េដាយបូកអង្គ និង អង្គ េគបាន g(x)= 1
2

(
x+1− 1

x
− 1

1− x

)
ចំេពាះ x 6= 0, x 6= 1 ។

លំហាត់ទី ៥៦៥
រក្រគប់ចំនួនគត់វជិ្ជមាន n េដីម្បឱី្យ n2−19n+99 ជាកាេរ្របាកដ ។

ដំេណាះ្រសាយ
n2−19n+99 ជាកាេរ្របាកដលុះ្រតាែត

n2−19n+99= k2, k ∈N

n2−19n+99−k2 = 0
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∆= (−19)2−4(1)(99−k2)
= 361−396+4k2

= 4k2−35
n ជាចំនួនគត់លុះ្រតាែត 4k2−35= t2, t ∈N

⇔ 4k2− t2 = 35
⇔ (2k− t)(2k+ t)= 35

េដាយ k, t ∈N េនាះ 2k− t < 2k+ t
េដាយ 35= 1×35= 5×7
•ចំេពាះ 35= 1×35 េគបាន2k− t = 1

2k+ t = 35

4k = 36
k = 9

∆= 4(9)2−35= 289= 172

n1 = 19−17
2

= 1

n2 = 19+17
2

= 18

•ចំេពាះ 35= 5×7 េគបាន2k− t = 5

2k+ t = 7

4k = 12
k = 3, ∆= 1

n1 = 19−1
2

= 9

n2 = 19+1
2

= 10
ដូចេនះ n ∈ {1,9,10,18}
រេបៀបទី ២
-ករណី n = 1 េគបាន n2−19n+99= 92 ជាកាេរ្របាកដ
េគបាន n = 1 ជាចេម្លីយ
- ករណី 2≤ n < 11 េគបាន
n2−19n+99= (n−1)2−17n+98 ជាកាេរ្របាកដេបី −17n+98= 0
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⇒ n = 98
17

∉N

n2−19n+99= (n−2)2−15n+95 ជាកាេរ្របាកដេបី −15n+95= 0

⇒ n = 19
3

∉N

n2−19n+99= (n−3)2−13n+90 ជាកាេរ្របាកដេបី −13n+90= 0

⇒ n = 90
13

∉N

n2−19n+99= (n−4)2−11n+83 ជាកាេរ្របាកដេបី −11n+83= 0

⇒ n = 83
11

∉N

n2−19n+99= (n−5)2−9n+74 ជាកាេរ្របាកដេបី −9n+74= 0

⇒ n = 74
9

∉N

n2−19n+99= (n−6)2−7n+63 ជាកាេរ្របាកដេបី −7n+63= 0

n = 63
9

= 7 ∈N

េគបាន n = 9 ជាចេម្លីយ
n2−19n+99= (n−7)2−5n+50 ជាកាេរ្របាកដេបី −5n+50= 0

⇒ n = 50
5

= 10 ∈N

េគបាន n = 10 ជាចេម្លីយ
n2−19n+99= (n−8)2−3n+35 ជាកាេរ្របាកដេបី −3n+35= 0

⇒ n = 35
3

∉N

n2−19n+99= (n−9)2−n+18 ជាកាេរ្របាកដេបី −n+18= 0
⇒ n = 18 ∈N

េគបាន n = 18 ជាចេម្លីយ
n2−19n+99= (n−10)2+n−1 ជាកាេរ្របាកដេបី n−1= 0

n = 1 ∈N

េគបាន n = 1 ជាចេម្លីយ
- ករណី n > 11
n2−19n+99= (n−10)2+n−1
⇒ n2−19n+99> (n−10)2

n2−19n+99= (n−8)2−3n+35
⇒ n2−19n+99< (n−8)2
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⇒ (n−10)2 < n2−19n+99< (n−8)2

⇒ n2−19n+99= (n−9)2

n2−19n+99= n2−18n+81
⇒ n = 18

ដូចេនះ n ∈ {1,9,10,18}

លំហាត់ទី ៥៦៦
េគឱ្យចំនួនពិត x, y ∈ (−2,2) និង xy=−1 ។
្រសាយបំភ្លឺថា

4
4− x2 +

9
9− y2 ≥ 12

5
។

ដំេណាះ្រសាយ
ចំេពាះ្រគប់ x, y ∈ (−2,2) េគបាន

4
4− x2 > 0,

9
9− y2 > 0

តាមវសិមភាពកូសីុ
4

4− x2 +
9

9− y2 ≥ 2

√(
4

4− x2

)(
9

9− y2

)
≥ 12√

36−9x2−4y2+ x2 y2

≥ 12√
37− (

9x2+4y2
) (1) េ្រពាះ xy=−1

េដាយ 9x2+4y2 ≥ 2
√(

9x2
)(

4y2
)

≥ 12
−(

9x2+4y2)≤−12
37− (

9x2+4y2)≤ 25√
37− (

9x2+4y2
)≤ 5

⇒ 1√
37− (

9x2+4y2
) ≥ 1

5

12√
37− (

9x2+4y2
) ≥ 12

5
(2)
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តាម (1) និង (2) េគបាន
4

4− x2 +
9

9− y2 ≥ 12
5
ពិត

លំហាត់ទី ៥៦៧
ឧបមា ពហុធា p(x)= x5+ x2+1 មានឫស្របាំ r1, r2, r3, r4, r5 និង
q(x)= x2−2 ។ ចូរគណនា q(r1)q(r2)q(r3)q(r4)q(r5) ។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីមាន r1, r2, r3, r4, r5 ជាឫសៃន p(x)
⇒ p(x)= (x− r1)(x− r2)(x− r3)(x− r4)(x− r5)
េដាយ q(x)= x2−2

q(r1)= r2
1−2

q(r2)= r2
2−2

q(r3)= r2
3−2

q(r4)= r2
4−2

q(r5)= r2
5−2

⇒ q(r1)q(r2)q(r3)q(r4)q(r5)= (r2
1−2)(r2

2−2)(r2
3−2)(r2

4−2)(r2
5−2)

= (r1−
p

2)(r1+
p

2)(r2−
p

2)(r2+
p

2)(32−
p

2)(r3+
p

2)(r4−
p

2)
(r4+

p
2)(r5−

p
2)(r5+

p
2)

= (
p

2− r1)(−
p

2− r1)(
p

2− r2)(−
p

2− r2)(
p

2− r3)(−
p

2− r3)
(
p

2− r4)(−
p

2− r4)(
p

2− r5)(−
p

2− r5)
=

[
(
p

2− r1)(
p

2− r2)(
p

2− r3)(
p

2− r4)(
p

2− r5)
][

(−
p

2− r1)(−
p

2− r2)(−
p

2− r3)(−
p

2− r4)(−
p

2− r5)
]

= p(
p

2)× p(−
p

2)
=

[
(
p

2)5+
p

2
2+1

][
(−

p
2)5+ (−

p
2)2+1

]
េ្រពាះ p(x)= x5+ x2+1

= (4
p

2+2+1)(−4
p

2+1+1)
= (3+4

p
2)(3−4

p
2)

= 9−32=−23
ដូចេនះ q(r1)q(r2)q(r3)q(r4)q(r5)=−23
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លំហាត់ទី ៥៦៨
ក. រកចំនួនកុំផ្លិច z ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ z7+1= 0 ។
ខ. ទាញបញ្ជ ក់ថា cos

π

7
− cos

2π
7

+ cos
3π
7

= 1
2
។

ដំេណាះ្រសាយ
ក. រកចំនួនកុំផ្លិច z
េយងីមាន z7+1= 0⇒ z7 =−1
⇒ z ជាឫសទី 7 ៃន −1= cosπ+ isinπ

គឺ zk = cos
(
π+2kπ

7

)
+ isin

(
π+2kπ

7

)
ែដល k = 0,1, ..,6

k = 0 ⇒ z0 = cos
π

7
+ isin

π

7

k = 1 ⇒ z1 = cos
3π
7

+ isin
3π
7

k = 2 ⇒ z2 = cos
5π
7

+ isin
5π
7

k = 3 ⇒ z3 = cosπ+ isinπ

k = 4 ⇒ z4 = cos
9π
7

+ isin
9π
7

k = 5 ⇒ z5 = cos
11π

7
+ isin

11π
7

k = 6 ⇒ z6 = cos
13π

7
+ isin

13π
7

ខ. ទាញថា cos
π

7
− cos

2π
7

+ cos
3π
7

= 1
2

គណនា
(
cos

π

7
+ isin

π

7

)
+·· ·+

(
cos

13π
7

+ isin
13π

7

)
= 0(

cos
π

7
+ cos

3π
7

+ cos
5π
7

+·· ·+ cos
13π

7

)
+

i
(
sin

π

7
+ sin

3π
7

+ sin
5π
7

+·· ·+ sin
13π

7

)
= 0

⇒ cos
π

7
+ cos

3π
7

+ cos
5π
7

+·· ·+ cos
13π

7
= 0

cos
π

7
+ cos

3π
7

− cos
2π
7

−1− cos
2π
7

+ cos
3π
7

+ cos
π

7
= 0
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2cos
π

7
−2cos

2π
7

+2cos
3π
7

= 1

ដូចេនះ cos
π

7
− cos

2π
7

+ cos
3π
7

= 1
2

លំហាត់ទី ៥៦៩
េគឱ្យ O ជាចំណុច្របសព្វរវាងអង្កត់្រទ�ង AC និង BD ៃន្របេលឡូ្រកាម ABCD

ែដលមាន∠CAB =∠DBC = 2∠DBA ។ គណនាផលេធៀបៃនមុំ∠ACB និង
∠AOB ។

ដំេណាះ្រសាយ
គណនា ∠ACB

∠AOB
តាង ∠DBA =α, 0<α< 600 េយងីបាន

∠BAC =∠DBC = 2α
∠AOB = 1800−3α
∠ACB = 1800−5α

តាម្រទឹស្តីបទកូសីុនុសចំេពាះ4AOB និង4BOC
OA
sinα

= OB
sin2α

⇒ OA
OB

= sinα
sin2α

OC
sin2α

= OB
sin(1800−5α)

⇒ OC
OB

= sin2α
sin5α

A B

CD

α
2α

3αO

2α

េដាយ OC =OA ⇒ sinα
sin2α

= sin2α
sin5α

sin22α= sinαsin5α
1− cos22α= 1

2
(cos4α− cos6α)

2−2cos22α= 2cos22α−1− (
4cos32α−3cos2α

)
2−2cos22α= 2cos22α−1−4cos32α+3cos2α
4cos32α−4cos22α−3cos2α+3= 0
4cos22α(cos2α−1)−3(cos2α−1)= 0(
4cos22α−3

)
(cos2α−1)= 0

េគទាញបាន
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•cos2α−1= 0
cos2α= 1= cos0
2α= 0⇒α= 0 មិនយក
•4cos22α−3= 0
cos22α= 3

4

cos2α=
p

3
2

= cos300

2α= 300

⇒α= 150

េគបាន ∠ACB
∠AOB

= 1800−5×150

1800−3×150 = 1050

1350

ដូចេនះ ∠ACB
∠AOB

= 7
9

លំហាត់ទី ៥៧០
រកចំនួនគត់គូែដលមានេលខបួនខ្ទង់ខុសៗគា្ន េនចេនា្ល ះ 2000 និង 5000 ។

ដំេណាះ្រសាយ
ចំនួនគត់គូែដលមានេលខបួនខ្ទង់ខុសៗគា្ន េនចេនា្ល ះ 2000 និង 5000 មាន :
េលខខ្ទង់ពាន់ 2,3,4 និង េលខខ្ទង់រាយ 0,2,4,6,8
+ ករណីចំនួនេនាះេផ្តីមេដាយេលខ 2 េគបាន
្រពឹត្តិការណ៍េ្រជីសេរសី េលខខ្ទង់ពាន់មាន 1 រេបៀប

េលខខ្ទង់រាយមាន 4 រេបៀប
េលខខ្ទង់ដប់មាន 8 រេបៀប
េលខខ្ទង់រយមាន 7 រេបៀប

តាមេគាលការណ៍ផលគុណ 1×4×8×7= 224
+ ករណីចំនួនេនាះេផ្តីមេដាយេលខ 3 េគបាន
្រពឹត្តិការណ៍េ្រជីសេរសី េលខខ្ទង់ពាន់មាន 1 រេបៀប

េលខខ្ទង់រាយមាន 5 រេបៀប
េលខខ្ទង់ដប់មាន 8 រេបៀប
េលខខ្ទង់រយមាន 7 រេបៀប

តាមេគាលការណ៍ផលគុណ 1×5×8×7= 280
+ ករណីចំនួនេនាះេផ្តីមេដាយេលខ 4
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ដូចករណីចំនួនេនាះេផ្តីមេដាយេលខ 2 ែដរ គឺ 224
ដូចេនះ ចំនួនគត់គូសរុប 224+280+224= 728 ចំនួន

លំហាត់ទី ៥៧១
េគឱ្យចំនួនគត់វជិ្ជមាន a,b,a′,b′,d,d′ ែដល GCD(a,b)= d និង
GCD(a′,b′)= d′ ។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា GCD(aa′,bb′,ab′,a′b)= dd′ ។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីមាន GCD(a,b)= d ⇒ a = a1d, b = b1d ែដល GCD(a1,b1)= 1
GCD(a′,b′)= d′ ⇒ a′ = a2d′, b′ = b2d′ ែដល GCD(a2,b2)= 1
⇒GCD(aa′,bb′,ab′,a′b)=GCD(a1a1dd′,b1b2dd′,a1b2dd′,a2b1dd′)
= dd′GCD(a1a2,b1b2,a1b2,a2b1)
េដាយ GCD(a1a2,a2b1)= a2

GCD(a1b2,b1b2)= b2

⇒GCD(a1a2,b1b2,a1b2,a2b1)=GCD(a2,b2)= 1
ដូចេនះ GCD(aa′,bb′,ab′,a′b)= dd′

លំហាត់ទី ៥៧២
េគឱ្យស្វុ ីត (an) កំណត់េដាយ an = n(n−1)

2
cos

n(n−1π)
2

។
គណនា a1+a2+·· ·+a2020 ។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីមាន an = n(n−1)

2
cos

n(n−1π)
2

a1 = 1(1−1)
2

cos
1(1−1)π

2
= 1×0

a2 = 2(2−1)
2

cos
2(2−1)π

2
= 1×1× (−1)=−1

a3 = 3(3−1)
2

cos
3(3−1)π

2
= 3×1× (−1)=−3

a4 = 4(4−1)
2

cos
4(4−1)π

2
= 2×3×1= 6

a5 = 5(5−1)
2

cos
5(5−1)π

2
= 5×2×1
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a6 = 6(6−1)
2

cos
6(6−1)π

2
= 3×5× (−1)=−15

a7 = 7(7−1)
2

cos
7(7−1)π

2
= 7×3× (−1)=−21

a8 = 8(8−1)
2

cos
8(8−1)π

2
= 4×7×1= 28

េគបាន a1+a2+a3+a4 = 2
a5+a6+a7+a8 = 2
............................

a2017 = 2017(2017−1)
2

cos
2017(2017−1)π

2
= 2017×1008×1

a2018 = 2018(2018−1)
2

cos
2018(2018−1)π

2
= 1009×2017× (−1)

a2019 = 2019(2019−1)
2

cos
2019(2019−1)π

2
= 2019×1009× (−1)

a2020 = 2020(2020−1)
2

cos
2020(2020−1)π

2
= 1010×2019×1

⇒ a2017 + a2018 + a2019 + a2020 = 2017(1008− 1009)+ 2019(−1009+
1010)= 2
េដាយ 2020= 4×505
ដូចេនះ a1+a2+·· ·+a2020 = 2×505= 1010

លំហាត់ទី ៥៧៣
េគឱ្យ4ABC ែកង្រតង់ C និងមាន្របែវង្រជ�ងទាងំបីជាចំនួនវជិ្ជមាន ។ កម្ពស់
គូសេចញពីកំពូល C កាត់អីុប៉ូេតនុស AB ្រតង់ចំណុច D ែដល BD = 24389 ។
គណនា sin∠BAC ។

ដំេណាះ្រសាយ

A

BC

D

24389
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sin∠BAC = sin(900−∠ABC)
= cos∠ABC

= BD
BC

(4BDC ែកង្រតង់ D)

= 24389
BC

= 293

BC
តាម្រទឹស្តីបទពីតាគ័រក្នុង្រតីេកាណែកង BDC
BC2−CD2 = BD2 ⇒ CD ជាចំនួនគត់
(BC−CD)(BC+CD)= 296

េដាយ BC,CD ជាចំនួនគត់ េនាះ BC−CD,BC+CD ជាចំនួនគត់ែដរ េហយីែដល
BC−CD < BC+CD
មយង៉េទៀត 296 = 1×296 = 29×295 = 292×294

- ចំេពាះ 296 = 1×296 េគបានBC−CD = 1

BC+CD = 296

2BC = 1+296

BC = 1+296

2
∈N

ែត sin∠BAC = BC
AB

⇒ 293

BC
= BC

AB

⇒ AB = BC2

293 =
(
1+296)2

4×293 ∉N

BC = 29
(
1+294)

2
∈N (្រសាយដូចគា្ន )

- ចំេពាះ 296 = 292×294 េគបាន

+
BC−CD = 292

BC+CD = 294

2BC = 292 (
1+292)

BC = 292 (
1+292)
2

∈N
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AB = BC2

293 = 294 (
1+292)

4×293

AB = 29
(
1+292)2

4
∈N

AC2 = AB2−BC2

= 292 (
1+292)4

42 − 294 (
1+292)2

4

= 292 (
1+292)2

4

[(
1+292)2

4
−292

]

= 292 (
1+292)2

4
×

(
1−292)2

4

AC = 29
(
1+292)(1−292)

4
∈N

ករណីេនះ េគបាន
sin∠BAC = 293×2

292
(
1+292

) = 29×2
842

= 29
421

ដូចេនះ sin∠BAC = 29
421

លំហាត់ទី ៥៧៤
េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េលីN េដាយ f (1)= 11, f (2)= 22, f (3)= 33, f (4)=
44 និង f (n)= f (n−1)− f (n−2)+ f (n−3)− f (n−4) ចំេពាះ្រគប់ n ≥ 5
។ គណនា f (2020) ។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីមាន f (n)= f (n−1)− f (n−2)+ f (n−3)− f (n−4)

f (n−1)= f (n−2)− f (n−3)+ f (n−4)− f (n−5)

f (n)=− f (n−5)
f (n)=− [− f (n−5−5)]
f (n)= (−1)2 [ f (n−5×2)]
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f (n)= (−1)2 [− f (n−5×2−5)]
f (n)= (−1)3 f (n−5×3)
ជាទូេទ f (n)= (−1)k f (n−5×k)
⇒ f (2020)= (−1)403 f (2020−5×403)

=− f (5)
=− [ f (4)− f (3)+ f (2)− f (1)]
=−(44−33+22−11)
=−22

ដូចេនះ f (2020)=−22

លំហាត់ទី ៥៧៥
េគឱ្យចតុេកាណពា្ន យ ABCD មានបាត AD ∥ BC ។ E ជាចំណុច
ចល័តមួយេនេលីអង្កត់ AB ។ O1 និង O2 ជាផ្ចិតរង្វង់ចារកឹេ្រក 4AED និង
4BEC េរៀងគា្ន ។ បងា្ហ ញថា O1O2 មាន្របែវងេថរ ។

ដំេណាះ្រសាយ

A

B C

D

E

H

I

O1

O2

បងា្ហ ញថា O1O2 មាន្របែវងេថរ
តាម្រទឹស្តីបទសីុនុសចំេពាះ4EAD និង4EBC

ED
sin∠A

= 2O1E ⇒ ED = 2.O1Esin∠A
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EC
sin∠B

= 2O2E ⇒ EC = 2.O2Esin∠B

= 2O2Esin∠A េ្រពាះ ∠A+∠B = 1800

⇒ ED
EC

= 2O1Esin∠A
2O2Esin∠A

= O1E
O2E

⇒ ED
O1E

= EC
O2E

(1)

តាង H, I ជាចំណុចកណា្ត លេរៀងគា្ន ៃន AC,BE េយងីបាន :
4O1HE ែកង្រតង់ H
⇒∠O1EH = 900−∠EO1H

= 900−∠EDA
4O2IE ែកង្រតង់ I
⇒∠O2EI = 900−∠EO2I

= 900−∠ECB
∠O1EH+∠O2EI = 1800− (∠EDA+∠ECB)
1800−∠O1EO2 = 1800−∠DEC
∠O1EO2 =∠DEC (2)
តាម (1) និង (2) : 4O1EO2 ∼4DEC (ករណីដំនូចទី ២)
វបិាក O1O2

CD
= O1E

DE
= O1E

2O1Esin∠A

= 1
2sin∠A

⇒O1O2 = CD
2sin∠A

េដាយ CD េថរ និង sin∠A េថរ
ដូចេនះ O1O2 មាន្របែវងេថរ

លំហាត់ទី ៥៧៦
ក្នុង្រតីេកាណែកង XY Z មួយមាន X̂ = 900,Y Z = x, ZX = y និង XY = z ។
បងា្ហ ញថា xn > yn+ zn ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់រុឡឺាទីប n ែដល n ≥ 3 ។

ដំេណាះ្រសាយ
- ចំេពាះ n = 3
េគមាន x2 = y2+ z2 ⇒ x3 = xy2+ xz2
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ែត x > y⇒ xy2 > y3 េហយី x > z ⇒ xz2 > z3

េគទាញបាន x3 > y3+ z3

-ឧបមាថា xk > yk + zk ចំេពាះ k ≥ 3
- ពិនិត្យចំេពាះ k+1
xk > yk + zk ⇒ xk+1 > xyk + xzk

ែត x > y⇒ xyk > yk+1 េហយី
x > z ⇒ xzk > zk+1

េគទាញបាន xk+1 > yk+1+ zk+1 ពិត

X

Y Z

900

x

yz

លំហាត់ទី ៥៧៧
េគបានេបះែផ្លសា្វ យមកេរៀបគរជា 11 គំនរេស្មីៗគា្ន េហយីេនសល់ែផ្លសា្វ យចំនួន 6
ែផ្លេទៀត ។ ែតេបីេគយកែផ្លសា្វ យទាងំេនាះមកេរៀបជា 17 គំនរេស្មីៗគា្ន វញិ េនាះពុំមាន
ែផ្លសា្វ យេនសល់េទ ។ រកចំនួនែផ្លសា្វ យតិចបំផុតែដលេគបានេបះ ។

ដំេណាះ្រសាយ
តាង M ជាចំនួនែផ្លសា្វ យតិចបំផុតែដលេគបានេបះ
- េដាយដឹងថាេបីេគេរៀបគរជា 11 គំនរេស្មីៗគា្ន េហយីេនសល់ែផ្លសា្វ យចំនួន 6 ែផ្លេទៀត
េនាះេគបាន: M ≡ 6 (mod11)⇒ M = 11k+6, k > 1
- េដាយដឹងថាេបីេគេរៀបជា 17 គំនរេស្មីៗ គា្ន គា្ម នសល់ែផ្លសា្វ យេទ េនាះេគបាន
M ≡ 0 (mod17)⇒ M = 11k+6≡ 0 (mod17)
⇒ 11k ≡−6≡ 11 (mod17)
ែត gcd(11,17)= 1 េនាះ k ≡ 1 (mod17)⇒ k = 17m+1, m ≥ 1
េដីម្បបីានចំនួនែផ្លសា្វ យតិចបំផុតែដលេគបានេបះ េគ្រគាន់ែតយក m = 1 ជាការេ្រសច :
m = 1⇒ k = 18 េហយី M = 11 ·18+6= 204 ែផ្ល

លំហាត់ទី ៥៧៨
ចតុេកាណប៉ាង ABCD មួយមាន្រជ�ង AB = a,BC = b,CD = c,DA = d
រងា្វ ស់មុំ AB̂C = x និង AD̂C = y ។ រកលក្ខខណ្ឌ េដីម្បឱី្យចតុេកាណ ABCD
មានៃផ្ទ្រកឡាអតិបរមា ។

ដំេណាះ្រសាយ
- រកៃផ្ទ្រកឡាៃន ABCD ជាអនុគមន៍ៃន a;b; c;d; x និង y
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ចតុេកាណ ABCD មានៃផ្ទ្រកឡា S = 1
2

absinx+ 1
2

cdsiny

A
B

C

D

a
b

c
d

x

y

អង្កត់្រទ�ង [AC] មាន្របែវង L = a2+b2−2abcosx = c2+d2−2cdcosy
េដាយរកេដរេីវេធៀបនឹង x េគបាន :
S′(x)= 1

2
abcosx+ 1

2
cdcosy · y′ (1)

L′(x)= 2absinx = 2cdsiny · y′

absinx = cdsiny · y′ ⇒ y′ = absinx
cdsiny

តាម (1)⇒ S′(x)= 1
2

ab× sinxcosy+ cosxsiny
siny

= 1
2

ab× sin(x+ y)
siny

មានសញញ ដូច sin(x+ y)
S′(x)= 0⇔ sin(x+ y)= 0⇔ x+ y=π

េបី 0< x+ y<π⇔ S′(x)> 0
េបី 2π> x+ y>π⇔ S′(x)< 0
បានន័យថា S(x) មានអតិបរមាលុះ្រតាែត x+ y=π

ដូចេនះ ចតុេកាណ ABCD មានៃផ្ទអតិបរមាលុះ្រតាែត ABCD ចារកឹក្នុងរង្វង់

លំហាត់ទី ៥៧៩
ស្វុ ីតៃនចំនួន (un) កំណត់េដាយ u1 = 1; u2 = 1 និង un = un−1+un−2 ចំេពាះ
n = 3;4; ...។
តាង a = 1+p

5
2

និង b = 1−p
5

2
។

១. បងា្ហ ញថា un > an−2 ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ n ≥ 3 ។
២. បងា្ហ ញថា un = 1p

5
(an−bn) ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់រុឡឺាទីបវជិ្ជមាន n ។

ដំេណាះ្រសាយ
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១. បងា្ហ ញថា un > an−2 ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ n ≥ 3

- ចំេពាះ n = 3 េគបាន u3 = 2 េហយី a3−2 = a = 1+p
5

2
< 2

បានន័យថា u3 > a3−2

- ឧបមាថា up > ap−2 ចំេពាះ p ≥ 3
- សិក�ចំេពាះ p+1
តាមសម្មតិកម្មអនុមានរមួ េគបាន up > ap−2, up−1 > ap−3

េដាយបូកអង្គ និង អង្គ េគបាន up +up−1 > ap−2+ap−3 េហយី
up+1 > ap−2+ap−3 (1)

ែតេគដឹងថា a = 1+p
5

2
ជាឫសៃនសមីការ x2 = x+1 េនាះេគបាន a2 = a+1

េដាយគុណនឹង ap−3 េគបាន ap−1 = ap−2+ap−3 (2)
តាម (1) និង (2)⇒ up+1 > a(p+1)−2

ដូចេនះ un > an−2 ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ n ≥ 3

២. បងា្ហ ញថា un = 1p
5

(an−bn) ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់រុឡឺាទីបវជិ្ជមាន n

- ចំេពាះ n = 1 េគបាន 1= u1 = 1p
5

(a−b)= 1

2
p

5
(1+

p
5−1+

p
5)= 1

- ឧបមាថា uk = 1p
5

(
ak −bk)

- សិក�ចំេពាះ k+1

េគមាន uk+1 = uk +uk−1 = 1p
5

((
ak +ak−1)− (

bk +bk−1)) (3)

ែត a និង b ជាឫសៃនសមីការ x2 = x+1 េនាះ a2 = a+1 និង b2 = b+1
េគបាន ak+1 = ak +ak−1 និង bk+1 = bk +bk−1

តាម (3)⇒ uk+1 = 1p
5

(
ak+1−bk+1)

ដូចេនះ un = 1p
5

(an−bn) ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់រុឡឺាទីបវជិ្ជមាន n

លំហាត់ទី ៥៨០
គណនាផលបូក S = 1

21 −
21

22 +
3
23 −

4
24 +·· ·− 2010

22010 + 2011
22011 ។

ដំេណាះ្រសាយ
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S = 1
21 −

21

22 +
3
23 −

4
24 +·· ·− 2010

22010 + 2011
22011 (1)

2S = 1− 2
2
+ 3

22 −
4
23 +·· ·− 2010

22009 + 2011
22010 (2)

(1)+ (2):
3S = 1− 1

2
+ 1

22 −
1
23 +·· ·+ 1

22010 +
2011
22011

=
1−

(
−1

2

)2011

1+ 1
2

+ 2011
22011

= 2
3
·
(
22011+1

22011

)
+ 2011

22011

= 1
3.22011

(
22012+6035

)
ដូចេនះ S = 1

9.22011

(
22012+6035

)
លំហាត់ទី ៥៨១

េគឱ្យចំនួនគត់វជិ្ជមាន In = 8n+93n+1+253n+1 ចំេពាះ n = 0,1,2, ...,2011 ។
រក gcd(I0, I1, I2, ..., I2011) ។

ដំេណាះ្រសាយ
តាង d = gcd(I0, I1, I2, ..., I2011)
⇒ d|I0

េដាយ In = 8n+93n+1+253n+1 ចំេពាះ n = 0,1,2, ...,2011
I0 = 1+9+25= 35= 5×7
⇒ d|5×7
មយង៉េទៀត In = 23n+93n+1+253n+1

In = 23n+ (10−1)3n+1+263n+1

≡ 23n+ (−1)3n+1 (mod5)
I1 ≡ 8+1≡ 4 (mod5)
⇒ d 6 |5
In = 8n+9×93n+25×253n

≡ 1+2×23n+4×43n
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≡ 1+2+4≡ 0 (mod7)
⇒ 7|In ្រគប់ n = 0,1,2, ...,2011
ដូចេនះ d = 7

លំហាត់ទី ៥៨២
បងា្ហ ញថា ចំនួនគត់ N = 552011 +552010 +1 មិនែមនជាចំនួនបឋម ។

ដំេណាះ្រសាយ
តាង x = 552010

N = x5+ x+1
= x5− x2+ x2+ x+1
= x2(x−1)(x2+ x+1)+ x2+ x+1
= (x2+ x+1)

[
x2(x−1)+1

]
= (x2+ x+1)(x3− x2+1)

េដាយ x2+ x+1, x3− x2+1> 1 ចំេពាះ x = 552010

ដូចេនះ N មិនែមនជាចំនួនបឋមេទ

លំហាត់ទី ៥៨៣
េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាមក្នុងសំណំុចំនួនគត់រុឡឺាទីប :

x2+ x+503= y2 ។

ដំេណាះ្រសាយ
x2+ x+503= y2

4x2+4x+2012= 4y2

4y2− (2x+1)2 = 2011
(|2y|− |2x+1|)(|2y|+ |2x+1|)= 2011
េដាយ 2011 ជាចំនួនបឋម|2y|− |2x+1| = 1

|2y|+ |2x+1| = 2011
+

4|y| = 2012
|y| = 503
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y=±503
េគបាន |2x+1| = 2|y|−1= 1005
2x+1=±1005

⇒
x = 502

x =−503

ដូចេនះ (x, y)= (502,503)
= (502,−503)
= (−503,503)
= (−503,−503)

លំហាត់ទី ៥៨៤
រក្រគប់អនុគមន៍ f : R−

{
2
3

}
→R ែដលបំេពញសមីការអនុគមន៍ខាងេ្រកាម :

1
2

f
(

2x
3x−2

)
+ f (x)= 503x ។

ដំេណាះ្រសាយ
សម្មតិកម្ម 1

2
f
(

2x
3x−2

)
+ f (x)= 503x (1)

តាង u = 2x
3x−2

⇒ x = 2u
3u−2

េគបាន 1
2

f (u)+ f
(

2u
3u−2

)
= 1006

3u−2

ឬ 1
2

f (x)+ f
(

2x
3x−2

)
= 1006

3x−2
(2)

(1)− (2) េគបាន
3
4

f (x)= 503x− 503x
3x−2

3
4

f (x)= 1509x(x−1)
3x−2

ដូចេនះ f (x)= 2012x(x−1)
(3x−2)
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លំហាត់ទី ៥៨៥
េគឱ្យពហុធា P(x)=

2011∑
k=0

1
(2011+k+1)

x4 ។

្រសាយបញ្ជ ក់ថា សមីការ P(x2)= P2(x) គា្ម នឫសជាចំនួនពិត ។

ដំេណាះ្រសាយ
សម្មតិកម្ម P(x)=

2011∑
k=0

1
(2011+k+1)

x4

តាង ak = 1
2011+k+1

> 0

⇒ P(x)=
2011∑
k=0

akxk

តាមវសិមភាព CauchySchwarz

P2(x)

(
2011∑
k=0

p
ak.

p
akxk

)

≤
(

2011∑
k=0

ak

)(
2011∑
k=0

ak.x2k

)
P2(x)≤ P(1) ·P(x2)

េដាយ P(1)
2011∑
k=0

ak

=
2011∑
k=0

(
1

2011+k+1

)
< 1

ដូចេនះ P2(x)< P(x2) េនាះសមីការ P2(x)= P(x2) គា្ម នឫស

លំហាត់ទី ៥៨៦
េគឱ្យចតុេកាណ ABCD ចារកឹក្នុងរង្វង់ េហយីមានៃផ្ទ្រកឡា S ។
េគឱ្យ AB = a,BC = b,CD = c, AD = d និង p ជាកន្លះបរមិា្រត ។
ក) ្រសាយបញ្ជ ក់ថា S =

√
(p−a)(p−b)(p− c)(p−d) ។

ខ) េបី S =
( p
2

)2
បងា្ហ ញថា ABCD ជាកាេរ ។

ដំេណាះ្រសាយ
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ក) ្រសាយបញ្ជ ក់ថា S =
√

(p−a)(p−b)(p− c)(p−d)

A

B C

D

a

b

c

d

S = SABCD = SABC +SACD

= 1
2

absinB+ 1
2

cdsinD

= 1
2

sinB(ab+ cd), B+D =π

4S = 2sinB(ab+ cd) (1)
AC2 = a2+b2−2abcosB
AC2 = c2+d2−2cdcosD

= c2+d2+2cdcosB
⇒ a2+b2−2abcosB = c2+d2+2cdcosB
2cosB(ab+ cd)= a2+b2− c2−d2 (2)
េលីកអង្គ (1) &(2) ជាកាេរ
4sin2B(ab+ cd)2 = 16S2

4cos2B(ab+ cd)2 = (a2+b2− c2−d2)2

4(ab+ cd)2 = 16S2+ (a2+b2− c2−d2)2

16S2 = (2ab+2cd)2− (a2+b2− c2−d2)2

= [
(a+b)2− (c−d)2][

(c+d)2− (a−b)2]
= (2p−2d)(2p−2c)(2p−2a)(2p−2b)
= 16(p−a)(p−b)(p− c)(p−d)

ដូចេនះ S =
√

(p−a)(p−b)(p− c)(p−d)

ខ) េបី S =
( p
2

)2
បងា្ហ ញថា ABCD ជាកាេរ√

(p−a)(p−b)(p− c)(p−d)=
( p
2

)2
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⇒ 4
√

(p−a)(p−b)(p− c)(p−d)= p
2

េដាយ p
2
= (p−a)+ (p−b)+ (p− c)+ (p−d)

4
តាមវសិមភាព Cauchy

p
2
≥ 4

√
(p−a)(p−b)(p− c)(p−d)

សមភាព : p−a = p−b = p− c = p−d
⇒ ABCD ជាកាេរ

លំហាត់ទី ៥៨៧
ក) រកតៃម្លៃន A = 20113−2010.20113−20102.2011+20103 ។
ខ) រកតៃម្លៃន B = 4035−4022(4033+2.4032+3.403+4) ។

ដំេណាះ្រសាយ
ក) រកតៃម្លៃន A = 20113−2010.20113−20102.2011+20103

A = 20113−2010.20113−20102.2011+20103

= 20112(2011−2010)+20102(2010−2011)
= 20112−20102

= 2011+2011
ដូចេនះ A = 4021
ខ) រកតៃម្លៃន B = 4035−4022(4033+2.4032+3.403+4)
តាង x = 403
B = x5− (x−1)2(x3+2x2+3x+4)
= x5− (x2−2x+1)(x3+2x2+3x+1)
= x5− x5−2x4−3x3−4x2+4x3+2x4+6x2+8x− x3−2x2−3x−4
= 5x−4

B = 5×403−4
ដូចេនះ B = 2011
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លំហាត់ទី ៥៨៨
គណនាផលបូកតួមិនកំណត់ៃនស្វុ ីតខាងេ្រកាម :

S = 13

31 +
23

32 +
33

33 +
43

34 +
53

35 +·· · ។

ដំេណាះ្រសាយ
S = 13

31 +
23

32 +
33

33 +
43

34 +
53

35 +·· ·
S
3
= 1

32 +
23

33 +
33

34 +
43

35 +
53

36 +·· ·

S− S
3
= 2S

3
= 1

3
+ 23−1

33 + 33−23

33 +·· ·
2S
9

= 1
32 +

23−13

33 + 33−23

33 +·· ·
2S
3

− 2S
9

= 1
3
+ 23−2 ·13

32 + 33−2 ·23+1
33 +·· ·

= 1
3
+ 2

3
+ 32−2 ·23+13

33 +·· ·

= 1+ 32−2 ·23+13

33 +·· ·
េដាយ (k+1)3−2k3+ (k−1)3 = 6k

⇒ 4S
9

= 1+ 6 ·2
33 + 6 ·3

34 +·· ·

⇒ 4S
27

= 1
3
+ 12

34 + 18
35 +·· ·

4S
9

− 4S
27

= 8S
27

= 2
3
+ 12

33 + 6
34 +

6
35 +·· ·

8S
27

= 10
9

+6
(

1
34 +

1
35 +·· ·

)

= 10
9

+6 ·
1
34

1− 1
3

= 11
9

ដូចេនះ S = 11
9
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លំហាត់ទី ៥៨៩
េគឱ្យ f (n)= 1

3pn2+2n+1+ 3pn2−1+ 3pn2−2n+1
្រគប់ n ∈N ។

គណនាផលបូក S = f (1)+ f (3)+ f (5)+·· ·+ f (106−3)+ f (106−1) ។

ដំេណាះ្រសាយ
តាង x = 3pn+1

y= 3pn−1

xy= 3
√

n2−1

⇒ f (n)= 1
x2+ xy+ y2

f (n)= x− y
x3− y3

= x− y
n+1−n+1

f (n)= 1
2

(x− y)

ឬ f (n)= 1
2

(
3pn+1− 3pn−1

)
f (1)= 1

2

(
3p2− 3p0

)
f (3)= 1

2

(
3p4− 3p2

)
f (5)= 1

2

(
3p6− 3p4

)
................................................
f (106−1)= 1

2

(
3
√

106− 3
√

106−2
)

បូកអង្គ S = 1
2

(
3
√

106−0
)
= 50

ដូចេនះ S = 50
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លំហាត់ទី ៥៩០
បនា្ទ ត់៣េផ្សងគា្ន ្រត�វបានគូសេនក្នុងប្លង់ ។ ឧបមាថាមាន n រង្វង់យ៉ាងពិត
្របាកដេនក្នុងប្លង់ែដលប៉ះនឹងបនា្ទ ត់ទាងំ៣ ។ រកតៃម្លែដលអាចមានៃន n
េដាយគូសរូបបញ្ជ ក់ ។

ដំេណាះ្រសាយ
n រង្វង់ប៉ះនឹងបនា្ទ ត់ទាងំ៣ េនក្នុងប្លង់:
មាន៣ករណី :
- ករណីបនា្ទ ត់ទាងំ 3 ្រសបគា្ន :
គា្ម នរង្វង់ប៉ះបនា្ទ ត់ទាងំ 3⇒ n = 0

d1
d2
d3

- ករណីបនា្ទ ត់ពីរ្រសបគា្ន កាត់េដាយបនា្ទ ត់ទីបី
⇒មានរង្វង់ 2 ប៉ះនឹងបនា្ទ ត់ទាងំ3
េនាះ n = 2

d1

d2

d3

- ករណីបនា្ទ ត់ទាងំ3 កាត់គា្ន េនាះមានរង្វង់4
ប៉ះនឹងរង្វង់ទាងំ3 ⇒ n = 4

d1 d2

d3

លំហាត់ទី ៥៩១
តាង u0,u1,u2, ...,un ជាស្វុ ីតៃនចំនួនពិត ែដលបំេពញទំនាក់ទំនងខាងេ្រកាម :

(3−un+1)(6+un)= 18 និង u0 = 3 ។ គណនា
2011∑
k=0

1
uk

។
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ដំេណាះ្រសាយ
សម្មតិកម្ម u0,u1,u2, ...,un ជាស្វុ ីតៃនចំនួនពិតu0 = 3

(3−un+1)(6+un)= 18

មាន (3−un+1)(6+un)= 18
3un−6un+1−un+1 ·un = 0

ែចកអង្គនឹង un+1 ·un

⇒ 3
un+1

− 6
un

−1= 0 (1)

តាង vn = 1
un

⇒ vn+1 = 1
un+1

(1)⇒3vn+1−6vn−1= 0

vn+1 = 2vn+ 1
3

vn+1+ 1
3
= 2

(
vn+ 1

3

)
តាង an = vn+ 1

3⇒ an+1 = 2an

⇒ (an) ជាស្វុ ីតធរណីមា្រតែដលមានេរសុង q = 2 និងតួទី ១ a0 = v0+ 1
3
= 1

u0
+ 1

3

a0 = 2
3

⇒ an = a0 · qn = 2
3
·2n = 1

3
·2n+1

េគបាន vn = 1
3
·2n+1− 1

3
= 1

3
(
2n+1−1

)
2011∑
k=0

1
uk

=
2011∑
k=0

vk

=
2011∑
k=0

1
3

(
2n+1−1

)
2011∑
k=0

1
uk

= 1
3

(2+22+·· ·+22012−2012)
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= 1
3

(
2 · 22012−1

2−1
−2012

)
= 1

3
(
22013−2014

)
ដូចេនះ

2011∑
k=0

1
uk

= 1
3

(
22013−2014

)
លំហាត់ទី ៥៩២

ែស្វ៊រ S1 មួយមានកាំ r ចារកឹក្នុងេកានមួយមានមុំេន្រតង់កំពូលៃនមុខកាត់តាម
អ័ក្សេស្មី

π

3
។

ក) រកផលេធៀប V1

V
រវាងមាឌ V1 និង មាឌ V ៃនែស្វ៊រ S1 និង េកាន ។

ខ) េហ S2 ជាែស្វ៊រេនក្នុងេកាន ប៉ះនឹងជេន្រតៃនេកាន េហយីប៉ះនឹងែស្វ៊រ S1

S3 ជាែស្វ៊រេនក្នុងេកាន ប៉ះនឹងជេន្រតៃនេកាន េហយីប៉ះនឹងែស្វ៊រ S2

.....................................................................................................
Sk+1 ជាែស្វ៊រេនក្នុងេកាន ប៉ះនឹងជេន្រតៃនេកាន េហយីប៉ះនឹងែស្វ៊រ Sk

្រសាយបញ្ជ ក់ថា្រគប់ n ∈N ផលបូកមាឌៃនែស្វ៊រ S1,S2, ...,Sn តូចជាង
1
2

V ។

ដំេណាះ្រសាយ
ក) រកផលេធៀប V1

V
រវាងមាឌ V1 និង មាឌ V ៃនែស្វ៊រ S1 និង េកាន

តាង SA1B1 មុខកាត់តាមអ័ក្ស SH1ៃនេកាន ែដលមុំ A1ŜB1 = π

3
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⇒4SA1B1 សម័ង្ស
ែស្វ៊រ S1 ចារកឹក្នុងេកាន
តាង O1 ជាផ្ចិតរង្វង់ចារកឹក្នុង4សម័ង្ស SA1B1

⇒O1 ជាទី្របជំុទម្ងន់
⇒ SH1 = 3O1H1 = 3R

SH1 = A1B1 ·
p

3
2

A1B−1= 6rp
3
= 2r

p
3

េគបាន V = 1
3

(
π · A1B2

1

4

)
·SH1

= 1
3
·π ·3r2 ·3r

= 3πr2

V1 = 4
3
πr3 (មាឌែស្វ៊រ S1)

ដូចេនះ V1

V
= 4

9

ខ) ្រសាយបញ្ជ ក់ថា V1+V2+·· ·+Vn < 1
2

V ្រគប់ n ∈N

តាងែស្វ៊រ S1,S2, ...,Sn មានមាឌេរៀងគា្ន V1,V2, ...,Vn

A2B2, A3B3, ..., AnBn បនា្ទ ត់រមួរវាងែស្វ៊រS2,S3, ...,Sk េរៀងគា្ន នឹងែស្វ៊រS1,S2, ...,
Sk េនាះ A1B1 ∥ A2B2 ∥ ... ∥ AnBn

យក O1,O2, ...,On ជាផ្ចិតរង្វង់ចារកឹក្នុង4SA1B1,4SA2B2, ...,4SAnBn

មានកាេំរៀងគា្ន r1, r2, ..., rn

េយងីមាន r = r1 =O1H1 = 1
3

SH1 = SH2

r2 =O2H2 = 1
3

SH2 = 1
3

r

⇒r3 = 1
3

r2 = 1
32 r

r4 = 1
3

r3 = 1
33 r

...........................
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rn = 1
3n−1 r ្រគប់ n ≥ 2

េគបាន V1+V2+·· ·+Vn = 4
3
πr3+ 4

3
πr3

2+·· ·+ 4
3
πr3

n

= 4
3
π

[
r3+

(
1
3

r
)3

+·· ·+
(

1
3n−1 r

)3
]

= 4
3
πr3

[
1+ 1

33 +
(

1
33

)2

+·· ·+
(

1
33

)n−1
]

= 4
3
πr3 ·

1−
(
1
3

)n

1− 1
27

= 4
3
πr3 · 27

26

[
1−

(
1
33

)n]
= 18πr3

13

[
1−

(
1
33

)n]
< 18πr3

13

ដូចេនះ
∑n

i=1 Vi

V
<

18πr3

13
3πr3 = 6

13
< 1

2
n∑

i=1
Vi < 1

2
V

លំហាត់ទី ៥៩៣
េគឱ្យ c > 0 និង a,b ≥ c ។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា

√
c(a− c)+

√
c(b− c) ≤

p
ab

។

ដំេណាះ្រសាយ

វសិមភាពអាចសរេសរេទជា
√

c
b
· a− c

a
+

√
c
a
· b− c

b
≤ 1

ចំេពាះ x, y វជិ្ជមាន េគមាន p
xy≤ x+ y

2
(វសិមភាព AMGM)

េនាះ
√

c
b
· a− c

a
+

√
c
a
· b− c

b
≤

c
b
+ a− c

a
2

+
c
a
+ b− c

b
2
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√
c
b
· a− c

c
+

√
c
a
· b− c

b
≤

c
b
+1− c

a
+ c

a
+1− c

b
2

= 1 ពិត

ជាសមភាពកាលណា


c
b
= a− c

a
c
a
= b− c

b

⇔ 1
a
+ 1

b
= 1

c

ឬ a = b = 2c

លំហាត់ទី ៥៩៤
គណនាអាងំេត្រកាល I(k)=

∫ ∞

0

sinkxcoskx
x

dx ែដល k ជាចំនួនគត់វជិ្ជមាន ។

ដំេណាះ្រសាយ
តាម្រទឹស្តីបទេទ្វធា េគមាន

(
e2ix+1

)k =
k∑

r=0

(
k
r

)
e2rxi (1)

ែត
(
e2ix+1

)k = ekix (
eix+ e−ix)k = (coskx+ isinkx)2k · coskx (2)

តាម (1) &(2) េគបាន

2ksinkxcoskx =
k∑

r=0

(
k
r

)
sin2rx =

k∑
r=1

(
k
r

)
sin2rx

នាេំអាយ I(k)= 1
2k

∫ ∞

0

sin2rx
x

dx

ែត
∫ ∞

0

sinx
x

dx = π

2
េនាះ I(k)= π

2k+1

k∑
r=1

(
k
r

)

I(k)= π

2k+1

[(
k
1

)
+

(
k
2

)
+·· ·+

(
k
k

)]
= π

2k+1

(
2k −1

)
ដូចេនះ I(k)= π

2

(
1− 1

2k

)

∫ ∞

0

sinx
x

dx = π

2
...??
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េយងីពិនិត្យអាងំេត្រកាលមួយចំនួនខាងេ្រកាម :
EX : គណនាអាងំេត្រកាលខាងេ្រកាម
ក.

∫ ∞

0

dx
x2+a2 , a > 0

ខ.
∫ +∞

−∞

dx
x2+1

គ.
∫ 0

−∞
exdx

ដδ េណាះ្រសាយ

ក.
∫ ∞

0

dx
x2+a2 , a > 0∫ ∞

0

dx
x2+a2 = lim

p→+∞

∫ p

0

dx
x2+a2

= lim
p→+∞

[
1
a
· tan−1 x

a

]p

0

= lim
p→+∞

1
a
· tan−1 p

a
= π

2a

ខ.
∫ +∞

−∞

dx
x2+1∫ +∞

−∞

dx
x2+1

=
∫ 0

−∞

dx
x2+1

+
∫ +∞

0

dx
x2+1

= lim
p→−∞

∫ 0

p

dx
x2+1

+ lim
p→+∞

∫ p

0

dx
x2+1

= lim
p→−∞

(
tan−1a− tan−1p

)+ lim
p→+∞

(
tan−1p− tan−1a

)
= tan−1a+ π

2
+ π

2
− tan−1a =π

គ.
∫ 0

−∞
exdx∫ 0

−∞
exdx =

∫ ∞

0
e−xdx = lim

p→+∞

∫ p

0
e−xdx

= lim
p→+∞ (1− e−p)= 1

EX : គណនាអាងំេត្រកាល

∫ +∞

−∞
x.e−x2

dx ។
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ដδ េណាះ្រសាយ

េយងីមាន
∫ +∞

−∞
x.e−x2

dx =
∫ a

−∞
xe−x2

dx+
∫ +∞

a
xe−x2

dx

េដាយ
∫
−∞

xe−x2
dx = lim

p→−∞

∫ a

p
xe−x2

dx

= lim
p→−∞

(
ep2 − e−p2

)
2

= −e−a2

2
និង

∫ ∞

a
xe−x2

dx = lim
p→∞

∫ p

a
xe−x2

dx

= lim
p→∞

(
e−a2 − e−p2

)
2

= e−a2

2

នាេំអាយ
∫ +∞

−∞
x.e−x2

dx =
(
−e−a2

2

)
+

(
e−a2

2

)
= 0

EX : គណនា
∫ +∞

0
e−axcosbxdx រចួទាញរក

∫ ∞

0

sinbx
x

dx ។
ដδ េណាះ្រសាយ

េយងីមាន
∫ +∞

0
e−axcosbxdx = lim

p→∞

∫ p

0
e−axcosbxdx

= lim
p→∞

[
e−ax(bsinbx−acosbx)

a2+b2

]p

0

= lim
p→∞

[
e−ap(bsinbp−acosbp)

a2+b2 + a
a2+b2

]
⇒

∫ ∞

0
e−axcosbxdx = a

a2+b2 (េ្រពាះ lim
p→∞ e−ap = 0) (i)

តាង I =
∫ ∞

0

e−axsinbx
x

, a > 0 (ii)

េធ្វីេដរេីវេ្រកាមសញញ អាងំេត្រកាល េយងីបាន
dI
db

=
∫ ∞

0
e−axcosbxdx = a

a2+b2

អាងំេត្រកាលេធៀប b:
I = a · 1

a
· tan−1

(
b
a

)
+C

I = tan−1
(
b
a

)
+C (iii)

េបី b = 0 តាម (ii), I = 0 េហយីតាម (iii)⇒ C = 0
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នាេំអាយ
∫ ∞

0

e−axsinbx
x

dx = tan−1
(
b
a

)
េពល a → 0 េយងីបាន∫ ∞

0

sinbx
x

dx = π

2
ឬ −π

2
អា្រស័យ b > 0 ឬ b < 0 ។

•ករណីពិេសស ចំេពាះ b = 1 េនាះ
∫ ∞

0

sinx
x

dx = π

2
។

សំគាល់ :េគអាច្រសាយ
∫ ∞

0

sinx
x

dx = π

2
េដាយេ្របីបំែលងឡាបា្ល ស ឬ អនុគមន៍អេថរ

កុំផ្លិច ។

លំហាត់ទី ៥៩៥
គណនាអាងំេត្រកាល I =

∫ π
2

0
ln(sinx)dx ។

ដំេណាះ្រសាយ
I =

∫ π
2

0
ln(sinx)dx =

∫ π
2

0
ln

[
sin

(π
2
− x

)]
dx =

∫ π
2

0
ln(cosx)dx

នាេំអាយ 2I =
∫ π

2

0
[ln(sinx)+ ln(cosx)]dx =

∫ π
2

0
ln

(
sin2x

2

)
dx

2I =
∫ π

2

0
(sin2x)dx−

∫ π
2

0
ln2dx

♦ ចំេពាះ
∫ π

2

0
ln(sin2x)dx

តាង t = 2x េនាះ dt = 2dx

េនាះ
∫ π

2

0
ln(sin2x)dx =

∫ π

0
ln(sint)dt = 1

2
·2I = I

នាេំអាយ 2I = I − π

2
ln2

ដូចេនះ I =−π

2
ln2
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លំហាត់ទី ៥៩៦
គណនាអាងំេត្រកាល I =

∫
dx

cosx
។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីមាន I =

∫
dx

cosx
=

∫
cosx
cos2x

dx

I =
∫

cosx
1− sin2x

dx

តាង t = sinx េនាះ dt = cosxdx
⇒ I =

∫
1

1− t2 dt = 1
2

∫ (
1

1+ t
− 1

1− t

)
dt

I = 1
2

[ln |1+ t|+ ln |1− t|]= 1
2

ln
∣∣∣∣1+ t
1− t

∣∣∣∣dt

I = 1
2

ln
∣∣∣∣1+ sinx
1− sinx

∣∣∣∣= 1
2

ln
∣∣∣∣(1+ sinx)2

cos2x

∣∣∣∣= ln
∣∣∣∣1+ sinx

cosx

∣∣∣∣
ដូចេនះ I = ln |secx+ tanx|+ c

លំហាត់ទី ៥៩៥
i ជាចំនួនកំុផ្លិចែដល i =

p
−1 ។ បងា្ហ ញថា i i ជាចំនួនពិត ។

ដំេណាះ្រសាយ
តាមរូបមន្តអឺែលរ eiπ = cosπ+ isinπ
eiπ =−1+0i
eiπ =−1
េយងីមាន −1= eiπ

េលីកស្វ័យគុណ 1
2
េលីអង្គទាងំពីរ េគបាន

(−1)
1
2 = e(iπ)

1
2 (1)

ែត (−1)
1
2 =

p
−1

(1)⇒ i = e
π
2 i

i i =
(
e

π
2 i

)
= e

π
2 i2

i i = e
−
π

2 ជាចំនួនពិត
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លំហាត់ទី ៥៩៦
េគេអាយ j និង n ជាចំនួនគត់វជិ្ជមាន និងយក S j = 1 j + 2 j + 3 j + ·· · + n j ។

បងា្ហ ញថា
(
k+1

1

)
S1+

(
k+2

2

)
S2+·· ·+

(
k+1

k

)
Sk = (n+1)k+1− (n+1)

។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីមាន (p+1)k+1 =

(
k+1

0

)
pk+1+

(
k+1

1

)
pk +

(
k+1

2

)
pk−1+·· ·+(

k+1
k

)
p+

(
k+1
k+1

)
1

(p+1)k+1 = pk+1+
(
k+1

1

)
pk +

(
k+1

2

)
pk−1+·· ·+

(
k+1

k

)
p+1

េយងីបាន
n∑

p=1
(p+1)k+1 =

n∑
p=1

[(
k+1

0

)
pk +1+

(
k+1

1

)
n∑

p=1
pk +

(
k+1

2

)
n∑

p=1
pk−1

+·· ·+
(
k+1

k

)
n∑

p=1
p+

(
k+1
k+1

)
1

]
n∑

p=1
(p+1)k+1 =

n∑
p=1

pk+1+
(
k+1

1

)
n∑

p=1
pk +

(
k+1

2

)
n∑

p=1
pk−1+·· ·+(

k+1
k

)
n∑

p=1
p+

n∑
p=1

1

n∑
p=1

(p+1)k+1 =
n∑

p=1
pk+1+

(
k+1

1

)
n∑

p=1
pk +

(
k+1

2

)
n∑

p=1
pk−1+·· ·

+
(
k+1

k

)
n∑

p=1
p+n

េដាយ
n∑

p=1
pk = 1k +2k +·· ·+nk = Sk

ដូចគា្ន ែដរ
n∑

p=1
pk−1 = Sk−1, ...,

n∑
p=1

p = 1+2+3+·· ·+n = S1
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េហយីេដាយ
(
k+1

m

)
=

(
k+1

k+1−m

)

⇒
n∑

p=1
(p+1)k+1 = pk+1+

(
k+1

1

)
S1+

(
k+1

2

)
S2+·· ·+

(
k+1

k

)
Sk +n (1)

ែត
n∑

p=1
(p+1)k+1 = 2k +3k +4k +·· ·+nk + (n+1)k+1

n∑
p=1

(p+1)k+1 = 1k+1+2k+1+3k+1+·· ·+nk+1︸ ︷︷ ︸∑n
p=1 pk+1

−1+ (n+1)k+1

=
n∑

p=1
pk+1−1+ (n+1)k+1 (2)

តាម (1) &(2)(
k+1

1

)
S1+

(
k+2

2

)
S2+·· ·+

(
k+1

k

)
Sk = (n+1)k+1− (n+1) ពិត

កំណត់សំគាល់: តាមរយៈលំហាត់ទី ៥៩៦ និងរូបមន្តផលបូកS1 = n(n+1)
2

េយងីទាញបាន

S2 = 1
6

n(n+1)(2n+1)

S3 = 1
4

n2(n+1)2 = S2
1

S4 = 1
30

n(n+1)(2n+1)
(
3n2+3n−1

)
S5 = 1

12
n2(n+1)2 (

2n2+2n−1
)

S6 = 1
42

n(n+1)(2n+1)
(
3n4+6n3−3n+1

)
S7 = 1

24
n2(n+1)2 (

3n4+6n3−3n+1
)

S8 = 1
90

n(n+1)(2n+1)
(
5n6+15n5+5n4−15n3−n2+9n−3

)
S9 = 1

20
n2(n+1)2 (

2n6+6n5+n4−8n3+n2+6n−3
)

S10 = 1
66

n(n+1)(2n+1)
(
3n8+12n7+8n6−18n5−10n4+24n3

+2n2−15n+5
)
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លំហាត់ទី ៥៩៧
េ្របីអនុមាណរមួគណិតវទិយ បងា្ហ ញថា 133|(11)n+2+122n+1 ។

ដំេណាះ្រសាយ
តាង P(n) : 133|11n+2+122n+1

យក f (n)= 11n+2+122n+1

ចំេពាះ n = 1, f (1)= 113+123 = 23×133
∴ P(n) ពិតចំេពាះ n = 1
េយងីឧបមាថា ចំេពាះ n = k, f (k)= 11k+2+122k+1 ែចកដាច់នឹង 133
ចំេពាះ n = k+1 េយងីបាន

f (k+1)= 11k+1+2+122(k+1)+1 = 11k+3+122k+3

f (k+1)− f (k)= 11k+3+122k+3−11k+2−122k+1

= 11k+2(11−1)+122k+1(144−1)
= 11k+2 ·10+122k+1 ·143
= 10

(
11k+2+122k+1)+133 ·122k+1

េដាយ 133| f (k) េនាះ 133| f (k+1) ពិត

លំហាត់ទី ៥៩៨
េគេអាយ 0≤ x, y, z ≤ 1 ។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា

(2x+2y+2z) (2−x+2−y+2−z)≤ 81
8
។

ដំេណាះ្រសាយ
តាង a = 2x,b = 2y, c = 2z ⇒ 1≤ a,b, c ≤ 2 េ្រពាះ 0≤ x, y, z ≤ 1
⇒ (a−1)(a−2)≤ 0
⇒ a2−3a+2≤ 0 ⇒ a+ 2

a
≤ 3

្រសាយដូចគា្ន ែដរ b+ 2
b
≤ 3, c+ 2

c
≤ 3

េយងីបាន (a+b+ c)+2
(
1
a
+ 1

b
+ 1

c

)
≤ 9

⇒ 9≥ 2

√
(a+b+ c)×2

(
1
a
+ 1

b
+ 1

c

)
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⇒ a+b+ c
(
1
a
+ 1

b
+ 1

c

)
≤ 81

8

⇒ (2x+2y+2z) (2−x+2−y+2−z)≤ 81
8
ពិត

លំហាត់ទី ៥៩៩
េបី a0

n+1
+ a1

n
+ a2

n−1
+·· ·+ an−1

2
+an = 0 ្រសាយបញ្ជ ក់ថា សមីការ

a0xn +a1xn−1 +a2xn−2 + ...+an−1x+a0 = 0 មានឫសយ៉ាងតិចមួយចេនា្ល ះ
(0,1) ។

ដំេណាះ្រសាយ
តាង f (x)= a0xn+1

n+1
+ a1xn

n
+ ...+ an−1x2

2
+anx ∀x ∈R

េដាយ f ជាពហុធាដឺេ្រកទី (n+1) េនាះ f ជាប់និងមានេដរេីវេលី R
∴ f ជាប់េលី [0,1] និងមានេដរេីវេលី (0,1)
មយង៉េទៀត f (0)= 0 និង f (1)= a0

n+1
+a1

n
+...+an−1

2
+an = 0⇒ f (0)= f (1)

∴ f េផ្ទ�ងផា្ទ ត់្រគប់លក្ខខណ្ឌ ៃន្រទឹស្តីបទរ ៉ូល
∴ េនាះមានចំនួន c ∈ (0,1) ែដល f ′(c)= 0
ែត f ′(x)= a0xn+a1xn−1+ ...+an−1x+an

∴ f ′(c)= 0⇒ a0cn+a1cn−1+ ...+an−1c+an = 0
∴ f ′(x)= 0 មានឫសមួយេនចេនា្ល ះ (0,1)

លំហាត់ទី ៦០០
េបី f (x) = 0 ជាសមីការពហុធាែដលមាន n ឫសចំនួនពិត ្រសាយបញ្ជ ក់ថា សមីការ
f ′(x)= 0 មានយ៉ាងេហាច (n−1) ឫសចំនួនពិត ។

ដំេណាះ្រសាយ
តាង a1,a2,a3, ...,ar ជាឫស r ខុសៗគា្ន ៃនសមីការ f (x)= 0
េយងីថា a1,a2,a3, ...,ar េកីតមាន n1,n2,n3, ...,nr ដងេរៀងគា្ន ែដល n1 + n2 +
n3+ ...+nr = n
a i ជាឫសែដលេកីតេឡងី ni ដងៃនសមីការ f (x)= 0 េនាះ (x−a i)ni | f (x)
⇒ (x−a i)ni−1 | f ′(x)
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⇒ a i ជាឫសែដលេកីតេឡងី (ni −1) ដងៃនសមីការ f ′(x)= 0
េបី ni = 1 េនាះ a i មិនែមនជាឫសៃនសមីការ f ′(x)= 0
∴ f ′(x)=មាន (n− r) ឫសេនក្នុងសំណំុ {a1,a2, ...,ar}

f (x) ជាពហុធា និង f (x) េផ្ទ�ងផា្ទ ត់លក្ខខណ្ឌ ៃន្រទឹស្តីបទរ ៉ូលចំេពាះចេនា្ល ះ [a i,a i+1]
(េ្រពាះ i = 1,2,3, .., r និង f (a i)= f (a i+1)= 0 )
∴ េកីតមានឫសចំនួនពិតយ៉ាងេហាចមួយ
c i ∈ (a i,a i+1) ; i = 1,2, .., r−1 ចំេពាះ f ′(x) = 0 i.e., f ′(x) = 0 មានយ៉ាងេហាច
(r−1) ឫសចំនួនពិត
ដូចេនះ f ′(x)= 0 មានយ៉ាងេហាច (n− r)+ (r−1)= n−1 ឫសចំនួនពិត

លំហាត់ទី ៦០១
p ជាចំនួនគត់ធម្មជាតិ ។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា pn+1+ (p+1)2n−1 ែចកដាច់នឹង p2+
p+1 ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ធម្មជាតិ n ។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីតាង f (n)= pn+1+ (p+1)2n−1

ចំេពាះ n = 1, f (1)= p2+ p+1 ែចកដាច់នឹង p2+ p+1
ចំេពាះ n = k េយងីឧបមាថា f (k) ែចកដាច់នឹង p2+ p+1 គឺ p2+ p+1| f (k)
សិក�ចំេពាះ n = k+1
f (k+1)= pk+2+2p2(k+1)−1 = pk+2+ (p+1)2k+1

= pk+1p+ (p+1)2k−1(p+1)2

= pk+1p+ (p+1)2k−1 (
p2+ p+ p+1

)
= pf (k)+ (

p2+ p+1
)
(p+1)2k−1

េដាយ p2+ p+1| f (k) េនាះ p2+ p+1| f (k+1) ពិត
ដូចេនះ pn+1+ (p+1)2n−1 ែចកដាច់នឹង p2+ p+1 ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ធម្មជាតិ n

លំហាត់ទី ៦០២
េបី p ជាចំនួនបឋម ្រសាយតាមអនុមាណរមួគណិតវទិយថា p| (np −n) ចំេពាះ្រគប់
n ∈N ។

ដំេណាះ្រសាយ
តាង f (n)= np −n

ឯកសារចង្រកង
202



េរៀបេរៀងេដាយ នូ ច័ន្ទណារÂទ្ធិ លំហាត់គណិតវÂទǓǻថាñǓក់ទី ១២ ភាគ ២

ចំេពាះ n = 1, f (1)= 1p −1= 0 ែចកដាច់នឹង p
ចំេពាះ n = 2 េយងីបាន
f (2)= 2p −2= (1+1)p −2

= pC0+ pC1+ pC2+ ...+ pCp−1+ pCp −2
= 1+ pC1+ pC2+ ...+ pCp−1+1−2
= pC1+ pC2+ ...+ pCp−1

ចំេពាះ 1≤ r ≤ (p−1) េយងីបាន pCr = p(p−1)...(p− r+1)
1.2.3...r⇒ (1.2.3...r) (pCr)= p(p−1)...(p− r+1)

េដាយ p|p(p−1)(p−2)...(p− r+1) េនាះ p|(1.2.3...r) (pCr)
ែត p ជាចំនួនបឋម 2≤ k ≤ r(< p)
∴ p|pCr ចំេពាះ 1≤ r ≤ p−1
នាេំអាយ p| (2p − p)
ឧបមាថា ចំេពាះ n = m, p| f (m) ពិត
ចំេពាះ n = m+1 េយងីបាន
f (m+1)= (m+1)p − (m+1)

= (mp −m)+ pC1mp−1+ pC2mp−2+·· ·+ pCp−1m
= f (m)+ pC1mp−1+ pC2mp−2+·· ·+ pCp−1m

េដាយ p|pCr ចំេពាះ 1≤ r ≤ p−1 និង p| f (m)
នាេំអាយ p| f (m+1) ពិត
ដូចេនះ តាមអនុមាណរមួគណិតវទិយ p| f (n) ចំេពាះ្រគប់ n ∈N

លំហាត់ទី ៦០៣
េដាះ្រសាយសមីការ 8

p
sinx+27

p
cosx = 97

3
4 , x ∈

(
0;

π

2

)
។

ដំេណាះ្រសាយ

លក្ខខណ្ឌ :

sinx > 0

cosx > 0
; x ∈

(
0;

π

2

)
តាង t = 8

p
sinx+27

p
cosx ចំេពាះ x ∈

(
0;

π

2

)
េយងីបាន t2 = 64sinx+729cosx+432

p
sinxcosx

t2 = (388sinx+873cosx)−
(
18

p
sinx−12

p
cosx

)2
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េនាះ t2 ≤ 388sinx+873cosx

≤
√

3882+8732 ·
√

sin2x+ cos2x =
√

973

នាេំអាយ t ≤ 97
3
4

សមភាពេកីតមានកាលណា :18
p

sinx = 12
p

cosx
sinx
388

= cosx
873

⇒


p

sinxp
cosx

= 2
3

sinx
cosx

= 3
4

េគទាញបាន x = arctan
3
4

ដូចេនះ x = arctan
3
4
ចំេពាះ x ∈

(
0;

π

2

)
លំហាត់ទី ៦០៤

េដាះ្រសាយសមីការ sinx+ cosx =
√

2+ sin2018
(
x− π

4

)
(∗) ។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីមាន sinx+ cosx =

p
2sin

(
x+ π

4

)
≤
p

2

និង
√

2+ sin2018
(
x− π

4

)
≥
p

2

សមីការ (∗) ពិតកាលណា :
p

2sin
(
x+ π

4

)
=
p

2√
2+ sin2018

(
x− π

4

)
=
p

2
⇔


sin

(
x+ π

4

)
= 1

sin2018
(
x− π

4

)
= 0

េយងីបាន

x = π

4
+2kπ

sin2018(2kπ)= 0
េផ្ទ�ងផា្ទ ត់

ដូចេនះ x = π

4
+2kπ, k ∈Z

លំហាត់ទី ៦០៥ : េបីឫសៃនពហុធា x2+ax+b+1= 0ជាចំនួនគត់ធម្មជាតិ ្រសាយបញ្ជ ក់
ថា a2+b2 មិនែមនជាចំនួនបឋម ។
ដំេណាះ្រសាយ
តាង m និង n ជាឫសៃនពហុធា x2+ax+b+1= 0
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េនាះ m+n =−a,mn = b+1
េយងីបាន a2+b2 = (m+n)2+ (mn−1)2

= m2+2mn+n2+m2n2−2mn+1
= (

m2+1
)(

n2+1
)

េដាយ a2+b2 ជាផលគុណៃនពីរចំនួនគត់ធំជាង 1 េនាះ a2+b2 មិនែមនជាចំនួនបឋម

លំហាត់ទី ៦០៦
េគេអាយ p និង q ជាចំនួនពិតែដល p 6= 0 េហយី a,b, c ជាឫសៃនពហុធា px3 −
px2+ qx+ q ។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា (a+b+ c)

(
1
a
+ 1

b
+ 1

c

)
=−1 ។

ដំេណាះ្រសាយ
េដាយ px3− px2+ qx+ q = p

(
x3− x2+ q

p
x+ q

p

)
= p(x−a)(x−b)(x− c)

េយងីបាន (a+b+ c)
(
1
a
+ 1

b
+ 1

c

)
= (a+b+ c)

(
ab+bc+ ca

abc

)
=

q
p

−q
p

=−1

លំហាត់ទី ៦០៧
េដរÃេវៃនអនុគមន៍បណាǾǓក់
្រសាយថាេបី ϕ(x)=ψ [ f (x)] េនាះ ϕ′(x)=ψ′ [ f (x)] . f ′(x) ។

ដំេណាះ្រសាយ
តាង f (x)= t េនាះ f (x+h)= t+δt

េយងីបាន ϕ′(x)= lim
h→0

ϕ(x+h)−ϕ(x)
h

= lim
h→0

ψ [ f (x+h)]−ψ [ f (x)]
h

= lim
h→0

ψ(t+δt)−ψ(t)
δt

× δt
h

= lim
h→0

ψ(t+δt)−ψ(t)
δt

× f (x+h)− f (x)
h

េដាយ h → 0, δt → 0
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េយងីបាន ϕ′(x)= lim
δt→0

ψ(t+δt)−ψ(t)
δt

× lim
h→0

f (x+h)− f (x)
h

ϕ′(x)=ψ′(t). f ′(x)
ដូចេនះ ϕ′(x)=ψ′ [ f (x)] . f ′(x)

លំហាត់ទី ៦០៨
្រទឹស្តីបទ  Lebnitz
េបី y = uv ែដល u,v ជាអនុគមន៍ៃន x ្រសាយបញ្ជ ក់ថាេដរេីវទី n កំណត់េដាយ
yn = (uv)n = unv+ nC1n−1v1+ nC2n−2v2+·· ·+ nCnvn ។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីមាន y= uv
េធ្វីេដរេីវេធៀប x ជាបន្តបនា្ទ ប់ េយងីបាន

y1 = u1v+uv1

= 1C0u1v+ 1C1uv1

y2 = u2v+2u1v1+uv2

= 2C0u2v+ 2C1u1v1+ 2C2uv2

្រទឹស្តីបទេនះពិតចំេពាះ n = 1 និង n = 2
ឧបមាថា្រទឹស្តីបទេនះពិតរហូតដល់ n = m គឺ

ym = (uv)m = mC0umv+mC1um−1v1+mC2um−2v2+·· ·+mCmuvm

េធ្វីេដរេីវ ym េធៀប x
d
dx

ym = d
dx

(uv)m = mC0 (um+1v+umv1)+mC1 (umv1+um−1v2)
+mC2 (um−1v2+um−2v3)+·· ·+mCm (u1vm+uvm+1)
= mC0um+1v+(mC0+mC1)umv1+(mC1+mC2)um−1v2+·· ·+mCmuvm+1

ym+1 = (uv)m+1 = m+1C0um+1v+m+1C1umv1+m+1C2um−1v2+·· ·
+m+1Cmuvm+1

[
∵ mCr−1+mCr = m+1Cr

]
េនះបញ្ជ ក់ថា ្រទឹស្តីបទពិតចំេពាះ n = m+1 ែដរ
ដូចេនះ េបី y= uv ែដល u,v ជាអនុគមន៍ៃន x ្រសាយបញ្ជ ក់ថាេដរេីវទី n កំណត់េដាយ
yn = (uv)n = unv+ nC1n−1v1+ nC2n−2v2+·· ·+ nCnvn

ឧទាហរណ៍ : េបី y= x2e2x ្រសាយបញ្ជក់ថា (yn)0 = 2n−2n(n−1) ។
ដំេណាះ្រសាយ
េយងីយក u = e2x និង v = x2
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េយងីបាន u1 = 2e2x,u2 = 22e2x,u3 = 23e2x, ...,un−2 = 2n−2e2x,
un−1 = 2n−1e2x,un = 2ne2x និង v1 = 2x,v2 = 2,v3 = 0
តាមរូបមន្ត Lebnitz
េយងីបាន yn = nCn

0 e2x · x2+ nCn−1
1 e2x ·2x+ nCn−2

2 e2x ·2+
nCn−3

3 e2x ·0
⇒ (yn)0 = nCn−1

2 e0 = n!
(n−2)!2!

×2n−1

⇒ (yn)0 = 2n−1× n(n−1)(n−2)!
(n−2)!2

= 2n−2n(n−1) ពិត

លំហាត់ទី ៦០៩
្រសាយបញ្ជ ក់វសិមភាព :

4n

n+1
< (2n)!

(n!)2 ចំេពាះ n ≥ 2 ។

ដំេណាះ្រសាយ
តាង P(n) :

4n

n+1
< (2n)!

(n!)2

ចំេពាះ n = 2 : P(2) :
42

2+1
< 4!

(2)2 ឬ
16
3

≤ 24
4
ពិត

ឧបមាថា P(m) ពិតចំេពាះ n = m ≥ 2

i.e.,
4m

m+1
< (2m)!

(m!)2 ...(1)

េដាយេ្របី (1) េយងីនិង្រសាយថា P(m+1) ពិត
ចំេពាះ n = m+1 េយងីបាន
L.H.S.= 4m+1

m+2
= 4m

m+1
· 4(m+1)

m+2
< (2m)!

(m!)2 · 4(m+1)
m+2

= (2m)!(2m+1)(2m+2)4(m+1)(m+1)2

(2m+1)(2m+2)(m!)2(m+1)2(m+2)

= (2(m+1))!
((m+1)!)2 · 2(m+1)2

(2m+1)(m+2)
< (2(m+1))!

((m+1)!)2[
∵ 2(m+1)2

(2m+1)(m+2)
= 2m2+4m+2

2m2+5m+2

]
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លំហាត់ទី ៦១០
េដរÃេវៃនអនុគមន៍្រចាស
្រទឹស្តី បទ :េបី f ជាអនុគមន៍ជាប់មួយទល់មួយ កំណត់េនេលីចេនា្ល ះ I និង f
មានេដរេីវ្រតង់ x0 ែដល f (x0) 6= 0 េនាះអនុគមន៍្រចាសៃនអនុគមន៍ f មានេដរេីវ្រតង់
f (x0) ែដលេដរេីវរបស់វា្រតង់ f (x0) េនាះគឺ 1

f ′ (x0)
។

ដំេណាះ្រសាយ
មុន្រសាយបញ្ជ ក់្រទឹស្តីបទ េយងីគួរដឹងថាេបីែដនកំណត់ៃន f គឺ X និងរង់៉របស់វាគឺY េនាះ
អនុគមន៍្រចាស gៃន f ែដលជាទូេទតាងេដាយ f −1ជាអនុគមន៍មានែដនកំណត់Y និងរង់៉
X ែដល f (x)= y⇔ g(y)= x ។ ម្តងេទៀត g េកីតមានកាលណា f មួយទល់មួយ ។
តាង  y= f (x) និង y0 = f (x0)

េដាយ f មានេដរេីវ្រតង់ x0 េនាះ lim
x→x0

f (x)− f (x0)
x− x0

= f ′ (x0)

ឬ f (x)− f (x0)= (x− x0)
[
f ′ (x0)+λ(x)

]
ែដល λ(x)→ 0 េពល x → x0

មយង៉េទៀត g(y)− g (y0)= (x− x0) (តាមនិយមន័យៃន g)
េនាះ g(y)− g (y0)

y− y0
= x− x0

y− y0
= x− x0

f (x)− f (x0)

= 1
f ′ (x0)+λ(x)

េយងីេមីលេឃញីេដាយងាយថា េបី y→ y0 េនាះ x → x0

ជាការពិត f ជាប់្រតង់ x0 នាេំអាយ g = f −1 ជាប់្រតង់ f (x0)= y0 េហយីជាលទ្ធផល
g(y)→ g (y0) េពល y→ y0

េនាះ lim
y→y0

g(y)− g (y0)
y− y0

= lim
y→y0

1
f ′ (x0)+λ(x)

= 1
f ′ (x0)

ដូចេនះ g′ (y0)= 1
f ′ (x0)

ឬ g′{ f (x0)}= 1
f ′ (x0)
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លំហាត់ទី ៦១១
ក) កំណត់ចំនួនពិត x និង y េដាយដឹងថា 3x+3y = 30 និង
log3x− log3 y= 1 ។
ខ) េដាះ្រសាយក្នុងសំណំុចំនួនពិតនូវសមីការ

√
1− x2 = 3 · x−4 · x3 ។

ដំេណាះ្រសាយ
ក) កំណត់ចំនួនពិត x និង y េដាយដឹងថា 3x+3y = 30 និង log3x− log3 y= 1
លក្ខខណ្ឌ : x, y> 0⇔ x, y ∈ (0,∞)
log3x− log3 y= 1⇔ log3

x
y
= 1

3x+3y = 30
x = 3 · y

}
⇒ 33·y+3y = 30 (1)

តាង a = 3y,a > 0
(1)⇒ a3+a−30= 0
⇒ a3−27+a−3= 0
(a−3)

(
a2+3a+10

)= 0
⇒ a = 3
េដាយ 3y = 3 េនាះ y= 1, x = 3
ខ) េដាះ្រសាយក្នុងសំណំុចំនួនពិតនូវសមីការ

√
1− x2 = 3 · x−4 · x3

សមីការមានន័យលុះ្រតាែត

1− x2 ≥ 0

3x−4x3 ≥ 0
⇒


x ∈ [−1,1]

x ∈
(
−∞,−

p
3

2

]
∪

[
0,

p
3

2

]

⇒ x ∈
[
−1,−

p
3

2

]
∪

[
0,

p
3

2

]
េលីកអង្គសងខាងជាកាេរ : 1− x2 = 9 · x2−24 · x4+16 · x6

16 · x6−8 · x4−16 · x4+8 · x2+2 · x2−1= 0
⇔ 8 · x4 (

2x2−1
)−8 · x2 (

2x2−1
)+ (

2x2−1
)= 0

⇔ (
2 · x2−1

)(
8 · x4−8 · x2+1

)= 0

� ចំេពាះ 2 · x2−1= 0⇒ x =±
p

2
2
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េដាយ x =
p

2
2

∈
[
−1,−

p
3

2

]
∪

[
0,

p
3

2

]
⇒ x =

p
2

2
ជាចេម្លីយ

x =−
p

2
2

∉
[
−1,−

p
3

2

]
∪

[
0,

p
3

2

]
⇒ x =

p
2

2
មិនែមនជាចេម្លីយ

� ចំេពាះ 8 · x4−8 · x2+1= 0
តាង a = x2,a ∈ (0,1]

េគបាន 8 ·a2−8 ·a+1= 0⇒ a = 2±p
2

4

េបី a = 2+p
2

4
េនាះ x2 = 2+p

2
4

⇒ x1,2 =±
√

2+p
2

2

x1 =
√

2+p
2

2
>
p

3
2
មិនែមនជាចេម្លីយ

x2 =−
√

2+p
2

2
<−

p
3

2
ជាចេម្លីយ

េបី a = 2−p
2

2
េនាះ x2 = 2

p
2

4
⇒ x3,4 =±

√
2−p

2
2

x3 =
√

2−p
2

2
<
p

3
2
ជាចេម្លីយ

x4 =−
√

2−p
2

2
<−

p
3

2
ជាចេម្លីយ

ដូចេនះ សំណំុចេម្លីយគឺ
{p

2
2

;

√
2−p

2
2

;−
√

2+p
2

2

}

លំហាត់ទី ៦១២
្រសាយបញ្ជ ក់ថា ចំេពាះ្រគប់ a1,a2,b1,b2 ∈ (1,∞) វសិមភាពខាងេ្រកាមពិត :

1√
1+ loga1

√
b1

+ 1√
1+ loga2

√
b2

+ 1√
1+ logb1a

2
1

+

1√
1+ logb2a

2
2

≤ 2 ·
p

2 ។
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ដំេណាះ្រសាយ
ចំេពាះ a1,b i ∈ (1,∞), (∀)i ∈ {1,2}⇒ loga1b1 > 0; loga2b2 > 0

loga1

√
b1 = 1

2
loga1b1

logb1a
2
1 = 2 · logb1a1

េយងីបាន
1√

1+ loga1

√
b1

+ 1√
1+ logb1a

2
1

= 1√
1+ 1

2
· loga1b1

+ 1√
1+2 · logb1a1

=
p

2√
2+ loga1b1

+ 1√
1+ 2

loga1b1

=
p

2+√
loga1b1√

2+ loga1b1
≤ 2p

2
=
p

2 (1)

(េ្រពាះ x+ y
2

≤
√

x2+ y2

2
,(∀)x, y ∈ (0,∞)⇔ x+ y√

x2+ y2
≤
p

2
2
)

្រសាយដូចគា្ន 1√
1+ loga2

√
b2

+ 1√
1+ logb2a

2
2

≤
p

2 (2)

បូក (1) និង (2)
1√

1+ loga1

√
b1

+ 1√
1+ loga2

√
b2

+ 1√
1+ logb1a

2
1

+ 1√
1+ logb2a

2
2

≤

2 ·
p

2 ពិត

លំហាត់ទី ៦១៣
េដាះ្រសាយវសិមីការ
logp

5

(
3x2−x−1+2

)
+ log5

(
3x2−x−1+2

)
+ log25

(
3x2−x−1+2

)
+log625

(
3x2−x−1+2

)
+...+log52k

(
3x2−x−1+2

)
+...≤ 4 ។

ដំេណាះ្រសាយ
តាង 3x2−x−1+2= y
វសិមីការេទជា

logp
5 y+ log5 y+ log25 y+ log625 y+ ...+ log52k y+ ...≤ 4

2log5 y+ log5 y+ 1
2

log5 y+ 1
4

log5 y+ ...+ 1
2k log5 y+ ...≤ 4
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2+1+ 1

2
+ 1

4
+ ...+ 1

2k + ...
)

log5 y≤ 4 (∗)

ផលបូកស្វុ ីតធរណីមា្រតមិនកំណត់ មានតួទី ១ 2 និងផលេធៀបរមួ 1
2
គឺ 2+1+ 1

2
+ 1

4
+

...+ 1
2k + ...= 2

1− 1
2

= 4

(∗)⇒ 4log5 y≤ 4 ឬ log5

(
3x2−x−1+2

)
≤ 1

េនាះ 0< 3x2−x−1+2≤ 5
3x2−x−1 ≤ 3
x2− x−1≤ 1
(x−2)(x+1)≤ 0
ដូចេនះ x ∈ [−1,2]

ចងចំា!

■ logαmβn = n
m

logαβ

■ ផលបូក n តួៃនស្វ៊តធរណីមា្រតកំណត់ : Sn = u1 (rn−1)
r−1

= u1 (1− rn)
1− r

■ ផលបូកៃនស្វ៊តធរណីមា្រតមិនកំណត់ : S∞ = u1

1− r
, |r| < 1 ។

លំហាត់ទី ៦១៤
ក) ្រសាយបញ្ជ ក់ថា ln(1+ x)≥ x− x2

2
, (∀)x ∈ [0,∞) ។

ខ) េគេអាយ f : R → [0,∞) ជាអនុគមន៍ជាប់ ។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា
lim
n→∞

n∑
k=1

ln
(
1+ 1

n
· f

(
k
n

))
=

∫ 1

0
f (x)dx ។

ដំេណាះ្រសាយ
ក) ្រសាយបញ្ជ ក់ថា ln(1+ x)≥ x− x2

2
, (∀)x ∈ [0,∞)

តាងអនុគមន៍ g : [0,∞)→R, g(x)= ln(x+1)− x+ x2

2
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េដរេីវ g′(x)= 1
x+1

−1+ x = x2

x+1
េដាយ x ∈ [0,∞)⇒ g′(x)≥ 0 េនាះ g ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាត
េគបាន g(x)≥ g(0)= 0,(∀)x ∈ [0,∞)

េនាះ ln(x+1)− x+ x2

2
≥ 0

ដូចេនះ ln(x+1)≥ x− x2

2
,(∀)x ∈ [0,∞) ពិត

ខ) ្រសាយបញ្ជ ក់ថា lim
n→∞

n∑
k=1

ln
(
1+ 1

n
· f

(
k
n

))
=

∫ 1

0
f (x)dx

តាមសំណួរ ក)⇒ ln
(
1+ 1

n
· f

(
k
n

))
≥ 1

n
· f

(
k
n

)
−

f 2
(

k
n

)
2

,(∀)k ∈ {1,2,3, ...,n}

⇒
n∑

k=1
ln

(
1+ 1

n
· f

(
k
n

))
≥

n∑
k=1

1
n
· f

(
k
n

)
− 1

2n

n∑
k=1

1
n

f 2
(

k
n

)
= an− 1

2n
bn

ែដល an =
n∑

k=1

1
n
· f

(
k
n

)
, bn =

n∑
k=1

1
n

f 2
(

k
n

)
េដាយ f ជាអនុគមន៍ជាប⇒់ f , f 2 មានអាងំេត្រកាលេនចេនា្ល ះ [0,1]

⇒ an →
∫ 1

0
f (x)dx និង bn →

∫ 1

0
f 2(x)dx េហយី an− 1

2n
bn →

∫ 1

0
f (x)dx

េនាះ
n∑

k=1
ln

(
1+ 1

n
· f

(
k
n

))
≥

∫ 1

0
f (x)dx (1)

មយង៉េទៀត ln(x+1)≤ x, (∀)x ∈ [0,∞)⇒ ln
(
1+ 1

n
· f

(
k
n

))
≤ 1

n
· f

(
k
n

)
េនាះ

n∑
k=1

ln
(
1+ 1

n
· f

(
k
n

))
≤

n∑
k=1

1
n
· f

(
k
n

)
= an →

∫ 1

0
f (x)dx (2)

តាម (1) និង (2) : lim
n→∞

n∑
k=1

ln
(
1+ 1

n
· f

(
k
n

))
=

∫ 1

0
f (x)dx ពិត

លំហាត់ទី ៦១៥
គណនា lim

x→2

p
4x+1− 3px+6− 4px−1

3x+4x−5x ។

ដំេណាះ្រសាយ
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យក K = lim
x→2

p
4x+1− 3px+6− 4px−1

3x+4x−5x

តាង y= x−2→ 0⇒ x = y+2

K = lim
y→0

√
4y+9− 3

√
y+8− 4

√
y+1

9 ·3y+16 ·4y−25 ·5y

= lim
y→0

3 ·
√

4
9
· y+1−2 · 3

√
y
8
+1− 4

√
y+1

y
· 1

9 ·3y

y
+ 16 ·4y

y
− 25 ·5y

y

= lim
y→0


3

(√
4
9
· y+1−1

)
y

−2 ·
3

√
y
8
+1−1

y
−

4
√

y−1
y

 ·

lim
y→0

1

9 · 3y−1
y

+16 · 4y

− 1y−25 · 5y−1
y

=

3 · lim
y→0

(√
4
9
· y−1

)
4
9
· y

· 4
9
−2 · lim

y→0

3

√
y
8
+1−1

1
8
· y

− lim
y→0

4
√

y−1
y

 ·
1

9 · ln3+16 · ln4−25 · ln5

=
(
3 · 1

2
· 4
9
−2 · 1

3
· 1
8
− 1

4

)
· 1
9 · ln3+32 · ln2−25 · ln5

ដូចេនះ K = 1
3(9 · ln3+32 · ln2−25 · ln5)

លំហាត់ទី ៦១៦ ៖
ក) ចំេពាះ a > 0 ្រសាយបញ្ជ ក់ថា lim

n→∞
1+2a+3a+ ...+na

na+1 = 1
a+1

។

ខ) គណនា lim
n→∞

1+ 4p2+ 4p3+ ...+ 4
p

n

n · 4pn3
(

4
√

(n+1)2+1− 4pn2+1
) ។

ដំេណាះ្រសាយ
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ក) ចំេពាះ a > 0 ្រសាយបញ្ជ ក់ថា lim
n→∞

1+2a+3a+ ...+na

na+1 = 1
a+1

តាងស្វុ ីតចំនួនពិត an = 1+2a+3a+ ...+na និង bn = na+1, a > 0
តាម្រទឹស្តីបទ Stolz-Cesaro:
lim
n→∞

an+1−an

bn+1−bn
= lim

n→∞
(n+1)a

(n+1)a+1−na+1 = lim
n→∞

(
n+1

n

)a

· 1(
n+1

n

)a+1

−1

= lim
n→∞

(
n+1

n

)a

· 1(
1+ 1

n

)a+1

−1

1
n

= 1
a+1

េ្រពាះ lim
x→0

(1+ x)r −1
x

= r, r > 0

ខ) គណនា lim
n→∞

1+ 4p2+ 4p3+ ...+ 4
p

n

n · 4pn3
(

4
√

(n+1)2+1− 4pn2+1
)

តាមសំណួរ ក) េយងីបាន lim
n→∞

1+ 4p2+ 4p3+ ...+ 4
p

n

n1+1
4

= 4
5

;

េយងីគណនា lim
n→∞

1p
n
· 1(

4
√

(n+1)2+1− 4pn2+1
)

= lim
n→∞

1p
n
·
(

4
√

(n+1)2+1
)3+

(
4
√

(n+1)2+1
)2 ·

(p
n4+1

)
(n+1)2−n2

+
(

4
√

(n+1)2+1
)
·
(

4pn2+1
)2+

(
4pn2+1

)3

(n+1)2−n2 = 4
2
= 2

សរុបមក lim
n→∞

1+ 4p2+ 4p3+ ...+ 4
p

n

n · 4pn3
(

4
√

(n+1)2+1− 4pn2+1
) = 4

5
·2= 8

5

ដូចេនះ lim
n→∞

1+ 4p2+ 4p3+ ...+ 4
p

n

n · 4pn3
(

4
√

(n+1)2+1− 4pn2+1
) = 8

5

លំហាត់ទី ៦១៧
រក្រគប់ b ∈N េដីម្បេីអាយ 3

√
2+

p
b+ 3

√
2−

p
b ជាចំនួនគត់ ។
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ដំេណាះ្រសាយ
តាង α= 3

√
2+

p
b, β= 3

√
2−

p
b និង n =α+β

េយងីបាន n3 = (α+β)3 =α3+β3+3(α+β)αβ= 4+3n 3p4−b

នាេំអាយ 4−b = 1
27

(
n2− 4

n

)3

= 1
27

(
n6−12n3+48−

(
4
n

)3
)

េបី b និង n សុទ្ធែតជាចំនួនគត់ េនាះ 4
n
្រត�វែតជាចំនួនគត់ េហយី n អាច

យកតំៃល n =±1,±2, ±4

- េបី n =−1,2 ឬ 4 េនាះ n2− 4
n
មិនែចកដាច់នឹង 3 េហយី b ជា្របភាគ ។

- េបី n = 1 េនាះ b = 5
- េបី n =−2 េនាះ b =−4
- េបី n = 4 េនាះ b =−121
ែត b > 0 េនាះចេម្លីយែតមួយគត់គឺ b = 5
ដូចេនះ b = 5

លំហាត់ទី ៦១៨
គណនា

∫ π

−π

sin(2020x)
(1+2x) sinx

dx ។

ដំេណាះ្រសាយ∫ π

−π

sin(2020x)
(1+2x) sinx

dx =
∫ π

0

sin(2020x)
(1+2x) sinx

dx+
∫ π

0

sin(−2020x)
(1+2−x) sin(−x)

dx

=
∫ π

0

sin(2020x)
(1+2x) sinx

dx+
∫ π

0

2xsin(2020x)
(1+2x) sinx

dx

=
∫ π

0

sin(2020x)
sinx

dx

=
∫ π

2

0

sin(2020x)
sinx

dx+
∫ π

2

0

sin2020(π− x)
sin(π− x)

=
∫ π

2

0

sin(2020x)
sinx

dx−
∫ π

2

0

sin(2020x)
sinx

dx = 0

ដូចេនះ
∫ π

−π

sin(2020x)
(1+2x) sinx

dx = 0
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លំហាត់ទី ៦១៩
េគេអាយស្វុ ីតចំនួនពិតវជិ្ជមាន a0,a1,a2,a3, ...,an កំណត់េដាយ a0 = 1 និង

an+1 =


1
2

an េបី an គូ

1
2

(an+2017) េបី an េសស
។

ក) ្រសាយបញ្ជ ក់ថា ស្វុ ីត {an} ជាស្វុ ីតខួប ។
ខ) ចូររក a2017 ។

ដំេណាះ្រសាយ
ក) ្រសាយបញ្ជ ក់ថា ស្វុ ីត {an} ជាស្វុ ីតខួប
េយងីនិង្រសាយតាមអនុមាណរមួគណិតវទិយថា ្រគប់តួ an គឺជាចំនួនគត់វជិ្ជមានេផ្ទ�ងផា្ទ ត់
an < 2017
- ចំេពាះ n = 0 : a0 = 1< 2017 ពិត
ឧបមាថា an < 2017 ពិត

េយងីបាន an+1 =


1
2

an < 1
2
·2017< 2017 េបី an គូ

1
2

(an+2017)< 1
2

(2017+2017)< 2017 េបី an េសស
ក្នុងករណីទាងំពីរ an+1 ជាចំនួនគត់វជិ្ជមានេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ an < 2017

េនាះ ្រគប់តួ an គឺជាចំនួនគត់វជិ្ជមានេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ an < 2017
េដាយសារែតតួ an នីមួយៗស្ថិតេនក្នុងចេនា្ល ះ {1,2, ...,2017} េនាះតួទី ២០១៨ និងមាន
តៃម្លដូចតួណាមួយ ។
និងេកីតមានសន្ទស្ស r និង s ែដល ar = as

ែតតាមទំនាក់ទំនងកំេណីនេគបាន ar+1 = as+1,ar+2 = as+2 េហយីទូេទជាងេនះេទៀតគឺ
ar+i = as+i ចំេពាះ្រគប់ i ≥ 0
ដូចេនះ {an} ជាស្វុ ីតខួប ែដលមានខួប s− r
ខ) ចូររក a2017

តាមទំនាក់ទំនងកំេណីន េយងីបាន an =
2an+1 េបី an គូ

2an+1−2017 េបី an េសស
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នាេំអាយ a0 = 2a1 = 22a2 = ·· · = 22016a2016 mod 2017
េដាយ 2017 ជាចំនួនបឋម េនាះតាម្រទឹស្តីបទ Fermat:

22016 ≡ 1 mod 2017
េនាះ a2016 ≡ a0 = 1 mod 2017
ែត an សុទ្ធែតជាចំនួនគត់វជិ្ជមានតូចជាង 2017
នាេំអាយ a2016 = 1

េយងីបាន a2017 = 1
2

(1+2017)= 1009
ដូចេនះ a2017 = 1009

លំហាត់ទី ៦២០
េគេអាយ {an} ជាស្វុ ីតកំណត់េដាយ a0 = 0,a1 = 1,a2 = 2 និង

an = an−1+an−2−an−3+1
ចំេពាះ n ≥ 3 ។ រក a2023 ។

ដំេណាះ្រសាយ
ចំេពាះទំនាក់ទំនងកំេណីន an = an−1+an−2−an−3+1
េយងីអាចសរេសរ an −an−2 = an−1−an−3+1 = an−2−an−4+2 = ·· · = a2−
a0+ (n−2)= n

េនាះ a2n+1 = a1+
n∑

k=1
(a2k+1−a2k−1)

= 1+
n∑

k=1
(2k+1)= 1+2 · n(n+1)

2
+n = (n+1)2

ដូចេនះ a2023 = a2·1011+1 = (1011+1)2 = 10122

គតិ! សិស្សអាចប៉ាន់សា្ម នចេម្លីយ េដីម្បរីករូបមន្តមកគណនា េដាយរកប៉ុនា្ម នតួដំបូងៃនស្វុ ីត
:
តួៃនស្វុ ីតមានដូចជា : 0,1,2,4,6,9,12,16,20,25, ,30,36,42,49, ...
េយាងេលីការគណនាេនះ តួែដលមានសន្ទស្សេសសគឺ 1,4,9,16,25,36,49, ...
េយងីអាចទាញសន្និដា្ឋ នថា រូបមន្តគឺ a2n+1 = (n+1)2 ។

លំហាត់ទី ៦២១
្រសាយបញ្ជ ក់ថា

p
3 ជាចំនួនអសនិទាន
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ដំេណាះ្រសាយ
ឧបមាថា

p
3 ជាចំនួនសនិទាន

េនាះ
p

3= a
b
ែដល (a,b)= 1

េដាយ
p

3= a
b
េនាះ

p
3b = a

េលីកអង្គសងខាងជាកាេរ 3b2 = a2

B ករណី b ជាចំនួនគត់គូ
េនាះ a ជាចំនួនគត់គូែដរ
នាឱំ្យេគមិនអាចទទួលបាន (a,b)= 1
នាឱំ្យការឧបមាមិនពិត ក្នុងករណីេនះ
B ករណី b ជាចំនួនគត់េសស
េនាះ 3b2 ជាចនួនគត់េសស េហយី a2 ្រត�វែតជាចំនួនគត់េសស
យក a = 2m+1,b = 2n+1 េនាះេយងីអាចសរេសរ a2 = 3b2 េឡងីវញិេទជា

(2m+1)2 = 3(2n+1)2

4m2+4m+1= 12n2+12n+3
2m2+2m = 6n2+6n+1

េដាយអង្គទី១ ជាចំនួនគត់គូ និង អង្គទី២ ជាចំនួនគត់េសស េនាះសមភាពខាងេលីមិនពិត
នាឱំ្យការឧបមាមិនពិត ក្នុងករណីេនះ
សរុបមកទាងំពីរករណីខាងេលីគឺមិនពិត
ដូចេនះ

p
3 ជាចំនួនអសនិទាន

លំហាត់ទី ៦២២
េនេដីមឆា្ន ំ២០១១ េនះ ចំនួនេភ្ញ�វេទសចរែដលបានមកទស្សនា្របាសាទអង្គរវត្តេស្មីនឹង
pq

(
p2− q2) ែដល p និង q ជាចំនួនគត់ធម្មជាតិ េហយី p > q ។

េគ្រសង់េឈា្ម ះេទសចរទាងំេនាះ
ដាក់ក្នុងបញ្ជ ីមួយែដលមានចុះេលខេរៀង្រតឹម្រត�វ ។
បងា្ហ ញថា េលខេរៀងរបស់េទសចរចុងេ្រកាយេគបង្អស់ជាពហុគុណៃន 3 ។

ដំេណាះ្រសាយ
បងា្ហ ញថា េលខេរៀងៃនេភ្ញ�វេទសចរចុងេ្រកាយេគបង្អស់ជាពហុគុណៃន 3ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់
ធម្មជាតិ p, q, p > q:
េគ្រត�វែតបងា្ហ ញថា A = pq

(
p2− q2) ជាពហុគុណៃន 3 ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ធម្មជាតិ
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p, q, p > q ។
េគមាន A = pq

(
p2− q2)= pq(p− q)(p+ q)

ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ធម្មជាតិ p, q េគអាចមានពីរករណី :
p = 3a ឬ p = 3a+1 ឬ p = 3a+2 ែដល a ជាចំនួនគត់ធម្មជាតិ
q = 3b ឬ q = 3b+1 ឬ q = 3b+2 ែដល b ជាចំនួនគត់ធម្មជាតិ
េគសិក�ករណីនីមួយៗដូចខាងេ្រកាម :
- េបី p = 3a ⇒ A ជាពហុគុណៃន 3
- េបី p = 3a+1

• េបី q = 3b ⇒ A ជាពហុគុណៃន 3
• េបី q = 3b+1⇒ p− q = 3(a−b)⇒ A ជាពហុគុណៃន 3
• េបី q = 3b+2⇒ p− q = 3(a+b+1)⇒ A ជាពហុគុណៃន 3

- េបី p = 3a+2
• េបី q = 3b ⇒ A ជាពហុគុណៃន 3
• េបី q = 3b+1⇒ p+ q = 3(a+b+1)⇒ A ជាពហុគុណៃន 3
• េបី q = 3b+2⇒ p− q = 3(a−b)⇒ A ជាពហុគុណៃន 3

ដូចេនះ េលខេរៀងរបស់េទសចរចុងេ្រកាយេគបង្អស់ជាពហុគុណៃន 3

លំហាត់ទី ៦២៣
ចំណុច Mi(x, y, z) មានកូអរេដាេនជាចំនួនគត់រុឡឺាទីបែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ x2 + y2 +
z2 = x3+ y3+ z3 ។ បងា្ហ ញថា មានចំណុច Mi(x, y, z) េ្រចីនរាប់មិនអស់េន
ក្នុងលំហ ។

ដំេណាះ្រសាយ
េដីម្បបីំបាត់ x3 និង z3 ពីអង្គទី២ េគអាចយក z =−x ។
េនាះេគបាន 2x2+ y2 = y3 ⇔ 2x2 = (y−1)y2

⇔ x2 = y−1
2

· y2

សមីការេផ្ទ�ងផា្ទ ត់លុះ្រតាែត y−1
2

ជាកាេរ្របាកដ គឺថា
y−1

2
= k2 ,k ∈ Z ⇒ y =

2k2+1
េគបាន 2x2 = (

2k2+1−1
)(

2k2+1
)2 ឬ x2 = k2 (

2k2+1
)2

េហយី x =±k
(
2k2+1

)
, y= 2k2+1, z =±k

(
2k2+1

)
ែដល k ∈Z ។

ដូចេនះ មានចំណុច Mi(x, y, z) េ្រចីនរាប់មិនអស់េនក្នុងលំហ

ឯកសារចង្រកង
220



េរៀបេរៀងេដាយ នូ ច័ន្ទណារÂទ្ធិ លំហាត់គណិតវÂទǓǻថាñǓក់ទី ១២ ភាគ ២

លំហាត់ទី ៦២៤
ស្វុ ីត (un) កំណត់េដាយ u1 = 1,u2 = 1 និង un+1 = un + un−1 ចំេពាះ
n ≥ 2 ។ បងា្ហ ញថា u2011u2012 −u2010u2013 = 1 េហយី u1042012u1042013 −
u1042011u1042014 =−1 ។

ដំេណាះ្រសាយ
ដំបូងេគ្រត�វបងា្ហ ញថា un+1un+2−unun+3 = (−1)n ចំេពាះ្រគប់ n ∈N

- ចំេពាះ n = 1 េគបាន u2u3−u1u4 = 1 ·2−1 ·3= (−1)1 ពិត
- ឧបមាថាសមភាពពិតដល់ n = p គឺថា up+1up+2−upup+3 = (−1)p

- សិក�ចំេពាះ n = p+1
up+1+1up+2+1−up+1up+3+1 = up+2up+3−up+1up+4

up+2up+3−up+1up+4 = up+2
(
up+2+up+1

)−up+1
(
up+3+up+2

)
= (

up+2
)2+up+2up+1−up+1

(
up+2+up+2+up+1

)= (
up+2

)2− (
up+1

)2−(
up+1up+2

)
= (

up+2−up+1
)(

up+2+up+1
)− (

up+1up+2
)

= (
up +up+1−up+1

)(
up+3

)− (
up+1up+2

)= upup+3−up+1up+2

= (−1)
(
up+1up+2−upup+3

)= (−1)(−1)p = (−1)p+1

បញ្ជ ក់ថាសមភាពពិតចំេពាះ n = p+1 ។
ដូចេនះ un+1un+2−unun+3 = (−1)n ចំេពាះ្រគប់ n ∈N ។
- បងា្ហ ញថា u2011u2012−u2010u2013 = 1
េដាយយក n = 2010 េនាះេគបាន u2011u2012−u2010u2013 = (−1)2010 = 1
- បងា្ហ ញថា u1042012u1042013−u1042011u1042014 =−1
េដាយយក n = 1042011 េនាះ u1042012u1042013−u1042011u1042014 = (−1)1042011

=−1

លំហាត់ទី ៦២៥
ស្វុ ីត (Ik) កំណត់េដាយ Ik =

∫ π
2

0
sinkxdx ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ធម្មជាតិ k ។

អនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (k)= (k+1)IkIk+1 ។
ក. កំណត់ទំនាក់ទំនងរវាង Ik និង Ik+2 ។
ខ. េ្របៀបេធៀប f (k) និង f (k+1) ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ធម្មជាតិ k ។ គណនាតៃម្ល
f (2011) ។
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ដំេណាះ្រសាយ
ក. កំណត់ទំនាក់ទំនងរវាង Ik និង Ik+2

េគមាន I =
∫ π

2

0
sink−1xsinxdx = [−cosxsink−1x

]π
2
0 +

(k−1)
∫ π

2

0
sink−2xcos2xdx

Ik = (k−1)
∫ π

2

0
sink−2x

(
1− sin2x

)
dx = (k−1)Ik−2− (k−1)Ik

⇒ kIk = (k−1)Ik−2

⇒ (k+2)Ik+2 = (k+1)Ik+2−2 ⇒ (k+2)Ik+2 = (k+1)Ik

ខ. េ្របៀបេធៀប f (k) និង f (k+1) ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ធម្មជាតិ k
េគមាន
f (k+1)= (k+1+1)Ik+1Ik+1+1

f (k+1)= (k+2)Ik+1Ik+2 (1)

ែត (k+2)Ik+2 = (k+1)Ik ⇒ Ik+2 = k+1
k+2

Ik

តាម (1) េគបាន f (k+1)= (k+2)Ik+1 · k+1
k+2

Ik

f (k+1)= (k+1)Ik+1Ik

េដាយ f (k)= (k+1)IkIk+1 េហយី (k+1)= (k+1)IkIk+1

េនាះេគទាញបាន f (k+1)= f (k),∀k ∈N

គណនាតៃម្ល f (2011):
េដាយ f (k+1)= f (k),∀k ∈N េនាះេគអាចសរេសរ :
f (k)= f (k−1)= f (k−2)= ·· · = f (2)= f (1)= (1+1)I1I2 = 2I1I2 (2)

ែត I1 =
∫ π

2

0
sinxdx = [−cos]

π
2
0 = 1

I2 =
∫ π

2

0
sin2xdx = (1/2)

∫ π
2

0
(1− cos2x)dx = (1/2)[x− (1/2)sin2x]

π
2
0

តាម (2) េគបាន f (k)=π/2⇒ f (2011)=π/2
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លំហាត់ទី ៦២៦
Pn(x) ជាពហុធាដឺេ្រកទី n ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ Pn(x)=−2xPn−1(x)+P

′
n−1(x) ។

១- បងា្ហ ញថាេដរេីវទី n ៃនអនុគមន៍ y= e−x2 កំណត់េដាយ y(n) = e−x2
Pn(x) ។

២- ទាញបញ្ជ ក់ថា Pn+1(x) + 2xPn(x) + 2nPn−1(x) = 0 េហយី P
′′
n(x) −

2xP
′
n(x)+2nPn(x)= 0 ។

ដំេណាះ្រសាយ
Pn(x) ជាពហុធាដឺេ្រកទី n ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ Pn(x)=−2xPn−1(x)+P

′
n−1(x) ។

១- បងា្ហ ញថាេដរេីវទី n ៃនអនុគមន៍ y= e−x2 កំណត់េដាយ y(n) = e−x2
Pn(x)

- ចំេពាះ n = 1 េគបាន y′ = (−2x)e−x2 = e−x2
P1(x)

- ឧបមាថាសមភាពពិតរហូតដល់ n = k គឺថា y(k) = e−x2
Pk(x) (1)

- សិក�ចំេពាះ n = k+1 : រកេដរេីវអង្គទាងំពីររបស់ (1):
yk+1 = e−x2

(
−2xPk(x)+P

′
k(x)

)
= e−x2

Pk+1(x) ពិត
ដូចេនះ េដរេីវទី n ៃនអនុគមន៍ y= e−x2 កំណត់េដាយ y(n) = e−x2

Pn(x)
២-ទាញបញ្ជ ក់ថាPn+1(x)+2xPn(x)+2nPn−1(x)= 0 េហយីP

′′
n(x)−2xP

′
n(x)+

2nPn(x)= 0
េគមាន y′ = (−2x)e−x2 =−2xy⇒ y′+2xy= 0 (2)
េដាយរកេដរេីវអង្គទាងំពីររបស់ (2) ចំនួន n ដង និង េ្របីរូបមន្ត Leibniz:
( f g)(n) = f (n)g+C(n,1) f (n−1)g′+·· ·+C(n, p) f (n−p)g(p)+·· ·+ f g(n)

=
n∑

i=0
C(n, i) f (n−i)g(i)

េគបាន y(n+1)+2(xy)(n) = y(n+1)+2xy(n)+2nyn−1 = 0
ឬ e−x2

(Pn+1(x)+2xPn(x)+2nPn−1(x))= 0
⇒ Pn+1(x)+2xPn(x)+2nPn−1(x)= 0 (3)
ែតេគមាន : Pn+1(x)=−2xPn(x)+P

′
n(x)

តាម (3) េគបាន −2xPn(x)+P
′
n(x)+2xPn(x)+2nPn−1(x)= 0

P
′
n(x)+2nPn−1(x)= 0⇒ P

′
n(x)=−2nPn−1(x)

⇒ P
′
n+1(x)=−2(n+1)Pn(x)=−2nPn(x)−2Pn(x) (4)

េដាយPn+1(x)=−2xPn(x)+P
′
n(x)⇒ P

′
n+1(x)=−2xP

′
n(x)−2Pn(x)+P

′′
n(x) (5)

តាម (4) និង (5) េគបាន P
′′
n(x)−2xP

′
n(x)+2nPn(x)= 0

ឯកសារចង្រកង
223



េរៀបេរៀងេដាយ នូ ច័ន្ទណារÂទ្ធិ លំហាត់គណិតវÂទǓǻថាñǓក់ទី ១២ ភាគ ២

លំហាត់ទី ៦២៧
.េគឱ្យចំនួនពិតវជិ្ជមាន a និង b។ កំណត់្រគប់គូៃនចំនួនពិតវជិ្ជមាន x, y ែដល
េផ្ទ�ងផា្ទ ត់សមីការ 27xy

(1+2ax)(1+2by)
= 1

ab
+ x

a
+ y

b
។

ដំេណាះ្រសាយ
តាមវសិមភាពមធ្យមនព្វន្ត-មធ្យមធរណីមា្រត េយងីបាន៖
1+2ax = 1+ax+ax ≥ 3

(
a2x2)1/3

1+2by= 1+by+by≥ 3
(
b2 y2)1/3

និង 1
ab

+ x
a
+ y

b
≥ 3

( xy
a2b2

)1
3 = 27xy

9(abxy)2/3

ែត 9(abxy)2/3 = 3
(
a2x2)1/3 ·3(

b2 y2)1/3

⇒ 1
ab

+ x
a
+ y

b
≥ 27xy

(1+2ax)(1+2by)
(ចំេពាះ្រគប់ចំនួនវជិ្ជមាន a,b, x, y) (*)

វសិមភាព (∗) កា្ល យជាសមភាពកាលណា ax = 1,by= 1 និង 1
ab

= x
a
= y

b
េគបាន x = y= 1

a
= 1

b
- េបី a 6= b សមីការគា្ម នចេម្លីយ
ដូចេនះ សមីការមានចេម្លីយ x = y= 1

a

លំហាត់ទី ៦២៨
រក្រគប់ចំនួនពិត x េផ្ទ�ងផា្ទ ត់វសិមីការ 2 |x−|x+|x−1||| > |x+|x−|x+1|||។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីតាងអង្គខាងេឆ្វង និង អង្គខាងសា្ត ៃំនវសិមីការេដាយ L(x) និង P(x) ែដល L(x) =
2 |x−| f (x)|| , P(x)= |x+|g(x)|| ។
េដាយ f (x)= 1+ (x−1)+|x−1| ≥ 1, g(x)= (x+1)−|x+1|−1≤−1
េនាះ f (x) មានតៃម្លវជិ្ជមាន និង g(x) មានតៃម្លអវជិ្ជមាន
⇒ L(x)= 2 |x− f (x)| , P(x)= |x− g(x)|
េយងីបាន L(x)= 2 |x− x+|x−1|| = 2 |x−1|

P(x)= |x− x+|x+1|| = |x+1|
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វសិមីការែដលឱ្យមកគឺ L(x)> P(x) េនាះ L(x)2 > P(x)2

⇒ 4(x−1)2 > (x+1)2

⇒ 4x2−8x+4> x2+2x+1
⇔ 3x2−10x+3> 0

x

3x2 − 10x + 3

−∞ 1
3

3 +∞

+ 0 − 0 +
ដូចេនះ x ∈

(
−∞,

1
3

)
∪ (3,+∞)

លំហាត់ទី ៦២៩
្រសាយបញ្ជ ក់ថា ចំេពាះ្រគប់ចំនួនធម្មជាតិ k : (k!)k2+k+1 ជាតួែចកៃនចំនួន

(
k3)!។

ដំេណាះ្រសាយ
ចំេពាះចំនួនគត់ធម្មជាតិ n, l ≥ 1 េយងីបាន៖(
ln
n

)
= (ln)!

n!(ln−n)!
= (ln)(ln−1)!

n(n−1)!(ln−n)!
= l

(
ln−1
n−1

)
(1)

េយងីកំណត់យកចំនួនគត់ធម្មជាតិ n,m ≥ 1
ជំនួសតៃម្លជាបន្តបនា្ទ ប់ l = 1,2,3, ...,m រចួគុណអង្គសងខាងៃន (1)
m∏

l=1

(
ln
n

)
=

m∏
l=1

(
l

(
ln−1
n−1

))

=
(

m∏
l=1

l

)(
m∏

l=1

(
ln−1
n−1

))
(2)

េយងីបំែលងអង្គខាងេឆ្វងៃនសមភាព (2)
m∏

l=1

(
ln
n

)
= n!

n!0!
· (2n)!

n!n!
· (3n)!
(2n)!n!

· · · (mn)!
n! ((m−1)n)!

= (mn)!
(n!)m (3)

តាម (2) និង (3) េគបាន (mn)!
(n!)m ·m!

=
m∏

l=1

(
ln−1
n−1

)
(4)
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េនាះចំេពាះគូៃនចំនួនគត់ធម្មជាតិ m,n ≥ 1 ផលែចក (mn)!
(n!)m ·m!

ជាចំនួនគត់ធម្មជាតិ
តាង k ជាចំនួនគត់ធម្មជាតិ
ជំនួសក្នុង (4) េដាយ m = n = k និង m = k2,n = k េគបានពីរចំនួនគត់ធម្មជាតិតាង
េដាយ A1(k), A2(k):(

k2)!
(k!)k ·k!

= A1(k),

(
k3)!

(k!)k2 · (k2
)
!
= A2(k)

គុណអង្គ និង អង្គេយងីបាន៖(
k3)!

(k!)k2+k+1
= A1(k) · A2(k)

ដូចេនះ (k!)k2+k+1 ជាតួែចកៃនចំនួន
(
k3)!

សំគាល:់
តាម (4) ជំនួស n = k,m = k j និងយក A j(k) ជាលទ្ធផល

⇒
(
k j+1)!

(k!)k j · (k j
)
!
= A j(k) (5)

យក r ≥ 1 ជាចំនួនគត់ធម្មជាតិ និង ជំនួស j = 1,2,3, ..., r រចួគុណ
⇒

(
k2)!

(k!)k · (k)!
·

(
k3)!

(k!)k2 · (k2
)
!
·

(
k4)!

(k!)k3 · (k3
)
!
· · ·

(
kr+1)!

(k!)kr · (kr)!
= A1(k) · A2(k) ·

A3(k) · · ·Ar(k)

⇒
(
kr+1)!

(k!)1+k+k2+···+kr

េគអាចបែន្ថម្របធានថា (k!)1+k+k2+···+kr គឺជាតួែចកៃន
(
kr+1)!

លំហាត់ទី ៦៣០
្រសាយបញ្ជ ក់ថា េបី្រតីេកាណ ABC មាន្រជ�ង និងមុំឈម A,B េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ទំនាក់
ទំនង

(
a2+b2) sin(A−B)= (

a2−b2) sin(A+B) េនាះវាជា្រតីេកាណ
សមបាត ឬ ្រតីេកាណែកង។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីបាន a2−b2

a2+b2 = sin(A−B)
sin(A+B)

ឬ a2−b2

a2+b2 = sinAcosB− cosAsinB
sinAcosB+ cosAsinB
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⇒ a2

b2 = sinAcosB
cosAsinB

⇒ sin2A
sin2B

= sinAcosB
cosAsinBេគបាន sinAcosA = sinBcosB

េនាះ sin2A = sin2B
េដាយ 2A < 3600,2B < 3600 េនាះតាម (1) : 2A និង 2B អាចេស្មីគា្ន ឬ 2A និង
2B បូកគា្ន េស្មី 1800

- េបី 2A = 2B េនាះ A = B (្រតីេកាណ ABC សមបាត)
- េបី 2A+2B = 1800 េនាះ A+B = 900 (្រតីេកាណ ABC ជា្រតីេកាណែកង)

លំហាត់ទី ៦៣១
េគមាន្រតីេកាណ ABC។ េគេ្រជីសេរសីចំណុចេនេលី្រជ�ងBC,CA, ABតាងេដាយ
D,E,F េរៀងគា្ន ែដល BD

DC
= CE

EA
= AF

FB
= k (k ជាចំនួនវជិ្ជមាន)។ តាង S

ជាៃផ្ទ្រកឡា4ABC។ គណនាៃផ្ទ្រកឡា4DEF។

ដំេណាះ្រសាយ
A

B CD

E

F

េយងីមាន S4DEF = S− (S4AFE +S4BDF +S4CED)

េដាយ S4AFE = 1
2
· AF · AE · sinA

ែត AF = k
k+1

AB, AE = 1
k+1

AC

⇒ S4AFE = k
k+1

· 1
k+1

· AB · AC · sinA

⇒ S4AFE = k
(k+1)2 S (េ្រពាះ S = 1

2
· AB · AC · sinA)
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ដូចគា្ន ែដរ S4BDF = k
(k+1)2 S, S4CED = k

(k+1)2 S

េយងីបាន S4DEF = S− 3k
(k+1)2 S = k2−k+1

(k+1)2 S

េយងីអាចរក S4AFE

S
= AE · AF

AC · AB
= 1

k+1
· k
k+1

= k
(k+1)2។

លំហាត់ទី ៦៣២
េគឱ្យ a > 0,b > 0,C > 0។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា ab(a+b)+bc(b+ c)+ ca(c+
a)≥ 6abc។

ដំេណាះ្រសាយ េយងីបាន ab(a+b)+bc(b+ c)+ ca(c+a)−6abc =
a

(
b2+ c2)−2abc+b

(
c2+a2)−2abc+ c

(
a2+b2)−2abc

= a(b− c)2+b(c−a)2+ c(a−b)2 ≥ 0
េនាះ ab(a+b)+bc(b+ c)+ ca(c+a)≥ 6abc ពិត
សំគាល:់ េគអាចបេង្កីតទូេទកម្ម៖
ចំេពាះចំនួនវជិ្ជមាន a1,a2,a3, ..,an ្រសាយបញ្ជ ក់ថា a2a3...an (a2+a3+·· ·+an)+
a3a4...ana1 (a3+a4+·· ·+an+a1)+·· ·+
an−1a1...an−2 (an−1+a1+·· ·+an−2)≥ n(n−1)a1a2 · · ·an។

លំហាត់ទី ៦៣៣
េគឱ្យចំនួនគត់វជិ្ជមាន x, y, z ែដល x+1

y
+ y+1

z
+ z+1

x
ជាចំនួនគត់។ តាង d

ជាតួែចករមួធំបំផុតៃនចំនួន x, y, z។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា d ≤ 3
p

xy+ yz+ zx។

ដំេណាះ្រសាយ េយងីមាន d ជាតួែចករមួធំបំផុតៃនចំនួន x, y, z
តាង x = dm, y= dn, z = dp (m,n, p ∈N)

 េយងីបាន x+1
y

+ y+1
z

+ z+1
x

x2z+ y2x+ z2 y+ xz+ yx+ zy
xyz

= d3 (
m2p+n2m+ p2n

)+d2(mn+mp+ pn)
d3 ·mnp

ជាចំនួនគត់កាលណាភាគយកៃនអង្គខាងសា្ត ែំចកដាច់នឹង d3។
េនាះចំនួន mn+mp+ pn ែចកដាច់នឹង d
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⇒ d ≤ mn+mp+ pn = xy+ yz+ zx
d2

ដូចេនះ d ≤ 3
p

xy+ yz+ zx

លំហាត់ទី ៦៣៤
េគឱ្យស្វុ ីតមិនកំណត់ {an}។ ្រសាយថាេបី an +an+2 > 2an+1 ចំេពាះ n = 1,2, ..

េនាះ a1+a3+·· ·+a2n+1

n+1
≥ a2+a4+·· ·+a2n

n
ចំេពាះ n = 1,2, ..។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីមាន an+an+2 > 2an+1 េនាះ an+2−an+1 > an+1−an (1)
តាង bn+1 = an+1−an េនាះ bn+2 = an+2−an+1

តាម (1) េយងីអាចសរេសរ bn+2 > bn+1

េយងីបាន ស្វុ ីត {bn} ជាស្វុ ីតេកីន
- េយងីបំែលងវសិមភាពែដលេគចង់េអាយ្រសាយេទជា៖
n (a1+a3+·· ·+a2n+1)> (n+1)(a2+a4+·· ·+a2n) (2)
- េយងីនិង្រសាយវសិមភាព (2) តាមវចិារកំេណីន:
ចំេពាះ n = 1 : a1+a3 ≥ 2a2 ពិត
ឧបមាថាវសិមភាពពិតរហូតដល់ n។ េយងីនិង្រសាយបន្តថាវាពិតរហូតដល់ n+1 គឹ្រសាយថា
(n+1)(a1+a3+·· ·+a2n+1+a2n+3)> (n+2)(a2+a4+·· ·+a2n+a2n+2) (3)
ឬ្រគាន់ែត្រសាយថា (a1+a3+·· ·+a2n+1)+(n+2)a2n+3 > (a2+a4+·· ·+a2n)+
(n+2)a2n+2 (4)
តាម (4) េយងីបាន៖
(n+1)(a2n+3−a2n+2)≥ (a2−a1)+ (a4−a3)+·· ·+ (a2n−a2n−1)+
(a2n+2−a2n+1)
ឬ (n+1)b2n+3 ≥ b2+b4+·· ·+b2n+b2n+2 (5)
ែត {bn} ជាស្វុ ីតេកីន េនាះ b2n+3 ≥ b2,b2n+3 ≥ b4, ...,b2n+3 ≥ b2n+2

នាេំអាយ (5) ពិត េនាះ (4), (3) ពិត
នាេំអាយ (2) ពិត
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លំហាត់ទី ៦៣៥

្រសាយបញ្ជ ក់ថា 2sin
(
1+ 1

2
+·· ·+ 1

2n−1

)
π

4
=

√
2+

√
2+·· ·+

p
2︸ ︷︷ ︸

nរ៉ាឌីកាល់

។

ដំេណាះ្រសាយ

េយងីមាន 1+ 1
2
+·· ·+ 1

2n−1 =
1− 1

2n

1− 1
2

= 2
(
1− 1

2n

)

េនាះ sin
(
1+ 1

2
+·· ·+ 1

2n−1

)
π

4
= sin2

(
1− 1

2n

)
π

4
= sin

(π
2
− π

2n+1

)
= cos

π

2n+1

⇒ 2sin
(
1+ 1

2
+·· ·+ 1

2n−1

)
π

4
= 2cos

π

2n+1 (1)

តាង an =
√

2+
√

2+·· ·+
p

2︸ ︷︷ ︸
nរ៉ាឌីកាល់

េនាះ a1 =
p

2, an+1 =
√

2+an

េដាយ a1 =
p

2= 2×
p

2
2

= 2cos
π

4
= 2cos

π

22

a2 =
√

2+2cos
π

22 =
√

2
(
1+ cos

π

22

)
=

√
2 ·2cos2 π

23

(េ្រពាះ 1+ cosα= 2cos2α

2
)

⇒ a2 = 2cos
π

23

ឧបមាថាពិតដល់ n គឺ an = 2cos
π

2n+1

េយងីនិង្រសាយថាពិតរហូតដល់n+1 គឺ an+1 = 2cos
π

2n+2

េដាយ an+1 =
√

2+an េនាះ an+1 =
√

2+2cos
π

2n+1

⇒ an+1 = 2cos
π

2n+2 ពិត
េនាះ an = 2cos

π

2n+1 (2)
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តាម (1)&(2) េយងីបាន:

2sin
(
1+ 1

2
+·· ·+ 1

2n−1

)
π

4
=

√
2+

√
2+·· ·+

p
2︸ ︷︷ ︸

nរ៉ាឌីកាល់

ពិត

លំហាត់ទី ៦៣៦
េគឱ្យ្រតីេកាណមានមុំ្រស�ច ABC។ តាង D,F ជាចំណុចកណា្ត លេរៀងគា្ន ៃន
BC, AB។ ចំេណាលែកងពីចំណុច C េទេលី AC និង ចំេណាលែកង ្រតង់ចំណុច
B េទេលី BC ជួបគា្ន ្រតង់ N។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា DN មាន្របែវងេស្មីនឹងការំង្វង់
ចារកឹេ្រក្រតីេកាណ ABC។

ដំេណាះ្រសាយ
A

B C

F

D

ON

K

តាង Oនិង R ជាផ្ចិតនិង ការំង្វង់ចារកឹេ្រក ្រតីេកាណ ABC
ភា្ជ ប់ OD,ON និង OF
េយងីនិងបងា្ហ ញថា BDON ជាតុេកាណែកង េនាះេយងីនិងបានDN = BO = R
េដាយ∠NBC =∠NKC = 900 េនាះចតុេកាណBCK N ជាចតុេកាណចារកឹក្នុងរង្វង់
េយងីទាញបាន ∠K NB = 1800−∠BCA
ែត ∠BOA = 2∠BCA និង OF ពុះមុំ ∠BOA េនាះ ∠BOF =∠BCA
េយងីបាន ∠FNB+∠BOF =∠K NB+∠BCK = 1800

នាេំអាយេយងីទាញបានថា B,O,F, N ស្ថិតេនេលីរង្វង់ែតមួយ
េនាះ ∠BFO =∠BNO
ែត ∠BFO = 900 (េ្រពាះ OF ែកង AB)
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េនាះ ∠BNO = 900 េហយី NB,OD ែកង BC
ដូចេនះ BDON ជាចតុេកាណែកង េហយី ND = R
រេបៀបទី២៖ េយងីអាចទាញសន្និដា្ឋ នេដាយេ្របី្រតីេកាណមា្រត
េយងីមាន ∠NFB = ∠AFK = 900 −∠A និង ∠BNF = 1800 −∠B (េ្រពាះ
BCK N ជាចតុេកាណចារកឹក្នុងរង្វង់)
តាម្រទឹស្តីបទ Sin ក្នុង្រតីេកាណ BFN:

NB
sin∠NFB

= BF
sin∠BFN

េនាះ NB = ccosA
2sinC

= RcosA

ែត BD = a
2
= RsinA េនាះ ND2 = NB2+BD2 = R2

ដូចេនះ ND = R

លំហាត់ទី ៦៣៧
រកចំនួនគត់ធំបំផុត តូចជាង A = 2013!+2010!

2012!+2011!
។

ដំេណាះ្រសាយ

A = 2013!+2010!
2012!+2011!

=
2011!(2012×2013+ 1

2011
)

2011!(2012+1)

= 2012×2013
2013

+ 1
2011×2013

= 2012+ 1
2011×2013

> 2012

ដូចេនះ ចំនួនគត់ធំបំផុត តូចជាង A គឺ 2012

លំហាត់ទី ៦៣៨
រក្រគប់តៃម្លៃន b ែដល B = 11...1− bb...b ជាកាេរ្របាកដ េដាយដឹងថា េលខ 1
មាន 4024 ខ្ទង់ និង b មាន 2012 ខ្ទង់។

ដំេណាះ្រសាយ
B = 11...1︸ ︷︷ ︸

4024

−bb...b︸ ︷︷ ︸
201‘2

ជាកាេរ្របាកដ
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B = 104024−1
9

− b
9

(
102012−1

)
= 1

9
(
104024−b×102012+b−1

)
តាង C = 104024−b×102012+b−1
រេបៀបទី១: C ជាកាេរ្របាកដេបី ∆= b2−4(b−1)= 0
(b−2)2 = 0
ដូចេនះ b = 2
រេបៀបទី២: C ជាកាេរ្របាកដេបីេលខចុងអាច:

b−1 ∈ {0,1,4,5,6,9}
b ∈ {1,2,5,6,7}

មានែត b = 2 ែដល C ជាកាេរ្របាកដ

លំហាត់ទី ៦៣៩
េដាះ្រសាយសមីការ

(
x2012+1

)(
1+ x2+ x4+·· ·+ x2010)= 2012x2011។

ដំេណាះ្រសាយ
េបី x ≤ 0 សមីការគា្ម នឫស
េបី x > 0 ែចកអង្គនឹង x2011 េគបាន(
x+ 1

x2011

)(
1+ x2+ x4+·· ·+ x2010)= 2012

ពនា្ល ត: x+ x3+ x5+·· ·+ x2011+ 1
x2011 +

1
x2009 +·· ·+ 1

x
= 2012

េដាយេ្របីវសិមភាព Cauchy

x+ 1
x
≥ 2

x3+ 1
x3 ≥ 2

+.........................

x2011+ 1
x2011 ≥ 2


x+ x3+ x5+·· ·+ x2011+ 1

x2011 +
1

x2009 +·· ·+ 1
x3 +

1
x
≥ 2×1006

សមភាពេកីតេឡងីេពល:
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x = 1
x

x3 = 1
x3

.....................

x2011 = 1
x2011


⇒ x = 1

ដូចេនះ x = 1 ជាឫសៃនសមីការ

លំហាត់ទី ៦៤០
េគឱ្យអនុគមន៍ f (x, y)= 1− x

y
ែដល x > 0 និង y> 0។ េគតាង

Fn(x)=
 f (x, x) េបី n = 1

f (Fn−1(x), x) េបី n > 1
។ គណនា F2022(2)។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីគណនាតួមួយចំនួនៃនស្វុ ីត Fn(2)

F1(2)= f (2,2)= 1− 2
2
= 0

F2(2)= f (F1(2),2)= 1− 0
2
= 1

F3(2)= f (F2(2),2)= 1− 1
2

F4(2)= f (F3(2),2)= 1−
1− 1

2
2

= 1− 1
2
+ 1

4...
Fn(2)= f (Fn−1(2),2)= 1− 1

2
+ 1

4
−·· · (−1)n× 1

2n−2

េយងីបាន
F2022(2)= 1− 1

2
+ 1

4
−·· · (−1)2022× 1

22020

= 1− 1
2
+ 1

4
−·· ·− 1

22020
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=

(
−1

2

)2021

−1

−1
2
−1

=
1

22021+1
2
3

= 22021+1
3×22020

លំហាត់ទី ៦៤១
4ABC មានរងា្វ ស់្រជ�ង AB = 4, BC = 7 និង AC = 5។ តាង α =∠BAC
ចូរគណនាតៃម្លៃនកេន�ម sin6α

2
+ cos6α

2
។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីមាន x6+ y6 = (

x2+ y2)3−3x2 y2 (
x2+ y2)

=⇒ sin6α

2
+cos6α

2
=

(
sin2α

2
+ cos2α

2

)3
−3sin2α

2
cos2α

2

(
sin2α

2
+ cos2α

2

)
= 1−3sin2α

2
cos2α

2
= 1−3

(
sinα

2

)2

= 1− 3
4

sin2α

= 1− 3
4

(
1− cos2α

)= 1
4
+ 3

4
cos2α

អនុវត្ត្រទឹស្តីបទកូសីុនុសក្នុង្រតីេកាណ ABC

cosα= AB
2+ AC

2−BC
2

2 · AB · AC
= 16+25−49

2 ·4 ·5 =−1
5

េយងីបាន sin6α

2
+ cos6α

2
= 1

4
+ 3

4
·
(
−1

5

)2

= 7
25

រេបៀបទី ២:

េយងីមាន cos2α

2
= 1+ cosα

2
=

1− 1
5

2
= 2

5
, sin2α

2
= 1− cosα

2
=

1+ 1
5

2
= 3

5

េយងីបាន sin6α

2
+ cos6α

2
=

(
sin2α

2

)3
+

(
cos2α

2

)3
=

(
2
5

)3

+
(
3
5

)3

= 7
25
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លំហាត់ទី ៦៤២
គណនាផលបូក f

(
1

2020

)
+ f

(
2

2020

)
+·· ·+ f

(
2019
2020

)
េដាយដឹងថា

f (x)= 4x

4x+2
; x ∈R។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីមាន f (x)= 4x

4x+2

េនាះ f (1− x)= 41−x

41−x+2
= 4

4+2 ·4x =
2

2+4x

េយងីបាន f (x)+ f (1− x)= 4x

4x+2
+ 2

2+4x = 1

=⇒ f
(

1
2020

)
+ f

(
2

2020

)
+·· ·+ f

(
2019
2020

)
=

(
f (

1
2020

)+ f (
2019
2020

)
)

+
(
f (

2
2020

)+ f (
2018
2020

)
)
+·· ·+

(
f (

1009
2020

)+ f (
1011
2020

)
)
+ f

(
1010
2020

)
= 1009 ·1+ f

(
1
2

)
= 1009+

p
4p

4+2
= 1009,5

លំហាត់ទី ៦៤៣
្រសាយបញ្ជ ក់ថា

1
logxa · logxa2 +

1
logxa2 · logxa3 + ...+ 1

logxan−1 · logxan

= n−1
n

log2
ax។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីមាន logxak = klogxa

1
logxa · logxa2 +

1
logxa2 · logxa3 + ...+ 1

logxan−1 · logxan

= 1
logxa ·2logxa

+ 1
2logxa ·3logxa

+ ...+ 1
(n−1)logxa ·nlogxa

= 1
1 ·2log2

xa
+ 1

2 ·3log2
xa

+ ...+ 1
(n−1) ·nlog2

xa
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= 1
log2

xa

(
1

1 ·2 + 1
2 ·3 + ...+ 1

(n−1) ·n
)

ែត 1
(k−1) ·k = 1

k−1
− 1

k
េនាះ 1

1 ·2+ 1
2 ·3+ ...+ 1

(n−1) ·n = 1− 1
n
= n−1

n
=⇒ 1

logxa · logxa2 +
1

logxa2 · logxa3 + ...+ 1
logxan−1 · logxan

= 1
log2

xa

(
1− 1

n

)
= n−1

n
· log2

ax ពិត

លំហាត់ទី ៦៤៤
េដាះ្រសាយសមីការ cosxcos2xcos4xcos8x = 1

16
។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីបាន 16cosxcos2xcos4xcos8x = 1
=⇒ (2cosx)(2cos2x)(2cos4x)(2cos8x)= 1
គុណអង្គទាងំសងខាងេដាយ sinx 6= 0
=⇒ (2sinxcosx)(2cos2x)(2cos4x)(2cos8x)= sinx
=⇒ (2sin2xcos2x)(2cos4x)(2cos8x)= sinx (េ្រពាះ 2sinxcosx = sin2x)
=⇒ (2sin4xcos4x)(2cos8x)= sinx
=⇒ 2sin8xcos8x = sinx
⇐⇒ sin16x− sinx = 0 (1)

ែតេដាយ sinα− sinβ= 2sin
α−β

2
cos

α+β

2
េនាះតាម (1) : 2sin

15x
2

cos
17x
2

= 0

- ចំេពាះ sin
15x
2

= 0 េនាះ 15x
2

= kπ ែដល k ∈Z

=⇒ x = 2kπ
15

ែដល k ∈Z

- ចំេពាះ cos
17x
2

= 0 េនាះ 17x
2

= π

2
+kπ ែដល k ∈Z

=⇒ x = π+2kπ
17

ែដល k ∈Z

ដូចេនះ សមីការមានចេម្លីយ x = 2kπ
15

ែដល k ∈ Z និង x = π+2kπ
17

ែដល k ∈ Z

េហយី k 6= 15s និង 2k+1 6= 17s, s ∈Z
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លំហាត់ទី ៦៤៥
រកេលខខ្ទង់ចុងេ្រកាយៃនចំនួន 1313។

ដំេណាះ្រសាយ
េលខខ្ទង់ខាងចុង ជាសំណល់ៃនវធីិែចករវាង 1313 និង 10។
េដាយសារែត 13 និង 10 ជាចំនួនបឋមរវាងគា្ន េយងីអាចេ្របី្រទឹស្តីបទ Euler។
េយងីរក φ(10):

φ(10)=φ(2 ·5)= (
21−20)(51−50)= 4

តាម្រទឹស្តីបទ Euler: 134 ≡ 1 (mod10)
1313 = 1312 ·13≡ 13≡ 3 (mod10)

ដូចេនះ េលខខុងចុងគឺេលខ 3

លំហាត់ទី ៦៤៥
រកេលខខ្ទង់ចុងេ្រកាយៃនចំនួន 131313។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីមាន 134 ≡ 1 (mod10)
េយងីនិងរក 1313 េអាយពាក់ព័ន្ធនឹង 4
េដាយ 13≡ 1 (mod4)
េនាះ 1313 ≡ 1 (mod4)
េយងីបាន 131313 = 134t+1, t ∈N

=⇒ 131313 = 134t ·13 (1)
ែត 134t ≡ 1 (mod10) និង 13≡ 3 (mod10)
តាម (1) : 131313 ≡ 3 (mod10)
ដូចេនះ េលខខាងចុងគឺេលខ 3

លំហាត់ទី ៦៤៦
រកេលខពីរខ្ទង់ចុងេ្រកាយៃនចំនួន 13333313333133313313

។

ដំេណាះ្រសាយ
េលខពីរខ្ទង់ខាងចុងអាចគិតដូច្របមាណវធីិែចកចំនួនខាងេលីនឹង 100។
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េដាយ 133333 និង 100 ជាចំនួនបឋមរវាងគា្ន េយងីអាចអនុវត្ត្រទឹស្តីបទ Euler។
េយងីរក φ(100):

φ(100)=φ
(
22 ·52)= (

22−21)(52−51)= 40។
េយងីបន្តរក φ(40)= 16, φ(16)= 8, φ(8)= 4
េយងីបាន 13313 ≡ 1331 ≡ 5 (mod8)
េនាះ

133313313 ≡ 13335 ≡ 55 ≡ 5 (mod16)
េនាះ

13333133313313

≡ 133335 ≡ 135 ≡ 13 (mod40)
េនាះ
13333313333133313313

≡ 3313 ≡ 33 · (−11)6 ≡ 33 ·218 ≡ 13 (mod100)
ដូចេនះ េលខពីរខ្ទង់ខាងចុងគឺ 13

លំហាត់ទី ៦៤៧
កន្លះបនា្ទ ត់ពុះមុំៃន្រតីេកាណ ABC ្របសព្វគា្ន ្រតង់ចំណុច I។ M និង N ជាចំណុច
កណា្ត លេរៀងគា្ន ៃន្រជ�ង AB និង AC។ MN និង CI ជួបគា្ន ្រតង់ P។ Q
គឺជាចំណុចមួយែដល MN ែកង PQ េហយីបនា្ទ ត់ BI និង NQ ្រសបគា្ន ។ រកមុំរវាង
AC និង IQ។

ដំេណាះ្រសាយ

A B

C
D

N I

Q

P

E

M

តាង D ជាចំណុច្របសព្វរវាង AC និង IQ
E ជាចំណុច្របសព្វរវាង AC និង NQ

េយងីមាន MN ∥ BC េនាះ ∠NCP =∠BCP =∠CPN
េយងីបាន ្រតីេកាណ CPN ជា្រតីេកាណសមបាត មាន NP = NC = N A
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េនាះ P ជាចំណុចមួយេនេលីរង្វង់មានអង្កត់ផ្ចិត AC េហយី ∠APC = 900។
េដាយ MN ∥ BC និង BI ∥ NQ េនាះ ∠CBI =∠PNQ
- ្រតីេកាណ AIP និង ្រតីេកាណ NQP មាន:
∠AIP = 1800−∠AIC =∠CAI +∠ACI = ∠BAC

2
+∠ACB

2

= 1800−∠ABC
2

= 900−∠CBI = 900−∠PNQ =∠PQN

មយង៉េទៀត ∠API =∠NPQ = 900

4API ∼4NPQ (ករណីដំនូច ម.ម)
=⇒∠AIP =∠NQP និង ∠I AP =∠QNP េហយីចតុេកាណ ANEP
ដូចចតុេកាណ IQPE។
∠CID =∠PIQ =∠PEQ = 1800−∠PEN =∠P AN =

=∠CAP = 900−∠ACP = 900−∠DCI
=⇒∠CDI = 1800−∠CID−∠DCI = 900

ដូចេនះ មុំែដលសួររកគឺ 900

លំហាត់ទី ៦៤៧
f ជាអនុគមន៍កំណត់ក្នុងសំណំុចំនួនពិតខុសពី 0 និង 1 េហយីេផ្ទ�ងផា្ទ ត់លក្ខខណ្ឌ
ខាងេ្រកាម:
(i) f (1− x)= 1

f (x)
;

(ii) f
(
1
x

)
= 1

f ( f (x))
;

(iii) f ( f ( f (x)))= x។
១. ចូរគណនា f (2), f (−1) និង f

(
1
2

)
។

២. កំណត់អនុគមន៍ f (x)។

ដំេណាះ្រសាយ
១. គណនា f (2), f (−1) និង f

(
1
2

)
េយងីសេង្កតេឃញីថាេដាយសារទំនាក់ទំនង (iii) ្រត�វែតេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ចំេពាះ្រគប់តៃម្ល x េនក្នុង
ែដនកំណត់ េនាះតៃម្ល 0 និង 1 មិនអាចជារូបភាពៃន f េទ។
•ចំេពាះ x = 1

2
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តាម (i) េយងីបាន f
(
1− 1

2

)
= 1

f
(
1
2

)
[

f
(
1
2

)]2

= 1

=⇒ f
(
1
2

)
= 1 ឬ f

(
1
2

)
=−1

ែតតាមការសេង្កតខាងេលី f
(
1
2

)
=−1

•ចំេពាះ x = 2
តាម (ii) េយងីបាន f

(
1
2

)
= 1

f (2)
=⇒ f ( f (2))=−1
េនាះតាម (iii) េយងីបាន f ( f ( f (2)))= f (−1)
=⇒ f (−1)= 2
•ចំេពាះ x =−2
តាម (i) េយងីបាន f (1−2)= 1

f (2)
=⇒ f (−1)= 2= 1

f (2)

=⇒ f (2)= 1
2

២. កំណត់អនុគមន៍ f (x)

េដីម្បកីំណត់អនុគមន៍ f េយងីប្តូរ x េទជា 1
x

f
(
1− 1

x

)
= 1

f
(
1
x

) =⇒ f
(
1− 1

x

)
= f ( f (x))

=⇒ f
(
f
(
1− 1

x

))
= f ( f ( f (x)))= x

េនាះតាម (iii) េយងីបាន f
(
f
(
f
(
1− 1

x

)))
= f (x)

=⇒ f (x)= 1− 1
x

ដូចេនះ f (x)= 1− 1
x
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លំហាត់ទី ៦៤៨
កំណត់្រគប់គូៃនចំនួនគត់ (x, y) េដីម្បឱី្យកេន�ម

(
x2+3y2) · 2(1−x2−y2)

មានតៃម្លអតិបរមា។ េតីតៃម្លអតិបរមាេនាះគឺប៉ុនា្ម ន?

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីបាន

(
x2+3y2) ·2(1−x2−y2) = (

x2+ y2+2y2) ·21−(x2+y2)

េយងីតាង x2+ y2 = k2 ជារង្វង់មានផ្ចិត (0,0) និង កាំ k
េយងីអាចសរេសរ

(
x2+3y2) ·2(1−x2−y2) = (

k2+2y2)21−k2

េដាយសារ 21−k2 ជាចំនួនគត់ េនាះេយងីបានតៃម្លអតិបរមាៃនកេន�មចំេពាះ x, y ៃនរង្វង់
មានកាំ k កាលណា y=±k និង x = 0។
តៃម្លអតិបរមាគឺ 3k2 ·21−k2 = 6k2

2k2 , n = k2 ។

ដូេច្នះេយងី្រគាន់ែតពិនិត្យេមីលតៃម្លៃន 6n
2n ។

- េបី n = 1 ឬ n = 2 េយងីបានតៃម្លគឺ 3
- ចំេពាះ n = 1 េយងីបាន k = 1, y=±1
- ចំេពាះ n = 2 េយងីបាន k =

p
2 មិនមាន x, y ជាចំនួនគត់

+ េយងីនិង្រសាយថា 6n
2n < 3 េបី n ≥ 3

- ចំេពាះ n = 3=⇒ 6×3
23 < 3 ពិត

ឧបមាវសិមភាពេនះពិតរហូតដល់ n
- ពិនិត្យចំេពាះ n+1
6(n+1)= 6n+6< 3 ·2n+3 ·2= 3(2n+2)
េហយី 2n+2= 2

(
2n−1+1

)< 2 ·2n < 2n+1 េ្រពាះ 2n−1+1< 2n ចំេពាះ n ≥ 3
ដូចេនះ តៃម្លអតិបរមាគឺ 3 េហយីេកីតមាន្រតង់ (0,1) ឬ (0,−1)

លំហាត់ទី ៦៤៩
ចំេពាះចំនួនគត់វជិ្ជមាន n ្រកាបៃនអនុគមន៍ប៉ារ៉ាបូល y= (

n2+n
)
x2−(2n+1)x+

1 កាត់អ័ក្សអាប់សីុស្រតង់ពីរចំណុច An និង Bn។ គណនា
2012∑
n=1

AnBn។

ដំេណាះ្រសាយ
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អនុគមន៍ប៉ារ៉ាបូល y= (
n2+n

)
x2− (2n+1)x+1

កាត់អ័ក្សអាប់សីុស េគបាន : y= 0
=⇒ (

n2+n
)
x2− (2n+1)x+1= 0

∆= (2n+1)2−4
(
n2+n

)= 1

ឫសសមីការ


x = 2n+1+1

2
(
n2+n

) = 1
n

x = 2n+1−1
2

(
n2+n

) = 1
n+1

តាង An

(
1
n

,0
)
, Bn

(
1

n+1
,0

)
េគបាន

2012∑
n=1

AnBn =
2012∑
n=1

1
n(n+1)

[AnBn]= 1
n(n+1)

=
2012∑
n=1

(
1
n
− 1

n+1

)
= 1− 1

2013
= 2012

2013

ដូចេនះ
2012∑
n=1

AnBn = 2012
2013

លំហាត់ទី ៦៥០
េគឱ្យ x, y, z ជាចំនួនពិតវជិ្ជមាន ។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា

1
x2+ yz

+ 1
y2+ zx

+ 1
z2+ xy

≤ 1
2

(
1
xy

+ 1
yz

+ 1
zx

)
។

ដំេណាះ្រសាយ
សម្មតិកម្ម x, y, z > 0
តាវសិមភាព Cauchy : x2+ zy≥ 2x

p
zy

=⇒ 1
x2+ zy

≤ 1
2xpzy

ឬ 1
x2+ zy

≤
pzy
2xyz

្រសាយដូចគា្ន 1
y2+ zx

≤
p

zx
2xyz
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1
z2+ xy

≤
pxy
2xyz

បូកអង្គ តាង S = 1
x2+ zy

+ 1
y2+ zx

+ 1
z2+ xy

≤ 1
2xyz

(
p

xy+p
yz+p

zx)

(1)
តាមវសិមភាព Cauchy ម្តងេទៀត :

p
xy≤ x+ y

2p
yz ≤ y+ z

2p
zx ≤ z+ x

2

បូកអង្គ : pxy+p
yz+p

zx ≤ x+ y+ z (2)

(1)&(2): S ≤ 1
2xyz

(x+ y+ z)

ដូចេនះ S ≤ 1
2

(
1
yz

+ 1
xz

+ 1
xy

)
លំហាត់ទី ៦៥១

េគឱ្យស្វុ ីត {xn} ជាស្វុ ីតប្រង�ម កំណត់េដាយ

x1 = 1, x2 = 2012

xn+1 = 3
√

x2
n+1 · xn

។

គណនា lim
x→+∞xn ។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីមាន xn > 0 ្រគប់ n = 1,2, ...
េនាះ x3

n+2 = x2
n+1 · xn

=⇒ 3lnxn+2 = 2lnxn+1+ lnxn

តាង un = lnxn

េគបាន 3un+2 = 2un+1+un

រេបៀបទី ១ : 3un+2−3un+1 =−un+1+un

un+2−un+1 =−1
3

(un+1−un)

តាង vn = un+1−un =⇒ vn+1 =−1
3

vn
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=⇒ (vn) ជាស្វុតីធរណីមា្រត មានផលេធៀបរមួ q = −1
3
និងតួទី ១ : v1 = u2 −u1 =

lnx2− lnx1 = ln2012− ln1= ln2012
េគបាន un = (un−un−1)+ (un−1−un−2)+·· ·+ (u2−u1)+u1

= vn−1+vn−2+·· ·+v1+u1

= v1 · qn−1−1
q−1

+u1

ឬ lnxn = ln2012 ·

(
−1

3

)n−1

−1

−1
3
−1

=⇒ xn = e
ln2012

−3
4

−1
3

n−1

+
3
4



ដូចេនះ lim
x→+∞xn = e

3
4

ln2012 = 2012
3
4 េ្រពាះ lim

x→+∞

(
−1

3

)n−1

= 0

រេបៀបទី ២ : 3un+2−2un+1−un = 0

សមីការសំគាល់ 3r2−2r−1= 0
r1 = 1 , r2 =−1

3
េគបាន un = A · rn

1 +B · rn
2 = A+B

(
−1

3

)n

េដាយ u1 = lnx1 = 0
u2 = lnx2 = ln2012

េគបាន


A− 1

3
B = 0 (1)

A+ 1
9

B = ln2012 (2)

(2)− (1) :
1
9

B+ 1
3

B = ln2012

B = 9
4

ln2012

(1) =⇒ A = 1
3
· 9
4

ln2012= 3
4

ln2012

េគបាន un = 3
4

ln2012+ 9
4

ln2012 ·
(
−1

3

)n
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េដាយ lim
n→+∞un = 3

4
ln2012

េនាះ lnxn = un ⇐⇒ xn = eun

⇐⇒ lim
n→+∞xn = elimn→+∞ = e

3
4

ln2012

ដូចេនះ lim
x→+∞xn = e

3
4

ln2012 = 2012
3
4

លំហាត់ទី ៦៥២
ABC ជា្រតីេកាណែកងមាន្រជ�ង AB = 13,BC = 15, AC = 14 ។ ចំណុច
D,E,F េនេលី្រជ�ង AB,BC,CA េរៀងគា្ន ែដល AD

AB
= x,

BE
BC

= y,
CF
CA

= z

និង x+ y+ z = 2
3

, x2+ y2+ z2 = 2
5
។ គណនាៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ DEF ។

ដំេណាះ្រសាយ

េយងីមាន AD
AB

= x,
BE
BC

= y,
CF
CA

= z

x+ y+ z = 2
3

, x2+ y2+ z2 = 2
5

តាង S1 = SADF ,S2 = SDEF ,S3 =
SCEF

S = SABC េគបាន

A

B C

D

E

F

S1

S2 S3

S1

S
= AD

AB
× AF

AC
= AD

AB

(
AC−CF

AC

)
= x(1− z)

S2

S
= BD

AB
× BE

BC
=

(
AB− AD

AB

)
BE
BC

= (1− x)y

S3

S
= CF

AC
× CE

BC
= CF

AC

(
BC−BE

BC

)
= z(1− y)

=⇒ 1
S

(S1+S2+S3)= x+ y+ z− (xy+ yz+ zx)

1− SDEF

S
= 2

3
− 1

2
[
(x+ y+ z)2− (

x2+ y2+ z2)]
= 2

3
− 1

2

(
4
9
− 2

5

)
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=⇒ SDEF = 16
45

·S

េដាយS =
√

21(21−13)(21−14)(21−15)= 84,
(
p = 13+14+15

2
= 12

)
ដូចេនះ SDEF = 16

45
×84= 448

15
ឯកតាៃផ្ទ

លំហាត់ទី ៦៥៣
ឧបមាថា xk, yk (k = 1,2,3, ...,2012) ជាចំនួនពិតវជិ្ជមាន និង x1 + x2 + ...+
x2012 = y1+ y2+ ...+ y2012 = 1 ។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា

2012∑
k=1

xk yk

xk + yk
≤ 1

2
។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីមាន xk, yk > 0 និង

2012∑
k=1

xk =
2012∑
k=1

yk = 1

តាមវសិមភាព Cauchy : x2
k + y2

k ≥ 2xk yk

(xk + yk)2 ≥ 4xk yk

=⇒ xk yk

xk + yk
≤ xk + yk

4

=⇒
2012∑
k=1

xk yk

xk + yk
≤ 1

4

2012∑
k=1

(xk + yk)= 1
4

(1+1)

ដូចេនះ
2012∑
k=1

xk yk

xk + yk
≤ 1

2

លំហាត់ទី ៦៥៤

េគឱ្យ Pn =
n∏

k=0

[
1−

(
1
3

)3k

+
(
1
9

)3k]
។ គណនា lim

n→+∞Pn ។

ដំេណាះ្រសាយ
សម្មតិកម្ម Pn =

n∏
k=0

[
1−

(
1
3

)3k

+
(
1
9

)3k]

តាង Sk = 1−
(
1
3

)3k

+
(
1
9

)3k

និង
(
1
3

)3k

= a
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=⇒ Sk = 1−a+a2

Sk =
(1+a)

(
1−a+a2)

(1+a)
= 1+a3

1+a

Sk =
1+

(
1
3

)3k+1

1+
(
1
3

)3k

េគបាន Pn =
1+

(
1
3

)3

1+ 1
3

×
1+

(
1
3

)32

1+
(
1
3

)3 ×·· ·×
1+

(
1
3

)3n+1

1+
(
1
3

)3n

=⇒ Pn =
1+

(
1
3

)3n+1

1+ 1
3

= 3
4

[
1+

(
1
3

)3n+1]

េគបាន lim
n→+∞Pn = 3

4
េ្រពាះ lim

n→+∞

(
1
3

)3n+1

= 0

លំហាត់ទី ៦៥៥
រកតៃម្លតូចបំផុតៃន x ែដល x និង yជាចំនួនគត់វជិ្ជមាន េហយី 2011

2012
< x

y
< 2012

2013
។

ដំេណាះ្រសាយ
េយងីមាន 2011

2012
< x

y
< 2012

2013

េគបាន

2011y< 2012x

2013x < 2012y

=⇒
2011y+1≤ 2012x (1)

2013x+1≤ 2012y (2)

∣∣∣∣∣∣
×2012

×2011
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=⇒+
2011×2012y+2012≤ 20122x

2013×2011x+2011≤ 2011×2012y

បូកអង្គ : 2013×2011x+4023≤ 20122x(
20122−1

)
x+4023≤ 20122x

−x+4023≤ 0
x ≤ 4023

ដូចេនះ x តូចបំផុត x = 4023

លំហាត់ទី ៦៥៦
សិស្ស្រប�ស និង សិស្ស្រសីមួយ្រក�មបានចូលរមួ្របកួត ញុាភីំហ�េនផ�រទំេនីបមួយ។
េគដឹងថាក្នុងភីហ�មួយ្រត�វេគកាត់ជា ១២ដំុតូចៗ។ សិស្ស្រប�សមា្ន ក់អាចញុាអំស់ ៦ឬ
៧ដុំ និង សិស្ស្រសីមា្ន ក់អាចញុាអំស់ ២ ឬ ៣ដំុ។ េបីេគដាក់ភីហ� ៤ េឃញីថាមិន្រគប់
្រគាន់េទ ែតេបីេគដាក់ភីហ� ៥វញិេនាះវាេ្រចីនេពក។ េតីមានសិស្ស្រប�ស និង សិស្ស្រសី
ប៉ុនា្ម ននាក់ែដលបានចូលរមួ្របកួត ។

ដំេណាះ្រសាយ
តាង B ជាចំនួនសិស្ស្រប�ស , G ជាចំនួនសិស្ស្រសី
•សិស្ស្រប�ស និង សិស្ស្រសី អាចញុាភីំហ�បានេ្រចីនបដំុបំផុត
គឺ 7B+3G < 12×5
ឬ 7B+3G ≤ 59 (1)
•សិស្ស្រប�ស និង សិស្ស្រសីអាចំញុាភីំហ�បានតិចដំុបំផុត
គឺ 6B+2G > 12×4
ឬ 49≤ 6B+2G (2)
(1)+ (2) : 7B+3G+49≤ 59+6B+2G

B+G ≤ 10 (3)
តាម (2) : 49≤ 6B+2(10−B)

4B ≥ 29
B ≥ 29

4
ឬ B ≥ 8

ែត G ≥ 1
=⇒ B+G ≥ 9 ឬ G ≥ 9−B
តាម (1) : 7B+3(9−B)≤ 59

ឯកសារចង្រកង
249



េរៀបេរៀងេដាយ នូ ច័ន្ទណារÂទ្ធិ លំហាត់គណិតវÂទǓǻថាñǓក់ទី ១២ ភាគ ២

4B ≤ 32 ឬ B ≤ 8
េគបាន B = 8 ទាញបាន G = 1, G ≥ 2 មិនេផ្ទ�ងផា្ទ ត់
ដូចេនះ B = 8 នាក់ និង G = 1 នាក់

លំហាត់ទី ៦៥៧
រកតៃម្លតូចបំផុត និង ធំបំផុតៃនអនុគមន៍ f (x)= x

(
2011+

√
2013− x2

)
។

ដំេណាះ្រសាយ
f (x)= x

(
2011+

√
2013− x2

)
ែដនកំណត់ : 2013− x2 ≥ 0 ⇐⇒D=

[
−
p

2013,
p

2013
]

េដាយសារ f (−x)=− f (x) ្រគប់ x ∈D
េនាះ f ជាអនុគមន៍េសស
- ករណី x ∈

[
0,
p

2013
]

f (x)= x
(p

2011 ·
p

2011+1 ·
√

2013− x2
)

តាមវសិមភាព CauchySchwarz
f (x)≤ x

√
(2011+1)(2011+2013− x2)

f (x)≤ x
p

2012 ·
√

4024− x2 (1)

តាម Cauchy :x ·
√

4024− x2 ≤ x2+4024− x2

2
x ·

√
4024− x2 ≤ 2012

ពី (1) f (x)≤
p

2012 ·2012

េនាះ Max f (x)=
p

2012 ·2012 េពល


√

2013− x2 = 1

x =
√

4024− x2

េគបាន x =
p

2012
- ករណី x ∈

[
−
p

2013,0
)

្រសាយដូចគា្ន : f (x)≥ x
(p

2011 ·
√

4024− x2
)

f (x)≥−
p

2012 ·2012

េនាះ min f (x)=−
p

2012 ·2012 េពល x =−
p

2012
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លំហាត់ទី ៦៥៨
គណនាផលបូក S2012 = cosa+ cos2a+ cos3a+·· ·+ cos2012a ។

ដំេណាះ្រសាយ
រេបៀបទី ១ :
- េបី a = k2π,k ∈Z េនាះ cosa = cos2a = ·· · = cos2012a = 1
ដូចេនះ S2012 = 2012
- េបី a 6= k2π,k ∈Z=⇒ sin

a
2
6= 0 េគអាចសរេសរ

2sin
a
2

S2012 = 2sin
a
2

cosa+2sin
a
2

cos2a+
2sin

a
2

cos3a+·· ·+2sin
a
2

cos2012a

=
(
−sin

a
2
+ sin

3a
2

)
+

(
−sin

3a
2

+ sin
5a
2

)
+·· ·

+
(
−sin

4023a
2

+ sin
4025a

2

)
= sin

4025a
2

− sin
a
2
= 2sin

2012a
2

cos
2013a

2

=⇒ S2012 =
sin

2012a
2

cos
2013a

2

sin
a
2

=
sin1006acos

2013a
2

sin
a
2

,a 6= k2π

រេបៀបទី ២ :
S2012 = cosa+ cos2a+ cos3a+·· ·+ cos2012a
P2012 = sina+ sin2a+ sin3a+·· ·+ sin2012a
S2012+ iP2012 = z+ z2+·· ·+ z2012 ែដល z = cosa+ isina

=⇒ 1+S2012+ iP2012 = 1− z2013

1− z

=
sin

2013a
2

sin
a
2

[
cos

2012a
2

+ isin
2012a

2

]
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=⇒ 1+S2012 =
sin

2013a
2

sin
a
2

cos1006

S2012 =
sin1006acos

2013a
2

sin
a
2

េបី a 6= k2π

េបី a = k2π=⇒ S2012 = 2012

លំហាត់ទី ៦៥៩
បងា្ហ ញថា A = 62012+132012−22012−172012 ែចកដាច់នឹង 44 ។

ដំេណាះ្រសាយ
េគមាន xn − yn = (x − y)

(
xn−1+ xn−2 y+ ...+ yn−1) = (x − y)z ែចកដាច់នឹង

x− y
េគបាន

(
62012−22012)+ (

132012−172012)= 4k−4l ែចកដាច់នឹង 4
តាមរេបៀបដូចគា្ន ែដរ

(
62012−172012)+(

132012−22012)=−11m+11n ែចកដាច់នឹង
11
េដាយ A ≡ 0 (mod4), A ≡ 0 (mod11), GCD(4,11)= 1
ដូចេនះ A = 62012+132012−22012−172012 ែចកដាច់នឹង 44

លំហាត់ទី ៦៦០
េដាះ្រសាយសមីការ sin2x2+ sin22x2 = sin23x2+ sin24x2 ។

ដំេណាះ្រសាយ
សមីការអាចសរេសរ
1− cos2x2

2
+ 1− cos4x2

2
= 1− cos6x2

2
+ 1− cos8x2

2
⇐⇒ cos2x2+ cos4x2 = cos6x2+ cos8x2

⇐⇒ cos3x2cosx2 = cos7x2cosx2

⇐⇒ cosx2 (
cos7x2− cos3x2)= 0

⇐⇒ cosx2sin2x2sin5x2 = 0 (E)
េគទាញបាន cosx2 = 0⇐⇒ x2

1 = (2k+1)
π

2
,k = 0,1,2, ...
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sin2x2 = 0 ⇐⇒ x2
2 = l

π

2
, l = 0,1,2, ... sin5x2 = 0 ⇐⇒ x2

3 = m
π

5
,m =

0,1,2, ...
- េបី l = 2n+1=⇒ x2

2 = (2n+1)
π

2
= x2

1

- េបី l = 2n =⇒ x2
2 = nπ= x2

3 េនេពលែដល m = 5p

(E)⇐⇒ x =±
√

(2k+1)
π

2
, x =±

√
m

π

5
ែដល k = 0,1,2, ... និងm = 0,1,2, ...

លំហាត់ទី ៦៦១
្របអប់មួយមានបាតជាចតុេកាណែកងែដលមានអង្កត់្រទ�ង្របែវង

D(a)= a2−
p

a4+4+2
a

ែដល a > 0 ។ រក្របែវងអតិបរមាៃនអង្កត់្រទ�ង
បាត្របអប់។

ដំេណាះ្រសាយ
រេបៀបទី១ :
េគមាន
D(a)= a2−

p
a4+4+2
a

=
(
a2+2

)2− (
a4+4

)
a

(
a2+2+

p
a4+4

)
= 4a2

a
(
a2+2+

p
a4+4

) = 4(
a2+2+

p
a4+4

)
/a

= 4

a+ 2
a
+

√
a2+ 4

a2

តាមវសិមភាពកូសីុ េគបាន

a+ 2
a
≥ 2

p
2, a2+ 4

a2 ≥ 4=⇒
√

a2+ 4
a2 ≥ 2

a+ 2
a
+

√
a2+ 4

a2 ≥ 2
p

2+2 =⇒ D(a) = 4

a+ 2
a
+

√
a2+ 4

a2

≤ 4

2
p

2+2
=

2
p

2−2
ដូចេនះ ្របែវងអតិបរមាៃនអង្កត់្រទ�ងរបស់បាត្របអប់Max(D(a))= 2

p
2−2ឯកតា្របែវង
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រេបៀបទី២ :

េដរេីវ D′(a)= −a4+4+ (
a2−2

)p
a4+4

a2
(p

a4+4
)

D′(a) យកសញញ តាម −a4+4+ (
a2−2

)√
a4+4

= (
a2−2

)(−a2−2+
√

a4+4
)

េដាយសារ a2+2=
√(

a2+2
)2 =

√
a4+4+4a2 >

√
a4+4

=⇒−a2−2+
√

a4+4< 0, ∀a > 0
=⇒ D′(a) មានសញញ ដូច 2−a2, ∀a > 0
=⇒ D′(a)= 0⇐⇒ a2−2= 0 ឬ a =

p
2

a

D′(a)

D(a)

0
p

2 +∞
+ 0 −

2
p

2−22
p

2−2

ដូចេនះ D(a) អតិបរមាគឺ D(a)= 2
p

2−2

លំហាត់ទី ៦៦២
រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f (x)= ln(

p
x−1−

p
7− x)+p

cosx។

ដំេណាះ្រសាយ

អនុគមន៍ f មានន័យ⇐⇒



x−1≥ 0 ⇔ x ≥ 1

7− x ≥ 0 ⇔ x ≤ 7p
x−1≥

p
7− x ⇔ x ≥ 4

cosx ≥ 0 ⇔−π

2
+2kπ≤ x ≤ π

2
+2kπ, k ∈Z (∗)

(∗)=⇒ x ∈ [..., ...]∪ ...
[
−π

2
,
π

2

]
∪

[
3π
2

,
5π
2

]
∪ [..., ...]∪ ...
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−∞ −π

2
0 1 π

2
4 3π

2
7 5π

2
+∞

ដូចេនះ D=
[

3π
2

,7
]

លំហាត់ទី ៦៦៣
ពហុធា r(x)= x5−5x3−3x2+2x+1 មានឫស្របាេំផ្សងគា្ន a1,a2,a3,a4,a5

េហយី s(x)=−x2+5 ជាពហុធាមួយេផ្សងេទៀត។
គណនាផលគុណ p = s (a1) s (a2) s (a3) s (a4) s (a5) ។

ដំេណាះ្រសាយ
េដាយ a1,a2,a3,a4,a5 ជាឫសៃនពហុធា r(x) េនាះេគបាន
r(x)= x5−5x3−3x2+2x+1= (x−a1) (x−a2) (x−a3) (x−a4) (x−a5)

=
5∏

i=1
(x−a i)

ផលគុណ p = s (a1) s (a2) s (a3) s (a4) s (a5)= (
5−a2

1
)(

5−a2
2
)(

5−a2
3
)(

5−a2
4
)(

5−a2
5
)

p =
5∏

i=1

(p
5−a i

)
×

5∏
i=1

(p
5+a i

)
=

5∏
i=1

(p
5−a i

)
× (−1)

5∏
i=1

(
−
p

5−a i

)
=−r(

p
5)r(−

p
5)

=−
(
(
p

5)5−5(
p

5)3−3(
p

5)2+2
p

5+1
)(

(−
p

5)5− (−
p

5)3−3(−
p

5)2

−2
p

5+1
)
=−(−14+2

p
5)(−14−2

p
5)=−176

លំហាត់ទី ៦៦៤
អនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x)= ax

ax+p
a
ែដល a ជាចំនួនពិតវជិ្ជមានេហយីខុសពី

1 ។ គណនាផលបូក S = f
(

1
2012

)
+ f

(
2

2012

)
+·· ·+ f

(
2011
2012

)
។
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ដំេណាះ្រសាយ
េគមាន
f (x)+ f (1− x)= ax

ax+p
a
+ 11−x

a1−x+p
a

f (x)+ f (1− x)= ax

ax+p
a
+

p
a

ax+p
a
= 1

េគអាចេសរេសរ
f (

1
2012

+ 2011
2012

)= 1

f (
2

2012
+ 2011

2012
)= 1

f (
3

2012
+ 2009

2012
)= 1

...............................
f (

1005
2012

+ 1007
2012

)= 1

f (
1006
2012

)= f (1/2)=
p

a
2
p

a
= 1/2

េដាយបូកអង្គ និង អង្គ េគបាន
S = f

(
1

2012

)
+ f

(
2

2012

)
+·· ·+ f

(
2011
2012

)
= 1005+1/2= 100.5.5
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្របលងេ្រជើសេរ ើសសិស្សពូែករាជធានភី្នំេពញ
ែផ្នកគណិតវិទយ រូបវិទយ និង អក្សរសិល្បែ៍ខ្មរ ថា្ន ក់ទី៩ និងថា្ន ក់ទី ១២

សម័យ្រ˪លង ២០ កុម្ភៈ ២០២០
វិញញ សា : គណិតវិទយទី ១ រយៈេពល ៣ េម៉ាង

I. រកចំនួនតួែចកវជិ្ជមានៃនចំនួន A = [
20193+3(2019×2020)+1

]2 ។

II. តាង x = 1+ 6p2+ 6p4+ 6p8+ 6p16+ 6p32 ។ រកតៃម្លៃន B =
(
1+ 1

x

)30

។

III. តាង a1,a2,a3, ... ជាស្វុ ីតៃនចំនួនសនិទាន ែដល a1 = 2 និង ចំេពាះ n ≥ 1,

an+1 = 1+an

1−an
។ កំណត់ a2020 ។

IV. រកតៃម្លធំបំផុត និង តៃម្លតូចបំផុតៃន y= 3x2+2x+2
x2+2x+2

។

V. រកសមីការដឺេ្រកទី២ ែដលមានេមគុណជាចំនួនគត់ េហយីមានឫស cos720

និង cos1440 ។
VI. េដាយមិនេ្របីម៉ាសីុនគិតេលខ គណនា

P = 1
cos2100 +

1
sin2200 +

1
sin2400 −

1
cos2450 ។

VII. េ្របៀបេធៀប Sn =
n∑

k=1

k
(2n−2k+1)(2n−k+1)

និង Tn =
n∑

k=1

1
k
។

VIII. ្រសាយបញ្ជ ក់ថា 3

√
2
1
+ 3

√
3
2
+ ·· · + 3

√
1011
1010

− 2019
2

< 1
3
+ 1

6
+ 1

9
+ ·· · +

1
9096

។

IX. ក្នុងរូបខាងសា្ត ំ បងា្ហ ញពីចតុេកាណែកង ABLJ ែដលៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណ ACD
ចតុេកាណ BCEF ចតុេកាណ DEIJ និង ្រតីេកាណ FGH េស្មីនឹង 22cm2,
500cm2,482cm2 និង 22cm2 េរៀងគា្ន ។
រកៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ HIK ជា cm2 ។
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A B

C
D

E F
GHI

J K L

អ្រតាកំែណ

I. រកចំនួនតួែចកវជិ្ជមានៃនចំនួន A = [
20193+3(2019×2020)+1

]2

តាង a = 2019
⇒ [

a3+3a(a+1)+1
]2 = (a+1)6

⇒ 20206 = (
22×5×101

)6 = 212×56×1016

ចំនួនតួែចកវជិ្ជមាន គឺ (12+1)(6+1)(6+1)= 637
ដូចេនះ ចំនួនតួែចកវជិ្ជមានៃន A គឺ 637

II. រកតៃម្លៃន B
x = 1+ 6p2+ 6p4+ 6p8+ 6p16+ 6p32
តាង a = 6p2
⇒ x = 1+a+a2+a3+a4+a5

⇒ x = a6−1
a−1

= 2−1
6p2−1

= 1
6p2−1

⇒ B =
(
x+ 1

x

)30

= (1+ 6p2−1)30

ដូចេនះ តៃម្លៃន B = 32

III. កំណត់ a2020

េយងីមាន an+1 = 1+an

1−an

⇒ an+2 = 1+an+1

1−an+1
=

1+ 1+an

1−an

1− 1+an

1−an

= −1
an
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⇒ an+4 = −1
an+2

= an, ∀n ≥ 1

េគបាន a4 = a8 = a12 = ...= a2020

េដាយ a1 = 2⇒ a2 = 1+2
1−2

=−3

a3 = 1−3
1+3

=−1
2

, a4 =
1− 1

2

1+ 1
2

= 1
3

ដូចេនះ a2020 = 1
3

IV. រកតៃម្លធំបំផុត និង តូចបំផុត
រេបៀបទី ១:

េយងីមាន y= 3x2+2x+2
x2+2x+2

yx2+2xy+2y= 3x2+2x+2
(y−3)x2+2x(y−1)+ (2y−2)= 0
∆′ = (y−1)2− (y−3)(2y−2)

=−y2+6y−5=−(y−1)(y−5)
សមីការមានឫសពិតលុះ្រតាែត ∆′ ≥ 0
⇔−(y−1)(y−5)≥ 0
⇔ 1≤ y≤ 5

ឫសសមីការេពល ∆′ = 0 គឺ x =− y−1
y−3

ដូចេនះ Maxy= 5 េពល x =−2, miny= 1 េពល x = 0

រេបៀបទី ២:

េយងីមាន y= 3x2+2x+2
x2+2x+2

y′ = (6x+2)
(
x2+2x+2

)− (2x+2)
(
3x2+2x+2

)(
x2+2x+2

)2

y′ = 0⇒ 4x2+8x = 0
x = 0, x =−2

តារាងអេថរភាព

ឯកសារចង្រកង
259
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x

y′

y

−∞ −2 0 +∞
0 0

y(−2)= 12−4+2
4−4+2

= 5
y(0)= 1
ដូចេនះ Maxy= 5 េពល x =−2, miny= 1 េពល x = 0

V. រកសមីការដឺេ្រកទី២S = cos1440+ cos720

P = cos1440cos720S = 2cos1080cos360

P =−cos360cos720S =−2cos720cos360

P =−cos720cos360

cos360cos720 = sin720

2sin360 ×
sin1440

2sin720

= sin360

4sin360 = 1
4

⇒


S =−1

2
P =−1

4
សមីការដឺេ្រកទី ២ មានរាង x2−Sx+P = 0

⇒ x2+ 1
2

x− 1
4
= 0

ដូចេនះ សមីការដឺេ្រកទី២គឺ 4x2+2x−1= 0

VI. គណនា P = 1
cos2100 +

1
sin2200 +

1
sin2400 −

1
cos2450

រេបៀបទី ១:
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េដាយដឹងថា ៖
cos2450 = 1

2
1

cos2100 = 1
sin2800

1
sin2200 = 4cos2200

sin2400 = 2(1+ cos400)4cos2400

sin2800

1
sin2400 = 4cos2400

sin2800

តាង S = 1
cos2100 +

1
sin2200 +

1
sin2400

S = 1
sin2800

(
1+8(1+ cos400)cos2400+4cos2400)

S = 1
cos2100

(
1+4cos2400(3+2cos400)

)
S = 1

cos2100

(
1+2(1+ cos800)(3+2cos400)

)
S = 1

cos2100

[
7+6(cos800+ cos400)+2

(
−1

2

)]
S = 1

cos2100

(
6+12cos600cos200)

S = 6
cos2100 (2cos2100)= 12

⇒ P = S−2= 12−2= 10
ដូចេនះ P = 10
រេបៀបទី ២:

តាង S = 1
cos2100 +

1
sin2200 +

1
sin2400

= 1
sin2800 +

1
sin2200 +

1
sin2400

= 2
1− cos1600 +

2
1− cos400 +

2
1− cos800

តាម cos3α= 4cos3α−3cosα
យក α= 1600,400,800 ⇒cos(3×1600)= cos1200 =−1

2

cos(3×400)=−1
2

cos(3×800)=−cos600 =−1
2
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⇒ cos1600, cos400, cos800 ជាឫសៃនសមីការ 4t3−3t+ 1
2
= 0

តាង t1 = cos1600, t2 = cos400, t3 = cos800

តាង f (t)= 4t3−3t+ 1
2
= 4(t− t1)(t− t2)(t− t3)

f (1)= 4(1− t1)(1− t2)(1− t3)

⇒ (1− t1)(1− t2)(1− t3)= f (1)
4

= 3
8

េគបាន S = 2
1− t1

+ 2
1− t2

+ 2
1− t3

= 2
(1− t1)(1− t2)(1− t3)

[3−2(t1+ t2+ t3)+ (t1t2+ t2t3+ t3t1)]

តាម្រទឹស្តីបទ Viete:t1+ t2+ t3 = 0, t1t2+ t2t3+ t3t1 =−3
4

⇒ S = 2
3
8

(
3−2×0− 3

4

)
= 12

VII. េ្របៀបេធៀប Sn =
n∑

k=1

k
(2n−2k+1)(2n−k+1)

និង Tn =
n∑

k=1

1
k

េយងីមាន Sn =
n∑

k=1

k
(2n−2k+1)(2n−k+1)

=
n∑

k=1

(2n−k+1)− (2n−2k+1)
(2n−2k+1)(2n−k+1)

=
n∑

k=1

1
2n−2k+1

−
n∑

k=1

1
(2n−k+1)

=
(

1
2n−1

+ 1
2n−3

+·· ·+ 1
3
+ 1

1

)
−(

1
2n

+ 1
2n−1

+·· ·+ 1
n+1

)
និង Tn =

n∑
k=1

1
k
= 1

1
+ 1

2
+ 1

3
+·· ·+ 1

n

Tn−Sn =
(
1+ 1

2
+ 1

3
+·· ·+ 1

n
+ 1

n+1
+·· ·+ 1

2n

)
−(

1
1
+ 1

3
+·· ·+ 1

2n−3
+ 1

2n

)
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= 1
2
+ 1

4
+·· ·+ 1

2n−2
+ 1

2n

= 1
2

(
1
1
+ 1

2
+ 1

3
+·· ·+ 1

n

)
⇒ Tn− 1

Tn
= Sn

ដូចេនះ Tn = 2Sn

VIII. ្រសាយបញ្ជ ក់ថា 3

√
2
1
+ 3

√
3
2
+·· ·+ 3

√
1011
1010

−2019
2

< 1
3
+1

6
+1

9
+·· ·+ 1

9096

សេង្កត 3k+1
3k

+ 3k+2
3k+1

+ 3k+3
3k+2

= 3+ 1
3k

+ 1
3k+1

+ 1
3k+2

⇒
(
3k+1

3k

)(
3k+2
3k+1

)(
3k+3
3k+2

)
= k+1

k
តាមវសិមភាព Cauchy

3k+1
3k

+ 3k+2
3k+1

+ 3k+3
3k+2

≥ 3 3

√
k+1

k

⇒ 3
1010∑
k=1

3

√
k+1

k
≤

1010∑
k=1

(
3+ 1

3k
+ 1

3k+1
+ 1

3k+2

)
⇒

1010∑
k=1

3

√
k+1

k
≤

1010∑
k=1

[
1+ 1

3

(
1

3k
+ 1

3k+1
+ 1

3k+2

)]
≤ 1010+ 1

9
+ 1

12
+ 1

15
+·· ·+ 1

9096
1010∑
k=1

3

√
k+1

k
− 2019

2
≤ 1010− 2019

2
+ 1

9
+ 1

12
+·· ·+ 1

9096

≤ 1
3
+ 1

6
+ 1

9
+ 1

12
+·· ·+ 1

9096

ដូចេនះ 3

√
2
1
+ 3

√
3
2
+·· ·+ 3

√
1011
1010

− 2019
2

< 1
3
+ 1

6
+ 1

9
+·· ·+ 1

9096

IX. រកៃផ្ទ្រកឡា4HIK ជា cm2
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េរៀបេរៀងេដាយ នូ ច័ន្ទណារÂទ្ធិ លំហាត់គណិតវÂទǓǻថាñǓក់ទី ១២ ភាគ ២

A B

C
D

E F
GHI

J K L

តាង S = SABLJ

⇒ SABK = 1
2

S = SABD +SDGJ

េដាយ SABK = SABC +SBCEF +SEFHI +SIHK (1)
និង SABD +SDGJ = SABC +SACD +SDEIJ +SEFHI +SFGH (2)
(1)= (2)
⇒ SBCEF +SIHK = SACD +SDEIJ +SFGH

⇒ 500+SIHK = 22+482+22
⇒ SIHK = 526−500= 26
ដូចេនះ SIHK = 26cm2
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្របលងេ្រជើសេរ ើសសិស្សពូែករាជធានភី្នំេពញ
ែផ្នកគណិតវិទយ រូបវិទយ និង អក្សរសិល្បែ៍ខ្មរ ថា្ន ក់ទី៩ និងថា្ន ក់ទី ១២

សម័យ្រ˪លង ២០ កុម្ភៈ ២០២០
វិញញ សា : គណិតវិទយទី ១ រយៈេពល ៣ េម៉ាង

I. រកពហុធាដឺេ្រកតូចបំផុត េដាយមានេមគុណជាចំនួនគត់េហយីឫសមួយរបស់វា
គឺ
p

2+
p

3 ។
II. េគឱ្យ nជាចំនួនែដលមានេលខដប់ខ្ទង់មានទ្រមង់ 2019x2020y ែដល x, yជាេលខ

0,1,2, ...,9 ។ រក្រគប់គូ (x, y) ែដល n ែចកដាច់នឹង 33 ។
III. តាង m,n ជាចំនួនគត់ែដល 1< m ≤ n កំណត់េដាយ :

f (m,n)=
(
1− 1

m

)(
1− 1

m+1

)(
1− 1

m+1

)
· · ·

(
1− 1

n

)
។

េបី S = f (2,2020)+ f (3,2020)+·· ·+ f (2020,2020) ។ រកតៃម្លៃន 2S ។
IV. រកគូមានលំដាប់ៃនចំនួនគត់វជិ្ជមាន (x, y) ែដលបំេពញសមីការ

x
p

y+ y
p

x+
√

2020xy−
p

2020x−
√

2020y−2020= 0 ។
V. េគឱ្យអនុគមន៍ f : R→R បំេពញទំនាក់ទំនង

f (x) · f (y)= f (2xy+3)+3 f (x+ y)−3 f (x)+6x ែដល x, y ∈R ។

VI. េគឱ្យែផ្នកទសភាគៃន M =
(p

13+
p

11
)6
គឺ p ។ រកតៃម្លៃន M(1− p) ។

VII. េគឱ្យ្រតីេកាណ ABC និងកន្លះរង្វង់អង្កត់ផ្ចិត EF េនេលី្រជ�ង BC ែដលប៉ះនឹង្រជ�ង
AB, AC េរៀងគា្ន ្រតង់ M និង N ។ េបី BE = 1, EF = 24,FC = 3 រកបរមិា្រត
និង ៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ ABC ។

អ្រតាកំែណ
I. រកពហុធាដឺេ្រកតូចបំផុត េដាយមានេមគុណជាចំនួនគត់េហយីឫសមួយរបស់វា
គឺ
p

2+
p

3
3p3

3 = (x−
p

2)3

⇒ 3= x3−3x2
p

2+6x−2
p

2
⇒ (

x3+6x−3
)=p

2
(
3x2+2

)
េលីកអង្គទាងំពីរជាកាេរ
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⇒ (
x3+6x−3

)2 = 2
(
3x2+2

)2

⇒ x6+36x2+9+12x4−6x3−36x = 18x4+24x2+8
ដូចេនះ សមីការដឺេ្រកតូចបំផុតគឺ x6−6x4−6x3+12x2−36x+1= 0

II. រកចំនួន n ែដលែចកដាច់នឹង 33
េយងីមាន n = 2019x2020y ... 33
n ... 3 16+ x+ y ... 3

1+ x+ y ... 3
1+ x+ y= 3k1, k1 ∈Z (1)

n ... 11 (2+1+ x)− (9+2+2+ y) ... 11
1+ x− y ... 11
1+ x− y= 11k2, Z (2)

(2)⇒−8≤ 1+ x− y= 11k2 ≤ 10
⇒ k2 = 0⇔ y= x+1

(1)⇒ 1+ x+ x+1= 3k1

⇒ 2x+2= 3k1

ែត 2≤ 2x+2= 3k1 ≤ 20

⇒ 2
3
≤ k1 ≤ 20

3⇒ k1 = 2,4,6

េគបាន x = 3k1−2
2

= 2,5,8
េដាយ y= x+1⇒ y= 3,6,9
(x, y)= (2,3), (5,6), (8,9)
ដូចេនះ មានចំនួនគត់ n បីែដលែចកដាច់នឹង 33

III. រកតៃម្លៃន 2S
មានចំនួនគត់ 1< m ≤ n និង
f (m,n)=

(
1− 1

m

)(
1− 1

m+1

)(
1− 1

m+1

)
· · ·

(
1− 1

n

)
f (m,n)=

(
m−1

m

)( m
m+1

)(
m+1
m+2

)
· · ·

(
n−1

n

)
= m−1

n

f (2,n)+ f (3,n)+·· ·+ f (n,n)= 1
n
+ 2

n
+ 3

n
+·· ·+ n−1

n
= n−1

2
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S = f (2,2020)+ f (3,2020)+·· ·+ f (2020,2020)= 2019
2

ដូចេនះ 2S = 2019

IV. រកគូមានលំដាប់ៃនចំនួនគត់វជិ្ជមាន (x, y) ែដលបំេពញសមីការ
x
p

y+ y
p

x+
√

2020xy−
p

2020x−
√

2020y−2020= 0
េគបានp

xy
(p

x+p
y+

p
2020

)
−
p

2020
(p

x+p
y+

p
2020

)
= 0(p

x+p
y+

p
2020

)(p
xy−

p
2020

)
= 0

េដាយ p
x+p

y+
p

2020> 0
⇒p

xy−
p

2020= 0
⇒ xy= 2020= 22×5×101
ដូចេនះ គូមានលំដាប់ៃនចំនួនគត់វជិ្ជមាន (x, y) គឺ
(x, y)= (1,2020), (2,1010), (4,505), (5,404)

(10,202), (20,101), (101,20), (202,10)
(404,5), (505,4), (1010,2), (2020,1)

V. រកតៃម្លៃន f (1009)
េគមានទំនាក់ទំនង f (x) · f (y)= f (2xy+3)+3 f (x+ y)−3 f (x)+6x ែដល
x, y ∈R

ប្តូរអេថរ x និង y េគបាន
f (y) f (x)= f (2xy+3)+ f (x+ y)−3 f (y)+6y
ដកអង្គ និង អង្គៃនទំនាក់ទំនងទាងំពីរេគបាន

0=−3 f (x)+3 f (y)+6x−6y
3 f (x)−6x = 3 f (y)−6y
តាង g(x)= f (x)−2x
⇒ g(x)= g(y)= k, k ∈R

⇒ f (x)= 2x+k
ជំនួសចូលទំនាក់ទំនងេដីម េគបាន
(2x+k)(2y+k)= 2(2xy+3)+k+3[2(x+ y)+k]−3(2x+k)+6x
4xy+2xk+2yk+k2 = 4xy+6+k+6x+6y+3k−6x−3k+6x
k2+2k(x+ y)= 6(x+ y)+k+6
k2−k−6+2(x+ y)(k−3)= 0
(k−3)(k+2+2x+2y)= 0
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េរៀបេរៀងេដាយ នូ ច័ន្ទណារÂទ្ធិ លំហាត់គណិតវÂទǓǻថាñǓក់ទី ១២ ភាគ ២

∀x, y ∈R⇒ k = 3
f (x)= 2x+3
ដូចេនះ f (1009)= 2021

VI. រកតៃម្លៃន M(1− p)

េយងីមាន M =
(p

13+
p

11
)6
ែផ្នកទសភាគៃន M គឺ p

ដំបូងរក bMc ែដល {M}= p
តាង A =

p
13+

p
11, B =

p
13−

p
11

⇒ M = A6, A+B = 2
p

13, A ·B = 2
A2+B2 = (A+B)2−2AB = 4×13−2×2= 48
A6+B6 = (

A2)3+ (
B2)3

= (
A2+B2)(A4− A2B2+B4)

= 48
[(

A2+B2)2−3A2B2
]

= 48
(
482−12

)
⇒ (

A6+B6) ∈N

េដាយ 0< B =
p

13−
p

11< 1⇒ 0< B6 < 1
⇒bMc = A6+B6−1
P = {M}= M−bMc = A6− (

A6+B6−1
)

⇒ 1− p = B6

⇒ M(1− p)= A6B6 = 26 = 64
ដូចេនះ M(1− p)= 64

VII. រកបរមិា្រត្រតីេកាណ ABC

A

B CE F

M N

O

មាន BE = 1,EF = 24,FC = 3
⇒ BC = 28,OB = 13,OC = 15
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េរៀបេរៀងេដាយ នូ ច័ន្ទណារÂទ្ធិ លំហាត់គណិតវÂទǓǻថាñǓក់ទី ១២ ភាគ ២

OE =OF =OM =ON = 12
្រតីេកាណែកង OBM : BM

√
132−122 = 5

្រតីេកាណែកង OCN : CN =
√

152−122 = 9
តាង AM = AN = x
⇒ AB = x+5, AC = x+9
េដាយ AO ជាកន្លះបនា្ទ ត់ពុះ AO ៃន4ABC
តាម្រទឹស្តីបទកន្លះបនា្ទ ត់ពុះមុំក្នុង្រតីេកាណ

OB
OC

= AB
AC

⇔ 13
15

= x+5
x+9⇔ x = 21

⇒ AB = 26, AC = 30
p = AB+BC+CA = 26+28+30= 84
ដូចេនះ បរមិា្រត្រតីេកាណ ABC គឺ p = 84 ឯកតា្របែវង និង ៃផ្ទ្រកឡា S = 336
ឯកតាៃផ្ទ
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េរៀបេរៀងេដាយ នូ ច័ន្ទណារÂទ្ធិ លំហាត់គណិតវÂទǓǻថាñǓក់ទី ១២ ភាគ ២

្របលងេ្រជើសេរ ើសសិស្សេខត្តេសៀមរាប
ែផ្នកគណិតវិទយ រូបវិទយ និង អក្សរសិល្បែ៍ខ្មរ ថា្ន ក់ទី៩ និងថា្ន ក់ទី ១២

សម័យ្រ˪លង ២៧ កុម្ភៈ ២០២០
វិញញ សា : គណិតវិទយទី ១ រយៈេពល ៣ េម៉ាង

I. ១. េបី x = 3p4+ 3p2+ 3p1 ។ គណនា S = 3
x
+ 3

x2 +
1
x3 ។

២. េបី ax = by = (ab)z ែដល a > 0,b > 0,a 6= 1,b 6= 1 ។
បងា្ហ ញថា xy= z(x+ y) ។

II. រក្រគប់ចំនួនគត់វជិ្ជមាន n ែដល n4−4n3+22n2−36n+18 ជាកាេរ្របាកដ ។

III. ១. េគមានស្វុ ីត (un) កំណត់េដាយ u1 = 1 និង un =
[

2n2

3
(
n2−1

)]un−1 ។ តាង

vn =
(
n+1

n

)
un ។ គណនា vn រចួកំណត់ un ជាអនុគមន៍ៃន n ។

២. េបី a,b, c ជាចំនួនគត់វជិ្ជមានែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់លក្ខខណ្ឌ a3 + b3 + c3 = 3 ។
បងា្ហ ញថា a5+b5+ c5 ≥ 3 ។

IV. េគជួលទូកឆ្លងទេន្ល ។ ទុកែដល្រត�វជួលមានពីរ្របេភទ ។ ទូកធំអាចផ្ទុកមនុស្សបាន 12
នាក់ ។ ទូកតូចអាចផ្ទុកមនុស្សបាន 5នាក់ ។ េបីេគមានមនុស្ស 99នាក់ េតីេគ្រត�វជួលទូក
ធំ ប៉ុនា្ម ន? ទូកតូចប៉ុនា្ម ន?

V. េគឱ្យ្រតីេកាណ ABC មួយែដលមាន្រជ�ង a,b, c ឈមមំុេរៀងគា្ន A,B,C និង ma,
mb,mc ជារងា្វ ស់េមដយនគូសេចញពីកំពូលេរៀងគា្ន A,B,C ។
ក) ្រសាយបញ្ជ ក់ថា m2

a =
2b2+2c2−a2

4
។

ខ) បងា្ហ ញថាm2
a+m2

b+m2
c = 3R(2+2cosAcosBcosC) ែដលRជាការំង្វង់

ចារកឹេ្រក្រតីេកាណ ABC ។
VI. រកសំណល់េពលែចក

(
n2+n+41

)2 នឹង 12 ។
អ្រតាកំែណ

I. ១. គណនា S = 3
x
+ 3

x2 +
1
x3

S = 3
x
+ 3

x2 +
1
x3 = 1+ 3

x
+ 3

x2 +
1
x3 −1=

(
1+ 1

x

)3

−1
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េដាយ x = 3p4+ 3p2+ 3p1 េនាះ
(

3p2−1
)
x =

(
3p2−1

)(
3p4+ 3p2+ 3p1

)
=

3p2
3−1= 1

េនាះ x = 1
3p2−1

⇔ 1
x
= 3p2−1

⇔ 1+ 1
x
= 3p2

⇔
(
1+ 1

x

)3

= 2 េហយី
(
1+ 1

x

)3

−1= 1

ដូចេនះ S = 1
២. បងា្ហ ញថា xy= z(x+ y)
តាង ax = by = (ab)z = k, k > 0 និង k 6= 1
ax = k ⇔ x = logak, by = k ⇔ y= logbk, (ab)z = k ⇔ z = logabk
ែត xy= logak× logbk (1)

េដាយ z(x+ y)= logabk(logak+ logbk)= 1
logkab

(
1

logak
+ 1

logbk

)
= 1

logak+ logbk

(
logak+ logbk
logka× logkb

)
= logak× logbk (2)

តាម (1)&(2) : xy= z(x+ y) ពិត
ដូចេនះ xy= z(x+ y)

II. រក្រគប់ចំនួនគត់វជិ្ជមាន n ែដល n4−4n3+22n2−36n+18 ជាកាេរ្របាកដ
តាង A = n4−4n3+22n2−36n+18= n4−4n3+4n2+18n2−36n+18

A = (
n2−2n

)2+18
(
n2−2n

)+18, យក n2−2n = x និង A = y2

y2 = x2+18x+18= x2+2×9× x+92−63= (x+9)2−63
(x+9)2− y2 = 63 ឬ (x− y+9)(x+ y+9)= 63= 1×63= 3×21= 7×9

•

x− y+9= 1

x+ y+9= 63
េនាះ 2x = 64−18 េហយី x = 23 និង y= 31

•

x− y+9= 3

x+ y+9= 21
េនាះ 2x = 6 េហយីx = 3 និង y= 9

•

x− y+9= 7

x+ y+9= 9
េនាះ 2x =−2 េហយី x =−1 និង y= 1
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េបី x = 23 េនាះ n2−2n = 23 ឬ n2−2n−23= 0មាន∆′ = 24 (មិនអាចមាន
n ∈Z)
េបី x = 3 េនាះ n2−2n = 3 ឬ n2−2n−3= 0 រាង a−b+c = 0 េនាះ n =−1
ឬ n = 3
⇒ n = 3 ជាចេម្លីយ
េបី x =−1 េនាះ n2−2n =−1 ឬ (n−1)2 = 0 េនាះ n = 1
ដូចេនះ n = 1 ឬ n = 3

III. ១. គណនា vn រចួកំណត់ un ជាអនុគមន៍ៃន n

េដាយ vn =
(
n+1

n

)
un េនាះ vn−1 =

(
n−1+1

n−1

)
u

n−1=
( n
n−1

)un−1

vn =
(
n+1

n

)
un =

(
n+1

n

)[
2n2

3
(
n2−1

)un−1

]
= 2

3

( n
n−1

)
un−1

េនាះ (vn) ជាស្វុ ីតធរណីមា្រតែដលមានេរសុង q = 2
3

តាមរូបមន្ត vn = v1× qn−1

ែត v1 = 2u1 = 2

⇒ vn = 2×
(
2
3

)n−1

េហយីេគទាញបាន un =
(

2n
n+1

)
×

(
2
3

)n−1

ដូចេនះ vn = 2×
(
2
3

)n−1

និង un =
(

2n
n+1

)
×

(
2
3

)n−1

២. េបី a,b, c ជាចំនួនគត់វជិ្ជមានែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់លក្ខខណ្ឌ a3 + b3 + c3 = 3 ។
បងា្ហ ញថា a5+b5+ c5 ≥ 3
េយងីមាន a5+a5+a5+1+1≥ 5a3 (1) តាមវសិមភាពកូសីុ

b5+b5+b5+1+1≥ 5b3 (2)
c5+ c5+ c5+1+1≥ 5c3 (3)

យក (1)+ (2)+ (3) : 3
(
a5+b5+ c5)+6≥ 5

(
a3+b3+ c3)

ែត a3+b3+ c3 = 3 េនាះ 3
(
a5+b5+ c5)+6≥ 15

េនាះ a5+b5+ c5 ≥ 3 ពិត
ដូចេនះ a5+b5+ c5 ≥ 3

IV. រកចំនួនទូកធំ និង ចំនួនទូកតូចែដល្រត�វជួល
តាង x ជាចំនួនទូកធំ 0< x ≤ 8, y ជាចំនួនទូកតូច 0< y≤ 19
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េគបាន 12x+5y= 99 (1)
េបី x = 7, y= 2 េនាះ 12×7+5×2= 99 (2) េផ្ទ�ងផា្ទ ត់
យក (1)−(2) អង្គ និង អង្គ : 12(x−7)+5(y−2)= 0 ឬ 12(x−7)=−5(y−2)
េនាះ y−2= 12k, k ∈Z ឬ x−7= 5t, t ∈Z ឬ x = 7+5t
ែត 0< x ≤ 8⇔ 0< 7+5t ≤ 8
⇔−7< 5t ≤ 1
⇔−7

5
< t ≤ 1

5
េនាះ t = 0 ឬ t =−1

េបី t =−1 េនាះ x = 2 និង y= 15
េបី t = 0 េនាះ x = 7 និង y= 3
ដូចេនះ េគអាចជួលទូកធំ 2 និង ទូកតូច 15 ឬ ទូកធំ 7 និងទូកតូច 3

V. ១. ្រសាយបញ្ជ ក់ថា m2
a =

2b2+2c2−a2

4

A

B CA′a

bc ma

mb

mc

េយងីមាន
−−→
AA′ =−−→

AC+−−→
CA′ និង

−−→
AA′ =−−→

AB+−−→
BA′

េនាះ 2
−−→
AA′ =−−→

AB+−−→
AC+−−→

CA′+−−→
BA′

ែត A′ ជាចំណុចកណា្ត លៃន BC េនាះ
−−→
BA′+−−→

CA′ = 0
នាេំអាយ 2

−−→
AA′ =−−→

AB+−−→
AC

4
−−→
AA′2 =−−→

AB2+−−→
AC2+2

−−→
AB ·−−→AC ឬ 4m2

a = c2+b2+2
−−→
AB ·−−→AC (1)

ែត −−→
BC =−−→

CA−−−→
CB េនាះ −−→BC2 =−−→

AC2+−−→
AB2−2

−−→
AB ·−−→AC ឬ 2

−−→
AB ·−−→AC =

b2+ c2−a2 (2)
យក (2) ជំនួសក្នុង (1) : 4m2

a = c2+b2+b2+ c2−a2 = 2b2+2c2−a2

ដូចេនះ m2
a =

2b2+2c2−a2

4
២. បងា្ហ ញថាm2

a+m2
b+m2

c = 3R(2+2cosAcosBcosC) ែដលRជាការំង្វង់
ចារកឹេ្រក្រតីេកាណ ABC

ឯកសារចង្រកង
273



េរៀបេរៀងេដាយ នូ ច័ន្ទណារÂទ្ធិ លំហាត់គណិតវÂទǓǻថាñǓក់ទី ១២ ភាគ ២

តាមសំនួរខាងេលី េគមានm2
a =

2b2+2c2−a2

4
, m2

b =
2a2+2c2−b2

4
, m2

c =
2a2+2b2− c2

4
េនាះ m2

a+m2
b +m2

c =
3
4

(
a2+b2+ c2) (∗)

តាម្រទឹស្តីបទសីុនុស
a

sinA
= b

sinB
= c

sinC
= 2R

⇒ a2

sin2A
= b2

sin2B
= c2

sin2C
= 4R2 = a2+b2+ c2

sin2A+ sin2B+ sin2C
⇒ a2+b2+ c2 = 4R2 (

sin2A+ sin2B+ sin2C
)

(∗∗)
យក (∗∗) ជំនួសចូល (∗) េយងីបាន
m2

a+m2
b +m2

c =
3
4
×4R2 (

sin2A+ sin2B+ sin2C
)

= 3R2
(
1− cos2A

2
+ 1− cos2B

2
+ 1− cos2C

2

)
= 3R2

[
2− 1

2
×2cos(A+B)cos(A−B)− cos2(A+B)

]
= 3R2 [2− cos(A+B) (cos(A−B)− cos(A+B))]
= 3R2 [2− cos(A+B)×2cosAcos(−B)]

ែតA+B+C =π េនាះ cos(A+B)=−cosC
េនាះ m2

a+m2
b +m2

c = 3R2 (2+2cosAcosBcosC) ពិត
ដូចេនះ m2

a+m2
b +m2

c = 3R2 (2+2cosAcosBcosC)

VI. រកសំណល់េពលែចក
(
n2+n+41

)2 នឹង 12
េដាយ n(n−1)(n+1)(n+2) ែចកដាច់នឹង 12 ផលគុណចំនួនគត់តគា្ន(
n2+n+41

)2 ≡ (
n2+n+5

)2 (mod12)
≡ (

n4+n2+25+2n3+10n2+10n
)

(mod12)
≡ (

n4+11n2+2n3+10n+1
)

(mod12)
≡ [

n
(
n3+2n2+11n+10

)+1
]

(mod12)
≡ n

[
n2(n+2)− (n+2)+1

]
(mod12)

≡ [
n(n+2)(n2−1)+1

]
(mod12)

≡ [(n−1)n(n+1)(n+2)+1] (mod12)
≡ 1 (mod12)
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ដូចេនះ សំណល់ៃនការែចក
(
n2+n+41

)2 នឹង 12 គឺ 1

្របលងេ្រជើសេរ ើសសិស្សេខត្តេសៀមរាប
ែផ្នកគណិតវិទយ រូបវិទយ និង អក្សរសិល្បែ៍ខ្មរ ថា្ន ក់ទី៩ និងថា្ន ក់ទី ១២

សម័យ្រ˪លង ២៧ កុម្ភៈ ២០២០
វិញញ សា : គណិតវិទយទី ២ រយៈេពល ៣ េម៉ាង

I. ១. គណនា |1−|1+ x|| េបី x <−2 ។
២. េដាះ្រសាយសមីការ 2x+3x+6x−4x−9x−1= 0 ។

II. ១. ក្នុង្រតីេកាណ ABC មួយមានមំុ∠A = 2∠B ។ a,b, c ជារងា្វ ស់្រជ�ងឈមៃនមុំ
A,B,C េរៀងគា្ន ។ បងា្ហ ញថា a2 = b(b+ c) ។
២. ចូរកំណត់្រគប់្រតីេកាណែដលមាន្រជ�ងជាចំនួនគត់តគា្ន និងមុំមួយរបស់វាេស្មីនឹងេទ្វដង
ៃនមុំេផ្សងេទៀត ។

III. ចូរបំេពញេលខក្នុង្របអប់
1

����+ 1
1988

= 1
���� ។

IV. ១.េបី a1,a2,a3, ...,an ែចកមិនដាច់នឹង 3 ចូរបងា្ហ ញថា S =
9∑

k=1
a2

k

ែចកដាច់នឹង 3 ។
២. គណនាផលបូក∑= 3

1!+2!+3!
+ 4

2!+3!+4!
+·· ·+ 2020

2018!+2019!+2020!
។

V. េគេអាយស្វុ ីត (an)n≥1 ែដល a1 = 2 និង an+1 = an

2
+ 1

an
ចំេពាះ្រគប់ n ∈N ។

គណនា an ជាអនុគមន៍ៃន n ។

VI. អនុគមន៍ f : R→R េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ f (x)+ f (y)= f (x+ y)− xy−1 ្រគប់ x, y ∈R

។ េបី f (1)= 1 ចូររកចំនួនគត់ n េដីម្បេីអាយ f (n)= n ។

អ្រតាកំែណ
I. ១. គណនា |1−|1+ x|| េបី x <−2
េគមាន x <−2 េនាះ 1+ x <−1< 0
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⇒|1+ x| = −(1+ x)=−1− x
េគបាន |1−|1+ x|| = |1− (−1− x)| = |2+ x|
ែត x <−2⇒ x+2< 0
សរុបមក |1−|1+ x|| = −2− x
ដូចេនះ |1−|1+ x|| = −2− x េបី x <−2
២. េដាះ្រសាយសមីការ 2x+3x+6x−4x−9x−1= 0
សមីការអាចសរេសរ 2x+3x+2x×3x− (2x)2− (3x)2−1= 0
តាង a = 2x,b = 3x េនាះ a+b+ab−a2−b2−1= 0
ឬ a2+b2+1−a−b−ab = 0
គុណអង្គទាងំសងខាងនឹង 2 េគបាន
2a2+2b2+2−2a−2b−2ab = 0
a2−2a+1+a2−2ab+b2+b2−2b+1= 0
(a−1)2+ (a−b)2+ (b−1)2 = 0

េនាះ


a−1= 0

a−b = 0

b−1= 0

ឬ


a = 1

a = b

b = 1

នាេំអាយ

2x = 1= 20

3x = 1= 30

ដូចេនះ x = 0

II. ១. បងា្ហ ញថា a2 = b(b+ c)

AB

C

x2x

π−3x
a b

c

តាម្រទឹស្តីបទសីុនុស : a
sin2x

= b
sinx

= c
sin(π−3x)

= c
sin3x

a
2sinxcosx

= b = c
3sinx−4sin3xa

2cosx
= b = c

3−4sin2x
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⇒ a
2cosx

= b = c
3−4

(
1− cos2x

)
ទាញបាន a

2cosx
= b និង b = c

4cos2x−1
េនាះ cosx = a

2b
និង b = c

4
( a
2b

)2
−1

⇒ b = cb2

a2−b2

⇒ b
(
a2−b2)= cb2

⇒ a2 = b(b+ c) ពិត
ដូចេនះ a2 = b(b+ c)
២. កំណត់្រគប់្រតីេកាណែដលមាន្រជ�ងជាចំនួនគត់តគា្ន និងមុំមួយរបស់វាេស្មីនឹងេទ្វដង
ៃនមុំេផ្សងេទៀត

A B

C

xx+1

x+2

តាង x, x+1, x+2 ជារងា្វ ស់្រជ�ងឈមៃនមុំ A,B,C េរៀងគា្ន ែដល x ∈N

តាម្រទឹស្តីបទកូសីុនុស cosA = (x+1)2+ (x+2)2− x2

2(x+1)(x+2)
= x+5

2(x+2)

cosB = x2+ (x+2)2− (x+1)2

2x(x+2)
= x+1

2x

cosC = x2+ (x+1)2− (x+2)2

2x(x+1)
= x−3

2x
- ករណីមំុ C = 2A េនាះ cosC = cos2A = 2cos2A−1

⇒ x−3
2x

= 2
[

x+5
2(x+2)

]2

−1

⇔ (x−3)(x+2)2 = x(x+5)2−2x(x+2)2

⇔ 2x3− x2−25x−12= 0
⇔ (x−4)

(
2x2+7x+3

)= 0
េបី x−4= 0 េនាះ x = 4
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េបី 2x2+7x+3= 0 គា្ម ន x ∈N

នាេំអាយេគទទួលបាន្រតីេកាណមាន្រជ�ង 4,5,6
- ករណីមំុ B = 2A េនាះ cosB = cos2A = 2cos2A−1

⇒ x+1
2x

= 2(x+5)2

4(x+2)2 −1

⇔ (x+1)(x+2)2 = x(x+5)2−2x(x+2)2

⇔ 2x3+2x2−9x+4= 0
⇔ (x−1)

(
2x2+5x−4

)= 0
េបី x−1= 0 េនាះ x = 1
េបី 2x2+5x−4= 0 គា្ម ន x ∈N

ចំេពាះ x = 1 េនាះ x+ (x+1)> (x+2) មិនេផ្ទ�ងផា្ទ ត់
- ករណី C = 2B េនាះ cosC = cos2B = 2cos2B−1

⇒ x−3
2x

= 2(x+1)2

4x2 −1

⇔ x(x−3)= (x+1)2−2x2

⇔ 2x2−5x−1= 0 គា្ម ន x ∈N

ដូចេនះ ្រតីេកាណែដលមានមុំមួយេស្មីេទ្វដងៃនមុំមួយេទៀត គឺមានរងា្វ ស់្រជ�ង 4,5,6

III. ចូរបំេពញេលខក្នុង្របអប់
1

����+ 1
1988

= 1
����

េគមាន 1988= 1×22×7×71
េដាយ 1

����+ 1
1988

= 1
���� េនាះ 1

����− 1
���� = 1

1988
+ េដាយ 1

2
− 1

7
= 5

14
គុណនឹង 1

5×2×71
⇒ 1

1420
− 1

4970
= 1

1988
⇒ 1

4970
+ 1

1988
= 1

1420
+ េដាយ 1− 1

22 = 3
4

គុណនឹង 1
3×7×71

េនាះ 1
1491

− 1
5964

= 1
1988

⇒ 1
5964

+ 1
1988

= 1
1491

+ េដាយ 1
14

− 1
71

= 57
994
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គុណនឹង 1
57×2

⇒ 1
1596

− 1
8094

= 1
1988

⇒ 1
8094

+ 1
1988

= 1
1596

+ េដាយ 1
28

− 1
71

= 43
1988

គុណនឹង 1
43

⇒ 1
1204

− 1
3053

= 1
1988

⇒ 1
3053

+ 1
1988

= 1
1204

+ េដាយ 1
4
− 1

7
= 3

28
គុណនឹង 1

3×71
⇒ 1

852
− 1

1491
= 1

1988
⇒ 1

1491
+ 1

1988
= 1

852
មិនយកជាចេម្លីយ

IV. ១. បងា្ហ ញថា S =
9∑

k=1
a2

k ែចកដាច់នឹង 3

េបី ak,k = 1,2,3, ...,9 ែចកមិនដាច់នឹង 3 បានន័យថា ak = 3tk ±1 ឬ ak =
3tk ±2, tk ∈N

- ករណី ak = 3tk ±1 េនាះ a2
k = (3tk ±1)2 = 9t2

k ±6tk +1
a2

k = 3
(
3t2

k ±2tk
)+1

េនាះ a2
k = 3qk +1 ែដល qk = 3t2

k ±2tk, qk ∈N

⇒
9∑

k=1
a2

k =
9∑

k=1
(3qk +1)=

9∑
k=1

3qk +
9∑

k=1
1

⇒
9∑

k=1
a2

k = 3
9∑

k=1
qk +9= 3

(
9∑

k=1
qk +3

)
ែចកដាច់នឹង 3

េបី ak,k = 1,2,3, ...,9 ែចកមិនដាច់នឹង 3 បានន័យថា ak = 3tk ±1 ឬ ak =
3tk ±2, tk ∈N

- ករណី ak = 3tk ±2 េនាះ a2
k = (3tk ±2)2 = 9t2

k ±12tk +4
a2

k = 3
(
3t2

k ±4tk
)+4

េនាះ a2
k = 3sk +1 ែដល sk = 3t2

k ±4tk, sk ∈N

⇒
9∑

k=1
a2

k =
9∑

k=1
(3sk +4)=

9∑
k=1

3sk +
9∑

k=1
4
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⇒
9∑

k=1
a2

k = 3
9∑

k=1
sk +36= 3

(
9∑

k=1
sk +12

)
ែចកដាច់នឹង 3

ដូចេនះ េបី a1,a2,a3, ...,an ែចកមិនដាច់នឹង 3 េនាះ S =
9∑

k=1
a2

k

ែចកដាច់នឹង 3
២. គណនាផលបូក∑= 3

1!+2!+3!
+ 4

2!+3!+4!
+·· ·+ 2020

2018!+2019!+2020!
េយងីមាន n

(n−2)!+ (n−1)!+n!
= 1

(n−2)!
× n

1+ (n−1)+ (n−1)n

= 1
(n−2)!

× n
n2 = 1

(n−2)!
× n−1

n(n−1)

= n−1
n!

= n
(n−1)!n

− 1
n!

= 1
(n−1)!

− 1
n!

េយងីបាន
∑= 1

2!
− 1

3!
+ 1

3!
− 1

4!
+·· ·+ 1

2019!
− 1

2020!

ដូចេនះ
∑= 1

2!
− 1

2020!

V. គណនា an ជាអនុគមន៍ៃន n

a1 = 2 និង an+1 = an

2
+ 1

an
ចំេពាះ្រគប់ n ∈N

សមីការសំគាល់ x = x
2
+ 1

x
េនាះ 2x2 = x2+2
⇒ x =±

p
2

េដាយ an+1+
p

2

an+1−
p

2
=

an

2
+ 1

an
+p

2

an

2
+ 1

an
−p

2
= a2

n+2
p

2an+
p

2
2

a2
n−2

p
2an+

p
2

2

⇒ an+1+
p

2

an+1−
p

2
=

(
an+

p
2

an−
p

2

)2

⇒ a2+
p

2

a2−
p

2
=

(
a1+

p
2

a1−
p

2

)2
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⇒ a3+
p

2

a3−
p

2
=

(
a2+

p
2

a2−
p

2

)2

=
(

a1+
p

2

a1−
p

2

)22

ឧបមាថា
(

ak +
p

2

ak −
p

2

)
=

(
a1+

p
2

a1−
p

2

)2k−1

េយងីនិង្រសាយថា ak+1+
p

2

ak+1−
p

2
=

(
a1+

p
2

a1−
p

2

)2k

េដាយ ak+1+
p

2

ak+1−
p

2
=

(
ak +

p
2

ak −
p

2

)2

=
(

a1+
p

2

a1−
p

2

)2k−12

=
(

a1+
p

2

a1−
p

2

)2k

ពិត

⇒ an+
p

2

an−
p

2
=

(
a1+

p
2

a1−
p

2

)2n−1

=
(

2+p
2

2−p
2

)2n−1

=
(p

2+1p
2−1

)2n−1

= (
p

2+
1)2n

⇒ an+
p

2= (
p

2+1)2n
(an−

p
2)= an(

p
2+1)2n −

p
2(
p

2+1)2n

⇔ an

[
(
p

2+1)2n −1
]
=
p

2
[
1+ (

p
2+1)2n

]
ដូចេនះ an =

p
2

[
1+ (

p
2+1)2n]

(
p

2+1)2n −1

VI. រកចំនួនគត់ n េដីម្បេីអាយ f (n)= n
េគមាន f (x)+ f (y)= f (x+ y)− xy−1 ្រគប់ x, y ∈R
េបី y= 1 េនាះ f (x)+ f (1)= f (x+1)− x−1
f (x)+1= f (x+1)− x+1 េនាះ f (x+1)− f (x)= x+2
េបី្រគប់ n ∈Z េគបាន f (n)− f (n−1)= n+1⇒ f (k)− f (k−1)= k+1
េបី k = 2 េនាះ f (2)− f (1)= 3

េបី k = 3 េនាះ f (3)− f (2)= 4
..... ..... ......................

េបី k = n េនាះ f (n)− f (n−1)= n+1

f (n)− f (1)= 3+4+·· ·+ (n+1)

f (n)= f (1)+ (n−1)(3+n+1)
2

= 1+ (n−1)(n+4)
2
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f (n)= n2+3n−2
2

េយងីបាន f (n)= n គឺ n2+n−2= 0
ដូចេនះ n = 1 ឬ n =−2

្របលងេ្រជើសេរ ើសសិស្សពូែកវិទយល័យបាក់ទកូ
ែផ្នកគណិតវិទយ រូបវិទយ និង អក្សរសិល្បែ៍ខ្មរ ថា្ន ក់ទី៩ និងថា្ន ក់ទី ១២

សម័យ្រ˪លង ១៦ មករា ២០២០
វិញញ សា : គណិតវិទយទី ២ រយៈេពល ៣ េម៉ាង

I. គណនាតៃម្លអប្បបរមាៃនកេន�ម M = x2+ x2+ y2−3x−3y+2023 ។

II. ចូររកខួប T ៃនអនុគមន៍ f (x)= tan
x
5
+ sin

2x
3
។

III. េគឱ្យស្វុ ីត (un) កំណត់ចំេពាះ∀n ∈N េដាយ u1 = 1,un+1 = un+2n ។ គណនា
un ជាអនុគមន៍ៃន n រចួទាញរក lim

n→∞un ។

IV. េគឱ្យ្រតីធា f (x)= x2−x−6 កំណត់េលីR ។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា ្រគប់ x ∈R េគបាន
f (sinx), f (cosx) ជាចំនួនអវជិ្ជមានឬសូន្យ ។

V. េគឱ្យ a1 = 111111111,a2 = 222222221,a3 = 333333332
,a4 = 444444443 (1) ។
បងា្ហ ញថា a2

3 > a2
2+a2

1 និង a2
4 > a2

3+a2
2 រចួេ្របៀបេធៀប A =

√
a2

3−a2
2−a2

1

និង B =
√

a2
4−a2

3−a2
2 ។

VI. េគឱ្យ f (z)= z4+az3+bz2+cz+d ែដល a,b, c,d ∈R និង z ∈C ។ កំណត់
a,b, c,d េបីេគដឹងថា f (i)= 0 និង f (1+ i)= 1+2i,

(
i2 =−1

)
។

VII. េគឱ្យចតុេកាណេស្មី ABCD មួយ មានរង្វង់កាំ R ចារកឹេ្រក្រតីេកាណ ABD និង
រង្វង់កាំ R′ ចារកឹេ្រក្រតីេកាណ ABC ។ គណនាៃផ្ទ្រកឡាចតុេកាណេស្មី ABCD
ជាអនុគមន៍ៃន R និង R′ ។

អ្រតាកំែណ
I. គណនាតៃម្លអប្បបរមាៃនកេន�ម M = x2+ x2+ y2−3x−3y+2023

M = (
x2−2x+1

)+ (
y2−2y+1

)+ (xy− x)− (y−1)+2020
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M = (x−1)2+ (y−1)2+ x(y−1)− (y−1)+2020
M = (x−1)2+ (y−1)2+ (x−1)(y−1)+2020

M =
[

(x−1)2+ (y−1)2+2(x−1)
(

y−1
2

)
+

(
y−1

2

)2
]
+ 3

4
(y− 1)2 +

2020

M =
(
(x−1)+

(
y−1

2

))2

+ 3
4

(y−1)2+2020

េយងីបាន M ≥ 2020 េបី x = y= 1
ដូចេនះ តៃម្លអប្បបរមាគឺ M = 2020 ចំេពាះ x = y= 1

II. រកខួប T ៃនអនុគមន៍ f (x)= tan
x
5
+ sin

2x
3

តាង g(x)= tan
x
5
= tan

(x
5
+kπ

)
= tan

1
5

(x+5kπ)
⇒ g(x)= g(x+5kπ), k ∈Z
េនាះខួប T1 = 5π

និង h(x)= sin
2x
3

= sin
(
2x
3

+2kπ
)
= sin

2
3

(x+3kπ)

⇒ h(x)= h(x+2kπ), k ∈Z
េនាះខួប T2 = 3π
ខួប T = PPCM (T1,T2)= PPCM(5π,3π)= 15π

III. គណនា un ជាអនុគមន៍ៃន n រចួទាញរក lim
n→∞un

េយងីមាន u1 = 1,un+1 = un+2n

un+1 = un+2n ⇔ un−un−1 = 2n−1

un−1 = un−2+2n−2 ⇔ un−1−un−2 = 2n−2

un−2 = un−3+2n−3 ⇔ un−2−un−3 = 2n−3

un−3 = un−4+2n−4 ⇔ un−3−un−4 = 2n−4

un−4 = un−5+2n−5 ⇔ un−4−un−5 = 2n−5

..................... ⇔ ..........................
u4 = u3+23 ⇔ u4−u3 = 23

u3 = u2+22 ⇔ u3−u2 = 22

u2 = u1+21 ⇔ u2−u1 = 21

ជាលទ្ធផល ផលសងខាងេលីកំណត់បានក្នុងទំនាក់ទំនងខាងេ្រកាម
un = (un−un−1)+(un−1−un−2)+(un−2−un−3)+(un−3−un−4)+...+
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(u5−u4)
+ (u4−u3)+ (u3−u2)+ (u2−u1)+u1

េយងីបាន un = 2n−1+2n−2+2n−3+2n−4+2n−5+ ...+23+22+21+u1

un = 2n−1+2n−2+2n−3+2n−4+2n−5+...+23+22+21+1 េ្រពាះ u1 = 1
⇒ un ជាផលបូក n តួៃនស្វុ ីតធរណីមា្រតែដលមានតួទី១ េស្មីនឹង 1 និង ផលេធៀបរមួ

q = 21

1
= 2

េយងីបាន un = 2(2n−1)
2−1

= 2n−1
ដូចេនះ un = 2n−1
រេបៀបទី ២៖ េយងីមាន u1 = 1,un+1 = un+2n

n = 1⇒ u1 = 1
n = 2⇒ u2 = u1+21 = 1+2= 3= 22−1
n = 3⇒ u3 = u2+22 = 3+4= 7= 23−1
n = 4⇒ u4 = u3+23 = 7+8= 24−1
n = 5⇒ u5 = u4+24 = 15+16= 25−1
.................................................
................................................
...............................................
តាមលំនាគំំរូេនះ េយងីទាញបាន un = 2n−1
ទាញរក lim

n→∞un

⇒ lim
n→∞un = lim

n→∞ (2n−1)=∞

IV. ្រសាយបញ្ជ ក់ថា ្រគប់ x ∈R េគបាន f (sinx), f (cosx) ជាចំនួនអវជិ្ជមានឬសូន្យ
េយងីបាន f (x)= (x+2)(x−3)
េបី f (x)= 0⇒ x =−2, x = 3

តារាងសញញ
x

f (x)

−∞ −2 3 +∞
+ 0 − 0 +

ចំេពាះ ∀x ∈α, −1≤ sinx ≤ 1 និង −1≤ cosx ≤ 1
េដាយចេនា្ល ះ [−1,1]⊂ [−2,3]
ដូចេនះ f (sinx)≤ 0, f (cosx)≤ 0
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V. បងា្ហ ញថា a2
3 > a2

2+a2
1 និង a2

4 > a2
3+a2

2 រចួេ្របៀបេធៀប A =
√

a2
3−a2

2−a2
1

និង B =
√

a2
4−a2

3−a2
2

េយងីមាន
a1 = 111111111,a2 = 222222221= 2a1−1,a3 = 333333332= 3a1−
1,
a4 = 444444443= 4a1−1
េយងីបាន
a2

3−a2
2−a2

1 = (3a1−1)2− (2a1−1)2−a2
1

= 9a2
1−6a1+1−4a2

1+4a1−1−a2
1

= 4a2
1−2a1 = 2a1 (2a1−1)> 0 េ្រពាះ 2a1 > 1

ដូចេនះ a2
3 > a2

2+a2
1

a2
4−a2

3−a2
2 = (4a1−1)2− (3a1−1)2− (2a1−1)2

= 16a2
1−8a1+1−9a2

1+6a1−1−4a2
1+4a1−1

= 3a2
1+2a1−1= (a1+1)(3a1−1)> 0 េ្រពាះ 3a1 > 1

ដូចេនះ a2
4 > a2

3+a2
2

រចួេ្របៀបេធៀប A =
√

a2
3−a2

2−a2
1 និង B =

√
a2

4−a2
3−a2

2

A2−B2 = a2
3−a2

2−a2
1−a2

4+a2
3+a2

2

= 2a2
3−a2

1−a2
4

= 18a2
1−12a1+2−a2

1−16a2
1+8a1−1

= a2
1−4a1+1= a1 (a1−4)+1> 0 េ្រពាះ a1 > 4

ដូចេនះ A > B

VI. កំណត់ a,b, c,d េបីេគដឹងថា f (i)= 0 និង f (1+ i)= 1+2i,
(
i2 =−1

)
រក f (i)= i4+bi3+bi2+ ci+d

= 1−ai−b+ ci+d
= 1−b+d+ (c−a)i

េបី f (i)= 0 េនាះ

1−b+d = 0

c−a = 0
⇒

d = b−1

c = a
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រក f (1+ i)= (1+ i)4+a(1+ i)3+b(1+ i)2+a(1+ i)+b−1

= (
1+2i+ i2)2+a

(
1+2i+ i2)2 (1+ i)+b

(
1+2i+ i2)

+a(1+ i)+b−1
=−4+2ai(1+ i)+a(1+ i)+2bi+b−1
=−4+2ai−2a+a+ai+2bi+b−1
=−5+3ai−a+2bi+b
=−5−a+b+ (3a+2b)i

េបី f (1+ i)= 1+2i េនាះ

−5−a+b = 1 (1)

3a+2b = 2 (2)
(1)⇒ b = a+6
(2)⇒ 3a+2a+12= 2

⇒ 5a = 2−12=−10⇒ a =−2
b = a+6=−2+6= 4
c = a =−2,d = b−1= 4−1= 3
ដូចេនះ a =−2,b = 4, c =−2,d = 3

VII. គណនាៃផ្ទ្រកឡាចតុេកាណេស្មី ABCD ជាអនុគមន៍ៃន R និង R′

តាង AC = x, BD = y
O ជាផ្ចិតរង្វង់ចារកឹេ្រក្រតីេកាណ ABD
O′ ជាផ្ចិតរង្វង់ចារកឹេ្រក្រតីេកាណ ABC
I ជាចំណុច្របសព្វរវាងអង្កត់្រទ�ងចតុេកាណេស្មី
BI = BO+O′I ⇒O′I = BI −BO′

BI = 1
2

BD = 1
2

y និង AO′ = BO′ = R′

⇒O′I = 1
2

y−R′

ក្នុង្រតីេកាណ AIO′ ែកង្រតង់កំពូល I

AO′2 = AI2+ IO′2 (្រទឹស្តីបទពីតាគ័រ)
R′2 =

(
1
2

x
)2

+
(
1
2

y−R′
)2
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A

B

C

D

E
O

O′
R

R′
F

I

R′2 = 1
4

x2+ 1
4

y2− yR′+R′2

0= 1
4

x2+ 1
4

y2− yR′

x2 = 4yR′− y2

x = 2
√

yR′− 1
4

y2

S4ABD = S4ABC ⇔ AB · AD ·BD
4R

= AB · AC ·BC
4R′

⇔ AB2 · y
4R

= AB2 · x2

4R′

⇔ y
R

= x
R′ ⇔ x = y ·R′

R

⇔ y ·R′

R
= 2

√
yR′− 1

4
y2 ⇔ y2 ·R′2

R2 = 4
(
yR′− 1

4
y2

)
⇔ y2R′2+R2 y2 = 4R2 · y
⇔ y

(
R2+R′2)= 4R′2R′

⇔ y= 4R2R′

R′2+R2

⇔ x = R′

R
y= R′

R
· 4R2R′

R′2+R2 = 4RR′2

R′2+R2
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ៃផ្ទ្រកឡាចតុេកាណេស្មី ABCD : SABCD = 1
2

xy= 1
2
· 4RR2

R′2+R2 ·
4R2R′

R′2+R2 =
8R3R′3(

R′2+R2
)2

ដូចេនះ SABCD = 8R3R′3(
R′2+R2

)2 ឯកតាៃផ្ទ

្របលងេ្រជើសេរ ើសសិស្សពូែកវិទយល័យបាក់ទកូ
ែផ្នកគណិតវិទយ រូបវិទយ និង អក្សរសិល្បែ៍ខ្មរ ថា្ន ក់ទី៩ និងថា្ន ក់ទី ១២

សម័យ្រ˪លង ១៦ មករា ២០២០
វិញញ សា : គណិតវិទយទី ១ រយៈេពល ៣ េម៉ាង

I. េដាះ្រសាយសមីការ 3p1+ x− 3p1− x = 6
√

1− x2 ។
II. េគឱ្យពហុធា p(x)= x3+ax2+bx+ c ។ េបី x1, x2, x3 ជាឫសៃនសមីការ

p(x)= 0 េហយី p′(x) ជាេដេវៃន p(x) ចូរ្រសាយបំភ្លឺថា
x1

p′ (x1)
+ x2

p′ (x2)
+ x3

p′ (x3)
= 0 ។

III. គណនា S =
2020∑
k=1

k+2
k!+ (k+1)!+ (k+2)!

។

IV. កំណត់តៃម្ល m េដីម្បឱី្យអនុគមន៍ f (x)= x2+ (m+1)x+2
x+1

េកីនេលីចេនា្ល ះ
[0,+∞) ។

V. េគឱ្យ a,b, c,d ∈N េដាយដឹងថា a ≥ b ≥ c ≥ d ។
ចូរបងា្ហ ញថាសមីការ x4−ax3−bx2− cx−d = 0 គា្ម នឫសជាចំនួនគត់ ។

VI. េគឱ្យ a,b, c, x, y, z ជា្របាមំួយចំនួនពិតវជិ្ជមានេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ x+ y+ z = a+ b+ c
និង xyz = abc ។ សន្មត់ថា a ≤ x, y, z ≤ c និង a < b < c ។
ចូរ្រសាយថា x = a, y= b និង z = c ។

VII. េគឱ្យចតុេកាណ ABCDចារកឹក្នុងរង្វង់មួយមាន AB = a,BC = b,CD = c,DA =
d និង p = a+b+ c+d

2
។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា ៃផ្ទ្រកឡាចតុេកាណ ABCD េនះគឺ

S =
√

(p−a)(p−b)(p− c)(p−d) ។
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េរៀបេរៀងេដាយ នូ ច័ន្ទណារÂទ្ធិ លំហាត់គណិតវÂទǓǻថាñǓក់ទី ១២ ភាគ ២

អ្រតាកំែណ
I. េដាះ្រសាយសមីការ 3p1+ x− 3p1− x = 6

√
1− x2

សមីការមានន័យលុះ្រតាែត 1− x2 ≥ 0
⇒−1≤ x ≤ 1 ឬ x ∈ [−1,1]
សមីការអាចសរេសរេទជា

3p1+ x− 3p1− x = 6p1− x 6p1+ x
ែចកអង្គទាងំពីរនឹង 3p1+ x េយងីបាន
1−

3p1− x
3p1+ x

=
6p1− x · 6p1+ x

3p1+ x

1− 6

√(
1− x
1+ x

)2

= 6

√
1− x
1+ x

តាង t = 6

√
1− x
1+ x

⇒ 1− t2 = t ឬ t2+ t−1= 0

∆= 1+4= 5

⇒ t = −1±p
5

2

⇒ t1 = −1−p
5

2
< 0 មិនយក

⇒ 0< t2 = −1+p
5

2
< 1 យក

⇒ 6

√
1− x
1+ x

=
p

5−1
2

⇒ 1− x
1+ x

=
(p

5−1
2

)6

⇒ 1− x
1+ x

=
(p

5−1
)6

26

ដូចេនះ x = 26− (p
5−1

)6

26+ (p
5−1

)6

II. ្រសាយបំភ្លឺថា
x1

p′ (x1)
+ x2

p′ (x2)
+ x3

p′ (x3)
= 0

េបី x1, x2, x3 ជាឫសៃនសមីការ p(x)= 0
េនាះ p(x)= (x− x1) (x− x2) (x− x3)
⇒ p′(x)= (x− x2) (x− x3)+ (x− x1) (x− x1)+ (x− x1) (x− x2)
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េរៀបេរៀងេដាយ នូ ច័ន្ទណារÂទ្ធិ លំហាត់គណិតវÂទǓǻថាñǓក់ទី ១២ ភាគ ២

េយងីបាន p′ (x1)= (x1− x2) (x1− x3)
p′ (x2)= (x2− x1) (x2− x3)
p′ (x3)= (x3− x1) (x3− x1)

េនាះ x1

p′ (x1)
+ x2

p′ (x2)
+ x3

p′ (x3)
= x1

(x1− x2) (x1− x3)
+ x2

(x2− x1) (x2− x3)
+ x3

(x3− x2) (x3− x1)
= x1

(x1− x2) (x1− x3)
− x2

(x1− x2) (x2− x3)
+ x3

(x2− x3) (x1− x3)

= x1 (x2− x3)− x2 (x1− x3)+ x3 (x1− x2)
(x1− x2) (x1− x3) (x2− x3)

= x1x2− x1x3− x1x2+ x2x3+ x1x3− x2x3

(x1− x2) (x1− x3) (x2− x3)

= 0
(x1− x2) (x1− x3) (x2− x3)

= 0 ពិត

III. គណនា S =
2020∑
k=1

k+2
k!+ (k+1)!+ (k+2)!

តាង ak = k+2
k!+ (k+1)!+ (k+2)!

= k+2
k! [1+ (k+1)+ (k+1)(k+2)]

= k+2
k!

(
1+k+1+k2+3k+2

)
= k+2

k!(k+2)2 = 1
k!(k+2)

= k+1
(k+2)!

= (k+2)−1
(k+2)!

= 1
(k+1)!

− 1
(k+2)!

⇒ S =
2020∑
k=1

[
1

(k+1)!
− 1

(k+2)!

]
⇒ S = 1

2!
− 1

3!
+ 1

3!
− 1

4!
+·· ·+ 1

2021!
− 1

2022!
ដូចេនះ S = 1

2!
− 1

2022!
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េរៀបេរៀងេដាយ នូ ច័ន្ទណារÂទ្ធិ លំហាត់គណិតវÂទǓǻថាñǓក់ទី ១២ ភាគ ២

IV. កំណត់តៃម្លm េដីម្បឱី្យអនុគមន៍ f (x)= x2+ (m+1)x+2
x+1

េកីនេលីចេនា្ល ះ [0,+∞)

អនុគមន៍ f (x)= x2+ (m+1)x+2
x+1

ែដនកំណត់ D=R− {−1}

េដរេីវ f ′(x)= x2+2x+2m
(x+1)2

f េកីនេលី [0,+∞) លុះ្រតាែត f ′(x)≥ 0 េលី [0,+∞)
∆′ = 1−2m
• ករណី ∆′ ≤ 0⇒ 1−2m ≤ 0⇒ m ≥ 1

2∆′ ≤ 0

a = 1> 0
⇒ f ′(x)≥ 0,∀x ∈D

⇒ f ′(x)≥ 0 េលី [0,+∞)

• ករណី ∆′ > 0⇒ 1−2m > 0⇒ m < 1
2

⇒
p
∆′ =

p
1−2m

⇒ x1 =−1−
p

1−2m, x2 =−1+
p

1+2m

តារាងសញញ f ′(x)
x

f ′(x)

−∞ −1−
p

1−2m −1+
p

1−2m +∞
+ 0 − 0 +

ចង់ឱ្យ f េកីនេលី [0,+∞) ្រត�វឱ្យ −1+
p

1−2m ≤ 0

⇒
p

1−2m ≤ 1⇒ m ≥ 0⇒ 0≤ m < 1
2

្របជំុចេម្លីយៃនករណីទាងំពីរ េគបាន m ∈ [0,+∞)
ដូចេនះ m ∈ [0,+∞)

V. បងា្ហ ញថាសមីការ x4−ax3−bx2− cx−d = 0 គា្ម នឫសជាចំនួនគត់
ឧបមថា αជាឫសគត់វជិ្ជមានៃន f (x)= 0
េនាះ f (x)= 0 េយងីបាន

α4−aα3−bα2− cα−d = 0
ឬ d =α

(
α3−aα2−bα− c

)
េនាះ α|d ⇒α≤ d (∗)
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េរៀបេរៀងេដាយ នូ ច័ន្ទណារÂទ្ធិ លំហាត់គណិតវÂទǓǻថាñǓក់ទី ១២ ភាគ ២

េដាយ α3(a−α)=α4−aα3 = bα2+ cα+d > 0
េនាះ α> a
ែត a ≥ b ≥ c ≥ d េនាះ α> d ផ្ទុយពីការពិត (តាម (∗))
ស្រមាយបញ្ជ ក់េនះ មានន័យថាសមីការ :
x3−ax3−bx2− cx−d = 0 គា្ម នឫសជាចំនួនគត់

VI. ្រសាយថា x = a, y= b និង z = c
េដាយ a ≤ x, y, z ≤ c េនាះ c

z
≥ 1 និង a

x
≤ 1

េដាយ xyz = abc តាមវសិមភាព AMGM េគបាន
c
z
+ b

y
+ a

x
≥ 3 3

√
abc
xyz

= 3

េយងីទាញបាន c
z
−1≥ 1,

c
z
+ b

y
+ a

x
−3≥ 0

េហយីេដាយ 1− a
x
≥ 0 េនាះ c

z
+ b

y
−2≥ 1− a

x
≥ 0

T = (a+b+ c)− (x+ y+ z)

= x
(a
x
−1

)
+ y

(
b
y
−1

)
+ z

( c
z
−1

)
= x

(
c
z
+ b

y
+ a

x
−3

)
+ (y− x)

(
c
z
+ b

y
−2

)
+ (z− y)

( c
z
−1

)
≥ 0

េដាយ a+b+ c = x+ y+ z េនាះ T = 0
េនាះវសិមភាពពិត លុះ្រតាែត a = x,b = y, c = z
ដូចេនះ a = x,b = y, c = z

VII. ្រសាយបញ្ជ ក់ថា ៃផ្ទ្រកឡាS =
√

(p−a)(p−b)(p− c)(p−d)

A

B

C

D

a b

cd

x
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េរៀបេរៀងេដាយ នូ ច័ន្ទណារÂទ្ធិ លំហាត់គណិតវÂទǓǻថាñǓក់ទី ១២ ភាគ ២

ចតុេកាណ ABCD ចារកឹក្នុងរង្វង់
េយងីបាន B+D = 1800 ⇒ B = 1800−D

⇒
sinB = sin

(
1800−D

)
cosB = cos

(
1800−D

)
⇒

sinB = sinD

cosB =−cosD

SABCD = SABC +SACD

= 1
2

absinB+ 1
2

cdsinD

= 1
2

absinB+ 1
2

cdsinB

= 1
2

(ab+ cd)sinB

= 1
2

(ab+ cd)
√

sin2B

= 1
2

(ab+ cd)
√

1− cos2B

តាង x = AC តាម្រទឹស្តីបទកូសីុនុស
ក្នុង្រតីេកាណ ABC : x2 = a2+b2−2abcosB (1)
ក្នុង្រតីេកាណ ADC : x2 = c2+d2−2cdcosD

x2 = c2+d2+2cdcosB (2)
តាម (1) និង (2)
a2+b2−2abcosB = c2+d2+2cdcosB

⇒ cosB =
(
a2+b2)− (

c2+d2)
2(ab+ cd)

េយងីបាន SABCD = 1
2

(ab+ cd)

√√√√1−
[(

a2+b2)− (
c2+d2)

2(ab+ cd)

]

= 1
2

(ab+ cd)

√
4(ab+ cd)2− [(

a2+b2
)− (

c2+d2
)]

2(ab+ cd)
= 1

4

√
4(ab+ cd)2− [(

a2+b2
)− (

c2+d2
)]

= 1
4

√[
(c+d)2− (a−b)2

][
(a+b)2− (c−d)2

]
ឯកសារចង្រកង
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េរៀបេរៀងេដាយ នូ ច័ន្ទណារÂទ្ធិ លំហាត់គណិតវÂទǓǻថាñǓក់ទី ១២ ភាគ ២

=
√

(p−a)(p−b)(p− c)(p−d)
ដូចេនះ S =

√
(p−a)(p−b)(p− c)(p−d)

្របលងេ្រជើសេរ ើសសិស្សពូែកទទូាងំេខត្តតាែកវ
ែផ្នកគណិតវិទយ រូបវិទយ និង អក្សរសិល្បែ៍ខ្មរ ថា្ន ក់ទី៩ និងថា្ន ក់ទី ១២

សម័យ្រ˪លង ០២ មីនា ២០២០
វិញញ សា : គណិតវិទយទី ១ រយៈេពល ៣ េម៉ាង

I. េដាយមិនេ្របីតារាង្រតីេកាណមា្រត និងមិនរកតៃម្ល sin
π

10
ចូរគណនាតៃម្ល

A = 8sin3 π

10
+8sin2 π

10
។

II. េគឱ្យ f (n)= (
n2+n+1

)2+1 ែដល n ∈N និង n ≥ 1 ។
តាង an = f (1)

f (2)
× f (3)

f (4)
×·· ·× f (2n−1)

f (2n+1)
=

n∏
i=1

(
f (2i−1)
f (2i+1)

)
។

គណនា an ជាអនុគមន៍ៃន n រចួទាញរក lim
n→+∞n

p
an ។

III. េគឱ្យបីចំនួនវជិ្ជមាន a,b និង c េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ ab+bc+ ca = 1 ។
គណនាតៃម្លៃនកេន�ម :

M = a

√(
1+b2)(1+ c2)

1+a2 +b

√(
1+ c2)(1+a2)

1+b2 +

c

√(
1+a2)(1+b2)

1+ c2 ។

IV. ឧបមាថាឫសៃនសមីការ x2020 = 1ក្នុងសំណំុចំនួនកុំផ្លិចតាងេដាយ x0, x1, x2, ..., x2019

។ តាង S និង P ជាផលបូកនិងផលគុណឫសទាងំអស់របស់សមីការខាងេលី និងយក
f (x)= (x− x1) (x− x2) ... (x− x2019) ។ ចូរគណនា S,P និង f (1) ។

V. េគឱ្យ្រតីេកាណ ABCមាន BC = a, AC = b និង AB = c ។ រង្វង់ចារកឹក្នុង្រតីេកាណ
ABC មានផ្ចិត I និងកាំ r េហយីរង្វង់ចារកឹេ្រក្រតីេកាណ ABC មានកាំ R ។
្រសាយបញ្ជ ក់ថា IC2 = ab−4Rr ។

អ្រតាកំែណ

ឯកសារចង្រកង
294



េរៀបេរៀងេដាយ នូ ច័ន្ទណារÂទ្ធិ លំហាត់គណិតវÂទǓǻថាñǓក់ទី ១២ ភាគ ២

I. គណនាតៃម្ល A = 8sin3 π

10
+8sin2 π

10
េយងីមាន cos

4π
10

= sin
π

10
(មុំបំេពញ)

⇔ 2cos22π
10

−1= sin
π

10
⇔ 2

(
1−2sin2 π

10

)2
−1= sin

π

10
⇔ 2

(
1−4sin2 π

10
+4sin4 π

10

)
−1= sin

π

10
⇔ 8sin4 π

10
−8sin2 π

10
− sin

π

10
+1= 0

⇔
(
sin

π

10

)(
8sin3 π

10
+8sin2 π

10
−1

)
= 0

⇔ 8sin3 π

10
+8sin2 π

10
−1= 0 (េ្រពាះ sin

π

10
6= 1)

⇔ 8sin3 π

10
+8sin2 π

10
= 1

ដូចេនះ A = 1

II. គណនា an ជាអនុគមន៍ៃន n រចួទាញរក lim
n→+∞n

p
an

េយងីបាន f (n)= (
n2+n+1

)2+1

= [(
n2+1

)+n
]2+1

= (
n2+1

)2+2n
(
n2+1

)+n2+1
f (n)= (

n2+1
)[

(n+1)2+1
]

⇒ f (2n−1)
f (2n+1)

=
(
4n2−4n+1

)(
4n2+1

)(
4n2+1

)(
4n2+4n+2

) = (2n−1)2+1
(2n+1)2+1

េនាះ an = 12+1
32+1

· 32+1
52+1

· 52+1
72+1

· · · (2n−3)2+1
(2n−1)2+1

· (2n−1)2+1
(2n+1)2+1

⇒ an = 12+1
(2n+1)2+1

= 1
2n2+2n+1

ដូចេនះ an = 1
2n2+2n+1

ទាញរក lim
n→+∞n

p
an

lim
n→+∞n

p
an = lim

n→+∞
np

2n2+2n+1
= lim

n→+∞
1√

2+ 2
n
+ 1

n2

= 1p
2
=
p

2
2
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ដូចេនះ lim
n→+∞n

p
an =

p
2

2

III. គណនាតៃម្លៃនកេន�ម M
ចំេពាះ a,b, c > 0 េយងីតាង a = tanα,b = tanβ, c = tanγ ែដល α,β,γ ∈(
0,

π

2

)
េដាយ ab+bc+ ca = 1 េយងីបាន
tanαtanβ+ tanβtanγ+ tanγtanα= 1
⇔ tanαtanβ+ tanβtanγ= 1− tanγtanα
⇔ (tanα+ tanγ)tanβ= 1− tanγtanα

⇔ tanα+ tanγ
1− tanαtanγ

= 1
tanβ

⇔ tan(α+γ)= cotβ
⇔α+β+γ= π

2

េយងីបាន a
√(

1+b2)(1+ c2)
1+a2 = (tanα)

√(
1+ tan2β

)(
1+ tan2γ

)
1+ tan2α

=
(
sinα
cosα

)√
cos2α

cos2βcos2γ

⇒ a

√(
1+b2)(1+ c2)

1+a2 = sinα
cosβcosγ

= cos(β+γ)
cosβcosγ

⇒ a

√(
1+b2)(1+ c2)

1+a2 = 1− tanβtanγ= 1−bc

ដូចគា្ន ែដរ b

√(
1+ c2)(1+a2)

1+b2 = 1− ca, c

√(
1+a2)(1+b2)

1+ c2 = 1−ab

េយងីទាញបាន M = (1−bc)+ (1− ca)+ (1−ab)= 3−1= 2
ដូចេនះ M = 2

IV. គណនា S,P និង f (1)
េយងីមាន 1= cos0+ isin0
េនាះ xk = cos

2kπ
2020

+ isin
2kπ
2020

េបី k = 0; x0 = 1

េបី k = 1; x1 = cos
2π

2020
+ isin

2π
2020
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េបី k = 2; x2 = cos
4π

2020
+ isin

4π
2020

= x2
1

េបី k = 3; x3 = cos
6π

2020
+ isin

6π
2020

= x3
1

....................................................................................
េបី k = 2019; x2019 = cos

2 ·2019π
2020

+ isin
2 ·2019π

2020
= x2019

1

េយងីទាញបាន
S = x0+ x1+ x2+·· ·+ x2019

S = 1+ x2
1 + x3

1 +·· ·+ x2019
1

S = 1− x2019
1

1− x1
= 1−1

1− x1
= 0, (x2019

1 = 1, x1 6= 1)

P = x0 · x1 · x2 · · ·x2019

P = 1 · x1 · x2
1 · x3

1 · · ·x2019
1 = x1+2+3+···+2019

1

P = x2019·1010
1 =

(
cos

2π
2020

+ isin
2π

2020

)2019/cdot1010

P = cos2019π+ isin2019π=−1
មយង៉េទៀត

x2020−1= (x−1)
(
x2019+ x2018+·· ·+1

)
ែត x2020−1= (x− x0) (x− x1) (x− x2) · · · (x− x2019)
⇒ f (x)= x2019+ x2018+ x2017+·· ·+1
⇒ f (1)= 1+1+1+·· ·+1︸ ︷︷ ︸

2020

= 2020

ដូចេនះ S = 0,P =−1 និង f (1)= 2020

V. ្រសាយបញ្ជ ក់ថា IC2 = ab−4Rr

A

B CD

I
r
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តាង ∠ACB =α និង D ជាចំណុចែដលរង្វង់ប៉ះ្រជ�ង BC
ក្នុង្រតីេកាណ CID េយងីមាន :

sin
α

2
= ID

IC
⇒ IC = ID

sin
α

2

= r

sin
α

2

⇒ IC2 = r2

sin2α

2

ែត sin2α

2
= 1

2
(1− cosα)= 1

2

(
1− a2+b2− c2

2ab

)
= c2− (a−b)2

4ab
= (c+a−b)(b+ c−a)

4ab
យក p = a+b+ c

2
េនាះ c+a−b = 2(p−b),b+ c−a = 2(p−a)

⇒ IC2 = abr2

(p−b)(p−a)

ែត S = pr = abc
4R

=
√

p(p−a)(p−b)(p− c)

⇒ (p−b)(p−a)= S2

p(p− c)

⇒ IC2 = abr2p(p− c)
S2 = abr2p(p− c)

p2r2

⇒ IC2 = ab− 4Rrp
p

= ab−4Rr ពិត
ដូចេនះ IC2 = ab−4Rr
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្របលងេ្រជើសេរ ើសសិស្សពូែកទទូាងំេខត្តតាែកវ
ែផ្នកគណិតវិទយ រូបវិទយ និង អក្សរសិល្បែ៍ខ្មរ ថា្ន ក់ទី៩ និងថា្ន ក់ទី ១២

សម័យ្រ˪លង ០២ មីនា ២០២០
វិញញ សា : គណិតវិទយទី ២ រយៈេពល ៣ េម៉ាង

I. ក. ដីចំការបីកែន្លង ចំការទី១មានរាងចតុេកាណែកងចំការទី២រាងកាេរ និងចំការទី៣មាន
រាងពហុេកាណេស្ទីរេស្មី្រជ�ង ែដលមានចំនួន្រជ�ងមិនកំណត់ ។ ចំការទាងំបីមានបរមិា្រតេស្មី
គា្ន ។ ចូរេ្របៀបេធៀបៃផ្ទ្រកឡាចំការទាងំបី។
ខ. រកចំនួនគត់ធម្មជាតិ n ែដលនាឱំ្យ្របភាគ n2+n+6

n+1
ជាចំនួនគត់វជិ្ជមាន ។

II. (zn)n∈N ជាស្វុ ីតៃនចំនួនកុំផ្លិចែដលកំណត់េដាយ៖
zn = 2

p
2(−1+i) េហយី្រគប់ចំនួនគត់ធម្មជាតិ n, zn+1មានអាគុយម៉ង់េនក្នុងចេនា្ល ះ[π

2
,π

]
, z4

n+1 = zn ។
១. កំណត់ម៉ូឌុល និងអាគុយម៉ង់ៃន z1 ។
២. េគសន្មត់ rn = |zn| និង vn = lnrn ។
បងា្ហ ញថា (vn)n∈N ជាស្វុ ីតធរណីមា្រតែដល្រត�វបញ្ជ ក់តួទី១ និងផលេធៀបរមួរបស់វា
។

III. f ជាអនុគមន៍ែដលមានអេថរពិត x កំណត់េដាយ y= f (x)= (
x2−3x+1

)
ex ។

១. សិក�ទិសេដអេថរភាព និងសង់ែខ្សេកាង (C)តាងអនុគមន៍ f េនក្នុ ិងត្រម�យអរតូ
ណរម៉ាល់ (0,

−→
i ,

−→
j ) ។

២. ក. បងា្ហ ញថា f ជាចេម្លីយមួយៃនសមីការ y′′−2y′+ y= 2ex ។
ខ. គណនា F(x) = 2ex +2y− y′ និងបងា្ហ ញថាវាជា្រពីមីទីវមួយៃនអនុគមន៍ f

។ ៣. គណនាៃផ្ទ្រកឡាែផ្នកប្លង់ែដលខ័ណ្ឌ េដាយែខ្សេកាង និងអ័ក្ស x′ox ែដល x ≥ 0
។

IV. េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (0,
−→
i ,

−→
j ,
−→
k ) ែដលមានទិសេដវជិ្ជមានៃនលំហ េគឱ្យ

៤ចំណុច A,B,C និង D ែដលមានកូអរេដាេនេរៀងគា្ន (−1,0,2); (3,2,−4);
(1,−4,2) និង (5,−2,4) ។ I និង K ជាចំណុចកណា្ត លេរៀងគា្ន ៃនអង្កត់ [AB] និង
[CD] េហយី J ∈ [BC] ែដល BJ = 1

4
·BC ។

១. កំណត់កូអរេដាេនៃនចំណុច I, J និង K ។
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២. ក. បងា្ហ ញថាចំណុច I, J,K មិនរត់្រតង់គា្ន ។
ខ. េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ថា ប្លង់ (IJK) មានសមីការ 8x+9y+5z−12= 0 ។
គ. កំណតឮសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់ (AD) និងបងា្ហ ញថាប្លង់ (IJK)កាត់តាម

បនា្ទ ត់ (AD) ្រតង់ចំណុច L មួយែដលេគ្រត�វកំណត់កូអរេដាេន។
ឃ. បងា្ហ ញថា −−→

AL = 1
4
−−→
AD ។

អ្រតាកំែណ
I. ក. េ្របៀបេធៀបៃផ្ទ្រកឡាដីចំការ
តាង S1 ៃផ្ទ្រកឡាចំការរាងចតុេកាណែកងែដលមាន x និង y ជាវមិា្រត គឺ S1 = xy

S2 ៃផ្ទ្រកឡាដីចំការកាេរែដលមាន a ជារងា្វ ស់្រជ�ងគឺ S2 = a2

S3 ៃផ្ទ្រកឡាដីចំការរាងពហុេកាណេស្ទីរេស្មី្រជ�ង (រង្វង់កាំ r) គឺ S3 =πr2

យក p ជាបរមិា្រតៃនចំការ េនាះ 2(x+ y)= 4a = 2πr = p
េគបាន S1 ≤ S2 ≤ S3

ខ. រកចំនួនគត់ធម្មជាតិ n

តាង N = n2+n+6
n+1

= n+ 6
n+1

N ជាចំនួនគត់វជិ្ជមានលុះ្រតាែត 6 ែចកដាច់នឹងចំនួនគត់វជិ្ជមាន n+1 េនាះេគបាន
n ∈ {0,1,2,5}

II. ១. កំណត់ |z1| និង arg (z1)

េគមាន

z0 = 2
p

2(−1+ i)

z4
n+1 = zn, n ∈N, arg (zn+1) ∈

[π
2

,π
]

z0 = 2
p

2(−1+ i)= 4

(
−
p

2
2

+
p

2
2

i

)
= 4

(
cos

3π
4

+ isin
3π
4

)
|z0| = 4, arg (z0)= 3π

4
េដាយ z4

n+1 = zn េនាះ z4
1 = z0 ឬ z1 = 4

p
z0

•|z1| =
∣∣ 4
p

z0
∣∣= 4

√
|z0| = 4p4

•arg (z1)= arg (z0)
4

+ 2kπ
4

= 3π
16

+ kπ
2

, k = 1⇒ arg (z1)= 11π
16

ដូចេនះ |z1| = 4p4, arg (z1)= 11π
16

២. បងា្ហ ញថា (vn)n∈N ជាស្វុ ីតធរណីមា្រតេដាយបញ្ជ ក់ v0 និង q
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vn = lnrn = ln |zn|⇒ v0 = lnr0 = ln |z0| = ln4= 2ln2
vn+1

vn
= ln |zn+1|

ln |zn|
= ln

∣∣ 4
p

zn
∣∣

ln |zn|
= 1

4
: េថរ

ដូចេនះ (vn)n∈N ជាស្វុ ីតធរណីមា្រតែដលមាន v0 = 2ln2, q = 1
4

III. ១. សិក�អេថរភាព និងសង់ែខ្សេកាង (C) តាង f :
C : y= f (x)= (

x2−3x+1
)
ex

•ែដនកំណត់ : D =R= (−∞,+∞)
•លីមីត
lim

x→−∞ f (x)= lim
x→−∞

(
x2−3x+1

)
ex = lim

x→−∞

(
1− 3

x
+ 1

x2

)
x2ex = 0

េ្រពាះ lim
x→−∞x2ex = 0

lim
x→+∞ f (x)= lim

x→+∞

(
1− 3

x
+ 1

x2

)
x2ex =+∞

េ្រពាះ lim
x→+∞x2ex =+∞

•េដរេីវ និងសញញ f ′(x)
f ′(x)= (

x2−3x+1
)′ ex+ (ex)′

(
x2−3x+1

)= (
x2− x−2

)
ex

f ′′(x)= (
x2+ x−3

)
ex

f ′(x) មានសញញ ដូច x2− x−2, x2− x−2= 0 មាន x =−1, x = 2
•តារាងអេថរភាពៃន f

x

f (x)

f (x)

−∞ −1 2 +∞
+ 0 − 0 +

00

f (−1)f (−1)

f (2)f (2)

+∞+∞

•សង់ែខ្សេកាង (C) : y= f (x)= (
x2−3x+1

)
ex

- ្របសព្វជាមួយអ័ក្ស y′oy : x = 0, y= 1

-្របសព្វជាមួយអ័ក្ស x′ox : y= 0⇒ x2−3x+1= 0, x = 3±p
5

2

- អាប់សីុសចំណុចរបត់ : y′′ = 0⇒ x2− x−3= 0, x = 1±p
13

2
-អាសីុមតូតេដក :y= 0
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−1

1

2

−7

3−p
5

2
3+p

5
2 x

y

២. ក. បងា្ហ ញថា f ជាចេម្លីយមួយៃនសមីការ y′′−2y′+ y= 2ex (E)
y= (

x2−3x+1
)
ex, y′ = (

x2− x−2
)
ex, y′′ = (

x2+ x−3
)
ex

y′′−2y′+ y= (
x2+ x−3−2x2+2x+4+ x2−3x+1

)
ex = 2ex

អនុគមន៍ y= f (x) េផ្ទ�ងផា្ទ ត់សមីការ y′′−2y′+ y= 2ex

ដូចេនះ f ជាចេម្លីយមួយៃនសមីការ y′′−2y′+ y= 2ex

២. គណនា F(x)
F(x)= 2ex+2y− y′ = (

2+2x2−6x+2− x2+ x+2
)
ex

F(x)= (
x2−5x+6

)
ex

បងា្ហ ញថា F(x) ជា្រពីមីទីវមួយៃន f (x):
េយងីបាន

F ′(x)= (2x−5+ x2−5x+6)ex = (
x2−3x+1

)
ex = f (x)

ដូចេនះ F(x) ជា្រពីមីទីវមួយៃន f (x)
៣. គណនាៃផ្ទ្រកឡា
តាង A ជាៃផ្ទ្រកឡាែដលកំណត់បានេដាយែខ្សេកាង C អ័ក្ស x′ox ែដល x ≥ 0
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េយងីបាន A =
∫ 3−p

5
2

0
f (x)dx−

∫ 3+p
5

2
3−p

5
2

f (x)dx

ែត
∫

f (x)dx = F(x)

⇒ A = [(
x2−5x+6

)
ex]3−p

5
2

0 − [(
x2−5x+6

)
ex]3+p

5
2

0

A = (4+2
p

5)e
3−p

5
2 + (

p
5−2)e

3+p
5

2 −6 ឯកតាៃផ្ទ
ឬ តាង S ជាៃផ្ទ្រកឡាែដលកំណត់បានេដាយែខ្សេកាង C អ័ក្ស x′ox ែដល x ≥ 0

េគបាន S = A+
∫ α

3+p
5

2
f (x)dx=+∞, α> 3+p

5
2

ៃផ្ទ្រកឡាធំមិនកំណត់ ។

IV. ១. កំណត់កូអរេដាេនចំណុច I, J និង K
A(−1,0,2); B(3,2,−4); C(1,−4,2) និង D(5,−2,4)
I ជាចំណុចកណា្ត ល [AB] េនាះ I (1,1,−1)
តាង J

(
x j, yj, z j

)
េដាយ JB = 1

4
BC

េយងីបាន
(
x j −3, yj −2, z j +4

)= 1
4

(−2,−6,6

⇒ x j −3=−1
2

, yj −2=−3
2

, z j +4= 3
2

⇒ J
(
5
2

,
1
2

,−5
2

)
K ជាចំណុចកណា្ត ល [CD] េនាះ K(3,−3,3)

ដូចេនះ I(1,1,−1), J
(
5
2

,
1
2

,−5
2

)
និង K(3,−3,3)

២. ក.បងា្ហ ញថាចំណុច I, J,K មិនរត់្រតង់គា្ន
េយងីគណនា −→

IJ ×−→
IK−→

IJ =
(
3
2

,−1
2

,−3
2

)
−→
IK = (2,−4,4)
េយងីបាន
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−→
IJ×−→

IK =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

3
2

−1
2

−3
2

2 −4 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣−

1
2

−3
2

−4 4

∣∣∣∣∣∣−→i −
∣∣∣∣∣∣
3
2

−3
2

2 4

∣∣∣∣∣∣−→j +
∣∣∣∣∣∣
3
2

−1
2

2 −4

∣∣∣∣∣∣−→k
= (−2−6)

−→
i − (6+3)

−→
j + (−6+1)

−→
k

=−8
−→
i −9

−→
j −5

−→
k

េដាយ −→
IJ×−→

IK 6= −→
0 េនាះចំណុច I, J,K មិនរត់្រតង់គា្ន ។

ខ. េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ថា ប្លង់ (IJK) មានសមីការ 8x+9y+5z−12= 0

ប្លង់ (IJK) កាត់តាមចំណុច I(1,1,−1) និង មានវុចិទ័រណរម៉ាល់ −→n =−→
IJ×−→

IK
កំណត់េដាយ :

(IJK) : a (x− xI)+b (y− yI)+ c (z− zI)= 0
−8(x−1)−9(y−1)−5(z+1)= 0
−8x−9y−5z+12= 0
ដូចេនះ ប្លង់ (IJK) គឺ 8x+9y+5z−12= 0
គ. កំណត់សមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់ (AD) និងបងា្ហ ញថាប្លង់ (IJK) កាត់បនា្ទ ត់
(AD) ្រតង់ចំណុច L មួយែដលេគ្រត�វកំណត់កូអរេដាេន
បនា្ទ ត់ (AD)កាត់តាមចំណុច A(−1,0,2) និងមានវុចិទ័រ្របាប់ទិស−−→

AD = (6,−2,2)
មានសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតកំណត់េដាយ :

(AD) :


x = xA +at

y= yA +bt

z = zA + ct

ែដល t ∈R

⇒ (AD) :


x =−1+6t

y= 0+ (−2)t

z = 2+2t

t ∈R

ដូចេនះ សមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់ (AD) គឺ x =−1+6t, y =−2t, z = 2+2t
ែដល t ∈R

•បងា្ហ ញថា ប្លង់ (IJK) កាត់ (AD) ្រតង់ L ែដលេគ្រត�វកំណត់កូអរេដាេន
L = (IJK)∩(AD) េនាះកូអរេដាេនចំណុចL (េបីមាន)ជាចេម្លីយៃន្របព័ន្ធសមីការ8x+9y+5z−12= 0 (1

(x, y, z)= (−1+6t,−2t,2+2t) (2)
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យក (2) ជំនួសចូល (1) សមីការអញញ ត t មានឫស t = 1
4

េនាះ (IJK) កាត់ (AD) ្រតង់ L

េបី t = 1
4

, L ∈ (AD) េគបាន L
(
1
2

,−1
2

,
5
2

)
ដូចេនះ (IJK) កាត់ (AD) ្រតង់ចំណុច L

(
1
2

,−1
2

,
5
2

)
ឃ. បងា្ហ ញថា −−→

AL = 1
4
−−→
AD

−−→
AD = (6,−2,2)

−−→
AL =

(
3
2

,−1
2

,
1
2

)⇒ 6
3
2

= −2

−1
2

= 2
1
2

= 4

−−→
AD = 4 ·−−→AL ⇒−−→

AL = 1
4
−−→
AD

ដូចេនះ −−→AL = 1
4
−−→
AD
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្របលងេ្រជើសេរ ើស្រគូបេ្រងៀនក្រមតិឧត្តម
បរញិញ ប្រត+១ ជំនាន់ទី ២៥ ឆា្ន ំ ២០១៩

វិញញ សា : គណិតវិទយទី រយៈេពល ៣ េម៉ាង
I. ១. ចូរ្រសាយបញ្ជ ក់ថា (cos8x+cos2x)2+(sin8x+sin2x)2 = 4cos33x ។
បនា្ទ ប់មករកតៃម្ល x ចំេពាះ (cos8x+ cos2x)2+ (sin8x+ sin2x)2 = 3 ែដល
00 < x < 1800 ។
២. េគឱ្យកេន�ម Sn =

n∑
r=1

erx (r− re−x+ e−x) ែដល x ជាចំនួនពិត

និង x 6= 0 ។ ចូរ្រសាយតាមវចិារកំេណីនថាផលបូក Sn = nenx ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់
វជិ្ជមាន n ។
៣. េគឱ្យតួៃនស្វុ ីត x1, x2, x3, ..., xn ជាស្វុ ីតធរណីមា្រតវជិ្ជមានេកីន និងតួៃនស្វុ ីត
នីមួយៗេផ្សងេទៀតគឺ y1, y2, y3, ..., yn កំណត់េដាយ yr = logxr +2000 ចំេពាះ
r = 1,2,3, ...,n ។ ចូរបងា្ហ ញថា y1, y2, y3, ..., yn ជាស្វុ ីតនព្វន្តេកីន ។

II. ១. េគឱ្យវុចិទ័រទីតាងំៃនចំណុច A និង B េរៀងគា្ន −→a =−→
j −4

−→
k និង −→

b = 6
−→
i −

5
−→
j −−→k ។ ចូរបងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ AB ្រសបនឹងវុចិទ័រ 2−→i −2

−→
j +−→k បនា្ទ ប់មកសរេសរ

សមីការបនា្ទ ត់ AB ។
២. បងា្ហ ញថា ្រតីេកាណ ABC ដូចរូប េគទាញបាន a

sinA
= b

sinB
= c

sinC
។

A

B C−→a

−→
b

−→c

III. ១. េគឱ្យB =

1 1 0
1 1 1
1 2 0

។ រក det(B) និង det
(
B−1) រចួកំណត់ទំនាក់ទំនងរវាង

det(B) និង det
(
B−1) ។

២. េគឱ្យប្លង់ P1,P2 ្របសព្វគា្ន និង−→n1,−→n2ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់េរៀងគា្ន ៃនប្លង់ ។ បងា្ហ ញ
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ថាមុំរវាងប្លង់P1,P2 េស្មីនឹងមំុផ្គុ ំេដាយ−→n1,−→n2 រចួទាញរូបមន្តទូេទស្រមាប់គណនាមុំរវាង
ប្លង់ពីរ្របសព្វគា្ន ។

IV. ១. ចំេពាះ្រគប់ x ∈ [3,7] ចូរបងា្ហ ញថា 2
p

2<
∫ 7

3

dxp
lnx

< 4។
២. េ្របីេស៊រ ីMaclaurine ្រសាយបញ្ជ ក់ថា eix = cosx+ isinx ។
៣. សរេសរ 2x2− x+4(

1+ x2
)
(2− x)

ជារាង Ax+B
1+ x2 + C

2− x
ែដល A,B,C ជាចំនួនេថរ

េហយីបនា្ទ ប់មកពនា្ល ត 2x2−4x+4(
1+ x2

)
(2− x)

ជាដឺេ្រកេកីនរហូតដល់តួែដលមាន x3 ។

V. ១. េគឱ្យអេថរៃចដន្យ X មានបំែណងែចក្រប�បាប
X −2 −1 0 1 2

P(X = x) 0.2 a 0.1 b 0.4
េគដឹងថា E (X )= 0.1 រកតៃម្លៃន a និង b ។
២. េគឱ្យកេន�ម 2x3 + ax2 + bx+ c ។ េបីេគែចកពហុធាេនះជាមួយ x−2 និង
x+1 េគបានសំណល់ែដលមានតៃម្លេស្មីគា្ន ។ បងា្ហ ញថា a+b =−6 ។
៣. េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល yy′+ y2 = x ។

ដំេណាះ្រសាយ

I. ១. ្រសាយបញ្ជ ក់ថា (cos8x+ cos2x)2+ (sin8x+ sin2x)2 = 4cos23x
េយងីបាន (cos8x+ cos2x)2+ (sin8x+ sin2x)2 = cos28x+2cos8xcos2x

+ cos2x+ sin28x+2sin8xsin2x+ sin2x
= 2+2(cos8xcos2x+ sin8xsin2x)
= 2+2cos(8x−2x)

= 2(1+ cos6x)= 4 · 1+ cos2 ·3x
2

= 4cos23x េ្រពាះ cos23x = 1+ cos6x
2

រកតៃម្ល x ចំេពាះ (cos8x+ cos2x)2+ (sin8x+ sin2x)2 = 3 ែដល
00 < x < 1800

េយងីអាចសរេសរ 4cos23x = 3

េនាះ cosx =±
p

3
2
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•ចំេពាះ cos3x =
p

3
2

= cos300

⇔ 3x =±300+3600k, (k ∈Z)
⇒ x =±100+1200k, (k ∈Z)
- េបី x = 100+1200k
េយងីទាញបាន x ∈ {300,1300}
- េបី x =−100+1200k
េយងីទាញបាន x ∈ {1100}

•ចំេពាះ cos3x =−
p

3
2

= cos1500

⇔ 3x =±1500+3600m
⇒ x =±500+1200m, (m ∈Z)
- េបី x = 500+1200m
េយងីទាញបាន x ∈ {500,1700}
- េបី x =−500+1200m
េយងីទាញបាន x ∈ {700}
ដូចេនះ តៃម្ល x ែដល្រត�វរករមួមាន {100,500,1100,1300,1700}
២. ្រសាយតាមវចិារកំេណីនថាផលបូក Sn = nenx ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់វជិ្ជមាន n

េយងីមាន Sn =
n∑

r=1
erx (r− re−x+ e−x) ចំេពាះចំនួនពិត x 6= 0

- ចំេពាះ n = 1 េនាះ S1 = ex (1− e−x+ e−x)= ex = 1 · e1·x ពិត
- ចំេពាះ n = 2 េនាះ S2 = ex (1− e−x+ e−x)+ e2x (2−2e−x+ e−x) = ex +
2e2x−2ex+ ex = 2 · e2·x ពិត
- ឧបមាថាពិតរហូតដល់ n = k គឺ Sk =

k∑
r=1

erx (r− re−x+ e−x)= k · ekx

- សិក�ករណី n = k+1
Sk+1 = Sk + e(k+1)‘x ((k+1)‘− (k+1)e−x+ e−x)

= kekx+ (k+1)e(k+1)x− (k+1)ekx+ ekx

= (k+1)e(k+1)x ពិត
៣. បងា្ហ ញថា y−1, y2, y3, ..., yn ជាស្វុ ីតនព្វន្តេកីន
x1, x2, x3, ..., xn ជាស្វុ ីតធរណីមា្រតវជិ្ជមានេកីន េនាះេគទាញបាន x1 < x2 < x3 <
...< xn

ផលេធៀបរមួ q = xn+1

xn
> 1
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ស្វុ ីត y1, y2, y3, ..., yr កំណត់េដាយ yr = logxr+2000ចំេពាះ r = 1,2,3, ...,n

េយងីពិនិត្យេមីល yr+1− yr = logxr+1− logxr = log
xr+1

xr
= logq

⇒ y1, y2, y3, ..., yr ជាស្វុ ីតនព្វន្តែដលមានផលសងរមួ d = logq (1)
ែត q > 1 េនាះ logq > log1= 0 (2)
តាម (1)&(2)⇒ y1, y2, y3, ..., yr ជាស្វុ ីតនព្វន្តេកីន

II. ១. បនា្ទ ត់ AB ្រសបនឹងវុចិទ័រ 2−→i −2
−→
j +−→

k បនា្ទ ប់មកសរេសរសមីការបនា្ទ ត់ AB
វុចិទ័រទីតាងំៃនចំណុច A និង B គឺ −→a =−→

j −4
−→
k និង −→

b = 6
−→
i −5

−→
j −−→

k
េយងីបាន−−→

AB =−→
b −−→a =

(
6
−→
i −5

−→
j −−→

k
)
−

(−→
j −4

−→
k

)
= 6

−→
i −6

−→
j +3

−→
k

ផលេធៀប 2
6
= −2
−6

= 1
3
េនាះវុចិទ័រ −−→AB និងវុចិទ័រ 2

−→
i −2

−→
j +−→

k កូលីេនែអ៊រ ។
តាង K ជាចំណុចចល័តេនេលីបនា្ទ ត់ (AB) េហយីមានវុចិទ័រទីតាងំ −→

k = x
−→
i +

y
−→
j + z

−→
k

េយងីបាន −→
k −−→a =λ

 2
−2
1

 , (λ ∈R)

⇔−→
k =−→a +λ

 2
−2
1

=

 0
1
−4

+λ

 2
−2
1)

 , (λ ∈R

ដូចេនះ សមីការបនា្ទ ត់ AB គឺ −→
k =

 0
1
−4

+λ

 2
−2
1

 , (λ ∈R)

ឬ AB :


x = 2λ

y= 1−2λ

z =−4+λ

, (λ ∈R)

២. បងា្ហ ញថា ្រតីេកាណ ABC ដូចរូប េគទាញបាន a
sinA

= b
sinB

= c
sinC

េយងីមាន −→a +−→
b +−→c =−→

0 (1)
គុណ (1) េដាយវុចិទ័រ −→a
⇒−→a ×−→a +−→a ×−→

b +−→a ×−→c =−→
0

ឬ −→a ×−→
b =−→c ×−→a

គុណ (1) េដាយវុចិទ័រ −→c
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េនាះ −→c ×−→a +−→c ×−→
b +−→c ×−→c =−→

0
ឬ −→c ×−→a =−→

b ×−→c
េយងីទាញបានថា −→a ×−→

b =−→
b ×−→c =−→c ×−→a

⇒ absinC = bcsinA = casinB
⇔ a

sinA
= b

sinB
= c

sinC
ពិត

គ. គណនា det(B) និង det
(
B−1) រចួរកទំនាក់ទំនងរវាង det(B) និង det

(
B−1)

េយងីមាន B =

1 1 0
1 1 1
0 2 1


េយងីបាន det (B)= (1+0+0)− (0+2+1)=−2
េយងីរកម៉ា្រទីស្រចាស B−1

តាម B−1 = 1
det(B)

·ad j(B)= 1
det(B)

· [Bcof
]T

C11 = (−1)1+1

∣∣∣∣∣1 1
2 1

∣∣∣∣∣=−1 c12 = (−1)1+2

∣∣∣∣∣1 1
0 1

∣∣∣∣∣=−1

C13 = (−1)1+3

∣∣∣∣∣1 1
0 2

∣∣∣∣∣= 2 C21 = (−1)2+1

∣∣∣∣∣1 0
2 1

∣∣∣∣∣=−1

C22 = (−1)2+2

∣∣∣∣∣1 0
0 1

∣∣∣∣∣= 1 C23 = (−1)2+3

∣∣∣∣∣1 1
0 2

∣∣∣∣∣=−2

C31 = (−1)3+1

∣∣∣∣∣1 0
1 1

∣∣∣∣∣= 1 C32 = (−1)3+2

∣∣∣∣∣1 0
1 1

∣∣∣∣∣=−1

C33 = (−1)3+3

∣∣∣∣∣1 1
1 1

∣∣∣∣∣= 0

េនាះ B−1 = 1
2

−1 −1 1
−1 1 −1
2 −2 0

=


1
2

1
2

−1
2

1
2

−1
2

1
2

−1 1 0
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េនាះ det
(
B−1)=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1
2

1
2

−1
2

1
2

−1
2

1
2

−1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
0− 1

4
− 1

4

)
−

(
−1

4
+0+ 1

4

)
=−1

2

េដាយ det(B)=−2, det
(
B−1)=−1

2
ទំនាក់ទំនងគឺ det

(
B−1)= 1

det(B)
ឃ. បងា្ហ ញថា មុំរវាងប្លង់ P1,P2 េស្មីនឹងមុំែដលផ្គុ ំេឡងីេដាយ −→n1 និង −→n2 រចួទាញរក
រូបមន្តទូេទស្រមាប់គណនាមុំរវាងប្លង់ពីរ្របសព្វគា្ន

α
α

∆

A

B C

D

P1

P2

−→n1

−→n2

តាង ∆ជាបនា្ទ ត់្របសព្វរវាងប្លង់ P1 និង P2 េហយី αជាមំុរវាងប្លង់ទាងំពីរ
តាមចំណុច C ∈∆សង់បនា្ទ ត់ CB ⊆ P1 និង CD ⊆ P2

បនា្ទ ត់ែកងនឹង P1 ្រតង់ B និងបនា្ទ ត់ែកងនឹង P2 ្រតង់ D កាត់គា្ន ្រតង់ A
⇒ AB ∥ −→n1 និង AD ∥ −→n2

េគបាន ∠BAD និង ∠BCD ជាមុំមាន្រជ�ង្រត�វគា្ន ែកងេរៀងគា្ន
⇒∠BAD និង∠BCDជាមំុបែន្ថមគា្ន េ្រពាះមុំមួយជាមុំ្រស�ច និងមុំមួយេទៀតជាមុំែកង
⇒∠BAD+∠BCD = 1800

ែត ∠BCD+α= 1800

⇒∠BAD =αមានន័យថាមំុរវាងបនា្ទ ត់ AB និង AD េស្មីនឹងមំុរវាងប្លង់ទាងំពីរ
ដូចេនះ មុំរវាងប្លង់ P1,P2 េស្មីនឹងមំុែដលផ្គុ ំេឡងីេដាយ −→n1 និង −→n2
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តាង −→n1 = (a1,b1, c1) ‘ និង −→n2 = (a2,b2, c2)
េយងីបាន −→n1 ·−→n2 =

∣∣−→n1
∣∣ · ∣∣−→n2

∣∣ cosα

⇒ cosα=
−→n1 ·−→n2∣∣−→n1

∣∣ · ∣∣−→n2
∣∣ = a1a2+b1b2+ c1c2√

a2
1+b2

1+ c2
1 ·

√
a2

2+b2
2+ c2

2

ដូចេនះ មុំរវាងប្លង់ពីរ្របសព្វគា្ន គឺ α= arccos
a1a2+b1b2+ c1c2√

a2
1+b2

1+ c2
1 ·

√
a2

2+b2
2+ c2

2

III. ១. បងា្ហ ញថា 2
p

2<
∫ 7

3

dxp
lnx

< 4

ចំេពាះ្រគប់ x ∈ [3,7] : 3≤ x ≤ 7
េនាះ e < x < e2

⇔ lne < lnx < lne2 ឬ 1< lnx < 2

⇒ 1p
2
< 1p

lnx
< 1

p
2

2

∫ 7

3
dx <

∫ 7

3

dxp
lnx

<
∫ 7

3
dx

⇔
p

2
2

[x]7
3 <

∫ 7

3

dxp
lnx

< [x]7
3

⇔
p

2
2

(7−3)<
∫ 7

3

dxp
lnx

< (7−3)

⇔ 2
p

2<
∫ 7

3

dxp
lnx

< 4 ពិត
២. េ្របីេស៊រ ីMaclaurine ្រសាយបញ្ជ ក់ថា eix = cosx+ isinx
តាមេស៊រ ីMaclaurine េយងីមាន

eix =
(
1− x2

2!
+ x4

4!
− x6

6!
+·· ·

)
+ i

(
x− x3

3!
+ x5

5!
− x7

7!
+·· ·

)
cosx = 1− x2

2!
+ x4

4!
− x6

6!
+·· ·

sinx = x− x3

3!
+ x5

5!
− x7

7!
+·· ·

⇒ cosx+ isinx =
(
1− x2

2!
+ x4

4!
− x6

6!
+·· ·

)
+ i

(
x− x3

3!
+ x5

5!
− x7

7!
+·· ·

)
⇒ cosx+ isinx = eix ពិត
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៣. សរេសរ 2x2− x+4(
1+ x2

)
(2− x)

ជារាង Ax+B
1+ x2 + C

2− x
ែដល A,B,C ជាចំនួនេថរ

េហយីបនា្ទ ប់មកពនា្ល ត 2x2− x+4(
1+ x2

)
(2− x)

ជាដឺេ្រកេកីនរហូតដល់តួែដលមាន x3

េយងីបាន 2x2− x+4(
1+ x2

)
(2− x)

= Ax+B
1+ x2 + C

2− x
⇔ 2x2− x+4= (2− x)(Ax+B)+C

(
1+ x2)

⇔ 2x2− x+4= (C− A)x2+ (2A−B)x+ (2B+C)

េយងីទាញបាន


C− A = 2

2A−B =−1

2B+C = 4
ដូចេនះ A = 0,B = 1,C = 2

ចំេពាះ A = 0,B = 1,C = 2 េយងីបាន 2x2− x+4(
1+ x2

)
(2− x)

= 1
1+ x2 +

2
2− x

តាមេទ្វធាញូនតុន (1+x)n = 1+nx+n(n−1)
2!

x2+n(n−1)(n−2)
3!

x3+·· ·
ចំេពាះ |x| < 1
េយងីបាន

1
1+ x2 = (

1+ x2)−1 = 1+ (−1)x2+ (−1)(−1−1)
2!

x4

+ (−1)(−1−1)(−1−2)
3!

x6+·· ·
= 1− x2+ x4− x6+·· ·

2
2− x

= 2

2
(
1− x

2

) = (
1− x

2

)−1

= 1+ (−1)
(
−x

2

)
+ (−1)(−1)

2!

(
−x

2

)2

+ (−1)(−1−1)(−1−2)
3!

(
−x

2

)3
+·· ·

= 1+ x
2
+ x2

4
+ x3

8
+·· ·

េយងីបាន 2x2− x+4(
1+ x2

)
(2− x)

= (1+1)+ x
2
+

(
x2

4
− x2

)
+ x3

8
+·· ·
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ដូចេនះ 2x2− x+4(
1+ x2

)
(2− x)

= 2+ 1
2

x− 3
4

x2+ x3

8
+·· · ែដល |x| < 1

រេបៀបទី២:

តាមរូបមន្តផលបូកេស៊រធីរណីមា្រត 1+ r+ r2+·· · = 1
1− r

ចំេពាះ |r| < 1

េនាះ a+ar+ar2+·· · = a
1− r

េយងីបាន 1
1+ x2 = 1

1− (−x2
) = 1+ (−x2)+ (−x2)2 + (−x2)3 +·· · = 1−

x2+ x4− x6+·· ·
និង 2

2− x
= 1

1− x
2

= 1+ x
2
+

(x
2

)2
+

(x
2

)3
+·· · = 1+ x

2
+ x2

4
+ x3

8
+·· ·

ែដល
∣∣x2∣∣< 1 និង

∣∣∣x
2

∣∣∣< 1 ⇔|x| < 1

ដូចេនះ 2x2− x+4(
1+ x2

)
(2− x)

= 2+ 1
2

x− 3
4

x2+ x3

8
+·· · ែដល |x| < 1

IV. ១. រកតៃម្ល a និង b
េយងីមាន

∑
P(X = x)= 0.2+a+0.1+b+0.4= 1⇒ a+b = 0.3 (1)

E(X )= (−2)(0.2)+ (−1)(a)+ (0)(0.1)+ (1)(b)+ (2)(0.4)= 0.1
⇒ a−b = 0.3 (2)
តាម (1) និង (2) េយងីបានa+b = 0.3

a−b = 0.3
ដូចេនះ a = 0.3,b = 0
២. បងា្ហ ញថា a+b =−6
តាង P(x)= 2x3+ax2+bx+ c
P(x) ែចកនឹង x+1, x−2 បានសំណល់ដូចគា្ន
តាម្រទឹស្តីបទសំណល់ េយងីបាន P(−1)= P(2)
ឬ −2+a−b+ c = 16+4a+2b+ c
⇒ a+b =−6 ពិត
៣. េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល yy′+ y2 = x
សមីការអាចសរេសរេទជា

(
y2)′+2y2 = 2x

តាងm = y2 េនាះm′+2m = 2xជាសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលំដាប់ទី១មានេមគុណ
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េថរមិនអូម៉ូែសន
កតា្ត អាងំេត្រកាល IF = e

∫
2dx = e2x

េយងីបាន e2xm′+2me2x = 2xe2x

⇒ (
me2x)′ = 2xe2x

⇔ me2x =
(
x− 1

2

)
e2x+ t, t ∈R

⇔ m = x− 1
2
+ te−2x

⇒ y2 = x− 1
2
+ te−2x

ដូចេនះ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលមានចេម្លីយ y2 = x− 1
2
+ te−2x, t ∈R

្របលងេ្រជើសេរ ើសសិស្សពូែកវិទយល័យ្រពះសីុសុវត្ថិ
ស្រមាប់ឆា្ន សិំក� ២០១៩-២០២០

វិញញ សា : គណិតវិទយ រយៈេពល ៣ េម៉ាង

I. េគឱ្យស្វុ ីត (un) កំណត់េដាយ un = en+ e−n ។ គណនា
2020∑
k=0

uk ។

II. េគឱ្យអនុគមន៍ f (x)= xx ។ គណនា f ′(x) ។
III. េគមានសមីការដឺេ្រកទី២ 2x2+2x+ cosα= 0 (0<α<π) ។

ក) កំណត់តៃម្ល α ែដលេធ្វីឱ្យសមីការមានឫស ។
ខ) គណនាតៃម្ល α ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់កេន�ម 1

x1
+ 1

x2
= 4p

3
រចួទាញបងា្ហ ញថា x2

1+
x2

2 < 1.9 ។

IV. a,b, c ជារងា្វ ស់្រជ�ងៃន្រតីេកាណ ABC ។ បងា្ហ ញថា sin(B−C)
sin(B+C)

= b2− c2

a2 ។

V. េគមានស្វុ ីត (u) កំណត់េដាយ u0 = a, ...,un+1 = 665
666

un +3 ែដល a ∈ R និង
n ∈N។
ក) េតី a មានតៃម្លេស្មីប៉ុនា្ម នេទីបស្វុ ីត (u) ជាស្វុ ីតេថរ?
ខ) ករណី (u) មិនែមនជាស្វុ ីតេថរ េគពិនិត្យស្វុ ីត (v) កំណត់េដាយ vn = un−1998
។
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១. បងា្ហ ញថា (v) ជាស្វុ ីតធរណីមា្រត រចួគណនាតួ v0 និងេរសុងវា។
២. គណនាជាអនុគមន៍ៃន n និង a តួទូេទ un ៃនស្វុ ីត (u) និងផលបូក Sn =

u0+u1+u2+·· ·+un ។
VI. ABCDA′B′C′D′ ជាគូបែដល្រជ�ងមាន្របែវងេស្មី 1។

ក)
(
A,

−−→
AB,

−−→
AD,

−−→
AA′

)
ជាត្រម�យអរតូណរម៉ាល់មានទិសេដវជិ្ជមាន។

ចូរកំណត់កូអរេដាេនកំពូលទាងំអស់ៃនគូប។
ខ) គណនារងា្វ ស់មុំផ្គុ ំេដាយបនា្ទ ត់ AC′ និង A′B។
គ) តាង M, N,P ជាចំណុចកណា្ត លេរៀងគា្ន ៃនអង្កត់

[
A′B′] ; [BC] ;

[
DD′]។

កំណត់សមីការប្លង់ (MNP) រចួគណនាចមា្ង យពី A េទប្លង់ (MNP)។
ឃ) កំណត់សមីការែស្វ៊រចារកឹក្នុង និងេ្រកគូប ABCDA′B′C′D′។

VII. គណនា S = 32+1
32−1

+ 52+1
52−1

+ 72+1
72−1

+·· ·+ 9992+1
9992−1

។

ដំេណាះ្រសាយ

I. គណនា
2020∑
k=0

uk

2020∑
k=0

(
ek + e−k)= 2020∑

k=0
ek +

2020∑
k=0

e−k

= (
1+ e+ e2+·· ·+ e2020)+ (

1+ e−1+ e−2+·· ·+ e−2020)
=

(
e2021−1

e−1

)
+

(
e−2021−1

e−1

)
= e2021−1

e−1
+ e

(
e−2021−1

)
e−1

= 1
e−1

(
e2021− e−2020+ e−1

)
II. គណនា f ′(x)
េយងីមាន f (x)= xx

lnf (x)= lnxx ឬ lnf (x)= xlnx
េយងីបាន [lnf (x)]′ = [xlnx]′

⇔ f ′(x)
f (x)

= (x)′lnx+ (lnx)′ · x
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⇔ f ′(x)
f (x)

= lnx+1

េនាះ f ′(x)= f (x)(lnx+1)
ដូចេនះ f ′(x)= xx(lnx+1)

III. ក) កំណត់តៃម្ល α ែដលេធ្វីឱ្យសមីការមានឫស
សមីការ 2x2+2x+ cosα= 0
∆′ = 1−2cosα
សមីការមានឫសកាលណា ∆′ ≥ 0
⇔ 1−2cosα≥ 0
⇔α ∈

[π
3

,π
[

ខ) គណនាតៃម្ល α
េគមានកេន�ម 1

x1
+ 1

x2
= 4p

3
⇔ x1+ x2

x1x2
= 4p

3
⇔ −1

cosα
2

= 4p
3

⇒ cosα=−
p

3
2

⇒α= 5π
6

ដូចេនះ α= 5π
6

បងា្ហ ញថា x2
1 + x2

2 < 1.9
x2

1 + x2
2 = (x1+ x2)2−2x1x2

= (−1)2−2 · cosα
2

= 1−2cosα= 1+
p

3
2

< 1.9

ដូចេនះ x2
1 + x2

2 < 1.9

IV. បងា្ហ ញថា sin(B−C)
sin(B+C)

= b2− c2

a2

េយងីបាន sin(B−C)
sin(B+C)

= sinBcosC− sinCcosB
sinBcosC+ sinCcosB

េដាយ a
sinA

= b
sinB

= c
sinC

= k
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⇒

sinB = b
k

sinC = c
k

cosB = a2+ c2−b2

2ac
និង cosC = a2+b2− c2

2ab

sin(B−C)
sin(B+C)

=
b
k

(
a2+b2− c2

2ab

)
− c

k

(
a2+ c2−b2

2ac

)
b
k

(
a2+b2− c2

2ab

)
+ c

k

(
a2+ c2−b2

2ac

)
= a2+b2− c2−a2− c2+b2

a2+b2− c2+a2+ c2−b2

= b2− c2

a2 ពិត

V. ក) កមណត់តៃម្ល a េដីម្បឱី្យ (u) ជាស្វុ ីតេថរ
(u) ជាស្វុ ីតេថរ េនាះ u0 = a = u1 = u2 = ...= un = un+1 = ...= a

⇒ a = 665
666

a+3

⇒ a− 665
666

a = 3

⇔ 1
666

a = 3⇒ a = 1998

ដូចេនះ a = 1998
ខ) ១. បងា្ហ ញថា (v) ជាស្វុ ីតធរណីមា្រត
េយងីមាន vn = un−1998 េនាះ vn+1 = un+1−1998

⇒ vn+1 =
(
665
666

un+3
)
−1998

⇒ vn+1 = 665
666

un−1995

ែត vn = un−1998 េនាះ un = vn+1998

េយងីបាន vn+1 = 665
666

(vn+1998)−1995

⇒ vn+1

vn
= 665

666
េថរ

េនាះ (vn) ជាស្វុ ីតធរណីមា្រតែដលមានេរសុង q = 665
666

និង v0 = u0 −1998 =
a−1998
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២. គណនាជាអនុគមន៍ៃន n និង a តួទូេទ un ៃនស្វុ ីត (u) និងផលបូក
Sn = u0+u1+u2+·· ·+un

េយងីមាន un = vn+1998

ែត vn = v0× qn = (a−1998)
(
665
666

)n

េនាះ un = (a−1998)
(
665
666

)n

+1998

ដូចេនះ un = (a−1998)
(
665
666

)n

+1998

េយងីបាន Sn = u0+u1+u2+·· ·+un =
n∑

k=0
uk

Sn =
n∑

k=0

[
(a−1998)

(
665
666

)n

+1998
]

Sn = (a−1998)
(
665
666

)0

+1998+ (a−1998)
(
665
666

)1

+1998+ (a−1998)
(
665
666

)2

+1998+ (a−1998)
(
665
666

)n

+1998

= (a−1998)

[(
665
666

)0

+
(
665
666

)1

+
(
665
666

)2

+·· ·+
(
665
666

)n
]

+ (n+1) ·1998

= (a−1998)
1−

(
665
666

)n+1

1− 665
666

+ (n+1) ·1998

= 666(a−1998)

[
1−

(
665
666

)n+1
]
+ (n+1) ·1998

VI. ក) កំណត់កូអរេដាេនកំពូលទាងំអស់ៃនគូប
A(0,0,0);B(1,0,0);C(1,1,0);D(0,1,0)
A′(0,0,1);B′(1,0,1);C′(1,1,1);D′(0,1,1)
ខ) គណនារងា្វ ស់មុំ−−→
AC′ = (1,1,1);

−−→
A′B = (1,0,−1)−−→

AC′ ·−−→A′B = 0 េនាះ
−−→
AC′ ⊥−−→

A′B
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ដូចេនះ
( á−−→
AC′,

−−→
A′B

)
= 900

គ) កំណត់សមីការប្លង់ (MNP)
M, N,P ជាចំណុចកណា្ត លេរៀងគា្ន ៃនអង្កត់[
A′B′] ; [BC] ;

[
DD′]

េនាះ M
(
1
2

,0,1
)
; N

(
1,

1
2

,0
)
;P

(
0,1,

1
2

)
−−−→
MN =

(
1
2

,
1
2

,−1
)
;
−−→
MP =

(
−1

2
,1,−1

2

) A

B C

D

A′

B′ C′

D′

M

N

P

−−−→
MN ×−−→

MP =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

1
2

1
2

−1

−1
2

1 −1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
1
2

−1

1 −1
2

∣∣∣∣∣∣∣
−→
i −

∣∣∣∣∣∣∣
1
2

−1

−1
2

−1
2

∣∣∣∣∣∣∣
−→
j +

∣∣∣∣∣∣∣
1
2

1
2

−1
2

1

∣∣∣∣∣∣∣
−→
k

= 3
4
−→
i + 3

4
−→
j + 3

4
−→
k

េយងីបាន (MNP) :
3
4

(
x− 1

2

)
+ 3

4
(y−0)+ 3

4
(z−1)= 0

ដូចេនះ សមីការប្លង់ (MNP) : 6x+6y+6z−9= 0
គណនាចមា្ង យពីចំណុច A េទប្លង់ (MNP)

d (A, (MNP))= |0+0+0−9|p
36+36+36

=
p

3
2
ឯកតា្របែវង

ឃ) សរេសរសមីការែស្វ៊រ
ែស្វ៊រចារកឹក្នុងគូប(

x− 1
2

)2

+
(
y− 1

2

)2

+
(
z− 1

2

)2

=
(
1
2

)2

ែស្វ៊រចារកឹក្នុងគូប(
x− 1

2

)2

+
(
y− 1

2

)2

+
(
z− 1

2

)2

=
(p

3
2

)2

VII. គណនា S = 32+1
32−1

+ 52+1
52−1

+ 72+1
72−1

+·· ·+ 9992+1
9992−1

េយងីបាន S = 32−1+2
32−1

+ 52−1+2
52−1

+ 72−1+2
72−1

+·· ·+ 9992−1+2
9992−1
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S =
(
1+ 2

32−1

)
+

(
1+ 2

52−1

)
+

(
1+ 2

72−1

)
+·· ·+

(
1+ 2

9992−1

)
S = 499+

(
1

3−1
− 1

3+1

)
+

(
1

5−1
− 1

5+1

)
+

(
1

7−1
− 1

7+1

)
+ ·· · +(

1
999−1

− 1
999+1

)
S = 499+ 1

2
− 1

1000
S = 499+ 499

1000
ដូចេនះ S = 499× 1001

1000
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ចេំណះដងឹបែន្ថម
■ ្រទឹស្តីបទតៃម្លមធ្យម : េបីF(x)ជាប់្រគប់ x ∈ [a,b] និងF ′(x) េកតីមានចំេពាះ្រគប់

x ∈ (a,b) េនាះមានយ៉ាងេហាចណាស់ចំនួន z មួយែដល F(b)−F(a)
b−a

= F ′(z) ។

■ ្រទឹស្តីបទ : The Chain Rule : េបី f (u) និង g(x)មានេដរេីវ េនាះ F(x)= f [g(x)]

មានេដរេីវ និង F ′(x)= f ′(u).g′(x) ែដល u = g(x) ។
■ ្រទឹស្តីបទរ ៉លូ : ឧបមាថា f មានេដរេីវេលីចេនា្ល ះេបីក (a,b) និងជាប់េលីចេនា្ល ះបិទ
[a,b]។ េបី f (a) និង f (b)មានតៃម្លសូន្យទាងំពីរ េនាះមានយ៉ាងេហាចចំនួន c មួយេនចេនា្ល ះ
(a,b) ែដល f ′(c)= 0 ។
■ អនុគមន៍េកីន និង អនុគមន៍ចុះ
នយិមនយ័
េគថាអនុគមន៍ f
i. េកីនេនេលីចេនា្ល ះ I ្របសិនេបីចំេពាះពីរចំនួន x1 និង x2 េនចេនា្ល ះ I

x1 < x2 នាេំអាយ f (x1)< f (x2)
ii. ចុះេនេលីចេនា្ល ះ I ្របសិនេបីចំេពាះពីរចំនួន x1 និង x2 េនចេនា្ល ះ I

x1 < x2 នាេំអាយ f (x1)> f (x2)
្រទឹស្តីបទ
ឧបមាថា f មានេដរេីវេនេលីចេនា្ល ះេបី I
i េបី f ′(x)> 0 ចំេពាះ្រគប់ x េនចេនា្ល ះ I េនាះ f ជាអនុគមន៍េកីនេនចេនា្ល ះ I
ii េបី f ′(x)< 0 ចំេពាះ្រគប់ x េនចេនា្ល ះ I េនាះ f ជាអនុគមន៍ចុះេនចេនា្ល ះ I
iii េបី f ′(x)= 0 ចំេពាះ្រគប់ x េនចេនា្ល ះ I េនាះ f ជាអនុគមន៍េថរេនចេនា្ល ះ I
■ ទំនាក់ទំនងរវាងឫសនិង េមគុណ

1. េបី α,βជាឫសៃនសមីការដឺេ្រកទីពីរ ax2+bx+ c = 0 េនាះ

• α+β=−b
a

• αβ= c
a

•
∣∣α−β

∣∣= p
D

|a| ែដល D =∆= b2−4ac

2. េបី α,β,γជាឫសៃនសមីការដឺេ្រកទី៣ ax3+bx2+ cx+d = 0 េនាះ
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• α+β+γ=−b
a

• αβ+βγ+γα= c
a

• αβγ=−d
a

3. េបី α,β,γ,δជាឫសៃនសមីការដឺេ្រកទីបួន ax4+bx3+ cx2+dx+ e = 0 េនាះ

• α+β+γ+δ=−b
a

• αβ+βγ+γδ+δα= c
a

• αβγ+βγδ+γδα+δαβ=−d
a

• αβγδ= e
a

4. ជាទូេទ េបីសមីការពហុធា a0xn +a1xn−1 +a2xn−2 +a3xn−3+ · · · +an = 0
មាន n ឫសតាងេដាយ α1,α2,α3, ...,αn េនាះ

•
∑

α1 =−a1

a0

•
∑

α1α2 = a2

a0

•
∑

α1α2α3 =−a3

a0. .
. .
. .

• α1α2α3...αn = (−1)n an

a0

■ ចបប់សញញ របស់េដកាតDescarte's Rule of sign:

1. ចំនួនឫសវជិ្ជមានេ្រចីនបំផុតៃនសមីការពហុធា f (x)= 0 គឺជាចំនួនដងៃនបែ្រមប្រម�ល
សញញ ៃនេមគុណពី (+) េទ (−) និង ពី (−) េទ (+) ។
ឧទាហរណ៍ ៖ x3+3x2+7x−11= 0មានសញញ ៃនេមគុណគឺ(+++−)។ េដាយការ
ែ្រប ្រប�លសញញ មានែតម្តងគត់ េនាះចំនួនឫសវជិ្ជមាន មានេ្រចីនបំផុតគឺមួយ ។
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2. ចំនួនឫសអវជិ្ជមានេ្រចីនបំផុតៃនសមីការពហុធា f (x)= 0 គឺជាចំនួនដងៃនបែ្រម
ប្រម�លសញញ ៃនេមគុណពី (+) េទ (−) និង ពី (−) េទ (+) េនក្នុងសមីការ f (−x)=
0 ។

■ការអនុវត្ត Calculus េនក្នុ ងសមីការពហុធា

1. េបីសមីការពហុធា f (x)= 0 មានឫសពិតចំនួន n េនាះសមីការ f ′(x)= 0 មានឫស
ពិតចំនួន (n−1), f ′′(x) មានឫសពិតចំនួន (n−2),..., ែតច្រមាសមកវញិអាចពិត
ឬ មិនពិត ។

2. េបីមានចំនួនពិតពីរ a និង b ែដល f (a) និង f (b) មានសញញ ផ្ទុយគា្ន េនាះសមីការ
f (x) = 0 ្រត�វែតមានឫសពិតយ៉ាងេហាចណាស់មួយ ឬមានឫសពិត ចំនួនេសសឫស
ស្ថិតេនចេនា្ល ះ a និង b ។

3. េបី f (a) និង f (b)មានសញញ ដូចគា្ន េនាះអាចគា្ម ន ឬមានឫសចំនួនគូឫសៃនសមីការ
f (x)=ស្ថិតេនចេនា្ល ះ a និង b ។

4. េបី f (a)= f (b) េនាះនិងមានឫសពិតយ៉ាងេហាចមួយៃនសមីការ f (x)= 0ស្ថិតេន
ចេនា្ល ះ a និង b ។

5. េបី αជាឫសឌុបៃនសមីការ f (x)= 0 េនាះ α ក៍ជាឫសៃនសមីការ f ′(x)= 0 ។
6. េបី α ជាឫសរមួៃនសមីការ f (x) = 0 និង g(x) = 0 េនាះ α ក៍ជាឫសរមួៃនសមីការ

f ′(x)= 0 និង g′(x)= 0 ។
■ វសិមភាព
1. លក្ខណៈ្រគឹះៃនវសិមភាព

• េបី a > b, b > c េនាះ a > c

• េបី a > b េនាះ a+m > b+m

• េបី a > b េនាះ am > bm េបី m > 0 េហយី am < bm េបី m < 0

• េបី a > b > 0 េនាះ 1
a
< 1

b
• េបី a1 > b1,a2 > b2, ...,an > bn េនាះ a1+a2+·· ·+an > b1+ b2+
·· ·+bn ចំេពាះ្រគប់ចំនួនវជិ្ជមាន a និង b
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• េបី a1 > b1,a2 > b2, ...,an > bn េនាះ a1a2...an > b1b2...bn ចំេពាះ្រគប់
ចំនួនវជិ្ជមាន a និង b ។

• េបី a > b > 0 និង n > 0 េនាះ an > bn និង a1/n > b1/n (េ្រពាះ n វជិ្ជមាន
េនាះ 1

n
វជិ្ជមាន )

• េបី a > b > 0 និង x > 0 េនាះ ax > bx

• េបី x > y> 0 និង a > 1 េនាះ ax > ay

• េបី x > y> 0 និង 0< a < 1 េនាះ ax < ay

• េបី x > y> 0 និង a > 1 េនាះ logax > loga y

• េបី x > y> 0 និង 0< a < 1 េនាះ logax < loga y

2. េបី a,b, x ជាចំនួនវជិ្ជមាន េនាះ


a+ x
b+ x

> a
b

េបី a > b
a+ x
b+ x

< a
b

េបី a < b

3. េបី a,b > 0 និង a 6= b េនាះមធ្យមនព្វន្តៃន a និង b ធំជាងមធ្យមធរណីមា្រតៃន
a និង b , i.e.,(
a+b

2

)
>
p

ab ។

4. េបី a i, i = 1,2,3, ...,n ែដលមិនដូចគា្ន ទាងំអស់េនាះមធ្យមនព្វន្តៃនបរមិាណ n ធំ
ជាងមធ្យមធរណីមា្រតៃនបរមិាណ n, i.e,
a1+a2+·· ·+an

n
> (a1a2...an)1/n ។

សំគាល់ ក្នុងេពលែដល a1 = a2 = ...= an i.e, ចំនួនទាងំអស់េស្មីគា្ន េនាះមធ្យមនព្វន្ត
ៃនបរមិាណ n=មធ្យមធរណីមា្រតៃនបរមិាណ n ។

5. េបី a > b > 0 និង a 6= b េនាះ

•
am+bm

2
>

(
a+b

2

)m

េបី m < 0 ឬ m > 1

•
am+bm

2
<

(
a+b

2

)m

េបី 0< m < 1

កត់សំគាល់ េបី a និង b េស្មីគា្ន េនាះេយងីអាចេ្របីសញញ េស្មី ។
6. េបី a i > 0, i = 1,2,3, ..,n និង m1,m2, ...,mn ជាចំនួនសនិទានវជិ្ជមាន េនាះ
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•
am

1 +am
2 +·· ·+am

n

n
>

(a1+a2+·· ·+an

n

)m
េបី m < 0 ឬ m > 1

•
am

1 +am
2 +·· ·+am

n

n
<

(a1+a2+·· ·+an

n

)m
េបី 0< m < 1

7. Weighted-Mean

• a i > 0, i = 1,2,3, ...,n និងm1,m2, ...,mnជាចំនួនសនិទានវជិ្ជមាន េនាះ(
m1a1+m2a2+·· ·+mnan

m1+m2+·· ·+mn

)
≥ (

am1
1 am2

2 ...amn
n

)1/(m1+m2+···+mn)

សមភាពេកីតមានចំេពាះ a1 = a2 = ...= an

• a1,a2, ...,an និង b1,b2, ...,bnជាពីរសំណំុៃនចំនួនសនិទាន េហយីចំនួនទាងំ
ឡាយេនក្នុងសំណំុទី១ មិនេស្មីនឹងចំនួនណាមួយេផ្សងេទៀតេឡយី េនាះចំេពាះ្រគប់
ចំនួនសនិទាន m
b1am

1 +b2am
2 +·· ·+bnam

n

b1+b2+·· ·+bn
≶

(
b1a1+b2a2+·· ·+bnan

b1+b2+·· ·+bn

)m

អា្រស័យេលី m ស្ថិតេន ឬ មិនស្ថិតេនចេនា្ល ះ 0 និង 1 ។
8. Cauchy-Schwarz Inequality

a1,a2, ...,an និង b1,b2, ...,bn ជាចំនួនពិត េនាះ
(a1b1+a2b2+·· ·+anbn)2 ≤ (

a2
1+a2

2+·· ·+a2
n
)(

b2
1+b2

2+·· ·+b2
n
)
។

សមភាពេកីតមានកាលណា a1

b1
= a2

b2
= ...= an

bn
។

9. Tchebychef's Inequality
a1,a2, ...,an និង b1,b2, ..,bn ជាចំនួនពិត ។

• េបី a1 ≤ a2 ≤ ...≤ an និង b1 ≤ b2 ≤ ...≤ bn េនាះ
(a1+a2+·· ·+an) (b1+b2+·· ·+bn)≤ n (a1b1+a2b2+·· ·+anbn)

• េបី a1 ≤ a2 ≤ ...≤ an និង b1 ≥ b2 ≥ ...≥ bn េនាះ
(a1+a2+·· ·+an) (b1+b2+·· ·+bn)≥ n (a1b1+a2b2+·· ·+anbn)

10. Weierstress's Inequality
េបី a1,a2, ...,an ជាចំនួនវជិ្ជមានតូចជាងឯកតា និង sn = a1+a2+·· ·+an េនាះ
(1− sn)< (1−a1) (1−a2) ... (1−an)< 1

1+ sn

និង (1+ sn)< (1+a1) (1+a2) ... (1+an)< 1
1− sn
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11. Holder's Inequality
សំេណី ១១.១ េបី a និង b ជាចំនួនពិតវជិ្ជមាន និង p, q ជាចំនួនពិតេផ្ទ�ងផា្ទ ត់

p, q > 1 េហយី 1
p
+ 1

q
= 1 េនាះ ab ≤ ap

p
+ bq

q
។

ស្រមាយបǽèǓក់
តាង f :R→R>0 ជាអនុគមន៍អិុចស្ប ៉ូណង់ែស្យល f (x)= ex ចំេពាះ x ∈R
េយងីបាន f ′′(x)= ex > 0 េនាះ f ជាអនុគមន៍ផត i.e., ចំេពាះ្រគប់ t ∈ [0,1]

f (tx+ (1− t)y)≤ t f (x)+ (1− t) f (y), ចំេពាះ្រគប់ x, y ∈R
តាង x = plna, y= qlnb និង t = 1

p
េនាះ 1− t = 1

q
នាេំអាយ ab = eln(ab) = elna+lnb

ab = e
1
p ·plna+ 1

q ·qlnb ≤ 1
p

eplna+ 1
q

eqlnb

ab ≤ 1
p

elnap + 1
q

elnbq = ap

p
+ bq

q
្រទឹស្តីបទ ១១.១ េបី a1,a2, ...,an និង b1,b2, ...,bn ជាចំនួនពិត េនាះ∣∣∣∣∣ n∑

k=1
akbk

∣∣∣∣∣≤
(

n∑
k=1

|ak|p
) 1

p
(

n∑
k=1

|bk|q
) 1

q

។

សំេណី១១.២ (Minkowski inequality) េបី a1,a2, ...,an និង b1,b2, ...,bnជាចំនួន
ពិត និង p ≥ 1(

n∑
k=1

|a i +b i|p
)1/p

≤
(

n∑
k=1

|a i|p
)1/p

+
(

n∑
k=1

|b i|p
)1/p

។

ែឡម ២.១ េគេអាយ (an) និង (bn) ជាស្វុ ីតចំនួនពិតែដល an ≤ bn ចំេពាះ្រគប់
n ≥ 1 ។ េបី lim

n→∞an = a និង lim
n→∞bn = b េនាះ a ≤ b ។

■សញញ សុិចម៉ា
1. េគេអាយស្វុ ីត a1,a2,a3,a4, ... ។ េគអាចសរេសរផលបូក n តួដំបូងេដាយេ្របី
សǽʲǓផលបូក ឬសǽʲǓសុិចមាúǓ គឺសញញ ∑ (សិុចម៉ាធំ) ដូចខាងេ្រកាម :

n∑
k=1

ak = a1+a2+a3+a4+·· ·+an ។

2. លក្ខណៈៃនផលបូក
េគេអាយ a1,a2,a3,a4, ... និង b1,b2,b3,b4, ... ជាស្វុ ីត ។ ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់
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វជិ្ជមាន n និង ចំនួនពិត c េគបាន

•
n∑

k=1
(ak +bk)=

n∑
k=1

ak +
n∑

k=1
bk

•
n∑

k=1
(ak −bk)=

n∑
k=1

ak −
n∑

k=1
bk

•
n∑

k=1
cak = c

(
n∑

k=1
ak

)
េយងីអាចេ្របីលក្ខណៈមួយចំនួនដូចខាងេ្រកាមផងែដរ :

•
n+m∑
k=1

ak =
n∑

k=1
ak +

n+m∑
k=n+1

ak

•
n∑

k=1
ak =

n+m∑
k=1+m

ak−m

•
n∑

k=1
ak =

n∑
k=1

an−k+1 =
n−1∑
k=0

an−k

•
n∑

k=m
c = c · (n−m+1)= c· (ចំនួនេលខែដល្រត�វបូកេនក្នុងផលបូក)

ចំេពាះចំនួនេថរ c

■  ្រទឹស្តីបទេទ្វធា
(a+ x)n = an+nan−1x+ n(n−1)

2!
an−2x2+ n(n−1)(n−2)

3!
an−3x3+·· · ,

x2 < a2

■ េស៊រពីនា្ល ត Taylor

អនុគមន៍ f (x)អាចពនា្ល ត្រតង់ x = a េបីអនុគមន៍ជាប់ និងេដរេីវេកីតមាន និង កំណត់្រតង់
x = a ។

f (x)= f (a)+ f ′(a)
(x−a)

1!
+ f ′′(a)

(x−a)2

2!
+ f ′′′(a)

(x−a)3

3!
+·· ·

+ f n−1(a)
(x−a)n−1

(n−1)!
+Rn ។

■ េស៊រពីនា្ល ត Maclaurine
េស៊រ ីMaclaurineជាករណីពិេសសៃនេស៊រពីនា្ល ត Taylor ចំេពាះ a = 0 ។
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f (x)= f (0)+ f ′(0)
x
1!

+ f ′′(0)
x2

2!
+ f ′′′(0)

x3

3!
+·· ·

f (n−1)(0)
xn−1

(n−1)!
+Rn ។

ឯកសារចង្រកង
329



េរៀបេរៀងេដាយ នូ ច័ន្ទណារÂទ្ធិ លំហាត់គណិតវÂទǓǻថាñǓក់ទី ១២ ភាគ ២

លហំាត់ស្រមាប់្រសាវ្រជាវបែន្ថម
លំហាត់ទី 1) គណនាចំនួនខាងេ្រកាម

១.

√
25

1
log65 +49

1
log67

២. គណនា log56 ជាអនុគមន៍ៃន a និង b ែដល a = log2
;b = log27 ។

លំហាត់ទី 2) ចូរេដាះ្រសាយសមីការ និង វសិមីការខាងេ្រកាម

១. 2.9
log2

(x
2

)
= xlog26− x2

២. 5x · x
√

8x−1 = 500
៣. x2+ (x+1)2 ≤ 1

x2+ x+1
៤. lognx+ logp

nx+ log 3pnx+·· ·+ log npnx = n+1
2

៥. xlog2x−3logx+1 > 1000
៦. x = 2log5(x+3)

លំហាត់ទី 3) ្របសិនេបីស្វុ ីត {an} ្រត�វបានកំណត់េដាយទំនាក់ទំនងកំេណីន a1 = 1 ;

an+1 = 6an

3an+4
(n = 1,2,3, ...) ។ ចូររកតួទី n ៃនស្វុ ីត {an} ។

លំហាត់ទី 4) ពិនិត្យស្វុ ីត
1
2

,
2
3

,
1
3

,
3
4

,
2
4

,
1
4

,
4
5

,
3
5

,
2
5

,
1
5

, ... ។

ក/ េតី 18
25

ជាតួទីប៉ុនា្ម នៃនស្វុ ីតេនះ ?
ខ/ រកផលបូកតួៃនស្វុ ីតេនះរហូតដល់តួទី 666 ។

លំហាត់ទី 5) ចូររកែដនកំណត់ រចួសិក�ភាពគូភាពេសសៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម
១. f (x)=

∣∣x2−4
∣∣

|x+4|+ |x−4|
២. f (x)=

√
1−|x|
2−|x|

លំហាត់ទី 6) េគឱ្យប៉ារ៉ាបូល y= x2+2px+qមានកំពូលេនេលីអ័ក្សអាប់សីុស ។ ចូររកតំ
ៃលៃន p និង q ។
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លំហាត់ទី 7) េគឱ្យ In =
∫ 2π

0
|sint| cosntdt ។ គណនា I0+ I2+ I3

(n = 0,1,2, ...) ។

លំហាត់ទី 8) ្រសាយបញ្ជ ក់វសិមភាព
n∑

r=1

1
r3 ≤ 2− 1

n2 េដាយេ្របីអនុមាណរមួគណិត

វទិយ ។

លំហាត់ទី 9) ១. គណនាេដរេីវ y= x
1
x ។

២.គណនាេដរេីវ y= xx2 ។
លំហាត់ទី 10) ១. រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះែខ្សេកាង x2+3xy− y2 = 3 ្រតង់ចំណុច (1;2) ។

២. រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះែខ្សេកាងp
x+py= 2 ្រតង់ចំណុច A(a;

(
2−p

a
)2)

ែដល 0< a < 4 ។

លំហាត់ទី 11) ១. េដាះ្រសាយ្របព័ន្ធសមីការ

sin2x+ cosy= 1

siny+ cos2x = 1

(00 ≤ x < 3600, 00 ≤ y< 3600) ។
២. ចំេពាះ្រតីេកាណ ABC យក BC = a,CA = b និង AB = c ។
បងា្ហ ញថាេបី a < a+b+ c

3
េនាះ ∠A < 600 ។

លំហាត់ទី 12) េបី x
1
4 + x

−
1
4 = 3 ចូរគណនា x

3
4 + x

−
3
4 ែដល x > 0 ។

លំហាត់ទី 13) េគឱ្យស្វុ ីត {an}= {2,3,7,18,44,101, ...} ។
ក/ កំណត់តួទូេទៃនស្វុ ីត {an} ។
ខ/ កំណត់ផលបូកតួទូេទដំបូងៃនស្វុ ីត {an} ។

លំហាត់ទី 14) ស្វុ ីត {an} ្រត�វបានកំណត់េដាយទំនាក់ទំនងកំេណីនដូចខាងេ្រកាម
a1 = p, 2an+1+an−3n−2= 0 (pជាចំនួនេថរវជិ្ជមាន ) ។ ចូ◌ុររកតួទូ
េទៃនស្វុ ីត {an} ។

លំហាត់ទី 15) េគឱ្យបីវុចិទ័រ −→a = (1;2;−1),
−→
b = (−1;0;2) និង −→c = (3;1;0) ។

ចូររកមាឌេត្រតាែអ៊តែដលផ្គុ ំេឡងីេដាយវុចិទ័រទាងំបី ។
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លំហាត់ទី 16) ្រក�មហុ៊នមួយចង់េលីកទឹកចិត្តបុគ្គលិកជាេ្រចីនអ្នកេនដំណាច់ឆា្ន េំដាយមាន
ការចាប់េឆា្ន តេដីម្បទីទួល្របាក់រងា្វ ន់តាមេលខសន្លឹកេឆា្ន ត ។ អ្នកែដលចាប់បាន
សន្លឹកេឆា្ន តេលខ 1ទទួលបានទឹក្របាក់ 300$ េហយីអ្នកែដលចាប់បានសន្លឹក
េឆា្ន តេលខ 2 ទទួលបានទឹក្របាក់ 70% ៃនទឹក្របាក់សន្លឹកេឆា្ន ត
េលខ 1 េបីេគេធ្វីរេបៀបេនះជា
បន្តបនា្ទ ប់ េតី្រក�មហុ៊នចំណាយសរុបអស់ប៉ុនា្ម ន ក្នុងករណីដូចខាងេ្រកាម :
ក/ បុគ្គលិកមាន 10 នាក់
ខ/ បុគ្គលិកមានេ្រចីនមិនកំណត់ ។

លំហាត់ទី 17) អនុគមន៍ផ្គត់ផ្គង់មួយកំណត់េដាយ P =
p

2−2sinx, (0 ≤ x ≤ 900) ។
ចូររកភាពេលីសរបស់អ្នកផលិត (P.S) ្រតង់ x = π

6
។

លំហាត់ទី 18) ឧបមាថាេនក្នុងថា្ន ក់មួយមាននិស្សតិ 30នាក់។ េបីតាមេគេធ្វីការអេង្កតបានឱ្យ
ដឹងថាមាននិស្សតិចំនួន 20នាក់ ចូលចិត្តេលងកីឡាែហលទឹក និង 16នាក់ចូល
ចិត្តវាយសី ។
តាងU = {និស្សតិេនក្នុងថា្ន ក}់ , A = {និស្សតិេលងកីឡាែហលទឹក}
និង B = {និស្សតិេលងកីឡាវាយសី}។
េដាយតាង n(A∩B)= x ។
ក/ ពន្យល់ពីសំណំុ A∪B និងរក n(A∪B) ជាអនុគមន៍ៃន x ។
ខ/ កំណត់តៃម្លធំបំផុត និងតូចបំផុតៃន x ។

លំហាត់ទី 19) តាង A,B,C ជា្រតីេកាណែដលមាន្រជ�ង a,b, c េរៀងគា្ន ែដល a+b = 4c

។ បងា្ហ ញថា cot
A
2

cot
B
2
= 5

3
។

លំហាត់ទី 20) កំលាងំកកិតមួយសមាមា្រតេទនឹងេល្ប�នែដលមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល
ma =−kx− lv ែដល l ជាេមគុណកកិត (l > 0) និង v = x′(t) ។
ចូរេដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលេនះ ។

លំហាត់ទី 21) េគឱ្យ f (a)=
∫ π

0
|1+acosx| sin2xdx ។

ក/ បងា្ហ ញថា f (−a)= f (a) ។
ខ/ កំណត់តៃម្ល f (a) េបី |a| ≤ 1 ។
គ/ កំណត់តៃម្ល f (

p
2) ។

លំហាត់ទី 22) ១. រកអនុគមន៍ f : R→ R េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ ∀x, y ∈ R : f
(
(x− y)2)= x2−
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2y · f (x)+ ( f (y))2 ។
២. រកអនុគមន៍ f : N→ N េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ g(x+1) = g(x)+1 ែដល x ∈
N, g(1)= 5។ គណនា g(2013) ។

លំហាត់ទី 23) េដាះ្រសាយសមីការ : (x+4)(x+3)(x+2)(x+1) = 0 រចួកំនត់តំៃល k
េដីម្បេីអាយសមីការ (x+4)(x+3)(x+2)(x+1)= k មានរសឹ ។

លំហាត់ទី 24) េដាះ្រសាយវសិមីការ : log2
x+1
x+3

< logp
2
x−1
x+3

។

លំហាត់ទី 25) គណនា :
ក- I =

∫ 2

1
2(2x+1)

(
x2+ x−3

)
dx

ខ- J =
∫ π

3
0

cosxdx+
∫ 2π

3
π

3

cosxdx+
∫ π

3π
2

cosxdx

លំហាត់ទី 26) េគេអាយែខ្សេកាង (Cm) តាងអនុគមន៍ fm(x)= x3−mx+2 ។
១- បងា្ហ ញថាែខ្សេកាង (Cm) កាត់តាមចំនុចនឹង I មួយែដលេគដឹង គណនា
កូអរេដាេនវា ។
២- កំនត់តំៃល m ែដលេធ្វេីអាយ (Cm)មានអតិបរមាេស្មី 4 ។ ក្នុងករណីេនះ
សិក�អេថរភាព និងសង់ែខ្សេកាង (C) ៃនអនុគមន៍ y ។ បងា្ហ ញថាចំនុចរបត់
I ជាផ្ចិតឆ្លុះ ។
៣- បនា្ទ ត់ (D) មួយប៉ះែខ្សេកាង (C) ្រតង់ចំនុចអតិបរមា ។
ក- សរេសរសមីការៃនបនា្ទ ត់ (D)
ខ- គណនា្រកឡាៃផ្ទែដលខ័ណ្ឌ េដាយែខ្សេកាង (C) បនា្ទ ត់ (D) និង
បនា្ទ ត់សមីការ x =−1 និង x = 2 ។

លំហាត់ទី 27) េគេអាយពីរ៉ាមីតចតុមុខនិយត័ SABCD បាត ABCD ជាកាេរ ្រជ�ងមាន
រងា្វ ស់ a ។ មុខខាងផ្គុ ំជាមួយប្លង់បាតបានមុំ 600 ។
ក- គណនារងា្វ ស់កំពស់ និង អាប៉ូែតមៃនពីរ៉ាមីតេនាះ ។
ខ- គណនា្រកឡាៃផ្ទទាងំអស់ៃនពីរ៉ាមីតេនាះ ។
គ- ប្លង់មួយកាត់តាម [AB] កាត់ [SC] និង [SD] េរៀងគា្ន ្រតង់ M និង N
។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា មុខកាត់ ABMN ជាចតុេកាណពា្ន យសមបាត ។

លំហាត់ទី 28) រកេលខពីរខ្ទង់ចុងេ្រកាយៃនចំនួន 3999 ។
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លំហាត់ទី 29) ១/ េគេអាយ log102= 0,3010 និង log103= 0,4771។ រកចំនួនខ្ទង់ៃន
ចំនួន 380 និង ចំនួនខ្ទង់ៃនចំនួន 650 រចួេ្របៀបេធៀប 380 និង 650 ។

២/ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា log29 ជាចំនួនអសនិទាន ។
លំហាត់ទី 30) ស្វុ ីត {an} បំេពញលក្ខខណ្ឌ ខាងេ្រកាមចំេពាះ n = 1;2;3; ...

េដាយ
n∑

k=1

1
k

(
ak + 1

k+1

)
= 2n+1− 1

n+1
។

១/ គណនាតួទី n ៃនស្វុ ីត {an} ជាអនុគមន៍ៃន n ។

២/ គណនា
n∑

k=1
ak ។

លំហាត់ទី 31) បងា្ហ ញថា ចំនួន 11...11︸ ︷︷ ︸
2005 េលខ 1

· 10...05︸ ︷︷ ︸
2004 េលខ 0

+1 ជាកាេរ្របាកដ ។

លំហាត់ទី 32) សរេសរសមីការទូេទៃនប៉ារ៉ាបូលែដលមានកំនុំ F(3;−1) េហយីមានបនា្ទ ត់
្របាប់ទិស (D) សមីការ x−2y+1= 0 ។ សង់្រកាបប៉ារ៉ាបូលេនះ ។

លំហាត់ទី 33) ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់វជិ្ជមាន n ្រសាយបញ្ជ ក់ថា n5−n ជាពហុគុណៃន 30
។

លំហាត់ទី 34) រកតៃម្លតូចបំផុត និង ធំបំផុតៃនអនុគមន៍ f (x) = sin4x− sinxcosx+
cos4x ។

លំហាត់ទី 35) រក្រគប់អនុគមន៍ចំនួនពិត f : R→R េផ្ទ�ងផា្ទ ត់លក្ខខណ្ឌ :

f (xy)= f (x)+ f (y)
x+ y

ែដល x, y ∈R, x+ y 6= 0 ។

លំហាត់ទី 36) េគេអាយ nជាចំនួនគត់វជិ្ជមាន។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា
n∑

k=0

(2n−k
k

)(2n−k
n

)·(2n−4k+1)
(2n−2k+1)

·

2n−2k =
(n

m

)(2n2−m
n−m

) ·2n−2m ចំេពាះចំនួនគត់មិនអវជិ្ជមាន m ≤ n ។

លំហាត់ទី 37) (ទូេទកម្ម ្រទឹស្តីបទតៃម្លមធ្យម) ឧបមាថា f និង gទាងំពីរេផ្ទ�ងផា្ទ ត់សម្មតិកម្ម
្រទឹស្តីបទតៃម្លមធ្យម ។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថា េបី g′ មិនមានឫសេនចេនា្ល ះ (a,b)
េនាះមានយ៉ាងេហាចណាស់ចំនួន c មួយេនចេនា្ល ះ (a,b) ែដល

f (b)− f (a)
g(b)− g(a)

= f ′(c)
g′(c)

។
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លំហាត់ទី 38) េដាះ្រសាយ្របព័ន្ធ4|x2−8x+12|−log47 = 72y−1

|y−3|−3 |y|−2(y+1)2 ≥ 1
។

លំហាត់ទី 39) េដាះ្រសាយវសិមីការ
1
x
− 1

1+ x
+ 1

2+ x
− 1

3+ x
+ 1

4+ x
− 1

5+ x
+ 1

6+ x
− 1

7+ x
> 0 ។

លំហាត់ទី 40) ្រសាយបញ្ជ ក់ថាឫសទាងំអស់ៃនសមីការ
x5+ax4+bx3+cx2+dx+e = 0 មិនអាចជាចំនួនពិតេទ េបី 2a2 < 5b
។

លំហាត់ទី 41) េបី a > 0 េដាះ្រសាយសមីការ(
a+

√
a2−1

)x2−2x+
(
a−

√
a2−1

)x2−2x = 2a ។

លំហាត់ទី 42) ្រសាយបញ្ជ ក់ថា ចំេពាះ្រគប់ចំនួនគត់ធម្មជាតិ n ចំនួន 44...4︸ ︷︷ ︸
n ដង

888...8︸ ︷︷ ︸
n ដង

9

ជាកាេរ្របាកដ ។
លំហាត់ទី 43) ្រសាយបញ្ជ ក់ សមភាពខាងេ្រកាម√

11...1︸ ︷︷ ︸
2n ដង

−22...2︸ ︷︷ ︸
n ដង

= 3.......3︸ ︷︷ ︸
n ដង

។

លំហាត់ទី 44) ្រសាយបញ្ជ ក់ថា គា្ម នពហុធាែដលមានេមគុណជាចំនួនគត់េផ្ទ�ងផា្ទ ត់
P(1)= 21 និង P(13)= 87 េឡយី ។

លំហាត់ទី 45) គណនាលីមីតខាងេ្រកាម:
ក) lim

x→8

2− 3
p

x
x−8

;

ខ) lim
x→±∞

(3x−1)30(2x+5)20

(2x+1)50 ;

គ) lim
x→1

(1− x)tan
πx
2
។

(អាហារូបករណ៍គុយបា ២០២០)
លំហាត់ទី 46) ១. រកកូអរេដាេនផ្ចិត កំពូល កំណំុ និងសមីការអាសីុមតូតរបស់អីុែពបូល

ែដលមានសមីការ (H) : 4x2− y2 = 16។
២. សង់អីុែពបូល (H)។
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លំហាត់ទី 47) ឡានដឹកអ្នកដំេណីរមួយមានេកអីអង្គុយចំនួន 6 តេ្រមៀបជា 3 ជួរ េដាយេន
ជួរមុខមានេកអីចំនួន 2 ជួរកណា្ត លមានេកអីចំនួន 2 និង ជួរចុងេ្រកាយមាន
េកអីចំនួន 2។អ្នកដំេណីរ 6នាក់ A;B;C;D;E និងF (ក្នុងេនាះអ្នកដំេណីរ
A;E ជាអ្នកេចះេបីកបរ ) េឡងីជិះេលីរថយន្តេដាយៃចដន្យ។
ក) េតីអ្នកដំេណីរទាងំេនាះអាចអង្គុយបានប៉ុនា្ម នរេបៀប?
ខ) រក្រប�បាបែដល A;E អង្គុយជាប់គា្ន ។

(អាហារូបករណ៍គុយបា ២០២០)

លំហាត់ទី 48) េគឱ្យអនុគមន៍ f (x)= ln
(

x+1
x−1

)
មាន្រកាប (C)។

ក) រកែដនកំណត់ៃន f ។ រកលីមីតចុងែដនកំណត់ និងទាញរកសមីការ
អាសីុមតូតៃន (C)។
ខ) សិក�អេថរភាពៃន f ។ គណនា f (2); f (−2)។
គ) សង់្រកាប (C) និង អាសុីមតូត។ (េគឱ្យ ln3= 1.1)

(អាហារូបករណ៍គុយបា ២០២០)

លំហាត់ទី 49) គណនាលីមីតខាងេ្រកាម:
ក) lim

x→0

1
x2

[
1+ cot2(2x)

];
ខ) lim

x→+∞

(
1− cos2 4p

x

)
x។

(្របលងឆមាសេលើកទី២ វÂទǓǻសាîǓនជាតិអប់រÆ ២០២០)

លំហាត់ទី 50) គណនាអាងំេត្រកាលខាងេ្រកាម:
ក) I =

∫ (
sin2x · cos2x · cosx

)
dx;

ខ) J =
∫

1
sinx

dx។

(្របលងឆមាសេលើកទី២ វÂទǓǻសាîǓនជាតិអប់រÆ ២០២០)

លំហាត់ទី 51) េគឱ្យ secx+ 1
cotx

= 3។ គណនា secx− 1
cotx

។

(្របលងឆមាសេលើកទី២ វÂទǓǻសាîǓនជាតិអប់រÆ ២០២០)
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លំហាត់ទី 52) េគឱ្យស្វុ ីតមួយកំណត់េដាយ {an} : a1 = 10, an+1 = 3an +4n−9។
កំណត់តួទី n ៃនស្វុ ីត {an}។

(្របលងឆមាសេលើកទី២ វÂទǓǻសាîǓនជាតិអប់រÆ ២០២០)

លំហាត់ទី 53) េគឱ្យស្វុ ីត {un} កំណត់េដាយ u1 = −1,u2 = 1 និង un+2 = 5un+1 −
6un ែដល n = 1,2,3, ...។
១. េគតាង an = un+1−2un និង bn = un+1−3un។ បងា្ហ ញថា {an}
និង {bn} ជាស្វុ ីតធរណីមា្រត។
២. ទាញរកតួ {un} ជាអនុគមន៍ៃន n។

(្របលងឆមាសេលើកទី២ វÂទǓǻសាîǓនជាតិអប់រÆ ២០២០)

លំហាត់ទី 54) េដាះ្រសាយវសិមីការ
√

2(5x+24)−
p

5x−7≥
p

5x+7។

(្របលងអាហារូបករណ៍ៃថ ២០១៧)

លំហាត់ទី 55) េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់ក្នុង R េដាយ f (x)= x2+2x+2
x+1

។ ចូរកំណត់
តៃម្លតូចបំផុតៃនអនុគមន៍ f ។

(្របលងអាហារូបករណ៍ៃថ ២០១៧)

លំហាត់ទី 56) េនេលី្រកដាសកាតុង 100 រាងកាេរប៉ុនគា្ន និងដូចគា្ន មានចុះេលខពី 1 ដល់
100។
គណនា្រប�បាបេដីម្បចីាប់បាន៖
ក) យកបាន្រកដាសកាតុងែដលគា្ម នេលខ 5។
ខ)យកបាន្រកដាសកាតុងែដលមានេលខេរៀងែចកដាច់នឹង 2ឬ ែចកដាច់នឹង
5 ឬ ែចកដាច់នឹង 2ផង និងែចកដាច់នឹង 5 ផង។

(្របលងអាហារូបករណ៍ៃថ ២០១៧)

លំហាត់ទី 57) ចំេពាះអីុែពបូល x2

a2 −
y2

b2 = 1 ចូរ្រសាយបញ្ជ ក់ថា ៖
១. បនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាបអីុែពបូលែដលមានេមគុណ្របាប់ទិស m គឺ y= mx±√

a2m2−b2។
២. បនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាបអីុែពបូល្រតង់ចំណុច P(x1, y1) គឺ x1x

a2 − y1 y
b

= 1។
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(្របលងអាហារូបករណ៍ៃថ ២០១៧)

លំហាត់ទី 58) គណនាលីមីតខាងេ្រកាម:
ក) lim

x→−1

x2017+1
x2015+1

;

ខ) lim
x→−3

2x2+5x−3
3x2+5x−3

;

គ) lim
x→0

1+2x2− cosx
x2 ;

ឃ) lim
x→2

3x−6
sinπx

។

(្របលងអាហារូបករណ៍ៃថ ២០១៨)

លំហាត់ទី 59) េគចង់បេង្កីតេលខសំងាត់របស់េសាមួយេដាយមានេលខចំនួន ៤ ខ្ទង់ ខុសពីសូន្យ
(ពីេលខ ១ ដល់េលខ ៩)។
១. េតីេគអាចេ្រជីសេរសីេលខសំងាត់េនះបានប៉ុនា្ម នរេបៀប?
២. េគេ្រជីសេរសីេលខសមា្ង ត់មួយេដាយៃចដន្យ។ ចូររក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍៖

ក. េលខសមា្ង ត់ជាេលខគូ។
 ខ. េលខសមា្ង ត់ទាងំ ៤ ខ្ទង់ជាេលខគូ។
គ. េលខសមា្ង ត់ទាងំ ៤ខ្ទង់ មានេលខ១ ែតម្តងគត់។
ឃ. េលខសមា្ង ត់ទាងំ៤ ខ្ទង់ខុសៗគា្ន ។

(្របលងអាហារូបករណ៍ៃថ ២០១៨)

លំហាត់ទី 60) េគមានអនុគមន៍ f (x)= x2+2xcosα+1
x+2sinα

។ បងា្ហ ញថា ចំេពាះ្រគប់
α ∈R អនុគមន៍ f មានអតិបរមាមួយ និង អប្បបរមាមួយ។

(្របលងអាហារូបករណ៍ៃថ ២០១៨)

លំហាត់ទី 61) រកសមីការប៉ារ៉ាបូលែដលមានអ័ក្សឆ្លុះ ្រសបនឹងអ័ក្សអាប់សីុសេហយី្រកាបៃន
ប៉ារ៉ាបូលកាត់តាមចំណុច (4,−2), (0,0) និង (3,−3) រចួសង់្រកាបៃនប៉ារ៉ាបូល។

(្របលងអាហារូបករណ៍ៃថ ២០១៨)

លំហាត់ទី 62) ្រតីេកាណMNP េនក្នុងប្លង់កំុផ្លិចែដលកំពូលM, N និងP តាងចំនួនកុំផ្លិច
W ,W2 និង W3 េរៀងគា្ន ។ េបី MN = MP :
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១. ចូររកទីតាងំរបស់ចំណុច M។
២. េបី ∠NMP = 900 ចូររកចំនួនកុំផ្លិច W។
៣. សរេសរ W ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត។

(្របលងអាហារូបករណ៍េវៀតណាម ២០១៦)

លំហាត់ទី 63) េគឱ្យសមីការ 2x2+ y2 = 8 និង y2 = 6x។
១. រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វៃនែខ្សេកាងទាងំពីរ។
២. រកេមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះេទនឹងែខ្សេកាងទាងំពីរ្រតង់ចំណុច
្របសព្វេនាះ។
៣. បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ប៉ះេទនឹងែខ្សេកាងទាងំពីរ្រតង់ចំណុច្របសព្វេនះែកងគា្ន ។

(្របលងអាហារូបករណ៍េវៀតណាម ២០១៦)

លំហាត់ទី 64) េគឱ្យអនុគមន៍ f ែដលកំណត់េដាយ f (x)= x+1+2ln
x

x−1មាន្រកាប (C)។
១. រកលីមីតៃន f ្រតង់ចំណុចចុងសងខាងៃនែដនកំណត់ រចួទាញរកអាសីុមតូត
ៃន្រកាប (C)។
២. រកសមីការអាសីុតូតេ្រទត (∆) ៃន្រកាប (C) រចួសិក�ទីតាងំៃន (C) េធៀបនឹង
(∆)។
៣. សិក�អេថរភាពៃន f រចួសង់្រកាប (C)។
៤. គណនាៃផ្ទ្រកឡាែផ្នកៃនប្លង់ែដលខ័ណ្ឌ េដាយែខ្សេកាង (C) បនា្ទ ត់ (∆)
បនា្ទ ត់ x = 2, x = 3។

(្របលងអាហារូបករណ៍េវៀតណាម ២០១៦)

លំហាត់ទី 65) េគបេង្កីតចំនួនមានេលខ 3 ខ្ទង់េផ្សងគា្ន េដាយយកេចញពីេលខ 1,2,3,4។
រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ខាងេ្រកាម:
១. ចំនួនេនាះជាពហុគុណៃន 3។
២. ចំនួនេនាះជាពហុគុណៃន 2។
៣. ចំនួនេនាះជាពហុគុណៃន 2 ឬ ពហុគុណៃន 3។

(្របលងអាហារូបករណ៍េវៀតណាម ២០១៦)

លំហាត់ទី 66) រក្រគប់ចេម្លីយៃនសមីការ sikθ = sinθ, 0≤ θ ≤ 2π ។
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លំហាត់ទី 67) រក្រគប់ចំនួនគត់ n ≥ 1 ែដល
(
n
k

)
ជាចំនួនេសសចំេពាះ្រគប់ k, 0≤ k ≤ n

។

លំហាត់ទី 68) គណនាផលគុណមិនកំណត់
(
1
2

)1
3

(
1
4

)1
9

(
1
8

) 1
27

(
1

16

) 1
81 · · · ។

លំហាត់ទី 69) ចំេពាះចំនួនពិត x, {x} តាងេអាយ x− [x] ែដល [x] ជាចំនួនគត់ធំបំផុត
តូចជាង x។ បងា្ហ ញថា lim

x→+∞{(2+
p

3)n}= 1។

លំហាត់ទី 70) ចំនួនគត់វជិ្ជមាន n េនក្នុងរបាប់េគាល b គឺ n = 1254b េហយីចំនួន 2n
េនក្នុងរបាប់ដូចគា្ន េនះគឺ 2n = 2541b ។ កំណត់តៃម្ល n និង b េនក្នុងរបាប់
េគាលដប់។

លំហាត់ទី 71) ឧបមាថា a,b និង c ជាចំនួនគត់េផ្ទ�ងផា្ទ ត់
a+b+ c = 4

a2+b2+ c2 = 1690

a3+b3+ c3 = 10108

។

រកចំនួនគត់ធំបំផុតក្នុងចំេណាមចំនួនទាងំបី ។

លំហាត់ទី 72) រក្រគប់ចំនួនគត់វជិ្ជមាន m, s និង t ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ m! = 4s!+10t! ។
(សំគាល់ : 1! = 1,2! = (1)(2)= 2,3! = (1)(2)(3)= 6, -ល-)

លំហាត់ទី 73) បងា្ហ ញថា (3
p

3+5)1/3+ (3
p

3−5)1/3

22/3
p

3
= 1 ។

លំហាត់ទី 74) រកតៃម្លៃន xyz េបេីគដឹងថា
x+ y+ z = 1

x2+ y2+ z2 = 2
x3+ y3+ z3 = 3 ។

លំហាត់ទី 75) រក្រគប់ចំនួនមិនអវជិ្ជមាន x, y និង z ែដល


zx = y2x

2z = 2 ·4x

x+ y+ z = 16

។
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