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LIMITES  
Soient P et Q deux fonctions polynôme de degré n et m et du monôme de plus haut degré  anxn  et 
bnxm respectivement alors  

=
+∞→

)x(Plim
x

 n
n

x
xalim

+∞→
   ;  =

−∞→
)x(Plim

x
 n

n
x

xalim
−∞→

    =
+∞→ )x(Q

)x(P
lim

x m
m

n
n

x xb
xa

lim
+∞→

  ; =
−∞→ )x(Q

)x(P
lim

x m
m

n
n

x xb
xa

lim
−∞→

 

Exemple : 
1x5x

1xx2x2
lim

2

43

x −+
−+−

−∞→
 = 

2

4

x x
x2

lim
−

−∞→
 = 2

x
x2lim −

−∞→
 = ∞−  

Limites trigonométries 

1
x

)xsin(
lim

0x
=

→
 ; 1

x
)xtan(

lim
0x

=
→

 ; 
2
1

x
)xcos(1

lim
20x

=−
→

 ; 0
x

)xcos(1
lim

0x
=−

→
 

a
x

)axsin(
lim

0x
=

→
 ; 1

x
)axtan(

lim
0x

=
→

 ; 
2
a

x
)axcos(1

lim
2

20x
=−

→
 ; 0

x
)axcos(1

lim
0x

=−
→

 

Exemple : 
)xsin(.x
)xcos(1

lim
0x

−
→

 = 

²x
)xsin(.x

²x
)xcos(1

lim
0x

−

→
 = 

x
)xsin(

²x
)xcos(1

lim
0x

−

→
 = 

2
1

1
2
1

=   

Théorème d’encadrement  
Soit f , g et h trois fonctions telles que :  

Si 






∈==
≤≤

)Rl(lglimflim
xdesinvoixpour)x(g)x(h)x(f

00 xx

0
             alors           lhlim

0x
= ( x0 fini on infini ) 

Exemple : 







+→ x

1
sinxlim

0x
  

On a : 1
x
1

sin1 ≤






≤−  alors  pour tout 0x >  : x
x
1

sinxx ≤






≤−  

Alors on a : 








==−

≤






≤−

++
0xlim)x(lim

0desinvoixpourx
x
1

sin.xx

00

         alors 







+→ x

1
sinxlim

0x
=0 

Théorème de comparaison  
Soit f et g deux fonctions telles que : 

 Si 






+∞=
≥

glim
xdesinvoixpour)x(g)x(f

0x

0
                        alors  +∞=flim

0x
 

Si 






−∞=
≤

glim
xdesinvoixpour)x(g)x(f

0x

0
                        alors  −∞=flim

0x
( x0 fini on infini ) 

Exemple : Soit f(x) = x².(2+cos(x) ).  Calculer )x(flim
x +∞→

 

On a :  2 + cosx ≥  2 + -1  alors 2 + cosx ≥  1 ainsi f(x) ≥  x² 

On a alors 






+∞=
≥

∞+
²xlim

xdesinvoixpourx)x(f 0
2

       alors )x(flim
x +∞→

 = +∞  

Théorème ; fonction composé  
Soit f et g deux fonctions telles que : 

yflim
0x

=  et zglim
y

=  alors zfglim
0x

=o   ( x0 , y et z finis ou infinis ) 

Fiche de cours          Fiche de cours          Fiche de cours          Fiche de cours                                                      4444èmeèmeèmeème    MathsMathsMathsMaths    

                                                                Continuité et limites        Continuité et limites        Continuité et limites        Continuité et limites            



M
ath

s au
x
 lycées , S

ite éd
u
catif *

*
*
 h
ttp

://m
ath

s-akir.m
id
ib
lo
g
s.co

m
/*

*
*
 M

ath
s au

x lycées , S
ite éd

u
catif *

*
*
 h
ttp

://m
ath

s-akir.m
id
ib
lo
g
s.co

m
/ 

 

 

4 

Exemple : 






 +
+∞→ x2

x1
sinlim

x

π
 

On peut écrire  h = fg o avec  f : x
x2

x1 π+
a     et  g )xsin(a  et h(x) 







 +=
x2

x1
sin

π
 

On a : =
+∞→

)x(flim
x x2

x1
lim

x

π+
+∞→

 = 
x2
x

lim
x

π

+∞→
 = 

22
lim

x

ππ =
+∞→

 

et 1)x(glim
2

x

=
→ π

       alors =
+∞→

)x(hlim
x

1  

 
 
ASYMPTOTE 
 

?)x(flim
x

=
∞→

  

 
b)x(flim

x
=

∞→
 

 
∞=

∞→
)x(flim

x
 

 

 

by: =∆  est un 
asymptote 
horizontale 

?
x

)x(f
lim
x

=
∞→

 
 

 
a

x
)x(f

lim
x

=
∞→

 ∞=
∞→ x

)x(f
lim
x

 0
x

)x(f
lim
x

=
∞→

 
 

  
( ) ?ax)x(flim

x
=−

∞→
 

 
 

Branche 
parabolique 
de directeur 
(y’y) 

Branche 
parabolique 
de directeur 
(x’x) 

 

 ( ) bax)x(flim
x

=−
∞→

 ( ) ∞=−
∞→

ax)x(flim
x

    

 baxy: +=∆  est 
un asymptote 
oblique 

Branche 
parabolique de 
cœfficient 
directeur a. 

   

 
FONCTION CONTINUE 
Définition 1 : 
Une fonction f est continue en un point a si )a(f)x(flim

ax
=

→
 

Définition 2 : 
Une fonction f est continue sur un intervalle I, si elle est définie sur cet intervalle et si :  pour tout réel 
a de I )a(f)x(flim

ax
=

→
 

La fonction partie entière 
*) La fonction Partie entière  qui à tout réel x  associe le plus grand 
entier relatif 
 inférieur à x , noté E(x) , est représentée ci-dessous. 
Pour tout réel x , on a  1)x(Ex)x(E +<≤  
par exemple : 2)2,2(E = et 3)2,2(E −=−   
 
 
              
  
  E  est-elle continue en 2 ? 
  Pour [ [2,1x ∈ ,  E(x) = 1donc 1)x(Elim

2x
=

−→
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   Pour [ [3,2x ∈ , E(x)=2  donc 2)x(Elim
2x

=
+→

 

 
Ces limites étant différentes, la fonction E  n’admet pas de limite en 2. 
 Donc E  n’est pas continue en 2.                                                     
 
*) la fonction  Partie entière  n’est pas continue sur R. Elle est continue sur  
  tout intervalle du type [ [1n,n + , où n est un entier relatif quelconque. 
 
Théorème 
*)L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle. 
*)les fonctions polynômes sont continues sur R . 
*)les fonctions rationnelles  sont continues sur leur domaine de définition c’est à dire en tout point où 
le dénominateur ne s’annule pas. 
*)Si f est continue en x0 et g est continue en f(x0), alors fg o  est continue en x0 
Théorème : 
*) Soit f une fonction f définie sur un intervalle de type  [ [b,a  ( b finie ou infini) 
Si la fonction f est croissante et majorée alors f possède une limite finie en b. 
Si la fonction f est croissante et non majorée alors f  tend vers +∞  en b. 
*) Soit f une fonction f définie sur un intervalle de type  ] ]b,a  (a finie ou infini) 
Si la fonction f est décroissante et minorée alors f possède une limite finie en a. 
Si la fonction f est décroissante et non  minorée alors f tend vers ∞−  en a . 
 
 Théorème de la valeur intermédiaire 
Si f est une fonction continue sur un intervalle [a,b], alors pour tout réel c compris entre f (a) et f (b) , 
l’équation f (x) = c admet aux moins une solution α∈ [a,b]. 
Corollaire 1 de TVI 
Si f est continue sur I = [a,b] et telle que f(a) ×  f(b) < 0 alors il existe au moins un réel x0∈]a,b[ tel 
que f(x0) = 0 . 
Et si de plus f est strictement monotone sur I alors il existe un unique  réel x0∈]a,b[ tel que f(x0) = 0 . 
Corollaire 2 de TVI 
Si f est continue sur I = [a,b] et ne s’annule pas alors elle garde un signe constante sur I 
Exemple :  I=[1,2] et f(x) = x3 + x – 3 
f est dérivable sur I et on a : f’(x) = 3x² +1 0>  
f(1)=-1 et f(2)=7 
Alors on a : f est continue sur I ,  f(1) × f(2) < 0 et f est strictement croissante sur I 
Alors il existe un unique  réel x0∈]1,2[  tel que f(x0) = 0 . 
 
Illustrations graphiques  
 
  

f est continue et strictement croissante sur 
l’intervalle [ a ; b ]. 
L’équation f (x) = c admet une solution unique. 

f est continue et strictement décroissante sur 
l’intervalle [ a ; b ] . 
L’équation f (x) = c admet une solution unique . 

a α b 

f ( a) 

f ( b) 

c y = c 

O a α b 

f ( a) 

f ( b) 

c y = c 

O 
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f est continue mais n’est pas monotone sur 
l’intervalle [ a ; b ] .  
L’équation f (x) = c peut avoir plusieurs 
solutions 

f n’est pas continue sur l’intervalle [ a ; b ] . 
L’équation f (x) = c peut ne pas avoir de 
solutions. 

 

      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                                                                                                                                                  

 
 
 
 
 

a b 

f ( a) 

f ( b) 

c y = c 

O a α 1 b 

f ( a) 

f ( b) 

c y = c 

α 2 α 3 O 
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EXERCICE N°1  
Calculer les limites suivantes : 

²xx1
x3²x1

lim
x −+

+−
+∞→

 ; 
²x2x1
²xx2

lim
1x −+

+−
→

 ; 
1x

x32²x
lim

1x −
−+

→
 ; ( )x2x3²xlim

x
−+

+∞→
 ; ( )xx3²xlim

x
−+

+∞→
 ; 

( )xx3²xlim
x

−+
−∞→

 ; ( )1x3x3²xlim
x

+−+
+∞→

 ;  
36x

3x
lim

3x −+
−

→
 ; 

22x

37x
lim

2x −+
−+

→
;

ax
xaax

lim
nn

ax −
−

→

( )*NR)n,a( ×∈  ; ( )






 ++++−
−−∞→

n
nx

x...²xx1
x1

1
x
1

lim , *Nn ∈ ; ( )x²xx²xlim
x

−−+
+∞→

; 








−
−

+∞→ 2x3
1x2

coslim
x

π
 ; 

x
1xcos

lim
0x

−
→

 ; 
9²x

3x3x
lim

3x −
−+−

→
 , 














−+

→
2

x
1

4xlim
0x

 ,
x

2xsin4
lim

0x

−+
→

 . 

EXERCICE N°2 
Calculer les limites suivantes quand elles existent : 

 
)x2cos(
)xtan(1

lim
4

x

−
→
π

   ; 
3)x²(sin4
1)xcos(2

lim
3

x −
−

→
π

 ; 






 −
→ xtan

1
x2sin

2
lim
x π

 ; 
x3cos1

x3sin
lim

0x −→
 ( ) 







 −−
→ 2

x
tan11xtanlim

2
x

π
 ; 

1x²cosxsin
x²cosxsin1

lim
2

x −+
+−

→
π

 ; xtan
2
x

sin
2
x

coslim
2

x







 −
→
π

 ; ( ) 







−

−→ x²sin
1

xcos12
1

lim
0x

, ( )
a2
x

tan.xa
ax

lim 22 π−→  

EXERCICE N°3 

On considère la fonction f définie sur [ 2 ; + ∞ [ par : f(x) = 
3 x + sin x

x − 1 . 

Montrer que , pour tout x ≥ 2 ,    |f(x) − 3| ≤ 
4

x − 1 . En déduire la limite de f en + ∞ 

EXERCICE N°4 

 La fonction f est définie sur IR par : f (x) = 
1

2 – cos x . 

1°)) Montrer que, pour tout réel x, 
1
3 ≤ f (x) ≤ 1 . 

b) En déduire les limites suivantes : limx → +∞  
1

x (2 – cos x) ; limx → –∞  
x2 + 1

2 – cos x et lim
x → 0

  
1

x2 (2 – cos x) 

EXERCICE N°5 
Soit la fonction  xsin2x3x:f +a  
1°)a-Montrer que pour tout x de R :  2x3)x(f2x3 +≤≤−  
     b-En déduire )x(flim

x −∞→
  et )x(flim

x +∞→
 

2°)Soit la fonction g défini sur R par : 










=

≠
=

0xsi
5
1

0xsi
)x(f

x

)x(g  

a- Montrer que g est continue en 0. 

b- Montrer que pour tout 






 +∞∈ ,
3
2

x  : 
2x3

x
)x(g

2x3
x

−
≤≤

+
 

c- En déduire )x(glim
x +∞→

. Interprète géométriquement le résultat.  
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EXERCICE N°6 

Soit la  fonction ϕ définie sur [0 ; + ∞[ par : ϕ(x) = 
x + cos x

x2 +1
 

1°)Montrer que, pour x > 1, 
x − 1
x2 + 1

 ≤ ϕ(x) ≤ 
x + 1
x2 + 1

 

2°) En déduire la limite de ϕ   en + ∞ . 
EXERCICE N°7 

Soit la  fonction f  définie sur 






 +∞− ,
2
1

par :
1x2

xcosx
)x(f

+
+−=  

1°)Démontrer que pour tout 
2
1

x −>  on a : 
1x2
1x

)x(f
1x2
1x

+
+−≤≤

+
−−

 

2°) En déduire la limite de f   en + ∞ . 
EXERCICE N°8 

Soit f  la fonction définie sur R  par : 
1²x

2
1x)x(f

+
+−=  . 

On note C f sa courbe représentative dans le plan muni d'un repère orthonormé   

Calculer )x(flim
x +∞→

,
x

)x(f
lim

x +∞→
. Interpréter graphiquement 

EXERCICE N°8 
On désigne par ζ la courbe représentative de f dans un repère orthonormé. 

Soit 
²x1

x
1x:f

n

+
+a   avec *Nn ∈ . Etudier suivant n )x(flim n

x +∞→
,

x
)x(f

lim n

x +∞→
 . Interpréter 

graphiquement 
EXERCICE N°9 

Soit la fonction f définie par 








=++

≠
−

−+
=

1xsi1pxx2

1xsi
1²x

xm23²xm
)x(f

3

 

Déterminer m et p pour que f soit continue  sur R. 
EXERCICE N°10 

On considère la fonction f définie par : 
] ] { } [ [

] [ ] [







∪−∈−−

+∞∪∪−∞−∈−−
=

1,00,1xsi
x

1²x1

,101,xsiaxx²x
)x(f  

1°)Etudier la continuité de f en 0. 
2°)Etudier suivant a la continuité de f en 1 et -1. 
3°)Existe-t-il des valeurs de a pour lesquelles f est continue sur R. 
 
EXERCICE N°11 

Soit la fonction f définie  par 
5x²x7x

23²x
)x(f

3 ++−
−+=  si { }1Rx −∈  et f(1)=a. 

1°) Déterminer le domaine de définition Df de f. 
2°)Déterminer le réel a pour que f soit continue en 1. 
EXERCICE N°12 

Soit la fonction f définie  par : 
( )21x

1xxx
)x(f

−
−−−=  

1°)Déterminer le domaine de définition Df de f. 
2°)Peut-on parler de limite en 0 pour f ? Justifier. 
3°)Déterminer le domaine de continuité Dc de f . 
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4°)Calculer )x(flim
1x +→

 et )x(flim
x +∞→

. 

EXERCICE N°13 
Calculer les limites suivantes quand elles existent : 









→ x

1
sinxlim

0x
 ; 








→ x

1
Exlim

0x
 ; 

x
x
1

E

x
x
1

E
lim

0x
+









−








→
 ; 

x
2010

x
E

lim
x










+∞→
 ; 

)xsin(²x
3)x(xE

lim
x +

+
+∞→

 ; 
xsin2
xsinx

lim
x −

+
+∞→

 ; 

( )
1²x

xsin1x
lim

x −
+

+∞→
 ;   








−








→ xsin

1
x
1

sinxlim
0x

 ; 
xx

3
x
1

sin
x
1

²cos2
lim

0x +

+−

→
. 

EXERCICE N°14 
Répondre par Vrai ou Faux. 

1°)Si +∞=
→

)x(flim
ax

 ,  +∞=
→

)x(glim
ax

 et si, pour tout réel x, f(x) > g(x), alors [ ] +∞=−
→

)x(g)x(flim
ax

 

2°)Si +∞=
→

)x(flim
ax

 et si g(x)< 0 pour tout x, alors −∞=
→

)x(g)x(flim
ax

. 

3°)Si 0)x(flim
ax

=
→

, alors soit +∞=
→ )x(f

1
lim

ax
 , soit −∞=

→ )x(f
1

lim
ax

. 

EXERCICE N°15 

On admet l’existence d’une limite réelle en 0 pour 
3x

x)xsin(
)x(f

−=  

1°) En transformant convenablement f(2x), trouver la valeur de cette limite. 

 2°) Utiliser le résultat précédent pour déterminer : 
30x x

x)xtan(
lim

−
→

 et 
40x x

2
²x

)xcos(1
lim

−−

→
 

EXERCICE N°16 
        

Calculer  
( )24x 4x16

24x.23xx16
lim

−
−−−

→
      

EXERCICE N°17 
1°)Démontrer que l’équation : x3 + x -3 = 0 admet une unique solution ] [2;1∈α  

2°) Donner une valeur approchée par défaut de cette α  à 110 −  près . 

EXERCICE N°18 
Démontrer que l’équation : x4 + x3 – x +1 = 0 n’a pas de solutions sur R . 

EXERCICE N°18 

Montrer que l’équation x3 – 5x2 + 4x + 7 = 0 admet au moins une racine réelle. Plus généralement, 
montrer que toute équation polynomiale de degré impair admet au moins  une racine réelle. Qu’en est-
il si le degré est pair ? 
EXERCICE N°19 
1°)Soit [ ] [ ]1,01,0:f →  une  fonction continue. Montrer que l’équation  f(x)=x admet au moins une 
solution sur [ ]1,0  . 
2°)Plus générale : Soit [ ] [ ]b,aJb,a:f ⊂→  une fonction continue. Montrer que l’équation  f(x)=x 
admet au moins une solution sur [ ]b,a  
3°)Soit une fonction [ ] Rb,a:f →  continue, et βα, des réels strictement  positifs. 
Montrer qu’il existe [ ]b,ac ∈  tel que :  ( ) ( ) ( ) ( )cfbfaf βαβα +=+  
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EXERCICE N°20 
Soit f une fonction de [a, b] dans [a, b] telle que ∀ x ≠y : yxk)y(f)x(f −<−  avec  0 < k < 1 

Montrer que l’équation  f(x)=x admet alors toujours une et une seule solution sur [a, b] 
EXERCICE N°21 
Trouver toutes les applications RR:f → , continue en 0 et pour tout x de R on a : ( ) )x(fx2f = .   
EXERCICE N°22 
Trouver toutes les applications RR:f → , continue en 0 et pour tout x de R on a : ( ) .xcos)x(fx2f =  
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Théorème 
Soit a un réel fini ou infinie 

aulim n
n

=
+∞→

, si et seulement si, aulim n2
n

=
+∞→

 et aulim 1n2
n

=++∞→
 

Théorème 
Toute suite convergente est bornée. 
Théorème 
Soit l  et 'l  deux réels. 
Soient )u( n et )v( n  deux suites convergentes respectivement  vers l  et 'l . 
• S’il existe un entier 0n  tel que, pour tout 0nn ≥  : 0un ≥ , alors 0≥l  

• S’il existe un entier 0n  tel que, pour tout 0nn ≥  : 0un ≤ , alors 0≤l  

• S’il existe un entier 0n  tel que, pour tout 0nn ≥  : Mum n ≤≤ , alors Mm ≤≤ l  

• S’il existe un entier 0n  tel que, pour tout 0nn ≥  : nn vu ≤ , alors 'll ≤  

Convergence et divergence 

•  Si 




croissanteest)u(
majoréeest)u(

      alors      (u) est convergente vers un réel l  et pour tout n de I : l≤nu  

•  Si 




tedécroissanest)u(
oréeminest)u(

   alors       (u) est convergente vers un réel l  et pour tout n de I : 

l≥nu  

•  Si 




majoréenonest)u(
croissanteest)u(

     alors        +∞=
+∞→ n

n
ulim  

•  Si 






oréeminnonest)u(
tedécroissanest)u(

    alors       −∞=
+∞→ n

n
ulim  

Calcul de limite 
 

• Si 




l

l

encontinueestf
verseconvergentest)u(

      alors      ( ) )(fuflim n
n

l=
+∞→

 

• Si 






=
=

→

+∞→
e)x(flim

)iniinfoufini(ulim

n

nn

l

ll
      alors      ( ) euflim n

n
=

+∞→
 

 
Soit (u) la suite définie par ( )n1n ufu =+  
 

• Si 




l

l

encontinueestf
verseconvergentest)u(

      alors      )(f ll =  

Suite adjacente  

• Si 
( )









=−

≤∈∀

+∞→
0vulim

tedécroissanest)v(etcroissanteest)u(
vuIn

nn
n

nn

nn

   alors )u( n  et )v( n  convergent vers le 

même limite 
Théorème d’encadrement 
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• Si 






==
≤≤≥∈∃

+∞→+∞→
ln

n
n

n

nnn00

wlimvlim
wuv:nn/Nn

        alors    l=
∞→ n

n
ulim  

 

• Si 






=
≤≥∈∃

+∞→
0vlim

vu:nn/Nn

n
n

nn00
        alors    0ulim n

n
=

∞→
 

 

• Si 






+∞=
≥≥∈∃

+∞→ n
n

nn00

wlim
wu:nn/Nn

        alors    +∞=
∞→ n

n
ulim  

 
 

• Si 






−∞=
≤≥∈∃

+∞→ n
n

nn00

vlim
vu:nn/Nn

        alors    −∞=
∞→ n

n
ulim  

 
Suite arithmétique – Suite géométrique 

( ) ( )

{ }

∑

∑

∑

∑

∑

∑

=

+
+

+

=

+
=

=

=

=

+

+∞→
+∞→

+∞→

−

++

−
−=+++=•

−
−=+++=•

−∈

++−
=+++=•

++
=+++=•

+=+++=•

+=+++=•













−≤
>∞+
=

<<−

=








=

+∞=

⇒≠⇒−≠−

=−+=
=+=

=+=

n

pk

1np
n1ppk

1n
n1

n

0k

k

*

np
n1pp

n

pk
k

n

0k

n0
n10k

n

0k

n

0k

xfois1n

n

n
n

n

0

1

1

2
0112

sp
spsp

n
0n0n

n1nn1n

q1
qq

q...qqq

q1
q1

q...q1q

1Rqtoutpour

2

)uu)(1pn(
u...uuu

2
)uu)(1n(

u...uuu

2
)1n(n

n...21k

x)1n(x...xxx

1qsipasexiste'n
1qsi
1qsi1

1q1si0

qlim
0

n
1

lim

nlim

g.snonv
v
v

v
v

a.snonuuuuu

qvvr)sp(uu
qvvnruu

qvvruu
***g.segéométriquSuite******a.suearithmétiqSuite***

44 844 76
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EXERCICE N°1 
Montrer que : pour tout n de N* :  

 1°)
1n2

cos
+

π
= 

44444 344444 21
foisn

2...222
2
1

++++      et 
1n2

sin
+

π
 = 

44444 344444 21
foisn

2...222
2
1

+++−  

2°)En déduire que   π= ( )
444444 3444444 21

foisn

n
n

2...2222Lim +++−×
+∞→

 

 
EXERCICE N°2 

Soit [ ]1,1−∈α , on considère la fonction f définie sur par : 








=α

≠
=

0xsi

0xsi
x
1

sin
)x(f  

1°)Soit pour tout n de N : 
1n4

12
u

n +
×

π
=  et 

1n4
12

v
n −

×
π

= . Calculer ( )
n

uf  et ( )
n

vf . 

2°)Existe t –il un valeur de α  tel que f  soit continue en 0 
EXERCICE N°2 
Exprimer un en fonction de n  . 
1°) 

0
u =2 et pour tout n de N : nuu

n1n
+=+  

2°) 
0

u =3  ,  
1

u = 2 et pour tout n de N : 
n1n2n

u2u3u −= ++
 

3°) 
0

u =3  ,  
1

u = 2 et pour tout n de N : 
1nn2n

uu2u ++ −=  

4°)
0

u  =
5
2

  et pour tout n de N* : . ( ) ( )
1nn

u2n2u1n3 −+=+  

EXERCICE N°3 
1°) Soit x un réel tel que 0 < x ≤  1.Montrer que : pour tout k de N : ( )kx1 + ≤  1+ k2 x 

2°)Soit (x) la suite définie sur N*  par : n
x = 

n

3

3

n
 

(a) Etablir l’égalité suivante : pour tout n de N* : 
n

1n
x

x +  = 
3

n
1

1
3
1









+  

(b) En déduire que : pour tout n ≥  16 : 
n

1n
x

x + ≤  
2
1

 

(c) Montrer que : pour tout n ≥  16 : n
x ≤

16

16n

x
2
1 −









. En déduire alors 

nx
xlim

+∞→
 

EXERCICE N°4 
Soient a et b deux réels tels que 0< a≤ b et ( )

n
u  la suite définie par :   

1
u =a+b   et *Nn ∈∀  : 

1n
u + =

n
u
ab

ba −+ . 

1°) On suppose que a<b. 
(a) Montrer que ( )

n
u est minorée par b . 

(b) Etudier la monotonie de la suite ( )
n

u en déduire qu’elle est convergente. 

Séries d’exercicesSéries d’exercicesSéries d’exercicesSéries d’exercices                                                                                    4444èmeèmeèmeème    MathsMathsMathsMaths    

                                                                                        Suites réellesSuites réellesSuites réellesSuites réelles                                    
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2°) Soit v  la suite définie par : *Nn ∈∀  : 
au

bu
v

n

n
n −

−
=  

(a) Montrer que v est une suite géométrique. 
(b) En déduire  

n
u en fonction de n , a et b  

(c) Calculer alors  
nn

ulim
+∞→

 

3°) On suppose que a=b . 
(a) Calculer 

4321
u,u,u,u  en fonction de a . 

(b) Exprimer alors 
n

u  en fonction de n et a puis  
nn

ulim
+∞→

. 

EXERCICE N°5 
Soit la fonction f :R+ →R ,  x a  f(x)= x)1p(p −+  , où p est un réel tel que 1p >  

On considère la suite réelle u définie par  0u
0

=  et Nn ∈∀  : ( )
n1n

ufu =+  

1°)(a) Montrer que : Nn ∈∀  : pu0
n

≤≤  

    (b) Etudier la monotonie de u . 
    (c) En déduire que u est convergente . 

2°)(a)  Montrer que : Nn ∈∀ , pu
1n

−+ ≤  
p

1p −
pu

n
−  

     (b) En déduire : Nn ∈∀ , pu
n

− ≤ p
n

p
1

1 







− . En déduire alors 

nn
ulim

+∞→
. 

EXERCICE N°6 

On considère la suite u définie par 1u
0

=  et Nn ∈∀ :  
n

n
1n u2

9u3
u

+
=+  

1°) Montrer que 3u
1n

−+  et 3u
n

−  sont de signes contraires. 

2°) En déduire que : Np ∈∀ , 
p2

u  ≤  3 ≤  
1p2

u +  . 

3°) En déduire que si u  est convergente, alors 
nn

ulim
+∞→

=3. 

4°) Vérifier que : *Nn ∈∀ ,  
n

u 2≥  

5°) (a) Montrer que : 2n ≥∀ , 3u
n

− ≤  
4
3

3u
1n

−−  

      (b) En déduire 2n ≥∀ , 3u
n

− ≤ 3 
1n

4
3 −









 

(a) Montrer que u est convergente et précisera sa limite. 
EXERCICE N°7 
On considère les suites u et v définies sur N par : 0vu

00
==  et pour tout n de N :  

n1n
v3u −=+  et 

n1n
u3v +=+ . 

1°)Montrer que pour tout n de N on a : 3u0
n

≤≤  et 3v0
n

≤≤ . 

2°)Soient a et b deux suites définies sur N par : 1ua
nn

−=  et 1vb
nn

−= . 

  a)Montrer que pour tout n de N on a : 
n1n

ba ≤+  et 
n1n

a
2
1

b ≤+ . 

  b)En déduire que pour tout n de N on a : 
n2n

a
2
1

a ≤+  et 
n2n

b
2
1

b ≤+  

  c)En utilisant les résultats de b/, montrer que pour tout n de n : 
p

p2 2
1

a 







≤  et 

1p

p2 2
1

b
−









≤ . 

  d)Étudier alors la convergence des suites ( )
p2

u  et ( )
p2

v  

EXERCICE N°8 
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1°) Montrer que pour tout réel positif x on a :  x –  
6
x3

 ≤  sinx  ≤  x. 

2°) Montrer que pour tout entier naturel n : 
4

)²1n²(n
k

n

0k

3 +
=∑

=
 

3°)Soit x un réel positif fixé et ( )( )xu
n

 la suite définie sur N* par : ( ) ∑
=









=

n

1k
n ²n

kx
sinxu . 

(a) Montrer que pour tout n de N* : 
n2

x)1n( +
4

3

n24

x)²1n( +
−  ≤ ( )xu

n
≤  

n2
x)1n( +

. 

(b) En déduire que ( )( )xu
n

est convergente et calculer sa limite. 

4°) Soit v  la suite définie sur N* par :  ∑
=









=

n

1k

3
n ²n

k
sinv  

(a) Montrer que pour tout réel x : sin3x = 
4
3

sinx - 
4
1

sin3x 

(b) En déduire que : ( ) ( )3u
4
1

1u
4
3

v
nnn

−=   

(c) Calculer alors : 
nn

vlim
+∞→

 

 EXERCICE N°8 
1°)Etudier les variations de la fonction g définie par : 1x5x)x(g 3 −−=  sur R. 

2°)En déduire que l'équation 01x5x3 =−−  possède trois racines a, b, c, avec a < b < c  Donner des 
valeurs approchées de a, b, c à 10-1 près. (On trouve : −2,2 ; −0,3 ; 2,3.) 
3°)On considère  la suite u définie par son premier terme u0, et par la relation de récurrence : 

∀n ∈ N un+1 = )1u(
5
1 3

n
− . 

a)  Montrer que la suite u est monotone. 
b) Si la suite u est convergente, quelles sont les valeurs possibles de sa limite ? 
c) Etudier la suite u dans les trois cas particuliers suivants :u0 = -3 ;u0 = 0; u0  = 3 . 
 
EXERCICE N°10 

1°) Soit ( )
n

u la suite réelle définie sur N par 
2
1

u
0

= et pour tout n de N :
2
n

n
1n u1

u2
u

+
=+  

(a) Montrer que pour tout n de N on a : 0 < 
n

u  <1 

(b) En déduire que ( )
n

u est convergente et calculer sa limite. 

2°) Soit v la suite de terme général :
n

n
n u1

u1
v

+
−

=  

(a) Montrer que pour tout n de N on a :  2
n1n

vv =+  

(b) En déduire que pour tout n de N : 
n2n

3

1
v =  

(c) Déduire 
nn

vlim
+∞→

 et l’expression de 
n

u . 

(d) On pose pour tout n de N :
n10n

v....v.vp = . Calculer np   puis calculer  














+
+∞→

1n

n
n v

p
lim  

3°) Soit la suite s définie sur N* par ∑
−

=
=

1n

0k
kn

u
n
1

s  



M
ath

s au
x
 lycées , S

ite éd
u
catif *

*
*
 h
ttp

://m
ath

s-akir.m
id
ib
lo
g
s.co

m
/*

*
*
 M

ath
s au

x lycées , S
ite éd

u
catif *

*
*
 h
ttp

://m
ath

s-akir.m
id
ib
lo
g
s.co

m
/ 

 

 

16 

(a) Montrer que pour tout n *N∈  , on : ( )
1n2

0
n

u1
u1

1
u10 −−

+
<−<  

(b) En déduire que pour tout n de N , 
n

n 5
4

u10 







<−<  

(c) Montrer que pour  tout n de N* ;  1s
4
5

1
n
5

1
n

n

≤≤






















−− . En déduire alors 

nn
slim

+∞→
 

  EXERCICE N°11 

Soit u la suite réelle définie sur N  par : 





















+=

>

+
n

n1n

0

u
a

u
2
1

u

0u

    avec a *R +∈  et n N∈  

1°)Pour quelle valeur de 
0

u   la suite u est constante. 

2°)Montrer que pour tout n de N : 
n

u  > 0 

3°)On suppose dans la suite que : 0a²u
0

≠−  

(a) Montrer que pour tout n de N : 
n

u  ≠ a  

(b) Montrer que pour tout n de N : 
1n

u +  a−  = 
n

u2
1 ( )²

n
au −   

(c) Montrer que pour tout n de N : 
1n

u +  + a  = 
n

u2
1 ( )²

n
au +  

(d) Montrer que si u est convergente elle converge nécessairement vers a  
(e) Montrer que u est strictement décroissante et qu’elle converge et déterminer sa limite. 

4°)Soit pour tout n de N : 
n

v  = 
au

au

n

n

+

−
.  

(a) Calculer 
1n

v +  en fonction de 
n

v . 

(b) En déduire 
n

v en fonction de n et 
0

v . 

(c) Calculer alors : 
nx

vlim
+∞→

 puis 
nx

ulim
+∞→

 

5°)On suppose que : 
0

u  = a
2
3

 

(a) Montrer que pour tout n de N : 
n

u  > a  

(b) Montrer que pour tout n de N : 
1n

u +  a− < 
2
1 ( )au

n
−  

(c) Montrer que pour tout n de N : 
n

u  a− < 
n

2
1








a  

(d) En déduire 
nx

ulim
+∞→

 

 
 
EXERCICE N°12 

1°) Soit la fonction f : x →  f(x)= 
²x1

x2

+
 

(a) Etudier les variations de f . 
(b) Résoudre dans R : f(x) = x . 

(c) Montrer que si : 1 ≤  x ≤ 3  alors  1 ≤  f(x) ≤ 3  
2°)Soit la suite réelle u définie par : 1u

0
=  et Nn ∈∀ , ( )

n1n
ufu =+ . 
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(a) Montrer que Nn ∈∀ , 1 ≤  
n

u ≤  3 . 

(b) Etudier la monotonie de u. 
(c) Montrer que u est convergente et calculer sa limite. 

3°) Nn ∈∀  , on pose 
2
n

2
n

n u3

u
v

−
=  

(a) Montrer que v est une suite géométrique. 
(b) En déduire l’expression de 

n
u . 

(c) Retrouver 
nn

ulim
+∞→

 

4°)On pose ∑
−

=
=

1n

0k

2
kn

us   , *Nn ∈∀  

(a) Montrer que *Nn ∈∀  : n ≤  
n

s ≤  3n 

(b) En déduire : 
nn

slim
+∞→

 et 
²n

s
lim n

n +∞→
 

5°)On pose : *Nn ∈∀  :  
n

s
r n
n

=  

(a) Montrer que *Nn ∈∀  : ( )
n

2
n1n1n

snus1nns −=+− ++  

(b) En déduire que ( )
n
r est suite croissante. 

(c) Montrer que ( )
n
r est une suite convergente et trouver sa limite l  . 

6°)Soit   n , p *N∈  tel que n > p. 
(a) Montrer que : ( ) 2

1nn
2
p

nusupn −≤≤−  

(b) En déduire que : 2
1nn

ur
n

pn
−≤≤

−
 

(c) Montrer que : *Np ∈∀  3u2
p

≤≤ l . En déduire la valeur de l . 

EXERCICE N°13 
On se donne deux réels a et b tels que 0 ≤  b ≤ a. On définit les suites ( )

n
u et ( )

n
v par les relations : 

 
0

u =a ,  0
v =b , Nn ∈∀  :

2

vu
u nn

1n

+
=+   et 

2

vu
v n1n

1n

+
= +

+  

1°)Etablir une relation entre 
1n1n

vu ++ −  et 
nn

vu − . 

2°)En déduire l’expression de 
nn

vu − en fonction de n , a et b . 

3°)En déduire l’expression de 
1n

u + en fonction de 
n

u  , n , a et b. 

4°)Montrer que les suites u et v convergent vers une limite commune que l’on déterminera. 
EXERCICE N°14 

On définit des suites ( )
n

u  et ( )
n

v  par : 0v,u
00

>  et pour tout n de N : 
2

vu
u nn

1n

+
=+  

  et  













+=

+ nn1n
v
1

u
1

2
1

v
1

. 

1°)Montrer que ( )
n

u  et décroissante et ( )
n

v  est croissante. 

2°)Montrer que pour tout n de N : 
nn

vu ≥  et ( )
nn1n1n

vu
2
1

vu −≤− ++  

3°)En déduire que ( )
n

u  et ( )
n

v  sont convergentes et ont même limite. 
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EXERCICE N°15 
Soit (a , b) ²R∈  tel que  0 < a < b.  

On définit les suites ( )
n

u et ( )
n

v sur N par : ( )








+
=

+
=

==

++ 2

vuv
v,

2

vu
u

bv,au

nnn
1n

nn
1n

00
 

1°)Montrer que ( )nu et ( )nv convergent vers une même limite  l  > 0. 

2°)On suppose que a = b φcos  ;  0 < φ  < 
2
π

. Exprimer  l  en fonction de b et φ  

 
EXERCICE N°16 

Pour tout n de N* , on pose :
n

u = 
n

n
n2

4

C
.n . 

1°)Calculer  
1

u et 
n

1n
u

u + . 

2°)Prouver par récurrence que *Nn ∈∀  :  
n

u  ≤  
1n2

n
+

. 

3°)Montrer qu’il existe 







∈

2

1
,

2
1

l  tel que : l=
+∞→ nn

ulim . 

4°)Montrer que 0x >∀  : ( )1x24
1

+
 ≤  ( )1xx

2
1

x +−







+  ≤  ( )1xx8

1

+
 

5°)En déduire que *Nk ∈∀  : −









+

2
1

k8

u
k









+

2
3

k8

u
k ≤

k1k
uu −+  ≤  −

k8

u
k

( )1k8

u
k

+
. 

6°)En cadrer 
np

uu −  (pour p > n ), puis établir : *Nn ∈∀ : ( )1n24

u
n
+

≤  
n

u−l  ≤
n8
l

       

7°)En déduire la majoration suivante : *Nn ∈∀  : 
²n16

u
n8
1

1
n

l
l ≤








+− . 

8°)Comment suffit-il de choisir n pour que 
n

u
n8
1

1 







+     soit une valeur approchée de l  à 10-5 prés ?     

EXERCICE N°17 

Prouver que la suite de terme générale 
n

n n
1

1u 







+=  est croissante sur N*. 

EXERCICE N°18 

On considère la suite de terme générale 
( )

∑
=

−−
=

n

1k

1k

n k
1

u . 

1°)Montrer que les suites ( )
1nn2

u
≥

 et ( )
0n1n2

u
≥+  sont des suites adjacentes. 

2°)Déduire que la suite ( )
1nn

u
≥

 est convergente. 

EXERCICE N°19 

On considère la suite de terme générale 
( )
( )∑

=

−
=

n

0k

k

n !k2
1

u . 

1°)Montrer que les suites ( )
0nn2

u
≥

 et ( )
0n1n2

u
≥+  sont des suites adjacentes. 

2°)Déduire que la suite ( )
0nn

u
≥

 est convergente. 
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EXERCICE N°20 
Soient les deux réels a et b, tels que 0 < a < b, et les deux suites ( )

Nnn
u

∈
 et ( )

Nnn
v

∈
 définies par : 

( )








+

+
=

=

+ 2
n

2
n

nnnn
1n

0

vu

vuvu
u

au

  et    








+
=

=

+ 2

vu
v

bv

nn
1n

0
. 

1°)Montrer que pour tout n de N,  .uv
nn

>  

2°)Montrer que les deux suites ( )
Nnn

u
∈

 et ( )
Nnn

v
∈

 sont convergentes. 

3°)Déduire que les deux suites  ( )
Nnn

u
∈

 et ( )
Nnn

v
∈

 sont adjacentes. 

4°)Montrer que la suite  ( )
Nnn

w
∈

 définie par son terme général 
nn

n v
1

u
1

w +=  est constante. 

5°)Déduire la valeur des limites des suites  ( )
Nnn

u
∈

 et ( )
Nnn

v
∈

 en fonction de a et  b . 

EXERCICE N°21 

1°) Pour tout entier naturel n, on note 12F
n2

n
+=  . Calculer F0, F1, F2, F3. 

2°) Démontrer par récurrence que pour tout n > 1, on a : 2FF...FF
1nn10

−=××× + . 

3°) Montrer que la suite ( )
n

F  est croissante et non majorée. Quelle est sa limite ? 

EXERCICE N°22 
Répondre par Vrai ou Faux en justifiant la réponse 
Soient  l  , k et q  des  réels tel que  0 < k <1 et  0< x < 1. 

1°)Si Nn ∈∀  : l−+1n
u  ≤  k l−

n
u    alors u est convergente . 

2°) Si Nn ∈∀  : l−+1n
u  ≤  k l−

n
u  alors s est convergente tel que : *Nn ∈∀ : sn = ∑

−

=

1n

0k
k

u
n
1

 

3°) Si Nn ∈∀   : l−+2n
u  ≤  k l−

n
u    alors u est convergente . 

4°) Si Nn ∈∀  : 1n2n uu ++ −  ≤  k 
n1n

uu −+    alors   ( ) 0uulim
n1nn

=−++∞→
 

5°) Si Nn ∈∀  : l−+1n
u  ≤  k n

n
xu +− l    alors u est convergente . 

6°)Si ( )
Nnn

u
∈

 est croissante et ( )
Nnn

v
∈

 est décroissante alors ( )nvu −  est décroissante . 

7°)Soient u  et v  deux  suites réelles tel que : 
  Si :  ( ) 0vvuulim 2

nnn
2
nn

=+×+
+∞→

   alors   0vlimulim
nnnn

==
+∞→+∞→

 

8°)Si ( ) l=+++
+∞→ n10n

u...uulim    alors 0ulim
nn

=
+∞→
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Définition 1 
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant a . 

On dit que f est dérivable en a  s’il existe un nombre réel l  tel que : l=−+
→ h

)a(f)ha(f
lim

0h
 ou encore 

l=
−
−

→ ax
)a(f)x(f

lim
ax

 

Le réel l  , lorsqu’il existe, est appelé le nombre dérivé de f en a , il noté )a('f  
(*) Si f est dérivable en a  alors la courbe représentative de f admet au point ( ))a(f,aM une tangente T 
d’équation : y = )a('f  (x – a ) + f(a) 

Le vecteur directeur de cette tangente : est 








)a('f
1

u  

Exemple :   
Soit 3xx:f a . Montrer que f est dérivable en a où a est réel quelconque. 

=
−
−

→ ax
)a(f)x(f

lim
ax

=
−
−

→ ax
ax

lim
33

ax
=

−
++−

→ ax
)ax²a²x)(ax(

lim
ax

²a3)ax²a²x(lim
ax

=++
→

 

alors f est dérivable en a et on a : ²a3)a('f =  
 
Définition 2 
Soit f une fonction dont le domaine de définition contient un intervalle de la forme : ]a-h , a] ( h >0) 

On dit que f est dérivable à gauche en a s’il existe un nombre réel  'l  tel que :  '
h

)a(f)ha(f
lim

0h
l=−+

−→
   

ou encore '
ax

)a(f)x(f
lim

ax
l=

−
−

−→
 

Le réel 'l  , lorsqu’il existe, est appelé le nombre dérivé de f à gauche  en a , il noté )a('f g . 

 
Définition 3 
Soit f une fonction dont le domaine de définition contient un intervalle de la forme : [a , h+a[ ( h>0) 

On dit que f est dérivable à droite  en x0 s’il existe un nombre réel ''l  tel que : ''
h

)a(f)ha(f
lim

0h
l=−+

+→
 

ou encore ''
ax

)a(f)x(f
lim

ax
l=

−
−

+→
 

Le réel ''l , lorsqu’il existe, est appelé le nombre dérivé de f à droite  en a  , il noté )a('f d  
 
Conséquences : 
1°) f est dérivable en a  si et seulement si )a('f g = )a('f d nombre fini  

2°)Si f est dérivable à droite  de a alors la courbe représentative de f admet au point ( ))a(f,aM  une 
demi  tangente Td  d’équation : )a(f)ax)(a('fy:T dd +−= et  x a≥  
3°)Si f est dérivable à gauche de a alors la courbe représentative de f admet au point ( ))a(f,aM une 
demi  tangente Tg  d’équation : )a(f)ax)(a('fy:T gg +−=  et  x a≤  
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Interprétation graphiques : ∞=
−
−

→ ax
)a(f)x(f

lim
ax

 ou encore ∞=−+
→ h

)a(f)ha(f
lim

0h
 

Si :  Interprétation graphique : 

+∞=
−
−

+→ ax
)a(f)x(f

lim
ax

 ou −∞=
−
−

−→ ax
)a(f)x(f

lim
ax

 Cf admet en point ( ))a(f,aM un demi 
tangente verticale dirigé vers le haut 
d’équation : x = a et y ≥  f(a) 
 

+∞=
−
−

−→ ax
)a(f)x(f

lim
ax

ou −∞=
−
−

+→ ax
)a(f)x(f

lim
ax

 alors Cf admet en point ( ))a(f,aM un demi 
tangente verticale dirigé vers le bas 
d’équation : x = a et y ≤  f(a) 
 

Exemple :  
Etudier la dérivabilité de f à droite de point d’abscisse x = 0  et interpréter la résultat tel que :  
f(x) = x  

=
−
−

+→ 0x
)0(f)x(f

lim
0x

=
+→ x

x
lim

0x
+∞=

+→ x

1
lim

0x
 

alors  la courbe alors Cf admet en point ( )0,0M  un demi tangente verticale dirigé vers le haut  
d’équation : x = 0 et y ≥ 0 
 
Approximation affine :  
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant a . 
Si f est dérivable en a, alors : h)a('f)a(f)ha(f +≈+  
On dit que h)a('f)a(f +  est une approximation affine  de )ha(f + , pour  h voisin de zéro.  
Exemple : 
Trouver une valeur approchée de 3)98.3(  

Soit 3xx:f a  , a = 4  et h = -0.02  alors 
100

)4('f2
)4(f)02.04(f −≈−  alors 04,63)98.3( 3 ≈  

( le calculatrice donne : 044792,63 ) 
Fonction composée 
Si f est dérivable sur un intervalle I et g dérivable sur un intervalle )I(fJ ⊂  alors fg o  est dérivable 

sur I et on a pour tout x de I : ( ) ( ) )x(fg)x(f)x(fg oo ′×′=′  
Théorème de Rolle 
Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé borné [a,b] et vérifiant f(a) = f(b) . 
Si f est dérivable sur ]a,b[ alors il existe au moins un élément x0 de ]a,b[ tel que : f’(x0) = 0 . 
Théorème des accroissements finis  
Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé borné [a,b] et dérivable sur ]a,b[. 

Alors il existe au moins un élément x0 de ]a,b[ tel que : f’(x0) = 
ab

)a(f)b(f
−
−

 

Sens de variation  
Soit f une fonction continue sur [a,b] et dérivable sue ]a,b[ 
Si f’(x) ≥  0 sur ]a,b[ alors f est croissante sur [a,b] 
Si f’(x) >0 sur ]a,b[ alors f est strictement croissante sur [a,b] 
Si f’(x) ≤  0 sur ]a,b[ alors f est décroissante sur [a,b] 
Si f’(x) <0 sur ]a,b[ alors f est strictement décroissante sur [a,b] 
Si f’(x) =  0 sur ]a,b[ alors f est constante sur [a,b] 
Inégalités des accroissements finis 
Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé borné [a,b] et dérivable sur ]a,b[. 
Si :  existe deux réels m et M tels que : m ≤≤≤≤  f’(x) ≤≤≤≤  M pour tout x de ]a,b[ 

On a alors : m ≤≤≤≤
ab

)a(f)b(f
−
− ≤M 

Si  pour tout x de ]a,b[ : k)x('f ≤  alors  abk)x(f)b(f −≤−  
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Point d’inflexion 
Soit x0 un réel et f une fonction deux  fois dérivable sur un intervalle ouvert contenant x0. 
Si f’’ s’annule en x0 , en changeant de signe , alors le point I(x0 , f(x0)) est un point  
d’inflexion. 
Tableau de dérivé :  

Fonction f Fonction dérivée f’ Domaine de définition de f’ 
f(x)= k ( constante) f’(x) = 0 R 

f(x)= x f’(x) = 1 R 
f(x)=ax+b f’(x) = a R 

f(x) = xn  ( n *Z∈ ) f’(x) = nxn-1 R si n>0 ; R* si n <0 

f(x) = x  f’(x) = 
x2

1  R*
+ 

f(x) = 
x

1  f’(x) = - 
²x

1  R* 

f(x) = cos(x) f’(x) = - sin(x) R 
f(x) = sin(x) f’(x) = cos(x) R 
f(x) = tan(x) 

f’(x) = 1 + tan²(x) = 
)x²(cos

1  






 ∈− Zk;

2
kR
π  

f(x) = cos(ax+b) f’(x) = - a sin(ax+b) R 
f(x)=sin(ax+b) f’(x) = a cos(ax+b) R 
f(x)=tan(ax+b) f’(x) = a(1 + tan²(ax+b) 



















∈
−

− Zk;
a

b
2kR

π

 

 
Opérations sur les derives  
Lorsque u et v sont des fonction dérivable sur un intervalle I 

Fonction 
 

Dérivée Conditions 

u + v u’ + v’  
k.u ( k =constante) k.u’  

u.v u’.v + u.v’  

v
1  

²v
'v−  0v ≠  sur I 

v
u  

²v
'v.uv'.u −  0v ≠  sur I 

un  ( n *Z∈ ) n.u’.un-1 u > 0 sur I si n 0≤  

u  
u2

'u  u > 0 sur I 

uv o  ( )u'v'u o×   
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)xsin()x(fx,R
4

,
6

:f:indication =→






 ππ
a

 
 
 
 
 
 
 
EXERCICE N°1 
On définit la fonction f de période 1 en donnant sur [ [1,0  : ( ) cx²bxx2xf 3 ++= . 
f-est-elle dérivable sur R ? 
EXERCICE N°2 

Comparer, sur 






 π
2

,0  , xtan9.0  et ( )x9.0tan      

EXERCICE N°3 
Montrer que : Np ∈∀ , il existe un réel ] [1p,pc +∈  tel que : csinpcos)1pcos( −=+  
EXERCICE N°4 
Montrer que :  

1°)Pour tout x de 






 π
2

,0  , on a : xxsinx
2

≤≤
π

                

2°) Pour tout x de 






 π
4

,0  , on a : x
4

xtanx
π

≤≤                 

3°) Pour tout x de 






 π
2

,0  , on a : x
2

xcosx
2

1 −
π

≤≤
π

−      

4°) Pour tout x de 






 ππ
2

,
4

 on a : x
4

1)x(ancotx2
2

−
π

≤−≤−
π

      

5°) Pour tout x>0 : 
x2

1
x1x

1x2

1
≤−+≤

+
 

6°)Montrer que 
12
312

12
2

≤
π
−

≤  

 
EXERCICE N°5 

Montrer que : pour tout x de 






 π
2

,0  , on a : x3xtanxsin2 ≥+        

EXERCICE N°6 
Soit a>0. Pour tout n de N* : 

On considère la fonction polynomiale 
n

P définie  par  la    relation: ax)x(P
n

1k

k
n

−=∑
=

. 

1°)  Montrer  que  l'équation 0)x(P
n

=  admet une solution positive et une   seule, que l'on notera xn.  

Montrer que ax
n

<  . 

2°)  Etudier  le  signe  de  )x(P
n1n+ .   En  déduire que la suite ( )

1nn
x

≥
est   monotone. 

3°)  Montrer  que  la  suite ( )
1nn

x
≥

 est convergente. On note l  sa limite. 

Prouver que 0 ≤ l  < 1. 
4°)  Montrer  que pour tout nombre entier naturel non nul n le nombre 

n
x est   solution de l'équation: 

0ax)1a(x 1n =++−+ . En déduire que: 
1a

a
+

=l . 

EXERCICE N°7                                                                                                                                                                                                                                                          
Pour tout entier n supérieur ou égal à 1, on définit la fonction fn par :  

Séries d’exercicesSéries d’exercicesSéries d’exercicesSéries d’exercices                                                                                    4444èmeèmeèmeème    MathsMathsMathsMaths    

                                                                                DérivabilitésDérivabilitésDérivabilitésDérivabilités                                    
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∀x ∈ R+ : 4²x9x)x(f n
n

−+= . 

1) a)Montrer que l'équation 0)x(f
n

= n'a qu'une seule solution strictement positive, notée 
n

u . 

b)Calculer 
1

u  et 
2

u . 

c)Vérifier que : ∀n ∈ N* 







∈

3
2

,0u
n

 

2) a) Montrer que, pour tout x élément de ] [1,0  , on a : )x(f)x(f
n1n

<+  .  

b)En déduire le signe de ( )
1nn

uf + , puis les variations de la suite ( )
n

u . 

c)Montrer que la suite ( )
n

u est convergente.  On note l sa limite. 

3) a)Déterminer la limite de ( )n
n

u lorsque n tend vers +∞. 

b)Donner enfin la valeur de l. 
EXERCICE N°8 
Soit f une fonction infiniment dérivable sur R(ie : *Nn ∈∀ , f est n fois dérivable sur R) 

Telle que *Nn ∈∀ , ( ) ²Rb,a
nn

∈∃ / Rx ∈∀ , on a ( )( ) ( )
nn

n bxfaxf += . 

1°)Montrer que ( ) *Nnn
a

∈
 est une suite géométrique et ( ) *Nnn

b
∈

 est une suite arithmétique. 

2°)Calculer 
n

a   et 
n

b  en fonction de n, 
1

a  et 
1

b . 

3°)Trouver un exemple de fonction f vérifiant les hypothèses ci-dessus. 
EXERCICE N°9 :Soient f et g deux fonctions continues sur un fermé [ ]b,a , dérivables sur ] [b,a , telles 
que : ( ) ( )bgaf =  et ( ) ( )agbf = . ( )ba <  
1°)Montrer que qu’il existe [ ]b,ax

0
∈  tel que : ( ) ( )

00
xgxf = . 

2°) Montrer que qu’il existe ] [b,ax
1

∈  tel que : ( ) ( )
11

x'gx'f −= . 

EXERCICE N°10 
Soient f et g deux fonctions continues sur [ ]b,a , dérivables sur ] [b,a , ( )ba < . 
On suppose que ] [b,ax ∈∀  : ( ) 0x'g ≠ . 
1°)Montrer que l’on a : ( ) ( )bgag ≠ . 
2°)Soit la fonction h définie sur [ ]b,a  par : ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )agxgafxfxh −ω−−=  où R∈ω  
Calculer ω pour que l’on ait ( ) 0bh = . 

3°)La valeur de ω étant celle de 2°), prouver que : ] [b,ac ∈∃ / 
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )agbg

afbf
c'g
c'f

−
−

=  

4°)En déduire que :  Si 
( )
( ) l=

→ x'g
x'f

lim
ax

 alors 
( ) ( )
( ) ( ) l=

−
−

→ agxg
afxf

lim
ax

. 

5°)Appliquer le résultat pour calculer : 
²x

1xcos
lim

0x

−
→

 ; 
30x x

xxsin
lim

−
→

 

EXERCICE N°11 
Soit f une fonction deux fois dérivable sur R. 
1°)Montrer que : si f est paire alors Ra ∈∃ / ( ) 0a'f =  
2°)Montrer que : si f est impaire alors Rb ∈∃ / ( ) 0b''f = . 
EXERCICE N°12 

On donne un réel t>0.  Soit la fonction )x1(txx:f n
n

−−a  

1°)Prouver que, pour tout entier naturel n non nul, l’équation : 0)x(f
n

=  admet une solution et une 

seule comprise entre 0 et 1. Soit 
n

u  cette racine.  

2°)Montrer que , pour tout n de N* : 2
nn1n
)u1(t)u(f −−=+  

3°)En déduire que )u(
n

 est croissante. 

4°)En déduire que )u(
n

 est convergente et calculer sa limite. 
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Théorème : 
Soit f une fonction strictement monotone sur un intervalle I. On a alors les propriétés suivantes : 
(*) la fonction f est une bijection de I sur f(I) 
(*)La fonction f -1  est une bijection de f(I) sur I et on a : (x I∈  , y = f(x) ) ⇔  ( y )I(f∈   ,  x = f -1 (y) ) 
(*)La fonction f -1 est strictement monotone sur f(I) et a la même sens de variations que f . 
(*) Les courbes représentatives de f et f -1 , dans un repère orthonormé, sont symétriques par rapport 
à la première bissectrice du repère (y = x) 
Si est du plus f est continue sur I alors f -1  est continue sur f(I) 

Si  est du plus f est dérivable sur I et f’(x) 0≠  pour tout x de I alors : ( ) ( ))x(f'f
1

)x(f
1

1
−

− =
′

 pour tout x 

de f(I) 

Exemple :Soit f(x) = 
1x2
1x

+
+

.  

Montrer que f réalise une bijection de I= 






 +∞− ,
2
1

 sur un intervalle J qu l’on précisera. 

Correction 
Expliciter f -1 (x) pour tout x de J . 

On a Ix ∈∀  : f’(x) = 0
)²1x2(

1 <
−

−
 alors f est strictement décroissante et continue sur I alors f réalise 

une bijection de I sur J = f(I) = 
( ) 





+−→+∞→

)x(flim);x(flim
5,0xx

 = 






 +∞,
2
1

 

Pour tout x J∈  : y = f -1(x) équivaut à  x = f(y) et y I∈  

 équivaut à  x = 
1y2
1y

+
+

 et y I∈  équivaut à : 2xy + x = y + 1 et y I∈  équivaut à  y =
1x2
x1

−
−

 et y I∈  

alors  pour tout x de J : f -1(x) = 
1x2
x1

−
−

 

Théorème  
La fonction réciproque de la fonction f définie sur R+ par : f(x) = xn  ( n 2≥ ) est appelée fonction 
racine nième . 
Pour toit x de R+ , le réel f -1(x) est noté  n x  .( lire racine nième de x ) 

f -1(x) = n x  
(*) f -1 est définie , continue et strictement croissante sur R+ . elle est bijective de R+ sur  R+ 

(*)Pour tout réel x de R+ , on a : n nx  = x  et ( )nn x  = x  

(*) +∞=
+∞→

n

x
xlim  

(*) x a n x  est dérivable sur R+ est sa fonction dérivée est : xa





 −n 1nxn

1
 

Exemple : Soit f(x) = 3 2x −  
1°)Montrer que f est continue sur l’intervalle I = [ [+∞,2  
2°)Calculer )x(flim

x +∞→
 

3°)Montrer que est strictement croissante sur I . 
Correction : 
1°)La fonction : g : x a  x – 2  est continue et positif sur I  

La fonction : x a  3 x  est continue sur R+ )I(g⊃  

Fiche de cours          Fiche de cours          Fiche de cours          Fiche de cours                                                      4444èmeèmeèmeème    MathsMathsMathsMaths    
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Alors  la fonction f est continue sur I car f est comme composée de fonction  continues. 
2°)on a : ( ) +∞=−

+∞→
2xlim

x
 et on a : +∞=

+∞→

3

x
xlim  donc d’après le théorème sur la limite d’une 

fonction composée on a : +∞=
+∞→

)x(flim
x

 

3°)Soit a et b deux élément de I tel  que  a < b . 

On a : a < b  ⇒⇒⇒⇒  a – 2  < b – 2 ⇒⇒⇒⇒ 3 2a − < 3 2b − ⇒⇒⇒⇒  f(a) <f(b).Alors est strictement croissante sur 
I . 
 
Résolution d’équation : xn = a   
Soit a un réel et n un entier supérieur ou égale à 2 . 

Si n est impair et a 0≥ , l’équation  xn = a admet une unique solution : n a  

Si n est impair et a <0, l’équation  xn = a admet une unique solution : n a−−  

Si n est pair et a 0≥ , l’équation  xn = a admet comme solutions : - n a  et n a  
Si n est pair et a<0, l’équation  xn = a n’admet aucune solution . 
 
Théorème  
Pour x et y ∈R+ , n et p deux entiers vérifiant : n 2≥  et p 2≥  on a :  

n px  = ( )pn x    ;  n p x  = np x       ;  np px = n x  ;   n xy  = n x n y×  ;    n
y
x

  = 
n

n

y

x
  ( y>0) 

Théorème  
Soit u une fonction dérivable et positive sur un intervalle I et un entier n 2≥ . 
La fonction n )x(ux:f a  est continue sur I et dérivable en tout réel x de I tel que 0)x(u ≠  

Et on a , 







=
−n 1n)x(un

)x('u
)x('f pour tout x de I tel que u(x) > 0 
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EXERCICE N°1 
On pose pour  a  réel strictement positif la fonction  af  définie sur ]a,0[  par : 

 Pour tout 
)xa(a

xa
)x(f,]a,0[x a +

−=∈   . 

1°) Montrer que af  réalise une bijection de ]a;0[  sur ]
a
1

;0[ . On note  1
af

− sa bijection réciproque.  

2°) Donner le tableau des variations de 1
af

−  en précisant les valeurs aux bornes. 

3°) Montrer que  1
af

− = 
a
1f . 

EXERCICE N°2 
Soit f la fonction définie sur [ [+∞,0  par 1x2x²x4)x(f +++=  
1°)Etudier la continuité et la  dérivabilité de f sur [ [+∞,0  
2°)Montrer que f est une bijection de [ [+∞,0  sur un intervalle J que l’on précisera. 

3°)Sur quel ensemble 1f −  est-elle continue ? 
4°)Expliciter )x(f 1−  pour Jx ∈  

5°)Montrer que l’équation 2x)x(f +=  admet une solution unique 






∈α
2
1

,
4
1

 

EXERCICE N°3 

Soit 
x1

x
)x(fx:f

−
=a . 

1°)Déterminer le domaine de définition fD  de f. 
2°)Etudier la dérivabilité de f sur fD . 
3°)Montrer que f est une bijection de [ [1,0  sur un intervalle J que l’on précisera 

4°) Expliciter )x(f 1−  pour Jx ∈  
EXERCICE N°4 

Soit 
²x1

x
1)x(fx:f

+
+=a  

1°) Etudier la dérivabilité de f sur R. 
2°) Montrer que f est une bijection de R sur un intervalle J que l’on précisera 
3°) Expliciter )x(f 1−  pour Jx ∈  

4°)Montrer que 1f −  est dérivable sur J et calculer ( ) )1('f 1− . 
EXERCICE N°5 

On considère la fonction f définie sur [ ] { }0-1,1- par : f(x) = 1 + 
x

x-1 2

 

On note par C sa courbe représentative dans un repère orthonormé R . 
Partir A 
1°)Calculer )x(flim

x +0→
 ; )x(flim

-x 0→
  et interpréter les résultats obtenus  

2°)Etudier la dérivabilité de f en point d’abscisse x=1 et interpréter le résultat obtenu. 
3°) Etudier la dérivabilité de f en point d’abscisse x=-1 et interpréter le résultat obtenu. 

4°)Montrer que : ] [ { }0-1,1-x ∈∀  : f’(x) = 
22 x-1x

1-
 

5°)Dresser le tableau de variation de la fonction f . 
6°)Montrer que f réalise une bijection de ] [1,0 sur un intervalle J que l’on précisera . 

Séries d’exercicesSéries d’exercicesSéries d’exercicesSéries d’exercices                                                                                    4444èmeèmeèmeème    MathsMathsMathsMaths    

                                                                    Fonction réciproqueFonction réciproqueFonction réciproqueFonction réciproque    



M
ath

s au
x
 lycées , S

ite éd
u
catif *

*
*
 h
ttp

://m
ath

s-akir.m
id
ib
lo
g
s.co

m
/*

*
*
 M

ath
s au

x lycées , S
ite éd

u
catif *

*
*
 h
ttp

://m
ath

s-akir.m
id
ib
lo
g
s.co

m
/ 

 

 

29 

7°)Expliciter f -1(x) pour tout x de J . 
8°) Représenter dans le même repère R la courbe C et C’ de f -1 . 
Partie B 

Soit g la fonction définie sur 








2
,0
π

 par g(x) = ( )xcosf  

1°) Montrer que pour tout x de : 








2
,0
π

 , g(x) = 1 + tan(x) 

2°)Etudier le sens de variation de la fonction g . 

3°) Montrer que l’équation : g(x) = x admet une unique solution α  dans 








2
,0
π

et vérifier que : 

4
0

π
α <<  

5°) Montrer que g réalise une bijection de 








2
,0
π

 sur un intervalle K qu l’on précisera 

6°)Montrer que g -1 est dérivable sur K et Kx ∈∀  : ( )
2x2²x

1
)x(g

'1

+−
=−  

EXERCICE N°6 
Soit la fonction f définie sur [ [+∞,1  par : f(x) = x + 1²x −  
1°)Montrer que f est dérivable sur ] [+∞,1  et calculer f’(x) . 
2°)Etudier la dérivabilité de f à droite en 1 et interpréter le résultat obtenu. 
3°)Dresser le tableau de variation de f .  
4°)Montrer que f réalise une bijection de [ [+∞,1  sur un intervalle J que l’on précisera . 

5°)Montrer que pour tout x de J : f -1 (x) = 
x2

²x1 +
 

6°)On désigne par C et C’ les courbe respectives de f et f-1 dans même repère orthonormé . 
montrer que la droite D : y = 2x est une asymptote oblique à C. 
7°)Tracer C et C’ . 

8°)Soit g la fonction définie sur 








2
,0
π

 par g(x) = 








)xcos(
1

f  

a) Montrer que pour tout x de 








2
,0
π

 , g(x) = 
)xcos(
)xsin(1 +

 

b) Montrer que g réalise une bijection de 








2
,0
π

 sur un intervalle K qu l’on précisera . 

c) Montrer que g -1  est dérivable sur K et pour tout x de K : ( )
²x1

2
)x(g

'1

+
=−  

EXERCICE N°7 

Soit f : R →  R ; x 
] ]
] [




+∞∈−+
∞−∈++
,0xsix²x1

0,xsi1x12x3

a  

1°)Calculer : )x(flim
x +∞→

 et )x(flim
x −∞→

 

2°)Etudier la continuité de f sur Df  
3°)Etudier la dérivabilité de f en o . 
4°)Calculer f’(x) puis dresser la tableau de variation de f . 
5°)Montrer que l’équation f(x) = 0 admet dans ] ]0,∞−  une solution unique α .  

Vérifier que 






−∈ 0,
12

1
α  

6°)Soit g la restriction de f sur ] [+∞,0 . 
a) Montrer que g réalise une bijection de ] [+∞,0  sur un intervalle J que l’on precisera . 
b) Soit g -1 la fonction réciproque de g . 
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i) Etudier la continuité et la dérivabilité de g -1 sur J 
ii) Expliciter g -1(x) ; pour tout x de J . 

 
EXERCICE N°8 

Soit 










≤≤π−






 π+=

>−+=

0x
4

si
4

xtan
2
1

)x(f

0xsi
²x

11²x
)x(f

x:f a  

1°) Etudier la continuité et  la dérivabilité de f sur sa domaine de définition. 

2°)Soit g la restriction de f à 






 π− 0,
4

. 

a- Montrer que g est une bijection de 






 π− 0,
4

 sur un intervalle J que l’on précisera. 

b- Déterminer le domine de dérivabilité de 1g− , puis expliciter ( ) )x(g 1 ′−  

3°)a-Monter que l’équation 0x)x(g =+ admet une solution unique 






 π−∈α 0,
4

 

    b-En déduire que le point ( ) ( ) Dg,I 1 I−ζ∈αα−  où ( )1g−ζ  est la courbe représentative de 1g−  dans 
un repère orthonormé et D est la droite dont une équation cartésienne est : y = -x . 
 
EXERCICE N°9 

Soit f la fonction définie sur 






 ππ−
2

,
2

par : xtan)x(f = . 

1°)Montrer que f réalise une bijection de 






 ππ−
2

,
2

sur R. 

2°)Soit h la fonction réciproque de f. Montrer que h  est dérivable sur R et calculer )x('h  pour tout 
Rx ∈  

 3°)Soit φ  la fonction définie sur [ [1,0  par : 








−
+=ϕ

x1
x1

h)x( . 

a- Montrer que ϕ  est dérivable sur [ [1,0  et calculer )x('ϕ  pour tout [ [1,0x ∈ . 

b- En déduire que : [ [1,0x ∈∀ , )x(h
4

)x( +π=ϕ . 

4°)Soit g la fonction définie sur [ [1,0  par : )x(h)x21(
x1
x1

h)x(g +−








−
+= . 

a- Montrer que g est deux fois dérivable sur [ [1,0  et calculer )x('g  et )x(g ′′ . 
b- Etudier les variations de 'g  sur [ [1,0 puis en déduire celles de g . 

c- En déduire qu’il existe un unique réel ] [1,0c ∈  tel que 
c8

tanc
π=  

5°)a-Montrer que l’équation : )x(h2)x2(h =−  admet au moins une solution R∈α  

     b-Montrer que α  vérifier : 01323 =+α−α−α  
                                                                         
EXERCICE N°10 

Soit 
11x

11x
x:f

3

−+
−+

a  

1°)Déterminer le domaine de définition fD  de f. 
2°)Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur fD  . 
3°)Montrer que f admet un prolongement par continuité en 0, définir ce prolongement. 
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31 

 
EXERCICE N°11 

Soit f la fonction définie sur 






 π
3

,0  par : 3 1xcos2)x(f −=  

1°)Etudier le dérivabilité de f sur 






 π
3

,0 . 

2°)Montrer que f est une bijection de de 






 π
3

,0  sur [ ]1,0 . 

3°)Soit 1f −  la réciproque de f, calculer ( ) 





 −

′− 31 13f  

4°)Préciser le domine K de la dérivabilité de 1f − . 

5°)Déterminer l’expression de ( ) )x(f 1 ′−  pour tout x de K. 
EXERCICE N°12 
Soit f la fonction définie sur [ [+∞,0  par 3 xx)x(f += . 

1°)Soit ] [+∞∈ ,0x . Montrer que pour tout [ ]1x,x +∈β  on a : 
( )

1
²x.3

1
)(f1

²1x.3

1
33

+≤′≤+
+

β  

2°)En déduire que pour tout ] [+∞∈ ,0x  on a : 
( )

1
²x.3

1
)(f1

²1x.3

1
33

+≤β′≤+
+

 

3°)En déduire ( )33

x
x1xlim −+

+∞→
 

EXERCICE N°12 

Soit f : R →R ; x a f(x)=














≥−+

<<
≤

2
1

xsi1x2x

2
1

x0si²x2

0xsix3

 

1°)Etudier la continuité de f sur R 
2°)Montrer que f réalise une bijection de R sur R. 

3°)Etablire que : 














≥−+

<<

≤−−

=−

2
1

xsix21x

2
1

x0si
2
x

0xsix

)x(f

3

1  

EXERCICE N°13 

Soit f la fonction définie sur 






 π
2

,0  par : f(x) = 
)xsin(

1
 

1°)Etudier les variations de f . 

2°)Montrer que f est une bijection de 






 π
2

,0  sur un intervalle I que l’on déterminera . 

3°)On désigne par g la fonction réciproque de f. Calculer : g(1) , g( 2 ) et g(2). 

4°)Montrer que g est dérivable sur I et que : Ix ∈∀  : 
²x1x

1
)x('g

+
−=  

5°)Soit h la fonction numérique définie sur 






 π
2

,0  par : h(x) = f(x) + 
4
1

 

Montrer que l’équation h(x) = x admet une solution unique x0 telle que : 
2

x
3 0

π<<π
. 
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EXERCICE N°13 

Partie I : On considère la fonction g définie sur [ [1,0  par : 
²x1

x2
)x(g

−
= . 

1°)Montrer que g n’est pas dérivable à droite en 0. 
2°)Etudier les variations de g et en déduire que g admet une fonction réciproque 1g−  définie sur un 
intervalle I que l’on déterminera.  
3°)Expliciter )x(g 1−  pour Ix ∈  

4°)Vérifier que pour tout 






 π∈
2

,0x  : xtan
2
x

tang =







. 

Partie II : On considère la fonction f définie sur 






 π
2

,0  par : 1xtan2)x(f −=  

1°)Etudier la dérivabilité de f à droite en 0. Interpréter graphiquement le résultat. 

2°)Dresser le tableau de variations de f et en déduire que f est une bijection de 






 π
2

,0  sur un 

intervalle J que l’on déterminera. 

3°)Montrer que pour tout x de 






 π
2

,0  : 1)x('f > . 

4°)Montrer que l’équation f(x) = x admet dans 






 π
2

,0  une solution unique α  et vérifier que 








 ππ∈α
4

,
6

 

5°)En déduire le signe de : f(x) – x  

6°) On considère la suite u définie sur N par 




=
=

−
+ )u(fu

2u

n
1

1n

0  

a- Montrer que pour tout n de N : α≥nu  
b- Montrer que la suite u est décroissante. 
c- En déduire que u est convergente et donner sa limite. 

Partie III : On considère la fonction  définie sur 






 π
2

,0  par xtan)x( =ϕ  

1°)Montrer que ϕ  admet une fonction réciproque 1−ϕ  définie sur un intervalle 'J  que l’on déterminera. 

2°)Montrer que pour tout x de ] [+∞,0  on a : ( )
4

1

x1
x2

)x(
+

=
′

ϕ−  

3°)Calculer )1(1−ϕ  et montrer que pour tout x de ] [+∞,0  : 
2x

1
)x( 11 π=







ϕ+ϕ −−  

EXERCICE N°14 

Partie I : Soit la fonction f définie sur ] [1,1−  par : 
²x1

x
1)x(f

−
+−=  

1°)Etudier les variations de f. 

2°)Montrer que l’équation f(x) = x admet dans ] [1,1−  un solution unique α  et que 
5
4>α  

3°)En déduire le signe de f(x) – x . 
4°)Montrer que f réalise une bijection de  ] [1,1−  sur R. 

5°)Montrer que , pour tout x de R on a : 
)²1x(1

1x
)x(f 1

++
+=−  

Partie II : Soit la suite u définie sur N par 
[ ]





=
α∈

−
+ )u(fu

,0u

n
1

1n

0  

1°)a-Montrer que , pour tout n de N, α≤≤ nu0 . 
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     b-Montrer que la suite u est croissante. 
     c-En déduire que u est convergente et calculer sa limite. 

2°)Montrer que pour tout +∈Rx  on a : ( )
22

1
)x(f 1 ≤

′−  

3°)Montrer que pour tout n de N on a : α−≤α−+ n1n u
22

1
u  . 

4°)En déduire que pour tout n de N on a : α−







≤α− 0

n

n u
22

1
u . Retrouver n

n
ulim

+∞→
. 

Partie III : Soit la fonction h définie sur ] [1,1−  par : 














 π−= x
2

sinf)x(h . 

1°)Montrer que pour tout x de ] [1,1−  : 






 π−−= x
2

tan1)x(h  

2°)Montrer que h établit une bijection de ] [1,1−  sur R. 

3°)Montrer que 1h−  est dérivable sur R et que ( ) ( ))²1x(1
2

)x(h 1

++π
−=

′−  

4°)Soit pour tout x de R* la fonction H tel que : 






 −+−= −− 1
x
1

h)1x(h)x(H 11 . 

a- Montrer que H est dérivable sur R et déterminer )x(H′ . 

b- Calculer  








2
1

H et 






−
2
1

H . En déduire que : 




<=
>−=

0xsi1)x(H
0xsi1)x(H

 

5°)Pour tout n de N on a : ∑
=

−−















−+






=
n

1k

11
n k

1
h

k
1

hv  et 
n
v

w n
n = . 

a- Donner la valeur de 






 +
k
1

1H . En déduire que : *Nk ∈∀  : 1
1k

1
h

k
1

h 11 −=








+
−+







 −−  

b- Montrer que pour tout n de *N  : 








+
−−= −

1n
1

hnv 1
n . En déduire que la suite w est 

convergente et donner sa limite. 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



M
ath

s au
x
 lycées , S

ite éd
u
catif *

*
*
 h
ttp

://m
ath

s-akir.m
id
ib
lo
g
s.co

m
/*

*
*
 M

ath
s au

x lycées , S
ite éd

u
catif *

*
*
 h
ttp

://m
ath

s-akir.m
id
ib
lo
g
s.co

m
/ 

 

 

34 

 
 
 
 

On note par , I : un intervalle de R  et f une  fonction définie sur I 
Définition :  
Une primitive de f sur I est une fonction F dérivable sur I et telle que : pour tout x de I on a : 

)x(f)x(F =′  
Théorème 1  
Toute fonction continue sur I admet une primitive sur I 
Théorème 2 
Soit f une fonction continue sur I, alors f admet une infinité de primitives sur I et si F est l’une d’entres 
elles, toute autre primitive G de f sur I est définie par : G(x) = F(x) + constante 
Théorème 3 
Soit f une fonction continue sur I. x0 est un réel donné de I et y0 est un réel donné. 
Alors il existe un primitive G de f sur I et une seule telle que G(x0) = y0 

Théorème 4 
F et G sont des primitives respectives de f et g sur I, alors :aF+ bG est une primitive de af + bg  sur I 
Primitives des fonctions usuelles 
F désigne une primitive de la fonction f sur un intervalle I et a , φω,  des réels avec 0≠ω  

{ } ] [ ] [

[ [

( ) ( )

( ) ( )

cxtanx
2

,
2

x²tan1x

cxsin
1

xRxcosx

cxcos
1

xRxsinx

cxcosxRxsinx
cxsinxRxcosx

cxx
3
2

x,0xx

c
1n

x
x0,ou,01Nn,

x
1

x

c
1n

x
xRNn,xx

caxxRax
FIf

1n
*

n

1n
*n

+






 ππ−+

+φ+ω
ω

φ+ω

+φ+ω
ω

−φ+ω
+−

+

++∞

+
+−

∞−+∞−∈

+
+

∈

+

+−

+

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

 

Calcul de primitives 
F désigne une primitive de la fonction f sur un intervalle I et u et v deux fonctions dérivable sur I. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fiche de cours          Fiche de cours          Fiche de cours          Fiche de cours                                                      4444èmeèmeèmeème    MathsMathsMathsMaths    
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EXERCICE N°1 
La parabole ci-contre est la courbe représentative d’une fonction 
polynôme du second degré f dans un repère orthogonal. 
( 1i =  ; 5j = ) 

  
Parmi les trois représentations graphiques ci-dessous, une courbe ne représente pas une primitive 
de la fonction f . Laquelle ? (justifier la  réponse) 

Figure 1 

 

Figure 2 

 

Figure 3 

 
 
EXERCICE N°2   
Déterminer les primitives de chacune des fonctions suivantes sur l’intervalle I. 

1°) 
)²1x²x(

1x2
x:f

++
+

a  ; I = R 

2°) )1x²x)(1x2(x:f +++a  ; I = R 

3°)
1x²x

1x2
x:f

++
+

a  

4°) )1x²xsin()1x2(x:f +++a  ; I = R 
5°) xcosxxsinx:f +a  ; I = R 
 

6°) 
²x1

x
x:f

−
a  ; I = ]-1,1[ 

7°)
x²sin

1
x:f a   ; [,0]I π=  

8°) f : xa cosx.cos2x  ; I = R 

9°)
²x

xsinxcosx
x:f

+
a  ; [,0]I +∞=  

10°)
( )3x2²x

1x
x:f

+
+

a  ; [0,2]I −=  

 
EXERCICE N°3 
1°)Déterminer trois réels a, b et c tels que : x2 = a.(x - 1)2 + b.(x - 1) + c. 
2°) En déduire les  primitives de f sur R tel que ( )20092 1xx)x(f −=  
EXERCICE N°4 
 Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = x.cos x. 
1°)Déterminer la dérivée de la fonction g définie sur R par : g(x) = x.sin x. 
2°)En déduire une primitive de f sur R 
EXERCICE N°5 
Soit la fonction f définie sur R par : f(x) = acosx +bcos3x  où a et b deux réels . 
1°)Calculer )x(f ′  et )x(f ′′  
2°)Comparer f(x) et )x(f ′′ En déduire les primitives de f dans R . 

O 

O O 
O 

Séries d’exercicesSéries d’exercicesSéries d’exercicesSéries d’exercices                                                                                    4444èmeèmeèmeème    MathsMathsMathsMaths    
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EXERCICE N°6 

Soit la fonction f définie  par : f(x) = 
)²4²x(

x8
−

 

1°)Prouver qu’il existe deux réels a et b telles que : pour tout x de { }2,2R −− : on ait :   

f(x) = 
)²2x(

a
−

+
)²2x(

b
+

 

2°)Déduire les primitives sur ] [2,2−  de f . 
EXERCICE N°7 

Soit f la fonction définie sur l’intervalle I = ]-∞ ; 2[ par : 
( )22x

)4x(x
)x(f

−
−=  

1°) Déterminer les réels a et b, tels que pour tout réel x de l’intervalle I = ]-∞ ; 2[ :
( )22x

b
a)x(f

−
+=  

2°) En déduire la primitive de f sur l’intervalle I = ]-∞ ; 2[ qui s’annule en x = 1. 
 
EXERCICE N°8 

1°)Déterminer une primitive sur 






 π
4

,0  de la fonction : 
x²cos

1
x a  

2°)On considère le fonction G, définie sur 






 π
4

,0  par : 
xcos

xsin
)x(G

3
= . 

Montrer que G est dérivable sur 






 π
4

,0 , et que : 
x²cos

2
xcos

3
)x(G

4
−=′  

3°)En déduire une primitive, sur 






 π
4

,0 , de la fonction : 
xcos

1
x:f

4
→  

EXERCICE N°9 

Soit la fonction f définie sur 






 ∞−
2
3

,  par : f(x) = ( ) x231x²x −++  

1°)Montrer que : x² = 
4
9

2
)x23(3

4
)²x23( +−−−

 

2°)Déterminer alors le primitive de f dans 






 ∞−
2
3

, qui s’annule en 1 

EXERCICE N°10 

1°)Montrer que la fonction 
²x1

1
x:f

+
→  admet des primitives sur R.  

On notera alors F la primitive de vérifiant F(0)=0. 
2°)Etudier la parité de F et préciser le sens de variations de F sur R. 
3°)Etudier les variations de la fonction  sur ] [+∞,0  

4°)En déduire qu’il existe une constante c telle que, pour tout x > 0 , on ait : ( ) 






−=
x
1

FcxF  

5°)Montrer que ( ) cxFlim
x

=
+∞→

 

6°)On pose, pour tout x de 






 ππ−
2

,
2

, xtan)x(g = . 

a- Montrer que la fonction x)x(gFx: −ϕ oa  est dérivable sur 






 ππ−
2

,
2

, et calculer )x('ϕ . 

b- En déduire que, pour tout x de 






 ππ−
2

,
2

, x)x(gF =o . 
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c- Déterminer alors ( ) ( )














3
3

Fet3F,1F  

d- Montrer que 
2

c
π=  

EXERCICE N°11 

Soit la fonction f définie sur l’intervalle [0 ; +∞[ par : 
1xx

1x
)x(f

2

2

++
+= . 

1°) a) Calculer la limite de f en +∞. 
b) Etudier les variations de f sur [0 ; +∞[ et dresser son tableau de variations. 
2°) Soit F la primitive de f sur [0 ; +∞[ telle que F(0) = 0. On ne cherchera pas à exprimer F(x). 
a) Pourquoi peut-on affirmer l’existence de F sur [0 ; +∞[ ? 
b) Quelles sont les variations de F sur [0 ; +∞[ ? 

3°) On définit sur [0 ; +∞[ les fonctions H et K par  H(x) = F(x) – x  et K(x) = F(x) – 
3

2 x. 

a) Etudier, sur [0 ; +∞[, les variations de H et K.  

b) En déduire que, pour tout x ≥ 0, on a : 
3

2 x ≤ F(x) ≤ x. 

c) En déduire la limite de F en +∞. 
4°) a) Démontrer que l’équation  F(x) = π  admet une solution unique α sur [0 ; +∞[. 

b) Montrer que l’on peut préciser :  π ≤ α ≤ 
2
3 π. 
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Notion d’intégrale d’une fonction 
 
Le plan étant muni d'un repère orthogonal (O ; i , j ) , on définit les points I, Jet K par OI  = i , OJ = j  
 et OIKJ rectangle.  
L'aire du rectangle OIKJ définit alors l'unité d'aire (u.a.).  
 
 
Aire et intégrale d'une fonction positive 
 
Définition  
Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b] et C sa courbe représentative dans le 
repère (O ; i , j ) 

L'intégrale de a à b de f est le réel noté ∫
b

a
dx)x(f , égal à l'aire, exprimée en unités d'aire, du domaine 

D  délimité par C, l'axe des abscisses et les droites d'équations x = a et x = b. 
 
Remarque 
a et b sont les bornes de l'intégrale et x est une variable muette :  
elle n'intervient pas dans le résultat. On peut la remplacer par les lettres t ou  

u, ainsi : ∫
b

a
dx)x(f = ∫

b

a
dt)t(f = ∫

b

a
du)u(f  

 
 Valeur moyenne  
 
Définition  
Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b] avec a < b. La valeur moyenne de f sur 

[a ; b] est le réel µ = ∫−
b

a
dx)x(f

ab
1

 

     
La valeur moyenne de f sur [a ; b] est donc le réel µ tel que le rectangle de dimensions µ et b - a soit 
de même aire que le domaine D délimité par la courbe représentant f, l'axe des abscisses et les droites 
d’équations  
x = a et x = b 
 
 
 
 
 
                                                                                              
 
Intégrale et primitive 
 
Intégrale d’une fonction continue, positive et croissante sur un intervalle [a ; b]  
 
Théorème : 
Soit f une fonction continue, positive et croissante sur un intervalle I = [a ; b] . On note C, sa courbe 
représentative dans le plan muni d'un repère orthogonal. 

On définit sur [a; b] la fonction A : x ∫
x

a
dt)t(fa  et on fixe x0 dans [a ; b]  
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la fonction A est dérivable sur I et sa dérivée est f 
 
Primitive d’une fonction continue 
Théorème  
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b] 

*)La fonction Φ définie sur [a ; b] par Φ(x) = ∫
x

a
dt)t(f  est :L’unique primitive de f sur [a ; b] qui 

s’annule en a 
Remarques  
• La fonction Φ, définie dans le théorème, est donc dérivable sur [a ; b] , de dérivée f 
Ce résultat montre que toute fonction continue sur [a ; b] admet une, donc des primitives sur [a ; b]  
Plus généralement, toute fonction continue sur un intervalle I quelconque admet des primitives  

• Soit F une primitive quelconque de f sur [a ; b], alors ∫
b

a
dt)t(f  = F(b) - F(a)  

*)Soit u une fonction dérivable sur un intervalle J tel que I)J(u ⊂ . Alors la fonction F définie sur J par 

∫=
)x(u

a
dt)t(f)x(F  est dérivable sur J et ( ))x(uf)x('u)x('F = , pour tout x de J. 

*)Soit I un intervalle centré en 0 et soit a un réel de I. 

• Si f est impaire alors 0dt)t(f
a

a
=∫−

 

• Si f est paire alors ∫∫ =
−

a

0

a

a
dt)t(f2dt)t(f  

• Si f périodique de période T  alors ∫∫ =
+ T

0

Ta

a
dt)t(fdt)t(f  

 Propriétés de l’intégrale 
 Relation de Chasles  
Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Pour tous réels a, b et c de I, on a :  

∫
c

a
dx)x(f = ∫

b

a
dx)x(f  + ∫

c

b
dx)x(f  

 
Linéarité  
Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et k un réel.  
Pour tous réels a et b de I, on a :  

∫ +
b

a
dx)x)(gf(  = ∫

b

a
dx)x(f  + ∫

b

a
dx)x(g          et             ∫

b

a
dx)x)(f.k(  = k × ∫

b

a
dx)x(f  

 
 Intégrales et inégalités  
Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I de , et a, b deux réels appartenant à I.  
 

Si a ≤ b et f ≥ 0 sur l'intervalle I, alors ∫
b

a

dx)x(f ≥ 0. Si a ≤ b et f ≤ 0 sur l'intervalle I, alors ∫
b

a

dx)x(f ≤ 0. 

Si a ≥ b et f ≥ 0 sur l'intervalle I, alors ∫
b

a

dx)x(f ≤ 0. Si a ≥ b et f ≤ 0 sur l'intervalle I, alors ∫
b

a

dx)x(f ≥ 0. 

 
Conservation de l’ordre  
 
Soit f et g deux fonctions continues sur [a ; b]. Si f ≤ g sur [a ; b], c'est-à-dire si, pour tout réel x de  

[a ; b], f(x) ≤ g(x) , alors ∫
b

a

dx)x(f  ≤ ∫
b

a

dx)x(g  

Inégalités de la moyenne  
Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et a et b deux réels de I.  

� Si a ≤ b et s'il existe deux réels m et M tels que m ≤ f (x) ≤ M, pour tout réel x de [a ; b]   
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alors   m(b – a) ≤ ∫
b

a

dx)x(f  ≤ M(b – a) 

� S'il existe un réel M positif tel que | f | ≤ M sur I, alors ∫
b

a

dx)x(f  ≤ M | b – a | 

Intégration par parties 
Soit u et v deux fonctions dérivables sur l'intervalle I telles que u' et v' soient continues sur I. Pour tous 

réels a et b de I, on a : ∫∫ ×−×=×
b

a

b

a

b
a dx)x('v)x(u)]x(v)x(u[dx)x(v)x('u  

Aire d'un domaine compris entre deux courbes 
Théorème : 
Soit f et g deux fonctions continues, a et b deux réels de I tels que a ≤  b. 

l'aire en u.a. du domaine limité par les courbes C f et C g  sur [a, b]  est le réel ∫ −
b

a

dt)t(f)t(g  

O I

J

a b

 

O I

J
a b

 

O I

J

a b

c d

 

∫=
b

a

dx)x(fA  ∫−=
b

a

dx)x(fA  ∫∫∫ +−=
b

d

d

c

c

a

dx)x(fdx)x(fdx)x(fA  

 Volume d'un solide 
L'espace est muni d'un repère orthonormal (0, J, J, K) et l'unité de volume (u.v.) est le volume du cube 
construit sur (0, J, J, K). 
Théorème 

On considère un solide (Ɖ) limité par les plans parallèles d'équations :                                        
 z = a et z = b (a )b≤  

 
z = a et z = b (a ≤   b).  
Pour tout z (a ≤  z ≤ b), on note :  

• P z le plan perpendiculaire à (Oz) et de cote z ; 
• S z  l'aire de la section du solide par le plan P z. 

Lorsque S  est une fonction continue sur [a, b] , le volume  V du solide  est calculé (en u.v.) par : 
 

 V = ∫
b

a

dz)z(S . 

� Soit f une fonction continue et positive sur [a,b]. le volume V du solide de révolution engendré par 

la rotation de l’arc { }bxaet)x(fy/)y,x(MAB ≤≤==
∩

 autour de l’axe ( )i,O  est le réel :

∫π=
b

a

2 dx)x(fV  
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EXERCICE N°1 
Calculer les intégrales suivants :  

dt2t
4

0∫ −   ,  ( )∫− −−
2

1
dx1xx   , ( )∫

π
2

0
dtt²sin   , ( )∫

π
2

0
dxx²cos  , ( )∫

π
4

0
dxx²tan , ( )∫

π
2

0
dttxsin , ∫− +

1

1 14

2009

dx
1x

x
 , 

∫ +

1

0
dx

1²x

x
 , ∫

π
2

0
dt)tsin(t  ,  ∫

π
2

0
dt)tsin(²t , ∫ −

1

0
dtt1t , ∫

π

π

−2

4 x
xsinxcosx

 , 

( )∫ ++π+
1

0
dt1t²tsin)1t2(  

EXERCICE N°2 
On considère la fonction f définie sur R par : f(x) = xsin4  
1°)Exprimer xsin2  ainsi que cos²x en fonction de cos2x. 
2°)Exprimer xsin4  en fonction de cos2x et cos4x 

3°)Calculer  ∫
π
8

0
dx)x(f  

EXERCICE N°3 
1°)Soit f une fonction dérivable sur [ ]b,a et sa dérivé  f ′  est continue sur [ ]b,a . 

Montrer que )a(af)b(bfdx)x(fdx)x(fx
b

a

b

a
−=+′ ∫∫  

2°)Calculer ∫ +
1

0
dx1x  et en déduire ∫ +

1

0
dx

1x

x
 

EXERCICE N°4 
Soit f la fonction définie par : xx4)x(f −=  pour tout x de [ ]4,0 . 

1°)Montrer que f admet une fonction réciproque 1f −  que vous calculez. 

2°)Soit [ ]4,0a ∈ , calculer les intégrales : ∫=
a

0
dx)x(f)a(I   et ∫

−=
)a(f

0

1 dy)y(f)a(J  

3°)Vérifier que )a(af)a(J)a(I =+ . Interprétez géométriquement cette dernière relation. 
EXERCICE N°5 

On considère l’intégrale : ∫ −=
1

0

n
n dxx1xI   , Nn ∈ .  

1°)Justifier l’existence de nI  et déterminez une relation de récurrence de nI  et 1nI −  pour tout n de N*. 

2°)Calculer ∫ −=
1

00 dxx1I  et 1I  

3°)Calculer nI  en fonction de  n. 
4°)En faisant un changement de variable et en utilisant la formule du binôme, donnez un autre 
expression de nI . 
EXERCICE N°6 
Dans le plan P orienté par un repère orthonormé ( )j,i,O . 

1°)Soit f la fonction numérique à variable réelle définie par ²x4x)x(f −+= . 
Etudier f et construire sa courbe 1ζ  dans P. 

2°)oit g la fonction définie sur [ ]π,0  par dt²t4)x(g
xcos2

0∫ −= . 

a)Montrer que g est dérivable sur [ ]π,0  et que x²sin4)x('g −= . 

b)Calculer 






 π
2

g . En déduire l'expression de g(x) en fonction de x . 

Séries d’exercicesSéries d’exercicesSéries d’exercicesSéries d’exercices                                                                                    4444èmeèmeèmeème    MathsMathsMathsMaths    
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3°)On note par 2ζ l'image de 1ζ  par le symétrie centrale de centre O et on pose 21 ζζ=ζ U . 

Construire 2ζ  et donner une équation cartésienne de ζ  dans le repère ( )j,i,O . 
EXERCICE N°7  

La suite de Wallis définie par : ( )∫
π

= 2
0

n
n dttcosw  où n est un entier naturel  

1°) Calculer w0 et w1 
2°) Montrer que la suite ( nw ) est décroissante 
3°) Montrer, pour tout entier naturel n : nw ≥ 0. En déduire que la suite ( nw ) est convergente. 

4°)Montrer que pour tout n de N :  n2n w
2n
1n

w
+
+=+  

5°)Montre que pour tout n de N :   
n

n
n2

n2 42
C.

w
×

π=     et    
)!1n2(

)²!n(4
w

n

1n2 +
=+  

6°)Montrer pour tout entier naturel n, 0 < 
2n2
1n2

+
+ ≤  

n2

1n2

w
w + ≤ 1     

En déduire  que  1
w

w
Lim

n2

1n2

n
=+

+∞→
 

7°)Etablire la formule de Wallis : 
21n2

1
)1n2(......531

n2.......642
Lim

2

n

π=
+









−××××
××××

+∞→
 

 
8°) Montrer que la suite (un)  de terme général ( ) 1nnn ww1nu ++= est constante.  
EXERCICE N°8  

Soit In = ∫− −
1

1

n2 dx)1x( .  

1°) Démontrer que pour tout entier n supérieur ou égal à 1 : (2n + 1) In = -2n In-1. 
2°) En déduire l'expression de In en fonction de n. 
EXERCICE N°9  

p et q étant deux nombres entiers positifs ou nuls, on pose : B(p, q) = ∫ −
1

0

qp dtt)(1t . 

1°) Comparer B(p, q) et B(q, p). 

2°) Etablir la relation : B(p, q) = )1q,1p(B
1q

p +−
+

 (p ≥ 1). 

3°) Calculer B(0, n) pour tout n appartenant à N ; en déduire B(p, q).  
EXERCICE N°10 

Pour n entier naturel non nul on définit la suite (Sn) par :Sn = 3/13/13/1 n
1

3
1

2
1

1 ++++ K  

1°) Justifier pour k entier naturel non nul l'encadrement : 
3/1

1k

k 3/13/1 k
1

x
dx

)1k(
1 ≤≤

+ ∫
+

 

2°) En déduire l'encadrement : ∫∫ +≤≤
+ n

1 3/1n

1n

1 3/1
1

x
dx

S
x
dx

. 

3°) que peut-on dire de la suite (Sn) ? 
4°) A l'aide d'encadrements analogues, montrer que la suite (Tn) définie par : 

Tn = 
3/43/43/4 n

1
3

1
2

1
1 ++++ K  est convergente. 

EXERCICE N°11 

On définit la suite u par :un = ∫
π +4/

0

2n2 dt)t(tan . 

1°) a) Rappeler la valeur de la dérivée de la fonction tangente sur 






 ππ−
2

,
2

 

      b) Calculer alors u0. 
2°) Montrer que la suite u est décroissante. 
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3°) Montrer que quel que soit n dans N : un+1 + un = 
3n2

1
+

. 

4°) En déduire que pour tout n dans N : 
)1n2(2

1
u

)3n2(2
1

n +
≤≤

+
puis calculer n

n
ulim

∞→
 et n

n
nu2lim

∞→
 

5°) On pose Sn  = ∑
= +

−n

0k

k

1k2
)1(

 

a) Montrer que pour tout n dans N : Sn = n
nu)1(

4
−+π

 

b) En déduire la limite de Sn lorsque n tend vers +∞. 
EXERCICE N°12 

On considère le fonction f définie par : dx
x

)xysin(
)y(f

2
∫

π
π= . 

1°)Justifier l’existence de f  pour tout y de R. 
2°)Montrez, en utilisant la formule de la moyenne que , si a et b deux réels, tels que a < b, il existe

[ ]b,ac ∈ , tel que ccos
ab

asinbsin =
−
−

. 

3°)Montrez les inégalités abasinbsin −≤−  et abacosbcos −≤− , pour tout a et b de R. 

4°)Soit Ry0 ∈ . On pose dx)xycos(A
2

0∫=
π

π . 

Montrer que 0A
yy

)y(f)y(f
lim

0

0

yy 0

=







−

−
−

→
. En déduire que f  est dérivable au point 0y  et exprimer 

)y('f 0  
EXERCICE N°13 
Soient f et g des fonctions continues sur [ ]b,a . 

1°)a-Quel est le signe de [ ]∫ +
b

a

2 dt)t(xg)t(f , où x  désigne un nombre réel ?. 

    b-En déduire l’inégalité suivante, appelée de Schwarz : [ ] [ ]∫∫∫ ×≤



 b

a

2b

a

2
2b

a
dt)t(gdt)t(fdt)t(g)t(f  

2°)Démontrer que si f et g sont positives sur [ ]b,a ( )ba < et pour tout x de [ ]b,a : 1)x(g)x(f ≥× , alors :

( )²abdx)x(gdx)x(f
b

a

b

a
−≥∫∫  

EXERCICE N°14 
Soient f et g des fonctions continues sur [ ]b,a . ( )ba <  
1°)Justifier , l’existence de  deux réel m et M tel que , pour tout x de [ ]b,a  : M)x(fm ≤≤  

2°)Démontrer que si g(x) garde une signe constante sur [ ]b,a  alors M
dt)t(g

dt)t(g)t(f
m

b

a

b

a ≤≤
∫

∫
 

EXERCICE N°15 
Soient f  une fonction continues sur [ ]b,a .  

1°)Justifier , l’existence d’un réel M tel que , pour tout x de [ ]b,a  : M)x(f ≤  

Par la suite on suppose que a < b et M >0. 

2°)Prouver que ( ) nb

a

n
Mabdt)t(f −≤∫ . 

3°)Démontrer que Mdt)t(flim n
b

a

n

n
≤∫+∞→

 

4°)Démontrer que , quel que soit le réel 0>ε , il existe un intervalle [ ] [ ]b,a, ⊂βα  tel que, pour tout x 

de [ ]βα, : ε−≥ M)x(f . 

5°)En déduire que ( ) ( )α−βε−≥∫
nb

a

n
Mdt)t(f  
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EXERCICE N°16 

Soit la fonction f définie sur *R +  par : ∫ −=
1

0

a dxx1)a(f . 

1°)Prouver que , pur tout [ ]1,0x ∈  : aaa x
2
1

1x1x1 −≤−≤−  

2°)En déduire que : 
2a2
1a2

)a(f
a1

a
+
+<<

+
.Calculer )a(flim

a +∞→
 

 
EXERCICE N°17 
1°)Soit { }1x1,²x1y/)y,x(MC ≤≤−−==  et S le solide obtenu par rotation de C autour de 
l’axe (Ox).Calculer le volume de S. 
2°) Soit { }2x21,1xy/)y,x(MC ≤≤==  et S le solide obtenu par rotation de C autour de l’axe 
(Ox). 
Calculer le volume de S. 
3°)Déterminer le volume du cylindre engendré par les rotations d’axe (Ox) du segment de droite :  
y =R et hx0 ≤≤  avec *RR,h +∈  
 
EXERCICE N°18 

1°)Calculons le volume de S, définie par : 






≤≤

−≤+

3z0

z
3
2

2yx  

2°) Calculons le volume de S, définie par : 
( )





≤≤
≤
1z0

1y,xsup
 

3°) Calculons le volume de S, définie par : { 1²z²y²x ≤++  
4°) Calculons le volume de S où S est une sphère de rayon R. 
 
EXERCICE N°19 

On considère la fonction f définie sur [ [+∞,1  par 
3x

1
)x(f =  et on pose pour tout n de N* : ( )∑

=

=
n

1k
n kfs  

1°)Vérifier que f est décroissante et positive. 
2°)Montrer que ( )ns  est décroissante. 

3°)Calculer ∫
n

1
dt)t(f , 1n ≥  et en déduire que 

2
1

dt)t(f0
n

1
≤≤ ∫   et calculer 







∫+∞→

n

1n
dt)t(flim . 

4°)Montrer que pour tout entier 2k ≥  : ( ) ∫∫ −

+
≤≤

k

1k

1k

k
dt)t(fkfdt)t(f  

5°)En déduire que pour 1n ≥ : ( ) ∫∫ ≤−≤
+ n

1n

1n

2
dt)t(f1fsdt)t(f  

6°)En déduire que ( )ns  est convergente et donner un encadrement de sa valeur. 
 
EXERCICE N°20 
Soit f une fonction  définie , continue et croissante sur [ [+∞,0 . 

Soient pour tout n de N* : ∫
+

= n
1

1

0n dx)x(fI  et ∑
=








=
n

0k
n n

k
f

n
1

s . 

1°)Vérifier que ∫=
+∞→

1

0n
n

dx)x(fIlim  

2°)Montrer que pour tout entier k vérifiant nk0 ≤≤ on a  : 






 +≤≤







∫

+

n
1k

f
n
1

dx)x(f
n
k

f
n
1 n

1k

n
k  

3°)En déduire l'encadrement: nnn Is
n
1

1f)0(f
n
1

I ≤≤














 +−+   .  En déduire que ∫=
+∞→

1

0n
n

dx)x(fslim  

4°)Application : On prend px)x(f =  où p un entier tel que 2p ≥ . 
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Etablir que 
1p

1
n

n....21
lim

1p

pp

n +
=+++

++∞→
 

 
EXERCICE N°21 

Pour tout entier naturel n, on définit les nombres xn et yn par : ∫=
1

0

n
n dt tcos t x ,     ∫=

1

0

n
n dt tsin t y  

1°) Calculer x0 et x1. 
2°) Montrer que les suites (xn)n∈I, N  et  (yn)n∈I, N  sont décroissantes et qu'elles sont positives. On 
admettra que ces suites convergent. 
3°) Montrer, à l’aide de deux intégrations par partie, que pour tout entier naturel n, on a :  

),1sin(y)1n(x n1n ++−=+  et ),1cos(x)1n(y n1n −+=+  
En déduire que : 0xlimylim n

n
n

n
==

+∞→+∞→
,et    )1cos(nxlim n

n
=

+∞→
,      )1sin(nylim n

n
=

+∞→
 

 
EXERCICE N°22 
1°)Soit *Nn ∈ , On pose t)1n(iit

n e...e1s −+++=  , ] [π∈ ,0t . 
a) Donner en fonction de n et t , une autre expression de  ns   

b) En déduire que : t
2

1n
cos

2
t

sin

t
2
n

sin
ktcos

n

1k








 +









=∑
=

 

c) En déduire que 

2
t

sin2

t
2

1n2
sin

2
1

ktcos
n

1k








 +

+−=∑
=

 

2°)Pour tout  *Nn ∈ , on pose : ∫
π








 −
π

=
0n dt)ntcos(t

2
²t

I . 

a) Calculer ∫
π

0
dt)ntcos(t  

b) Calculer ∫
π

0
dt)ntcos(²t  

c) En déduire que 
²n
1

In =  

3°)Montrer que : ∫ ∑
π

=
+++=



















 −
π









0

n

1k ²n
1

...
²2

1
1dtt

2
²t

ktcos  

4°)Soit *Rx +∈ , ϕune fonction dérivable sur [ ]π,0  et 'ϕ  sa dérivé, est continue sur [ ]π,0 . 

a) Intégrer, une fois, par parties ∫
π

ϕ
0

dt)xtsin()t( . 

b) Montrer que : ∫∫
ππ

ϕ≤ϕ
00

dt)t('dt)xtcos()t('  

c) En déduire que 



 ϕ+πϕ+ϕ≤ϕ ∫∫

ππ

00
dt)t(')()0(

x
1

dt)xtsin()t(  

d) En déduire que 0dt)xtsin()t(lim
0x

=ϕ∫
π

+∞→
 

5°)Vérifier que pour [ ]π∈ ,0t  : =+ ∑
=

n

1k

ktcos21

2
t

sin2

t
2

1n2
sin 







 +
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6°)On pose ] ]













=−

π∈
−

π
=ϕ

0tsi2

,0tsi

2
t

sin

t
2
²t

)t(  

a) Montrer que ϕ  est continue sur [ ]π,0  
b) On suppose que ϕ  est dérivable sur [ ]π,0  et que sa dérivé 'ϕ  est continue sur [ ]π,0 . 

c) En déduire que : 
6²n

1
...

²2
1

1lim
2

n

π=






 +++
+∞→
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Définition 
La fonction logarithme népérien, notée ln, est définie sur ]0, + ∞[ , prend la valeur 0  en x = 1, est 

continue sur ]0, + ∞[ et admet pour dérivée la fonction x 
x
1

a .   ] [ ∫→+∞
x

1 t
dt

x,R,0:ln a  

 
Soit a et b deux réels strictement positifs et a1,a2,…an>0  

( )

( ) ( ) aln
2
1

alnalnnalnaln...alnalna...a.aln

aln
b
1

lnblnaln
b
a

lnblnalnb.aln

n
n21n21 ==+++=

−=






−=






+=

  
 • ln x < 0  si et seulement si  0 < x < 1
• lnx = 0   si et seulement si   x = 1 

• ln x > 0  si et seulement si  x ∈ ]1 ; + ∞[ 
• La fonction x xlna  est strictement croissante sur ]0 ; + ∞[ 
 
Soit n et m deux entiers naturels non nuls 

( )
0xlnxlim0

x
xln

lim1
1x
xln

lim1
x

x1ln
lim

0xlnxlim0
x
xln

limxlnlimxlnlim

nm

0xm

n

x1x0x

0xx0xx

===
−

=+

==−∞=+∞=

+

++

→+∞→→→

→+∞→→+∞→
 

 
Tableau de variations et courbe de ln 
la fonction ln réalise une bijection de 

R vers   R*
+  donc il existe un unique  réel, 

noté e, vérifiant  lne = 1. 
  
x 0            +∞  

x
1

 
            + 

ln(x)                +∞                 
−∞  

 
 
 
 
Dérivées et primitives  
 
1°) Dérivée de ln u 
Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I.  
La fonction x a ln (u(x)) , notée ln u, est dérivable sur I et on a :(ln u)' =

u
'u  

2°) Primitive de ln u  
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I qui ne s’annule pas sur I 
 

 
 
 

Fiche de cours          Fiche de cours          Fiche de cours          Fiche de cours                                                      4444èmeèmeèmeème    MathsMathsMathsMaths    
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La primitive sur l'intervalle I de la fonction 
u
'u  est la fonction ln |u| + c 

 
3°)Primitive de x→→→→lnx 
La fonction xa xlnx-x est une primitive de la fonction xlnx a sur *R +  
 
Fonction logarithme décimale : 
 

C’est la fonction log, définie ] [+∞,0  par 
10ln
xln

xlog =  ,

( )x10log,110log x ==  
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EXERCICE N°1 
1°)Soit g la fonction définie sur ] [+∞,0  par : g(x) = xln(x) – x + 1 . 

a) Etudier le sens de variations de g  
b) En déduire le signe de g . 

2°)On considère la fonction f définie sur ] [+∞,1  par : f(x) = 
1x
)xln(

−
 

a) Etudier les limites de f en  + ∞  et en 1 . 
b) Dresser le tableau de variation de f . 
c) Tracer la courbe représentative de f dans un repère orthonormé ( unité : 2cm) 

EXERCICE N°2 

1°)Soit f la fonction définie par : pour tout x ≥  0 : f(x) = ( )
2
²x

x1xln +−+  

a) Etudier les variations de f 

b) En déduire que pour tout x ≥  0 : ( )1xln
2
²x

x +≤−  

2°) Soit f la fonction définie par : pour tout x ≥  0 : f(x) = ( )
3
x

2
²x

x1xln
3

−+−+  

a) Etudier les variations de f 

b) En déduire que pour tout x ≥  0 : ( )
3
x

2
²x

x1xln
3

+−≤+  

3°)Etudier la limite éventuelle en 0+ de  
²x

x)x1ln( −+
 

EXERCICE N°3 

Soit f définie sur ]–1, 1[ par f(x) = 






 +−
 x- 1
x 1

ln²)x1( .   Montrer que f est continue. Etudier la parité 

de f et montrer que f  se prolonge en une fonction continue sur  [–1, 1]. 
EXERCICE N°4 

 Soit g définie sur { }1R* −+ par g(x) = 
1 x

x.ln(x)
−

  et prolongée par continuité en 0 et en 1.  

1°)Que valent g(0), g(1) ?  
2°)Etudier la branche infinie de Cg. 
EXERCICE N°5 

Soit n appartenant à N. gn : ]0, 1[ →  R, x → 








x
1

lnx n    

1°)Montrer gn que est continue sur ]0, 1[  
2°)Montrer que gn admet un prolongement par continuité fn sur [0, 1]. 
EXERCICE N°6 
On considère la famille de fonctions (fn)n∈N* définies sur ]−1, +∞[ par fn(x) = xn ln(1 + x). 

Soit n ∈ N*, on note hn la fonction définie sur ]−1, +∞[ par .
x1

x
)x1ln(n)x(hn +

++=  

1) Etudier le sens de variation des fonctions hn. 
2) Calculer hn(0), puis en déduire le signe de hn. 
3) Etude du cas particulier n = 1. 
a. Après avoir justifié la dérivabilité de f1 sur ]−1, +∞[, exprimer f1'(x) en fonction de h1(x). 
b. En déduire les variations de la fonction f1 sur ]−1, +∞[. 

Séries d’exercicesSéries d’exercicesSéries d’exercicesSéries d’exercices                                                                                    4444èmeèmeèmeème    MathsMathsMathsMaths    
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4) Soit n ∈ N* \ {1}. 
a. Justifier la dérivabilité de fn sur ]−1, +∞[ et exprimer fn'(x) en fonction de hn(x). 
b. En déduire les variations de fn sur ]−1, +∞[. On précisera les limites aux bornes. 
EXERCICE N°7 

I. On pose, pour tout entier n supérieur ou égal à 1, ∑
=

=
n

1k
n k

1
v . 

1°)Montrer que : ∫
+

≤
+

∈∀
1k

k
dt

t
1

1k
1

 ,*Nk . 

2°)En déduire que : 1)nln( v,*Nn n +≤∈∀ . 
II.On considère une suite (un) définie par son premier terme uo = 1 et par la relation suivante, 

valable pour tout entier n : 
n

n1n u
1

uu +=+   

a)Montrer par récurrence que chaque terme de cette suite est parfaitement défini et strictement 
positif. 
b)En déduire le sens de variation de la suite (un). 
2°)a)Pour tout entier k, exprimer 2

k
2

1k uu −+  en fonction  de 2
ku . 

b)En déduire que : ∑
−

=
++=∈∀

1n

0k
2

k

2
n

u

1
1n2u ,*Nn   

c)Montrer que: 1n2u ,*Nn 2
n +≥∈∀ . En déduire la limite de la suite (un). 

3°)a)A l’aide du résultat précédent, montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal à 2 : 

1n
2

n v
2
1

2n2u −++≤  

b)En utilisant la partie 1, établir que, pour tout entier n supérieur ou égal à 2, 

2
)1nln(

2
5

n2u 2
n

−++≤ . 

c)En déduire 
n

u
lim n

n +∞→
. 

EXERCICE N°8 

Soit f : ]1, +∞[ →  R l'application définie par : ∀x ∈ ]1, +∞[  f(x) = 
)xln(.x

1
. 

1°) Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative. 

2°) Montrer que pour tout entier k tel que k ≥ 3 :   f(k) ≤ ∫ −

k

1k
dx)x(f ≤ f(k-1). 

Pour tout n ∈ N tel que n ≥ 2 on note Sn = ∑
=

n

2k

)k(f . 

3°) a) Montrer que pour tout n ∈ N tel que n ≥ 2 :    Sn - 
)nln(.n

1
Sdx)x(f

)2ln(.2
1

n

n

2
−≤≤ ∫ . 

b) En déduire que pour tout n ∈ R tel que n ≥ 2 : 

( ) ( ) ( ) ( ) )2ln(
2
1

)2ln(ln)nln(lnS)2ln(ln)nln(ln n +−≤≤−  

c)Calculer alors ( ))nln(ln
S

lim n

n +∞→
. 

4°)Pour tout n ∈ N tel que n ≥ 2 on note : ( ))1nln(lnSu nn +−=  et ( ))nln(lnSu nn −=  
Montrer que les suites (un)n≥2 et (vn)n≥2 sont adjacentes. On note l  leur limite commune. 

5°) a) Montrer que pour tout n ∈ N tel que n ≥ 2 : 0 ≤ vn - 
)nln(.n

1≤l  

b) En déduire une valeur approchée de l à 10-2 prés 
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EXERCICE N°9 

On pose, pour tout élément n de N* : un = ∑
=

n

1p p
1

. 

1)a. Montrer que : ∀ p ∈ N* , ∫
+1p

p t
dt

 ≥ 
1p

1
+

. 

 b. En déduire que : ∀ n ∈ N* , un ≤ 1 + ln(n). 

2°)On considère la fonction ϕ1 définie sur R+ par : 




>+=ϕ
=ϕ

0xsi))xln(1(x)x(

0)0(

1

1  

Montrer que ϕ1 est continue sur R+. 

3°)Pour tout réel x positif et pour tout entier naturel n non nul, on pose : ϕn+1(x) = dt)t(
x

0
n∫ ϕ . 

a. Montrer que pour tout élément n de N* la fonction ϕn est parfaitement définie et continue 
sur R+.      Que vaut ϕn(0) ? 

b. Vérifier qu'il existe deux suites (an)n∈N* et (bn)n∈N* telles que:∀ n ∈ N*,∀x∈ R*+ : 
ϕn(x)= xn (an+bn ln x ). 

On montrera  que : ∀ n ∈ N* an+1 = 2
nn

)1n(
b

1n
a

+
−

+
   et     bn+1 = 

1n
bn

+
. 

5°)Calculer bn. 
6°)Pour tout élément n de N*, on pose : cn = n! an.  

a. Montrer que cn =2- un. 
b. En déduire que pour tout entier n supérieur ou égal à 2 : cn  ≤ 1 + ln(n). 
c. Conclure que 

+∞→n
lim an = 0. 

EXERCICE N°10 
1°) Soit x > -1. Démontrer : ln(1+x) ≤ x . 

2°) Soit k dans ]0, 1[ et soit (un) définie par un = ∏
=

+
n

0p

p )k1(   

a) Montrer que (un) est croissante. 
b) Montrer que la suite (vn) définie par vn = ln(un) est majorée. 
c) Montrer que (un) est convergente. 
EXERCICE N°11 
Soit u et v les deux suites définies par : 

 un = 1 + )nln(
n
1

...
3
1

2
1 −+++  et vn = 1 + )1nln(

n
1

...
3
1

2
1 +−+++  

Montrer que u et v sont deux suites adjacentes. On sera amené à étudier les VARIATIONS, puis le 

SIGNE des fonctions f et g définies par :f(x) = 
1x

1
1x

x
ln

+
+









+
 ; g(x) = 

1x
1

2x
1x

ln
+

+








+
+

 . 
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Définition  et propriétés  
On appelle fonction exponentielle ( noté xe ) la fonction réciproque de la fonction logarithme 
népérien.  
*)Pour tout réel x et pour tout réel y > 0, : )yln(xey x =⇔=  

*) Pour tout réel x, x)eln( x =  

*) Pour tout réel x>0, xe )xln( =  
*) Pour tout réel x : 0e x >  

*)Pour tout réel x : ( ) xx ee =
′

 
Soit deux réels a et b  

baba eee ×=+  
b

a
ba

e
e

e =−  a
a

e
1

e =−  Pour tout entier n : ( )nana ee =  

Pour tout entier 2q ≥  : q aq
a

ee =  Pour tout entier 2q ≥ , et tout entier p : q pa
a

q
p

ee =  
Les limites  

0exlim:*Nn,m
x
e

lim:*Nn,m1
x

1e
lim

x
e

lim0elimelim

nxm

xm

nx

x

x

0x

x

x

x

x

x

x

=∈∀+∞=∈∀=−

+∞==+∞=

−∞→+∞→→

+∞→−∞→+∞→  

Théorème 
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I. 
*)La fonction )x(uex:f a  est dérivable sur I et )x(ue)x('u)x('f = , Ix ∈  

*)Les primitives sur I de la fonction )x(ue)x('ux a  sont les fonctions kex )x(u +a , Rk ∈ . 
Puissances 
Soit un réel a>0. Pour tout réel b, on pose )aln(bb ea =  
Propriétés 
Pour tous nombres réels strictement positifs a et b et tous réels c et d : 

( ) ( )
c

c

c
ccc

d

c
dccddcdcdc

b
a

b
a

abba
a
a

aaaaaa 






==×==×= −+  

Définition et propriétés 
Soit un réel a>0.  
*)On appelle fonction exponentielle de base a la fonction xax a . 
*)La fonction xax a  est dérivable sur R et sa fonction dérivée est la fonction ( ) xaalnx a  

*)Si a > 1alors +∞=
+∞→

x

x
alim  ; 0alim x

x
=

−∞→
 

*)Si 0 < a < 1 alors 0alim x

x
=

+∞→
 ; +∞=

−∞→

x

x
alim  

Définition et propriétés 
Soit r un rationnel . 
*) On appelle fonction puissance r la fonction )xln(rr exx =a  , x>0 
*)Si r > 0 alors +∞=

+∞→

r

x
xlim  ; 0xlim r

0x
=

+→
 

*)Si  r < 0  alors 0xlim r

x
=

+∞→
 ; +∞=

+→

r

0x
xlim  +∞=

−∞→

x

x
alim  

*)La fonction rxx a  est dérivable sur *R +  et sa dérivé est la fonction 1rrxx −a  
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*)Soit r un rationnel différent de -1. les primitives sur *R +  de la fonction rxx a  sont les fonctions 

kx
1r

1
x 1r +

+
+a , Rk ∈ . 

Théorème 
Soit r un rationnel strictement positif. 

+∞===
+∞→→+∞→ + r

x

x

r

0xrx x
e

lim0xlnxlim0
x

xln
lim  
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EXERCICE N°1 

Soit  la fonction g définie sur [0, +∞[ par 1)0(get  0t si 
t
e1

)t(g
t

=>−=
−

 

1°)a)Établir que g est continue en 0. 
b)Déterminer la limite de g en +∞. 
2°)a)Pour tout t > 0 , calculer g'(t) . 
b)Prouver que pour tout tet1 , 0t ≤+≥ . 
c)En déduire le signe de g' et le sens de variation de g (on ne demande pas de construire la 
courbe représentative de g). 
3°)On se propose d'étudier la dérivabilité de g en 0. À cet effet on introduit la fonction h définie 
sur  

[0, +∞[par : t
2

e
2
t

t1)t(h −−+−=  

a)Calculer h' et h'', ainsi que les valeurs de h(O) et h'(0). 

b)Prouver que pour tout : 0t ≥  : 
6
t

)t(h0
3

≤≤  (I) 

pour cela, on établira d’abord que t)t(''h0 ≤≤  et on en déduira un encadrement de h' et de h. 

c)Déduire de la relation (I) un encadrement de 
2

t

t
te1 −− −

. Prouver finalement que g est dérivable 

en 0 et donner g'(0). 
4°)Construire la courbe représentative C de g., le plan étant rapporté à un repère orthonormal.
( )j,i,O

rr
. 

EXERCICE N°2 
Partie A. 

On désigne par f la fonction définie sur R par x2
x

ee)x(f −= et on appelle C la courbe 

représentative de f dans le repère orthonormal. ( )j,i,O
rr

  
1°) Étudier les variations de f. Préciser les limites de f en -∞ et en +∞. 
2°) Déterminer le signe de f(x) en fonction de x. 
3°)Tracer la courbe C. 
Partie B. 

Dans cette partie, on se propose d'étudier la fonction g définie sur R-{0} par x2
x

eeln)x(g −=  . 

 On note G la courbe représentative de g dans le repère ( )j,i,O
rr

 
1°)Préciser les limites de g en -∞, en +∞ et en 0. 
2°)Calculer g'(x) et déterminer le signe de g'(x) en utilisant le signe de f'(x) et le signe de f(x) . 
Dresser le tableau de variation de g. 

3°)Démonter que pour tout x réel strictement positif  :













−=−

−
2
x

e1lnx)x(g  

Montrer que la droite D d'équation y = x est asymptote à la courbe G. Étudier la position de la 
courbe G par rapport à D pour tout x réel strictement positif. 

4°)Démontrer que pour tout x réel strictement négatif:













−=− 2

x

e1ln
2
x

)x(g  
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Montrer que la droite d d'équation 
2
x

y =  est asymptote à la courbe G. 

Étudier la position de G par rapport à d pour tout x réel strictement négatif. 
5°)Construire G, D et d dans le repère ( )j,i,O

rr
. On utilisera un graphique différent de celui de la 

partie A.) 
EXERCICE N°3 
Dans cet exercice, n est un entier naturel non nul. 

On considère la suite (un) définie par :un = dte
2t
3t2 n

t
2

0∫ +
+

 

1°) Soit ϕ la fonction définie sur [0;2] par :
2t
3t2

)t(
+
+=φ  

a) Étudier les variations de ϕ sur [0;2]. 

b) Montrer que, pour tout réel t dans [0;2],on a  : n
t

n
t

n
t

e
4
7

e)t(e
2
3 ≤ϕ≤  

c) Par intégration en déduire que : )1e(n
4
7

u)1e(n
2
3 n

2

n
n
2

−≤≤−  

d) Montrer que, si (un) possède une limite l , alors 
2
7

3 ≤≤ l . 

2°)a)Calculer l'intégrale I = dt
2t
3t22

0∫ +
+

. 

  b) Montrer que, pour tout n de N* : IeuI n
2

n ≤≤ .En déduire que (u) est convergente et calculer 
sa limite l . 
EXERCICE N°4 

Soit f définie sur R par : f(x) = ∫
−x2

x

²t dte  

1°) a) Etudier la  parité de f. 
 b)  Déterminer le signe de f(x) suivant les valeurs de x. 
 c) Montrer que f admet 0 pour limite en +∞ et -∞. 
2°) a) Montrer que f est dérivable et que ²x²x4 ee2)x('f −− −= . 
 b) Etudier la variation de f. Préciser les points où f admet un extremum.  
c) Calculer f "(x) et déterminer son signe. 
 d) Construire Cf (on admettra que le maximum de f est sensiblement égal à 0,3). 
EXERCICE N°5 

On note, pour tout nombre réel a positif et pour tout entier naturel n : ∫
−=

1

0

)x1(an
n dxex)a(u  

1°) Calculer u0(a). 
2°) Soit a > 0 donné. 

a) Montrer que pour tout n dans N : 
1a

e
)a(u0

a

n +
<<  

b) Montrer que la suite ( un(a) ) est décroissante. 
c) Déterminer la limite de un(a) quand n tend vers +∞. 
3°)  
a) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que pour tout n dans N : 

)a(u)1n(1)a(au n1n ++−=+  

b) Montrer par récurrence sur n que pour tout n dans N : 







−= ∑

=
+

n

0k

k
a

1nn !k
a

e
a

!n
)a(u . 
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EXERCICE N°6 

On considère la suite (Un ) définie par :pour tout entier naturel n non nul, ∫ −=
1

0

tn
n dte)t1(U  

1°)Montrer que la fonction te)t2(t:f −a  est une primitive de te)t1(t:g −a  sur [0 , 1]. 
En déduire la valeur de U1 . 
2°)Montrer à l'aide d'une intégration par parties que, pour tout n non nul,Un+1 = (n + 1) Un  – 1                  
3°) Montrer que pour tout entier naturel n non nul, Un ≥ 0 
4°)a) Montrer que pour tout réel t de l'intervalle [0 ; 1] et pour tout entier naturel non nul n :  
(1 – t)n  et ≤ e × (1 – t)n 

b) En déduire que pour tout n non nul, Un ≤ 
e

n + 1 

5°)Déterminer la limite de la suite (Un) 
EXERCICE N°7 
Le plan est rapporté à un repère orthonormal (O, 

→
i , 

→
j  ) ; (unité graphique 3 cm). 

Partie A 
On considère la fonction f définie sur l'intervalle [0 ; + ∞ [ par : f (x) = ln (ex + e–x)  
On désigne par (C ) sa courbe représentative dans le plan. 
1°) a) Déterminer la limite de f en + ∞ .  
b) Montrer que, pour tout x appartenant à l'intervalle [0 ;+ ∞ [,on a :f(x) = x + ln (1 + e–2x). 
En déduire que la courbe (C ) admet comme asymptote la droite (∆) d'équation y = x . 
d) Etudier la position relative de (C ) et (∆).  
2°) Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.  
3°) Tracer la droite (∆) et la courbe (C ). 
Partie B 

Pour tout x appartenant à l'intervalle [0 ; + ∞ [, on pose ∫
−+=

x

0

t2 dt)e1ln()x(F  

1°) Soit n un entier naturel. Donner une interprétation géométrique de F(n).  
2° )Etudier le sens de variation de F sur l'intervalle [0 ; + ∞ [.  

3°) Démontrer que pour tout réel a strictement positif on a : 
a

a + 1 ≤ ln (1 + a) ≤ a. 

4°)Soit x un réel strictement positif. 

Déduire de la question 3°  
1
2 ln 2 – 

1
2 ln (1 + e– 2  x) ≤ F(x) ≤ 

1
2 – 

1
2 e– 2  x. 

5° )On admet que la limite de F(x) , lorsque x tend vers + ∞ existe et est un nombre réel noté I. 

Etablir que :  
1
2 ln 2 ≤ I ≤ 

1
2 . 

6° )Pour tout entier naturel n, on pose :. ∫
+

−+=
1n

n

t2
n dt)e1ln(U  

a) Montrer que, pour tout entier naturel n, on a : ln (1 + e– 2 (n+1) ) ≤ Un ≤ ln (1 + e–2  n) 
b) En déduire que la suite (Un ) est décroissante. 
c) Déterminer la limite de la suite (Un ).  
7°) Pour tout entier naturel n, on pose Sn = U0 + U1 + U2  + ... + Un . 
a) Exprimer Sn à l'aide de F et n.  
b) La suite (Sn) est-elle convergente ? Dans l'affirmative, donner sa limite. 
EXERCICE N°8 
On considère la fonction définie pour tout x ≥ 0 par f(x) = 1 − e −x .  
I.1°) a)Dresser le tableau de variation de f. 
b) Montrer que : ∀ x ∈ R  f(x) ≤ x, l'égalité ayant lieu seulement pour x = 0. 
2°)a)Montrer que, pour tout entier naturel n et pour tout réel x : 

∑ ∫
=

−+− −−+−=
n

0k

x

0

t
n

1n
kk

x dte
!n

)tx(
)1(

!k
x)1(

e   
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b) En écrivant l'égalité précédente pour n = 2, puis pour n = 3, montrer que : 

∀ x ∈ R+ :
2
x

)x(fx
6
x

2
x 232

≤−≤−  

II. On considère la suite (un) définie par son premier terme u0 = 1 et par la relation :∀n ∈N :  
un+1 = f(un). 
1°)  a) Montrer que : ∀n ∈ N un∈]0, 1]. 
b) Montrer que , (un) est décroissante sur N. 
c) Conclure quant à la convergence de la suite (un) et donner sa limite. 

2°)Montrer que  
2
1

u

uu
lim

2
n

1nn

n
=− +

+∞→
 . 

3°) Calculer ∑
=+∞→

n

0k

2
k

n
ulim . 

III.1°) On note ϕ la fonction, définie sur R, par : ϕ(0) = 1 et ∀x ∈ R*+, ϕ(x) = 
x

)x(f
.  

Montrer que ϕ est continue sur R+.  

2°)On considère la fonction réelle g, définie par : g(0) = 0 et ∀x ∈ *R + , g(x) = ∫
x

0
(t)dt

x
1

. 

a) Montrer que g est bien définie et continue sur *R+ . 

b) Montrer que : ∀x ∈ *R + , 1 − 
4
x

 ≤  g(x)  ≤   1 − 
18
x

4
x 2

+ . 

c) En déduire que g est continue en 0, dérivable en 0, puis donner g'(0). 

3°)  a) Montrer que : ∀x ∈ ]1, +∞[ :  ∫ φ
x

1
(t)dt  ≤ ln(x). 

b) En déduire que g a une limite finie en +∞ et donner la valeur de cette limite. 

4°) a) Pour tout réel x strictement positif, calculer g'(x) et l'écrire sous la forme : g'(x) = 
2x
)x(h

. 

b) Montrer alors que : 1e)1x()x('xh x −+= −  . 

c) Etudier la fonction, notée k, définie par : ∀x ∈ R+ :  1e)1x()x(k x −+= −  
d) Donner le signe de k, puis les variations de h, et enfin celles de g. 
e) Dresser le tableau de variations de g, et tracer l'allure de sa courbe représentative dans un 
repère orthonormé. 
EXERCICE N°9 

I.On considère la suite (un), Nn ∈ , dont le terme général est donné par : ∫ +
=

1

0 xnx

x

n dx
)e1(e

e
u .  

1°)Calculer u0 
2°)Justifier que u0 + u1 = 1 . En déduire  u1.  
3°)Montrer que (u) est positive. 
4°)Montrer que  (u) est décroissante. 

5°) a)Montrer que  pour tout entier naturel non nul n, on a : 
n

e1
uu

n

n1n

−

+
−=+ . 

    b)Calculer alors u2. 
6°)Montrer que  n

n
ulim

+∞→
= 0 

II.1°)Soit pour tout entier naturel n ≥ 2, on considère la fonction Sn, définie sur R par :  

x

x

xnx

x1n

n
e1

e
)e1(e

e)1(
)x(S

−

−−

+
−

+
−= .Montrer que Sn est la somme de (n-1) termes d’une suite 

géométrique.  

2°)En déduire n
n

wlim
+∞→

 tel que pour tout entier naturel n ≥ 2 : wn = )e1(
k
)1( k

1n

1k

1k
−

−

=

+

−−
∑  
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Une équation différentielle est une équation : 
*)Dont l’inconnue est une fonction (généralement notée y ou z , ..) 
*)Dans la quelle apparaît certaines des dérives de y. 
 
Soit a, b deux  réels tels que 0a ≠   
Type n°1 : ay'y =  
 

Equation 
différentielle 

Solutions de Equation 
différentielle 

Solution qui prend la valeur 
0y en 0x  

ay'y =  axkex a , Rk ∈  ( )0xxa
0eyx −

a  
 
Type n°2 : bay'y +=  
 

Equation 
différentielle 

Solutions de Equation 
différentielle 

Solution qui prend la valeur 
0y en 0x  

bay'y +=  
a
b

kex ax −a , Rk ∈  ( )
a
b

e
a
b

yx 0xxa
0 −







 + −
a  

 
Type n°2 : 0y²''y =ω+  
 

Equation 
différentielle 

Solutions de Equation 
différentielle 

Solution tel que 

0x)0(f =  et 0y)0('f =  

0y²''y =ω+  ( ) ( )xcosBxsinAx ω+ωa , 
RB,A ∈  

( ) ( )xcosxxsin
y

x 0
0 ω+ω

ω
a  
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EXERCICE N°1 
Soit (E1) l’équation différentielle : x2y2'y +=  

1°) Soit  h la fonction définie sur R par : h(x) = –2x – 1 

a) Vérifier que h est une solution particulière de l’équation différentielle (E1) sur R. 

b) Démontrer qu’une fonction f = g + h est solution de (E1) sur R si et seulement si g est solution 

de :(E2) : y2'y = sur R. 

2°) a) Déterminer les solutions g de l’équation différentielle (E2) sur R. 

b) En déduire les solutions f de (E1) sur R. 

c)Déterminer la solution de (E1) sur R vérifiant f(0) = 0. 

EXERCICE N°2 
Soit l’équation différentielle : x21e4y2'y −=+  (E) 
1°) Démontrer que la fonction u définie sur R par u(x) = 4xe1–2x est une solution particulière de (E). 
2°) Résoudre l’équation différentielle : 0y2'y =+  (E0) 
3°) Démontrer qu’une fonction v définie sur R est solution de (E) si et seulement si v – u est 
solution de (E0). 
4°) En déduire toutes les solutions v de l’équation (E). 
5°) Déterminer la fonction v0, solution de (E), qui prend la valeur -2e en 0. 
EXERCICE N°3 

On considère l’équation différentielle :(E) : 
x

x

e21
e2

y2'y
+

=+
−

. 

1°) Vérifier que la fonction f est une solution de (E) tel que pour tout x de R :

( )xx2 e21lne)x(f += − . 

2°) Montrer qu’une fonction ϕ est solution de (E) si, et seulement si, ϕ – f est solution de 

l’équation différentielle :(E’) : y’ + 2y = 0. 

3°) Résoudre (E’) et en déduire les solutions de (E). 

EXERCICE N°4 
On considère l’équation différentielle  (1) : xxey2'y =−  . 

1°) Résoudre l’équation différentielle (2) : 0y2'y =− , où y désigne une fonction dérivable sur R. 

2°) Soient a et b deux réels et soit u la fonction définie sur R par :u(x) = (ax + b)ex. 

a) Déterminer a et b pour que u soit solution de l’équation (1). 

b) Montrer que v est une solution de l’équation (2) si et seulement si u+ v est solution de (1) 

c) En déduire l’ensemble des solutions de (1). 

EXERCICE N°5 
 Résoudre l’équation différentielle : xey'y −=+ . 
EXERCICE N°6 

Séries d’exercicesSéries d’exercicesSéries d’exercicesSéries d’exercices                                                                                4444èmeèmeèmeème    MathsMathsMathsMaths    

                                                                                Différentielle Différentielle Différentielle Différentielle                                     
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On considère l’équation différentielle : y' − 2 y = e2 x           (E). 
1°) Démontrer que la fonction u définie sur R par u(x) = x e2 x est une solution de (E). 
2°) Résoudre l’équation différentielle : y' − 2 y = 0             (E0). 
3°)Démontrer qu’une fonction v définie sur  IR  est solution de (E) si et seulement si v −u est 
solution de (E0). 
4°) En déduire toutes les solutions de l’équation (E). 
5°)Déterminer la fonction, solution de (E), qui prend la valeur 1 en 0. 
EXERCICE N°7  
On se propose de trouver une fonction f définie et dérivable sur l'intervalle ] 0 ; + ∞ [ , s'annulant 
pour x = 1 
 et vérifiant la propriété : pour tout x > 0 , x f '(x) – 3 f (x) = 3 ln x      (E) 
1° )Trouver toutes les fonctions polynômes P du troisième degré telles que, pour tout x réel, x P 
'(x) – 3 P(x) = 0. 
2° )Soit une fonction f définie et dérivable sur l'intervalle ] 0 ; + ∞ [ telle que f (1) = 0 ; soit h la 
fonction définie sur l'intervalle ] 0 ; + ∞ [ par la relation f (x) = x3 h(x) . 
a) Calculer f '(x) en fonction de h '(x) et de h(x) . 

b) Montrer que f vérifie la propriété (E) si et seulement si, pour tout x>0, h '(x) = 
3
x4  ln x. 

c) On suppose que f vérifie la propriété (E).  

Montrer que h est définie sur l'intervalle ] 0 ; + ∞ [ par ∫=
x

1 4
dttln

t
3

)x(h  . 

Déterminer h(x) à l'aide d'une intégration par parties. 
3° )Montrer qu'il existe une fonction f et une seule, solution du problème posé, et en donner 
l'expression. 
EXERCICE N°8 
On considère l'équation différentielle : xe2yy2"y −=++    (E) 

1°)Déterminer le réel λ  tel que la fonction y0 définie sur R par x
0 e²x)x(y −λ=  soit solution de 

l'équation (E). 
2°)Démontrer que y, fonction numérique deux fois dérivable sur R, est solution sur R de (E) si et 
seulement si la fonction z définie par 0yyz −=  est solution de l'équation différentielle 
 (E1) : 0z'z2"z =++  
3°) Soit la  fonction  z'zt += . Montrer que 0t't =+  

4°)Résoudre alors l'équation différentielle (E1). 

5°)En déduire l'ensemble des solutions de l'équation (E). 
5°)Déterminer la solution f de (E) dont la courbe représentative dans le repère )j,i;  (O

rr
 passe par 

le point de coordonnées (-1,0)et admet en ce point une tangente de vecteur directeur i
r

. 
EXERCICE N°8 
On considère l'équation différentielle : y'' - 5y' + 4y = 0.  (E) 
1°) Soit la  fonction  y4'yr −= . Montrer que 0r'r =−  
2°)Résoudre alors l'équation différentielle (E)  
3°)Déterminer la solution particulière f de (E) dont la courbe représentative dans le plan muni d'un 
repère orthonormal  ( )j,i,O admet pour tangente au point d'abscisse 0 la droite d'équation   
 y = - 2x + 1.  
3°)On pose u(x) = 2ex - e4x. 
Résoudre dans R l'inéquation u(x) > 0.  
4°)On considère la partie de la courbe d'équation y = u(x) pour -1 < x < 0. En la faisant tourner 
autour de l'axe des abscisses, on délimite un solide dont le volume est mesuré en unités de 
volume  
Calculer la valeur exacte de V. 
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EXERCICE N°9 
Une citerne calorifugée est chauffée par une résistance. La température f(t) de la citerne vérifie 
l’équation différentielle bfa'f −=  avec 210.088,2a −=  et 410.32,2b −=  lorsque t est exprimé en 
secondes et f(t) en °C. 
1°)a Montrer que y =f - 90 est solution de l'équation différentielle  by'y −=  (1)  
b. Donner la solution générale de (1) 
c. En déduire l’expression de f(t) sachant que f(0)=20. 
2°) Au bout de combien de temps la température atteint-elle 80°C ? 
EXERCICE N°10 
1°)Résoudre l’équation différentielle 0y49"y4 =+ . 

2°)a) Déterminer la solution f vérifiant 1
3

f −=






 π
 et 1)(f =π . 

b)Déterminer deux réels r etθ strictement positifs et ] [ππ−∈ϕ , tels que ( )ϕ+θ= xcosr)x(f  
EXERCICE N°11 

Partie A 
 Soit (E1) l’équation différentielle : y’ = 2y + 4x 
1°) Soit et h la fonction définie sur R par : h(x) = –2x – 1 
c) Vérifier que h est une solution particulière de l’équation différentielle (E1) sur R. 
d) Démontrer qu’une fonction f = g + h est solution de (E1) sur R si et seulement si g est solution 

de : 
 (E2) : y’ = 2y sur R. 
2°) a) Déterminer les solutions g de l’équation différentielle (E2) sur R. 
b) En déduire les solutions f de (E1) sur R. 
3°) Déterminer la solution de (E1) sur R vérifiant f(0) = 0. 

Partie B 
 Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = e2x – 2x – 1 et (Cf) sa courbe représentative dans un 
repère orthonormal. 
1°) a) Déterminer les limites de f en –∞ et en +∞. 
b) Démontrer que la droite d’équation y = –2x – 1 est asymptote oblique à la courbe (Cf) et 
préciser la position de la courbe par rapport à son asymptote oblique. 
2°) Etudier les variations de f sur R et dresser son tableau de variation complet sur R. 
(On ne demande pas le tracé de la courbe (Cf)) 
EXERCICE N°12 

Partie A 
Soit l’équation différentielle : y’ + 2y = 4e1–2x   (E) 
1°) Démontrer que la fonction u définie sur R par u(x) = 4xe1–2x est une solution particulière de (E). 
2°) Résoudre l’équation différentielle : y’ + 2y = 0   (E0) 
3°) Démontrer qu’une fonction v définie sur R est solution de (E) si et seulement si v – u est 
solution de (E0). 
4°) En déduire toutes les solutions v de l’équation (E). 
5°) Déterminer la fonction v0, solution de (E), qui prend la valeur -2e en 0. 

Partie B 
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = 2(2x – 1)e1–2x. 
1°) Étudier les limites de f en -∞ et en +∞ et en déduire que la courbe Cf dans un repère 
orthonormal (O ; j,i

rr
) admet une asymptote horizontale. 

2°) Étudier les variations de f puis dresser son tableau de variation complet. 
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3°) Justifier que l’équation f(x) = -1 admet une unique solution α sur R et donner une valeur 
approchée de α à 10-2. 
4°) Déterminer une équation de la tangente à Cf au point d’abscisse 3/2. 
5°) Déterminer une équation de la tangente au point d’intersection de Cf avec l’axe des abscisses. 
6°) Tracer la courbe Cf et les tangentes déterminées précédemment. 
 (unité : 2 cm sur chaque axe). 

Partie C 
Soit y = g (x) l’équation réduite de la tangente T à Cf au point d’abscisse a. 
On note ϕ(x) = f(x) – g(x). 
1°) a) Exprimer ϕ’(x) en fonction de f’(x) et f’(a). 
b) Montrer que : ϕ’’(x) = f’’(x). 
2°) Résoudre f’’(x) = 0. 
3°) Dans cette question, on pose : a = 3/2. 
a) Déterminer les variations de ϕ’ et en déduire le signe de ϕ’(x). 
b) Déterminer les variations de ϕ et en déduire le signe de ϕ(x). 
c) Déterminer la position de Cf par rapport à sa tangente T. 
 
EXERCICE N°13 
1°) Pour tout réel k positif ou nul, on considère la fonction fk définie sur  IR  par : fk (x) = x + 
1 − k ex

1 + k ex . 

a) Justifier que, pour tout réel k positif ou nul, la fonction fk est solution de l’équation différentielle : 
(E)  :  2 y ' = (y − x)2 +1. 
b) En déduire le sens de variations de fk sur  IR . 
2° )On note Ck la courbe représentative de la fonction fk dans un repère orthonormal  (O; 

→
i ; 

→
j ) 

Sur l’annexe, on a représenté la droite D d’équation y = x − 1, la droite D ' d’équation y = x + 1 et 
plusieurs courbes Ck correspondant à des valeurs particulières de k. 
Déterminer le réel k associé à la courbe C passant par le point O puis celui associé à la courbe C ' 
passant par le point A de coordonnées (1 ; 1). 

3°) On remarque que, pour tout x réel, on a : fk (x) = x − 1 + 
2

1 + k ex   (1) et fk (x) = x + 1 − 

2 k ex

1 + k ex      (2). 

En déduire pour tout k strictement positif : 
- la position de la courbe Ck par rapport aux droites D et D '. 
- les asymptotes de la courbe Ck . 
EXERCICE N°14 
Partie I :On donne un entier naturel n strictement positif, et on considère l’équation différentielle : 

(En) : x
n

e
!n

x
y'y −=+   . 

1° )On fait l’hypothèse que deux fonctions g et h, définies et dérivables sur  IR , vérifient, pour 
tout x réel : 
g (x)= h(x) e–x . 

a) Montrer que g est solution de (En) si et seulement si, pour tout x réel, 
!n

x
)x('h

n

=   . 

b) En déduire la fonction h associée à une solution g de (En), sachant que h(0) = 0.Quelle est alors 
la fonction g ? 
2°) Soit ϕ une fonction dérivable sur  IR . 
a) Montrer que ϕ est solution de (En) si et seulement si ϕ − g est solution de l’équation : (F) : 

0y'y =+  . 
b) Résoudre (F). 
c) Déterminer la solution générale f de l’équation (En). 
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d) Déterminer la solution f de l’équation (En) vérifiant f (0) = 0. 
Partie II 
1°) On pose, pour tout x réel, f0(x) = e–x , f1(x) = x e–x . 
a) Vérifier que f1 est solution de l’équation différentielle : 0fy'y =+ . 
b) Pour tout entier strictement positif n, on définit la fonction fn comme la solution de l’équation 
différentielle 1nfy'y −=+  vérifiant fn(0) = 0. 
En utilisant la Partie I, montrer par récurrence que, pour tout x réel et tout entier n ≥ 1 : 

x
n

n e
!n

x
)x(f −=  . 

2°) Pour tout entier naturel n, on pose: ∫=
0

1 nn dx)x(fI  .  

a)Montrer, pour tout entier naturel n et pour tout x élément de l’intervalle [0 ; 1], 
!n

x
)x(f0

n

n ≤≤  

b)En déduire que
)!1n(

1
I0 n +

≤≤  ,puis déterminer la limite de la suite (In). 

c) Montrer, pour tout entier naturel k non nul, l’égalité : 1
1kk e

!k
1

II −
− −=−  .  

d) Calculer I0 et déduire que : ∑
=

−=
n

0k
n !k

1
e
1

1I  . 

d) En déduire e
!k

1
lim

n

0k
n

=∑
=+∞→

  . 
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Dans le plan complexe P rapporté à un repère orthonormé direct ( )v,u;O  
Propriétés : Soit M un point d'affixe Rb,a,ibaz ∈+=  

( )
2

zz
zRea

+==  ( )
i2
zz

zImb
−==  ( ) ( )22 zImzRez +=  

( ) ( ) 0zImzRe0z ==⇔=  0z0z =⇔=  2
zzz =×  , 

2
z

z
z
1 =   , ∗∈ Cz  

( ) zz0zImRz =⇔=⇔∈  ( ) zz0zReiRz −=⇔=⇔∈  AB zzAB −=  

AB zzABAff −=






 →
 

2
zz

zB*AI BA
I

+=⇔=  ( ) =+ vbuaAff ( )+uaAff

( )vbAff  

[ ]( )π= 2OM,u)zarg(   , ∗∈ Cz  azouaza²z:Ra −==⇔=∈ +  

aizouaiza²z:Ra −==⇔=∈ −  
( ) [ ]π









−
−

≡ 2
zz
zz

argCD,AB
AB

CD  

 
Propriétés : Pour tous nombres complexes z et z' et tout entier n on a :  

( )
( ) ( ) ( ) ( )0'z,

'z

z
'z

z
0z,

z

1
z
1

0z,
z

1
z
1

zz'z.z'zz'zz'zz

nn

nn

≠=






≠=






≠=








==+=+
   

  

( ) ( ) 'zz'zz0z,
z

1
z
1

0z,
z
1

z
1

²zzzzz'zz'zz

nn

nn

+≤+≠=≠=

==×=
    

 
Forme cartésien – Forme trigonométriques  
 
                                       θ=θ= sinrb,cosra  
 

ibaz
cartésienForme

+=
                                               ( ) 0r,sinicosrz

riquestrigonométForme
>θ+θ=

 

 

                      
r
b

sin,
r
a

cos,²b²azr =θ=θ+==  

 
Pour tous nombres complexes z et z' non nuls d'écriture trigonométriques :  

[ ] ( )θ+θ=θ= sinicosr,rz  et [ ] ( )'sini'cos'r','r'z θ+θ=θ=  

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] Zn,n,rz',

'r
r

'z
z

,
r
1

z
1

','rr'zz

0k,,krkz0k,,krkz,rz,rz
nn ∈θ=







 θ−θ=






 θ−=θ+θ=

<θ+π−=>θ=θ+π=−θ−=
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Forme exponentielle 
Pour tout réel θ  , on note θie le nombre complexe θ+θ sinicos . 

ieie1e1e 2
i

2
ii0i −==−==

π
−

π
π  

)(iiiii)k2(ii eeeeee1e θ+πθθ−θθπ+θθ =−===  

( ) Zn,eee
e
e

e
e
1

ee.e inni)'(i
'i

i
i

i
)'(i'ii ∈==== θθθ+θ

θ

θ
θ−

θ
θ+θθθ  

 

Formule de Moivre  

Pour tout réel ϕ  et tout entier n , on a : ( ) ϕ+ϕ=ϕ+ϕ nsinincossinicos n  

Formule d’Euler  

2
ee

cos
ii ϕ−ϕ +=ϕ      et     

i2
ee

sin
ii ϕ−ϕ −=ϕ  

 
Racines nièmes 

Soit a un nombre complexe non nul et *Nn ∈  tel que [ ]θ= ,ra . 

L’équation azn =  admet dans  C, n solutions distinctes définis par 







 π+θ

= n
k2

i
n
1

k erz , 
{ }1n,...,1,0k −∈  

Conséquences : 
Les points images des racines nièmes de l’unité sont les sommets d’un polygone régulier inscrit 
dans le cercle trigonométrique. 
 
Théorème 

Soit a un nombre complexe non nul d’argument  ϕ . L’équation z² = a admet dans C deux 

solutions opposées :  

z1 = 






 ϕ+ϕ
2

sini
2

cosa     et  z2 = - 






 ϕ+ϕ
2

sini
2

cosa  

Ces solutions sont appelées racines carrées du nombre complexe a . 

Théorème  

L’équation az² + bz + c = 0 ( a , b et complexes et a non nul) admet deux solutions dans C :  

a2
b

z1
σ+−=   et   

a2
b

z2
σ−−=   où  ac4²b −=∆      et  σ   est une racine carrée de ∆  

a
c

zz
a
b

zz)zz)(zz(acbz²az 212121 =−=+−−=++  

A retenir : Soit Rb,a,iba²z ∈+= , avec iyxz +=  alors on a 








=
+=+

=−

bxy2
²b²a²y²x

a²y²x
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Théorème  

Soit n10 a,...,a,a  des nombres complexes  tels que 0an ≠ , 2n ≥ . 

Soit 01
1n

1n
n

n aza...zaza)z(P ++++= −
− . 

Si 0z  est un zéro de P,  alors )z(g)zz()z(P 0−= , où g(z) est se la forme 0
2n

2n
1n

n b...zbza +++ −
−

− , 

avec 2n10 b,...,b,b − complexes. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



M
ath

s au
x
 lycées , S

ite éd
u
catif *

*
*
 h
ttp

://m
ath

s-akir.m
id
ib
lo
g
s.co

m
/*

*
*
 M

ath
s au

x lycées , S
ite éd

u
catif *

*
*
 h
ttp

://m
ath

s-akir.m
id
ib
lo
g
s.co

m
/ 

 

 
70 

 
 
 
 
 
EXERCICE N°1  

Soit (a,b) ∈R*× R*. On pose :  
iba
iba

z
1 −

+
=  et  

iba
iba

z
2 +

−
=  

Montrer que 21 zz + est  réel  et que 
21

zz −  est imaginaire pur. 

EXERCICE N°2 
Soit a , b et c trois nombres complexes de modules sont égaux à 1 et tel que: a + b + c  = 

1.Calculer 
c
1

b
1

a
1

++  

EXERCICE N°3 
Dans le plan complexe P rapporté à un repère orthonormé direct ( )v,u;O   

Soit Z = 
iz
1z

−
+

 avec z = x + iy  où  x , y R∈  

1°) Déterminer l’ensemble des points M , images de z , tels que 1Z =  

2°)En déduire l'ensemble des points M , images de z , tels que 1
iz
1z

=
−
+

 

3°)Exprimer la partie réelle et la partie imaginaire de Z en fonction de x et y . 
4°)Déterminer l’ensemble des points M , images de z , tels que Z soit un réel. 
5°) Déterminer l’ensemble des points M , images de z , tels que Z soit imaginaire pur. 

6°) Déterminer l’ensemble des points M , images de z , tels que  ( ) [ ]π
π

≡ 2
2

Zarg . 

EXERCICE N°4 
1°)Résoudre dans C l’équation  : (E): 1z3 = .(On note par  j la racine de partie imaginaire  
positive.) 
2°) Ecrire les racines de (E) sous formes trigonométriques. 
3°)Calculer j² et 1 + j + j². 
4°)Montrer que : ( )( )( ) abc3cba²bjcja²cjbjacba 333 −++=++++++ .  
( avec a, b et c des nombres complexes) 
5°)On considère les points A , B , C d’affixes respectifs a , b et c .  

Montrer que les relations  :













=++

=++

=++

0²bjajc

0²ajcjb

0²cjbja

  sont équivalentes et sont conditions nécessaires et 

suffisantes pour que le triangle ABC soit équilatérale . 
EXERCICE N°5 

Soit dans le plan complexe, les points A(3) , B(-3) et M(z) tels que : ( )∗  : 2
MA
MB

=  

1°)Montrer que ( )∗ ⇔  ( )( ) 165z5z =−− . 
2°)En déduire l’ensemble des points M. 
EXERCICE N°6 
Soit z un nombre complexe. Soit cbz²azz)z(P 3 +++=  où a , b et c des nombres complexes. 

321
zetz,z  sont les racines de l'équation 0)z(P =  

1°)Montrer que )zzz(a
321

++−=  , 
133221

zzzzzzb ++=   et 
321

zzzc −=  

Séries d’exercicesSéries d’exercicesSéries d’exercicesSéries d’exercices                                                                                    4444èmeèmeèmeème    MathsMathsMathsMaths    

                                                                Nombres complexesNombres complexesNombres complexesNombres complexes                                    
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2°)Application 1 : Résoudre dans C3  : 













=++

=++

=

1zyx

1zxyzxy

1xyz

 

3°)Applications 2 :  
Déterminer les nombres complexes de modules inférieurs à 1 et vérifiant les égalités : 

1zyxxyz =++= . 
 
EXERCICE N°7 
Soit : ( )13i31z −++=   
1°)Soit  z'= (1+i)z . Ecrire z' sous la forme cartésienne puis sous la forme trigonométrique 
2°)En déduire  z sous leurs formes trigonométriques. 

3°)En déduire alors la valeurs de 
12

sin
π

 et 
12

cos
π

 

EXERCICE N°8 
Soit ] [ππ−∈θ , . 
1°)Ecrire z sous forme trigonométrique puis exponentielle . 

θ+θ= cosisinz
1

 , θ+θ+= sinicos1z
2

 , 
θ+θ+

θ+θ
=

sinicos1
cosisin

z
3

 

2°) Déterminer  l’ensemble des points ( ) { }3,2,1iii
zM

∈
 lorsque θ  décrit [ [π,0 . 

EXERCICE N°9 
On donne dans le plan complexe trois points M , N et P d’affixes respectives  
z , z² et z3.  Déterminer l’ensemble des points M pour lesquels le triangle MNP est rectangle en M. 
EXERCICE N°10 

On donne le nombre complexe 22i22z −++−=  

1°) Exprimer z² sous forme algébrique  
2°) Exprimer z² sous forme exponentielle. 
3°) En déduire z sous forme exponentielle. 
EXERCICE N°12 

Soit R, ∈βα . Montrer que : 







 β+α

βα







 β−α
=+ 2

i
ii e

2
cos2ee      et    








 β+α

βα







 β−α
=− 2

i
ii e

2
sini2ee  

EXERCICE N°13 
Soit a et b deux nombres réels, on considère les nombres complexes z et z' de module 1 et 
d'arguments respectifs a et b. 

1°)Montrer, en utilisant la forme exponentielle de z et z', que 
( )

'zz
'zz 2+

 est un réel positif ou nul. 

2°)En déduire que ( ) [ ]π+≡+ 2)'zarg()zarg('zzarg2  . 
3°)On appelle M et M' les images de z et z' dans le plan muni d'un repère orthonormé direct de 
centre O et N le point tel que OMNM' soit un parallélogramme. Interpréter géométriquement 
l'égalité précédente à l'aide de ces points. 
EXERCICE N°14 
Résoudre dans C : 
1°) 01cosz2²z =+− φ ,  R∈φ  ; 2°) 1)1z()1z( 36 +−=−  ;  



M
ath

s au
x
 lycées , S

ite éd
u
catif *

*
*
 h
ttp

://m
ath

s-akir.m
id
ib
lo
g
s.co

m
/*

*
*
 M

ath
s au

x lycées , S
ite éd

u
catif *

*
*
 h
ttp

://m
ath

s-akir.m
id
ib
lo
g
s.co

m
/ 

 

 
72 

3°) ( ) ( ) 0i46zi5²zi1 =+++−−  ;3°)  
( )

i3

i18
z5

−

+
=  ;   4°) 

ia1
ia1

iz1
iz1 4

−
+

=








−
+

 où Ra ∈ . 

EXERCICE N°15 
On considère l’équation (E) : 0i10z)i45(²z)i22(z3 =−−+−+ . 
1°)Montrer que (E) admet un solution imaginaire pure. 
2°)Résoudre alors (E) dans C. 
EXERCICE N°16 
Résoudre dans C l’équation : ( ) ( ) 02i17zi7zi32z 23 =−++−−+ , sachant qu’elle admet une racine 
réelle. 
EXERCICE N°17 
On considère l’équation (E) : 01z2²zz2z 34 =+−−− . 

1°)Vérifier que (E) est équivalente au système : 








=−−

+=

03Z2²Z

z
1

zZ
 

2°)En déduire la résolution de (E)dans C. 
EXERCICE N°18 
Le plan complexe P est muni d’un repère orthonormal direct (O ; v,u

rr
) d’unité graphique 1 cm. 

On considère la suite de points Mn du plan d’affixes respectives non nulles zn définies par : 

z0 = 8 et pour tout entier naturel n :
n1n

z
4

3i1
z

+
=+ . 

1°) calculer le module et un argument du nombre complexe :
4

3i1 +
. 

2°) Calculer z1, z2, z3 et vérifier que z3 est réel. 
Placer dans le plan P les points M0, M1, M2 et M3.  
 
3°) Montrer que le triangle OMnMn+1 est rectangle et comparer les longueurs OMn+1 et MnMn+1. 
EXERCICE N°19 

Soit 







∈

2

π
0,φ et ( )ϕE  l’équation : ( ) ( ) 0cosi1coscos2zcosi1cos3²z =+++++− φφφφφ  

1°)Montrer que l’équation ( )ϕE  admet une solution réelle 1z  que l’on calculera et en déduire l’autre 

solution 2z  . 
2°)Soit M1 et M2 les points d’affixes respectifs z1 et z2 . 

(a) Déterminer l’ensemble des points M1 lorsque φ  décrit l’intervalle 












2

π
0,  

(b) Montrer que ( )22
21

1cos21MM2 −+= φ . 

(c) Pour quelle valeur de φ  la distance entre M1 et M2 est maximale. 
 

(a) Déterminer le réel φ  tel que OAB soit isocèle . 
 
EXERCICE N°20 
Dans le plan complexe P  muni d’un repère orthonormal direct (O, →u, →v), on considère le 
quadrilatère ABCD tel que : (

→
AB , 

→
AD) = α  [2 π], (

→
CD, 

→
CB ) = β  [2 π], 0 < α < π,  0 < β < π. 

On construit les triangles équilatéraux DCP, DAQ, BAM et BCN tels que : (
→
DC, 

→
DP ) = 

π
3  [2 π], 

(
→
DA, 

→
DQ) = 

π
3  [2 π] , (

→
BA , 

→
BM) = 

π
3  [2 π]  et  (

→
BC , 

→
BN ) = 

π
3  [2 π] 
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Soit a, b, c et d les affixes respectives des points A, B, C et D, m, n, p et q les affixes respectives 
des points M, N, P et Q. 

1°) Démontrer les relations suivantes :m = ei 3
π

 (a – b) + b,    n = ei 3
π

 (c – b) + b,  p = ei 3
π

 (c 
– d) + d,      

 q = ei 3
π

 (a – d) + d. 
2)° En utilisant les relations précédentes : 
a) Démontrer que MNPQ est un parallélogramme. 

b) Démontrer que l’on a :(
→
AC , 

→
QP) = 

π
3 [2 π], AC = QP et (

→
NP , 

→
BD) = 

π
3  [2 π], et NP = BD. 

3°) Démontrer que MNPQ est un carré si, et seulement si, les diagonales [AC] et [BD] du 

quadrilatère ABCD vérifient  AC = BD et (
→
AC , 

→
BD) = 

π
6 + k π  où k est un entier relatif. 

EXERCICE N°21 
z et z' sont deux nombres complexes donnés non nuls. 

Montrer que z + z'  = z  + z'  si, et seulement si,  arg z = arg z'+ 2 k π avec k dans ZZ. 

EXERCICE N°22 
Soit un triangle ABC, on note O le centre de son cercle circonscrit. 
Dans un repère orthonormal de centre O, on note a, b et c les affixes des points A, B et C. 
Soit H le point d’affixe h = a + b + c. 
 
1°) Démontrer que |a| = |b| = |c|. 

2°) a) Soit w = cbcb − . Calculer ww + .En déduire que w est un imaginaire pur. 

b) Démontrer, à l’aide du a), que les nombres ( )( )cbcb −+  et 
cb
cb

−
+

 sont des imaginaires purs. 

3°) a) Exprimer en fonction de a, b et c les affixes des vecteurs AH et CB . 
b) En utilisant les résultats précédents, démontrer que (AH) est la hauteur issue de A du triangle 
ABC. 
c) Expliquer, sans calculs supplémentaires, pourquoi H est l’orthocentre du triangle ABC. 
 
EXERCICE N°23 
Soit f l’application qui, à tout nombre complexe z différent de i associe z’ tel que :

iz
2

i)z(f'z
+

+==  

On note T l’application du plan complexe privé du point A d’affixe i, dans le plan complexe, définie 
par : 
 M’ = T(M), M et M’ étant les points d’affixes respectives z et z’. 
1°) a) Calculer f(1) et f(2 + i). 
b) Résoudre l’équation f(z) = 0. 
2°) a) Calculer : arg[(z’ – i)( z  + i)] 
b) Que peut-on en déduire pour les points A, M et M’ ? 
3°) a) Exprimer l’affixe z" de M" = (ToT)(M) en fonction de l’affixe z de M. 
b) Que peut-on dire de ToT ? 
4°) On appelle (J) l’ensemble des points du plan invariants par T. 
a) Démontrer que M appartient à (J) si et seulement si AM = 2  
b) Caractériser géométriquement (J). 
5°) Dans cette question, on suppose que z = 1 + i + eiθ, où θ est un nombre réel ; on notera B le 
point d’affixe 1 + i. 
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a) Quelle est la courbe (Γ) décrite par le point M, d’affixe z, lorsque θ décrit 






 ππ
−

2
;

2
 ? 

b) Montrer que : z’ – i = 1 + i tan 






 θ
2

 avec z’ = f(z). 

c) A quelle courbe (L) appartient le point M’ d’affixe z’ ? 
d) En déduire T(Γ), image de (Γ) par T. Construire (Γ) et T (Γ) dans un repère orthonormal. 

 
EXERCICE N°24 

Dans le plan complexe P muni d’un repère orthonormé direct ( )v,u,O . 

On considère les applications : { } { }iCiC:f −−→−−  ; ( ) ( )izi
1z

zfz
+
−

=a  

et { } { }BB:F −℘→−℘  ; ( ) ( ) ( )( )zf'z'MMFzM ==a  où B est le point d’affixe (-i). 
1°)Montrer que f est involutive (c-a-d  { }iC

Idff −−=o  ) et en déduire que f est bijective. 

2°)(a) Vérifier que ∀ z ∈ C \{-i} , z' + i = 
iz
i1

+
+−

. 

(b)En déduire que ∀ M∈ P\{B} , ( ) ( ) [ ]







π
π

≡+

=×

2
4
3

'BM,uBM,u

2'BMBM
  

 
3°)Déterminer les images par F de la droite (D) : y=x –1  et du cercle (C ) de centre B et de rayon 
1 . 
EXERCICE N°25 
Pour tout nombre complexe z on pose : ( ) ( ) ( ) i8z3i14z3i2zzf 23 +−+−+=  

1°)Montrer que l’équation ( ) 0zf =  possède une racine imaginaire pure 0z  que l’on déterminera.  

2°)Résoudre alors l’équation ( ) 0zf = . 
On notera 

1
z  et 

2
z  les deux autres racines, tel que ( ) 0zIm

1
< . 

3°)On pose 
0

1
z

z
=ω . Donner la dorme trigonométrique de ω . 

4°)Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé direct ( )v,u,O . 
A tout nombre complexe z non nul on associe les points M, 

1
M et 

2
M d’affixe respectives ,z zω et 

z2ω . 
Montrer que 

21
MOMM  est un losange. 

EXERCICE N°26 
Le plan complexe ℘étant rapporté à un repère orthonormé direct, on considère l’application : 

 ℘→℘:s  , ( ) ( )'z'MzM a  tel que ( ) i31zi2'z −++= . 
1°)Vérifier que A(0,-1) est l’unique point invariant par s. 
2°)Montrer que s est bijective et expliciter son application réciproque notée 1s− . 

3°)Prouver que pour tout { }AM −℘∈ , d’image 'M  par s on a : AM5'AM = . 
4°)Montrer que pour tous points deux à deux distincts ( )

11
zM , ( )

22
zM  et ( )

33
zM  d’images 

respectives ( )'z'M
11

, ( )'z'M
22

 et ( )'z'M
33

 par s on a : ( )[ ]π≡





 2MM,MMMM,MM

2121
'
3

'
1

'
2

'
1

. 

5°)Déterminer l’ensemble des points ( )zM du plan tels que : ( ) [ ]π≡ 20'zArg . 

6°) Déterminer l’ensemble des points ( )zM du plan tels que : ( ) 1'z 3 = .(utiliser 2) 
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EXERCICE N°27 

Soit C∈β tel que 17 =β  et 1≠β . Montrer que 2
111 6

3

4

2

2
−=

β+

β
+

β+

β
+

β+

β
 

EXERCICE N°28 
On considère un cercle de centre O et trois points A, B et C de ce cercle. On désigne par A’, B’ et C’ 

les images respectives des points A, B et C par la rotation de centre O et d’angle
3

π
.  

Soient U, V , W les milieux respectifs des segments [A’B], [B’C] et [C’A]. Démontrer que ces points 
sont les sommets d’un triangle équilatéral. 
EXERCICE N°29 
1°)(a)Pour R∈α , résoudre dans C l'équation 01z)cos(2²z =+α−   

(b)En déduire la forme trigonométrique des solutions de l'équation : 01z)cos(2z nn2 =+α−  où n 
est un entier naturel non nul. 

2°)Soit 1z)cos(2z)z(P nn2 +α−=α  

(a) )Justifier la factorisation suivante de αP : 











+







 π−+α
−










+







 π+α
−










+







 α
−=α 1

n
)1n(2

cos2²z...1
n
2

cos2²z1
n

cos2²z)z(P  

(b)  Calculer )1(Pα . En déduire que 
( )

1n
222

4

2/²sin
n2

)1n(2
sin...

n2
2

sin
n2

sin
−

α
=







 π−+α







 π+α







 α
  

3°)Pour tout α appartenant à ] [π,0 , et pour tout entier naturel 2n ≥  on pose :  








 π−+α







 π+α







 α
=α

n2
)1n(2

sin...
n2
2

sin
n2

sin)(H
n

 

(a) Montrer que, pour tout α non nul, on a : 
( )

( )n2/sin
2/sin

)(H2
n

1n

α
α

=α−  

(b) Quelle est la limite de )(H
n

α lorsque α tend vers 0?  

(c) En déduire que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2 on a: 

1nn 2

n
n

)1n(
sin...

n
2

sin
n

sin)(H
−

=






 π−







 π







 π
=α                                                                     
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On va travailler dans le plan muni d’un repère orthonormé direct ( )21 e,e;O  . 
ISOMETRIE 
Une isométrie f du plan est une transformation du plan qui conserve les distances, c’est-à-dire 
que : pour tous les points M et N du plan, si M′  et N′  désignent leurs images par f, on aura 

NMMN ′′= . 
•Les isométries transforment respectivement un segment, une demi-droite, une droite, un cercle 
en un segment, une demi-droite, une droite, un cercle. 
Plus précisément, f désignant une isométrie : 
•L'image du segment [ ]AB  est le segment [ ])B(f)A(f  ; ces deux segments ont la même longueur ; 
•L'image de la droite ( )AB  est la droite ( ))B(f)A(f  ;  
•L'image du cercle de centre A et de rayon r est le cercle de centre )A(f et de rayon r. 
•Les isométries conservent le parallélisme parce que les images de deux droites parallèles sont 
deux droites parallèles. 
•Les isométries conservent la perpendicularité  
•Les isométries conservent les milieux  
•Plus généralement les isométries conservent les barycentres. 
•Les isométries conservent les angles  
•Les isométries qui conservent l’orientation des angles s’appellent des déplacements. 
•Les isométries qui renversent l’orientation des angles s’appellent des antidéplacements  
•La composée de deux déplacements ou de deux antidéplacements est un déplacement. 
•La composée d’un déplacement et d’un antidéplacement, ou d’un antidéplacement et d’un 
déplacement est un antidéplacement. 
•Il existe dans le plan quatre sortes d’isométries : les translations, les rotations, les symétries 
axiales et les symétries glissées. 
•Les translations et les rotations sont des déplacements, les symétries axiales et les symétries 
glissées sont des antidéplacements. 
Voici les définitions correspondantes :  
Translation 

Soit u  un vecteur du plan. La translation de vecteur u , notée 
u

t , est la transformation qui, à tout 

point M du plan, associe le point M′  tel que uMM =′ . 

•La réciproque de la translation de vecteur u  est la translation de vecteur u−  : 
u

1

u
tt

−
− = . 

•La composée de deux translations est une translation : 
uvvuvu

otttott ==
+

. 

•La translation de vecteur 0  est l’identité : idt
0

= . 

•Une translation autre que id n’a pas de point fixe.  
Rotation 
Soit Ω  un point du plan et α un angle orienté. La rotation de centre Ω  et d’angle α, notée αΩ ;r   

est la transformation qui, à tout point M du plan, associe le point M′  tel que MM =′  si Ω=M  et tel 
que MM ′Ω=Ω  et ( ) [ ]πα=′ΩΩ 2M;M  sinon. 

•Si [ ]π=α 20 , αΩ ;r  est l’identité.  

•Si [ ]π≠α 20 , αΩ ;r n’a que Ω  comme point fixe.  

•Si [ ]ππ=α 2 , αΩ ;r  est la symétrie centrale de centre Ω , notée Ωs . 

Fiche de cours          Fiche de cours          Fiche de cours          Fiche de cours                                                      4444èmeèmeèmeème    MathsMathsMathsMaths    
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•La réciproque de la rotation de centre Ω  et d’angle α est la rotation de centre Ω  et d’angle α−  : 

α−Ω
−

αΩ = ;
1

; rr . 

•Il est facile de composer deux rotations de même centre : αΩβΩβ+αΩβΩαΩ == ;;;;; orrrorr . 

En particulier idoss =ΩΩ  : Ω
−

Ω = ss 1 . 
Propriété 
Si A et B sont deux points distincts du plan, et A′  et B′  leurs images respectives par αΩ ;r , on 

aura : ( ) [ ]πα=′′ 2BA;AB .  
Symétrie orthogonale  
Soit ∆  une droite du plan. La symétrie axiale d’axe ∆ , notée ∆s  , est la transformation qui, à tout 
point M du plan, associe le point M′  tel que MM =′  si ∆∈M et tel que ∆  soit la médiatrice de 
[ ]MM ′  si ∆∉M . 

 
A la place de « symétrie orthogonale », on peut aussi dire « réflexion » ou « symétrie axiale ». 
La réciproque de la symétrie axiale d’axe ∆  est elle-même : ∆

−
∆ = ss 1  ; idoss =∆∆ . 

Les points fixes de ∆s  sont les points de ∆ . 
Symétrie glissante  

Soit ∆  une droite du plan et u  un vecteur directeur de ∆ . La symétrie glissée d’axe ∆  et de 

vecteur u , notée 
u;

s
∆

, est la transformation ∆ost
u

. 

•
uuu;

otsosts ∆∆∆
== .  

•
u2u;u;

toss =
∆∆

. 

•Une symétrie glissée n’a pas de point fixe. 
•La réciproque de la symétrie glissée d’axe ∆  et de vecteur u  est la symétrie glissée d’axe ∆   et 

de vecteur u− . 
Composée de deux symétries axiales 
Soient 1D  et 2D  deux droites du plan.  

1s  et 2s  les symétries axiales d’axes respectifs 1D  et 2D . 
 
Cas où les droites D1 et D2 sont parallèles 
 

 
 
La composée 12oss  de deux symétries axiales d’axes 1D  et 2D parallèles est une translation dont 
le vecteur est perpendiculaire à ces droites. 
 Si 21OO  est un vecteur perpendiculaire à 1D  et 2D  avec 11 DO ∈  et 22 DO ∈ , le vecteur de cette 

translation est 21OO2 . 

Remarques 
1°) Sauf dans le cas où 1D  et 2D  sont confondues et où idossoss 2112 == , 1s  et 2s  ne 

commutent pas : 12oss  est la translation de vecteur 21OO2  et 21oss  est la translation de vecteur 

12OO2 . 
2°) Toute translation peut donc être décomposée, d’une infinité de manières différentes possibles, 
comme la composée de deux symétries axiales d’axes parallèles entre eux et perpendiculaires au 
vecteur de la translation. 
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Cas où les droites D1 et D2 sont sécantes 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
La composée 12oss  de deux symétries axiales d’axes 1D  et 2D sécants en O est une rotation de 
centre O. 

 Si 1v  et 2v  sont des vecteurs directeurs respectifs de 1D  et de 2D , l’angle de cette rotation est 

( )21 v;v2 . 

Remarques 

1°) L’angle ( )21 v;v2  dépend des droites 1D  et 2D  mais pas des vecteurs directeurs 1v  et 2v   
choisis sur ces droites. 

Si par exemple on remplace 1v  par 1v− , on a : 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]π=+−=− 2v;v2v;v2v;v2v;v2 21211121   car ( ) [ ]ππ=− 2v;v 11 . 
2°) Sauf dans le cas où 1D  et 2D  sont perpendiculaires et où Ω== sossoss 2112  (symétrie 

centrale de centre O, 1s  et 2s  ne commutent pas : 12oss  est une rotation d’angle ( )21 v;v2   

et 21oss  est une rotation d’angle ( )12 v;v2 . 
3°) Toute rotation peut donc être décomposée, d’une infinité de manières différentes possibles, 
comme la composée de deux symétries axiales d’axes sécants au centre de cette rotation. 
4°) On verra que toute isométrie du plan peut être obtenue en composant une, deux ou trois 
symétries axiales. 
Isométries fixant un point 
Théorème  1 
Soit f une isométrie et O un point du plan. 
L’isométrie f se décompose d’une manière unique sous la forme togf = , où t désigne une 
translation et g désigne une isométrie laissant O fixe. 
 
Théorème 2 
1) Une isométrie fixant trois points A, B et C non alignés est l’identité. 
2) Une isométrie distincte de l’identité fixant au moins deux points distincts A et B est la symétrie 
axiale d’axe )AB( . 
3) Une isométrie ne fixant que le point A est une rotation de centre A et d’angle non nul. 
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Récapitulations :  

Nombre de 
points fixes 

zéro Un seul Au moins 
deux, jamais 
trois non 
alignés 

Trois non 
alignés 

Nature de 
l’isométrie 

Translation ou 
glissement 

rotation symétrie L’identité du 
plan 

Décomposition 2 ou 3 symétries 2 symétries 1 symétrie 2 symétries 
Déplacements – antidéplacements 
•On appelle déplacement toute isométrie qui conserve les mesures des angles orientés. 
•On appelle antidéplacement toute isométrie qui change les mesures des angles orientés en leurs 
opposées. 
•Une isométrie est un déplacement, si et seulement si, elle est la composé n symétries 
orthogonales avec  
n est un entier naturel  pair. 
•Une isométrie est un antidéplacement, si et seulement si, elle est la composé n symétries 
orthogonales avec n est un entier naturel impair 
Classification des isométries. 

ementantidéplacglissanteSymétrie

ementantidéplaceorthogonalSymétrie
tdéplacemennTranslatio

tdéplacemenRotation
tdéplacemenIdentié

 

•La composée de deux déplacement est déplacement 
•La composée de deux antidéplacement est déplacement 
•La composée d’un déplacement et d’un antidéplacement est antidéplacement 
•La composée d’un antidéplacement et d’un déplacement est antidéplacement 
On note par +Is l’ensemble des déplacement et par −Is l’ensemble des antidéplacement 
•Deux déplacement qui coïncident sur deux points distincts sont égaux. 
•Deux antidéplacement qui coïncident sur deux points distincts sont égaux. 
•Soit A , B , C et D des poins du plan tels que AB = CD et 0AB ≠  
   •Il existe un unique déplacement f  tel que ( ) CAf =  et ( ) DBf =  
   •Il existe un unique antidéplacement g tel que ( ) CAg =  et ( ) DBg =  
•Angle d’un déplacement  

Soit +∈ Isf . A, B ,C et D quatre points tels que 0AB ≠  tel que 
( )
( )




′=
′=

BBf

AAf
 

En désigne par θ  une mesure de l’angle ( )BA,AB ′′ , On dit que f est un déplacement d’angle  θ  
DEPLACEMENTS 
Écriture complexe des translations 

La translation 
u

t  de vecteur u  associe, à tout point M d’affixe z le point M′  d’affixe 
u

zzz +=′ , où 

u
z  désigne l’affixe de u . 

 
Écriture complexe des rotations 
La rotation αΩ ;r de centre Ω  et d’angle α,  est la transformation qui, à tout point M d’affixe z le 

point M′  d’affixe ΩΩ
α +−=′ z)zz(ez i . 
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Pour résumer, on voit que les translations et les rotations du plan ont une écriture complexe de la 
forme bazz +=′ , a et b étant des complexes avec 1a = . 

Dans la cas de la translation : 1a =  et 
u

zb = . 

Dans la cas de la rotation : α= iea  et )e1(zb iα
Ω −= . 

Réciproquement, si une transformation du plan a une écriture complexe de la forme bazz +=′ , 
a et b étant des complexes avec 1a = , est une translation ou une rotation. 

Composée de deux rotations :  f = βΩαΩ ,'; rr o   

Si [ ]π=β+α 20 ,alors  f est une translation. 
Si [ ]π≠β+α 20 , alors  f est une rotation d’angle β+α . 
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EXERCICE N°1 
Soit ABC un triangle quelconque du plan, on construit, extérieurement à ABC, les triangle 
équilatéraux AB'C, ABC' et A'BC. 
1°)Montrer que AA' = BB' = CC'. 
2°)Montrer que les droites (AA') , (BB') et (CC') sont concourantes . 
EXERCICE N°2  
ABCD est un rectangle non carré de centre O du plan orienté. On note par 

1
∆ la médiatrice de [AB] 

et 
2

∆  la médiatrice de [AD]. 
1

S  et 
2

S  les symétries orthogonales d'axes respectifs 
1

∆  et 
2

∆ . 

1°)Soit f une isométrie qui laisse globalement invariant le rectangle ABCD. Montrer que f(O)=O. 
2°)Déterminer alors toutes les isométries de plan qui laissent globalement invariant le rectangle 
ABCD. 
EXERCICE N°3 
 On considère un triangle équilatérale ABC direct de centre O. 
1°)Déterminer les isométries, du plan, qui laissent le triangle ABC globalement invariant. 

2°)Soit r la rotation de centre O et d'angle 
3
π

. On pose : A' = r(A) , B' = r(B) et C' = r(C). 

Soit f une isométrie qui transforme { }C,B,A  en { }'C,'B,'A . On pose frg 1 o−=  
a- Montrer que g est une isométrie , du plan, qui laisse { }C,B,A  globalement invariant. 
b- Déterminer alors toutes les isométries, du plan qui  transforme { }C,B,A  en { }'C,'B,'A . 

EXERCICE N°4 
Soit ABC un triangle équilatérale direct de centre de gravité O et ( )( )OSD

BC
=  et ( )( )OSE

BA
=  

1°) Montrer que A , B , C et D appartient au même cercle . 
2°) Caractériser ( ) ( )DCBD

SS o  et ( ) ( )ABCA
SS o  

3°) Déterminer les droites ∆  et '∆  tel que : ( )OA

3
2

,D
SSR o∆








 π
−

=  et ( ) 'OA

3
2

,A
SSR ∆








 π
= o  

EXERCICE N°5 

Soit IAB et JAC deux triangles rectangles isocèles en I et en J, ( ) [ ]π
π

≡ 2
2

IA,IB , ( ) [ ]π
π

≡ 2
2

JC,JA ,  

K le milieu de [BC]. 

1°) On note r la rotation de centre I et d’angle 
2
π

, r’ la rotation de centre J et d’angle 
2
π

. 

a) Déterminer r’ o r (B) 
b) Caractériser r’ o r. 
2°) On appelle L l’image de I par r’. Que représente K pour le segment [IL] ? 
En déduire la nature du triangle IJK 
 
EXERCICE N°6 
Soit ABC un triangle quelconque de sens direct. 
On construire à l’extérieure de ce triangle les triangles ARB, BPC et CQA isocèles rectangle 
respectivement en R , P et Q. 

1°)Soit I=A*B et  et 
p
r  et 

Q
r  deux rotations de centres et d'angles respectives P , Q , 

2
π

 et 
2
π

. 

a- Montrer que 
IQP

Srr =o  

b- En déduire que IPQ est un triangle rectangle isocèle. 

Séries d’exercicesSéries d’exercicesSéries d’exercicesSéries d’exercices                                                                                    4444èmeèmeèmeème    MathsMathsMathsMaths    
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3°)Soit  J =A*C et K=B*C on pose 







 π
=

2
,R

R
rr  

a- Démontrer que 
KRQ

Srr =o  et 
JPR

Srr =o  

b- En déduire que KOR et JPR sont des triangles rectangles isocèles. 
4°)Démontrer que les droites ( )QB  ; ( )RC  et ( )AP  sont concourantes. 
EXERCICE N°7 

Dans le plan orienté, on considère un triangle ABC tel que ( ) [ ]π
π

≡ 2
3

AC,AB   et AB < AC. On 

désigne par ζ  le cercle circonscrit au triangle ABC et O son centre. 
Soit E le milieu du segment [BC] et P le point de [AC] tel que AB = CP. 

La droite (OE) coupe ζ  en I et J, tels que J et A soient sur le même arc 
∩

BC  du cercle ζ . 
1°)Faire une figure. 
2°)Déterminer l’ensembles suivants :    

a- ( ) [ ]








π
π

≡℘∈=γ 2
3

MC,MB/M  

b- ( ) [ ]








<π
π

≡℘∈=ν MCMBet2
3

MC,MB/M  

3°)a-Justifier qu’il existe une unique rotation R telle que ( ) PAR =  et ( ) CBR = .Déterminer son 
angle. 
    b-Démontrer que le centre de R est un point de ζ  que l’on précisera. 
    c-Quelle est la nature du triangle JAP ? 
4°)Soit 

B
SRf o= . Déterminer ( )Bf . 

Donner la nature et les éléments caractéristiques de cette composée. 
EXERCICE N°8 
Dans le plan orienté, on considère un carré ABCD direct de centre I . 

On note par : t la translation de vecteur DA , 
D

R  la rotation de centre D et d’angle 
2
π

 , 
1

R la 

rotation de centre A et d’angle 
4
π

− et 
2

R la rotation de centre A et d’angle 
4
3π

. 

On définit ainsi les transformation f , 
1

g  et 
2

g  par : 
D

Rtf o=  , fRg
11
o=  et fRg

22
o=  

1°)a-Déterminer ( )Df  et ( )Af . 
     b-Démontrer que f est une rotation, dont on précisera la centre. 
2°)a-Déterminer ( )Dg1  et ( )Dg2 . 

    b-Montrer que 1
12

1
12

RRgg −− = oo   

    c-Soit ( )AgA
11

=  et ( )AgA
22

= . Montrer que 
21

A*AA =  

EXERCICE N°9 
On considère un triangle équilatérale direct ABC. La médiatrice du segment [AB] recoupe le cercle 
circonscrit ζ  au triangle ABC en D. La droite (BD) coupe (AC) en A'. 
1°)Prouver que le triangle CBA' est rectangle en B et que la droite (AD) est la médiatrice du 
segment [CA']. 
2°)Soit l'application ( ) ( ) ( ) ( )ABACDCBD

SSSSf ooo=  

a- Déterminer l'image de A par f . 
b- Montrer que f est une translation dont on déterminera le vecteur. 

EXERCICE N°10 
Le plan est rapporté au repère orthonormal direct (O, j,i

rr
). 

On considère l’application f qui à tout point M(x ; y) associe le point M’(x’ ; y’) tel que : 
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











++=

++−=

5
6

y
5
3

x
5
4

'y

5
13

y
5
4

x
5
3

'x

 

 
1°) a) Exprimer z’ = x’ + i.y’  en fonction de z = x + i.y ou de z . 
b) L’application f est-elle un déplacement ou un antidéplacement ? Pourquoi ? 
c) Quel est l’ensemble des points invariants pas f ? Conclure. 
 
2°) a) Démontrer que f o f est une translation. On désigne par v2

r
 le vecteur de la translation. 

b) Déterminer la droite D telle que f = s o t = t o s, t étant la translation de vecteur v
r
 et s la 

symétrie  d’axe D. 
c) Vérifier que v

r
 est un vecteur directeur de D. 

EXERCICE N°11 
Soit ABC un triangle direct, rectangle en A. Soit l’application définie par : ( ) ( ) ( )ABCABC

SSSf oo=  

1°)Montrer que f  est un antidéplacement. 
2°)Montrer que f  est une symétrie glissante. 
3°)Donner la forme réduite de f. . 
EXERCICE N°12 

Le plan est muni du repère orthonormé direct ( )v,u,O . On considère l’application 
a

f  de ℘ dans ℘, 

qui à tout point M d’affixe z associe le point M′  d’affixe z′  tel que : i2a2zz ++−=′  où m est 
paramètre complexe. 
1°)Montrer que 

a
f est isométrie. 

2°)Montrer que 
a

f  est une antidéplacement. 

2°)Déterminer l’ensemble des points fixes de 
a

f . 

3°)Identifier alors 
a

f  . 

EXERCICE N°13 
Dans le plan orienté, on considère un triangle ABC der sens direct. On construit à l’extérieur de ce 
triangle les carrés ABDE et ACFG, ainsi que le parallélogramme AGKE. 
On désigne par M=B*C et H le projeté orthogonal de A sur (BC). 
1°)a-Montrer qu’il existe un déplacement f dont on déterminera ses éléments caractéristiques 
transformant le triangle ABC en le triangle GKA. 
   b-Montrer que les points H , A , K sont alignés. 
  c-Montrer que les droites (AM) et (EG) sont perpendicularités . 
2°)a-Montrer que FB = CK. 
    b-Donner une mesure de l’angle ( )CK,FB  
3°)a- Montrer qu’il existe un déplacement g qui transformant le triangle ABC en le triangle EAK, 
dont on déterminera ses éléments caractéristiques. 
   b-Prouver que DC = BK et donner une mesure de l’angle ( )BK,DC  
4°)Montrer que les droites (AK) , (BF) et (CD) sont concourante. 
EXERCICE N°14 

Soit ABC un triangle tel que ( ) [ ]π
π

≡ 2
3

AC,AB , O est le centre du cercle ζ  circonscrit au triangle 

ABC et I est le point d'intersection des bissectrices intérieures de ce triangle. 
Les points P et Q appartiennent respectivement aux demi-droites [CA) et [BA) et vérifiant CP = BQ 
= BC. 
1°)a)Montrer que le droite (CI) est la médiatrice du segment [PB] et que la droite (BI) est le 
médiatrice du segment [CQ]. 
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    b)Montrer que  ( ) [ ]π
π

≡ 2
3
2

QB,CP . 

2°)Soit f la rotation qui transforme C en Q et P en B. 

   a)Montrer que f a pour centre I et pour angle 
3
2π

. 

   b)Montrer que ( ) [ ]π
π

≡ 2
3
2

IC,IB  

   c)Montrer que les points I , P et Q sont alignées. 
3°)On pose )O(fO

1
=  et )O(fO

12
= . 

  a)Montrer que )O(fO
2

=  

  b)En déduire que le triangle 
21

OOO  est équilatérale et que la droite (OI) est la médiatrice du 

segment [ ]
21

OO . 

4°)Soit r la rotation de centre O et d'angle 
3
2π

 et frfg oo= . 

  a)Montrer que g est une translation. Vérifier que 
12

O)O(g = . En déduire le vecteur de translation. 

  b)Montrer que r(B) = C. En déduire que g(P) = Q. 
  c)Montrer alors que les droites (OI) et (PQ) sont perpendiculaires . 
 
EXERCICE N°15 : LE THEOREME DE NAPOLEON 3  
 

H

F

G

B'

A'

C'

C

B

A

 
On considère un triangle ABC direct de centre de gravité O. On construit les triangles équilatéraux 

CBA’, ACB’ et BAC’ tels que les angles ( )B'A,B'A , ( )C'B,A'B , ( )A'C,B'C  aient pour mesure 
3
π

. On 

désigne par F, G et H les centres des triangles équilatéraux. 
Le but de l’exercice est de montrer de deux façons différentes que le triangle FGH est équilatéral 
direct. 

1°)a)Soit R la rotation de centre A et d’angle 
3
π

. Déterminer R(C’) et R(C). En déduire que CC’ = 

BB’ et que ( ) [ ]π
π

≡ 2
3

'BB,C'C . 

b)Montrer que C'C
3
1

HO =  et 'BB
3
1

OG = . 

c) Montrer que OH = OG et ( ) [ ]π
π

−≡ 2
3
2

OG,OH . 

d)En déduire que FGH est équilatéral direct de centre O. 
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2°) On note R1, R2 et R3 les rotations d’angle 
3
2π

 de centres respectifs F, G et H. 

a) Quelle est l’image de B par f = R1 o R2 o R3 ? Déterminer la nature de f. 
b) En déduire le centre et l’angle de la rotation R = R2 o R3 . 
c) On note S la symétrie axiale  d’axe (GH). Déterminer les axes des symétries S2 et S3 telles que 
R2=S2 o S et R3=S o S3 . Montrer que ces axes se coupent en F’ tel que F’GH soit équilatéral direct. 
d) Montrer que F’ et F sont confondus et en déduire que FGH est équilatéral direct. 
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On va travailler dans le plan muni d’un repère orthonormé direct ( )21 e,e;O  . 
HOMOTHETIE  
Définition  
Soit Ω  un point du plan et k un réel non nul. L’homothétie de centre Ω  et de rapport k, notée 

k;hΩ   est la transformation qui, à tout point M du plan, associe le point M′  tel que MkM Ω=′Ω  

 
Cas particuliers et premières propriétés 
•Si 1k = , idh k; =Ω . Si 1k ≠ , Ω  est le seul point fixe de k;hΩ . 

•Si 1k −= , ΩΩ = sh k; . Les symétries centrales sont aussi les homothéties de rapport -1. 

• k;hΩ  est une bijection ; la bijection réciproque est k/1;hΩ . 

•Si A et B sont deux points, et A′  et B′  leurs images par k;hΩ , on a : AkA Ω=′Ω  et BkB Ω=′Ω ,  

d’où par différence : ABkBA =′′  et donc ABkBA =′′ . 

•Une homothétie de rapport k multiplie donc les distances par k  et les aires par 2k . 

•Les seules homothéties qui sont des isométries sont l’identité ( 1k = ) et les symétries centrales 
( 1k −= ). 
• Les homothéties transforment respectivement un segment, une demi-droite, une droite, un 
cercle en un segment, une demi-droite, une droite, un cercle. 
•Plus précisément, en conservant les notations précédentes : 

• l’image du segment [ ]AB  est le segment [ ]BA ′′  et ABkBA =′′  . 

• l’image de la droite ( )AB  est la droite ( )BA ′′  qui est parallèle à ( )AB . 

•  l’image du cercle de centre A et de rayon r est le cercle de centre A′ et de rayon rk . 

•Les homothéties conservent le parallélisme, la perpendicularité, les milieux, les barycentres et les 
angles orientés (que leur rapport soit positif ou négatif). 
 
Écriture complexe des homothéties 
L’homothétie k;hΩ de centre Ω  et de rapport k  est la transformation qui, à tout point M d’affixe z 

le point M′  d’affixe ΩΩ +−=′ z)zz(kz . 

 
La transformation d’écriture complexe bazz +=′ , où a est un réel non nul et b un complexe est : 
• l’identité si 1a =  et 0b =  ; 
• une translation si 1a =  et 0b ≠  ; 
• une homothétie de rapport a si 1a ≠ . 
Composée d’une homothétie et d’une translation 
Soit f une homothétie de rapport k )1(≠  d’écriture complexe 1bkzz +=′  et g une translation 
d’écriture complexe 2bzz +=′ . 
La transformation gof  associe, à tout point M d’affixe z le point M′′  d’affixe 

( )2121 bbkzb)bkz(z ++=++=′′ . 
gof  est donc une homothétie de rapport k. 
 
Composée d’une translation et d’une homothétie 
Soit f  une translation d’écriture complexe 1bzz +=′  et  g une homothétie de rapport k )1( ≠   
d’écriture complexe 2bkzz +=′  

Fiche de cours          Fiche de cours          Fiche de cours          Fiche de cours                                                      4444èmeèmeèmeème    MathsMathsMathsMaths    

                                                                Similitudes du planSimilitudes du planSimilitudes du planSimilitudes du plan                                
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La transformation gof  associe, à tout point M d’affixe z le point M′′  d’affixe 
( )2121 bkbkzb)bz(kz ++=++=′′ . 

gof  est donc une homothétie de rapport k. 
Composée de deux homothéties 
Soient f et g deux homothéties d’écritures complexes respectives 11 bzkz +=′  et 22 bzkz +=′ , la 
transformation gof  associe, à tout point M d’affixe z le point M′′  d’affixe 

( )212212112 bbkzkkb)bzk(kz ++=++=′′ . 
C’est une transformation dont l’expression complexe est de la forme BKzz +=′′  où K  est un réel.  
Si 1kkK 21 == , gof  est une translation. 
Sinon gof  est une homothétie de rapport 21kkK = . 
Remarque :en général, foggof ≠ . Si gof  et donc également fogsont des homothéties, on peut 
montrer que les centres de f, g, gof  et fog  sont alignés. 
SIMILITUDES DIRECTES 
•On dit qu'une similitude est direct si elle est la composée d'une homothétie et d'une déplacement. 
• Soit A , B , C et D des points tels que A ≠ B et C ≠ D: 
Il existe un unique similitudes directes f  tel que ( ) CAf =  et ( ) DBf =  
 
Forme réduite  
Soit Ω  un point du plan, α un angle orienté et k un réel strictement positif. La similitude directe de 
centre Ω , d’angle α et de rapport k, est la composée k;; hor ΩαΩ . 

Cas particuliers et propriétés 
•On a  αΩΩΩαΩ = ;k;k;; orhhor . 

Avec 1k = , on retrouve les rotations comme similitudes directes particulières. 
On considère également les translations comme étant des similitudes directes particulières. Bien 
entendu les translations n’ont ni centre, ni angle, ni rapport mais sont définies par leur vecteur. 
Ainsi tous les déplacements sont considérés comme des similitudes directes. 
 
Avec 0=α , on retrouve les homothéties de rapport positif comme similitudes directes particulières.  
Avec π=α , on retrouve les homothéties de rapport négatif. 
Ainsi tous les homothéties sont considérés comme des similitudes directes. 
Remarque : une homothétie de centre Ω  et de rapport k )0k( < est considérée comme une 

similitude directe de centre Ω , d’angle π et de rapport kk =− . Il faut donc être prudent lorsque 

l’on parle du rapport d’une telle homothétie. 
Les propriétés des similitudes directes découlent des propriétés des rotations et des homothéties. 
•Une similitude directe de rapport k multiplie les distances par k et les aires par 2k . 
•Les similitudes directes transforment respectivement un segment, une demi-droite, une droite, un 
cercle en un segment, une demi-droite, une droite, un cercle. 
Plus précisément, avec les notations habituelles : 

• l’image du segment [ ]AB  est le segment [ ]BA ′′  et kABBA =′′  . 
• l’image de la droite ( )AB  est la droite ( )BA ′′ . 
• l’image du cercle de centre A et de rayon r est le cercle de centre A′ et de rayon kr . 

•Les similitudes directes conservent le parallélisme, la perpendicularité, les milieux, les barycentres 
et les angles orientés. 
 
Écriture complexe des similitudes directes 
La similitude directe de centre Ω , d’angle α  et de rapport k est la transformation qui, à tout 
point M d’affixe z le point M′  d’affixe ΩΩ

α +−=′ z)zz(kez i . 

 



M
ath

s au
x
 lycées , S

ite éd
u
catif *

*
*
 h
ttp

://m
ath

s-akir.m
id
ib
lo
g
s.co

m
/*

*
*
 M

ath
s au

x lycées , S
ite éd

u
catif *

*
*
 h
ttp

://m
ath

s-akir.m
id
ib
lo
g
s.co

m
/ 

 

 
89 

La transformation d’écriture complexe bazz +=′ , où a est un complexe non nul et b un complexe 
est : 
• l’identité si 1a =  et Ω  ; 
• une translation si 1a =  et 0b ≠  ; 
• une similitude directe de rapport a et d’angle  arg(a) si 1a ≠ . 

 
SIMILITUDES INDIRECTES 
•On dit qu'une similitude est indirect si elle est la composée d'une homothétie et d'une 
antidéplacement 
•Soit A , B , C et D des points tels que A ≠ B et C ≠ D: 
Il existe un unique similitude indirecte  S tel que ( ) CAS =  et ( ) DBS =  
Forme réduite  
Soit Ω  un point du plan, D une droite  et k un réel strictement positif. La similitude indirecte de 
centre Ω , d'axe D et de rapport k, est la composée k;D hoS Ω . 

Cas particuliers et propriétés 
•On a  Dk;k;D oShhoS ΩΩ = . 

Pour  1k = , on retrouve les symétries axiales comme similitudes indirectes particulières. 
• { }Mk)M(S/MD Ω=Ω℘∈=  
• ²k,hSS Ω=o  

•Si u  est un vecteur directeur de D, alors ( ) ( )[ ]πΩ−≡Ω 2M,u)M(S,u  ( k 1≠ ) 

•Une similitude indirecte de rapport k multiplie les distances par k et les aires par 2k . 
•Les similitudes indirectes transforment respectivement un segment, une demi-droite, une droite, 
un cercle en un segment, une demi-droite, une droite, un cercle. 
Plus précisément, avec les notations habituelles : 

• l’image du segment [ ]AB  est le segment [ ]BA ′′  et kABBA =′′  . 
• l’image de la droite ( )AB  est la droite ( )BA ′′ . 
• l’image du cercle de centre A et de rayon r est le cercle de centre A′ et de rayon kr . 

•Les similitudes indirectes conservent le parallélisme, la perpendicularité, les milieux, les 
barycentres  
•Les similitudes indirectes change les mesures des angles orientés en leurs opposées. 
Écriture complexe des similitudes indirectes 
La similitude indirecte de centre Ω , d'axe D  et de rapport k est la transformation qui, à tout 
point M d’affixe z le point M′  d’affixe ΩΩ

θ +−=′ z)zz(kez 2i où θ  désigne une mesure de l’angle 

( )v;e1 . 
 
 

La transformation d’écriture complexe bzaz +=′ , où a est un complexe non nul et b un complexe 
est : 
• l’identité si 1a =  et 0b =  ; 
• Symétrie axiale ou symétrie glissante si 1a =   

• Similitude indirecte de rapport ak =  et de centreΩ d'affixe  
²a1
bba

z
−

+=Ω  si 1a ≠   
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EXERCICE N°1 

Dans le plan orienté, ABI est un triangle équilatéral tel que ( ) [ ]ππ≡ 2
3

AI,AB . 

Soit Ω le symétrique de B par rapport à (AI). 

1°)Soit R la rotation d'angle 
3
π

 qui transforme A en I. 

a) Montrer que Ω est le centre de cette rotation. 
b) Soit C =R(B). Montrer que I=A*C. 

2°)A tout point M de [AB] distinct de A et de B, on associe le point M' de [IC] tel que AM =IM'. 
Montrer que le triangle ΩMM' est équilatérale. 
3°)Soit G le centre de gravité du triangle ΩMM' et S la similitude direct de centre Ω qui 
transforment M en G. 

a) Préciser le rapport et l'angle de cette  similitude. 
b) Montrer que S(B) = I et construire le point A' = S(A). 
c) Montrer que les points I , G et A' sont alignés. 

 
EXERCICE N°2 
Soit ( )j,i,O  un repère orthonormé du plan. A et B deux points de cordonnées respectives ( )1,1  et 
( )2,0  
1°)Soit g l’application  définie par 








 π=
2

,BBO
rtg o  

a) Déterminer ( )Bg  et ( )Og  
b) Déterminer le nature et les éléments caractéristique de g 

2°)Soit S l’application définie par 








=

2
1

,A
hgS o  

a) Déterminer ( )AS , puis déterminer la nature de S. 
b) Soit OIAJ un carré de centre K ; déterminer ( )BS  ; puis construire l’image du carré OIAJ par 

S. 
EXERCICE N°3 

Dans le plan orienté on considère le triangle équilatéral ABC tel que ( ) [ ]ππ≡ 2
3

AC,AB . Soit H le 

milieu de [BC], I le milieu de [AC] et ∆  la médiatrice de  [BC]. On désigne par S la similitude 
direct de centre A et qui envoie B en I. 
Soit M un point quelconque du plan et M' son image par S . 
1°)Déterminer l'angle et le rapport de S. 
2°)Construire le point J antécédent de B par S . 
3°)Soit le point N l'image de point M par la symétrie orthogonale d'axe ∆ . 

a) Montrer que : BM' = BN si et seulement si JM = 2CM. 
b) Déduire alors l'ensemble des points M tels que BM' = BN. 

EXERCICE N°4 
On considère , dans le plan orienté, un triangle ABC rectangle en A tel que AC = 2AB et 

( ) [ ]ππ≡ 2
2

AB,AC . 

On désigne par F le projeté orthogonale de A sur (BC), ( )( )FSI AB=  et ( )( )FSJ AC=  

1°)  a) Montrer que : ( ) ( )AIBI ⊥  et ( ) ( )AJCJ ⊥ . 
      b) Caractériser l’application : ( ) ( )ABAC SS o  et en déduire  que A = I*J.  

Séries d’exercicesSéries d’exercicesSéries d’exercicesSéries d’exercices                                                                                    4444èmeèmeèmeème    MathsMathsMathsMaths    

                                                            Similitudes du planSimilitudes du planSimilitudes du planSimilitudes du plan                                    
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2°)Soit S la similitude direct qui transforme B en A et A en C. 
a) Déterminer le rapport et l’angle de S. 
b) Montrer que F est le centre de S. 
c) Montrer que : ( ) JIS = . En déduire que CJ = IJ. 

3°)Soit σ  la similitude indirect qui transforme I en F et F en J. 
a) Déterminer le rapport de σ  

b) Déterminer Ω le centre de σ . Montrer que I4J Ω=Ω  

c) Soit E le point défini par I2E Ω=Ω .  
Montrer que l’axe ( )∆  de σ  est la médiatrice de [ ]EF  
 
EXERCICE N°5 

Dans le plan orienté, on considère un triangle rectangle ABC tel que ( ) [ ]ππ≡ 2
2

AC,AB  et AB= 2AC. 

Soit D et D' deux droites parallèles passant respectivement par B et C et ne contenant aucun des 
cotes du triangle ABC. 
Soit ∆ la droite passant par A et perpendiculaire à D et D'. 
La droite ∆ coupe les droites D et D' respectivement en I et J. 
1°)Soit S la similitude direct qui transforme A en B et C en A. 

a) Déterminer l'angle et le rapport de S. 
b) Soit Ω le centre de S. Montrer que Ω est le projeté orthogonale de A sur (BC). 

2°)  a)  Déterminer S(D') et S(∆). 
      b)En déduire S(J) 
     c)Montrer que le cercle de diamètre [IJ] passe par  Ω 
EXERCICE N°6 (Bac.M  2008p). 
Le plan est orienté dans le sens direct. 
Dans l’annexe ci-jointe ( Figure 2), OAB est un triangle rectangle isocèle tel que  OA = OB et 

( ) [ ]ππ≡ 2
2

OB,OA . 

On désigne par I le milieu du segment [ ]AB  et par C et D les symétriques respectifs du point I par 
rapport à O et à B. 
Soit f la similitude directe qui envoie A sur D et O sur C. 

1°)Montrer que f est rapport 2 et d’angle 
2
π . 

2°)a)Montrer que O est l’orthocentre du triangle ACD. 
b)Soit J le projeté orthogonal du point O sur (AC). 
 Déterminer les images des droites (OJ) et (AJ) par f et en déduire que J est le centre de la                                 
similitude f . 
3°)Soit g la similitude indirecte de centre I, qui envoie A sur D. 
a)Vérifier que g est de rapport 2 et d’axe (IC). En déduire g(O). 
b)Déterminer les images de C et D par 1fg −o . En déduire la nature de 1fg −o . 
4°)Soit )I(fI =′  et )J(gJ =′ . 

a)Déterminer les images des points J et I ′ par 1fg −o . 
 b)Montrer que les droites (IJ) , )JI( ′′  et (CD) sont concourantes. 
 
EXERCICE N°7 

Soit un triangle ABC non isocèle tel que ( ) [ ]ππ≡ 2
3

AC,AB  à tout point M de la droite (AB)  on 

associe le point N de la droite (AC) tel que M et n soient dans un même demi-plan ouvert de bord 
(BC) et BM = CN. 
1°)Montrer qu'il existe une unique rotation r telle que pour tout point M de (AB) on a r(M) = N  
et r(B) = C. 
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Préciser une mesure de son angle et construire son centre I. 
2°)Soit O=B*C et ( )OIS est le symétrie orthogonale d'axe (OI), h est l'homothétie de centre I et de 

rapport 2 On considère l'application  ( ) rShf OI oo=  

a) Déterminer f(B) et f(I). 
b) Démontrer que f est une similitude indirect dont on précisera l'axe, le centre et le rapport. 
c) Soit M' l'image de M par f . Quel est l'ensemble des points M' lorsque M décrit la droite 

(AB)\{A} et le construire. 
d) Soit H=M*N. Déterminer l'ensemble des points H lorsque M décrit la droite (AB)\{A} 

EXERCICE N°8 
Soit D une droite et O et M deux points symétriques par rapport à D et M' un point distinct de O et 
de M. On désigne par s la similitude indirect de rapport  1k ≠  et de centre O envoyant M sur M'. 
Soit ζ  un cercle de centre Ω passant par O et M et ( )ζ=ζ s'  . 
1°)Construire le centre Ω' de 'ζ . 
2°)En déduire la construction de 'ζ . 
EXERCICE N°9 
Le plan est rapporté  à un repère orthonormé direct ( )j,i,O . Soit f une application  du plan dans 
lui-même qui à tout point M d'affixe z associe le point M' d'affixe z'. 
Donner dans chacun des cas suivants, le nature de f et préciser ses éléments caractéristiques.  

a) i21z
2

i1
'z +++=  

b) i21z2'z ++−=  
c) ( ) i21zi1'z +++=  

d) ( ) i21zi1'z +++=  
 
EXERCICE N°10 

Soit s la similitude directe du plan de rapport 2 , d’angle 
4
3π

 et de centre M0 d’affixe z0 = 1 – i. 

Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse. 

1°)s a pour écriture complexe : i1ze2'z 4
i3

−+













=

π

. 

2°)L’image par s de la droite D d’équation x + y = 2  est la droite D’ d’équation y = 2 . 

3°)La réciproque s-1 de s a pour écriture complexe : 1ze
2
2

'z 4
i3

−=
π

−
. 

EXERCICE N°11 
Dans le plan orienté, une unité étant choisie, on considère un rectangle ABCD tels que AB = 2 ,  

AD = 1 ;  ( )AD,AB est un angle droit direct ;I désigne le milieu de [AB]. 
Faire une figure que l’on complétera au fur et à mesure. 

Partie A 

Le plan est rapporté au repère orthonormal direct (A ; v,u
rr

) avec AB
2

1
u =
r

 et ADv =
r

. 

Soit S une similitude directe qui, au point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ telle que  z’ = 
az + b,   a et b étant des nombres complexes avec a ≠ 0. 
1°) Déterminer les nombres a et b pour que S(D) = C et S(C) = B. 
2°) Soit T la similitude directe qui, au point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z’ telle que :

i
2
2

z
2
2i

'z ++−= .Déterminer le rapport et l’angle de T. 

3°) Montrer que la similitude T transforme B en I. 
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4°) En déduire que les droites (BD) et (CI) sont perpendiculaires. 
5°) Montrer que le centre Ω de la similitude T est le point d’intersection des droites (BD) et (CI). 
Partie B 

Soit (E) l’ensemble des points M du plan tels que MD2 – MB2 = 1. 
1°) Vérifier que les points C et I appartiennent à (E). 
2°) a) Démontrer que pour tout point M du plan MD2 – MB2 = 2 BD.MJ  où J est un point que l’on 
précisera. 
b) Déterminer l’ensemble (E). 
c) En déduire une autre justification de l’orthogonalité des droites (BD) et (CI). 

EXERCICE N°12 
Le plan est rapporté à un repère orthonormal direct (O ; v,u

rr
). On prendra pour unité graphique 

1 cm. 
On considère l’application f du plan dans lui-même qui, à tout point M d’affixe z, associe le point M’ 
d’affixe z’ telle que :z’ = – ( 3  + i) z – 1 + i (1 + 3 ). 
 
1°) Montrer que f est une similitude directe dont le centre Ω a pour affixe i. En déterminer le 
rapport et l’angle. 

2°) Soit M0 le point d’affixe z0 = i
4
3

4
3 +  

Calculer ΩM0 et donner une mesure de l’angle )M;u( 0Ω
r

. 
 
3°) On considère la suite de points (Mn)n ≥ 0 définie pour tout entier naturel n par Mn + 1 = f (Mn). 
On note zn l’affixe du point Mn. 
a) Placer les points Ω, M0, M1, M2, M3 et M4. 

b) Montrer par récurrence, pour tout entier naturel n, l’égalité :zn – i = 2n 6
n7

i
e

π

(z0 – i) 
c) Pour tout entier naturel n, calculer ΩMn puis déterminer le plus petit entier naturel n tel que 

ΩMn ≥ 102
. 

4°) 
a) On considère l’équation (E) : 7x – 12y = 1 où x et y sont des entiers relatifs. Après avoir vérifié 

que le couple (–5 ; –3) est solution, résoudre (E). 
b) Soit ∆ l’ensemble des points M du plan d’affixe z telle que Im(z) = 1 et Re(z) ≥ 0. Caractériser 

géométriquement ∆ et le représenter. 
c) Déterminer l’ensemble des entiers naturels n tels que Mn appartienne à la demi-droite d’origine 

Ω dirigée par le vecteur u
r
. Préciser son plus petit élément. 

   
EXERCICE N°13 
Soient s1, s2 et s3 les trois similitudes définies par : 
 

♦ A tout point M d’affixe z, s1 associe le point M’ d’affixe : 
2

i3
z

2
i1

'z
−++−=  

♦ s2 est la similitude directe de centre O, de rapport 2 et d’angle π. 

♦ A tout point M(x ; y), s3 associe le point M’ de coordonnées : 




+−−=
−+−=

2yx'y
1yx'x

 

 
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques des transformations : 

f = s1 o s2  et  g = s1 o s3. 
 
EXERCICE N°14 
Le plan complexe P est muni d’un repère orthonormal direct (O ; v,u

rr
) d’unité graphique 5 cm. 
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A, B, C désignent les points d’affixes respectives 1 - i, i et -1. On note g l’application qui a tout 

point M du plan, d’affixe z associe le point g(M) d’affixe :
3

izzi1
'z

++−=  

1°) a) Déterminer g(B). 
b) On note I le milieu de [BC], prouver que les points O, A, I sont alignés, et placer les points O, A, 
B, C, I sur une figure. 
 
2°) a) Prouver que g est une similitude directe dont on déterminera le centre Ω, le rapport et 
l’angle. 
b) Prouver que les points A, B, Ω sont alignés. 
 
3°) a) Déterminer la mesure de l’angle ( )OI,OB . Montrer que l’image de la droite (OB) par g est la 
droite (OI). 
b) Soit O’ l’image de O par g. Montrer que la droite (OO’) est l’image par g de la droite (BO). 
c) En déduire que les points I, O, O’, A sont alignés. 
 
4°) Montrer que les points I et Ω appartiennent au cercle de diamètre [BO’]. 
 
EXERCICE N°15 : Théorème de Ptolémée  
Dans le plan orienté, on considère quatre points distincts A, B, C et D se succédant dans le sens 
trigonométrique sur un même cercle. 

 
 

1°) Soit S la similitude plane directe de centre A qui transforme C en D. On désigne par E l'image 
du point B. 
a) Montrer que ( ) ( )[ ]π≡ 2AD,ACDE,CB   
b)Montrer que E est sur la droite (BD). Marquer le point E sur la figure.  On admettra que E est sur 
le segment [BD]. 
c. Montrer que ACDEBCAD ×=×  . 

2°)a)Montrer que ( ) ( )[ ]π≡ 2AD,AEAC,AB  puis que
AB
AC

AE
AD = . 

b) Soit S´ la similitude directe de centre A qui transforme B en C. Montrer que D est l'image de E 
par cette similitude. 
c) Prouver que BEACCDAB ×=×  . 
3°) Utiliser ce qui précède pour démontrer la relation : BCADCDABBDAC ×+×=× . 
Remarque : Cette relation est connue sous le nom de théorème de Ptolémée. Ptolémée était un 
mathématicien et astronome grec du IIème siècle après J.-C. ; il utilisait cette relation pour calculer 
les longueurs des cordes d'arc de cercle, ancêtres de nos rapports trigonométriques.  
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Dans le plan P rapporté à un repère orthonormé direct ( )j,i;O  . 
Définition ( conique) 
Soit F un point , D une droite ne contenant pas F et e > 0. 
On appelle conique d'excentricité e , de foyer F et de directrice D l'ensemble 

( ){ }






 =℘∈==℘∈=ζ e

MH
MF

/MD,Md.eMF/M  où H le  projeté orthogonale de M sur la droite 

D. 
•Si e < 1 : on dit que ζ  est une ellipse. 
•Si e = 1 : on dit que ζ  est une parabole. 
•Si e > 1 : on dit que ζ  est une hyperbole. 
 
La droite ∆ passe par F et perpendiculaire à la directrice s'appelle l'axe focal de conique. 
Parabole 
Dans le cas où les vecteurs OF  et i  sont 
colinéaires, la courbe ℘  d'équation px2²y =  

est appelée parabole de sommet O=F*K, d'axe 
focal  ( )i;O  et de paramètre p . Elle admet un 

foyer F de cordonnées 






 0,
2
p

 et une directrice 

D d'équation
2
p

x −= .  

 ( ( )'xxDK I= ) 
 

Dans le cas où les vecteurs OF  et j  sont 

colinéaires la courbe℘  d'équation : py2²x =  
est un parabole de sommet O=F*K,  d'axe focal  
( )j;O  et de paramètre p . Elle admet un foyer F 

de cordonnées 








2
p

,0  et une directrice D 

d'équation
2
p

y −= .  

( ( )'yyDK I= ) 
 

Soit ( )000 y,xM  une point de ℘ . L'équation de 
tangente T au point 0M  est : )xx(pyy 00 +=  
 

Soit ( )000 y,xM  une point de ℘ . L'équation de 
tangente T au point 0M  est : )yy(pxx 00 +=  

Hyperbole 
Soit a>0 et b>0. 

La courbe H d'équation 1
²b
²y

²a
²x =−  est 

appelée hyperbole de centre O, d'axe focale 

( )i;O  et d'excentricité  
a
c

²a
²b

1e =+=  > 1  

avec  
 c² = a² + b² 
Elle est constituée de deux composantes 
connexes H1 et H2   et admet deux couples 
foyer-directrices  
( F, D) et (F' , D'), avec F(c,0) ,  F'(-c,0) et D et 

D' d'équation cartésiennes 
c
²a

e
a

x ==  et 

c
²a

e
a

x −=−=  

La courbe H d'équation 1
²b
²y

²a
²x =+−  est une 

hyperbole de centre O d'axe focale ( )j;O  et 
foyer F(0,c), de directrice d'équation 

c
²b

e
b

y ==  d'excentricité 
b
c

e =  avec c² = a² 

+ b² 
Elle est constituée de deux composantes 
connexes H1 et H2   et admet deux couples 
foyer-directrices  
( F, D) et (F' , D'), avec F(0,c) ,  F'(0,-c) et D et 

D' d'équation cartésiennes 
c
²b

e
b

y ==  et 

c
²b

e
b

y −=−=  

Fiche de cours          Fiche de cours          Fiche de cours          Fiche de cours                                                      4444èmeèmeèmeème    MathsMathsMathsMaths    
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Les points S et S' de cordonnées (a,0) et (-a,0) 
sont appelés sommets de l'hyperbole H, qui 
admet également deux  asymptotes ∆  et '∆  

d'équation 0
b
y

a
x =+  et 0

b
y

a
x =−   

S et S' sont les barycentres respectifs des points 
(F,1) , (K,-e) et (F,1) et (K,-e) où K est le 
projeté orthogonale de F sur D.   
 
 
 

Les points S et S' de cordonnées (0,b) et (0,-b) 
sont appelés sommets de l'hyperbole H, qui 
admet également deux  asymptotes ∆  et '∆  

d'équation 0
b
y

a
x =+  et 0

b
y

a
x =−   

 

Soit ( )000 y,xM  une point de H.  L'équation de tangente T au point 0M  est : 1
²b
yy

²a
xx 00 =−  

 
 
Ellipse 
Soit 0ba >≥ . Alors la courbe  ξd'équation 

1
²b
²y

²a
²x =+  est appelée ellipse d'axe focal 

( )i;O  de  
 demi grand axe a ,  de demi petit axe b et 

d'excentricité  
a
c

²a
²b

1e =−=  < 1 avec  

a² = c² + b² 
C'est  une conique admettant deux couples 
foyer-directrices ( F, D) et (F' , D'), avec 
F(c,0) ,F'(-c,0) ,  et D et D' d'équation 

cartésiennes 
c
²a

e
a

x ==  

 et 
c
²a

e
a

x −=−= . 

Les points A(a,0) , B(0,b) C(-a,0) et D(0,-b) 
sont appelés les sommets de l'ellipse ξ  
A et C sont les sommets principaux ils sont les 
barycentres respectifs des points (F,1) , (K,-e) 
et (F,1) et (K,-e) où K est le projeté orthogonale 
de F sur D.  
 

Soit 0ab >> . Alors la courbe  ξd'équation 

1
²a
²y

²b
²x =+  est appelée ellipse d'axe focal 

( )j;O  de  
 demi grand axe a ,  de demi petit axe b et 

d'excentricité  
b
c

²b
²a

1e =−=  < 1 avec 

 c² = b² - a² 
C'est  une conique admettant deux couples 
foyer-directrices ( F, D) et (F' , D'), avec F(0,c) ,  
F'(0,-c) ,  et D et D' d'équation cartésiennes 

c
²b

e
b

y ==  et 
c
²b

e
b

y −=−= . 

Les points A(a,0) , B(0,b) C(-a,0) et D(0,-b) 
sont appelés les sommets de l'ellipse ξ  
B et D sont les sommets principaux ils sont les 
barycentres respectifs des points (F,1) , (K,-e) 
et (F,1) et (K,-e) où K est le projeté orthogonale 
de F sur D.  
 

Soit ( )000 y,xM  une point de ξ  .  L'équation de tangente T au point 0M  est : 1
²b
yy

²a
xx 00 =+  

 
 
 
Ensembles des points  
L'ensemble des points M(x,y) du plan tels que : Ax² + By² + Cx + Dy + E = 0 est une  
AB Courbe 
AB = 0 Parabole ou deux droites parallèles ou une droite ou le vide 
AB < 0 Hyperbole ou deux droites sécantes. 
AB > 0 Ellipse ou cercle ou un points ou le vide. 
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Pour tous les exercices le plan est muni d'un repère orthonormé ( )j,i,O , p un réel strictement 
positif. 
EXERCICE N°1 (Définition de parabole) 

Soit D la droite d'équation 
2
p

x =  et F le point de cordonnées 






 0,
2
p

  

Soit { }MHMF/)y,x(M ==℘  où H est le projeté orthogonale de point M sur D. 
Montrer que ℘∈M  équivaut à y² = 2px. 
EXERCICE N°2 
1°)Pour chacune des paraboles suivantes, déterminer son foyer, son sommet et une équation se 
sa directrice. 
a) y² = 4x   , b) x² = 6x   ,  c) y² = -8x    , d) x² = -3y 
2°)Montrer que les courbes 1℘  , 2℘  et 3℘  d'équations respectives 1x5²y −=  , 

01x2y4²x =−+−  
 et 0yx²y =+−  sont des paraboles dont on déterminera les éléments caractéristiques . 
3°)Vérifier que 3)1,2(A ℘∈ et écrire l'équation de tangent T à 3℘  en point A. 
4°)Déterminer les cordonnées de point 3B ℘∈  tel que la tangente à 3℘  en point B est 
perpendiculaire à T. 
EXERCICE N°3 
Soit ℘ la parabole d'équation y² = 2px ( p > 0) de foyer F et de directrice D. 
On considère une droite variable ∆ passant par F coupe la parabole ℘  en M et M'. 
1°)Déterminer l'ensemble des milieux de [MM']. 

2°)Montrer que 
p
2

'FM
1

FM
1 =+   

3°)On désigne par T  et T' les tangentes à la parabole ℘  issues respectivement des points M et 
M'. 

a- Montrer que T est perpendiculaire à T' . 
b- Soit { } 'TTA I= . Montrer que ℘∈A  

EXERCICE N°4 
Soit ℘  la parabole d'équation y² = 2px ( p > 0) de foyer F et de directrice D. 
Soient M et M' deux points de  la parabole ℘  tel que le triangle MOM' est rectangle en O. 
Montrer que les droites (MM') coupe l'axe focale de  ℘  en un point fixe qui l'on déterminera . 
EXERCICE N°5 
Soit ℘  la parabole d'équation y² = 2px ( p > 0) de foyer F et de directrice D. 
1°)A quelle condition la droite d'équation ax + by + c =0 est-elle tangente à la parabole℘ . 
2°)La tangente en un point M de parabole ℘  coupe l'axe de symétrie en un point A. 
Montrer que la tangente au sommet de ℘  passe par I=M*A. 
3°)Soit 1T  et 2T  deux tangentes perpendiculaires à la parabole ℘ . 
 Calculer en fonction de p: ( )21 T,Fd)T,O(d ×   
( ( )∆,Ad : la distance de point A à la droite ∆ ) 
EXERCICE N°6 
Soit H est l'orthocentre des triangles formés par trois tangents à  une parabole de directrice D. 
Montrer que DH ∈  
 
 

Séries d’exercicesSéries d’exercicesSéries d’exercicesSéries d’exercices                                                                                    4444èmeèmeèmeème    MathsMathsMathsMaths    
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EXERCICE N°7 ( Définition d'hyperbole) 
a,b et c trois réels strictement positifs tels que c² = a² + b². On donne le point F(c,0) et la droite 

D d'équation 
c
²a

x = . Soit H={ }cMHaMF/)y,x(M =  où H est le projeté orthogonale de point M sur 

D. 

1°)Montrer M∈H  équivaut à 1
²b
²y

²a
²x =−  

2°)Prouvé qu'il existe un second point F' et une droite D' tels que, avec les notations 

correspondantes 
MH

'MH
MF

'MF =  

3°)Quel est l'ensemble des points M du plan tels que ?a2'MFMF =−  

 
EXERCICE N°8 
1°)Pour chacune des hyperboles suivantes, déterminer ses foyers, ses sommets et une équation 
de chacune des directrices et son excentricité 

a) 4x² - 36y² = 121  ,  c) -9x² + 4y² = 196  ;  d)  2x² - 2y² = 1 
2°)Identifiés les ensembles des points M(x,y) vérifiant : 

a) 
tcos

2
x =  et ttan3y =  , 







 ππ−∈
2

,
2

t  

b) 






 +=
t
1

t2x   et 






 −=
t
1

t
2
3

y  , *Rt ∈ . 

c)
t2cos

1
x =   et t2tan

2

1
y =   , 

2
k

4
t

π+π≠  

EXERCICE N°9 
1°)A quelle condition la droite d'équation 0rpypx =++ est-elle tangente à l'hyperbole H 
d'équation  

1
²b
²y

²a
²x =−  

2°)Quel est l'ensemble des points par lesquelles passent deux tangentes à l'hyperbole  H qui 
soient perpendiculaires? 
3°)a)Soit P un point du plan de cordonnées (u,v) . Discuter le nombre de tangentes à l'hyperbole  
H passant par P. 
   b)Dans le cas où il existe deux tangente, écrire l'équation de la droite qui les joint. 
EXERCICE N°10 

Soit l'hyperbole H d'équation 1
²b
²y

²a
²x =− de foyer F associe à la directrice D et F' le foyer associé à 

la directrice D' de H. Soit T une tangente à H. Calculer en fonction de a et b : ( ) ( )T,'FdT,Fd × . 
EXERCICE N°11 (Définition d'un ellipse) 
a,b et c trois réels strictement positifs tels que a² = b² + c². On donne le point F(0,c) et la droite 

D d'équation 
c
²a

x = . Soit ξ ={ }cMHaMF/)y,x(M =  où ξ est le projeté orthogonale de point M sur 

D. 

1°)Montrer M∈ ξ  équivaut à 1
²b
²y

²a
²x =+  

2°)Prouvé qu'il existe un second point F' et une droite D' tels que, avec les notations 

correspondantes 
MH

'MH
MF

'MF =  

3°)Quel est l'ensemble des points M du plan tels que ?a2'MFMF =+  
EXERCICE N°12 
1°)Pour chacune des ellipse suivantes, déterminer ses foyers, ses sommets et une équation de 
chacune des directrices et son excentricité 
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b) 4x² + 36y² = 121  ,  c) 9x² + 4y² = 196  ;  d)  2x² + 2y² = 1 
2°)Identifiés les ensembles des points M(x,y) vérifiant : 
      a) tcos5x =   et tsin3y =  , Rt ∈ . 

     b) 
1e
1e

x
t2

t2

+
−=   et 

1e
e

y
t2

t

+
=  , Rt ∈ . 

EXERCICE N°13 

Soit l'ellipse ξ  d'équation 1
²b
²y

²a
²x =+  , a > b. 

Soit M un point de ξ  d'abscisse 0x . 

1°)Définir ses foyers F et F', ses sommets et une équation de chacune des directrices et son 
excentricité. 
2°)Calculer MF et MF' et vérifier que MF + MF' = 2a. 
3°) On considère une droite variable ∆ passant par F coupe la l'ellipse ξ  en M et M'. 

Prouver que 
²b
a2

'FM
1

FM
1 =+  

4°)La droite (MF') recoupe ξ  en N. Montrer que 
²b

²b2²a4
N'F
M'F

FN
FM −=+  

EXERCICE N°14 
Déterminer la nature et les éléments de la courbe d'équation : 
1°) 1x2²y4²x =++  
2°) 1y16x2²y8²x =−+−  
3°) 02²y)1m(mx4²mx =+−++   , Rm ∈  

5°)
m
²x

x2y4²y −=−  , *Rm ∈  

EXERCICE N°15 
On considère deux points distincts donnés F et F' du plan orienté. On note O le milieu de [FF'] et 
∆  la médiatrice de ce segment. On pose c = OF. On note A et B les points de ∆  tels que OA = 
OB = c. 
On note s la symétrie centrale de centre F et r la rotation de centre F et d'angle dont une mesure 

est
2
π

. 

Soit D et D' les droites symétriques de D par rapport à F et F'. 
1°) a) On considère les points P = r (A) et Q = s (A). Prouver que r (Q) = B. 
Déterminer la nature du quadrilatère APQB et tracer ce quadrilatère sur la figure. 
b) Déterminer les images respectives du segment [AB] par s, par r et par r o s. 
 c) À tout point N du segment [AB], on associe les points H = s(N), I = r (N) et J=r(H)=(r o s) (N). 
Déterminer la nature du quadrilatère NIHJ et tracer ce quadrilatère sur la figure.  
2°) On note  Γ  le cercle de centre N et de rayon NI. 
a) Montrer que, pour tout point M du plan, MH2 + MN2 = 2(MF2 + NF2). 
b) En déduire que Γ  est l'ensemble des points M du plan vérifiant MH² - 2MF² =0 
3°) On note K la projection orthogonale de H sur ∆  et on pose α  = ON où 0 ≤ α  ≤  c. 
Exprimer NK en fonction de α , puis NF et NI en fonction de α  et de c. En déduire que le cercle Γ  
coupe la droite (HK) en deux points M1 et M2 distincts ou confondus. 

4°) Prouver que .
2

1
HM
FM

1

1 =  

En déduire que lorsque N parcourt le segment [AB], les points M1 et M2 appartient à une ellipse E 
dont F est un foyer et dont on précisera l'excentricité et la directrice associée à F. 
Placer les sommets de E et tracer cette ellipse. 
EXERCICE N°16 
Le plan complexe est muni d'un repère orthonormal direct )v,u; (O

rr
.   

On désigne par M, N, P trois points distincts de ce plan d'affixes respectives m, n, p. 
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1°)Démontrer que le triangle MNP est rectangle en N si et seulement si le complexe 
nm
np

i
−
−

 est un 

réel non nul. 
2°)Dans cette question, M, N, P sont d'affixes respectives z, z2, z4. 
 a) Quelles conditions doit vérifier z pour que M, N, P soient distincts deux à deux ? 
b) Démontrer que l'ensemble des points M d'affixe z = x + iy du plan tels que le triangle MNP soit 

rectangle en N est une conique Γ  d'équation 
4
1

y
2
1

x 2
2

=−






 + , privée de deux points que l'on 

précisera. 
3°) Préciser la nature de Γ  et déterminer ses éléments géométriques (sommets, foyers, 
excentricité, asymptotes). 
4°) Représenter Γ  et mettre en place sur la figure les sommets, les foyers et les asymptotes de Γ . 
EXERCICE N°17 
Soit ζ  l'ensemble des points dont les cordonnées dans un repère orthonormé direct ( )j,i,O , 
vérifient : 025xy24²y13²x13 =−−+  

1°)Soit r la rotation de centre O et d'angle 
4
π

.  Ecrire la forme complexe de r . 

2°)Déterminer une équation de la courbe ( )ζr . Préciser sa nature et ses éléments géométriques. 
3°)En déduire la nature et les éléments géométriques de ζ .                                                                                                                            
EXERCICE N°18 
Dans le plan complexe, on considère l’ensemble E des points M d’affixe z tels que 

2222 )i1(z)i1(z −−=+−  
1°)Déterminer et construire E. 
2°)Déterminer et construire l’ensemble F des points M tels que  [ ][ ] 8)i1(z)i1(z =−−+−  
3°)Vérifier qu’il existe un point de FE I  où les deux courbes ont même tangente. 
 
EXERCICE N°19 
A tout point M du plan de cordonnées x , y on associe son affixe z = x + iy ( )Ry,x ∈   
On appelle ζ  l'ensemble des point M de plan dont l'affixe z satisfait la relation 

( )
2

i1
z

2
ziz

:*
+−=+

 

1°)Démontrer que ζ  admet pour équation dans le repère orthonormé ( )j,i,O  : 
01y2x2xy2²y²x =+−−−+ . 

2°)On pose ( )ji
2
2

e1 +=  et ( )ji
2
2

e2 +−= .Montrer que ( )21 e,e,O  est un repère orthonormé et 

déterminer une équation de ζ  dans le repère ( )21 e,e,O . 
3°)Quelle est la nature de ζ  et quelles sont ses éléments caractéristiques? 
4°)Que signifie géométriquement le relation ( )* . Construire ζ . 
EXERCICE N°20 
Dans le plan P orienté par un repère orthonormé direct ( )j,i,O , on considère la courbe H 
d'équation : 03x2²y4²x =−−−  
1°)Montrer que H est un hyperbole, déterminer les sommets de H et ses asymptotes. 
2°)a)Vérifier que le point ( )1,221M0 +  est un point de H. 
     b)Donner une équation de la tangente (T) à H en 0M  
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3°)Soit θ  un réel de 






 ππ−
2

,
2

 et l'équation dans C : 

( ) 0cos45z)cos2²(cos2z)²(cos:E 2 =θ++θ+θ−θθ  
a)Résoudre l'équation ( )θE  
b)M' et M" sont les images respectives des solutions z' et z". 
Montrer que M' et M" varient sur une branche B de l'hyperbole H. 
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Divisibilité dans Z 
Soit a un entier et d un entier non nul. 
On dit que d est diviseur de a ou a est divisible par d, s'il existe un entier q tel que a = dq . 
Notation : ad  ⇔ /Zq ∈∃  a = dq . 

••••Si ad  alors ad−  

Soit a , b deux entiers  non nuls et c un entier. 
••••Si ba  et ab  alors  a = b ou a = -b. 

••••Si ba  et cb  alors ca  

••••Si ba  et ca  alors ycxba +  pour touts Zy,x ∈  

Quotient et reste 
Soit a et b deux entiers avec b non nul. 
On appelle quotient de a par b l'entier q défini de la manière suivante : 

••••q est le plus grand entier inférieur ou égale à 
b
a  si b >0 

••••q est le plus petit entier supérieur ou égale à 
b
a  si b <0 

••••On appelle reste de a par b l'entier r = a – bq 
( ) br0etrbqa/NZr,q! <≤+=×∈∃  

••••Le reste de tout entier n dans la division euclidienne par un entier non nul b est un élément de 
l'ensemble { }1b,...,2,1,0 −  

Congruence modulo n 
Définition et notation: 
Soit n un entier naturel non nul et a et b deux entiers . 
*)On dit que a est congru à b modulo n ( ou a et b sont congrus modulo n)si a – b est un multiple 
de n. On note alors ( )nmodba ≡ ou [ ]nba ≡  
*)Pour tout entier a, il existe un unique entier { }1n,...,1,0r −∈ tel que [ ]nra ≡ . On dit que r est le 
reste’ modulo n de a . 
Propriétés  
Soient a et b deux entiers relatifs non nuls et *Nn ∈  

[ ] ⇔≡ nba ban −  

[ ] ⇔≡ nba [ ]nra ≡  et [ ]nrb ≡  
[ ]naa ≡  

Si [ ]nba ≡ alors [ ]nab ≡  
Si [ ]nba ≡  et [ ]ncb ≡  alors [ ]nca ≡  

Si [ ]nba ≡  et [ ]ndc ≡  alors [ ]ndbca +≡+  , [ ]nbdac ≡  , [ ]nhaha ≡ ( )Zh ∈  et [ ]nba kk ≡ ( )*Nk ∈  
Petit théorème de Fermat 
Soit p un nombre premier et a un entier naturel alors : aap p −  

Exemple : Montrer que, si 13n13  alors n13 . 

On a : 13 est un nombre premier alors nn13 13 −  et d’autre part on a : 13n13  alors 

( )nn(n13 1313 −−   

alors n13  

Fiche de cours          Fiche de cours          Fiche de cours          Fiche de cours                                                      4444èmeèmeèmeème    MathsMathsMathsMaths    

                                                            Arithmétiques Arithmétiques Arithmétiques Arithmétiques                                     
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PGCD et PPCM 
Soient a et b deux entiers relatifs non nuls. 
1°)Le plus grand entier qui divise à la fois a et b s’appelle le plus grand commun diviseur ou PGCD 
de a et b. On le note ba ∧ . 

Formellement : bad ∧= si et seulement si 






∈∀ dk,DDk

bdetad

ba I
 

 
2°)La plus petit entier strictement positif qui est à la fois multiple de a er b s’appelle le plus petit 
commun multiple ou PPCM de a et b. On le note ba ∨  

Formellement : bam ∨= si et seulement si 






∈∀ nm,MMn

mbetma

ba I
 

3°)Deux entiers relatifs non nul a et b sont premiers entre eux lorsque leur PGCD est égale à 1. 
 
Propriétés  
Soient a et b deux entiers relatifs non nuls. 

• 0ba >∧  
• baba ∧=∧  

• Si ab  alors bba =∧  
• Si bne divise pas a et si r est le reste 

modulo b de a alors rbba ∧=∧ . 
• abba ∧=∧  
• Pour tout *Zk ∈  : ( )bakkbka ∧=∧  

• ( ) ( ) cbacba ∧∧=∧∧  , *Zc ∈  
 

• baba ∨=∨  

• ( ) ( ) abbaba =∨×∧  

• Si ab  alors aba =∨  

• Pour tout *Zk ∈  : ( )bakkbka ∨=∨  
• abba ∨=∨  
• ( ) ( ) cbacba ∨∨=∨∨  , *Zc ∈  

 

 
Théorème 
Soit a et b deux entiers non nuls. Alors il existe un unique couple d’entiers ( )'b,'a  tel que 

( ) 'abaa ∧=  , ( ) 'bbab ∧= et 1'b'a =∧  
Lemme de Gausse 

Soit a, b et c trois entiers non nuls. Si 


 =∧

bca
1ba

 alors ca  

Théorème 

Soit a et b deux entiers non nuls et n un entier.            Si 






 =∧

nb
na

1ba
 alors nab  

Théorème (inverse modulo b) 
Soit a et b deux entiers naturels non nuls tels que 2b ≥  et 1ba =∧ . 
Alors il existe un unique entier non nul { }1b,...,1,0u −∈ tel que [ ]b1au ≡ . 
On dit que u est inverse de a modulo b. 
Identité de Bézout 
Soit a et b deux entiers non nuls 
*) 1ba =∧  si et seulement si, il existe deux entiers u et v tels que 1bvau =+  
*)Soit bad ∧= , alors  il existe deux entiers u et v tels que dbvau =+  
Equations de la forme : ax+ by = c. 
Soit, a, b et c trois entiers et bad ∧= . 
L’équation cbyax =+  admet des solutions dans ZZ × , si et seulement si d divise c. 
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EXERCICE N°1 

1°)Quel est le reste de la division  par 7 du nombre 4532  

2°) Quel est le reste de la division  par 5 du nombre 4024  

3°) Déterminer  le chiffre des unités de l'écriture décimale de l'entier 777 . 

4°) Déterminer  le chiffre des dizaines de l'écriture décimale de l'entier 
444444 . 

EXERCICE N°2 

p et q sont des entiers naturels. 

1°) Démontrez que 12pq −  est divisible par 12p − et par 12q − . 

2°) Déduisez en que pour que 12 n −  soit premier, il faut que n soit premier.  

3°)Prouvez à l’aide d’un contre exemple que la condition « n est premier » n’est pas suffisante 

pour que 12n − soit premier. 

EXERCICE N°3 

Montrez que pour tout couple d'entier relatifs (x , y) , si x² + y² est divisible par 7 alors x et y sont 

aussi divisibles par 7. 

 

EXERCICE N°4 

Soit Zn ∈ . Montrer que : 
[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]





≡≡

≡≡≡

21nsi81²n

20nsi84²nou80²n
 

EXERCICE N°5 

1°) Quel est le reste de la division euclidienne de 1310 + par 10 ? 

 En déduire le reste de la division euclidienne de 1710 + par 10. 

2°)Soit  Nr ∈ , 9r0 ≤≤  . Montrer que 10 divise r 10 + 1 si, et seulement si, { }7,3r ∈  . 

3°) Déterminer l'ensemble des entiers naturels x tels que 10 divise x 10 + 1. 

EXERCICE N°6 

On se propose de déterminer tous les couples d'entiers naturels (x,y) ∈N × N, solutions de 

l'équation :  

 (E) : 132 yx =−  

1°) Soit k∈  N. 

a) Quel est le reste de la division euclidienne de 9 k par 8 ? 

b) Déterminer les restes de la division euclidienne de 3 2 k + 1 par 8, puis de 3 2 k + 1 + 1 par 8. 

Séries d’exercicesSéries d’exercicesSéries d’exercicesSéries d’exercices                                                                                    4444èmeèmeèmeème    MathsMathsMathsMaths    
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2°) Soit (x, y)∈ N × N, un couple solution de l'équation (E). Montrer, à l'aide de 1°) que 2x ≤ . 

3°) En déduire tous les couples (x,y) ∈ N × N, solutions de l'équation (E). 

 

EXERCICE N°7 

1°)Montrer que pour tout entier 3n ≥  : 




 +





 +




 +=−

−− 3n212n 2222 51...5151415 . 

2°)En déduire que pour tout entier 3n ≥  , n2  divise 15
2n2 −

−
 et 1n2 +  ne divise pas 15

2n2 −
−

. 

EXERCICE N°8 

Montrer que pour tout n de N : ( ) ( )nn
5353 −++ est divisible par n2 . 

EXERCICE N°9 

Montrer que pour tout n de *N  : 

1°)5 divise 1n21n2 32 ++ +  

2°)9 divise n314n −−  

EXERCICE N°10 

Montrer que pour tout n de *N  : 

5 divise nnnn 4321 +++  si et seulement si équivaut à 4 ne divise pas n. 

 

EXERCICE N°11  

1°) On considère l’équation (E) : 17x – 6y = 2, où x et y sont des entiers. 

a) Résoudre dans Z2 l’équation 17x = 6y. 

b) Déterminer une solution particulière de (E). 

c) En déduire tous les couples de Z2 solutions de l’équation (E). 

d) Montrer que le PGCD des couples solutions de (E) est 1 ou 2. 

e) Déterminer les couples (x ; y) de Z2 solutions de (E) dont le PGCD est 2. 

f) Déterminer le couple (x0 ; y0) solution de (E) tel que : 2yx
00

=∧  et 150y100
0

≤≤  

2°) Une bande de 17 pirates s’est emparé d’un butin composé de pièces d’or d’égale valeur. Ils 

décident de se le partager équitablement et de donner le reste au cuisinier chinois. Celui-ci 

recevrait alors 3 pièces. Mais leur bateau fait naufrage et seuls le butin, 6 pirates et le cuisinier 

sont sauvés : le partage laisserait alors 5 pièces d’or au cuisinier. 

a) On note N le nombre de pièces d’or du butin, x le nombre de pièces de chaque pirate avant le 

naufrage et y le nombre de pièces d’or de chaque pirate après le naufrage. Exprimer N en 

fonction de x, puis en fonction de y. 

b) Ecrire alors la relation liant x et y. 

c) En utilisant les résultats de la question 1°c), déterminer la fortune minimale que peut espérer 

le cuisinier quand il décide d’empoisonner le reste des pirates avec du civet de rat. 
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d) Soit dans ZZ ×  l’équation (E) : 2x – 8y = 5. 

EXERCICE N°12  

1°) On considère l’équation (1) d’inconnue (n, m) élément de 2Z  : 11n −24m = 1. 

a) Justifier, que cette équation admet au moins une solution. 

b) En utilisant l’algorithme d’Euclide, déterminer une solution particulière de l’équation (1). 

c) Déterminer l’ensemble des solutions de l’équation (1). 

2°) a) Justifier que 110p −  divise Np,k,110pk ∈−  . 

      b) (n, m) désignant un couple quelconque d’entiers naturels solutions de (1), montrer que l’on 

peut écrire : (1011n −1) − 10(1024m −1) = 9. 

    c)En déduire  l’existence de deux entiers N et M tels que :(1011 −1)N −(1024 −1)M = 9. 

    d) Montrer que tout diviseur commun à 1024 −1 et 1011 −1 divise 9. 

    e) Déduire des questions précédentes le PGCD de 1024 −1 et 1011 −1. 

EXERCICE N°13 : (BAC 2008.P) 

1°)Soit dans ZZ ×  l’équation (E) : 2x – 8y = 5. 

Montrer que les solutions de ( )E  sont les couples ( )y,x tels que 1k8x −=  et 1k3y −=  

2°) a)Soit n , x et y trois entiers tels que 






+=

+=

7y8n

2x3n
. 

 Montrer que ( )y,x  est une solutions de (E). 

b)On considère le système ( )
[ ]
[ ]





≡

≡

87n

32n
S  où n est un entier. 

Montrer que n est solution du système ( )S  si et seulement si [ ]2423n ≡  

3°) a)Soit k un entier naturel. 

Déterminer le reste de k22  modulo 3 et le reste de k27  modulo 8. 

b)Vérifier que 1991 est une solution de ( )S  et montrer que l’entier ( ) 11991 2008 −  est divisible   par 

24. 

EXERCICE N°14  

1°)a) Déterminer deux entiers relatifs u et v tels que 7u − 13v = 1. 

b) En déduire deux entiers relatifs u0 et v0 tels que 14u0 − 26v0 = 4. 

c) Déterminer tous les couples (a, k) d’entiers relatifs tels que 14a − 26k = 4. 

2°) On considère deux entiers naturels a et b. Pour tout entier n, on note )n(φ le reste de la 

division euclidienne de an + b par 26. 

On décide de coder un message, en procédant comme suit : 

A chaque lettre de l’alphabet on associe un entier compris entre 0 et 25, selon le tableau : 
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1211109876543210

MLKJIHGFEDCBA

Nombre

Lettre
 

25242322212019181716151413

ZYXWVUTSRQPON

Nombre

Lettre

Pour chaque lettre α du message, on détermine l’entier n associe puis on calcule )n(φ . La 

lettre α  est alors codée par la lettre associée à )n(φ . 

On ne connait pas les entiers a et b, mais on sait que la lettre F est codée par la lettre K 

et la lettre T est codée par la lettre O. 

a) Montrer que les entiers a et b sont tels que : 
[ ]
[ ]





≡+

≡+

2614ba19

2610ba5
 

b) En déduire qu’il existe un entier k tel que 14a − 26k = 4. 

c) Déterminer tous les couples d’entiers (a, b), avec 25a0 ≤≤  et 25b0 ≤≤  tels que 

[ ]
[ ]





≡+

≡+

2614ba19

2610ba5
  

3°) On suppose que a = 17 et b = 3. 

a) Coder le message « GAUSS ». 

b) Soit n et p deux entiers naturels quelconques. Montrer que, si )p(φ)n(φ = , alors

[ ]260)pn(17 ≡−  

En déduire que deux lettres distinctes de l’alphabet sont codées par deux lettres distinctes. 

4°) On suppose que a = 17 et b = 3. 

a) Soit n un entier naturel. 

Calculer le reste de la division euclidienne de  n9)n(φ23 −+  par 26 

b) En déduire un procède de décodage. 

c) En déduire le décodage du message « KTGZDO ». 

EXERCICE N°15 : SUITE DE FIBONNACCI 

Soit ( )
Nnn

f
∈

 définie par : 0f
0

= , 1f
1

=  et pour tout n de N : 
n1n2n

fff += ++ . 

1°)Montrer que pour tout n de N : 2 divise 
n
f  si et seulement si 3 divise n. 

2°)Montrer que pour tout n de N : 3 divise 
n
f  si et seulement si 4 divise n. 

3°)Montrer que pour tout n de N : 4 divise 
n
f  si et seulement si 6 divise n. 

EXERCICE N°16 : NOMBRES DE MERSENNE 

Soient a,b des entiers supérieurs ou égaux à 1. Montrer que : 
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1°) ( )12a −  divise ( )12ab − . 

2°) ( ) ( ) ( )121212 baba −=−∧− ∧  

3°)Si 12a −  premier alors a premier. 

EXERCICE N°17 :NOMBRES DE FERMAT 

Partie A. 

On appelle nombres de Fermat les nombres entiers 12F
n2

n
+=  où n est un entier naturel. 

Montrer que pour tout n de *N  : 
n

F  divise 22 n
F −  

Partie B.  

On se propose de démontrer que : “ si le nombre (2n + 1) est premier, alors le nombre n est une 

puissance de 2. ” 

I.Soient b et p deux entiers naturels non nuls. 

1°) Factoriser b2p + 1 – b. En déduire que b2p + 1 – b et b2p + 1 + 1 sont divisibles par b + 1. 

2°) Démontrer que : quels que soient les entiers a, m, p non nuls, 1a )1p2(m ++ est divisible par 

1am +  . 

II. 1°) a) Soit n un entier naturel tel que le nombre (2n + 1) soit premier. 

Démontrer par l’absurde que n ne peut pas avoir de diviseurs impairs autre que 1. 

b) Conclure. 

2°) a) Déterminer le plus petit entier naturel n tel que Fn n’est pas un nombre premier. 

b) Waclav Franciszek Sierpinski (1882 – 1970) a démontré que tout nombre de Fermat, non 

premier, admet un diviseur de la forme : k × 2n + 2 + 1, où k est un entier naturel non nul. Vérifier 

que cela correspond à l’exemple précédent. 

EXERCICE N°18 :THEOREME DE WILSON 

Soit p un entier naturel premier. On note Ep l'ensemble{ }1p;...;2;1 −  . 

1°) Montrez que tout élément de Ep est premier avec p. 

2°)Montrez que pour tout a de Ep , il existe b unique dans Ep tel que [ ]p1ab ≡ . 

3°)Déterminez les a éléments de Ep tels que [ ]p1²a ≡ .  

4°)Montrez que ( ) [ ]p1p!1p −≡−  

5°)Déduisez-en que pour tout p entier naturel premier, ( ) 1!1p +−  est divisible par p. 

EXERCICE N°19 

Soient Za ∈ impair et Nn ∈ tel que 3n ≥ . Etablir : [ ]n2 21a
2n

≡
−

 

EXERCICE N°20 

Montrez que, pour tout b entier > 3 ,  le nombre x = 1 + b + 2b2 + b3 + b4  n'est pas un nombre 

premier. 
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EXERCICE N°21 

Soit pour tout n de *N  : ∑
=

=
n2

1k
n k

)!n2(
s  

1°)Montrer que pour tout n de *N  : ∑
= −+

+=
n

1k
n )k1n2(k

)!n2(
)1n2(s  

2°)En déduire que pour tout n de *N  : 
n

s  est un entier divisible par 2n+1. 

EXERCICE N°22 

1°)Décomposer 319 en facteurs premiers. 

2°)Démontrer que si x et y sont deux entiers naturels premiers entre eux, il en est de même pour 

les nombres : 3x + 5y et x + 2y. 

3°)Résoudre dans  N2 le système d’inconnues a et b :






=

=++

m2ab

1276)b2a)(b5a3(
 où m est le PPCM 

de a et b. 

EXERCICE N°23 

1°) a est un entier naturel. Montrez que a5 – a est divisible par 10. 

2°) a et b sont des entiers naturels avec a ≥ b . Démontrez que si a5 - b5est divisible par 10 alors 

a2 – b2 est divisible par 20. 

EXERCICE N°24 

Montrer que les entiers suivants sont composés : 

1°) Zn,16²nn4 ∈+−  

2°) *3 Nn,1n4²n6n4 ∈+++  

3°) *2n4 Nn,12 ∈++  

EXERCICE N°25 

1°)Montrer que pour tout n de *N  : ( ) ( ) 11n2n²n =+∧+  

2°)Montrer que pour tout n de *N  : ( ) ( ) 11²n3nn2n 43 =++∧+  

3°)Montrer que pour tout n de *N  : ( ) ( ) { }5,11)²1n(1²n ∈++∧+  

EXERCICE N°26 

1°) Montrer que pour tout n de Z  : 42 divise nn7 −  

2°) Montrer que pour tout n de Z  : 2730 divise nn13 −  

3°) Montrer que pour tout n de Z  : 315 22 − divise 315 nn −  

EXERCICE N°27 
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Montrer que pour tout n de Z  : Z
35

n23
5
n

7
n 57

∈++  

EXERCICE N°28 

Dans cet exercice, a et b désignent des entiers strictement positifs. 

1Démontrer que si (a2 + a b – b2)2 = 1, alors a et b sont premiers entre eux. 

2° On se propose de déterminer les couples d'entiers strictement positifs (a ; b) tels que : 

 (a2 + a b – b2)2 = 1. Un tel couple sera appelé solution. 

a) Déterminer a lorsque a = b. 

b) Vérifier que (1 ; 1), (2 ; 3) et (5 ; 8) sont trois solutions particulières. 

c) Montrer que si (a ; b) est solution et si a ≠ b , alors a2 – b2 < 0. 

3° a) Montrer que si (x ; y) est une solution différente de (1 ; 1) alors (y – x ; x) et (y ; y + x) 

sont aussi des solutions. 

b) Déduire de 2° b) trois nouvelles solutions. 

4° On considère la suite de nombres entiers strictement positifs (an)n définie par a0 = a1 = 1 et 

pour tout entier n,  n > 0, an+2 = an+1 + an. 

Démontrer que pour tout entier n > 0, (an ; an+1) est solution.  

En déduire que les nombres an et an+1 sont premiers entre eux. 

EXERCICE N°29 

Dans cet exercice, on pourra utiliser le résultat suivant : 

« Étant donnés deux entiers naturels a et b non nuls, si 1ba =∧  alors 1²b²a =∧ ». 

Une suite (Sn) est définie pour n > 0 par ∑
=

=
n

1p

3
n

pS .  

On se propose de calculer, pour tout entier naturel non nul n, le plus grand commun diviseur de Sn 

et Sn+1. 

1°) Démontrer que, pour tout n > 0, on a : )²1n²(nS4
n

+=  

2° )Supposons que  n est pair. Soit k l’entier naturel non nul tel que n = 2 k. 

a) Démontrer que ( ) ( )222
1k2k2

)1k(k1k2SS +∧×+=∧ + . 

b) Calculer alors 
1nn

SS +∧  

3°) Supposons que  n est impair.  

Soit k l’entier naturel non nul tel que n = 2 k +1. 

a) Démontrer que les entiers 2 k +1 et 2 k +3 sont premiers entre eux. 

b) Calculer  alors 
1nn

SS +∧  

4°) Déduire des questions précédentes qu’il existe une unique valeur de n, que l’on déterminera, 

pour laquelle Sn et Sn+1 sont premiers entre eux. 

EXERCICE N°30 



M
ath

s au
x
 lycées , S

ite éd
u
catif *

*
*
 h
ttp

://m
ath

s-akir.m
id
ib
lo
g
s.co

m
/*

*
*
 M

ath
s au

x lycées , S
ite éd

u
catif *

*
*
 h
ttp

://m
ath

s-akir.m
id
ib
lo
g
s.co

m
/ 

 

 
112 

1°)Pour a = 2 puis pour a = 3, déterminer un entier naturel n non nul tel que an ≡ 1 mod 7. 

2°)Soit a un entier naturel non divisible par 7. 

a) Montrer que : a6 ≡ 1 mod 7. 

b) On appelle ordre de a mod 7, et on désigne par k, le plus petit entier naturel non nul tel que ak 

≡ 1 mod 7. Montrer que le reste r de la division euclidienne de 6 par k vérifie ar ≡ 1 mod 7. 

En déduire que k divise 6. 

Quelles sont les valeurs possibles de k ? 

c) Donner l’ordre modulo 7 de tous les entiers a compris entre 2 et 6. 

3°)A tout entier naturel n, on associe le nombre  An = 2n + 3n + 4n +5n + 6n. 

Montrer que A2006 ≡  6 mod 7. 

EXERCICE N°31 

Partie A.  

1°) Démontrer que, pour tout entier naturel n, 4 n est congru à 1 modulo 3. 

2°) Prouver que 4 28 – 1 est divisible par 29. 

3° )Pour 1 ≤ n ≤ 4 , déterminer le reste de la division de 4 n par 17.  

En déduire que, pour tout entier k, le nombre 4 4 k – 1 est divisible par 17. 

4° )Pour quels entiers naturels n le nombre 4 n – 1 est-il divisible par 5 ? 

5° )A l’aide des questions précédentes, déterminer quatre diviseurs premiers de 428 – 1. 

Partie B.  

Soit p un nombre premier différent de 2. 

1° Démontrer qu’il existe un entier n ≥ 1 tel que 4 n ≡ 1 (mod p). 

2° Soit n > 1 un entier naturel tel que 4 n ≡ 1( mod p). On note b le plus petit entier strictement 

positif tel que  

4b ≡ 1 (mod p) et r le reste de la division euclidienne de n par b. 

a) Démontrer que 4 r ≡ 1( mod p). En déduire que r = 0. 

b) Prouver l'équivalence : 4 n – 1 est divisible par p si et seulement si n est multiple de b. 

c) En déduire que b divise p – 1. 

EXERCICE N°32  

1°)Calculer le )14()14( 65 −∧−  . 

2°)(un) est la suite définie par u0 = 0, u1 = 1 et, pour tout entier naturel n, par un+2 = 5 un+1 – 4 un.  

Calculer u2 , u3  et  u4 . 

3°)a)Montrer que la suite (un) vérifie, pour tout entier naturel n, un+1 = 4 un + 1. 

b)Montrer que, pour tout entier naturel n, un est un entier naturel.  

c)En déduire, pour tout entier naturel n, le 
1nn

uu +∧  . 
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4°)Soit (vn) la suite définie pour tout entier naturel n par vn = un + 
3
1

.  

a)Montrer que (vn) est une suite géométrique dont on déterminera la raison et le premier  terme v0  

b)Exprimer vn puis un en fonction de n. 

c)Déterminer, pour tout entier naturel n, le )14()14( 1nn −∧− + . 
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L’espace est muni d’une  repère orthonormé  direct ( )k,j,i,O  . 
 
Produit scalaire dans l’espace. 
Définition 

Soit u  et v deux vecteurs et les point O , M , N tels que OAu =  et OBv = . 

On appelle produit scalaire des vecteurs u  et v  le réel noté v.u  et défini comme suit : 

♦Si 0u = ou 0v =  alors 0v.u = . 

♦Si 0u ≠  et 0v ≠  alors ( )BÔAcosvuv.u ×=   

 Conséquence 
1°) OH.OAOB.OA =  où H est le projeté orthogonal de B sur (OA). 

2°) 






 −−+=
222

vuvu
2
1

v.u  

3°) 






 −−+=
222

vuvu
2
1

v.u  

4) 0v.uvu =⇔⊥   
 
Propriétés : 

Soit u  , v et w  trois  vecteurs  et a et b deux réels. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Déterminant  
Soit B= ( )k,j,i est une base 

Pour tout vecteur u , il existe un unique triplet (x,y,z) de réels tel que kzjyixu ++=  

M(x,yz) � kzjyixOM ++=  

Soit 
















c
b
a

u  ,
















'c
'b
'a

v  et 
















''c
''b
''a

w  

On appelle déterminant de ( )w,v,u dans la base B, et on note detB ( )
"c'cc
"b'bb
"a'aa

w,v,u =  le réel : 

"b'b
"a'a

c
"c'c
"a'a

b
"c'c
"b'b

a +−  

 
 
 

22
uu =  u.vv.u =  )v.u(ab)vb).(ua( =  

v.u2vuvu
22

2 ++=+  v.u2vuvu
22

2 −+=+  








 +=−++
22

2 vu2vuvu  w.uv.u)wv(u +=+  
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Produit vectoriel dans l’espace. 
Définition : 
Soit ABu =  et ACv = deux vecteurs  . 

On appelle produit vectoriel de u  par v , le vecteur  défini comme suite : 

▪Si uet v  sont colinéaires alors 0vu =∧  

▪Si uet v  ne sont pas colinéaires alors : 

i. vuu ∧⊥  et vuv ∧⊥ . 

ii. ( )vu,v,u ∧  est une base direct. 

iii. ( )CÂBsinvuvu ×=∧  

Conséquences et propriétés  

0uu =∧  0vu =∧ , si et seulement si , uet v  sont 
colinéaires 

 

( )kAC,ABsinACABACAB ××=∧  où k  unitaire et 
normale au plan (ABC) 

 

( )uvvu ∧−=∧  ( )vuabvbua ∧=∧  

( ) ( ) ( ) ( )w,v,udetv.uwu.wvw.vu =∧=∧=∧  ( ) wuvuwvu ∧+∧=+∧  

Soit 
















c
b
a

u  et 
















'c
'b
'a

v  alors :    k
'bb
'aa

j
'cc
'aa

i
'cc
'bb

vu +−=∧  

 
Propriétés 

Soit  u , v et w  des vecteurs de l’espace. 
L’aire du parallélogramme ABCD est égale à : 

ADAB ∧  
L’aire du triangle ABD est égale à : ADAB

2
1 ∧  

Le volume d’un tétraèdre ABCD est égale à : 

( )BA.BDBC
6
1 ∧  

Le volume d’un parallélépipède  ABCDEFGH  est 

égale à : ( ) ( )AE,AD,ABdetAE.ADAB =∧  

La distance d’un point M de l’espace à la droite ( )u,A∆  est le réel : 

u

uMA
),M(d

∧
=∆

AB

MBMA ∧
=   avec ∆∈B  

 
 

 
Translation 
*) ( ) u'MMMt'M

u
=⇔=  

*)
u

1

u
tt

−
− =  

*) ξ→ξ:f / 'M)M(f =  et 'N)N(f =  

f est une translation si et seulement si MN'N'M = . 
*)Toute translation de l’espace conserve la distance. 
*) Toute translation de l’espace conserve le produit scalaire. 
*)L’image d’une droite par une translation est une droite qui lui est parallèle. 
*)L’image d’un plan par une translation est un plan qui lui est parallèle. 
*)Toutes translation conserve la parallélisme et l’orthogonalité. 
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*) Toutes translation conserve le milieu 
*)L’image d’un sphère S par une translation est une sphère 'S de même rayon et de centre l’image 
du centre. 

*) Soit 
















c
b
a

u   

Si ( ))z,y,x(Mt)'z,'y,'x('M
u

=  alors 








+=
+=
+=

cz'z
by'y
ax'x

 

Réciproquement : L’application qui à tout point  )z,y,x(M  associe le point )'z,'y,'x('M tel que 









+=
+=
+=

cz'z
by'y
ax'x

 est la translation de vecteur 
















c
b
a

u . 

 
Homothétie 

*) ( )( ) IMk'IMMh'M k,I =⇔=   , ( *)Rk ∈  

*) ( )








− =

k
1

,I
k,I

1 hh  

*) ξ→ξ:f / 'M)M(f =  et 'N)N(f =  

f est une homothétie si et seulement si MNk'N'M = . 
*)L’image d’une droite par une homothétie est une droite qui lui est parallèle. 
*)L’image d’un plan par une homothétie est un plan qui lui est parallèle. 
*)Toutes homothétie conserve la parallélisme et l’orthogonalité. 
*) Toutes homothétie conserve le milieu 
*)L’image d’un sphère S du centre I et de rayon R  par une homothétie est une sphère 'S de 
centre 'I image de I et de rayon Rk . 

*) Toutes homothétie conserve le contact. 
*) Soit )c,b,a(I  et { }1*Rk −∈   

Si ( )( ))z,y,x(Mh)'z,'y,'x('M k,I=  alors 








−+=
−+=
−+=

c)k1(kz'z
b)k1(ky'y
a)k1(kx'x

 

Réciproquement : L’application qui à tout point  )z,y,x(M  associe le point )'z,'y,'x('M tel que 









γ+=
β+=
α+=

kz'z
ky'y
kx'x

 est une homothétie de centre 








−
γ

−
β

−
α

k1
,

k1
,

k1
I et de rapport k. 

 
Rappel  

Soit )z,y,x(A 000 , 
















c
b
a

u et 
















'c
'b
'a

v  

 Droite: 
L'ensemble des points M tels que AMet u  soient colinéaires est une droite, appelé droite passant 
par A et de vecteur directeur u . 

{ }uAM,R/M)u,A(D α=∈α∃℘∈=  
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Représentation paramétrique : 








λ+=
λ+=
λ+=

czz
byy
axx

:)u,A(D

0

0

0

 ; R∈λ  

Plan: 

Dans le cas où uet v non colinéaires: 

L'ensemble des points M tels que AM soit combinaison linéaire de uet  v , est un plan, appelé plan 

passant par A et de vecteurs directeurs uet  v . 

{ }vuAM,R,/M)v,u,A(P β+α=∈βα∃ξ∈=  
. 

Représentation paramétrique : 








β+λ+=
β+λ+=
β+λ+=

'cczz
'bbyy
'aaxx

:)v,u,A(P

0

0

0

 ; R∈λ  

 
Equation cartésienne d’un plan et d’une droite 
*)Plan : 0dczbyax:P =+++  avec ( ) ( )0,0,0c,b,a ≠  

*)Droite :  l’ensemble des points M(x,y,z) tels que 




=+++
=+++

0'dz'cy'bx'a
0dczbyax

 est une droite,  

si et seulement si, les triplets ( )c,b,a  et ( )'c,'b,'a ne sont pas proportionnels. 

*)L’ensemble { }0n.AM/M =ξ∈  est le plan passant par A et de vecteur normal n  

*)Le vecteur 
















c
b
a

n  est le vecteur normale à P. 

*)Le vecteur 
















γ
β
α

x  est un vecteur de P si et seulement si 0cba =γ+β+α  

Position relatives  
Soit )u,A(D  , )'u,'A('D  , 0dczbyax:P =+++  et 0'dz'cy'bx'a:'P =+++  

Leur vecteurs normaux n  et 'n  
*) 'DD ⊥  si et seulement si 'uu ⊥  

*) 'D//D  si et seulement si 'u//u  

*) 'PP ⊥  si et seulement si  'nn ⊥  
*) 'P//P  si et seulement si  u//n     

*) DP ⊥  si et seulement si  'nn ⊥  
*) D//P  si et seulement si  un ⊥     
 

Distance de A à P : ( )
²c²b²a

dczbyax
P,Ad 000

++

+++
=  

 
La sphère 
Etant donnés un point I de ξ  et un réel R strictement positif. On appelle sphère de centre I et de 
rayon R, et on note ( )R,Iζ  l’ensemble des points M de ξ  tels que : IM = R. 

Autre définition : Soit la sphère ζ de diamètre [AB]. MBMAM ⊥⇔ζ∈  

Equation cartésienne d’un sphère : ( )R),c,b,a(Iζ  : ( ) ( ) ( ) ²Rczbyax 222 =−+−+−  
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Réciproquement : 
Soit { }0dzyx²z²y²x/)z,y,x(ME =+γ+β+α+++ξ∈=  

On pose d
4

²²²
h −γ+β+α=  

 
Si h <0   alors  oE /=  

Si  h = 0 alors 







 γβα= )

2
,

2
,

2
(IE  

 
Si h>0  alors ( )h,I

E ζ=  

Intersection d’une sphère et d’un plan. 
Soit ζ  une sphère de centre I et de rayon R. Soient  P un plan , H le projeté orthogonal de I sur P 

et ( )P,Id = . 
Si d > R alors OP /=ζI , on dit que P et ζ  sont extérieurs. 

Si d = R alors { }HP =ζI , on dit que P et ζ sont tangents. 

Si  0 < d < R  alors ζIP est le cercle de P de centre H et de rayon ²d²R − , on dit que P et ζ  

sont sécants. 
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EXERCICE N°1 
Soit le cube OABCDEFG représenté par la figure ci-dessous. 
L’espace est orienté par le repère orthonormal direct 

)OD,OC,OA;(O . 
On désigne par a un réel strictement positif. 
L, M, et K sont les points définis par OAaOM,OCaOL ==  et 

BFaBK = . 

1°) a) Calculer les coordonnées du vecteur DLDM ∧ . 
     b) En déduire l’aire du triangle DLM.  
     c) Démontrer que la droite (OK) est orthogonale au plan (DLM).  
2°) On note H le projeté orthogonal de O (et de K) sur le plan (DLM). 
   a) Démontrer que OKOHOKOM ⋅=⋅ .  

   b) Les vecteurs OH et OK étant colinéaires, on note λ le réel tel que OKλOH = . 

Démontrer que 
2a

a
λ

2 +
= . En déduire que H appartient au segment [OK].  

   c) Déterminer les coordonnées de H.  
 

   d) Exprimer HK en fonction de OK . En déduire que 
2a

2aa
HK

2

2

+

+−= .  

EXERCICE N°2 
Soient a un réel strictement positif et OABC un tétraèdre tel que : 
•  OAB, OAC et OBC sont des triangles rectangles en O, 
•  OA = OB = OC = a . 
On appelle I le pied de la hauteur issue de C du triangle ABC, H le pied de la hauteur issue de O 
du triangle OIC, et D le point de l’espace défini par : 
 

                                                                                                     

 
1°)Quelle est la nature du triangle ABC ?  
2°)Démontrer que les droites (OH) et (AB) sont orthogonales, puis que H est l’orthocentre du 
triangle ABC.  
3°)Calcul de OH  
a)Calculer le volume V du tétraèdre OABC puis l’aire S du triangle ABC.  

Séries d’exercicesSéries d’exercicesSéries d’exercicesSéries d’exercices                                                                                4444èmeèmeèmeème    MathsMathsMathsMaths    

                                                                Géométrie dans l’espaceGéométrie dans l’espaceGéométrie dans l’espaceGéométrie dans l’espace                                
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b)Exprimer OH en fonction de V et de S, en déduire que OH = a
3
3

. 

4°)Étude du tétraèdre ABCD.  

L’espace est rapporté au repère orthonormal, 







OC

c
1

,OB
b
1

,OA
a
1

,O  

a)Démontrer que le point H a pour coordonnées : 








3
a

,
3
a

,
3
a

 

b)Démontrer que le tétraèdre ABCD est régulier (c’est-à-dire que toutes ses arêtes ont même 
longueur).  
c)Soit Ω le centre de la sphère circonscrite au tétraèdre ABCD. Démontrer que Ω est un point de la 
droite (OH) puis calculer ses coordonnées. 
 
EXERCICE N°3 (Bac.M  2008p). 
L’espace ξ  est muni d’un repère orthonormé direct ( )k,j,i,O . 

On considère le tétraèdre ABCE tel que A(1,0,2) , B(0,0,1) , C(0,-1,3) et ACABAE ∧= . 
1°)a)Vérifier que E  à pour cordonnées (0,2,3). 
b)Calculer le volume du tétraèdre ABCE. 
2°)a)Soit P le plan d’équation : 05zy2x =+−− . Montrer que P est parallèle au plan (ABC). 

b)Soit K le point défini  par 0KCKE2 =+ . Calculer les cordonnées du point K et vérifier que K 
appartient au plan P. 
3°)Soit h l’homothétie de centre E qui transforme le point C  en K. 
a)Déterminer le rapport de h. 
 b)Le plan P coupe les arêtes [EA] et [EB] respectivement en I et J. 
Calculer le volume du tétraèdre EIJK. 
EXERCICE N°4 (Bac.Sc  2008p). 
L’espace est rapporté à un repère orthonormé direct ( )k,j,i,O  
On considère les points A(3,2,6) ; B(1,2,4) et C(4,-2,5). 
1°)a)Calculer les composantes du vecteur ACAB ∧ . 
b)En déduire que les points A, B et C ne sont pas alignés. 
c)Calculer le volume du tétraèdre OABC. 
2°)Soit H le projeté orthogonal du point O sur le plan (ABC). 

Montrer que 
3
4

OH = . 

3°)Soit S la sphère de centre O et passant par A. 
a)Justifier que l’intersection de S avec le plan (ABC) est un cercle ζ  de centre H. 
b)Calculer le rayon du cercle ζ . 
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Système complet  
Soient A1 , A2 , ….,An forment un système complet d’évènements de Ω  ssi : 
A1∪A2∪…..∪An = Ω et ∀i , j∈{1,2,…..,n} avec i≠j on a : Ai∩Aj=∅ 
Exemple : A1={1,2} , A2={3} , A3={4,5,6} 
A1 ,  A2 et A3 forment un système complet d’évènements de Ω={1,2,3,4,5,6}. 
Récapitulation : 

Type de tirage 
Successif avec remise Successif sans remise simultané 

Ordre L’ordre intervient L’ordre intervient L’ordre n’ intervient 
pas 

Un cas possible un p-uplet avec  
possibilité de 

répétition 

un p-uplet d’élément 
distinct 

une partie de p 
éléments 

cardΩ np 

)!pn(
!n

Ap
n −

=  
)!pn(!p

!n
Cp

n −
=  

 
Vocabulaire des probabilités 
Expérience aléatoire. Eventualité 
On lance un dé ou une pièce de monnaie, on tire une carte dans un jeu…  
Seul le hasard intervient. 
On parle alors d’expérience aléatoire. 
Les différents résultats d’une expérience aléatoire s’appellent des éventualités. 
L’ensemble des éventualités s’appelle l’univers, on le note souvent Ω . 
Le nombre des éventualités de A s’appelle le cardinal de l’événement . On le note card(A). 
Exemple : 
On lance un dé. 
Il y a 6 éventualités : 1, 2, 3, 4, 5 et 6. 
L’univers est Ω  = {1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 ; 6 }. 
Evénements 
Un événement est une partie (ou un sous-ensemble) de l’univers. 
On dit que cet événement est réalisé si l’une des éventualités qui le compose est réalisée. 
Evénements particuliers : 
L’événement certain contient toutes les éventualités. Il est égal à l’univers Ω . 
L’événement impossible ne contient aucune éventualité. C’est l’ensemble vide ∅. 
Un événement élémentaire est un événement qui ne contient qu’une seule éventualité : {a } 
Exemple : 
On lance un dé. 
L’événement certain est {1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 ; 6 }. 
Les 6 événements élémentaires sont {1}, {2}, {3}, {4}, {5} et {6}. 
L’événement « Obtenir un nombre impair » est {1 ; 3 ; 5 }. 
Il est composé de trois éventualités. 
L’événement « Obtenir un nombre inférieur à 7 » est l’événement certain. 
L’événement « Obtenir 8 » est l’événement impossible. 
 
Soit A et B deux événements de Ω . 

Fiche de cours          Fiche de cours          Fiche de cours          Fiche de cours                                                      4444èmeèmeèmeème    MathsMathsMathsMaths    

                                                                            Probabilités Probabilités Probabilités Probabilités                                     
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On dit que A est inclus dans B, et l’on note A⊂ B, si toutes les éventualités de A appartiennent 
aussi à B. 
L’événement A ∩ B est l’ensemble des éventualités communes à A et à B. 
L’événement A ∪ B est l’ensemble des éventualités qui appartiennent soit à A, soit à B, soit aux 
deux. 
Deux événements A et B sont dits incompatibles ( ou disjoints) lorsqu’ils n’ont aucun élément en 
commun, c'est-à-dire A ∩ B = ∅ 
L’événement contraire de A est le complémentaire de A dans Ω . ; on le note A .( C’est 
l’événement qui contient toutes les éventualités de Ω  qui ne sont pas dans A. 
Des événements forment une partition d’un événement A, s’ils sont incompatibles deux à deux et 
si leur réunion est égale à A. 
 
Probabilité 
On considère un univers Ω  lié à une expérience aléatoire, Ω  = {x1, x2, …, xn}. 
Définir une probabilité sur Ω , c’est associer à chaque éventualité xi un réel positif pi de sorte que 
p1 + p2+ … + pn = 1. 
Propriétés :  

• 1)A(p0 ≤≤  
• p( ∅) = 0 ( la probabilité de l’événement impossible est nulle ) 
• p( Ω  ) = 1 ( la probabilité de l’événement certain est égale à 1 ). 
• p ( A ) est la somme des probabilités de tous les événements élémentaires qui forment 

A. 
Si A = {a1, a2, a3, …, ak), alors p(A) = p({a1}) + p({a2}) + p({a3}) + …+ p({ak}). 

• p(A ∪ B) = p(A) + p(B) - p(A ∩ B). 
• Si A et B sont incompatibles alors, p(A∩ B) = 0 on a donc : p(A∪ B) = p(A) + p(B). 

• Quel que soit l’événement A, p( A ) = 1 – p(A) 

• Si A1, A2 et A3 forment une partition de D, alors p(D) = p(A1) + p(A2) + p(A3). ( Cette 
propriété se généralise à un nombre quelconque d’événements formant une partition de 
D.) 

Equiprobabilité 
Lorsque chaque événement élémentaire a la même probabilité, on dit qu’il y a équiprobabilité ou 
que les événements élémentaires sont équiprobables. 
Propriété : 
Si l’on est dans une situation d’équiprobabilité, et que le nombre d’éléments de Ω  est n, 

La probabilité de chaque événement élémentaire est  
1
n , 

Pour tout événement A, p(A) = 
)(card
)A(card

Ω
= 

"possibles "cas de nombre
"favorables" cas de nombre

 

 
Exemple : 
On tire au hasard une carte dans un jeu de 52 cartes. Chaque tirage est équiprobable. 

La probabilité de tirer le roi de trèfle est 
52
1

. 

La probabilité de tirer un trèfle est de  
13
52 =  

1
4 .  

 
Probabilité conditionnelle 
Exemple 
Parmi les 80 filles qui étaient en classe : 
36 sont aujourd’hui salariées ; 39 sont mères de famille ; 15 sont salariées et mères de famille. 
On choisit au hasard une de ces 80 femmes. 
Considérons les événements A : « la femme choisie est salariée » et B : « la femme choisie est 
mère de famille ». 



 

1)Compléter le tableau suivant : 

 B : mère de famille

A : salariée 

A  : non salariée 

Total 

2)Calculer P(A).             rép. (
80
36

3)Que représente l’événement A

4)On interroge une salariée. Quelle est la probabilité que ce soit une mère de famille

cette probabilité est égale à 
(p

A(p

Remarque :  
C’est la probabilité que la personne i
interrogé une salariée. 
 
Définition et propriété  
Etant donné deux événements A et B avec p(A) 
on note pA(B), la probabilité que l’événement B
réalisé. 

On a alors pA(B) = 
)A(p

)BA(p ∩
 

 
Formule des probabilités composées
on a donc aussi : A(p)BA(p =∩
Exemple :  
Dans l’exemple précédent, calculer la probabilité que la personne interrogée soit une salariée, 

sachant que l’on a interrogé une mère de famille.                                 rép.  (

Calculer PB (A). Que représente cette probabilité

 
Représentation à l’aide d’un arbre pondéré
On appelle arbre pondéré un arbre sur
branche comme l’indique le schéma ci

Etape 1 

La probabilité d’un résultats est égale au produit des probabilités portées par les branches qui 
conduisent à ce résultat. 
La somme des probabilités portées par les branches issues d’un même nœud est égale à 1
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: mère de famille B  : non mère de famille 

15 21 

 20 

39 41 

80
36

) 

∩ B ? Calculer la probabilité de cet événement.    rép.  (

4)On interroge une salariée. Quelle est la probabilité que ce soit une mère de famille

)A(
)B∩
.                  rép.  (

36

15 ) 

C’est la probabilité que la personne interrogée soit une mère de famille, sachant que l’on a 

Etant donné deux événements A et B avec p(A) ≠ 0, on appelle « probabilité de B sachant A
(B), la probabilité que l’événement B soit réalisé sachant que l’événement A est déjà 

Formule des probabilités composées :  
)B(p)A A×  

Dans l’exemple précédent, calculer la probabilité que la personne interrogée soit une salariée, 

sachant que l’on a interrogé une mère de famille.                                 rép.  (

(A). Que représente cette probabilité ?PB (A) = 

80
39
80
15

)B(p
)BA(p =∩

 

Représentation à l’aide d’un arbre pondéré 
On appelle arbre pondéré un arbre sur lequel on a placé les probabilités correspondant à chaque 
branche comme l’indique le schéma ci-dessous : 

Etape 2 Résultat Probabilité 

 
La probabilité d’un résultats est égale au produit des probabilités portées par les branches qui 

La somme des probabilités portées par les branches issues d’un même nœud est égale à 1
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 Total 

36 

 

80 

probabilité de cet événement.    rép.  (
80
15

) 

4)On interroge une salariée. Quelle est la probabilité que ce soit une mère de famille ? Vérifier que 

nterrogée soit une mère de famille, sachant que l’on a 

probabilité de B sachant A » et 
soit réalisé sachant que l’événement A est déjà 

Dans l’exemple précédent, calculer la probabilité que la personne interrogée soit une salariée, 

sachant que l’on a interrogé une mère de famille.                                 rép.  (
39
15

). 

lequel on a placé les probabilités correspondant à chaque 

 
La probabilité d’un résultats est égale au produit des probabilités portées par les branches qui 

La somme des probabilités portées par les branches issues d’un même nœud est égale à 1 
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Exemple : 
Dans une forêt, 70% des arbres sont des chênes, les autres sont des hêtres. 40% des arbres ont 
une maladie et cette maladie touche un hêtre sur 3. On désigne par C l’événement « être un 
chêne » et par M « avoir la maladie ». 
1)Compléter le tableau ci-contre en indiquant dans chaque case le pourcentage correspondant. 

 C C  Total 

M 30% 10% 40% 

M  40% 20% 60% 

Total 70% 30% 100% 

2)Faire un arbre pondéré et calculer les probabilités affectées à chaque branche. 
 

CP (M) = 
7
3

7,0
3,0

)C(p
)MC(p ==∩

 

CP ( M ) = 
7
4

7
3

1 =−  

 
Formule des probabilités totales 

Si A est un événement de probabilité non nulle et A  son événement contraire, alors les 

événements B ∩ A et B∩ A  sont incompatibles et leur réunion est B : 

P(B) = p(A∩ B) + p( BA ∩ ) = )B(p)A(p)B(p)A(p AA ×+× . 

A et A  forment une partition de l’ensemble E. Ce cas particulier se généralise. 

Soit les événements A1, A2, …, An de probabilités non nulles constituant une partition de E. 
La probabilité d’un événement de B de l’ensemble E peut se calculer par la formule : 

)A(p)B(p....)A(p)B(p)A(p)B(p)B(p nA2A1A n21
×++×+×=  

Exemple : 
Dans une usine d’automobiles, trois chaînes « a », « b » et « c » fournissent respectivement 25%, 
35% et 40% de la production de moteurs. 
Certains de ces moteurs sont écartés comme défectueux, dans les proportions suivantes : 
5% pour la chaîne « a », 4% pour la chaîne « b » et 1% pour la chaîne « c ». 
On prend au hasard un moteur et on définit les événements suivants : 
A : « le moteur est issu de la chaîne « a » » 
B : « le moteur est issu de la chaîne « b » » 
C : « le moteur est issu de la chaîne « c » » 
D : « le moteur est défectueux » 
Les résultats seront donnés à 10-4 près. 
1)Traduire les données de l’énoncé en utilisant les notations des probabilités et tracer un arbre 
pondéré illustrant la situation. 
2)Calculer P(D). 
3)Quelle est la probabilité qu’un moteur sorte de la chaîne « a » sachant qu’il est défectueux ? 
4)Calculer la probabilité qu’un moteur sorte de la chaîne « c » sachant qu’il n’est pas défectueux ? 

 
1)P(A) = 0,25 ; P(B) = 0,35 ; P(C) = 0,4 ; PA(D) = 0,05 ; PB(D) = 0,04 ;PC(D) = 0,01. 
2)P(D) = P(A∩ D)+P(B∩ D)+P(C ∩ D) = 0,0305 

3)PD(A) = 4098,0
0305,0

05,025,0
)D(P

)D(P)A(P
)D(P

)DA(P A ≈×=×=∩
 

4) 4085,0
0305,01

99,04,0
)D(P1

)D(P)C(P
)D(P

)DC(P
)C(P C

D ≈
−

×=
−
×

=∩=  
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Indépendance de deux événements  
Définition et propriété 
On dit que les événements A et B de probabilité non nulle sont indépendants si la réalisation de 
l’un n’influe pas sur la réalisation de l’autre, donc si : 
pA(B) = p(B) et pB(A) = p(A). 
On a alors : p(A∩ B) = p(A)× p(B). 

 
Exemple : 
Lancer une pièce, puis un dé, puis tirer au hasard dans une boîte … ou les lancers successifs d’une 
pièce, d’un dé, … la répétition du tirage d’une bille dans une boîte qui contient toujours le même 
nombre de billes, … sont des expériences indépendantes : 
La réalisation d’un résultat n’agit pas sur la probabilité du résultat suivant. 
On admet alors le principe suivant : 
Principe multiplicatif : 
Dans le cas d’une succession d’expériences indépendantes, la probabilité d’une liste de résultats 
est le produit des probabilités de chaque résultat. 

 
Exemple : 
On lance une pièce, puis un dé à 6 faces, puis une pièce, puis de nouveau une pièce puis un dé à 
4 faces. 
Si on a obtenu Face sur la première pièce, cela n’agit pas sur le résultat du lancer du dé à 6 faces, 
et ainsi de suite. 

La probabilité d’obtenir la liste de résultats ( F ;2 ;P ;P ;3 ) est alors : 
192
1

4
1

2
1

2
1

6
1

2
1 =××××  

Variables aléatoires ( aléa numériques) 
Soit  X une variable aléatoire. 

On appelle loi de probabilité de X , l’application : 
[ ]





=
→Ω

)xX(Px
1,0)(X

:P
ii

X
a

 

 
Soit { }n1 x,...,x)(X =Ω  

1)xX(p
n

1i
i ==∑

=

 ∑
=

=
n

1i
iipx)X(E  ( )( )2)X(EXE)x(V −=  

( ) ( )2)X(E²XE)x(V −=  

( ) )X(VX =σ  

a)X(E)aX(E +=+  )Y(bE)X(aE)bYaX(E +=+  )X(V²a)baX(V =+  ( ) ( )xabaX σ=+σ  

Fonction de répartition : 
On appelle fonction de répartition de X, l’application définie de R dans [ ]1,0  par )xX(px:F ≤a  
 
Schéma de Bernoulli, loi binomiale 
Epreuve de Bernoulli 
Définition : 
Une expérience qui ne comporte que deux issues possibles (succès ou échec) est appelée 
épreuve de Bernoulli. 

 
 
 
Exemples : 

• Le jet d'une pièce de monnaie bien équilibrée constitue l'exemple le plus simple 
d'épreuve de Bernoulli : la probabilité du succès (« pile » par exemple) est 0,5 et celle 
de l'échec (« face » par conséquent) est également 0,5. 

• Mais le jet d'un dé classique peut également constituer un exemple d'épreuve de 
Bernoulli, si l'on décide par exemple qu'un succès consiste à obtenir le 6 et que par 
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conséquent un échec consiste à ne pas obtenir le 6. La probabilité du succès est 
6
1

 et 

celle de l'échec est 
6
5

. 

Remarque : 
Si dans une épreuve de Bernoulli la probabilité du succès est p, la probabilité de l'échec est 1 -p. 
Schéma de Bernoulli 
Définition : 
On appelle schéma de Bernoulli, une expérience qui consiste à répéter plusieurs fois et de 
manière indépendante la même épreuve de Bernoulli. 

 
Exemples : 

• Si l'on jette trois fois la même pièce de monnaie, on est en présence d'un schéma de 
Bernoulli à 3 épreuves.  

• Une urne contient 3 boules noires et 5 blanches. Une expérience consiste à extraire 
trois boules de cette urne et à noter leur couleur. 
- Si le tirage des trois boules se fait avec remise, on est bien en présence d'un 

schéma de Bernoulli à 3 épreuves, la probabilité d'un succès (obtenir une boule 

blanche par exemple) étant 
8
5

 et celle de l'échec (obtenir une boule noire) étant 

8
3

. 

- Si par contre le tirage se fait sans remise, nous ne sommes plus en présence d'un 
schéma de Bernoulli puisque les épreuves ne sont plus indépendantes les unes des 
autres. 

 
 
Loi binomiale 
Définition : 
On appelle loi binomiale, la loi de probabilité correspondant à un schéma de Bernoulli. Cette loi 
est souvent notée B(n, p), la lettre B rappelant le mot « binomial », le nombre n étant le nombre 
d'épreuves et le nombre p étant la probabilité d'un succès lors d'une épreuve. 
Remarque : 

Un schéma de Bernoulli s'illustre par un arbre dans lequel : 
• de chaque nœud partent deux branches ; 
• toutes les branches menant à un succès portent la même probabilité p 
• toutes les branches menant à un échec portent la même probabilité 1 - p. 

 
Soit p la probabilité de l’événement succès. 
On considère la variable  aléatoire X associant à cette expérience le nombre de succès réalisés au 
cours des n épreuves. 
Alors la loi de probabilité de X est donnée par : ( ) ( ) knkk

n p1pCkXp −−== , { }n,...,1,0k ∈  

)p1(np)x()p1(np)x(Vnp)x(E −=σ−==  

Lois continues 

Soit la fonction définie sur [a,b] par 
ab

1
)x(f

−
=  est appelée densité de la loi de probabilité 

uniforme sur [a,b]. 
On appelle probabilité uniforme sur [a,b] l’application qui à tout intervalle [ ] [ ]b,ad,c ⊂  associe le 

réel [ ]( ) ∫=
d

c

dx)x(fd,cp  
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{ }( ) 0dx)x(fcp
c

c

== ∫  
 

[ ]( ) [ ]( )d,cp1d,cp −=  
X suit une loi de probabilité uniforme p si 

( )
ab
cd

dXcp
−
−=≤≤  

 
Loi exponentielle 
Soit 0>λ . La fonction f définie sur [ [+∞,0  par te)t(f λ−λ=  est appelée densité de loi 
exponentielle. 
On appelle loi de probabilité exponentielle de paramètre λ , l’application p qui : 

• A tout intervalle [ ] [ [+∞⊂ ,0d,c  associe le réel [ ]( ) ∫
λ−λ=

d

c

xdxed,cp  

• A tout intervalle [ ] [ [+∞⊂∞ ,0,c  associe le réel [ ]( ) ce,cp λ−=∞  
 

{ }( ) 0dx)x(fcp
c

c

== ∫  [ ]( ) c
c

0

x e1dxec,0p λ−λ− −=λ= ∫  

[ ]( ) dc
d

c

x eedxed,cp λ−λ−λ− −=λ= ∫  
[ ]( ) [ ]( ) cec,0p1,cp λ−=−=+∞  
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EXERCICE N°1 
Une urne contient 12 boules blanches et 8 boules noires. On effectue des tirages dans cette urne, 
chacune des 20 boules ayant la même probabilité d'être tirée.  
1°) On tire simultanément 5 boules. Quelle est la probabilité d'obtenir  
a) 3 boules blanches et deux boules noires ?  
b) des boules de couleurs différentes ?  
2°) On tire successivement 5 boules, la boule tirée étant remise dans l'urne après chaque tirage.  
Quelle est la probabilité d'obtenir  
a) 3 boules blanches et 2 boules noires, dans cet ordre ?  
b) 3 boules blanches et 2 boules noires dans un ordre quelconque ?  
3°) On tire successivement 3 boules en remettant la boule après chaque tirage si elle est blanche, 
en ne la remettant pas si elle est noire. Quelle est la probabilité de tirer  
a) exactement une boule blanche ?  
b) au moins une boule blanche? 
EXERCICE N°2 
Deux urnes U1 et U2 indiscernables contiennent respectivement :  
Urne  U1 : 3 boules rouges , 2 boules vertes. 
Urne U2 : 2 boules rouges , 1 boules vertes. 
On choisit une urne au hasard et on tire un boule dans cette urne. 
1°)Quelle est la probabilité qu’elle soit rouge ? 
2°)On suppose que la boule tirée est rouge. Quelle est la probabilité qu’elle  provienne de l’urne U1. 
EXERCICE N°3 
Une urne contient 3 boules (a) et 2 boules (b) 
On tire successivement et sans remise deux jetons de l’urne.  
Quelle est la probabilité de tire un jeton (b) en premier et jeton (a) en second ? 
EXERCICE N°4 
Une urne contient des jetons de 2 couleurs: Rouge et Noire, portant chacun un numéro. 
On tire au hasard un jeton dans cette urne. 
La probabilité pour que le jeton soit rouge est 1/3 . 
La probabilité pour que le jeton porte un numéro pair est 4/9 . 
La probabilité pour que le jeton soit rouge et porte un numéro pair  est 1/9 . 
1° Quelle est la probabilité que le jeton soit noir? 
2° Quelle est la probabilité pour que le jeton porte un numéro impair? 
3° Quelle est la probabilité pour que le jeton soit noir et porte un numéro impair? 
4° Les événements " être noir" et "porter un numéro impair" sont-ils indépendants? 
5° Si on sait que le jeton tiré est noir, alors quelle est la probabilité pour que ce jeton porte un 
numéro impair? 
EXERCICE N°5 
I. Une urne contient deux boules blanches et n boules noires, indiscernables au toucher. 
Un joueur tire simultanément deux boules de l'urne et on note A2 l'événement : “ Le joueur a tiré 
deux boules blanches ”. 

Déterminer n pour que la probabilité p(A2) de l’événement A2 soit égale à 
15
1

. 

II.Dans toute la suite du problème, on prend n = 4. 
Un joueur tire simultanément deux boules de l’urne et on note : 
A0 :l’événement : “ Le joueur a tiré deux boules noires ”. 
A1 :l’événement : “ Le joueur a tiré une boule noire et une boule blanche ”. 
A2 :l’événement : “ Le joueur a tiré deux boules blanches ”. 
1°)Calculer la probabilité des événements A0 et A1. 

Séries d’exercicesSéries d’exercicesSéries d’exercicesSéries d’exercices                                                                                    4444èmeèmeèmeème    MathsMathsMathsMaths    

                                                                                            Probabilités Probabilités Probabilités Probabilités                                     
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2°)Lors de ce tirage, le joueur marque trois points pour chaque boule blanche tirée et perd deux 
points pour chaque boule noire tirée. 
Calculer la probabilité que le joueur soit gagnant (c’est à dire qu’il ai un score strictement positif). 
III. Après ce premier tirage, le joueur remet les boules noires dans l’urne et laisse les boules 
blanches tirées de côté, puis effectue un nouveau tirage simultané de deux boules. 
Soit Bi l’événement : “ On obtient i boule(s) blanche(s) lors du deuxième tirage ” (i = 0, 1 ou 2) 
 
1°)Donner p(B0|A2) et en déduire p(B0∩A2). 
Calculer de même p(B0∩A1) et  p(B0∩A0). 

En déduire que p(B0) = 
75
41

. 

2°)Montrer de même que p(B2) = 
75
2

. En déduire p(B1). 

EXERCICE N°6 
On dispose de deux dés cubiques d’apparences identiques : l’un est parfait et l’autre est truqué. 

Pour le dé truqué, la probabilité d’obtenir un six est égale à 
3
1

. 

Les résultats seront donnés sous forme de fractions irréductibles. 
1°) a) On lance le dé parfait 3 fois de suite. On suppose les 3 lancers indépendants. Calculer la 
probabilité d’obtenir exactement deux six. 
b) On lance le dé truqué 3 fois de suite. On suppose les 3 lancers indépendants. Calculer la 
probabilité d’obtenir exactement deux six. 
2°) On choisit l’un des deux dés précédents au hasard (les deux dés ont donc la même probabilité 
d’être choisis) et on lance ce dé 3 fois de suite. On suppose les 3 lancers indépendants. 
On désigne  par T, l’événement : « choisir le dé truqué », 
 par T , l’événement contraire de T, 
 par A, l’événement : « choisir le dé parfait et obtenir exactement deux six »,  
 par B, l’événement : « choisir le dé truqué et obtenir exactement deux six »,  
 par C l’événement : « obtenir exactement deux six ». 

On pourra admettre que la réponse au 1.a. est 
72
5

 et que la réponse au 1.b. est 
9
2

. 

a) Calculer la probabilité de l’événement A puis celle de l’événement B. 
b) En déduire la probabilité de l’événement C. 
c) Déterminer la probabilité d’avoir choisi le dé truqué, sachant qu’on a obtenu exactement deux 

six. 
EXERCICE N°7 
1°) Une urne U1 contient 2 jetons numérotés 1 et 2. 
Une urne U2 contient 4 jetons numérotés 1, 2, 3 et 4. 
On choisit au hasard une urne, puis un jeton dans cette urne. (Les choix sont supposés 
équiprobables). 
 
a) Quelle est la probabilité de tirer un jeton portant le numéro 1 ? 
b) On a tiré un jeton portant le numéro 1. 

Quelle est la probabilité qu’il provienne de l’urne U1 ? 
 
2°) On rassemble maintenant les deux urnes en une seule, qui contient donc les 6 jetons 
précédents. On tire simultanément et au hasard 2 jetons de cette urne. Les tirages sont supposés 
équiprobables. 
 
a) Calculer la probabilité de tirer 2 jetons identiques. 
b) Soit S la variable aléatoire, qui, à chaque tirage, associe la somme des numéros des 2 jetons 

tirés. 
Déterminer la loi de probabilité de S. 



M
ath

s au
x
 lycées , S

ite éd
u
catif *

*
*
 h
ttp

://m
ath

s-akir.m
id
ib
lo
g
s.co

m
/*

*
*
 M

ath
s au

x lycées , S
ite éd

u
catif *

*
*
 h
ttp

://m
ath

s-akir.m
id
ib
lo
g
s.co

m
/ 

 

 
131 

c) Deux joueurs, Claude et Dominique, décident que si la somme des numéros est impaire, 
Claude donne 10 dt à Dominique et que, dans le cas contraire, Claude reçoit λ dt de 
Dominique. 
On note X la variable aléatoire qui, à chaque tirage, associe le gain algébrique de Claude. 
Calculer l’espérance mathématique de X en fonction de λ, puis déterminer λ pour que le jeu 
soit équitable (c’est à dire pour que E(X) soit égale à 0). 

EXERCICE N°8 
Une urne contient 4 boules rouges et 2 boules noires, indiscernables au toucher. 
1°) On effectue au hasard un tirage de deux boules simultanément de l'urne.  
On note A0 l’événement « on n’a obtenu aucune boule noire » ;  
on note A1 l’événement « on a obtenu une seule boule noire » ; 
on note A2 l’événement « on a obtenu deux boules noires ». 

Montrer que p(A0) = 
6
15 et p(A1) = 

8
15 ; en déduire p(A2). 

2° )Après ce premier tirage, il reste 4 boules dans l’urne.  
On effectue à nouveau un tirage sans remise de deux boules de l’urne.   
On note B0 l’événement « on n’a obtenu aucune boule noire au tirage n°2 » ;  
on note B1 l’événement « on a obtenu une seule boule noire au tirage n°2 » ;  
on note B2 l’événement « on a obtenu deux boules noires au tirage n°2 ». 
a) Calculer pA0(B0), pA1(B0) et  pA2(B0). 
b) Calculer p(B0). 
d) On n'a obtenu aucune boule noire lors de ce second tirage.  
Quelle est la probabilité d'avoir obtenu une seule boule noire lors du premier tirage ? 
3°) On considère l’événement R : « il a fallu exactement les deux tirages pour que les deux boules 

noires soient tirées de l’urne ». Montrer que p (R) = 
1
3. 

EXERCICE N°9 
250 candidats se sont présents à un examen comportent deux épreuves l’un écrite et l’autre orale. 
1°)Sachant qu’un candidat ne peut passer l’épreuve orale que lorsqu’il est admis à l’épreuve écrite 
et que 120 candidats sont admis à l’épreuve écrite, quelle est la probabilité pour qu’un candidat 
passe l’épreuve orale ? 
2°)60 candidats seulement sont déclarés admis. 
Quelle est la probabilité pour qu’un candidat admis à l’écrit ait passé avec succès l’épreuve orale ? 
EXERCICE N°10 
On fait tourner une roue comportant 12 secteurs de même taille numérotés de 1 à 12. Les 
secteurs portant un numéro pair sont de couleur jaune, les secteurs portant un numéro multiple 
de trois et impair sont de couleurs verte et les autres secteurs sont rouges. 
Si la roue s’arrête sur un secteur de couleur verte on tire un billet de loterie dans une urne A. Dans 
les autres cas, on tire un billet de loterie dans une urne B. 
Dans l’urne A un billet sur quatre est gagnant alors que dans B seulement un billet sur vingt est 
gagnant. 
Calculer la probabilité d’obtenir un billet gagnant. 
EXERCICE N°11 
Un fumeur essaye de réduire sa consommation. On admet qu’il fonctionne toujours suivant les 
conditions : 
C1 : S’il reste un jour sans fumer, alors il fume le lendemain avec probabilité de 0,4. 
C2 : Par contre, s’il cède et fume un jour, alors la probabilité qu’il fume le lendemain  
est de 0,2. 
On note Un la probabilité qu’il fume le nème jour. 
1°)Montrer que pour tout n de N* : Un+1 = -0,2Un + 0,4 

2°)Soit pour tout n de N* : Vn =Un - 
3

1 . Montrer que (V) est suite géométrique. 

3°)En déduire Un en fonction de n et U1 . 
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4°)Calculer alors : n
n

Ulim
+∞→

 . 

EXERCICE N°12 
Soit P une probabilité définie sur un univers des possible Ω et soient A et B deux évènements 
indépendants. 
1°)Démontrer que A et B  sont indépendants et qu’il en est de même de A  et B  et de A  et B . 
2°)On suppose que P(A) = 0,2  et P(B) = 0,6.  
Calculer P(A∪B) , P(A∪B ) , P( A ∪B) et P( A ∪ B ) 
EXERCICE N°13 
Un grossiste en appareils ménagers est approvisionné par trois marques, notées respectivement 
M1 , M2 et M3. La moitié des appareils de son stock provient de M1 , un huitième de M2 et trois 
huitièmes de M3. Ce grossiste sait que dans son stock, 13% des appareils de la marque M1 son 
rouge, que 5% des appareils de la marque M2 son rouge et 10% des appareils de la marque M3 le 
sont aussi. 
On choisit au hasard un appareil emballé dans le stock de ce grossiste : 
1°)Quelle est la probabilité qu’il vienne de M3. 
2°) Quelle est la probabilité qu’il soit rouge sachant qu’i vienne de M2. 
3°) Quelle est la probabilité que l’appareil choisi ne soit pas de couleur rouge. 
4°)Après examen, on s’aperçoit que l’appareil choisi est rouge. 
Quelle est la probabilité qu’il soit de la marque M1 . 
EXERCICE N°14 
On considère n sacs  S1 , S2 , …. , Sn tells que S1 contient trios boules blanches et une boule noire; 
chacun des autres sacs contient quatre boules noires et une boule blanche. n est une entier 
naturel supérieure ou égale à 2 . 
Partie A 
Dans cette question on tire une boule de chacun des trois premiers sacs S1 , S2 et S3 . 
Soit X l’aléas numérique qui désigne le nombre de boules blanches obtenues. 
1°)Déterminer la loi de probabilité de X puis calculer E(X). 
2°)Construire la représentation graphique de la fonction de répartition F de X. 
Partie B 
Dans cette question on effectue k tirages successifs d’une boule de la facon suivante : « On tire 
une boule de S1 qu’on la place dans S2 puis on tire de S2 une boule qu’on le place dans S3 

 et ainsi 
de suite jusqu'à l’ordre k avec k∈{1,2,3,…..,n} » 
On note ak la probabilité de l’événement Ak :  « Obtenir une boule blanche au kième  tirage » 

1°)Calculer ( )1kk A/Ap −  et ( )1kk A/Ap −  pour k ≥≥≥≥ 2, en déduire que ak= 
6
1

a
6
1

1k +−  

2°)On pose bk = 
5
1

ak − . Montrer que (bk) est une suite géométrique. En déduire ak en fonction de 

k. 
EXERCICE N°15 
Jeu « chuck à luck ». On parie sur un nombre de 1 à 6. On lance 3 dés. Si le nomnre sur lequel on 
a parié sort :  

Sort 3 fois Sort 2 fois Sort 1 fois Sort 0 fois 
Gagné 3 dinars Gagné 2 dinars Gagné 1 dinars Perdue  1 dinars 

 
Soit X le gain lors d’une partie. 
1°)Déterminer la loi de probabilité de X puis calculer E(X) et sa variance. 
2°)Construire la représentation graphique de la fonction de répartition F de X. 
EXERCICE N°16 
Une urne contient quatre boules noires et deux boules blanches. 
Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2.  
On répète n fois l’épreuve qui consiste à tirer une boule puis à la remettre dans l’urne ; on 
suppose que toutes les boules ont la même probabilité d’être tirées et que les tirages sont 
indépendants. 
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On note pn la probabilité de tirer exactement une boule blanche lors des n – 1 premiers tirages et 
une boule blanche lors du du nième  tirage. 
1° )Calculer les probabilités p2, p3 et p4. 
2°) On considère les événements suivants : 
Bn : « On tire une boule blanche lors du n−ième tirage » 
Un : « On tire une boule blanche et une seule lors lors des n – 1 premiers tirages » 
a) Calculer la probabilité de l’événement Bn. 
b) Exprimer la probabilité de l’événement Un en fonction de n. 

c) En déduire l’expression de pn en fonction de n et vérifier l’égalité : pn = 
n – 1

4  × 



2

3

n
. 

3° )On pose : Sn = p2 + p3 +���+ pn. 
a) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2, on a : 

Sn = 1 – 




n

2 + 1  × 



2

3

n
. 

b) Déterminer la limite de la suite (Sn). 
EXERCICE N°17 
Robin joue avec un jeu électronique. 
Une partie consiste en un duel entre Robin et  trois monstres, Ml , M2 ou M3 , choisi par la machine. 
Le jeu est programmé de telle sorte que, pour chaque partie, le monstre Ml a une chance sur deux 
d'apparaître, les deux autres monstres ayant la même probabilité d'apparition. 
On admet que lors d'un combat, la probabilité pour Robin de gagner est respectivement de : 
0,3 contre Ml,         0,4 contre M2             et 1 contre M3. 
1°) Robin joue une partie. 
Calculer la probabilité pour qu'il gagne cette partie. 
2°) Sachant que Robin a perdu la partie, quelles sont les probabilités pour : 
a) qu'il ait joué contre le monstre Ml ? 
b) qu'il ait joué contre le monstre M3 ? 
3°) Robin joue quatre parties consécutivement.  On admet que les parties sont jouées 
indépendamment. 
Calculer les probabilités pour que : Robin gagne au moins une partie 
EXERCICE N°18 
Pour analyser le fonctionnement d'une machine d'atelier, on note, mois après mois, ses pannes et 
on remarque que : 
• sur un mois la machine tombe au plus une fois en panne ; 
• si pendant le mois «n» la machine n'a pas de panne, la probabilité qu'elle en ait une le mois 

suivant «n + 1» est 0,24 ; 
• si la machine tombe en panne le mois « n » (ce qui entraîne sa révision), la probabilité qu'elle 

tombe en panne le mois suivant « n + 1 » est 0,04 ; 
• la probabilité que la machine tombe en panne le premier mois après sa mise en service est 0,1. 
On désigne par En l'événement «La machine tombe en panne le nième  mois suivant sa mise en 
service » on note pn la probabilité En. (et on a ainsi p1 = 0,I).  Si A est un événement, A  
représentera l'événement contraire. 
 
1°) a) Donner les valeurs numériques des probabilités de « En+1 sachant que En » et de «En+1 
sachant que nE  ». 

Exprimer les probabilités de « En et En+1 » et de « En+1 et nE  » en fonction de pn. 
b) Utiliser a) pour montrer que pour tout entier naturel n ≥ 1, on a pn+1  = 0,24 – 0,2 pn. 
2°) a) Résoudre l'équation p = 0,24 – 0,2 p. 
b) Pour tout entier naturel n ≥ 1 on pose un = pn – p. 
Calculer un+1 en fonction de un. En déduire les expressions en fonction de n, de un et de pn. 
c) Montrer que la suite (pn) est convergente; expliciter sa limite. 
EXERCICE N°19 
Un magasin stocke un certain produit dans des boîtes. 
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Ces boîtes sont de 2 couleurs: rouges dans la proportion 25%, bleue dans la proportion 75%. Elles 
sont protégées par des cartons identiques entre eux. Chaque carton ne contient qu'une seule boîte. 
Certains cartons portent, en dessous et à l'extérieur, la marque M, les autres ne portent aucune  
marque. 
On précise d'autre part que 
- parmi les cartons contenant une boîte rouge, 45% portent la fameuse marque M 
- parmi les cartons contenant une boîte bleue, 60% portent la marque M. 
On prend au hasard un carton dans le magasin. 
1° On ouvre le carton tiré. On remarque qu'il contient une boîte rouge. Quelle est la probabilité  p1  
que le carton porte la marque M? 
Si la boîte contenue dans le carton était bleue, quelle serait la probabilité p2  que le carton porte la 
marque M? 
2°  Quel est le pourcentage de cartons qui portent la marque M? 
En déduire la probabilité p3  qu'un carton tiré porte la marque M. 
3° On n'ouvre pas le carton tiré. On remarque toutefois qu'il porte la marque M. Quelle est la 
probabilité p4 que ce carton marqué M contienne une boîte rouge? 
EXERCICE N°20 
Quatre filles et trois garçons doivent subir l’épreuve orale d’un examen. L’examinateur décide 
d’établir au hasard la liste fixant l’ordre de passage des candidats. Pour cela, il met les noms 
(supposés tous différents) des sept candidats dans une enveloppe. 
1°) Dans cette question, on suppose que l’examinateur procède à un tirage des sept noms l’un 
après l’autre. 
On désigne par F1 l’événement : “ le premier candidat interrogé est une fille ”, 
et par F2 l’événement : “ le deuxième candidat interrogé est une fille ”. 
a) Quelle est la probabilité que les deux premiers candidats interrogés soient des filles ? 
b) Quelle est la probabilité que le deuxième candidat interrogé soit une fille sachant que le 

premier candidat interrogé est une fille ? 
c) Quelle est la probabilité que le deuxième candidat interrogé soit une fille ? 
 
2°) On suppose maintenant que l’examinateur, voulant interroger seulement quatre candidats 
parmi les sept, procède à un tirage simultané de quatre noms. On note X la variable aléatoire 
égale au nombre de filles ainsi désignées. 
a) Quelle est la loi de probabilité de X ? 
b) Calculer l’espérance mathématique de X. 
EXERCICE N°21 
Un supermarché commercialise des gaufrettes vendues en paquets pour lesquels 
- dans 5 % des cas l'emballage n'est pas intact, 
- dans 70 % des paquets d'emballage non intact, il y a au moins une gaufrette cassée, 
- 90 % des paquets d'emballage intact ne contiennent aucune gaufrette cassée. 
1°) Un client achète au hasard un paquet de ces gaufrettes. 
On note I l'événement : «l'emballage est intact» et C l'événement : « au moins une gaufrette est 
cassée». 
a) Calculer la probabilité de I. 
b) On considère les événements suivants 
E : « l'emballage n'est pas intact et aucune gaufrette n'est cassée ». 
F : « l'emballage est intact et aucune gaufrette n'est cassée ». 

Exprimer E et F en fonction de I, I  ( événement contraire de I ) et C  ( événement contraire de 

C ) Calculer alors les probabilités de E et de F. 

En déduire la probabilité de C  (événement contraire de C) puis celle de C. 

2°) Lors d'une vente promotionnelle dans ce supermarché, ces gaufrettes sont vendues par lots de 
cinq paquets. Un client achète au hasard un tel lot. On suppose que les tirages des paquets 
formant un lot sont indépendants. 
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Quelle est la probabilité pour que dans ce lot il y ait au moins quatre paquets d'emballage intact? 
qu'il n'y ait aucune gaufrette cassée ? On donnera les résultats à 10–4 près. 
EXERCICE N°22 
Un jeu consiste à extraire, au hasard et simultanément, 3 boules d’une urne contenant 5 boules 
rouges et 5 boules vertes. 
Si le joueur obtient 3 boules rouges, événement que l’on note R3, il gagne 500 dt. 
S’il obtient 2 boules rouges et 1 boule verte, événement que l’on note R2, il gagne 300 dt. 
Enfin, s’il obtient strictement moins de 2 boules rouges il ne gagne rien, on note cet événement E. 
 
1°) Montrer que les probabilités des événements R2 et R3 sont :  

P(R2) = 
12
5

  et  P(R3) = 
12
1

. 

 
2°) On note X la variable aléatoire donnant le gain du joueur. 
Donner la loi de probabilité de X et calculer son espérance mathématique. 
 
3°) Dans cette question on modifie les règles du jeu de la façon suivante : 
♦ Si le joueur réalise les événements R3 et R2 il ne gagne plus d’argent immédiatement mais est 

qualifié pour la suite du jeu que l’on appelle “ Banco ”. 
♦ Si l’événement E est réalisé le joueur ne gagne rien et n’est pas qualifié pour le “ Banco ”. 
Le “ Banco ” consiste à extraire une boule parmi les sept restées dans l’urne ; si celle-ci est verte 
le joueur empoche les 1000 dt du “ Banco ” et si elle est rouge le joueur a perdu mais repart avec 
une prime de “ consolation ” de 200 dt. 
a) Quelle est la probabilité d’empocher les 1000 dt du “ Banco ” sachant que R3 est réalisé ? 
b) Quelle est la probabilité d’empocher les 1000 dt du “ Banco ” sachant que R2 est réalisé ? 
c) En déduire la probabilité d’empocher les 1000 dt du “ Banco ”. 
On note Y la variable aléatoire donnant le gain du joueur dans ce nouveau jeu. Y peut donc 
prendre les valeurs 0, 200 ou 1000. 
d) Etablir la loi de probabilité de Y. 
e) Calculer l’espérance mathématique de Y et comparer avec celle de X. 
 
EXERCICE N°23 

1°) Soit P une loi de probabilité sur [0 ; 2π] de densité f définie sur [0 ; 2π] par : f(x) = λ sin
2
x

. 

a) Déterminer λ. 

b) Calculer P 














 ππ
2

;
3

. 

 
2°) La durée d’attente X en secondes, à la caisse rapide d’un supermarché, est une variable 

aléatoire qui suit une loi exponentielle de paramètre 
200
1

, c’est-à-dire que pour tout réel t≥ 0  

on a : ∫
−

=<
t

0
200

x

dxe)tX(P
200

1
. 

a) Calculer la probabilité que l’attente soit inférieure à 1 minute. 
b) Calculer la probabilité que l’attente dépasse 3 minutes. 
EXERCICE N°24 

1°) Soit P une loi de probabilité sur [1 ; 10] de densité f définie par f(x) = 
3x

λ
. 

a) Déterminer λ. 
b) Calculer P([2 ;5]). 
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2°) La durée de vie (en heures) d’un élément mécanique a été modélisée par une variable 

aléatoire X telle que pour tout réel t ≥ 0 : P(X < t) = 0,002 ∫
−t

0

x002,0 dxe  

a) Vérifier que la loi de X est une loi exponentielle dont on précisera le paramètre λ. 
b) Calculer P(X < 400). 
c) Calculer la probabilité que cet élément ait une durée de vie inférieur à 1000 heures sachant 

qu’il a déjà tenu 500 heures. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



M
ath

s au
x
 lycées , S

ite éd
u
catif *

*
*
 h
ttp

://m
ath

s-akir.m
id
ib
lo
g
s.co

m
/*

*
*
 M

ath
s au

x lycées , S
ite éd

u
catif *

*
*
 h
ttp

://m
ath

s-akir.m
id
ib
lo
g
s.co

m
/ 

 

 
137 

 
 
 
 
 
Exercice n°1 

Le tableau suivant donne l’évolution du chiffre d’affaires (CA), en millions dinars, sur la période 
1996-2002 d’une entreprise. 

Année 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 
Rang xi 0 1 2 3 4 5 6 
CA yi  164 182 200 221 246 270 300 

Le nuage de points Mi(xi ; yi) est représenté ci-dessous dans un repère orthogonal ainsi que la 
droite d’ajustement affine obtenue par la méthode des moindres carrés, d’équation 

64,158x5,22y +=  (coefficients arrondis à 10–2 près). 

 
1. A l’aide de cet ajustement, déterminer le chiffre d’affaire que cette entreprise peut prévoir en 

2005. 
2. L’ajustement affine ne semblant pas traduire l’évolution du chiffre d’affaire, on pose zi = ln yi. 

a. Calculer, en arrondissant à 10-2 près, pour i variant de 0 à 6, les valeurs zi associées aux 
rangs xi du tableau. 

b. Déterminer avec la calculatrice une équation de la droite d d’ajustement de z en x obtenue 
par la méthode des moindres carrés (coefficients arrondis à 10-3 près) . 

c. En déduire une relation entre y et x de la forme axy B e= × . (Arrondir B à l’entier près) 

3. On admet que la fonction f  définie sur [ [+∞,0   par x1,0e164)x(f =   modélise l’évolution du 
chiffre d’affaires de cette entreprise. 
a. Donner une nouvelle estimation, arrondie au million d’euros, du chiffre d’affaires en 2005. 
b. A partir de quelle année peut-on prévoir que le chiffre d’affaires sera supérieur à 500 

millions d’euros ?  
EXERCICE  2  
Dans tout l’exercice, le détail des calculs n’est pas demandé. 
Les résultats seront arrondis à 10-3. 

M0

M1

M2

M3

M4

M5

M6
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On veut étudier l’évolution des records de l’épreuve d’athlétisme du 100 mètres masculin. Pour 
cela on cherche un ajustement des records pour en prévoir l’évolution. 
On donne dans le tableau suivant certains records, établis depuis 1900. 

Année 1900 1912 1921 1930 1964 1983 1991 1999 
Rang de l’année, xi 0 12 21 30 64 83 91 99 
Temps en seconde, yi 10,80 10,60 10,40 10,30 10,06 9,93 9,86 9,79 

 
1) Etude d’un modèle affine 
 

a) Construire le nuage de point Mi(xi ; yi) avec i compris entre 1 et 8, associé à cette série 
statistique double. On prendra comme unité graphique 1 cm pour dix ans en abscisse et 
1 cm pour un dixième de seconde en ordonnées. 
On commencera les graduations au point de coordonnées (0 ; 9). 

b) Peut-on envisager un ajustement affine à court terme ? Cet ajustement permet-il des 
prévisions pertinentes à long terme sur les records futurs ? 

 
2) Etude d’un modèle exponentiel 
 
Après étude, on choisit de modéliser la situation par une autre courbe. 
On effectue les changements de variables suivants : 
X = e-0,00924x et Y = ln y. 
 
On obtient le tableau : 
 

Xi = e-0,00924xi 1 0,895 0,824 0,758 0,554 0,464 0,431 0,401 
Yi = ln yi 2,380 2,361 2,342 2,332 2,309 2,296 2,288 2,281 

 
a) Donner une équation de la droite de régression de Y en X obtenue par la méthode des 

moindres carrés. 
b) En déduire que l’on peut modéliser une expression de y en fonction de x sous la forme 

suivante : 
y = exp(ae-0,00924x + b) où a et b sont deux réels à déterminer. 

c) A l’aide de cet ajustement, quel record du 100 mètres peut-on prévoir en 2010 ? 
d) Calculer la limite en +∞ de la fonction f  définie sur R par l’expression suivante : 

f(t) = exp(0,154e-0,00924x + 2,221). 
e) Que peut-on en conclure, en utilisant ce modèle, quand aux records du cent mètres 

masculin à très long terme. 
Exercice 3 
Le but du problème est de déterminer le prix d’équilibre d'un produit. (On rappelle que le prix 
d'équilibre d'un produit est obtenu lorsque l'offre et la demande sont égales). 
 
Une étude faite sur ce produit a donné les résultats suivants (le prix au kilogramme est exprimé en 
francs et les quantités offre et demande sont exprimées en milliers de kilogrammes) 
 

Prix proposé        xi 0,30 0,35 0,45 0,65 0,80 1 
Demande             yi 6,25 4,90 3,75 2,75 2,40 2,25 
Offre                    zi 1,25 1,30 1,30 1,50 1,55 1,60 

 
Dans ce problème, on utilisera, pour les calculs statistiques, les fonctions de la calculatrice détail 
de ces calculs n'est pas demandé). 
Tous les résultats numériques seront donnés en valeurs décimales arrondies à 10-2 près. 
 
 
1) Représentation graphique 
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Le plan (P) est rapporté au repère orthogonal (O ; i, j) 
d'unités graphiques 10 cm pour 1 franc en abscisse et 2 cm pour 1 millier de kilogrammes en 
ordonnée. 
Représenter sur le même graphique les nuages de points associés respectivement aux séries 
statistiques ( xi , yi ) et ( xi , zi ). 
 
Pour ces représentations, on recommande de prendre le papier millimétré dans le sens de la 
largeur et de figurer par des signes différents (croix ou points par exemple) les points de 
coordonnées ( xi , yi ) et ceux de coordonnées ( xi , zi ) respectivement. 
 
2) Etude de la demande 
 
La forme du nuage de points associé à la série (xi , yi) permet d'envisager un ajustement 
exponentiel de y en x. On pose donc Yi = ln yi 

 
a) Calculer le coefficient de corrélation linéaire de la série (xi , Yi). Un ajustement affine par la 
méthode des moindres carrés de Y en x est-il satisfaisant ? Pourquoi ? 
 
b) Donner alors une équation de la droite de régression de Yen x sous la forme  
Y = ax + b. 
En déduire en utilisant l'égalité Y = ln y une estimation de la demande y, en fonction de x prix au 
kilogramme. 
 EXERCICE 4 

 
Dans cet exercice, les calculs peuvent être effectués à la calculatrice; leur détail n'est pas exigé. 
 
Le tableau ci-dessous donne la charge maximale yi en tonnes, qu’une grue peut lever pour une 
longueur xi en mètre, de la flèche. 
 
Longueur xi 16,5 18 19,8 22 25 27 29 32 35 39 41,7 
Charge yi 10 9 8 7 6 5,5 5 4,5 4 3,5 3,2 
1. Les réponses numériques à cette question seront données à l0-2 près. 
a. Représenter le nuage de points M(xi; yi) à l'aide d'un repère orthogonal 
(O; 

r
i , 

r
j ) d'unités 1 cm pour 2 mètres en abscisses et 1 cm pour une tonne en ordonnées. 

Déterminer le coefficient de corrélation linéaire entre x et y. 
Déterminer une équation de la droite de régression de y en x par la méthode des moindres carrés. 
Construire cette droite sur le graphique précédent. 
d. Utiliser cette équation pour déterminer la charge maximale que peut lever la grue avec une 
flèche de 26 mètres. Que peut-on dire ? 
 

2. On pose 
i

i y
1

z =  

a. Recopier et compléter le tableau suivant (les zi seront arrondis à 10-3 près) 
xi 16,5 18 19,8 22 25 27 29 32 35 39 41,7 
zi 0,100 

Déterminer le coefficient de corrélation linéaire entre x et z puis une équation de la droite de 
régression de z en x par la méthode des moindres carrés (les résultats numériques seront arrondis 
à 10-4 près). 
En se fondant sur les résultats obtenus en 2. b., calculer la valeur de z correspondant à x = 26; en 
déduire la charge maximale que peut lever la grue avec une flèche de 26 mètres. 
Ce résultat vous paraît-il plus satisfaisant que celui de 1. d. ? Pourquoi ? 
3) Etude de l'offre 
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La forme du nuage de points associé à la série (xi , zi) permet d'envisager un ajustement affine de 
z en x. 
 
a) Calculer le coefficient de corrélation linéaire de la série (xi , zi). Un ajustement affine par la 

méthode des moindres carrés de z en x est-il satisfaisant ? Pourquoi ? 
 
b) Donner alors une équation de la droite de régression de z en x sous la forme  

z = mx + p. 
 
 
4) Etude graphique du prix d'équilibre 
 
On considère, dans la suite du problème, que la demande et l’offre sont respectivement 
formalisées par les fonctions f et g définies sur l'intervalle [0 , 2] par  f(x) = e-1,4lx + 2,08 et g(x) = 
0,53x + 1,10. 
 
a) Déterminer le sens de variation de la fonction f sur l'intervalle [0 , 2] et dresser son tableau 
de variation. 
 
b) Sur le graphique du 1), tracer les courbes représentatives des fonctions f et g. 
 
c) Déterminer graphiquement le prix d'équilibre du produit. 
 
 
5) Etude numérique du prix d’équilibre 
 
On considère la fonction b définie sur l'intervalle [0 , 2] par h(x) = f(x) - g (x). 
 
a) Déterminer le sens de variation de la fonction h sur l'intervalle [0 , 2] et dresser son 
tableau de variation. 
 
b) Montrer que l'équation h(x) = 0 admet dans l'intervalle [0 , 2] une solution unique x0. 
Donner une valeur approchée décimale à 10-1 près de x0. 
 
a) Quel est le prix d'équilibre du produit considéré ? 
Exercice n°5 
 
Aucun détail des calculs effectués à la calculatrice n'est exigé dans cet exercice. 
 
Le tableau ci-dessous donne l'évolution du chiffre d'affaires réalisé à l'exportation par une 
entreprise. 

Année 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 
xi 0 1 2 3 4 5 6 7 8 

yi 100 101 107 122 127 139 136 157 165 
xi désigne le rang de l'année, 
yi désigne l'indice du chiffre d'affaires à l'exportation rapporté à la base 100 en 1990. 
 
1) a) Représenter le nuage de points Mi(xi ; yi) associé à la série double dans un repère orthogonal. 
On prendra : 
• pour origine le point (0 ; 100), 
• pour unités : 1,5 cm sur l'axe des abscisses, 

2 cm pour 10 points d'indice sur l'axe des ordonnées. 
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b) Calculer les coordonnées du point moyen G associé à cette série statistique et placer ce point 
sur le graphique. (On donnera la valeur décimale arrondie au dixième de l'ordonnée de G). 
 
2) Déterminer la valeur décimale arrondie au centième du coefficient de corrélation linéaire de la 
série double. Ce résultat permet-il d'envisager un ajustement affine ? Pourquoi ? 
 
3) Soit D la droite d'ajustement de y en x obtenue par la méthode des moindres carrés. 
a) Donner la valeur décimale arrondie au dixième du coefficient directeur de la droite D. 
b) En utilisant les coordonnées du point moyen G, donner une équation de la droite D. 
Tracer cette droite sur le graphique précédent. 
 
4) En supposant que l'évolution du chiffre d'affaires se poursuive de la même façon au cours des 
années suivantes, estimer l'indice du chiffre d'affaires de cette entreprise en l'an 2001 (on en 
donnera la valeur arrondie à l'unité). 
EXERCICE 6 
 
La cote d'une voiture d'occasion est donnée dans le tableau suivant : 
 

Année de mise 
en circulation 

1991 1992 1993 1994 1995 

Rang de l'année xi 1 2 3 4 5 
Cote yi 42 900 dt 54 200 dt 64 100 dt 81 600 dt 102 000 dt 

 
1. Le plan est muni d'un repère orthogonal. Les unités graphiques sont en abscisses : 2 cm pour 
un an ; en ordonnées : 1 cm pour 10 000 F. 
Représenter le nuage de points Mi(xi

 ; yi). 
 
2. Les points n'étant pas parfaitement alignés, on pose : z = ln y. 
a. Recopier et compléter le tableau suivant : 
 

xi 1 2 3 4 5 
zi = ln yi      

 
Les valeurs de zi seront données sous forme décimale approchée à 10-2 près par défaut. 
 
(Dans la suite, le détail des calculs n'est pas demandé). 
 
b. Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre x et z. 
Un ajustement affine est-il justifié ? 
 
c. Donner une équation de la droite de régression D et z en x. (On arrondira les coefficients à l0-2 
par défaut.) 
 
d. Calculer la valeur de z donnée par l'équation précédente pour l'année 1988. En déduire une 
estimation de la cote de cette voiture de l'année 1988. (On donnera une valeur arrondie à 100 F 
près.) 
Exercice 7 

Un fournisseur d'accès à Internet, souhaite faire une prévision du nombre de ses abonnés pour 
l'année 2005, il établit un relevé du nombre des abonnés des années 2000 à 2004. 
Il affecte l'indice 100 à l'année 2000 pour établir la statistique des abonnés et consigne les 
données dans le tableau et le graphique ci-dessous : 
 
Année 2000 2001 2002 2003 2004 
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PARTIE A 

1) Le nombre d'abonnés était de 2040 pour l'année 2000, de combien est-il pour l'année 2004? 
2) Quel est le pourcentage d'augmentation du nombre d'abonnés entre 2003 et    

2004? 
3) Quelle est l'équation de la droite de régression de y en x par la méthode des moindres carrés ? 
4) Quelles prévisions du nombre d'abonnés peut-on faire pour les années 2005 et 2010 ? 

On arrondira à l'entier le plus proche.  

PARTIE B 

Le fournisseur décide d'utiliser un changement de variable pour obtenir un autre ajustement, il 
crée un nouveau tableau en posant z = ln(y) 
1) Recopier et compléter le tableau suivant. On donnera les valeurs arrondies à 10-2. 

xi 1 2 3 4 5 

ii ylnz =       

2) Dans le plan muni d'un repère, construire le nuage de points de coordonnées ( )ii Y,x  et la 
droite de régression de Y en x donnée par l'équation : Y = 0,17x + 4,39. 

3) Exprimer le nombre d'abonnés ni en fonction du rang xi de l'année.  
4) En déduire une nouvelle prévision du nombre d'abonnés pour les années 2005 et 2010. 
 
 

100

150

200

250

1 2 3 4 5 6

Rang xi 1 2 3 4 5 
Indice yi  100 112 130 160 200 
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