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b.x" respectivement alors

. . . . . P(x . ax" .

lim P(x) = lim a,x" ; lim P(x)= lim ax" lim P _ im —" ; = lim
X - 400 X - 400 X - —00 X - —00 X — 400 Q(X) X  +00 bmxm (X) X — —0 me

3 _ 4 _ _ 4
Exemple : |lim 2X ZZX tx-l lim 2;( = lim-2x%* = -
x--o  X“+5x-1 Xm0 X X oo \
Limites trigonométries S
im sin(x) _ 1 Iim tan(x) _ 1 lim 1 —cozs(x) _1 - Jim 1-cos(x) _ %
Xx-0 X N X x-0 X 2 x-0 X
. _ 2 _
im sin(ax) _ - lim tan(ax) _ “1: lim 1 coi(ax) _a’ , Iiml C ~0
x -0 X XHO X X - 0 X 2 x-0
1 - cos(x) 1 - cos(x) %
. 1-cos(x) . X2 . X2 p 1
Exemple: Im——= = lm——— = Im—=— =
x-0 X.Sin(x) x-0 X.Sin(x) x-0  sin(x) /\; 2
X2 X %
Théoréeme d’encadrement %
Soit f , g et h trois fonctions telles que : 4\)
C[f)sh(x)<g(x) pour x  voisin de X, \7 _ o
Y Jimf =limg = | (I0R) %% alors leno'lh =1( Xo fini on infini )
Exemple : lim xsin| — L é\rék
p X 0" X
Ona: —1<sm()1(j<1 alors pour tout x>0 sxsm <x
—x<xsm(1 <x pour @zm de 0 ) (1
Alorson a : alors lim xsm(— =0
I|m( X) —I|mx 0 x-0 X
Théoréme de comparaison Q
Soit f et g deux fonctions telles q Q
f(x) 2g(x) pour x voisi Xo
[ Iimg — 4o alors limf = +oo
f(x) <g(x) pour x de X,
I|mg - o alors Iixmf = -0 ( X, fini on infini )
Exemple : Soit f(x) os(x)) Calculer I|m f(x)
Ona: 2+ cosx = lors 2 + cosx = 1 ainsi f(x) = x2
x) X voisin de X, )
On a anrs alors Iim f(x) = +o
X — +00
Theoreme f n composé

Soit fet g deux foNctions telles que :
I|mf y et I|mg =z alors I|mg f=z (X, Y etz finis ou infinis )
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On peut écrire h = gofavec f: x— 1+mx

et g > sin(x) et h(x) = sin(1 ;:Xj

Ona: lim f(x)= lim 1+ax _ im ™ = |jm 2= %
X — +oo X — +co 2X Xﬂ+002X XH+002 2

et limg(x) =1 alors lim h(x) =1
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ASYMPTOTE

/ lim f(x)i 0%%\‘
)

lim f(x) =b lim f(x) = oo Qg)
! By

A:y =b estun f(x) -

lim —= == é“k
asymptote / X—w X q\%\
horizontale \{&\&\\
Iim@:a W 0 Iim@:o

A X
“NBranche Branche
lim (f(x) -ax)=? \}rabolique parabolique
e %% e directeur  de directeur
/ (vy) (x%)

Xlin2°(f(x)—ax)=b lim (00 28 =

Q)
Ay =ax+b est BranchdMXY)
un asymptote parabo e
oblique coef)
direl .
W
FONCTION CONTINUE M

Définition 1 :
Une fonction f est continue en un p& i limf(x)="f(a)
X-a
Définition 2 :
Une fonction f est continue sur rvalle I, si elle est définie sur cet intervalle et si : pour tout réel

adel )|(IET1a f(x) =f(a) % E (%)

La fonction partie entiégf Cl —c
*) La fonction Partie entiefgSqui a tout réel X associe le plus grand P
entier relatif B [
inférieur a X, noté E \\ 3t représentée ci-dessous. o D
Pour tout réel X, on@EX) < x <E(x) +1 L

par exemple : E(Z% t E(-2,2) = -3 — 1 ; 3 -

E est-elle continue en 2 ?
Pour x D[1,2[, E(x) = 1donc Iin_} E(x) =1
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Wal(2,3], Eco=2 donc lim E(x) =2
aux X 2"
et | Cees )
€6 limites etant différentes, la fonction E n‘admet pas de limite en 2.
Donc E n’est pas continue en 2.

*) la fonction Partie entiere n’est pas continue sur R. Elle est continue sur @

tout intervalle du type [n,n + 1[, ou n est un entier relatif quelconque. %
Théoreme %%
*)L'image d'un intervalle par une fonction continue est un intervalle. %\;\
*)les fonctions polyndmes sont continues sur R. %
*)les fonctions rationnelles sont continues sur leur domaine de définition c'gst & dire en tout point o

le dénominateur ne s'annule pas. &

*)Si f est continue en xg et g est continue en f(x,), alors gof est conti

Théoréme :
*) Soit f une fonction f définie sur un intervalle de type [a,b| ( b finig

Si la fonction f est croissante et majorée alors f possede une limit

Si la fonction f est croissante et non majorée alors f tend vers +«iL&

*) Soit f une fonction f définie sur un intervalle de type ]a, b] : : lie ou infini)
Si la fonction f est décroissante et minorée alors f possede un@(té finie en a.
Si la fonction f est décroissante et non minorée alors f tend o ena.

Théoréme de la valeur intermédiaire 4\%
Si f est une fonction continue sur un intervalle [a,b], alors pour tout réel c compris entre f (a) et f (b) ,
I'équation f (x) = ¢ admet aux moins une solution alJ [a,b].

Corollaire 1 de TVI \¢

Si f est continue sur I = [a,b] et telle que f(a) x f( 0 alors il existe au moins un réel x,0]a,bl tel
que f(xo) = 0.

Et si de plus f est strictement monotone sur I al existe un unique réel xo0]a,b[ tel que f(xy) = 0 |
Corollaire 2 de TVI

Si f est continue sur I = [a,b] et ne s'annule rs elle garde un signe constante sur I
Exemple : I=[1,2] et f(x) = x>+ x -3

f est dérivable sur I et on a : f'(x) = 3x2 +(@

f(1)=-1 et f(2)=7 %
Alors on a : f est continue sur I, f(1

A, 0 et f est strictement croissante sur I
Alors il existe un unique réel x,L1]1, el que f(x) = 0.

Illustrations graphiques N\

f (b) \ O —
C y C & y=c
f(a) Qe f(a) |

o \7\6 b o 4 a p
f est continue et szgxtc; ent croissante sur f est continue et strictement décroissante sur

I
(@)

I'intervalle [ a ; lintervalle[a; b].
L'équation f (x) met une solution unique. L'équation f (x) = c admet une solution unique .
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f(b)

y=¢ e y=cC

a/
b ]

o 0 a
f est continue mais n'est pas monotone sur , . . i
. ) f n'est pas continue sur l'inte ;
lintervalle[a; b]. , X _
L’équation f (x) = ¢ peut ne oir de

L'équation f (x) = c peut avoir plusieurs )
q . ) P P solutions.
solutions

=
Q
(=
~3
("]
<))
[=
X
<
0
(D)
(]
(]
~
)
(=g
o
[¢D)
Qo
o
0
Q
=7
=
*
*
*
=
-~
~
b
~
~
3
[))
-+
-
@
<))
[
-
3,
o
1=
[=}
Q
0
(0]
(=]
3
~
*
*
*
2
Q
(= d
=3
(7]
Q
[=
X
<
0
[}
(]
(]
~
)
(=g
o
[¢D)
Q
=
0
Q
=
="
*
*
*
=
(=
-~
B
~
~
3
Q
(= d
=3
@
<))
&
-
3
2
1=
o
Q
0
(0]
=]
3
~




Calculer les limites suivantes :

—x2 - 2 VX2 -
1-x +3x_|. 2-X+X i XX +2_1\/§; Iim(/x2+3x—2X); ' +3x—x);

EXERCICE N°1 Q%;‘

lim 7 ;
xoto 1+ X =X2  x-11+4+X-2x2 " x-1 X

Iim(\/x2+3x—x); Iim(\/x2+3x—3x+1); Iimx—_?’;lim X+7 - g X~ X@
X - =00 X - +00 xﬂ3,/X+6_3 X-2 X+2—Q a X —a
1] 1 . S 2nx - 1
((an)DRXN); lim — ——(1+x+x2+...+x“) , NON ; lim (\/x2+ -xJ; lim cos
i) e e (3x -2
lim SOSYX =1 iy X 23 VX =3 ,Iimx(1/4+l—2j,lim 4 -2
x-0 X X-3 /X2_9 X-0 X

x-0
EXERCICE N°2 %‘i\%

Calculer les limites suivantes quand elles existent :

||m1_Ln(X) . ||mM = |lim 2 - 1 sin 3x |im(tanx—1) 1—tan£
.t cos(2x) " m4sin2(x)-3 " x-xsin2x tanx )Q /1 - cos 3x - 2
4

3

. 1-sinx+cos2x _ . X . X . 1 1 . 2 2 X
lim = ; lim| cos = —sin—= [tanXx ; lim - , lim_la® = x~ Jtan—
L rsinx+cos2x -1, = 2 2 S X X-a 2a
2 2

EXERCICE N°3 N

On consideére la fonction f définiesur [ 2 ; +

8
=3
>
g
Il
W
x
+
%25
5
x

Xx—-1

Montrer que , pour toutx =2, |[f(x) - 3] < &n déduire la limite de f en +
EXERCICE N°4 %‘\\

La fonction f est définie sur R par : f (x) =X

cos X
1°)) Montrer que, pour tout réel x, 1 1

3
b) En déduire les limites suivantes : N
EXERCICE N°5

Soit la fonction f: x> 3x +2@%
3x-2<f(x)<3x+2

1°)a-Montrer que pour tout x%
b-En déduire lim f(x) lim f(x)

X - —o0 é‘{k
X )
—— si xz0

2°)Soit la fonction g dgfjAkghr R par : g(x) = f(lx)

;o lim &et lim 1
Foo X(2-C0sX)' X » =0 2—-CO0SX X - 0 X (2—cos X

1

= si x=0
5
a- Montrer qt continue en 0.
b- Montrer ur tout x O z,+oo X< g(x) < X
3 3X +2 3x -2

c- En déduire "lim g(x) . Interprete géométriquement le résultat.
X — +00
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X% +1

jx—l < (x) 3[x+1

1°)Montrer que, pour x > 1, < d(x) < %
) aue, p X+ 1 X + 1 Q%

2°) En déduire la limite de ¢ en + « .
EXERCICE N°7 %
- X + COS X %

Soit la fonction f définie sur —l,+oo par :f(x) = ———
2 2x +1 M

Soil __thémction ¢ définie sur [0 ; + o[ par : ¢(x) = M

1°)Démontrer que pour tout x > “Lona: X1, f(x) < —XF 1 %
2 2x +1 2x +1 S
2°) En déduire la limite de f en + o . Q
EXERCICE N°8 %
2

Soit f la fonction définie sur R par: f(x) =x -1+ .
D e
On note C+ sa courbe représentative dans le plan muni d'un repér%g& ormé

Calculer | Eim f(x),‘ Eim @ Interpréter graphiquement é‘k

EXERCICE N°8
On désigne par ¢ la courbe représentative de f dans un repegg

onorme.

n
Soit f:x > 1+—= avec nON". Etudier suivant n 4\&) \, zx), lim () . Interpréter
X N&® X

J1+x2 X - +00
graphiquement \7
EXERCICE N°9 %%
myx2+3 -2
Soit la fonction f définie par f(x) = X2 -1 si[x#1
2x3 +p si x| =1

Déterminer m et p pour que f soit continue A

EXERCICE N°10 \/
Q\ \/T—|x| ~ax si x0O}e,~1]0{0} Oft,+e[

On considére la fonction f définie par : M’ 1-x2 -1
— = & xd|-10/0101

1°)Etudier la continuité de f en 0.
2°)Etudier suivant a la continuité en 1 et -1.
3°)Existe-t-il des valeurs de a uelles f est continue sur R.

EXERCICE N°11 %
%

Jx2+3 -2

si xOR —1{1; et f(1)=a.
X3 -7x2+x+5 {} 1)

Soit la fonction f définie paif(x) =

1°) Déterminer le dom /\

2°)Déterminer le réetayQur que f soit continue en 1.
EXERCICE N°12

Soit la fonction

1°)Déterminer le domaine de définition D: de f.
2°)Peut-on parler de limite en 0 pour f ? Justifier.
3°)Déterminer le domaine de continuité D. de f .
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MGHE im £00 et fim £00).

dux x-1' X — +00

N°13

e[ L]-x - %
. (1Y) 1) . X . 2010) . . XxE(x)+3 . X
limxsin| — | ; lim VXE| = ;o lim——<—; lim ———<£ ; — i ;
X0 x) " x-0 x) ' x-0 (1} Xotw X x-+o X2 +sin(x) ' x- inx
E < + X

. 1 1 2c0521—sinl+3 %%
lim (x+1)sinx ; lim x(sin(—j——J : lim X X . %
Xt X2 — X0 X x-0 X + /X
EXERCICE N°14 AN
Répondre par Vrai ou Faux.
1°)Si lim f(x) =+ , limg(x) = +o et si, pour tout réel x, f(x) > g(x Iim[f(x) - g(x)] = +o0
2°)Si lim f(x) =+ et si g(x)< 0 pour tout x, alors lim f(x)g(x) = —%

X-a X-a %

. .1 .1
3°)Si lim f(x) =0, alors soit lim —— = 4w , soit lim —— = -,
)Si- lim £(x) e T IR i T S :glk

EXERCICE N°15

On admet I'existence d'une limite réelle en 0 pour f(x) = il

1°) En transformant convenablement f(2x), trouver la v@ cette limite.

(x _x 1-cos(x) - X22

2°) Utiliser le résultat précédent pour déterminer :ﬁ v et Iing
X X= X

w

4

EXERCICE N°16

)
Calculer fim 18YX = VX -3V2x =42 @;\

X4 16(x - 4)°

EXERCICE N°17 @
1°)Démontrer que I'équation : X°> + x@& admet une unique solution a J]1;2]
Q
2°) Donner une valeur approchée %@ aut de cette a a107! pres.
EXERCICE N°18
Démontrer que I'équation : x“‘%k +1 = 0 n'a pas de solutions sur R .
EXERCICE N°18 %
Montrer que |'équation x? + 4x + 7 = 0 admet au moins une racine réelle. Plus généralemen
montrer que toute équ lynomiale de degré impair admet au moins une racine réelle. Qu’en es
il si le degré est pair 2
EXERCICE N°19
1°)Soit f: [0,1] A fonction continue. Montrer que I'équation f(x)=x admet au moins une

solution sur[O,l]

2°)Plus génér%}?@oit f: [a, b] -~ J0 [a, b] une fonction continue. Montrer que I'équation f(x)=x
admet au moins uRe solution sur[a, b]

3°)Soit une fonction f: [a, b] - R continue, et o,p des réels strictement positifs.
Montrer qu'il existe ¢ Oa, b| tel que : of(a) + pf(b) = (« + p)f(c)
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HRCICE N°20
.fg%éfonction de [a, b] dans [a, b] telle que O x #y : |f(x) - f(y)| <kjx-y| avec 0 <k <1

Lycee , . . .
Vlontrer que I'équation f(x)=x admet alors toujours une et une seule solution sur [a, b]
EXERCICE N°21

Trouver toutes les applications f:R - R, continue en 0 et pour tout x de Ron a: f(2 ).
EXERCICE N°22 v
Trouver toutes les applicationsf :R — R, continue en 0 et pour tout x de R on a : fXY=>f

(x) cos x.
%

S
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Soit a un réel fini ou infinie

Théoreme Q%
lim u, =a, si et seulement si, lim u,, =a et lim u,,,, =a %%
N - +oo N - +oo n - +oo

Théoreme
Toute suite convergente est bornée.
Théoréme S

Soit ¢ et ¢' deux réels. Q

Soient (u,)et (v,) deux suites convergentes respectivement vers / e

« S'il existe un entier n, tel que, pour tout n=n, : u, 20, alors 7 > @

- S'il existe un entier n, tel que, pour tout n=n, : u, <0, alors @

« S'il existe un entier n, tel que, pour tout n>n, : m<u, <M, al%g ms</<M

« S'il existe un entier n, tel que, pour tout n>n, : u, <v,, al </

Convergence et divergence

- {(u) est majorée
(u) est croissante

n S

alors

.S {(u) est  minorée
(u) est décroissante

u, >/

. {(u) est  croissante

.y alors li %%+
(u) est non majorée m@ ®
_[(u) est décroissante
e Si o, alors I -0
(u) est non minoree %

alors (u) est conver@%vers un réel ¢ et pourtoutndel:

Calcul de limite

f est continue en /
lim u, = ¢ (¢fini ou inf ini) S
«Sian-te _ ors lim f(u,)=e
I|m/f(x)—e Noteo * 1

Soit (u) la suite définie par %1 = f(un)

.S {(u) est convergente vers gﬁ%&ors im f(un)zf( 0
Q&

.S {(u) est converg vers / alors =)
f est con en /

Suite adjacente

«Si q(u,) est iS5 et (v,) est décroissante alors (u,) et (v,) convergent vers lg
nIirxlm(un

méme limite
Théoréme d’encadrement
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Ux . alors  limu, =7/
rlimv, = limw,_= fe
WCeES v ™ Tt O ! N

Chy ON/n=n,:u,[sv %
-Si{ o 0_| ol = s alors limu, =0
lim v, =0 n- o M

f”ﬁN/nzno:vnsunswn
1

n - +o

[hy ON/n=ng:iu, 2w,

* Si . alors limu, =+ 3
im w, = +oo e O
n - +oo %

Q
[hy ON/nzny:u, <v, . <
*Si i _ alors limu, = -
|m Vn = —00 n - o %
n - +oo
Suite arithmétique — Suite géométrique . @
***Suite  arithmétique(s.a) * * * * % X Suite métrique(s.g) * * *
Upeg = Uy +T1 Q) n+1 = Vn
U, =u, +nr (\?\\V‘n:Voqn
Up = U +(p =S NS A
DV
U, -U; #U, —Uy, = U non s.a C\Y —L = v non sg
. Vo
i A 0 si —1<q<l1
=+
A, T %% _ 1 Si q=1
lim l=O %m + 00 si. g>1
n- 4o
: fﬁ‘{k n'existepas si gq<-1

n+1l fois x

L N
.|§JX:X+X+'"+X=(n+1)X @
| A

pour tout qOR" -{1}
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Montrer que : pour tout n de N*:

1 1
n+1=5\/2+\/2+\/2+...+\/§ et sinzn—7t+1=i\/2—\/2+ 2+...

2n

EXERCICE N°1 M
(?%

1°) cos

n fois J7 n fois J7
2°)En déduire que == nLirp (2n x\/z —\/2 +V2+..++2 ) QQ
n fois @§§§§?§

EXERCICE N°2 %@

\ . e iX#
Soita [-1,1], on considére la fonction f définie sur par : f(x) = ki Six#0

si x=0
2 1 2 1
1°)Soit pour tout nde N : u_ :ﬁx an vl etv, =FXW® ler f(un) et f(vn).

2°)Existe t —il un valeur de a tel que f soit continue en
EXERCICE N°2

Exprimer u, en fonctionde n . \7
1°) uy=2etpourtoutndeN:u . =u +n ‘%&
-2u

2°) u, =3, u = 2 et pourtoutndeN: u,

+2

3°) U, =3, u = 2 et pourtoutndeN: u,

2 *
4°)u, =t etpourtoutndeN": 3n+1u_ i

EXERCICE N°3
1°) Soit x un réel tel que 0 < x < 1.Mon : pour tout k de N :(1 + x)k < 1+2%x
3
n

2°)Soit (x) la suite définie sur N* par —
S 3
Y4 4 . Q * Xn+1 1 1
(a) Etablir I'égalité suivante : utndeN : ~ —3 1+ﬁ
n

X
(b) En déduire que : pou‘érk > 16 : )r(‘—” <
n
1

n-16
(c) Montrer que : po é%ut nz16:x < (—j X, EN déduire alors lim x

2 X — 400 n
EXERCICE N°4
Soient a et b deux ré sque O< asbet (un) la suite définie par :
ab
u, =a+b et On N

Un+1=a+b_u—.
n

w

1°) On suppose <b.
(a) Montrer qué (u_)est minorée par b .

(b) Etudier la monotonie de la suite (un)en déduire gu’elle est convergente.
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aths u -b
Soitv la suite définie par : OnON* : v_=—"—
cees Hp ~ @

v ) Montrer que v est une suite géométrique.
(b) En déduire u_en fonctionden,aetb

(c) Calculer alors lim u %3
n-o+w N M

3°) On suppose que a=b .
(a) Calculer u,u,,u;,u, en fonction de a . %
(b) Exprimer alors u, en fonction de n et a puis nIinﬂ] u. . %%
EXERCICE N°5 %
p*>1
Q&

Soit la fonction f :R, - R, x = f(x)= 4/p+(p-1)x , ol p est un réel tel que
On considére la suite réelle u définie par u,=0etOnON:u = f(u

1°)(a) Montrer que : nON : O<u_<p

(b) Etudier la monotonie de u . %@

(c) En déduire que u est convergente . %
p-1
2°)(a) Montrer que : OnON, u . —p‘ < T ‘un —p‘ ;‘k

1" . %
u —p‘ Sp(l —Bj .En dedwre%nllnzoo u .

EXERCICE N°6
= : e u +9
On considere la suite u définie par u, =1 et On0N: % n

§ 2u
n

1°) Montrer que U -3 et u -3 sont de signes %r ires.

2°) En déduire que : OpON, u, <3< u, ., é{k

%u =3.
n

3°) En déduire que si u est convergente, alor
4°) Vérifier que : ONON*, u_ 22 i&))

(b) En déduire : OnON,

3
5°) (a) Montrer que :On> 2, u —3‘ < —

(b) En déduire On =2,

u —3‘3
n

Q
(a) Montrer que u est converg gt précisera sa limite.

EXERCICE N°7
On considére les suites u et v sur N par: u, =v, =0 et pour tout n de N :
U, = 1/3—vn etv ., = o

1°)Montrer que pour tout Nona:0Osu <3 etOsv <3.
2°)Soient a et b deux s éfinies sur N par : a =u -letb =v -1.
1
a)Montrer que pour deNona: ‘am‘ < ‘bn‘ et ‘bn+1 < E‘an‘.

b)En déduire qu ugtout ndeNona: ‘a

1 1
Sh| et b,/ < 5|

\s
n+2

\7 1) 1)
C)En utilisant IuItats de b/, montrer que pour tout n de n : ‘azp‘ < [EJ et ‘bzp‘ < [—j .

n+2

2
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d)Etudier alors la convergence des suites kuzp ) et (vzp }
EXERCICE N°8




3
\ ¥®) Mantrer que pour tout réel positif x ona: x - < < sinx < X.

éd | [ycées )

‘ n2(n +1)2
2°) Montrer que pour tout entier naturel n : Zk3 = % %
k=0
3°)Soit x un réel positif fixé et (u_(x)) la suite définie sur N" par : u_(x) = Zsin(ﬁﬂg\
k=1

., (n+1 n+1)2x3
(a) Montrer que pour tout nde N : ( L )
2n 24n*

(b) En déduire que (un(x))est convergente et calculer sa limite.

. . d k Q
4°) Soit v la suite définie sur N" par: v_ = Zsin3(ﬁl Q
k=1
1 @,§

. . 3 . .
(a) Montrer que pour tout réel x : sin®x = Zsmx - Z5|n3x %@

1
(c) Calculer alors @ lim v_ él‘k

o 3
(b) En déduire que : v_ = Zun(l)——un(3)
|
n - +oo
EXERCICE N°8 : § ?s

4
1°)Etudier les variations de la fonction g définie par : g(x) x =1 surR.

2°)En déduire que I'équation x> —5x —1 = 0 posséde tro& ra§ines a, b, ¢, avec a < b < ¢ Donner de
valeurs approchées de a, b, c a 10 prés. (On trouve : -0,3; 2,3.)
3°)On considere la suite u définie par son premier ter et par la relation de récurrence :

OnON Uy = é(un3—1). %i
a) Montrer que la suite u est monotone. é\%
b) Si la suite u est convergente, quelles sont | urs possibles de sa limite ?
oivants tug = =3 ;U =0; up = 3.

) Etudier la suite u dans les trois cas particuligrs
EXERCICE N°10
2u

J
(4

. o o 1 ] 3 n
1°) Soit (un)la suite reelle definie sur N r@) = Eet pourtoutndeN:u_ ., = o
n
(@) Montrer que pour tout n de N on g <u <1

(b) En déduire que (u_)est convergdp@ et calculer sa limite.

1-u
2°) Soit v la suite de terme génér, = L
n 1+ u,
(a) Montrer que pour t$| deNona: v =V’
1

(b) En déduire que toutndeN: v =

&

(d) On pose %ot ndeN P, =V VeV, Calculer p, puis calculer nIim [ P, J

— +oo| V

e x 1
3°) Soit la suite s &éfinie sur N par S, = o Zuk

32"

(c) Déduire Iin3

expression de u.
n-
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giMontrer que pour tout nON" ,on: 0<1-u < T 0 (1 —un_l)

[ycees 0

.. 4"
(b) En déduire que pour toutnde N, 0 <1 - u < (gj

\ 5 5)" .
(c) Montrer que pour toutnde N"; 1-={1-|=| |<s_ <1.En déduire alor$™\{fn>s
n 4 n oo n
EXERCICE N°11 §%3

u >0
0
Soit u la suite réelle définie sur N par : ! 1 (u a J aveca Rj g%N
n

1°)Pour quelle valeur de U, la suite u est constante. %%

2°)Montrer que pour tout nde N : u >0
3°)On suppose dans la suite que : u,2-a#0 %?ik

(a) Montrer que pour toutnde N : u_ # Ja é‘k

1

(b) Montrer que pour tout n de N : u, -—va = TR (u@
n

1 2

e)

(d) Montrer que si u est convergente elle converg airement vers +a
(e) Montrer que u est strictement décroissante e converge et déterminer sa limite.

u -Ja
4°)Soit pour toutnde N : v_ = n

u ++va’ @
(a) Calculer Vi, €N fonction de v, %
(b) En déduire v _en fonction de n et v@%\

(c) Calculer alors : lim v_ puis Iim%
X - +oo n

X -

W

Uy —Va < 5 b, -a)

+1 2

3
5°)On suppose que : U, = E\/E

(a) Montrer que pour tout n de

(b) Montrer que pour tout n

1 n
(c) Montrer que pourto% ru, —va< (EJ Ja

(d) En déduire lim
X - +

00

EXERCICE N°12 §
2X
1°) Soit la foncti C‘r\} - f(x)=
) R? W e

(a) Etudier le iations de f .
(b) Résoudre dans R : f(x) = x .
(c) Montrerquesi: 1 < x <+/3 alors 1 < f(x) < V3

2°)Soit la suite réelle u définie par : u, =1 et OnON, u_ , = flu ).
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ﬁgﬁtrer que OnON, 1 < u_< NED

bY-Etudier la monotonie de u.

¥(c) Montrer que u est convergente et calculer sa limite.
2
u

3°)OnON , on pose v_ = 3 _”uz %%
n ;@

(a) Montrer que v est une suite géométrique.
(b) En déduire I'expression de u_ .

(c) Retrouver lim u_ %%%

n-1
N, 2
4°)On pose s = kZ(:)uk , OnON*

\S
(a) Montrer que ONON* :n < s < 3n %
s
(b) En déduire : lim s_et lm - @
no+e N n- +o N2 %

5°)On pose : OnON* & 1 :s élék

_n
n

. _ 2
(a) Montrer que OnON* : ns__ —(+1)s . =nu’ -s_ %
(b) En déduire que (rn)est suite croissante.
(c) Montrer que r_)est une suite convergente et trouv imite 7 .
6°)Soit n, pON" tel que n > p. 4\)
(a) Montrer que : (n - p)ui <s <nu’ %7
n-p 2 %

(b) En déduire que : <1 <u %k

n n-1
(c) Montrer que : OpON* u? </ <3.En re la valeur de 7.
p

EXERCICE N°13 %)
On se donne deux réels a et b tels que 0 < % n définit les suites (u_)et (v_)par les relations :
U, +V

R A
u,=a, vo—b,DnDN.un+1- @3 o =
1°)Etablir une relation entre u__. —-v -V
n+l n n
2°)En déduire I'expression de u, - nctionden,aetb.
3°)En déduire I'expression de u Shction de u ,n,aetb.
4°)Montrer que les suites u et v, gent vers une limite commune que I'on déterminera.
EXERCICE N°14
e . . ' u otV

On définit des suites (u_) etékn) par : ug, v, >0 etpourtoutndeN:u , =-">

1°)Montrer que (un)
1
2°)Montrer que poﬁ\g%) tndeN:u =v_et U by Vo S f(un —vn)

3°)En déduire q et (vn) sont convergentes et ont méme limite.
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ERCICE N°15
5)b)0R2 tel que 0 <a<b.

D d
ycees

. UO =a ’ VO =
On définit les suites (un)et (vn)sur N par : u +v_ v lu +
Una = 2 ! Via = 2

1°)Montrer que (x, )et (v, )convergent vers une méme limite ¢ > 0. ﬁ%\

2°)On suppose que a = bcosg ; 0< ¢ < g Exprimer ¢ en fonction de b et ((p<

EXERCICE N°16 %
Cn

* O — 2n Q

Pour tout n de N, on pose :u_= \/54—n N
u § \
1°)Calculer u, et L’J‘—*l @
n

, * n é%&

2°)Prouver par recurrence que OnON : u_ < . éﬁk
n 2n+1 él‘k

1 1
3°)Montrer qu'il existe ¢ D{E,E} tel que : nIinz u =7. %
4°)Montrer que Ox >0 : 1 < (x + 1} - ,/xix + 15 &
) 4‘2X+lj a E lxix+]_i
« u
5°)En déduire que Ok ON’ : k__ - k __<u \@ < K- .
1 k 8k 8k +1)
8(k +2j S(k + 3} %‘g?“

* u 4
o — H A H . n _
6°)En cadrer u_ -u, (pour p > n), puis établir (%DN aBasT) S U S

7°)En déduire la majoration suivante : [n %

8°)Comment suffit-il de choisir n pour

EXERCICE N°17

QQ o
Prouver que la suite de terme gé@un = (1 + o est croissante sur N".
EXERCICE N°18 Qﬁ)

On considére la suite de termig générale u_ = >
k=1
sont des suites adjacentes.

1°)Montrer que les suit h>1 et (U2n+1)n20

2°)Déduire que la sui ) est convergente.

=

EXERCICE N°19 %

On considere la a&e terme générale u_ = Zn: (_ 1)k .

%% " (2k)
X

1°)Montrer que Ieg3uites (u, | et (u sont des suites adjacentes.

2n+1)n20
2°)Déduire que la suite (un)nZ 0 est convergente.
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SREICE No20

entlés deux réels a et b, tels que 0 < a < b, et les deux suites (un)nDN et (vn)nDN définies par :

e h 2 M
n n

1°)Montrer que pour tout nde N, v_>u . %

2°)Montrer que les deux suites (un)nDN et (vn)nDN sont convergentes. %%
1 1

3°)Déduire que les deux suites (un)nDN et (vn)nDN sont adjacentes.

4°)Montrer que la suite (wn)nDN définie par son terme général W, = + Iy constante.
n

n

5°)Déduire la valeur des limites des suites (u ) et (v ] en fonctio%@?et b.
n/nON n/nON

EXERCICE N°21

1°) Pour tout entier naturel n, on note F_ = 22" +1 . Calculer Fy, Fy,

2°) Démontrer par récurrence que pour toutn > 1, ona: Fo xF, F =F., 2.

3°) Montrer que la suite (Fn) est croissante et non majorée. Quelfatest sa limite ?

EXERCICE N°22
Répondre par Vrai ou Faux en justifiant la réponse

Soient ¢ ,ketq des réelstel que 0 <k <let 0<x< 1
1°)Si OnON : ‘unﬂ —é‘ <k ‘un —f‘ alors u est conver.

. 1n—1
2°)Si OnON : ‘u —4 < k ‘u —f‘ alors s est co etelque: OnON :s,=— > u
n+l1 n n &g k

3°)Si OnON : ‘umz - f‘ < k ‘un - f‘ alors u e%nvergente .

4°) Si OnON : |upes ~uye] S K ‘unﬂ —un‘ nIingm(un+1 —un):O
5°)Si OnON : ‘unﬂ -/ <k ‘un —4 +x" a est convergente .

6°)Si (u, ), est croissante et (v ) issante alors (u-v), est décroissante .

nON
7°)Soient u et v deux suites réelles t

Si: lim u?+u_ xv_+v%]=0 mim u = limv =0
n - +oo n n n n 400 N no+o N

o 1 1 —_ —

8°)Si _lim fuy +u, +..+u )=¢ §‘ nu =0
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Définition 1 %%

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant a . f\
On dit que f est dérivable en a s'il existe un nombre réel ¢ tel que : r!ln% fla+h) {LQ‘/ / ou encore

W
10010, W)

x-a X-a
Le réel ¢ , lorsqu'il existe, est appelé le nombre dérivé de f en a, il noté f' (;\12%
(*) Si f est dérivable en a alors la courbe représentative de f admet au pajut M{a, f(
d'équation : y = f'(a) (x—a) + f(a)

Le vecteur directeur de cette tangente : est ﬁ[ '1 j @
f(a) é{k

Exemple :

Soit f: x — x3. Montrer que f est dérivable en a ol a est réel q *onque.
3

- 3 - 2 2

lim 10 =@ _ jy X2 m@ _ y Xma)2 +a2 +ax) _ g Q\‘ +ax) = 3a2
X-a X —a x-a X—a X-a X —a X -

alors f est dérivable en a et on a : f'(a) = 3a2 %

Définition 2 QC’\)

Soit f une fonction dont le domaine de définition conti% intervalle de la forme : Ja-h , a] ( h >0)
On dit que f est dérivable a gauche en a s'il existe @;ﬁo bre réel ¢' tel que : lim fla+h)-f@a) _

a))une tangente

h-0" h

ou encore lim

X-a

Le réel ¢' , lorsqu’il existe, est appelé le nom

f0-f(@) _ ,
X —ad

D

vé de f a gauche ena, il noté f'; (a).

Définition 3
Soit f une fonction dont le domaine de d n contient un intervalle de la forme : [a, h+a[ ( h>0)
On dit que f est dérivable a droite enﬁ% xiste un nombre réel /"' tel que : hlin(}wz‘f(a) =/
ou encore lim LX) =f@ _ QQ

Xx-a" X—a
Le réel /', lorsqu'il existe, est a nombre dérive de f a droite en a , il noté f', (a)
Conséquences : %
1°) f est dérivable en a si ulement si f'; (a) =f'; (@) nombre fini

2°)Si f est dérivable a dr. de a alors la courbe représentative de f admet au point M(a, f(a)) une
demi tangente Ty d'é Ty =fy@(x-a)+f(a)et x =a

3°)Si f est dérivable g e de a alors la courbe représentative de f admet au point M(a, f(a))une
demi tangente TQQ) ion: T,y =Ff;(a)(x—-a)+f(a) et x <a

¥
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Waths _ _
terprétation graphiques : lim w = o OU encore Ain%w =0
1 r X -a - —
b Interprétation graphique :
im FOO=F@ _, o0 tim fO0-f@) _ _ | Cradmet en point M(a, f(a))un demi

x-a" X-—a x-a X-—a tangente verticale dirigé vers le haut %%

d’équation : x = aety > f(a)
@\

im f(x) -f(a) _ +o0u lim f(x)-f(a@) _ o alors C adme_t en pc?i_nt,M(a,f(a i
x-a~ X-—a x-a* X-—a tangente verticale dirige vers |
d'équation : x =aety < f( M

N
Exemple : 8 ¥

Etudier la dérivabilité de f a droite de point d’abscisse x = 0 et interprétef\g résultat tel que :
fx) = Vx %

jim FOI=FO) _ oy VX L Qﬁ)

x-0"  Xx-0 x-0" X x-0" 4/x
alors la courbe alors Cr admet en point M(0,0) un demi tangenteéj‘%icale dirigé vers le haut
d'équation : x =0ety =0
Approximation affine : l§

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contena

Si f est dérivable en a, alors : f(a+h)=f(a)+f'(a)h

On dit que f(a) +f'(a)h est une approximation affine +h), pour h voisin de zéro.
Exemple : KQ

Trouver une valeur approchée de (3.98)3 %%

Soit f:xi>x> ,a=4 eth=-0.02 alors f(4 —f§§§ = £(4) - 21 lors (3.98)° = 63,04

100
(' le calculatrice donne : 63,044792)
Fonction composée

Si f est dérivable sur un intervalle I et g djé@? sur un intervalle J O f(I) alors gof est dérivable
X

sur I et on a pourtoutxdel: (gof) (%) ( 'of)(x)

Théoréme de Rolle

Soit f une fonction continue sur un in m fermé borné [a,b] et vérifiant f(a) = f(b) .

Si f est dérivable sur Ja,b[ alors il e i% moins un élément X, de ]a,b[ tel que : f'(x) =0 .
Théoréme des accroissements,

Soit f une fonction continue sur alle fermé borné [a,b] et dérivable sur ]a,bl.

Alors il existe au moins un éléél‘k de ]a,b[ tel que : f'(xo) = f(bt)y :g(a)

Sens de variation
Soit f une fonction continu [a,b] et dérivable sue Ja,b[

Si f'(x) = 0 sur ]Ja,b[ anr t croissante sur [a,b]
Si f(x) >0 sur Ja,b[ an =St strictement croissante sur [a,b]
Si f'(x) < 0 sur Ja,b[ &g

Si f'(x) <0 sur ]a,b[ & est strictement décroissante sur [a,b]
Si f'(x) = 0 sur ]a,
Inégalités des accroissements finis
Soit f une foncti

% inue sur un intervalle fermé borné [a,b] et dérivable sur ]a,bl.
f

Si : existe deux m et M tels que : m < f(x) < M pour tout x de ]a,b[

Onaalors: mg /9% <

Si pour tout x de Ja,b[ : |f'(x)| <k alors [f(b) - f(x) <kjb -a|
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d ﬁ*flexion

\ui

K_‘ t:iﬁ réel et f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle ouvert contenant x,.
safnule en X, , en changeant de signe , alors le point I(x, , f(Xo)) est un point

d‘inflexion.
Tableau de dérivé : f&(\
Fonction f Fonction dérivée f' Domaine de définiti N\id
f(x)= k ( constante) ff(x)=0 R A
f(x)= x f(x) = 1 R o \»
f(x)=ax+b f(x) = a R O
fx)=x" (n0OZ") f(x) = nx"* Rsin>0; n <0
f(x) = Vx ) = 1
rx 24/x Q
1 , 1 R*
7 =% @
f(x) = cos(x) f(x) = - sin(x) ) R
f(x) = sin(x) f(x) = cos(x) %\Q)' R

f(x) = tan(x)

1

FO) =1+ @m0 = 5%

A -2z

f(x) = cos(ax+b)

f'(x) = - a sin(ax+b) 2

f(x)=sin(ax+b)

f(x) = a cos(ax+b) Q?\

R

f(x)=tan(ax+b)

T

%k
O R
N
e

f(x) =a(l + tan2(ax+b b
R-1k2 ;k0Z
a
Opérations sur les derives
Lorsque u et v sont des fonction dérivable sur un rvalle I
Fonction Der|v Conditions
u+v \\3)
k.u ( k =constante) o KUy
u.v UV
1 W\E v#0 surl
v
u &Q@ AEETAY v#0surl
v
u" (nOZY) PN nu’unl u>0surlsin<0

u>0surl

&
N
¥

Ju %R&@) N
Vol % u'x(v'ou)
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EXERCICE N°1 %
On définit la fonction f de période 1 en donnant sur [0,1] : f(x) = 2x3 +bx2 + cx %
f-est-elle dérivable sur R ? %%
EXERCICE N°2 %
Comparer, sur }O,;[ , 0.9tanx et tan(0.9x) Q
EXERCICE N°3

Montrer que : Op ON, il existe un réel cOJp,p +1] tel que : cos(p + p-sinc

EXERCICE N°4
Montrer que :

) ®
; Q‘*‘
R 4
2°) Pour tout x de |0, },ona:xstanxsﬁx @

4
R 2 n
3°) Pour tout xde |0,=|,0ona:1-—X<cCosSX<— -
2 m 2 &7
: T el o
4°) Pour tout x de _4,2 ona.2 2x < cot an(x %_4 X
1

5°) Pour tout x>0 :

[g,ﬂ - R, x = f(x) =sin(x)

EXERCICE N°5 RQ

Montrer que : pour tout x de [O,— ,% : 2sinx +tanx = 3x
Q

2
EXERCICE N°6 \
Soit a>0. Pour tout n de N* : %
n
On considére la fonction poly igle P définie par la relation: P (x)= Zxk -a.
k=1

1°) Montrer que I'équat% r](x) =0 admet une solution positive et une seule, que I'on notera x
Montrer quex_<a .

° . "o \/\
2°) Etudier le signeqde Y
3°) Montrer que la g

Prouver que 0 < 1.
4°) Montrer q tout nombre entier naturel non nul n le nombre x_est solution de I'équation:

.1(X.). En déduire que la suite (xn)nzlest monotone.

D

e (x_) _. est convergente. On note ¢ sa limite.
n’/nx1

o a
x"*! —(a+1)x +a%x 0. En déduire que: ¢ =1

+1
EXERCICE N°7
Pour tout entier n supérieur ou égal a 1, on définit la fonction f, par :
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RO () - xn v oxa—4.
UX n
fontrer que I'éguation f (x) =0n'a qu'une seule solution strictement positive, notée u .

b) aIcuIer u, etu,

, z N
c)Vérifier que : On ON* u_[J }0,5{ @

2) a) Montrer que, pour tout x élément de]O,l[ sona:f (x)<f(x).
b)En déduire le signe de f (u__ ), puis les variations de la suite (u_).

c)Montrer que la suite (un)est convergente. On note 7 sa limite. ﬁ%ﬁx&

3) a)Déterminer la limite de (un)p lorsque n tend vers +co.

Q
b)Donner enfin la valeur de /. )
EXERCICE N°8
Soit f une fonction infiniment dérivable sur R(ie : On0O N* , f est n fois le sur R)

Telle que OnON”, E(a b ) R2/ OxOR,ona f(”)( )—a f(x+b

1°)Montrer que (a_) . est une suite géométrique et (b | . estdae suite arithmétique.
nCN DN
2°)Calculer a_ et b_en fonctionden, a, et b, . él‘k
3°)Trouver un exemple de fonction fverlflant Ies hypothéses
EXERCICE N°9 :Soient f et g deux fonctions continues sur [a b] dérivables sur ]a b[ telle

1°)Montrer que qu'il existe x, O [a,b] tel que : f(x,)=g

que : f(a)=glb) et f(b)=gla).(a <b) V
)

2°) Montrer que qu'il existe X, D]a b[ tel que : f' (xl)

EXERCICE N°10 EN

Soient f et g deux fonctions contmues sur [a, b], @:bles sur [a,b[,(@<b).

On suppose que [Ox O ]a b[

1°)Montrer que I'on a : g(a) 7 g &

2°)Soit la fonction h définie sur [a b] par : i x —g(a)) ol wOR

Calculer « pour que l'on ait h(b) =

3°)La valeur de wétant celle de 2°), pr§ ue:CcO ]a b[

4°)En déduire que : Si I|m % =
x a g X)— g a

cosx 1 . sinx-—X
X—»O X3

5°)Appliquer le résultat pour cal

EXERCICE N°11

Soit f une fonction deux fois vable sur R.

1°)Montrer que : si f est p lors CaOR/ f' =0
2°)Montrer que : si fest aire alors Cb OR / f"( )=0.

EXERCICE N°12
On donne un réel t>% Ia fonction fn X X" -t1-x)

1°)Prouver que, paur entier naturel n non nul, I'équation : f (x) =0 admet une solution et une
seule comprise eﬁ%et 1. Soit u, cette racine.

2°)Montrer que , r tout n de N* : fn+1(un) =-tQ1 —un)2

3°)En déduire que (u ) est croissante.
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4°)En déduire que (un) est convergente et calculer sa limite.




Théoréme :
Soit f une fonction strictement monotone sur un intervalle I. On a alors les propriét; ntes :

(*) la fonction f est une bijection de I sur f(I)
(*)La fonction f ! est une bijection de f(I) surIetona: (xOI ,y =f(x)) = (JQ
(*)La fonction f ™ est strictement monotone sur f(I) et a la méme sens de var p .
(*) Les courbes représentatives de f et f * , dans un repére orthonormé, sont é riques par rapport
a la premiere bissectrice du repére (y = x)

Si est du plus f est continue sur I alors f * est continue sur f(I) Q&
) . 1
Si est du plus f est derivable sur I et f(x) #0 pour tout x de I alors : = our tout ¥
p (x) p ( . p
de (1) Qﬁ)
. x+1 %
Exemple :Soit f(x) = . é{%
2x +1 él‘k
Montrer que f réalise une bijection de I= }%,m[ sur un inte qu l'on précisera.
Correction
Expliciter f ™ (x) pour tout x de J .
Ona Ox0OI : f(x) = (2x_——11)2 <0 alors f est strictem &%roissante et continue sur I alors f réalise
une bijection de I surJ = f(I) = } lim f(x); I(im ) f %,+oo
X — o0 x - (-0,5)"
Pour tout x 0J :y = f }(x) équivaut a x = f(y) I
équivauta x = y+1 et yOI équivauta: 2 =y + 1etyldI équivauta y = 1-x etyOlI
2y +1 M 2x -1
alors pour tout x de J : f }(x) = 1-x
2x -1 %
Théoreme

La fonction réciproque de la fonction f -'v\  sur R, par : f(x) = x" (nx>2) est appelée fonction
racine n*m¢ .

Pour toit x de R, , le réel f (x) est
f(x) = ¥x

(*) f ! est définie , continue et
(*)Pour tout réel x de R, , on%

(*) xlinjmn X = e %ék

(*) X > Yx est dériva . est sa fonction dérivée est : xi—»

Exemple : Soit f(x -2
1°)Montrer que f éStcontinue sur l'intervalle I = [2,+oo|

2°)Calculer lim }\V

X — +oo

7

§Ax ( lire racine n“m de x )

ent croissante sur R, . elle est bijective de R, sur R;

=X et(WT=x
)

3°)Montrer que esy strictement croissante sur I .
Correction :
1°)La fonction : g : X = x — 2 est continue et positif sur I

La fonction : x — %/x est continue sur R, O g(l)
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: é?’?!éﬁction f est continue sur I car f est comme composée de fonction continues.
aux . ) s . . ,
a7 lim (x—2) =+ etona: lim /x = +o donc d'aprés le théoréme sur la limite d’une

( A
WCEEX - +oo X — +oo

forction composée ona: lim f(x) = +oo

X - +oo

3°)Soit a et b deux élément de I tel que a<b. %
m sante sur

Ona:a<b = a-2 <b-2=3%a-2<3b-2 = f(a) <f(b).Alors est stricteme
I.

Résolution d’équation : x" = a %%
Soit a un réel et n un entier supérieur ou égale a 2 . M
Si n est impair et a > 0, I'équation X" = a admet une unique solution : Ya

Si n est impair et a <0, I'équation x" = a admet une unique solution : —”\/—a“Q

Si n est pair et a > 0, I'équation X" = a admet comme solutions : -Va
Si n est pair et a<0, I'équation x" = a n'admet aucune solution .

Théoréme %
Pour x et y OR, , n et p deux entiers vérifiant : n>2 et p=2 on %k
n
Q/x_p=(Q/;)p;“\/Q/_="{’/; ;"Q/XT=W;Q/X_=W%‘F; rJg=ﬁ(y>0)
y Y
Théoréme
Soit u une fonction dérivable et positive sur un intervalle I ntiern>2.

La fonction f: x — Q/u(x) est continue sur I et dérivable@&t3 t réel x de I tel que u(x)#0

Etona, f'(x) =ﬁpourmutx de I tel q@%O
®
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Naths | Sénies d'exencices & Maths

aAux

[lyées Fonction néciprogue
EXERCICE N°1 %%

On pose pour a reéel strictement positif la fonction f, définie sur [0,a] par :
a-Xx

Pour tout xJ[0,a], f,(x) =

a(a+x) %
1°) Montrer que £, réalise une bijection de [0;a] sur [0; —] On note f on réciproque.

2°) Donner le tableau des variations de f en précisant les valeurs aux bomes
3°) Montrer que f," = f,.

a

EXERCICE N°2

Soit f la fonction définie sur [0,+oo[ par f(x) =v4x2+x +2x +1 é{k@
1°)Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur [0,+cd

2°)Montrer que f est une bijection de [0,+oo[ sur un intervalle J Ion précisera.

3°)Sur quel ensemble f est-elle continue ?
4°)Expliciter f™*(x) pour x 0J

5°)Montrer que I'équation f(x) =x +2 admet une SO|UtIO®e o} D} [
EXERCICE N°3
Soit 1 > f(x) = | . %g
1°)Déterminer le domaine de définition D; de f.
2°)Etudier la dérivabilité de f sur D;. %
3°)Montrer que f est une bijection de 0 1 su@w ervalle J que I'on précisera
4°) Expliciter f™(x) pour x 0] %
EXERCICE N°4 %
. X
Soit f: x> f(x) =1+ T @

1°) Etudier la derlvablllte de f sur m
2°) Montrer que f est une bijectio ur un intervalle J que I'on précisera

3°) Expliciter f™(x) pour x O]

4°)Montrer que f™ est der|v et caIcuIer )'(1)
EXERCICE N°5

2
On considere la fonction |n|e sur [ 1 1] { }par fx)=1+ 1xX
On note par C sa cour yesentative dans un repere orthonorme R
Partir A
1°)Calculer Iin} f(x)\WAm f(x) et interpréter les résultats obtenus

X— Q

3°) Etudier la dé

4°)Montrer que :

té de f en point d'abscisse x=-1 et interpréter le résultat obtenu.
-1
OF1-{0} : F(x) = ——
’ x241-x?
5°)Dresser le tableau de variation de la fonction f . _
6°)Montrer que f réalise une bijection de ]o,1[sur un intervalle J que I'on précisera . /
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; ‘Z'sff' f (x) pour tout x de J .

EPrésenter dans le méme repére R la courbe C et C' de fl,

Soit g la fonction définie sur[o,g[ par g(x) = f(cos x)

1°) Montrer que pour tout x de : [O,g[ , g(x) =1+ tan(x) @

2°)Etudier le sens de variation de la fonction g .

3°) Montrer que I'équation : g(x) = x admet une unique solution o dans {O, &?% ifier que :

0<a<—

5°) Montrer que g réalise une bijection de {O 2{ sur un intervalle K qu@easera

6°)Montrer que g * est dérivable sur K et Ox OK : ( )(x) = v
EXERCICE N°6

Soit la fonction f définie sur [1,+oo par: f(x) = x + +/x2 - él]k
1°)Montrer que f est dérivable sur [1,+«| et calculer f(x) . f%

2°)Etudier la dérivabilité de f a droite en 1 et interpréter le obtenu.

3°)Dresser le tableau de variation de f .

4°)Montrer que f réalise une bijection de [1 +oo[ sur un | v Ie J que l'on précisera .
2
5°)Montrer que pour tout x de J: f* (x) = 1 X
6°)On désigne par C et C’ les courbe respectlves dans méme repere orthonormé .
montrer que la droite D : y = 2x est une asympto lique a C.
7°)Tracer Cet C'.

8°)Soit g la fonction définie sur 0,E par g(
2 cos(x)
T

n _ 1+sin(x)
2 - cos(x)

T . , ;.
e [0'5{ sur un intervalle K qu l'on précisera .

a) Montrer que pour tout x de {O,

b) Montrer que g réalise une bij

Q
c) Montrer que g ! est dériv, r K et pour tout x de K : (9_1) (x) = 1 +2x2
EXERCICE N°7
SoitF:R - R;x s X *1 § X0} 0]
' ! -x si xO ]0,+00[

1°)Calculer : I|m f(x) eQ f(x)
2°)Etudier la contlnwt’ Nsur Ds
3°)Etudier la dérivabjl eno.

4°)Calculer f'(x) puis er la tableau de variation de f .
5°)Montrer que I'éGyation f(x) = 0 admet dans |- «,0] une solution unique «.

Vérifier que o

6°)Soit g la restriction de f sur ]0 +oo[

a) Montrer que g réalise une bijection de ]0,+w[ sur un intervalle J que I'on preusera _

b) Soit g * la fonction réciproque de g .
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9) Etudier la continuité et la dérivabilité de g ™ sur J
i) Expliciter g (x) ; pour tout x de J .

EXER

2 —
o= g x>0 %
Soit f: x — 1 X M
f(x) ==tan x+ 0 si -Mex<o0
2 4 4 %

1°) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur sa domaine de définition. Q%

2°)Soit g la restriction de f a [—E,O} . %

Q
a- Montrer que g est une bijection de [—E,O} sur un intervalle ] qu@%récisera.

b- Déterminer le domine de dérivabilité de g™, puis expliciter (g

3°)a-Monter que I'équation g(x) + x = 0admet une solution uniqu%ﬁ _Z'O[

b-En déduire que le point I(- o, o) (Zg‘l)ﬂ D ol (Zg‘l) est urbe représentative de g* dans
un repére orthonormé et D est la droite dont une équation ca eest:y=-x.

EXERCICE N°9

Soit f la fonction définie sur }—g,g[par: f(x) =tanx. 4\}
s N T T \7
1°)Montrer que f réalise une bijection de |-—,—| s \
) rer que f réalise une bijecti }22{%§‘

2°)Soit h la fonction réciproque de f. Montrer que% st dérivable sur R et calculer h'(x) pour tout

xOR
. . s 1+Xx
3°)Soit ¢ la fonction définie sur [0,1[ par: ¢ j
&\

1-x

a- Montrer que ¢ est dérivable sur [0 ,3‘/ alculer ¢'(x) pour tout x 0[0,1].
)

o

\)
4

b- En déduire que : Ox 0[0,1], ¢( h(x) .

4°)Soit g la fonction définie sur [0, %g(x) = h(?—ij - (1 +2x)h(x).
N _

a- Montrer que g est deux f rivable sur [0,1] et calculer g'(x) et g"(x).
b- Etudier les variations de((@xadr [0,1]puis en déduire celles de g .

c- En déduire qu'il exist unique réel c [ ]0,1[ tel que c = tan8—T::

5°)a-Montrer que I'équati % h(2 - x) = 2h(x) admet au moins une solution a OR
%oﬁ —a’-3a+1=0

b-Montrer que a ve
EXERCICE N°10
1
aine de définition D; de f.

2°)Etudier la contifuité et la dérivabilité de f sur D, .
3°)Montrer que f admet un prolongement par continuité en 0, définir ce prolongement.
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"SGit f la fonction définie sur [O,ﬂ par : f(x) =3/2cosx -1

1°)Etudier le dérivabilité de f sur {oﬂ §%§

2°)Montrer que f est une bijection de de {O,ﬂ sur [0,1].

3°)Soit f* la réciproque de f, calculer (f‘l) (3 NE] —1) Q&Z\»

4°)Préciser le domine K de la dérivabilité de f™. Y
' Q&
5°)Déterminer I'expression de (f‘l) (x) pour tout x de K. %
EXERCICE N°12 %
Soit f la fonction définie sur [0,+oo| par f(x) = x +3/x . %@
1°)Soit x [ ]O,+oo[. Montrer que pour tout B [x,x + 1] ona: Y - +1<f'(B)< 331 +1
. R x?
- 1 1
2°)En déduire que pour tout x 0 [0,+f ona: ————+1 <——+1
o4 33/(x +1p @ 33/x2

3°)En déduire Iinj (3\/x +1 —i/;) %
EXERCICE N°12 4‘\3

i x<0 %%N
Soitf:R - R; x = f(x)= 2x2 si 0<x
X+42X -1 si x%

1°)Etudier la continuité de f sur R
2°)Montrer que f réalise une bijection de R g

-3-x i <0

3°)Etablire que : f™(x) = \/% &% <X <%
X+1- % x>l
S )

1°)Etudier les variations d

2°)Montrer que f est ung@yection de }O,Tﬂ sur un intervalle I que I'on déterminera .
3°)On désigne par g ion réciproque de f. Calculer : g(1) , g(+/2) et g(2).
-1
4°)Montrer que g gst d€rivable sur T etque : OxOI : g'(X) =————
% Xv1+x2

5°)Soit h la fonc%ﬁumérique définie sur }O, ﬂ par : h(x) = f(x) + %

Montrer que I'équation h(x) = x admet une solution unique x, telle que : g <Xy <=

EXERCICE N°13
Soit f la fonction définie sur ar : f(x) = — L
sin(x)
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AUX
Partie 2750n considére la fonction g définie sur [0,1[ par : g(x) = 1/1 3Xx2 .

1°)Montrer que g n'est pas dérivable a droite en 0.
2°)Etudier les variations de g et en déduire que g admet une fonction réciproque g™ sur un
intervalle I que I'on déterminera. M
3°)Expliciter g*(x) pour x O1 Q%
4°)Vérifier que pour tout x [J {O,%‘[ : g(tangj = tanx. Y%

Partie II : On considere la fonction f définie sur [0,;[ par : f(x) = 2+/tan xQ—l

1°)Etudier la dérivabilité de f a droite en 0. Interpréter graphiquement | It%t.
2°)Dresser le tableau de variations de f et en déduire que f est une bij e [O,g[ sur un
intervalle J que I'on déterminera.
3°)Montrer que pour tout x de }O,T—T{ f'(x)>1. §l§k
2

4°)Montrer que I'équation f(x) = x admet dans }O, g[ une s@%unique a et vérifier que
.- }E,E[ \\f‘

6'4 4\

5°)En déduire le signe de : f(x) — x

. . e Uy St
6°) On considere la suite u définie sur N par {u *

n+ P
a- Montrer que pour toutnde N : u, > a ‘S.R

b- Montrer que la suite u est décroissante
c- En déduire que u est convergente et d&% sa limite.

ur [0,7—;[ par ¢(x) =+tanx

2°)Montrer que pour tout x de |0, +oo : (¢‘1) (x) = ; 2 .
+X
W 1)_m
3°)Calculer ¢*(1) et montrer g tout x de [0,+oo : ¢7H(x) + q)‘l(;J =2

EXERCICE N°14 %
§|§ X

Partie I : Soit la fonction f nie sur =11 par: f(x) =-1+
|14 —

1°)Etudier les variations

2°)Montrer que I'équat ) = x admet dans ]— 1,1[ un solution unique a et que a >%

3°)En déduire le sign (x)—x.
4°)Montrer que f réglisg, une bijection de ]— 1,1[ sur R.
5°)Montrer que outxdeRona: f!(x)= o x+l
1+(x+1)2
u, O [0,0(]
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Partie II : Soit la suite u définie sur N par { _1
Uy =F7(uy)

1°)a-Montrer que , pour toutnde N, 0 <u, <a.

( 1
| 32 )



i6Htrer que la suite u est croissante.

, Eri-déduire que u est convergente et calculer sa limite.
ycees

: - 1
®YMontrer que pour tout x IR, ona: [f ) (X)) < —
el sk o,
1
3°)Montrer que pour toutndeNona: |u,,, — 0/ <——u, -« %
s ~o s 7=, ~al . o

4°)En déduire que pour tout nde Nona : |u, -a| < [ j lup —af . Retrouver %

Partie III : Soit la fonction h définie sur ] 11[ par : h(x) = f[ sm(2 B
1°)Montrer que pour tout x de [-1,1[ : h(x) = -1 - tan(E XJ § Q
2°)Montrer que h établit une bijection de |-1 1[ sur R. %

3°)Montrer que h™" est dérivable sur R et que (X) = RW@

4°)Soit pour tout x de R* la fonction H tel que : H(x) =h™(x - %’1 !

a- Montrer que H est dérivable sur R et determlner H'( %
b- Calculer H(%jetH[— %j En déduire que : ) x>0

n
5°)Pour toutndeNona: v, = Z(h‘l(lj + h‘l(—l o= h_
k=1 k n
a- Donner la valeur de H(l +—j En déduire : OkON* h‘l(lJ + h‘l( ” i J =-
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Définition :

On note par, I: un intervalle de R et f une fonction définie sur I gg

Une primitive de f sur I est une fonction F dérivable sur I et telle que : pour tout x

F(x) =f(x) q;\?
Théoréme 1 %
Toute fonction continue sur I admet une primitive sur I @

Théoréeme 2

Soit f une fonction continue sur I, alors f admet une infinité de primitives sur Iﬁﬁ F est I'une d’entreg
elles, toute autre primitive G de f sur I est définie par : G(x) = F(x) + con taﬁtg
Théoréme 3

Soit f une fonction continue sur I. x, est un réel donné de I et y, est un donné.
Alors il existe un primitive G de f sur I et une seule telle que G(x,) =

Théoreme 4
F et G sont des primitives respectives de f et g sur I, alors :aF+ bC%% une primitive de af + bg sur I

Primitives des fonctions usuelles %
F désigne une primitive de la fonction f sur un intervalle I et a B des réels avec w# 0
f I F '
X+ a R X > ax1+ C
n+
X X", nON" R X > +C
n+1
1 " X—n+1
x > —,nON" {1} | Jo,+<[ou |- ,0] X - +c
x" -n+1
X > /X [0,+oo[ xre%x X+cC
X > COS X R X sinx +c¢
X > Sin x R X > —COSX +C
. 1
X sm(oox + cp) R X ——cos(wx + (p) +C
&)
1
X cos(oox + cp) R X —sm(oox + cp) +C
W
X — 1+tan2x —E,E X tanx +c¢
]2 2]
Calcul de primitives X\
F désigne une primitive de la fo sur un intervalle I et u et v deux fonctions dérivable sur I.

%
§

&
N
R

=
Q
(=
~3
("]
<))
[=
X
<
0
(D)
(]
(]
~
)
(=g
o
[¢D)
Qo
o
0
Q
=7
=
*
*
*
=
-~
~
b
~
~
3
[))
-+
-
@
<))
[
-
3,
o
1=
[=}
Q
0
(0]
(=]
3
~
*
*
*
2
Q
(= d
=3
(7]
Q
[=
X
<
0
[}
(]
(]
~
)
(=g
o
[¢D)
Q
=
0
Q
=
="
*
*
*
=
(=
-~
B
~
~
3
Q
(= d
=3
@
<))
&
-
3
2
1=
o
Q
0
(0]
=]
3
~




i
EXERCICE N°1 @w

La parabole ci-contre est la courbe représentative d’'une fonction
polyndme du second degré f dans un repere orthogonal.

(=43 -5 7N

Parmi les trois représentations graphiques ci-dessous, une courbe ne représehte pas une primitive

de la fonction f . Laquelle ? (justifier la réponse) @
Figure 1 Figure 2 \ Figure 3

\ @\
S aa g & & Y

EXERCICE N°2
Déterminer les primitives de chacune des fonctions suivant% intervalle 1.

2x +1

(o] . - =
l)f'x'_)(x2+x+1)2’1 R 0\3
29)f x> (2x+1)(x2+x+1) ;I=R %7
2x +1 N
3N ixX o ——
VX2 +x+1 %
4°) f:ix> (2x+1)sin(x2+x+1) ; I=R é\rk

59) f: x> sinx+xcosx ;I=R %%
6°) fixts> ——— ; I=11,1[
v1-x2

oyfixis L s %3
7 )f.XI—)Sin—ZX ’ I—]O,Tl[ M
W)
&

8°) f : x> cosx.cos2x ; I =R

9o)f : x 1y XCOSX FSINX Iz]O%
X2 %
X+1
100)f:x s 351 . I=]—@
(x2 +2x)° é“k

EXERCICE N°3 x

1°)Déterminer trois réel etctelsque : x* = a.(x-1)>+b.(x-1) + c.
2°) En déduire les prifyitigs de f sur R tel que f(x) = x?(x - 1)*°*
EXERCICE N°4

Soit f la fonction ggfi ur R par : f(x) = X.cos x.

1°)Déterminer la dériyée de la fonction g définie sur R par : g(x) = x.sin x.
jimitive de f sur R

2°)En déduire

EXERCICE N°u%

Soit la fonction f d&finie sur R par : f(x) = acosx +bcos®x ou a et b deux réels .
1°)Calculer f'(x) et f"(x)

2°)Comparer f(x) et f"(x) En déduire les primitives de f dans R .
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ERCICE N°6
4 fonction f déf f Bx
t la fonction f définie par : f(x) = ——
par : f(x) a4y
1°)Prouver qu'il existe deux réels a et b telles que : pour tout x de R —{-2,2}: on ait %
a b t'\z'))

f(x) =
(X) (X _ 2)2 (X + 2)2 %
2°)Déduire les primitives sur |-2,2[ de f . %

EXERCICE N°7 %
X(x —4) %\;\

Soit f la fonction définie sur l'intervalle I = J-0 ; 2[ par : f(x) = ( _2)2 %
X —-—
Q

1°) Déterminer les réels a et b, tels que pour tout réel x de l'intervalle I %ﬁ[ f(x)=a+
2°) En déduire la primitive de f sur l'intervalle I = ]-» ; 2[ qui s’annul = 1.
EXERCICE N°8

1°)Déterminer une primitive sur [O 4} de la fonction : x — @
G(x)

2°)On considere le fonction G, définie sur [O par :

EXERCICE N°9 é\{ék

Soit la fonction f définie sur 0,

[5=Y
[e]
L
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o
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N
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N
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4» I\J -
P
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+
P
+
|—L
w
|
N
P

2°)Déterminer alors le primitive de f d qU| s‘annule en 1

EXERCICE N°10 %

1°)Montrer que la fonction f: x - \J admet des primitives sur R.
On notera alors F la primitive dexémf¥ant F(0)=0.

2°)Etudier la parité de F et pr@O sens de variations de F sur R.

3°)Etudier les variations de | n sur |0,+oo

4°)En déduire qu'il existe % constante c telle que, pour tout x > 0, on ait : F(x) =Cc- F[lj

5°)Montrer que lim F

X - +00

6°)On pose, pour tou } ; 2[ g(x) =tanx.

a- Montrer @onction ¢ : x> Fog(x)—x est dérivable sur }—g,g{, et calculer ¢'(x).

b- En déduire que, pour toutxde} ; ;[ Fog(x) =xX.
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'Déterminer alors F(l), F(\E ) et F(?J

d- Montrer que c :g

EXERCICE N°11 o @
o

Soit la fonction f définie sur l'intervalle [0 ; +oo[ par : f(x) = > .
X“+x+1

1°) a) Calculer la limite de f en +oo.

b) Etudier les variations de f sur [0 ; +oo[ et dresser son tableau de variations. %
2°) Soit F la primitive de f sur [0 ; +o[ telle que F(0) = 0. On ne cherchera p&
a) Pourquoi peut-on affirmer I'existence de F sur [0 ; +oo[ ?

b) Quelles sont les variations de F sur [0 ; +oo[ ? N Q

3°) On définit sur [0 ; +oo les fonctions H et K par H(x) = F(x) — x et F(x) - %x.
a) Etudier, sur [0 ; +o[, les variations de H et K. @

b) En déduire que, pour tout x>0, on a: gx < F(x) < x. é{ék

¢) En déduire la limite de F en +oo.

4°) a) Démontrer que I'équation F(x) = 1 admet une solution {nigue o sur [0 ; +oof.

b) Montrer que I'on peut préciser : < a < %T[.
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Notion d'intégrale d'une fonction M
Le plan étant muni d'un repére orthogonal (O ; i, j), on définit les points I, Jet&%& =i, 0)=

et OIKJ rectangle. %\;\
L'aire du rectangle OIKJ définit alors I'unité d'aire (u.a.). K \?
Aire et intégrale d'une fonction positive

Définition

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b] et C % be représentative dans le
repere (O ; i, j) é‘%

L'intégrale de a a b de f est le réel noté J'a f(x)dx, égal a I'alre,%mee en unités d'aire, du domaine

D délimité par C, I'axe des abscisses et les droites d'équatio@ etx = b.

Remarque % 3
a et b sont les bornes de l'intégrale et x est une variable fyette : . ‘// PN
elle n'intervient pas dans le résultat. On peut la rempl pair les lettres t ou “‘—’k \
b b b .
u, ainsi ¢ [ f(x)dx = [ f(t)dt = [ F(u)du a% j
a a a a O\ :

Valeur moyenne §
Définition
Soit f une fonction continue et positive sur %\? alle [a ; b] avec a < b. La valeur moyenne de f su

[a; b] estleréel p= ijf(x)dx
b-a’a

de méme aire que le domaine D déli
d’équations Q

Xx=aetx=b %
%@ m ~ -

Q& g
Intégrale et primik‘%
Intégrale d’un@ on continue, positive et croissante sur un intervalle [a ; b]
Théoréme : %

Soit f une fonction continue, positive et croissante sur un intervalle I = [a ; b] . On note C, sa courbe
représentative dans le plan muni d'un repere orthogonal.

On définit sur [a; b] la fonction A : X _[axf(t)dt et on fixe xo dans [a ; b]

La valeur moyenne de f sur [a ; b] e %}e réel p tel que le rectangle de dimensions p et b - a soit
Ryt

( 1
| 39 )

r la courbe représentant f, I'axe des abscisses et les droite;
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“TETREEHRA est dérivable sur I et sa dérivée est f
AUX

i nitive d’une fonction continue

Théoreme

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b]

*)La fonction ® définie sur [a ; b] par ®(x) = L,X f(t)dt est :L'unique primitive de f su@] qui

s‘annule en a %
Remarques %
« La fonction @, définie dans le théoréme, est donc dérivable sur [a ; b], de déd

Ce résultat montre que toute fonction continue sur [a ; b] admet une, donc d tives sur [a ; b]
Plus généralement, toute fonction continue sur un intervalle I quelconque adn%es primitives

e Soit F une primitive quelconque de f sur [a ; b], alors J'abf(t)dt = F(b) - a?Q

*)Soit u une fonction dérivable sur un intervalle J tel que u(J) O I. Alor tion F définie sur J par
F(x) = _[:(X) f(t)dt est dérivable sur J et F'(x) = u'(x)f(u(x)), pour tou

*)Soit I un intervalle centré en 0 et soit a un réel de I.

« Sif est impaire alors J: f(t)dt =0

®
®
+ Sifestpaire alors [ f(t)dt = 2[ f(t)dt &\\4’;%

+ i f périodique de période T alors [*' f(t)dt = || f(t)d%

Propriétés de I'intégrale 0\)
Relation de Chasles
Soit f une fonction continue sur un intervalle 1. Pour%o:§ Isa,betcdel,ona:

j:f(x)dx= j:f(x)dx + [ F(xdx %ék

Linéarité
Soit f et g deux fonctions continues sur un in I et k un réel.
Pour tous réelsaetbdel, ona:
i = [ i % ° = kx [F(x)dx
j _(F+9)(x)dx j _fogdx + j _90x)dx j _(kH)(x)dx .

Intégrales et inégalités M
Soit f une fonction définie et contigaie\8lir un intervalle I de , et a, b deux réels appartenant a I.
&

VoY

b
Sia<betf>0surlintervalle I, @(X)dx >0. |Sia<betf<O0surlintervalleI, alors J.f(x)dx <0.

a

a
b b
Sia>betf>0sur I'interval%alors _[f(x)dx <0. |Sia=betf<0surlintervalle I, alors J.f(x)dx > 0.
Y/ a

\\)@
Conservation de l'o

Soit f et g deux fo %continues sur [a; b]. Sif < g sur [a; b], c'est-a-dire si, pour tout réel x de
b

b
[a;b], f(x)<g rs j f(x)dx < j g(x)dx

Inégalités de la moyenne
Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et a et b deux réels de I.
> Sia < b ets'il existe deux réels m et M tels que m < f (x) < M, pour tout réel x

a
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daths b
dmib — a) < j f(x)dx < M(b —a)
Jiycees

> S'il existe un réel M positif tel que | f | < M sur I, alors

b
j f(x)dx

<M|b-a| %
Intégration par parties

Soit u et v deux fonctions dérivables sur l'intervalle I telles que u' et v' soient contin(®s

b b
réelsaetbdel, ona: ju’(x) x v(x)dx = [u(x) x v(x)]° - _[u(x) x V' (x)dx %%

a

Théoréeme :
Soit f et g deux fonctions continues, a et b deux réels de I tels que a < ; S,

j la(t) - f(t)|dt

a
Aire d'un domaine compris entre deux courbes %

I'aire en u.a. du domaine limité par les courbes C¢et C 4 sur [a, b] est%

J

s

L 2
oI
Q
o

o &

b c d b
A= j f(x)dx A= j f(x)dx A= j f(x)dx — j f(x)dx + j f(x)dx
a R g a C d
Volume d'un solide V
L'espace est muni d'un repére orthonormal (0, J, J, ité de volume (u.v.) est le volume du cub
construit sur (0, J, J, K). %
Théoréme

On considere un solide (X) limité par les plans péralleles d'équations :

z=aetz=b(ash) %

&
W
& 3
ey O

Pour tout z (a <z <b), on
e P,leplan perpend| ea (Oz)etdecotez;
« S, l'aire de la sec u solide par le plan P ..
Lorsque S est une fonct ontinue sur [a, b], le volume V du solide est calculé (en u.v.) par :

V= /(z)

n

M(x y)/y=f(x)etasx< b} autour de l'axe (O |) est le réel :

% Soit f une fo ﬁ?\)%contlnue et positive sur [a,b]. le volume V du solide de révolution engendré pa
la rotation d@
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EXERCICE N°1 @

Calculer les intégrales suivants :

4 2 n n n n (‘\71 2009
— - - 2¢gin?2 2 2 4 2 2 Gj
_[0 t-2dt , L (x [x 1|)dx , jo sin2(t)dt J'O cos 2(x)dx , J'O tan (x)dx,.[0 Si ,J'_l T +1dx
1 X L L 1 4 X COS X — Sin X %\/A\
J.O mdx , J'Oztsm(t)dt , J'Oz t2sin(t)dt, IO tv1 - tdt, J‘%f ,Q%
[ @t+1)sinn{tz + t + 1)t )
EXERCICE N°2 %
On considére la fonction f définie sur R par : f(x) = sin® x @
1°)Exprimer sin® x ainsi que cos2x en fonction de cos2x. %
2°)Exprimer sin* x en fonction de cos2x et cos4x §§?\

3°)Calculer [3 f(x)dx %
EXERCICE N°3
1°)Soit f une fonction dérivable sur [a, bet sa dérivé f' es inue sur [a, b).

Montrer que jb xf'(x)dx + jb f(x)dx = bf(b) - af(a)

2°)Calculer E\/x+1dx et en déduire Ll X dx %%7

Jx+1 o
EXERCICE N°4 oy

Soit f la fonction définie par : f(x) = 4Jx =X p ut x de [0,4].
1°)Montrer que f admet une fonction récipro n%que vous calculez.
2°)Soit a1[0,4], calculer les intégrales : I(% (x)dx et J(a) = _[Of(a)f‘l(y)dy

3°)Vérifier que I(a) +J(a) = af(a) . Interpr ométriqguement cette derniére relation.
EXERCICE N°5

On considére l'intégrale : I, = J‘; X" . nON.
1°)Justifier I'existence de I, et détQghitéz une relation de récurrence de I, et I,_, pour tout n de N
2°)Calculer I, = _[01\/1 —-xdx et I

3°)Calculer I, en fonction de

4°)En faisant un changemergt‘k riable et en utilisant la formule du bindme, donnez un autre
expression de I, . é“}a\

EXERCICE N°6 Q~

Dans le plan P orienté epére orthonormé (O, i, j).

1°)Soit f la fonction ue a variable réelle définie par f(x) = x +/4 - x2.
Etudier f et constryjre ourbe ¢, dans P.

2°)oit g la fonctioh d&finie sur [O, TI] par g(x) = IOZCOSX\M —-t2dt.

a)Montrer que g érivable sur [0, n] et que g'(x) = -4sin2x.
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b)Calculer g[gj En déduire I'expression de g(x) en fonction de x .




0" par {,l'image de {; par le symétrie centrale de centre O et on pose { =, U(,.

a U‘:
g stpuire. {, et donner une équation cartésienne de { dans le repére (O i, ])
E RCICE N°7

T

La suite de Wallis définie par :w, = _[05 (cos t)’dt o1 n est un entier naturel %%

1°) Calculer wq et w;

n+1

4°)Montrer que pour toutnde N: w,,, = mwn %\;\
nCy, 4"(n!)2 %

2°) Montrer que la suite (w,,) est décroissante
3°) Montrer, pour tout entier naturel n : w,> 0. En déduire que la suite (w,, ) es gente.

5°)Montre que pour toutnde N: w,, =

Wonst =
2%4" T n+)IN @
6°)Montrer pour tout entier naturel n, 0 < 20+ Wanw g

2n+2 Wy, @
En déduire que Lim —20 =1 %

N-to Wy, %

2
7°)Etablire la formule de Wallis : Lim 2XAX6X e x2n él‘kl =
no+el 1x3%x5x,..... x(2n-1 1 2
8°) Montrer que la suite (u,) de terme généralu,, = (n + 1)W est constante.

EXERCICE N°8 4‘\3
Soit I, = [ (x? -1)" dx. \7
1°) Démontrer que pour tout entier n supérieur ou%& 2n+ 1) I, =-2n1,;.

2°) En déduire I'expression de I, en fonction de n
EXERCICE N°9

p et g étant deux nombres entiers positifs ou r@v pose : B(p, q) = J‘ tP(1 -t)%dt.

1°) Comparer B(p, q) et B(q, p). M
B(p % 1) (p=1).

+1
3°) Calculer B(0, n) pour tout n apparté@a N ; en déduire B(p, q).

EXERCICE N°10 %
Pour n entier naturel non nul on dé ‘?t& uite (S,) par :S, =1 +2L +L +..+ L

2°) Etablir la relation : B(p, q) =

1/3 31/3 n1/3
1°) Justifier pour k entier natur ul I'encadrement : L < J'kﬂ dx < 1
p % (K +1)13 kX173 Tl

2°) En déduire l'encadreme <S n dx +1

1/3 - °n = 1/3 '
3°) que peut-on dire de | ite (Sn) ?
4°) A l'aide d'encadrem alogues, montrer que la suite (T,) définie par :
T =1 1 1 1

=1+—+o X +347 TE est convergente.

EXERCICE N°11
On définit la suit@ U, = jon/4tan2”+2(t) dt.

1°) a) Rappeler laValeur de la dérivée de la fonction tangente sur } g g{

b) Calculer alors u.
2°) Montrer que la suite u est décroissante.
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n déduire que pour tout n dans N :

IA

< L is calculer i t lim 2
Uy < 5 —>——puis calculer lim u, et lim 2nu,

2(2n +3) 2(2n +1) noeo

5°) On pose S, = Zn“ﬂ %)
" T Lok M
a) Montrer que pour tout ndans N : S, = £+ (-1)"u, @7

b) En déduire la limite de S, lorsque n tend vers +co, %%
EXERCICE N°12
. . e i _ ¢msin(xy)
On considere le fonction f definie par : f(y) = janx. Q
2 Q
1°)Justifier I'existence de f pour tout y de R.
2°)Montrez, en utilisant la formule de la moyenne que, si a et b deux els que a < b, il existe
sinb-sina
cOfa,b], tel que— ——— =cosc.

3°)Montrez les inégalités |sinb - sina| <|b -a| et [cosb - cos a| < é‘rk, pour tout a et b de R.

4°)Soit y, OR. On pose A = Ecos(xyo)dx.
2

Montrer que lim (M —AJ = 0. En déduire que f &able au point y, et exprimer

Y-Yo Y =Yoo
(¥o) "\)
EXERCICE N°13 \7
Soient f et g des fonctions continues sur|a, b]. %
1°)a-Quel est le signe de Lb [f(t) + xg(t)[ dt, ot x%igne un nombre réel 2.
2
b-En déduire I'inégalité suivante, appelée d arz: U: f(t)g(t)dt} < j: [F(t)]Pdt x I: [a(t)]*dt

2°)Démontrer que si f et g sont positives s a< b)et pour tout x de [a, b] f(x)xg(x) =1, alors

jb F(x)dx jb g(x)dx = b - aP %
(a<b)

EXERCICE N°14

Soient f et g des fonctions continues ]. @<b
1°)Justifier , I'existence de deux réglan\eé M tel que , pour tout x de [a,b] : m < f(x) <M
&
, [ f(Ha(tydt
2°)Démontrer que si g(x) gard igne constante sur [a, b] alors m<=——<M
[ oty
EXERCICE N°15 %
Soient f une fonction cont} sur [a, b].
1°)Justifier , I'existence réel M tel que , pour tout x de [a,b] : [f(x)| <M
Par la suite on sup ea<betM>0.
2°)Prouver que _[: If( <(b-aMm.

4°)Démontrer q uel que soit le réel € >0, il existe un intervalle [a,B] O [a, b] tel que, pour tout x
de [a,|3]:|f(x)|2M €.

3°)\Démontrer qg‘\& o jb Ft)["dt <M
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5°)En déduire que j:|f(t)|"dt >M-¢)(B-a)




1

1°)Prouver que , pur tout x [ [0,1] t1-xT<yl-x*<1- 5 x? %
2°)En déduire que : a < f(a) < 2a+1 .Calculer lim f(a) %
l1+a 2a+2 a- o

EXERCICE N°17
1°)Soit C = {M(x,y) /] y=+41-x2 ,-1<x< 1} et S le solide obtenu par rotatRer ge C autour de

V
I'axe (Ox).Calculer le volume de S. A
2°) Soit C = {M(x,y) / xy=1 1<2x< 2} et S le solide obtenu par rotati@ C autour de I'axe

(0x). Q

Calculer le volume de S.

3°)Déterminer le volume du cylindre engendré par les rotations d’axe segment de droite :
y =Ret 0<x <h avec h,ROR] %

EXERCICE N°18 §l§§

2
1°)Calculons le volume de S, définie par : X * ¥/ 2 372 %
0<z<3

2°) Calculons le volume de S, définie par : sup0x|,|y|) <1 %
0<z<l1 4\)
3°) Calculons le volume de S, définie par : {x2 +y2+ M
4°) Calculons le volume de S ou S est une sphere d .
EXERCICE N°19 §‘¥§k

x
~
[0
-

2°)Montrer que (s,) est décroissante.

1°)Vérifier que f est décroissante et positivﬁ%\

3°)Calculer ["f(t)dt, n=1 et en déduifd < ['f(tydt s% et calculer lim ( [ f(t)dtj.

n - +oo

4°)Montrer que pour tout entier &> 2_: f(t)dt < f(k) < j:_l f(t)dt

QW
5°)En déduire que pourn > 1: j:+1 M s, —f(l) < Ln f(t)dt
6°)En déduire que (s,) est con te et donner un encadrement de sa valeur.

EXERCICE N°20
Soit f une fonction définie%gontinue et croissante sur [0,+oo| .

1 n
Soient pour tout n de %ﬁ _[01 nf(x)dx et s, =%Zf(§}
k=0

1°)Veérifier que lim I\ A f(x)dx
n-
k+1
2°)Montrer que ut entier k vérifiant 0 <k <non a %f(gj < J'kT f(x)dx < %f(%j
n

3°)En déduire I'encadrement: I +%{f(0) —f(l +%H <s, <I, . Endéduire que lim s, =
N - +oo
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4°)Application : On prend f(x) = xP ou p un entier tel que p = 2.

( 1
l 45 J L



/ . 1+42°P +....+n° 1
Htab G[[!e lim p+1 -
&d | [ycées " " ah

EXERCICE N°21 %
0-)) t"sintd

Pour tout entier naturel n, on définit les nombres x, et y, par : x,, = _[01 t" costdt,

1°) Calculer x, et x;. f\v
2°) Montrer que les suites (Xn)nor, v €t (Yn)aor, v SONt décroissantes et qu'elles sont(pagigves. On
admettra que ces suites convergent. Q\

3°) Montrer, a l'aide de deux intégrations par partie, que pour tout entier natur ona:

Xps = —(n+1)y, +sin(1), et y,,; =(n+1)x, —cos(1),

En déduire que : lim y, = lim x, =0,et  lim nx, =cos(1), n|in+1 ny, sin

n - +oo n - +oo n - +oo

EXERCICE N°22
1°)Soit nON", On pose s, =1+e® +...+e™* t0]o, 7. @

S

a) Donner en fonction de n et t , une autre expression de s,

] sin(zjt " ;Ik
b) En déduire que : > coskt = cos(n jt
k=1

sinE 2 %
2
) 1 Sin(2n2+ 1} %‘”‘%
¢) En déduire que Zcos kt = -= +—t 4\)
k=1 2 2sin— \7
2 %
n( t2 %

2°)Pour tout nON", onpose : I, = _[0 [— —tj co

a) Calculer J'Ont cos(nt)dt %%

b) Calculer jontz cos(nt)dt

c) En déduire que I, :% @?

3°)Montrer que : _[n Zn:coskt e S1+ Lty 4+ L
. o =i 2 22 e

Q.

4°)Soit x R, ¢ une fonction dé sur [0,z] et ¢' sa dérivé, est continue sur [0, 1].

O"q;(t) sin(xt)dt .

< [7]o' @t

a) Intégrer, une fois, par

b) Montrer que : ‘J.an)'(%%s

c) En déduire que sin(xt)dt

xt)dt

<~ {1660} +[ocro] + o' et

d) En déduire qua&\Wi O"q)(t)sin(xt)dt:o

- (2n+1

/\, . sm[ 5 Jt

5°)Vérifier que p -\V o, n] : 1+2) coskt = ——5~
k=1 2 sin;

=
Q
(=
~3
("]
<))
[=
X
<
0
-~
(]
(]
~
)
(=g
o
[
Qo
o
0
Q
=7
=
*
*
*
=
-~
~
b
~
~
3
[))
-+
-
@
<))
[
-
3,
o
1=
[=}
Q
0
(0]
(=]
3
~
*
*
*
2
Q
(= d
=3
(7]
Q
[=
X
<
0
(D)
(]
(]
~
)
(=g
o
(D)
Q
=
0
Q
=
="
*
*
*
=
(=
-~
B
~
~
3
Q
(= d
=3
@
<))
&
-
3
2
1=
o
Q
0
(0]
=]
3
~




-2 si t=0 %
a) Montrer que ¢ est continue sur [0, n] %
b) On suppose que ¢ est dérivable sur [0, 7| et que sa dérivé ¢' est continue o).

c) En déduire que : lim (1+%+...+ljzi

)6 )
V

=
Q
(=
~3
("]
<))
[=
X
<
0
(D)
(]
(]
~
0
(=g
o
[¢D)
Qo
o
0
Q
=7
=
*
*
*
=
-~
~
b
~
~
3
[))
-+
-
@
<))
[
-
3,
o
1=
[=}
Q
0
(0]
(=]
3
~
*
*
*
2
Q
(= d
=3
(7]
Q
[=
X
<
0
[}
(]
(]
~
12
(=g
o
[¢D)
Q
=
0
Q
=
="
*
*
*
=
(=
-~
B
~
~
3
Q
(= d
=3
@
<))
&
-
3
2
1=
o
Q
0
(0]
=]
3
~




Définition
La fonction logarithme népérien, notée In, est définie sur ]0, + oo[ , prend la valeu§

continue sur ]0, + oo[ et admet pour dérivée la fonction x — l. In: ]0,+oo[ - R,
X

Soit a et b deux réels strictement positifs et aj,a,,...a,>0

In(@ab) =Ina+Inb In(gj =Ilna-Inb In(a =-Ina

In(a,.a,..a,) =Ina, +Ina, +...+Ina, In(a”)znlna Inva =

| 0 | 0 é\:gg
eInx <0 sietseulementsi 0 <x<1 é\k

elnx =0 sietseulementsi x=1

*Inx >0 sietseulementsi x € ]1; + oof §%

e La fonction x ~ Inx est strictement croissante sur 10 ; +

Soit n et m deux entiers naturels non nuls L %
. . . Inx .
lim Inx =+ | limInx=-0| lim —=0 lim xInx =0
X — 400 X 0" X400 X x - 0"
. In{l +x . Inx . In"x .
lim ( ):1 lim———=1 | lim =0/ lim x"In"x =0
x -0 X x-1x—1 Xt yM X 0"

O3
Tableau de variations et courbe de In &
la fonction In réalise une bijection de

R, vers R donc il existe un unique réel, m&ﬁ

o
+

-
+

noté e, vérifiant Ine = 1.

o
+

X
1 +

nG) [| =

&
x -
(

1°) Dérivée de In

Soit u une fonctiop d ble et strictement positive sur un intervalle 1.

La fonction x | )) , notée In u, est dérivable sur I et on a :(Inu)' =

u Q\?
u
2°) Primitive

de’lnu
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I qui ne s'annule pas sur I
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ﬁ mitive sur l'intervalle I de la fonction Y est la fonction In [u] + ¢
: u
’ ycees

3°)Primitive de x - Inx
La fonction x> xInx-x est une primitive de la fonction x — Inx sur R’ @

Fonction logarithme décimale : %

In x

C'est la fonction log, définie ]o,+oo[ par logx = 1o ’ @

(Iog 10=1, log10* = x)
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& Waths
Loganithme
N
N9

EXERCICE N°1 &\
1°)Soit g la fonction définie sur ]0,+e| par : g(x) = XIn(x) =x + 1. %

a) Etudier le sens de variations de g %
b) En déduire le signe de g . M

2°)0n considére la fonction f définie sur J1,+oo| par : f(x) = % Q%
a) Etudier les limitesdefen +o etenl. S

b) Dresser le tableau de variation de f .
c) Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonormé € :2cm)
EXERCICE N°2 ”’%

1°)Soit f la fonction définie par : pour tout x > 0 : f(x) = In(x + 1)@3
a) Etudier les variations de f %

2
b) En déduire que pour tout x > 0 : x —X? <In(x +1) &\gﬁ%

2°) Soit f la fonction définie par : pour tout x > 0 : f(x) = I%l) -X+—-—

a) Etudier les variations de f 0\3 20
b) En déduire que pour tout x > 0 : In(x + 1) < % g
3°)Etudier la limite éventuelle en 0" de In( +x)2() %
EXERCICE N°3 %
Soit f définie sur -1, 1[ par f(x) =1 - x2)| j Montrer que f est continue. Etudier la parité

de f et montrer que f se prolonge en ung
EXERCICE N°4

n continue sur [-1, 1].

et prolongée par continuité en 0 et en 1.
1°)Que valent g(0), g(1) ? N
2°)Etudier la branche infinie de
EXERCICE N°5

Soit n appartenant a N. g, :é§®‘ R, X xlnn[ij

1°)Montrer g, que est cont; sur ]0, 1[
2°)Montrer que g, admerolongement par continuité f, sur [0, 1].
EXERCICE N°6

On considéere la famill nctions (f)aon+ définies sur 1-1, +oo[ par f(x) = X" In(1 + x).
Soit n 00 N*, on no & fonction définie sur J-1, +oo[ par h,(x) =nin(1 + x) + 1 i(x .

1) Etudier le sensge Yariation des fonctions h,,.
2) Calculer hy(0 en déduire le signe de h,.
3) Etude du cas payticulier n = 1.

a. Apres avoir justifié la dérivabilité de f; sur ]-1, +o[, exprimer f,'(x) en fonction de h;(x).
b. En déduire les variations de la fonction f; sur ]-1, +oo[.
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daths
1) Joitin1 N* \ {1}.
g stifier; la dérivabilité de f, sur ]-1, +oo[ et exprimer f,/(x) en fonction de hy(x).
b.En déduire les variations de f,, sur ]-1, +o[. On précisera les limites aux bornes.
EXERCICE N°7

n
I. On pose, pour tout entier n supérieur ou égal a 1, v, = Z%

1°)Montrer que : Ok OON¥*, 1 < jk+11

——< —dt.
k+1 & t
2°)En déduire que : OnON*, v, <In(n) +1.

II.0n considere une suite (u,) définie par son premier terme u, = 1 et par la

: 1
valable pour tout entiern : u,,; =u, +—

un
a)Montrer par récurrence que chaque terme de cette suite est parfaite

positif.
b)En déduire le sens de variation de la suite (u,). @@)
2°)a)Pour tout entier k, exprimer u,,,” —u,” en fonction de u,’. %‘ik
n-1
b)En déduire que :OnON*,u ® =2n+1+ ZLZ
k=0 uk

u,’ 52n+2+%vn_1

b)En utilisant la partie 1, établir que, pour tout entier @rieur ou égal a 2,

Unz <2n+ E + M . é\[?
2" 2 §§§
C)En déduire lim Y

o N

Soit f : ]1, +o[ - R l'application définie 011, +oo f(x) = 1 .
X.In(x)

1°) Etudier les variations de f et tracer e représentative.

2°) Montrer que pour tout entier k te =23: f(k)< _[:_1 f(x)dx < f(k-1).

Q n
Pour tout n O N tel que n > 2 on @: > f(k).
% k=2

3°) a) Montrer que pour tout a@ lquenz2: S, - 2.Ir11(2) < f: f(x)dx <S;, - n.Iri(n) -

b) En déduire que pour tout Rtelquen=>2:

In(in(n)) - In(in(2)) < S, < n))—In(In(2))+%In(2)

c)Calculer alors lim

N — +oo,

4°)Pour tout n [ V\k%e% n=2onnote:u, =S, —In(In(n +1)) etu, =S, —In(In(n))
it

Montrer que les Un)ns2 €t (Vn)ns2 SONt adjacentes. On note ¢ leur limite commune.
5°) a) Montrerq%urtoutn ONtelquen=2:0<v,- /(< L

n.In(n)

b) En déduire une valeur approchée de ¢ & 10 prés
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¥ n
ypose, pour tout élément n de N* : u, = Zé
p=1

p+1 %
1)a. Montrer que : O p O N*, dat 1 %

pt p+1

b. En déduire que : O n ON*, u, <1+ In(n). %
{¢1(0) =0 %

2°)On considere la fonction ¢, définie sur R, par : . \©3
$,(x) =x( +In(x)) six \,/'\

Montrer que ¢, est continue sur R,.

X
3°)Pour tout réel x positif et pour tout entier naturel n non nul, on pose : +?(z@ = _[ ¢, (t)dt.
0

a. Montrer que pour tout élément n de N* la fonction ¢,, est parfai t définie et continue

sur R,. Que vaut ¢,(0) ?
b. Vérifier qu'il existe deux suites (an)non+ €t (bn)non telles que: *,0x0O R*,

dn(X)= X" (@nt+by In X ).

On montrera que: OnON* a,y; = a __ by b,

et % .
n+l (n+1)? n+1
5°)Calculer b, %

6°)Pour tout élément n de N*, on pose : ¢, = n! a,.
a. Montrer que ¢, =2- u,.

b.  En déduire que pour tout entier n supérieur ou éga ‘lc, | <1+ In(n).
¢. Conclure que lim a, = 0. %7

n - 4o
EXERCICE N°10 ‘%k
1°) Soit x > -1. Démontrer : In(1+x) < x . %

2°) Soit k dans ]0, 1] et soit (u,) définie par u, (1+kP)
a) Montrer que (u,) est croissante. v
b) Montrer que la suite (v,) définie par v, Qn est majorée.

¢) Montrer que (u,) est convergente.
EXERCICE N°11 %
Soit u et v les deux suites définies par, M
1.1

1 1 1 % 1
Uph=1+ =+=+...+=-In(n V 1+ +>+...+=-In(h+1
2 3 n (") h@ 2 3 n ( )

Montrer que u et v sont deux suij acentes. On sera amené a étudier les VARIATIONS, puis le
SIGNE des fonctions f et g défi Faf) = Inf X |+ —2 g = Inf XL L
Xx+1) x+1 X+2) x+1
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Noths| Diehe de comno & Maths

Enponenticlle

| Xne syjep

/ s990A

|

Définition et propriétés v
0[1 a}ppelle fonction exponentielle ( noté e*) la fonction réciproque de la fonction hme
népérien.

*)Pour tout réel x et pour tout réely > 0, : y =e* = x =In(y)
*) Pour tout réel x, In(e*) = x

*) Pour tout réel x>0, e =x

*) Pour tout réel x : e* >0

)
*)Pour tout réel x : (e") =e* %§

Soit deux réels a et b

@
e (!

+b _ b .

e’ =e’xe ab _ €% e _ 1 Pour tout entier n : e‘g‘ﬁR i 55
e’ e’ %
a Q Pa

Pour tout entier q=2 : e® =Ye? Pour tout entier (\Q%et tout entier p : e9 =Vef
Les limites Y

. . e N

X =+ X -

Jm,e" =+ fim " =0 I &

. eX-1_ . o €0 . monx

lim =1| 0Om,nON*: lim =400 | Om,n ON&KS x"e™ =0

Xx-0 X X - +00 Xm \&V A
Théoréeme

%ﬁ\

) =u'(x)e'™, xO1
ont les fonctions x — '™ +k, kOR.

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I.
*)La fonction f : x > e“™ est dérivable sur I et

*)Les primitives sur I de la fonction x — u'(x
Puissances

Soit un réel a>0. Pour tout réel b, on pOSbIn(a)

Propriétés %
Pour tous nombres réels strictement ".\'4 aetbettousréelscetd:

N c c
actd = 3¢ x 3¢ (ac)d =g | gcd :?ﬁg\(v xb¢ = (ab)c ta)_c = [%J
AP

Définition et propriétés

X“
Soit un réel a>0. %
*)On appelle fonction exponedielie/de base a la fonction x — a*.

*)La fonction x — a* est d@fable sur R et sa fonction dérivée est la fonction x — (Ina)a”

*)Si a > lalors lim a* = ; lima* =0
X — +00 X — —oo
*)Si0 <a<1alors i =0 ; lima* =+w
X X - —00

Définition et prop

Soit r un rationnel

*) On appelle fo %}puissance r la fonction x > x" =e""® x>0
*)Sir > 0 alors R "=+00 ; lim x" =0

x-0"

X - +oo . X - —00
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*)Si r<0 alors lim x" =0 ; lim x" =40 lim a* =+
x-0*

*)La fonction x > X" est dérivable sur R’ et sa dérivé est la fonction x > rx"™




Maths
Aran rationnel différent de -1. les primitives sur R’ de la fonction x > X" sont les fonctions
ycees

B ——x" +k, kOR.
r+1

Théoreme %
Soit r un rationnel strictement positif. %
. Inx . .eX M
lim — =0 lim x"Inx =0 lim — =+
Xt ¥ X 0" ' %
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EXERCICE N°1

Sénies d evercices F* Maths
Enponenticlle
)

_ At
Soit la fonction g définie sur [0, +oo[ par g(t) = 1 te sit>0etg(0) =1 N%\
1°)a)Etablir que g est continue en 0. %
b)Déterminer la limite de g en +c. %
2°)a)Pour tout t > 0, calculer g'(t) . &\\
b)Prouver que pour tout t>0,1+t < e". %

¢)En déduire le signe de g' et le sens de variation de g (on ne demande p a'éQconstruire la
courbe représentative de g). .
3°)On se propose d'étudier la dérivabilité de g en 0. A cet effet on intr onction h définie

sur @
2
[0, +eo[par :h(t) =1t +% _et §§$&

a)Calculer h' et h", ainsi que les valeurs de h(O) et h'(0). %
3
b)Prouver que pour tout: t >0 : 0 <h(t) < % D %
pour cela, on établira d'abord que 0 < h''(t) <t et on en d§ n encadrement de h' et de h.

—et_
c)Déduire de la relation (I) un encadrement de 1%%3 uver finalement que g est dérivable

en 0 et donner g'(0).

4(I°)Con)struire la courbe représentative C de g., le pl §nt rapporté a un repére orthonormal.
0,1i,]).

EXERCICE N°2 %

Partie A.
X
On désigne par f la fonction définie sur R p @ e? —e* et on appelle C la courbe
représentative de f dans le repére orthon WD, i, ])
1°) Etudier les variations de f. Préciser es de f en - et en +c.

2°) Déterminer le signe de f(x) en fonct
3°)Tracer la courbe C. rﬁ?
Q

Partie B.

X

N | X<

ier la fonction g définie sur R-{0} par g(x) =1In

Dans cette partie, on se proposi 3
On note G la courbe représ de g dans le repere (O, T,E)

[

1°)Préciser les limites de 0, en +c et en 0.

2°)Calculer g'(x) et déter r le signe de g'(x) en utilisant le signe de f'(x) et le signe de f(x) .
Dresser le tableau de v de g.

Montrer que la diQi 'équation y = x est asymptote a la courbe G. Etudier la position de la

courbe G par ra D pour tout x réel strictement positif.
X
u § = In{l - eZJ

S

N | x

3°)Démonter que po% X réel strictement positif :g(x) - x = In[l -e

4°)Démontrer quepour tout x réel strictement négatif: g(x) -

N | X
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\aths

'. f: ye la droite d d'équation y = E est asymptote a la courbe G.

Etddier la position de G par rapport a d pour tout x réel strictement négatif.

5°)Construire G, D et d dans le repere (O,T, J) On utilisera un graphique différent de %e la
partie A.) %
EXERCICE N°3

Dans cet exercice, n est un entier naturel non nul. Q%
t

On considére la suite (u,) définie par :u, = _[0 %endt %
: . e i ) _2t+3
1°) Soit ¢ la fonction définie sur [0;2] par : ¢(t) = (1 %
: Q
a) Etudier les variations de ¢ sur [0;2]. Q&

t t
b) Montrer que, pour tout réel t dans [0;2],0n a :%en < ¢(t)en

d) Montrer que, si (u,) possede une limite 7, alors 3 < ¢ %
2°)a)Calculer l'intégrale I = J' Mdt %Eg
b) Montrer que, pour tout n de N* : I<u, < e"I En q@we (u) est convergente et calculer

2 2
c) Par intégration en déduire que :%n(en -1) <y, < Zn(en

sa limite ¢.
EXERCICE N°4

Soit f définie sur R par : f(x) = [ e ®dt

o®
5
%‘k
1°) a) Etudier la parité de f.

b) Déterminer le signe de f(x) suivant les va

¢) Montrer que f admet 0 pour limite en +

2°) a) Montrer que f est dérivable et que e -

b) Etudier la variation de f. Préciser les ou fadmet un extremum.

¢) Calculer f "(x) et déterminer son si n
d) Construire C¢ (on admettra que Ie% um de f est sensiblement égal a 0,3).
EXERCICE N°5 S

Q
On note, pour tout nombre réel et pour tout entier naturel n : u,(a) = Ex”ea“‘x)dx
1°) Calculer ug(a). Q@)
2°) Soit a > 0 donné. é‘ik
ea
a) Montrer que pour tout sN:O<u,(a)< )
b) Montrer que la suite ) est décroissante.
c) Déterminer la limite a) quand n tend vers +co,
3°)
a) A l'aide d'une intéghak®n par parties, montrer que pour tout n dans N :
aun+1(a) =-1+ (n un(a)
n! n g

b) Montrer par r nce sur n que pour tout ndans N : u,(a) = e® - Z— .

an+1 = k|

—
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fé@ . P . h
on5|diére la suite (U, ) definie par :pour tout entier naturel n non nul, U, = _[(1 -t)"e'dt
0
1°)Montrer que la fonctionf : t > (2 —t)e' est une primitive deg: t > (1 - t)e' sur [O

En déduire la valeur de U; .

2°)Montrer a l'aide d'une intégration par parties que, pour tout n non nul,U,.; = (

3°) Montrer que pour tout entier naturel n non nul, U, = 0

4°)a) Montrer que pour tout réel t de l'intervalle [0 ; 1] et pour tout entier natur nul n :
(1-t)" e'<ex(1-t)

b) En déduire que pour tout n non nul, U, < =

n+1 Q
5°)Déterminer la limite de la suite (U,) Q
EXERCICE N°7 %
Le plan est rapporté & un repére orthonormal (O, i, j ) ; (unité grap cm).

Partie A

On considére la fonction f définie sur l'intervalle [0 ; + o [ par : f (X e+ e™)
On désigne par (C ) sa courbe représentative dans le plan.

1°) a) Déterminer la limite de f en + o« .

b) Montrer que, pour tout x appartenant a l'intervalle [0 ;+ f(x) =X+ In (1 +e™).
En déduire que la courbe (C ) admet comme asymptote la dr d'équationy = x .

d) Etudier la position relative de (C) et (4).

2°) Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau iation.

3°) Tracer la droite (A) et la courbe (C ).

Partie B

Pour tout x appartenant a l'intervalle [0 ; + « [, on .;,.l&* X) = _[In(l +e2)dt

2° )Etudier le sens de varlatlon de F sur l'interv. ;oo
3°) Démontrer que pour tout réel a strlctemev@ ifona: 3+ 1> <lh(l+a)<a.
4°)Soit x un réel strictement positif.
Déduire de la question 3° %In 2 —% In ( ) < F(x) < > é e X
5° )On admet que la limite de F(x) , | tend vers + « existe et est un nombre réel noté I.
Etablir que : 2In2<1<% QQ
n+1
6° )Pour tout entier naturel n, g LU = j'ln(l +e 2)dt

n
a) Montrer que, pour tout ent% reln,ona:IN(1+e?™)<U,<ln(1+e2 "
b) En déduire que la suite ( est décroissante.
c) Déterminer la limite de kuite (U, ).
7°) Pour tout entier nat onposeS,=Ug+U; +U, +...+U,.
a) Exprimer S, a l'aide n.
b) La suite (S,) est-e ergente ? Dans l'affirmative, donner sa limite.
EXERCICE N°8 %
On considére la foﬁ%; définie pour tout x>0 par f(x) =1 -e

I.1°) a)Dresser |&tabigau de variation de f.
b) Montrer que R f(x) < x, I'égalité ayant lieu seulement pour x = 0.

2°)a)Montrer queNpour tout entier naturel n et pour tout réel x :

1kk n+1 X -t)" -t
e Z( I X 4 (1) 1fo%e dt

k=0
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écrivant |'égalité précédente pour n = 2, puis pour n = 3, montrer que :

L 2 3 2
AREX X

X
—-—<x—-f(x) s —
g x = f(x) 5

2
II. On considére la suite (u,) définie par son premier terme u, = 1 et par la relation :00 %
Un+1 = f(un)- %
1°) a) Montrer que : On O N u,]0, 1]. M
b) Montrer que , (u,) est décroissante sur N. %
¢) Conclure quant a la convergence de la suite (u,) et donner sa limite. %

2°)Montrer que  lim @ -1 @
n - 4o u, 2

. WV

dul. S

k=0

3°) Calculer lim

n - +oo - Q
III.1°) On note ¢ la fonction, définie sur R, par : ¢$(0) = 1 et Ox O R** = m
X
Montrer que ¢ est continue sur R*.
2°)On considere la fonction réelle g, définie par : g(0) = 0 et Ox E%Q, g(x) = —J'O (tdt.
X
a) Montrer que g est bien définie et continue surR; . %
2
* X X X
b) Montrerque : Ox OR,, 1 - = < gX) € 1-=>+-—.
) q + 2 9(x) T

¢) En déduire que g est continue en 0, dérivable en 0, pu&'.s\) r g'(0).

3°) a) Montrer que : Ox O ]1, +oo[ : LX @t)dt < In(x).
b) En déduire que g a une limite finie en +w et donn r%eur de cette limite.

4°) a) Pour tout réel x strictement positif, calculer et I'écrire sous la forme : g'(x) =

h(x)
® <

b) Montrer alors que : xh'(x) =(x +1)e™ -1 .

¢) Etudier la fonction, notée k, définie par : O D k(x)=(x+1)e™ -1

d) Donner le signe de k, puis les variations enfin celles de g.

e) Dresser le tableau de variations de g, e \l- I'allure de sa courbe représentative dans un

repére orthonormé.

EXERCICE N°9

1.0n considére la suite (u,), nON, d ; terme général est donné par :u, = jle— X s
Q 0e™(1+e¥)

X

1°)Calculer uqg

2°)Justifier que ug + u; = 1 . Endedi
3°)Montrer que (u) est positive
4°)Montrer que (u) est décr

. I-e™m
5°) a)Montrer que pour t é‘%’ltler naturel nonnuln,ona: u,,, +u, =—°

n

b)Calculer alors u,.
6°)Montrer que lim u

I1.1°)Soit pour tout ’\, 8y haturel n>2, on considere la fonction S, définie sur R par :

_1\n-1 X%
S, (x) = (n )T 0\2 — .Montrer que S, est la somme de (n-1) termes d’une suite
e™(1+ e% +e™X

géomeétrique.
n-1/_4\k+1
2°)En déduire lim w,, tel que pour tout entier naturel n>2 : w, = Z%(l -e™)
n— e k=1
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m!zs

[yteées

Ficke de coars

Diffnentiel

Une équation différentielle est une équation :

*)Dont I'inconnue est une fonction (généralement notée y ou z

*)Dans la quelle apparait certaines des dérives de y.

Soit a, b deux réels tels que a # 0

Type n°l1:y'=ay

¥ @%\

Equation Solutions de Equation Solutl uﬁ)rend la valeur
différentielle différentielle en x,
y'=ay x > ke, kOR XHy@W
%\JJ
Typen®2: y'=ay+b é{k
Equation Solutions de Equation %ution qui prend la valeur
différentielle différentielle Q&\) Yo €n X
y'=ay +b

X - ke®

b \ b alkx) _b
TN o

Type n°2: y''+w?2y =0

Equation
différentielle

Solutions de Equgg&
différentiel

Solution tel que
f(0) =x, et f'(0) =y,

y'+uzy =0

XHASII’] wX +Bco& -
A,BOR

Yo

X - 2% sin(eax) + X, cos(ox)
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EXERCICE N°1

Soit (E,) I'équation différentielle : y'= 2y + 2x %%

1°) Soit h la fonction définie sur R par : h(x) = -2x - 1
a) Vérifier que h est une solution particuliere de I'équation différentielle (E;)surR.
b) Démontrer qu’une fonction f = g + h est solution de (E;) sur R si et %@%nt Si g est solution

de :(E)) : y'=2ysurR. @

2°) a) Déterminer les solutions g de I'équation différentielle (E;) sur
b) En déduire les solutions f de (E;) sur R. §§§f

c)Déterminer la solution de (E;) sur R vérifiant f(0) = 0.

EXERCICE N°2 %i

Soit I’équation différentielle : y'+2y = 4e!™>* (E)

1°) Démontrer que la fonction u définie sur R par u(x) =&4xeX" est une solution particuliére de (E).
2°) Résoudre I'équation différentielle : y'+2y =0 (Ep)

3°) Démontrer qu’une fonction v définie sur R est s de (E) si et seulement si v — u est

solution de (Eo). %
4°) En déduire toutes les solutions v de I'équation ﬁ

5°) Déterminer la fonction v,, solution de (E), qui®end la valeur -2e en 0.

EXERCICE N°3 %
On considére I'équation différentielle :(E) : y' % 2e :
1+ 2e*

1°) Vérifier que la fonction f est une solufi (E) tel que pour tout x de R :

f(x) =e™ In(l + 2ex).
2°) Montrer qu’une fonction ¢ est s I%de (E) si, et seulement si, ¢ — f est solution de
I’équation différentielle :(E") : y' + ».

3°) Résoudre (E’) et en déduir tions de (E).
EXERCICE N°4
On considére I'équation difféngntielle (1) :y'-2y = xe* .

1°) Résoudre I'équation rentielle (2) : y'-2y =0, ou y désigne une fonction dérivable sur R.

2°) Soient a et b deu

a) Détermineraetb

t soit u la fonction définie sur R par :u(x) = (ax + b)e*.
que u soit solution de I'équation (1).

b) Montrer que ¥ e e solution de I'équation (2) si et seulement si u+ v est solution de (1)
¢) En déduire | ble des solutions de (1).

EXERCICE N°5
Résoudre I'équation différentielle : y'+y =e™.
EXERCICE N°6
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(Eo).

3°)Démontrer qu’une fonction v définie sur R est solution de (E) si et seulement si v —

t
solution de (Ey). @

4°) En déduire toutes les solutions de I'équation (E). M
5°)Déterminer la fonction, solution de (E), qui prend la valeur 1 en O.

EXERCICE N°7 %
On se propose de trouver une fonction f définie et dérivable sur l'intervalle ] 0 ; s'annulant
pour x =1

et vérifiant la propriété : pour toutx > 0, xf'X)-3f(x)=3Inx  (E)
1° )Trouver toutes les fonctions polyndmes P du troisieme degré telles que, Q\‘ ut x reel, x P

'(xX) =3 P(x) =
2° )Soit une fonctlon f définie et dérivable sur l'intervalle 10 ; + o [ tell (1) =0;soithla
fonction définie sur l'intervalle ] 0 ; + o [ par la relation f (x) = x° h(x)

a) Calculer f '(x) en fonction de h (x) et de h(x) .

b) Montrer que f vérifie la propriété (E) si et seulement si, pour to%‘i& 'xX) == Inx.

¢) On suppose que f vérifie la propriété (E).

Montrer que h est définie sur l'intervalle ] 0 ; + o [ parh(x) = tdt .

Déterminer h(x) a l'aide d'une intégration par parties.

3° )Montrer qu'il existe une fonction f et une seule, solution robleme posé, et en donner
I'expression.

EXERCICE N°8

On considere I'équation différentielle : y"+2y +y =2 wi’
1°)Déterminer le réel A tel que la fonction Y, défin%ur R pary,(x) =Ax2e™ soit solution de

I'équation (E).
2°)Démontrer que y, fonction numérique deux fl
seulement si la fonction z définie par z=y - :

(Ey) :2"+2Z'+z=0
3°) Soit la fonction t =2z'+z. Montrer qu % 0

4°)Résoudre alors I'équation différentiel

érivable sur R, est solution sur R de (E) si et
solution de I'équation différentielle

5°)En déduire I'ensemble des solutio
5°)Déterminer la solution f de (E) dg

quation (E).

EXERCICE N°8
On considére I'équation différ
1°) Soit la fonction r =y —4

2°)Résoudre alors I'équati
3°)Déterminer la solutio

repére orthonormal (O

:‘ 'y"'-5y'"+4y =0. (E)

ghtrer que r'-r =0

"“ erentlelle (BE)

iculiére f de (E) dont la courbe représentative dans le plan muni d'un

et pour tangente au point d'abscisse 0 la droite d'équation

Résoudre dans R Igéadation u(x) > 0.

4°)On considére g paytie de la courbe d'équation y = u(x) pour -1 < x < 0. En la faisant tourner
autour de l'axe % cisses, on délimite un solide dont le volume est mesuré en unités de
volume

Calculer la valeur exacte de V.
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I'’équation différentielle f'=a —bf avec a =2,088.107 et b =2,32.10™ lorsque t est
secondes et f(t) en °C.
1°)a Montrer que y =f - 90 est solution de I'équation différentielle y'= -by (1) Q%

b. Donner la solution générale de (1)

c. En déduire I'expression de f(t) sachant que f(0)=20. %

2°) Au bout de combien de temps la température atteint-elle 80°C ?

EXERCICE N°10 %
1°)Résoudre I'équation différentielle 4y"+49y = 0. \ N

2°)a) Déterminer la solution f vérifiant f(gj =-1 et f(m) =1. %
b)Déterminer deux réels r et strictement positifs et 0 |- , T tels =rcos(6x + ¢)
EXERCICE N°11 ;é%

Partie A %

c) Vérifier que h est une solution particuliere de I'équation tielle (E;) sur R.
d) Démontrer qu’une fonction f = g + h est solution de &) R si et seulement si g est solution

Soit (E;) I'équation différentielle : y' = 2y + 4x %
1°) Soit et h la fonction définie sur R par : h(x) = -2x - 1 g?'
de :

(Ep) 1y = 2y surR.
2°) a) Déterminer les solutions g de I'équation différ E,) sur R.
b) En déduire les solutions f de (E;) sur R. %

3°) Déterminer la solution de (E;) sur R vérifiant f; 0.

Partie B
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = M — 1 et (C;) sa courbe représentative dans un

repére orthonormal.
1°) a) Déterminer les limites de f en — € .
b) Démontrer que la droite d'équati X — 1 est asymptote oblique a la courbe (C;) et

on

préciser la position de la courbe par ra son asymptote oblique.

2°) Etudier les variations de f sur R e r son tableau de variation complet sur R.
r

(On ne demande pas le tracé de la oyriye (Co)

EXERCICE N°12 Q
Partie A

Soit I'équation différentielle : % = 4e>* (E)

1°) Démontrer que la foncti inie sur R par u(x) = 4xe’™ est une solution particuliére de (E).

2°) Résoudre I'équation dif§g
3°) Démontrer qu'une foRd
solution de (Ey).
4°) En déduire toutes {&s

@ntielle : y' + 2y = 0 (Eop)

, sur R par : f(x) = 2(2x — 1)e!™.
1°) Etudier les s de f en - et en +x et en déduire que la courbe C: dans un repére
orthonormal (O ;:,% ) admet une asymptote horizontale.

2°) Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variation complet.

Soit f la fonctio
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\laths

Jstifier que I'équation f(x) = -1 admet une unique solution a sur R et donner une valeur
gchiée de a a 107

°) Déterminer une équation de la tangente a C: au point d’abscisse 3/2.

5°) Déterminer une équation de la tangente au point d‘intersection de C: avec l'axe des isses.
6°) Tracer la courbe C; et les tangentes déterminées précédemment. %
(unité : 2 cm sur chaque axe). M

Partie C @7

Soit y = g (x) I"équation réduite de la tangente T a C; au point d’abscisse a.
On note ¢(x) = f(x) — g(x). M
1°) a) Exprimer ¢'(x) en fonction de f'(x) et f'(a). %
b) Montrer que : $"(x) = f"(x). N

2°) Résoudre f"(x) = 0. o,
3°) Dans cette question, on pose : a = 3/2. %
a) Déterminer les variations de ¢’ et en déduire le signe de ¢'(x). %

b) Déterminer les variations de ¢ et en déduire le signe de ¢(x). @

c) Déterminer la position de C; par rapport a sa tangente T.

EXERCICE N°13 %%k
1°) Pour tout réel k positif ou nul, on considere la fonction f, dé%sur R par: fi (x) = x +
1-ke*

1+ke*’

a) Justifier que, pour tout réel k positif ou nul, la fonction f olution de I'équation différentielle :
(E) : 2y'=(y— x)* +1.

b) En déduire le sens de variations de fi, sur R. 4‘\)

2°)On note C; la courbe représentative de la fonction un repére orthonormal (O; i; )
Sur I'annexe, on a représenté la droite D d'équation — 1, la droite D ' d’équationy = x + 1 et

plusieurs courbes C, correspondant a des valeurs %ﬁculieres de k.
Déterminer le réel k associé a la courbe C passanggar le point O puis celui associé a la courbe C'
passant par le point A de coordonnées (1 ; 1).

3°) On remarque que, pour tout x réel, on a :@ =x-1+ 1 +2k = Detfu(x) =x+1-
2k et %

1+ke* (2). %

En déduire pour tout k strictement posit

- la position de la courbe C, par rapp roitesDetD".

- les asymptotes de la courbe C; . N

EXERCICE N°14
Partie I :On donne un entier nat rictement positif, et on considére I'équation différentielle :

\ X"
(En) :y'+y =—-e
n!

1° )On fait I'hypothese que $ fonctions g et h, définies et dérivables sur R, vérifient, pour
tout x réel :

g (x)=h(x) e™.

n

la fonction g ?
2°) Soit ¢ une fofgtiol dérivable sur R .

a) Montrer que olution de (E,) si et seulement si ¢ — g est solution de I'équation : (F) :
y'+y =0 .

b) Résoudre (F).

c) Déterminer la solution générale f de I'équation (E,).
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ééigi%er la solution f de I'équation (E,) vérifiant f (0) = 0.

elEes

°¥ On pose, pour tout x réel, fo(x) = €™, fi(x) = x ™.

a) Vérifier que f; est solution de I'équation différentielle : y'+y =f;.

b) Pour tout entier strictement positif n, on définit la fonction f, comme la solution de @on
différentielle y'+y =f,_, Vvérifiant f,(0) = 0.

En utilisant la Partie I, montrer par récurrence que, pour tout x réel et tout entier r@?

n

fx)="ex. %
n! M

2°) Pour tout entier naturel n, on pose: I, = L ° f,(x)dx . %
)

n
a)Montrer, pour tout entier naturel n et pour tout x élément de I’intervall$‘iﬂ, 0<f,(x)< %

b)En déduire que0 <1, < : ,puis déterminer la limite de la suit

_1
(n+1)!

c) Montrer, pour tout entier naturel k non nul, I'égalité : I, -1, , :%e'

n
d) Calculer I, et déduire que : I, =1 il

e &kl %
d) En déduirenlinjwéﬁ —e . &
V!
I
S
N9
W
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Dans le plan complexe P rapporté a un repere orthonormé direct (O'ﬂ V)

Propriétés : Soit M un point d'affixe z=a+ib, a,bOR (@

a =Re(z)=2_;2 b =Im(z):ZT_iE AR + Imz)
= p=s = = = - = VA -
2=0 «~ Rez)=Im(z)=0 ||4=0-z=0 ﬁé\zlﬂzzr%:iz 2
Q\ 4
ZOR = Im(z)=0 = z=z | zOiR = Re(z)=0 = 2=~z OQ;AB:|ZB Z|
o P R B R
‘§§ bty
arg(z) = (G,OT/I[ZH]) ,z0C" | aOR,: 22=a - z-= a ou \/_ (A—B> C—D>)E arg[zD -Zc J[z
alR_: 2=a < z=| 2 Zg ~Zn
Jo e

Propriétés : Pour tous nombres complexes z et z' et tou@ ona:
- = — - n

z+7'=z2+7 77' =27 znzﬁ)

1)-Le=0) [%ﬂ]:é,@m) Gj:%,(z'::o) §7
N

[22] = 2 x 2] 22 = |2

_1
= Z,(z¢0)

1

z

VQ\(
Forme cartésien — Forme trigonom&;es
@\

a=rcos6, b=rsinb

G
Forme cartésien g Forme trigonométriques

z=a+ib z =r(cos 8 +isinB),r >0
N

r=[z=va2+b2, cost%, sinezg

== ,[z20)|z+z]|<|4+[|

Pour tous nombres co s z et ' non nuls d'écriture trigonométriques :
z=1r,6]=r(cosB + i% et =", 0] =r'(cos 0'+isin 8

z=[r-8] | Sec¥,m+0]|kz=[kr,0] k>0 |kz=[-kr,m+0] k<0
P4

zz=[r, 0+ O NYE |- -0 Z=l,0-0 z" :[r”,ne],nDZ
? r )|z | ]
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Polir tout réel 6 , on note e®le nombre complexe cos 8 +isin .

. . i’ L (2)
el =1le"=-1|e2=i|e 2 = %
‘eie‘ =1 | eil®+2kn) — i E —e 0 | _gl® = @i(m0) N%\

I Te® T . %
ele.ele — e|(9+9) -~ —e 8 % — e|(9+9) (ele)” — elnel noz
e ;C§

Formule de Moivre

Pour tout réel ¢ et tout entiern, ona: (cos ¢ +isin ¢)” =cosnd +isin

Formule d’Euler %@

i -i¢ i0 _ it
cosq):% et sinq):% %

Racines niémes §
Soit a un nombre complexe non nul et nOON* tel que a =
1

0+2kmt
L'équation z" =a admet dans C, n solutions distinctes% par z, = rHe{ n j,
k0{0,...,n -1} %
Conséquences : é‘rk
Les points images des racines niemes de l'unité sgéis sommets d’un polygone régulier inscrit
dans le cercle trigonométrique.

Théoréme

Soit a un nombre complexe non nul d’argusr = a admet dans C deux

solutions opposées : %
z; = |a| Cosg+isin9 et z, =-
2 2

Q
Ces solutions sont appelées raci %&'es du nombre complexe a .

Théoréeme %
L'équation az2 + bz + ¢ = 0§] et complexes et a non nul) admet deux solutions dans C :

-b+o - g . ; 4
z, = et z, = ou A=b%2-4ac et o estuneracine carree de A
2a
INS
) b o
azz+bz+c=a(z- 2,) |z, +z, =—— |72, ==
N a a
A X
X2_y2=a
A retenir : Soit 22=a+ib ,a,bR,avec z=x+iy alorsona <x2+y2=+a2+b2
2xy =b
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Soit a,,a,...,a, des nombres complexes tels que a, #0, n=>2.
Soit P(z) =a,z" +a,_,;2" " +...+a,2+3a,.
Si z, est un zéro de P, alors P(z) = (z-2,)d(z), ol g(z) est se la forme a,z"™*

avec by, b,,...,b,_, complexes.
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EXERCICE N°1

Soit (a,b) LIR*xR*. On pose : z, ::%;:‘3 et z, = % %

Montrer que z, +z,est réel et que z, -z, est imaginaire pur. Q%%

Sénes d 'evencices F* Maths
Hombrnes compleves

EXERCICE N°2
Soit a, b et c trois nombres complexes de modules sont égaux a 1 et tel que:%b +c =

1 1 1 Y
1.Calculer — + — +—
Cacuera+b+C Q

EXERCICE N°3
Dans le plan complexe P rapporté a un repere orthonormé direct (O;

-

+1 .
SoitZ=Z—.avecz=x+iy ou x,yOR é\rék

1°) Déterminer I'ensemble des points M , images de z , tels que %k 1

2°)En déduire I'ensemble des points M , images de z, tels q = 1

3°)Exprimer la partie réelle et la partie imaginaire de Z e f%bn dexety.
4°)Déterminer I'ensemble des points M , images de z, Z soit un réel.

5°) Déterminer I'ensemble des points M , images de z e Z soit imaginaire pur.
6°) Déterminer I'ensemble des points M , images dgék sque arg(z)= 2[211].
EXERCICE N°4 %‘;
1°)Résoudre dans C I’équation : (E): z° =1.(0f%t

positive.)

2°) Ecrire les racines de (E) sous formes tri riques.

3°)Calculer j2 et 1 +j + j2.

4°)Montrer que : (a+b +c)(a +bj + cj2)( % 2) = a3 +b3 +c3 - 3abc.

(avec a, b et c des nombres complexe
5°)On considere les points A, B, Cd respectifsa, betc.

e par j la racine de partie imaginaire

a +bj wgi?
Q
Montrer que les relations :ib + % =0 sont équivalentes et sont conditions nécessaires et

=0
suffisantes pour que le trian BC soit équilatérale .
EXERCICE N°5

MB
Soit dans le plan compl points A(3) , B(-3) et M(z) tels que : (0) : A =2
1°)Montrer que (C) )(E - 5) =16.
2°)En déduire I'en es points M.
EXERCICE N°6
Soit z un nombr. lexe. Soit P(z) =z> +az2 +bz+c ol a, b et c des nombres complexes.

z,,z, et z, sqn les racines de I'équation P(z)=0

1°)Montrer que a = —(z, +z +z)) , b=z, +2,2, +2,2 etc=-z22

2 2 273 3 273
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z,g,r xyz =1
yees , 5
JApplication 1 : Resoudre dans C* : {xy +yz+zx =1

X+y+z=1 %
3°)Applications 2 : @\}3
Xyz=x+y+z=1. %

EXERCICE N°7

Soit:z:1+\/§+i(3—1) %
1°)Soit z'= (1+i)z . Ecrire z' sous la forme cartésienne puis sous la forme ri@b&ométrique
2°)En déduire z sous leurs formes trigonométriques. %

3°)En déduire alors la valeurs de sin% et cos % %
EXERCICE N°8 %@
Soit 6 01]-m, 7. é{k

1°)Ecrire z sous forme trigonométrique puis exponentielle .
sin @ +icos

37 1+cos0+]
2°) Déterminer I'ensemble des points Mi(zi)m{ ) lorsque

EXERCICE N°9
On donne dans le plan complexe trois points M, N et P«'alfjxes respectives

z, =sinB+icoso , Z, =1+cosB+isinB , z

1,2,3

z, z2 et 2. Déterminer I'ensemble des points M pour s le triangle MNP est rectangle en M.
EXERCICE N°10
On donne le nombre complexe z = —/2 + J2 +i 2

1°) Exprimer z2 sous forme algébrique %
2°) Exprimer z2 sous forme exponentielle. @}))

3°) En déduire z sous forme exponentielle.

EXERCICE N°12 %
Soit a, B OR . Montrer que : e +e'? =@%’;
W

o sin(aT_BJei[u;BJ @%

EXERCICE N°13
Soit a et b deux nombres réel% onsidere les nombres complexes z et z' de module 1 et
d'arguments respectifs a et

BJJ“?J "

12
zZ+2z , "
1°)Montrer, en utilisant I%ne exponentielle de z et Z', que % est un réel positif ou nul.

2°)En déduire que 2a =arg(z) + arg(z')[2n] .

3°)On appelle M et Ms ages de z et ' dans le plan muni d'un repére orthonormé direct de
centre O et N le pojnt ue OMNM' soit un parallélogramme. Interpréter géométriquement
'égalité précédent&;

ide de ces points.
EXERCICE N°14
Résoudre dans

1°)z2 -2z cos ¢ +

=0, ¢0OR ;2°)(z-1)° =(z-1)> +1;
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m . 4 .
(5+|)z+6+4| :39) Z° =8(1+|) ; )[1+IZJ :1+|a ou aOR.

! J3 i iz 1-ia
EXERCICE N°15 %
On considére I'équation (E) : z° + (2 - 2i)z2 + (5 - 4i)z-10i =0 . %

1°)Montrer que (E) admet un solution imaginaire pure.

2°)Résoudre alors (E) dans C. %
EXERCICE N°16 @%

Résoudre dans C I'équation : z> + (2 - 3i)z? - (7 +i)z +17i-2 = 0, sachant qu’ell t une racine
réelle. N&?\
EXERCICE N°17
On considére I"équation (E) :z* -2z3 -z2-2z+1=0. N N
A L \ Z=z + — %
1°)Verifier que (E) est équivalente au systeme : %

72-22-3=0 Qﬁ)

2°)En déduire la résolution de (E)dans C.

EXERCICE N°18 ‘g‘k

Le plan complexe P est muni d’'un repére orthonormal direct (O, v ) d’unité graphique 1 cm.

On considére la suite de points M, du plan d’affixes respectiv ulles z, définies par :
1+ |\/_

zo = 8 et pour tout entier naturel n:z_ =

+|f

1°) calculer le module et un argument du nombre com -‘~-

2°) Calculer z3, z,, z3 et vérifier que z; est réel. ‘;fk
Placer dans le plan P les points My, My, M, et M. %

3°) Montrer que le triangle OM,M,,,, est rectang comparer les longueurs OM,,; et MM, 1.
EXERCICE N°19

Soit ¢ O [Oﬂ et (E } I'équation : z2 - or\v +icos (p Z + 2 COoS (p(COS ¢ +1+icos (p) =0

1°)Montrer que I’équation admet un on réelle z, que I'on calculera et en déduire I'autre
solution z, .
2°)Soit M; et M, les points d'affixes r |fs z,etz,.
T
(a) Déterminer I'ensemble de QM1 lorsque ¢ décrit l'intervalle {O,E}

(b) Montrer que2M1M22 _‘\“}ﬁ 0S¢ — 1)2 .
(c) Pour quelle valeur dﬁk a distance entre M; et M, est maximale.

(a) Déterminer le ré tel que OAB soit isocéle .

EXERCICE N°20
Dans le plan comp %mum d’un repére orthonormal direct (O, U, V), on considére le
quadrilatére ABC e:(AB, AD)=a [2m], (CD, CB) =B [21],0<a<m O0<P<TL

On construit les les équilatéraux DCP, DAQ, BAM et BCN tels que : (bDC, f)jl5) == [2 1],

(DA, ij”)=§ [2 7], (BA, BM =’3—T [2 7] et (BC, BN =’3—T [2 7
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Maths
AbiC et d les affixes respectives des points A, B, Cet D, m, n, p et g les affixes respectives

aipts M, N, P et Q.

s ) A
1°) Démontrer les relations suivantes :m =e'® (a=b)+b, n=¢€?2 (c-b)+b, p % (c
-d) +d,
T

g=¢2 (a—d)+d. Nb;
2)° En utilisant les relations précédentes : %

a) Démontrer que MNPQ est un parallélogramme. @

b) Démontrer que I'on a :(AC, QP) = g[z m], AC = QP et (NP, BD) =§ [2 % NP = BD.

T

Q&
3°) Démontrer que MNPQ est un carré si, et seulement si, les diagonales [RC] &t [BD] du
quadrilatére ABCD vérifient AC = BD et (KC éb) =— + k 1t ol k est % tier relatif.

EXERCICE N°21 @@)
z et Z' sont deux nombres complexes donnés non nuls. é\rk

Montrer que |z + z'| = |z| + |z'| si, et seulement si, argz = arg g{%ﬁ k tavec k dans Z.
EXERCICE N°22
Soit un triangle ABC, on note O le centre de son cercle circong
Dans un repere orthonormal de centre O, on note a, b et c |
Soit H le point d’affixe h=a + b + c.

es des points A, B et C.

1°) Démontrer que |a| = |b| = |c|.
2°) a) Soit w = bc —bc . Calculer w + W .En déduire est un |mag|na|re pur.

b) Démontrer, a I'aide du a), que les nombres - c et — sont des imaginaires purs.

3°) a) Exprimer en fonction de a, b et c les affi s vecteurs AH et CB.
b) En utilisant les résultats précédents, démo e (AH) est la hauteur issue de A du triangle

ABC.
¢) Expliquer, sans calculs supplementalresu0| H est l'orthocentre du triangle ABC.

EXERCICE N°23 %

Soit f I'application qui, a tout nombre@%‘;{ e z différent de i associe z’ tel que :
Z’=f(z) =i+ =4

On note T l'application du plan ¢

par :
M’ = T(M), M et M’ étant les @
1°) a) Calculer f(1) et f(2 + %
b) Résoudre I'équation f(z)xEg"®.
2°) a) Calculer : arg[(z' 7z + i)]
S AP r les points A, M et M’ ?
e'M" = (ToT)(M) en fonction de I'affixe z de M.

x privé du point A d'affixe i, dans le plan complexe, définie

‘affixes respectives z et Z'.

3°) a) Exprimer I'affixe )
b) Que peut-on dire
4°) On appelle (J) kensgmble des points du plan invariants par T.

a) Démontrer qu partient a (J) si et seulement si AM = 2

b) Caractériser &8 riquement (J).

5°) Dans cette q on, on suppose que z = 1 + i + €, ol B est un nombre réel ; on notera B le
point d'affixe 1 + .
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aths
@,&elle est la courbe (I") décrite par le point M, d'affixe z, lorsque 6 décrit }—g ,;[

c) A quelle courbe (L) appartient le point M’ d’affixe z' ? %
d) En déduire T(I"), image de (') par T. Construire (I') et T (') dans un reper‘ onormal.

EXERCICE N°24 Q%

Dans le plan complexe P muni d'un repere orthonormé direct |\O ( u ) %
Q

b

C

0
b) Montrerque:z'—i=1+1i tan(EJ avec 7' = f(2).

On considére les applications : f: C —{— i} - C—{— i} 2 f( ) 7]

et F:0 -{B} -~ 0 -{B} ; M(z)> FM) =M'(z'=f(z)) ou B est le point d'aff .
1°)Montrer que f est involutive (c-a-d fof =1Id - ) et en déduire t bijective.

- %

b ) 7 E_[zn] Qe

BMxBM'=
3°)Déterminer les images par F de la droite (D) : y=x —1pet \\ cercle (C ) de centre B et de rayon

1.
EXERCICE N°25 \7

Pour tout nombre complexe z on pose : f(z) =23 +2 2 + 4 - |\/_)z + 8i
1°)Montrer que I'équation f(z) =0 possede une r imaginaire pure z, que l'on déterminera.

2°)Résoudre alors I'équation f(z)=0.
On notera z, et z, les deux autres racines, te@m(zlk 0.

z,
3°)On pose w=— > . Donner la dorme trlg
0

C-
+i

2°)(a) Vérifierque Oz O C\{-i},Zz' +i=

(b)En déduire que MO P\{B},

4°)Le plan complexe est rapporté a un &
A tout nombre complexe z non nul onRSEOR

w’z. Q

Montrer que OMM,M, est un los

le les points M, M, et M2 d afﬂxe respectives z, wzet

EXERCICE N°26

Le plan complexe O étant rap@p un repeére orthonormé direct, on considére I'application :
s:0 -0, Mz)»M(z t%gquez—2+|)2+1 3i.

1°)Vérifier que A(0,-1) es ique point invariant par s.

2°)Montrer que s est bij et expliciter son application réciproque notée s

3°)Prouver que pour t —{A}, d'image M' parsona: AM'= J5AM.

4°)Montrer que pour {¥points deux & deux distincts M, z,), M, (z, ) et M_(z,) dimages

respectivesM, 'z é@ég‘ Z,

5°)Déterminer I'e ble des points M(z)du plan tels que : Arg(z) = 0[211].

-1

') et M,'(z,') parsona: (MlMZ,M M. j (MlMZ,M M lzn].

6°) Déterminer I'ensemble des points M(z)du plan tels que : (z')3 =1 .(utiliser 2)
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7=1etB¢1.Montrerque1 + + -

| B2 1+t 14pS
EXERCICE N°28 @%

On considére un cercle de centre O et trois points A, B et C de ce cercle. On désigne B'etC

I
les images respectives des points A, B et C par la rotation de centre O et d'angle 3%%

Soient U, V, W les milieux respectifs des segments [A'B], [B'C] et [C'A]. Démon ces points
sont les sommets d’un triangle équilatéral.

EXERCICE N°29

1°)(a)Pour a OR, résoudre dans C I'équation z2-2cos(a)z+1=0

(b)En déduire la forme trigonométrique des solutions de I'équation : %%s(a)z +1=0o0Un

est un entier naturel non nul.

2°)Soit P.(2) = 22" -2 cos(a)z" +1

(a) )Justifier la factorisation suivante de P %
2 2 1
P (2)= (22 -2 COS(HJ + 1}(22 -2 cos ar n % ar (n )nj J

2 a+2(n l)nJ sin2(a /2)

(b) CalculerPa (1). En déduire que sin sm

4I’l—1

3°)Pour tout « appartenant a]0, [, et pour tout eg% naturel n =2 on pose :
(o) . (a+2m
Hn(a) = sm(ﬁJ sm(T ...Sin
sin(a /2)

(a) Montrer que, pour tout o hon ny H (a) = —(—)
sinla /2n
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U | Siche de couns & Maths
ycees 7 ,5 . d“ M

On va travailler dans le plan muni d’un repere orthonormé direct (O pe ez) .

(’%
W

Q)
Une isométrie f du plan est une transformation du plan qui conserve les distanc \est-a-dire
que : pour tous les points M et N du plan, si M' et N' désignent leurs images% n aura
MN=MN'.

«Les isométries transforment respectivement un segment, une demi-droite, uge droite, un cercle
en un segment, une demi-droite, une droite, un cercle.

Plus précisément, f désignant une isométrie :

-L'image du segment [AB| est le segment [f(A)f(B)| ; ces deux segm la méme longueur ;

+L'image de la droite (AB) est la droite (f(A)f(B)) ; >\<
«L'image du cercle de centre A et de rayon r est le cercle de centr A) et de rayon r.

Les isométries conservent le parallélisme parce que les ima e deux droites paralléles sont
deux droites paralléles.

«Les isométries conservent la perpendicularité
+Les isométries conservent les milieux %

+Plus généralement les isométries conservent les barycentre
«Les isométries conservent les angles

gesid

«Les isométries qui conservent l'orientation des angles, lent des déplacements.

«Les isométries qui renversent 'orientation des ang| ellent des antidéplacements

«La composée de deux déplacements ou de deux a cements est un déplacement.

«La composée d'un déplacement et d'un anti cement, ou d'un antidéplacement et d'un
déplacement est un antidéplacement.

«Il existe dans le plan quatre sortes d’isomeé les translations, les rotations, les symétries
axiales et les symétries glissées.

Les translations et les rotations sont de ements, les symétries axiales et les symétries
glissées sont des antidéplacements. %

Voici les définitions correspondantes : %%

Translation

i

Soit z un vecteur du plan. La transl vecteur G, notée ta, est la transformation qui, a tout
Q

point M du plan, associe le point

teur u est la translation de vecteur - u : ta'1 =t -.

-u

«La réciproque de la translation
«La composée de deux transl st une translation : t-ot- =t- - =t-ot-.
«La translation de vecteur %%t I'identité : ta =id.

«Une translation autre qu&\{d n‘a pas de point fixe.
Rotation PN

N 0 ’ 0 ’
a un angle oriente. La rotation de centre Q et dangle a, notee ry .,

Soit Q un point du
est la transformatign a tout point M du plan, associe le point M' tel que M =M si M=Q et tel

que QM =OM' ef W, M’): 0([2Tr] sinon.

*Sia =0 [27], r%%t lidentité.
*Sia % 0[2m], ry.Nn'a que Q comme point fixe.
*Sia =n[2n|, ry,, est la symétrie centrale de centre Q, notée s,,.

,a

| Xne syjepw

/ s990A

154]
(=g
o
[¢D)
Qo
c
0
Q
=l
-
*
*
*
=
(=
-~
B
~
~
3
Q
(=
=3
@
Q
Z.
-
3
2
=2
[=}
Q
0
(o]
(=]
3
~
*
*
*
=2
Q
-~
-
(7]
Q
(=
X
<
0
o~
[}
(7]
~
1]
(=g
o
[¢D)
Qo
c
0
Q
=7
*
*
*
*
=
-~
~
=
~
~
3
(Y]
-~
-
@
Q
&
-
3,
o
g
[=}
Q
n
(0]
(=]
3
~




Maths
2giproque de la rotation de centre Q et d'angle a est la rotation de centre Q et d'angle - a :

En particulier s,0s, =id : s, =s,. %
Propriété

Si A et B sont deux points distincts du plan, et A’ et B' leurs images respecti Q‘v/ fo.q s ON

aura : (ﬁ ; ﬁ): af2m]. %
Symétrie orthogonale AM

Soit A une droite du plan. La symétrie axiale d'axe A, notée s, , est la tran%gtion qui, a tout

point M du plan, associe le point M' tel que M' =M si MOAet tel que A%soit’ la médiatrice de
MM] simMOaA. N\
\_‘ \.

A la place de « symétrie orthogonale », on peut aussi dire « réflexion symétrie axiale ».
La réciproque de la symétrie axiale d'axe A est elle-méme : s, = ék, 205, =id.

Les points fixes de s, sont les points de A.

Symétrie glissante /g‘k

Soit A une droite du plan et u un vecteur directeur de A \@métrie glissée d'axe A et de
vecteur G, notée S, .o est la transformation taos A

; N

;u A;a 2u

»s, . =t.0s, =s,0t;. 4\3&{“

s 05 - =t.. \7

«Une symeétrie glissée n‘a pas de point fixe. é‘f?%

«La réciproque de la symétrie glissée d'axe A et ﬁvecteur u est la symétrie glissée d'axeA et
de vecteur - u.

Composée de deux symétries axiales @%

Soient D, et D, deux droites du plan.
s, et s, les symétries axiales d'axes respe et D,. 0 0

Cas ou les droites D, et D, sont par :

DRl
o

axiales d’axes D, et D, paralléles est une translation dont
ites.
airea D, et D, avec O, 0D, et O, OD,, le vecteur de cette

La composée s,0s; de deux symg
le vecteur est perpendiculaire a
Si 0,0, est un vecteur perp

translation est 20,0, . %

Remarques

1°) Sauf dans le cas ou D, sont confondues et ou s,0s, =s,0s, =id, s, et s, ne
commutent pas : s,0 a translation de vecteur 20,0, et s;0s, est la translation de vecteur
20,0; . E

2°) Toute translati t donc étre décomposée, d’une infinité de maniéeres différentes possibles,
comme la compgsg deux symétries axiales d’axes paralléles entre eux et perpendiculaires au
vecteur de la tra on.
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\aths
aux
Las ot les droites D, et D, sont sécantes

La composée s,0s; de deux symétries axiales d'axes D, et Dzsecalw est une rotation de
centre O.

Si v—1 et ﬁ sont des vecteurs directeurs respectifs de D, et dexl83, I'angle de cette rotation est

o v A
\

choisis sur ces droites.

Si par exemple on remplace v1 par v, , ona: %7

2(_V1 ;7)_ 2(_V1 ’ )+2(V1 ' v1 ' ( Vi ) [ZT[]
2°) Sauf dans le casou D, et D, s ont perpendlc ires et oll 5,0S; =5,0S, =S, (Symétrie

Remarques V
1°) L'angle Z(Z ; E) dépend des droites D, et D, mais vecteurs directeurs v, et 72

centrale de centre O, s, et s, ne commutent ,0S; est une rotation d‘angle 2(v1 ; v2)

et s;0s, est une rotation d'angle 2(v2 ; vl).

3°) Toute rotation peut donc étre décomp : -‘.* ne infinité de maniéres différentes possibles,
f § vf'axes sécants au centre de cette rotation.

étre obtenue en composant une, deux ou trois

4°) On verra que toute isométrie du pl

symétries axiales.

Isométries fixant un point N
S

Théoréme 1
Soit f une isométrie et O un poin
L'isométrie f se décompose d'u

translation et g désigne une i

iere unique sous la forme f = tog, ou t désigne une
e laissant O fixe.

Théoréeme 2 %

1) Une isométrie fixant t mts A, B et C non alignés est l'identité.

2) Une isométrie distin |dent|te fixant au moins deux points distincts A et B est la symétrie
axiale d'axe (AB).

3) Une isométrie ne que le point A est une rotation de centre A et d’angle non nul.

%{\7}\“
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Récapitulations :
Nombre de zéro Un seul Au moins Trois no%
points fixes deux, jamais align
trois non
alignés .
Nature de Translation ou rotation symétrie L'idefite/Hu
I'isométrie glissement RW®)
Décomposition | 2 ou 3 symétries 2 symétries 1 symétrie 2\Berktries
Déplacements — antidéplacements %‘
+On appelle déplacement toute isométrie qui conserve les mesures des angleg o ntés.

+On appelle antidéplacement toute isométrie qui change les mesures des les orientés en leurs
opposées.

«Une isométrie est un déplacement, si et seulement si, elle est la compdséx» symétries
orthogonales avec

n est un entier naturel pair.

«Une isométrie est un antidéplacement, si et seulement si, elle es %composé n symétries
orthogonales avec n est un entier naturel impair é‘sk

Classification des isométries.

Identié déplacement \§
Rotation déplacement %

Translation déplacement
Symétrie orthogonale | antidéplacement

Symétrie glissante | antidéplacement &7

«La composée de deux déplacement est déplacem
«La composée de deux antidéplacement est dépl
«La composée d'un déplacement et d’un antidé
«La composée d'un antidéplacement et d’'un dé
On note par Is* I'’ensemble des déplacen% t par Is” I'ensemble des antidéplacement
«Deux déplacement qui coincident sur deu ts distincts sont égaux.

«Deux antidéplacement qui coincident su oints distincts sont égaux.

*Soit A, B, C et D des poins du plan t B=CDet ABZ0

«Il existe un unique déplacement f f(A)=C et f(B)=D
| que
Q

ent
ent est antidéplacement
ent est antidéplacement

«1l existe un unique antidéplacem g(A)=C et g(B)=D
«Angle d'un déplacement

Soit f OIs*. A, B,C et D quatr tels que AB %0 tel que {I;((gg i g

n désigne par 8 une mesu ngle {AB,A'B'), On dit que f est un déplacement d’angle
En dési 0 %% le |AB,A'B'], On dit f est dépl td le ©

DEPLACEMENTS
Ecriture complexe de slations

\Y/
La translation ta de ve u associe, a tout point M d’affixe z le point M d'affixe z =z + z-, ou

z- désigne I'affixe d%

N
Ecriture comp}é;&s rotations

La rotation rg,., ntre Q et d'angle a, est la transformation qui, a tout point M d'affixe z le

point M d'affixe 2 =e"(z-2z,) +2,.

| Xne syjepw

/ s990A

154]
(=g
o
[¢D)
Qo
c
0
Q
=l
="
*
*
*
=
(=
-~
B
~
~
3
Q
(=
=3
@
Q
&
-
3
2
=2
[=}
Q
0
(o]
(=]
3
~
*
*
*
=2
Q
-~
-
(7]
Q
(=
X
<
0
o~
[}
(7]
~
1]
(=g
o
[}
Qo
c
0
Q
=7
=
*
*
*
=
-~
~
=
~
~
3
(Y]
-~
-
@
Q
&
-
3,
o
g
[=}
Q
n
(0]
(=]
3
~




Maths
résumer, on voit que les translations et les rotations du plan ont une écriture complexe de la

\ ;l"' az +b, a et b étant des complexes avec | a | =1.
Danhs la cas de la translation : a=1 et b = z-.

Dans la cas de la rotation : a=¢e et b=2z,(1-¢€“). @

Réciproquement, si une transformation du plan a une écriture complexe de la for&%\ az+b,

| Xne syjep

/ s990A

a et b étant des complexes avec | a| =1, est une translation ou une rotation.

Composée de deux rotations : f=ry., ory %%

Si a+B=0 [2n],alors fest une translation.
Sia+B#0 [2n], alors fest une rotation d’angle a + . %
S
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EXERCICE N°1 %
Soit ABC un triangle quelconque du plan, on construit, extérieurement a ABC, les triaﬁ&

équilatéraux AB'C, ABC' et A'BC.

1°)Montrer que AA' = BB' = CC". %
2°)Montrer que les droites (AA") , (BB') et (CC') sont concourantes . %
EXERCICE N°2

ABCD est un rectangle non carré de centre O du plan orienté. On note par A R_Y ediatrice de [AB]
et A, la médiatrice de [AD]. S, etS, les symétries orthogonales d'axes respectifs A et A,.

1°)Soit f une isométrie qui laisse globalement invariant le rectangle ABC n%er que f(0)=0.
2°)Déterminer alors toutes les isométries de plan qui laissent globalem% riant le rectangle

ABCD. @
EXERCICE N°3 é{k

On considére un triangle équilatérale ABC direct de centre O.

1°)Déterminer les isométries, du plan, qui laissent le triangle AB alement invariant.
2°)Soit r la rotation de centre O et d'angle g Onpose : A' = "=r(B) et C' = r(C).
Soit f une isométrie qui transforme {A,B,C} en {A',B',C}. g=rtof

a- Montrer que g est une isométrie , du plan, qui laisse ,C} globalement invariant.

b- Déterminer alors toutes les isométries, du plan u@\\{r}a sforme {A, B, C} en {A',B',C'}.

EXERCICE N°4
Soit ABC un triangle équilatérale direct de centre de OetD= S(BC)(O) et E= S(BA)(O)

1°) Montrer que A, B, C et D appartient au mém %rcle .
20) Caractériser S(BD) o S(DC) et S(CA) o S(AB) gk

S

3°) Déterminer les droites A et A' tel que : et R = S(OA) SN

2m
»3)
EXERCICE N°5

Soit IAB et JAC deux triangles rectangle eles en I et en ], (ﬁ, ﬁ) = g[ZT[], (J_A:, f) = g [2T[],

K le milieu de [BC]. v
1°) On note r la rotation de centre%% ngle ;, r’ la rotation de centre ] et d’angle E.

2
a) Déterminer r' o r (B)
b) Caractériser r’' o r.
2°) On appelle L Iimage de 1 ’)Que représente K pour le segment [IL] ?
1K

En déduire la nature du tria

3

EXERCICE N°6

Soit ABC un triangle q
On construire a I'exté
respectivement en R\YR\&

1°)Soit I=A*B et et f deux rotations de centres et d'angles respectives P, Q ,

a- Montrer% o rQ = SI

b- En déduireYjue IPQ est un triangle rectangle isocéle.
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P)$oit: =A*C et K=B*C on pose r,
| [ycées (Rq]
a- Démontrer que ok = S, etror, =S,

4°)Démontrer que les droites (QB) ; (RC) et (AP) sont concourantes.

EXERCICE N°7
Dans le plan orienté, on considéere un triangle ABC tel que (AB AC)E [2rr] et A On

désigne par ¢ le cercle circonscrit au triangle ABC et O son centre. M
Soit E le milieu du segment [BC] et P le point de [AC] tel que AB = CP. %

b- En déduire que KOR et JPR sont des triangles rectangles isoceles. @%

La droite (OE) coupel enI et J, tels que J et A soient sur le méme arc B u ®ercle .
1°)Faire une figure.

2°)Déterminer I'ensembles suivants : @

a- yz{M alall (MB,MC)E%T[ZH]} %

b- v—{MDD/ (MB Mc)_—[2n]et B<MC Q
3°)a-Justifier qu'il existe une unique rotation R telle que R A&% R = C.Déterminer son
angle. %

b-Démontrer que le centre de R est un point de ¢ qued’on{précisera.

c-Quelle est la nature du triangle JAP ? %

4°)Soit f =R »S,, . Déterminer f(8). \7

Donner la nature et les éléments caractéristiques d%§§t composée.
EXERCICE N°8
Dans le plan orienté, on considere un carré ABC

ect de centre I .

On note par : t la translation de vecteur DA otatlon de centre D et d angle 5 R, la
3n

rotation de centre A et d'angle - —et R, I on de centre A et d'angle e

On définit ainsi les transformatlon f, g1 par: f=toR,, g =R of et g, =R, of

1°)a-Déterminer f(D) et f

b-Démontrer que f est une rotatiog,
2°)a-Déterminer g, (D) et g, (D).

nt on précisera la centre.

b-Montrer que g, -g;* =R,
c-Soit A, =g,(A) et A, =
EXERCICE N°9

segment [CA'].
2°)Soit I'application %\
S i ge de A par f .

a- Determin
b- Montrer% st une translation dont on déterminera le vecteur.
1

b) ° S(oc) ° S(ac) ° S(as)

EXERCICE N°
Le plan est rapporté au repére orthonormal direct (O, i, ).
On considére I'application f qui a tout point M(x ; y) associe le point M'(x" ; y’) tel que :
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1°) a) Exprimer 2’ = x" + i.y’ en fonctionde z = x + i.y ou de Z. ; '

b) L'application f est-elle un déplacement ou un antidéplacement ? Pourquoi ? %

¢) Quel est I'ensemble des points invariants pas f ? Conclure. Q%%

2°) a) Démontrer que f o f est une translation. On désigne par 2v le vecteur %translation.
ro

b) Déterminer la droite D telle que f =sot =t os, t étant la translation de wect etsla
symétrie d’axe D. §\ <

c) Vérifier que v est un vecteur directeur de D.

EXERCICE N°11

Soit ABC un triangle direct, rectangle en A. Soit I'application définie Ny= S(BC) ° S(CA) ° S(AB)
1°)Montrer que f est un antidéplacement. é{k

2°)Montrer que f est une symétrie glissante. é“k

3°)Donner la forme réduite de f. .
EXERCICE N°12 &‘?

Le plan est muni du repére orthonormé direct (O, G,V). On idere |'application fa de O dans O,
qui a tout point M d’affixe z associe le point M' d'affixe 7 t%
parametre complexe. ZC\)
1°)Montrer que f_ est isométrie. %7
a

2°)Montrer que fa est une antidéplacement. é\[k
2°)Déterminer I'ensemble des points fixes de 1‘a . %
3°)Identifier alors f

EXERCICE N°13
Dans le plan orienté, on considére un trian der sens direct. On construit a I'extérieur de ce

triangle les carrés ABDE et ACFG, ainsi qu rallélogramme AGKE.
On désigne par M=B*C et H le projeté o nal de A sur (BC).
1°)a-Montrer qu'il existe un déplaceme nt on déterminera ses éléments caractéristiques
transformant le triangle ABC en le tri KA.
lignés.

b-Montrer que les points H , A,
c-Montrer que les droites (AM) e ont perpendicularités .
2°)a-Montrer que FB = CK.

b-Donner une mesure de I’a ,CK)

3°)a- Montrer qu'il existe un, saplscement g qui transformant le triangle ABC en le triangle EAK,
dont on déterminera ses é SF nts caractéristiques.

b-Prouver que DC = B N

I

e: zZ =-z+2a+2i oum est

Nonner une mesure de |'angle (ﬁ,ﬁ)
, (BF) et (CD) sont concourante.
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ABC et I est le pajnt¥¥intersection des bissectrices intérieures de ce triangle.
Les points P et rtiennent respectivement aux demi-droites [CA) et [BA) et vérifiant CP = BQ
= BC.

1°)a)Montrer que le droite (CI) est la médiatrice du segment [PB] et que la droite (BI) est le
médiatrice du segment [CQ].
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— —\ 27
Strer que (CP, QB)= 2 [or].

ycee
Soit f la rotation qui transforme C en Q et P en B.

2
a)Montrer que f a pour centre I et pour angle ?n . @%

b)Montrer que (ﬁ,ﬁ) = 2—; [Zn] %
c)Montrer que les points I, P et Q sont alignées. %

3°)On pose O, = f(O) et 0, = f(Ol). @
a)Montrer que O = f(0,) %
b)En déduire que le triangle 00,0, est équilatérale et que la droite (OI) egf la¥nédiatrice du

segment [OIOZJ. c § @
4°)Soit r la rotation de centre O et d'angle ? et g=forof. %
a)Montrer que g est une translation. Vérifier que 9(0,)=0,.End

b)Montrer que r(B) = C. En déduire que g(P) = Q.
c)Montrer alors que les droites (OI) et (PQ) sont perpendiculai

EXERCICE N°15 : LE THEOREME DE NAPOLEON 3 %

On considére un triangle ABC dir centre de gravité O. On construit les triangles équilatéraux
s — [ — s T|
CBA', ACB' et BAC' tels que le (A'B,A'B), (B' A,B'C), (C'B,C' A) aient pour mesure 3 On

désigne par F, G et H les ced&es des triangles équilatéraux.
Le but de l'exercice est de trer de deux fagons différentes que le triangle FGH est équilatéral
direct.

re A et d'angle g . Déterminer R(C") et R(C). En déduire que CC’' =

1
b)Montrer que C'C et OG= §BB' .

) Montrer que OH = OG et (@,&)E —2—;[211].

d)En déduire que FGH est équilatéral direct de centre O.
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T ) 2n .
f;ﬁzg)}e Ri, Ry et R; les rotations d’angle 3 de centres respectifs F, G et H.

a) eIIe est I''mage de B par f = R; 0 R, 0 R3 ? Déterminer la nature de f.

b) En déduire le centre et I'angle de la rotation R = R0 Rs .
¢) On note S la symétrie axiale d’axe (GH). Déterminer les axes des symétries S, et S que
R,=S,0 S et R3=S 0 S3 . Montrer que ces axes se coupent en F’ tel que F'GH soit équi% direct.

d) Montrer que F’ et F sont confondus et en déduire que FGH est équilatéral direct
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HOMOTHETIE

On va travailler dans le plan muni d’un repere orthonormé direct (O ; eT , g) . @\5
G\

Définition

Soit Q un point du plan et k un réel non nul. L'homothétie de centreQ et de ra , notée
hg . est la transformation qui, a tout point M du plan, associe le point M telﬁ\ '=kQM
Cas particuliers et premiéres propriétés S N

*Sik=1, hy.,, =id.Si k#1, Q estle seul point fixe de h., .

*Sik = -1, h,., =s,. Les symétries centrales sont aussi les homothét; apport -1.

*hg., est une bijection ; la bijection réciproque est hg,.; .
+Si A et B sont deux points, et A" et B' leurs images par hg,.,, o‘%}g% QA" =kQA et OB’ =kQB ,
d’ol par différence : A'B' =kAB et donc AB' = |k |AB.

«Une homothétie de rapport k multiplie donc les distances pat \/ et les aires par k?.

(k=-1).
« Les homothéties transforment respectivement un se
cercle en un segment, une demi-droite, une droite, un
+Plus précisément, en conservant les notations précé
» limage du segment [AB] est le segment [A'SLIt
- limage de la droite (AB) est la droite (A'B’
« l'image du cercle de centre A et de ray,

«Les seules homothéties qui sont des isométries sont I’iden =1) et les symétries centrales
, une demi-droite, une droite, un
‘B'=|k|AB .

i est paralléle & (AB).
st le cercle de centre A’et de rayon |k|r.

«Les homothéties conservent le parallélisme,

pendicularité, les milieux, les barycentres et les
angles orientés (que leur rapport soit positi 5

Ecriture complexe des homothétie %ﬁ)f

L'homothétie h,,., de centreQ et der est la transformation qui, a tout point M d'affixe z
le point M' d'affixe z' =k(z-z,) +

NN

La transformation d'écriture co
+ lidentitésia=1etb=0 ;
e une translation si a =1 et
« une homothétie de rappsi€asi a#1.

Z' =az+b, ou a est un réel non nul et b un complexe est :

Composée d'une homothgtie et d’'une translation
Soit f une homothétie dg ort k (#1) d'écriture complexe z' =kz +b; et g une translation

La transformation g0
2" =(kz+b;)+b, \<\
gof est donc un% thétie de rapport k.

Composée d'unedtranslation et d’'une homothétie
Soit f une translation d'écriture complexe z' =z +b, et g une homothétie de rapport k (= 1)

d'écriture complexe z' =kz +b,
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Maths
nsformation gof associe, a tout point M d’affixe z le point M" d'affixe

Zidzasb,) +b, =kz + kb, +b,).
gof est donc une homothétie de rapport k.

Composée de deux homothéties %
Soient f et g deux homothéties d’écritures complexes respectives z' =k,z+b, et z' =@ 5, la
transformation gof associe, a tout point M d'affixe z le point M" d'affixe

2" =k, (kyz +by) +b, =kik,z +(k;by +b,). Q@

C'est une transformation dont I'expression complexe est de la forme z" = Kz + B ':@3 est un réel.
Si K =k,k, =1, gof est une translation. M

Sinon gof est une homothétie de rapport K =k k, . %

Remarque :en général, gof # fog. Si gof et donc également fogsont d I%@othéties, on peut
montrer que les centres de f, g, gof etfog sont alignés. %

SIMILITUDES DIRECTES

+On dit qu'une similitude est direct si elle est la composée d'une ho i€ et d'une déplacement.
» Soit A, B, C et D des points tels que Az B et C£ZD:

Il existe un unique similitudes directes f tel que f(A)=C et f(B) =%

R

Forme réduite Q

Soit Q un point du plan, o un angle orienté et k un réel stri positif. La similitude directe de
centreQ, d'angle a et de rapport k, est la composeée r,.,0

Cas particuliers et propriétés &\)\{'

*Ona ry.,0hg. =hg.0r.,.
Avec k =1, on retrouve les rotations comme similitugde ctes particuliéres.
3

On considére également les translations comme ét * similitudes directes particulieres. Bien
entendu les translations n‘ont ni centre, ni angle, gft®pport mais sont définies par leur vecteur.
Ainsi tous les déplacements sont considérés comgides similitudes directes.

N
Avec a =0, on retrouve les homotheties de rabps
Avec o =7, on retrouve les homothéties d ‘)‘*- t négatif.
Ainsi tous les homothéties sont considéré '
Remarque : une homothétie de centre de rapport k (k < 0) est considérée comme une

aothe&tie.

I'on parle du rapport d’'une telle hom X!

iplie les distances par k et les aires par k2.
«Les similitudes directes transf espectivement un segment, une demi-droite, une droite, un
cercle en un segment, une de:
Plus précisément, avec les nQEatio

»  l'image du segmenty[AB| est le segment [A'B'| et A'B' =kAB .

. limage de la droifg{AB) est la droite (A'B').

» limage du cerc \"
eLes similitudes directesc
et les angles orienté

A

Ecriture compléxe Wes similitudes directes
La similitude dir% e centreQ, d’'angle a et de rapport k est la transformation qui, a tout

point M d'affixe z N point M d'affixe z' =ke" (z-z,) + 2z, .
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/’rﬁ%@{azhs

rajsformation d'écriture complexe z' = az +b, ol a est un complexe non nul et b un complexe
et [[yCces
« ¥lidentitésia=1et Q ;
e unetranslationsia=1etb#0 ; %
e une similitude directe de rapport | a | et dangle arg(a) si a#1. %

W
SIMILITUDES INDIRECTES %

+On dit qu'une similitude est indirect si elle est la composée d'une homothétie et
antidéplacement M
*Soit A, B, C et D des points tels que AzB et C#D:

1l existe un unique similitude indirecte S tel que S(A)=C et S(B)=D (\%

Forme réduite Q
Soit Q un point du plan, D une droite et k un réel striccement positif. L fitude indirecte de
centreQ, d'axe D et de rapport k, est la composée Syohg, ..

(£
Cas particuliers et propriétés %\j’

*Ona Syohg., =hg.,0S;.

Pour k =1, on retrouve les symétries axiales comme similitudesﬁﬁectes particulieres.
-D:{MDD/ @)’:kﬁ&}

*SoS=hg .

«Si U est un vecteur directeur de D, alors (G, F(M))E —(ﬂ, (k#1)

*Une similitude indirecte de rapport k multiplie les distané% r k et les aires par k?.
eLes similitudes indirectes transforment respectivemenfun@egment, une demi-droite, une droite,
un cercle en un segment, une demi-droite, une droite cle.
Plus précisément, avec les notations habituelles : é{k
- limage du segment [AB] est le segment [A’§Ret A'B' =KAB .
- limage de la droite (AB) est la droite (A'B:

« limage du cercle de centre A et de ray t le cercle de centre A’ et de rayon kr.
eLes similitudes indirectes conservent le elisme, la perpendicularité, les milieux, les
barycentres

*Les similitudes indirectes change les mes s angles orientés en leurs opposées.

tes
t de rapport k est la transformation qui, a tout
€%%(z-z,) +2z,0U 6 désigne une mesure de l'angle

Ecriture complexe des similitudes i
La similitude indirecte de centreQ, d'

point M d'affixe z le point M' d’'affixe

o). \o
&

N

La transformation d’écriture %iﬁ\ﬁl&e Z' =az+b, ou a est un complexe non nul et b un complexe

est:
« lidentitési a=1 et b % ;
« Symétrie axiale ou %e glissante si fa| = 1
ab+b

 Similitude indirec% pport k =g et de centre Q d'affixe z, = .

_|a|2

si fa| #1

2

®“

| Xne syjep
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EXERCICE N°1 @

Dans le plan orienté, ABI est un triangle équilatéral tel que (ﬁ,ﬁ)z %[[ZT[]. %
Soit Q le symétrique de B par rapport a (AI). %%
1°)Soit R la rotation d'angle g qui transforme A en 1. M

a) Montrer que Q est le centre de cette rotation. %

b) Soit C =R(B). Montrer que I=A*C. Q&
2°)A tout point M de [AB] distinct de A et de B, on associe le point M'd %el que AM =IM'".
Montrer que le triangle QMM' est équilatérale.
3°)Soit G le centre de gravité du triangle QMM' et S la similitude dire ntre Q qui
transforment M en G. %

a) Préciser le rapport et I'angle de cette similitude.

b) Montrer que S(B) = I et construire le point A" = S(A). ‘%i

c) Montrer que les points I, G et A' sont alignés. %

EXERCICE N°2
Soit (O, i, j) un repere orthonormé du plan. A et B deux p&i&) cordonnées respectives (1,1) et

02)
1°)Soit g I'application définie par g = ts o r[B HJ %7

a) Déterminer g(B) et g(O) >L‘

b) Déterminer le nature et les éléments caracftistique de g
2°)Soit S I'application définie par S=go h( %

AL
2

a) Déterminer S(A), puis déterminer |
b) Soit OIAJ un carré de centre K ; dé

EXERCICE N°3 M
t%e équilatéral ABC tel que (A—B,H:) = g[ZT[]. Soit H le

la médiatrice de [BC]. On désigne par S la similitude

Dans le plan orienté on considéere |

milieu de [BC], I le milieu de [AC
direct de centre A et qui envoie,
Soit M un point quelconque d
1°)Déterminer l'angle et le rgoi

3N si et seulement si JM = 2CM.
dble des points M tels que BM' = BN.
On considére , dans |
(AC, 28)= Z[ard.
On désigne par %’ rojeté orthogonale de A sur (BC), I = S(AB)(F) et J= S(AC)(F)
1°) a) Montrer que : (BI) O (AI) et (CJ) O (AJ).
b) Caractériser I'application : Sc) o S(as) €t en déduire que A = I*J.
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e [Naths
- 2P)%0it:5cla similitude direct qui transforme Ben Aet Aen C.
=i [d)-Déterminer le rapport et I'angle de S.
ib) Montrer que F est le centre de S.
c) Montrer que : S(I) =J. En déduire que CJ = 1J.

3°)Soit o la similitude indirect qui transforme I en F et F en J. §@§

a) Déterminer le rapport de o

b) Déterminer @ le centre de o. Montrer que QJ = 4Ql %
c) Soit E le point défini par QE =201I. %
Montrer que l'axe (A) de o est la médiatrice de [EF| %

EXERCICE N°5 Q%

Dans le plan orienté, on considére un triangle rectangle ABC tel que (ATB,%%[ [2r1] et AB= 2AC.

Soit D et D' deux droites paralléles passant respectivement par B et C E% ontenant aucun des

cotes du triangle ABC.
Soit A la droite passant par A et perpendiculaire a D et D'. %
La droite A coupe les droites D et D' respectivement en I et J. %
1°)Soit S la similitude direct qui transforme A en B et C en A. %
a) Déterminer l'angle et le rapport de S. Q_
b) Soit Q le centre de S. Montrer que Q est le projeté ortifogownale de A sur (BC).
2°) a) Déterminer S(D') et S(A).
b)En déduire S(J)

c)Montrer que le cercle de diamétre [1]] passe par QC\}

EXERCICE N°6 (Bac.M 2008p). \7

Le plan est orienté dans le sens direct. v

Dans l'annexe ci-jointe ( Figure 2), OAB est un triar%r tangle isocele tel que OA = OB et
~r ~O Tt

OA,OB|= —|2m].

(0,08)=Xord 3

On désigne par I le milieu du segment [AB]| e et D les symétriques respectifs du point I par
rapport a O et a B.

Soit f la similitude directe qui envoie A sur l@% ur C.
1°)Montrer que f est rapport 2 et d’angle \@
O\

2°)a)Montrer que O est I'orthocentre d \4 ahgle ACD.

b)Soit J le projeté orthogonal du poingQ$tr (AC).

Déterminer les images des droites {339) &t (AJ) par f et en déduire que J est le centre de la
similitude f .

3°)Soit g la similitude indirecte d re I, qui envoie A sur D.

a)Vérifier que g est de rapport xe (IC). En déduire g(O).

b)Déterminer les images de (% ar gof'. En déduire la nature de gof™.
4°)Soit I' =f(I) et J' = g(J%p
a)Déterminer les images%oints Jet I'par goft,

b)Montrer que les droi@ , (I'Y) et (CD) sont concourantes.
EXERCICE N°7 %
i

Soit un triangle % socéle tel que (A—B,H:)E g[ZTI] a tout point M de la droite (AB) on

associe le point a droite (AC) tel que M et n soient dans un méme demi-plan ouvert de bord
(BC) et BM = CN.
1°)Montrer qu'il existe une unique rotation r telle que pour tout point M de (AB) ona r(M) = N
etr(B) = C. _
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Maths
ar.une mesure de son angle et construire son centre I.
it Q=sB*C et Sy estle symétrie orthogonale d'axe (OI), h est I'homothétie de centre I et de

ra 6rt 2 On considére l'application f =hoSiyor

a) Déterminer f(B) et f(I). %
b) Démontrer que f est une similitude indirect dont on précisera l'axe, le centre e port.
c) Soit M' I'image de M par f . Quel est I'ensemble des points M' lorsque M décrij
(AB)\{A} et le construire.
d) Soit H=M*N. Déterminer I'ensemble des points H lorsque M décrit la droi
EXERCICE N°8
Soit D une droite et O et M deux points symétriques par rapport a D et M' un

de M. On désigne par s la similitude indirect de rapport k #1 et de centre O eny@yant M sur M'
Soit Z un cercle de centre Q passant par O et M et '=s(¢) & N

1°)Construire le centre Q' de ('. %

2°)En déduire la construction de '.

EXERCICE N°9

Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct O i J Soit f I|cat|on du plan dans

lui-méme qui a tout point M d'affixe z associe le point M' d'affixe
Donner dans chacun des cas suivants, le nature de f et préciser, éléments caractéristiques.

a) z=£z+1+2|

\/E
b) Z=-2z+1+2i %é
) Z=(+iz+1+2 &\)
d) Z=(+iz+1+2i Q\7
EXERCICE N°10 %ék
Soit s la similitude directe du plan de rapport V2 ékangle =~ et de centre M, d'affixe z, =1 —i.

Répondre par vrai ou faux en justifiant la répo

3in
1°)s a pour écriture complexe : z'= \/_e 4 M|

V2 est la droite D’ d’ équation y = V2.

A

lexe: z2=—e “4z-1.
P 2

2°)L'image par s de la droite D d’equat|

0%

3°)La réciproque s* de s a pour écrit

EXERCICE N°11 %

Dans le plan orienté, une unité ¢ oisie, on considére un rectangle ABCD tels que AB = +/2,
AD=1; (A—B,H))est un ang| irect ;I désigne le milieu de [AB].

Faire une figure que I'on corgégte au fur et a mesure.

Partie A %Q

Le plan est rapporté a

e orthonormal direct (A ;u,Vv ) avec U —LAB et v=AD.

2
Soit S une similitude 'S{'?:ia e qui, au point M d'affixe z associe le point M’ d'affixe z’ telle que z' =
az + b, aetb étaht d@s nombres complexes avec a # 0.

1°) Déterminer | bres a et b pour que S(D) = Cet S(C) =B

2°) Soit T la si directe qui, au point M d’affixe z, associe le point M’ d'affixe z’ telle que :
Z'= I\é_ +£ +1.Déterminer le rapport et I'angle de T.

3°) Montrer que la similitude T transforme B en 1.
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Maths
aideduire que les droites (BD) et (CI) sont perpendiculaires.
pntrer que le centre Q de la similitude T est le point d’intersection des droites (BD) et (CI).

Soit (E) I'ensemble des points M du plan tels que MD* - MB? = 1. %
1°) Vérifier que les points C et I appartiennent a (E).

2°) a) Démontrer que pour tout point M du plan MD* — MB* = 2MJ.BD ou J est un pgi e l'on
précisera.

¢) En déduire une autre justification de I'orthogonalité des droites (BD) et (CI).

b) Déterminer I'ensemble (E). %%

EXERCICE N°12

Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct (O ;u, Vv ). On prendra peur thité graphique
1cm. S

On considére I'application f du plan dans lui-méme qui, a tout point M d% , associe le point M’

d'affixe z' telle que :z' = - (\/5 +i)z-1+i(1+ \/5).

1°) Montrer que f est une similitude directe dont le centre Q a pm@éﬁxe i. En déterminer le
rapport et I'angle. ‘g‘hg
V3 3.

2°) Soit My le point d’affixe zg = e +ZI g%

Calculer QM, et donner une mesure de I'angle (u; QM,) . %
ent

3°) On considére la suite de points (M,)n > o définie pourto

On note z, I'affixe du point M,. %7

ier naturel n par M, ,; = f (M,).

a) Placer les points Q, My, My, M, M3 et M.

.7nTt

b) Montrer par récurrence, pour tout entier naturgl®, I'égalité :z,—i=2"e © (zo—1)

c) Pour tout entier naturel n, calculer QM,, puis rminer le plus petit entier naturel n tel que
oM, = 102

4°)

a) On considere I'équation (E) : 7x — 12y #A\WGhx et y sont des entiers relatifs. Aprés avoir vérifié
que le couple (=5 ; —3) est solution, ré§ Q& (E).

b) Soit A I'ensemble des points M du pld ‘
géométriqguement A et le représent

c) Déterminer I'ensemble des entier Is n tels que M, appartienne a la demi-droite d’origine

Q dirigée par le vecteur u. Préc érQ plus petit élément.

EXERCICE N°13
Soient sy, s; et s; les trois simili éfinies par :

x

¢ A tout point M d'affixe %%?associe le point M’ d'affixe : z'= — Ll zZ+ %
¢ 5, est la similitude dj de centre O, de rapport 2 et d'angle 1t
. . . , "= - -1
¢ A tout point M(x ; ssocie le point M’ de coordonnées : {X, Xy
y'=-x-y+2

Déterminer la natyr es éléments caractéristiques des transformations :
f=s10 =5;0Ss.

EXERCICE N°14
Le plan complexe P est muni d’un repére orthonormal direct (O ;u, v ) d'unité graphique 5 g
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B, & désignent les points d'affixes respectives 1 - i, i et -1. On note g I'application qui a tout
40 plan, d'affixe z associe le point g(M) d’affixe :z'= 1-i+z+iz +3Z +1z

1°) a) Déterminer g(B).
b) On note I le milieu de [BC], prouver que les points O, A, I sont alignés, et placer | s O,
B, C, I sur une figure. e&\

A,
2°) a) Prouver que g est une similitude directe dont on déterminera le centre @rappon et
I'angle. %

b) Prouver que les points A, B, Q sont alignés.

3°) a) Déterminer la mesure de I'angle (@,Ei). Montrer que l'image de la ch;oﬁ?(OB) par g est la

droite (OI). @

b) Soit O’ I'image de O par g. Montrer que la droite (OQ’) est I'image p a droite (BO).
¢) En déduire que les points I, O, O’, A sont alignés. %

4°) Montrer que les points I et Q appartiennent au cercle de diam@ .

EXERCICE N°15 : Théoréme de Ptolémée %

Dans le plan orienté, on considere quatre points distincts A, B se succédant dans le sens
trigonométrique sur un méme cercle.
]

A

<)

0
1°) Soit S la similitude plane directe de centre ransforme C en D. On désigne par E l'image

du point B. %
a) Montrer que (CB,DE) = (AC, ADIZn]
b)Montrer que E est sur la droite (BD). le point E sur la figure. On admettra que E est sur
le segment [BD].
c. Montrer que AD xBC =DE xAC . m
— —\ [ — . AD AC

2°)a)Montrer que |AB, AC)= |AE, A %JIS ue—=—.

) q ( ) ( L q AE AB
b) Soit S” la similitude directe d e A qui transforme B en C. Montrer que D est I'image de E
par cette similitude.
c) Prouver que AB x CD = AC 'ﬁ
3°) Utiliser ce qui précéde p
Remarque : Cette relation JT
mathématicien et astrong

démontrer la relation : ACxBD = AB xCD + AD xBC.

onnue sous le nom de théoreme de Ptolémée. Ptolémée était un
grec du II*™ siecle aprées J.-C. ; il utilisait cette relation pour calculer
de cercle, ancétres de nos rapports trigonométriques.
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Dans le plan P rapporté a un repére orthonormé direct (O;}, ]) .
Définition ( conique)
Soit F un point , D une droite ne contenant pas F et e > 0. %%

& Waths L
©)
o

On appelle conique d'excentricité e , de foyer F et de directrice D I'ensemble

={M0O0/ MF=edM,D}}= {M oo/ % = } ol H le projeté orthogonal

D. AN
*Si e < 1:onditque C est une ellipse.

*Si e = 1: ondit que C est une parabole. %§‘
*Si e > 1 : ondit que C est une hyperbole. %{(ﬁ)

La droite A passe par F et perpendiculaire a la directrice s'appellﬁe focal de conique.
Parabole /2

Dans le cas ol les vecteurs OF et i sont Dans le ca V@vecteurs OF et j sont

colinéaires, la courbe O d'équation colinéair% rben d'équation :

est appelée parabole de sommet O=F*K, d'axe | est un ga e de sommet O=F*K, d'axe focal

I sur la droite

focal (0;i) et de paramétre Ip| . Elle admet un (o;j P aramétre |p| . Elle admet un foyer F

foyer F de cordonnées (g ,Oj et une directrice df%&@ nées (o, %) et une directrice D

o
c
Q
=
e
>
<
1]
I
o

D d'équationx = -3

(K= Dﬂ(xx'))

é
=
2

tangente T au point M, est: y,y = p(x tangente T au point M, est : x,x =p(y +Y,)

Soit M, (x,,Y,) une point de O . L'équatiogﬁ% | Soit M, (x,,Y,) une point de O . L'équation de

Hyperbole N&;\'
oL

Soit a>0 et b>0.

=2
Q
-~
=3
("]
Q
(=
X
<
(o]
(D)
[}
1]
~
154]
(=g
o
[¢D)
Qo
c
0
Q
=l
="
*
*
*
=
(=
-~
B
~
~
3
Q
(=
=3
@
Q
&
-
3
2
=2
[=}
Q
0
(o]
(=]
3
~
*
*
*
=2
Q
-~
-
(7]
Q
(=
X
<
0
o~
[}
(7]
~
1]
(=g
o
[¢D)
Qo
c
0
Q
=7
=
*
*
*
=
-~
~
=
~
~
3
(Y]
-~
-
@
Q
&
-
3,
o
g
[=}
Q
n
(0]
(=]
3
~

. . X2 y? %V , . x2 y2
La courbe H d'équation peiainey =1| est La courbe H d'équation ) +§ =1| est une
appelée hyperbole de centre focale hyperbole de centre O d'axe focale (O,]) et
(O;}) ot d'excentricité e = b2 _C foyer F(0,c), de directrice d'équation
az a _b_bz ca. _C
y = — = — d'excentricite e = — avec c2 = a2
avec e C b
c2=a2+b2 + b2
Elle est constituée de omposantes Elle est constituée de deux composantes
connexes H, et H, et deux couples connexes H; et H, et admet deux couples
foyer-directrices foyer-directrices
(F, D)et(F, D'xa%sg F(c,0), F(-c0)etDet | (F, D)et(F, D", avec F(0,c), F(0,-c) et D et
TS _a_@a N - b _b2
D' d'equation ca nes x = P et D' d'équation cartesiennes y = - = < et
X:_i:—a_z __b_ b2
€ c y - € - C ﬁt} i 1
Watns
L}i{l‘
[ o5 ) 2 yeees
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/’ﬁﬁ&zéhs

ints S et S' de cordonnées (a,0) et (-3,0)
[abpelés sommets de I'hyperbole H, qui
inet également deux asymptotes A et A'

d'équation X Y-oetX-Y=0

a b a b
S et S' sont les barycentres respectifs des points
(F,1), (K,-e) et (F,1) et (K,-e) ou K est le
projeté orthogonale de F sur D.

Les points S et S' de cordonnées (0,b) et (0,-b)
sont appelés sommets de I'hyperbole H, qui
admet également deux asymptotes A et A'

Y Y _

, X X
d'équation Z2+L =0 et2 -L = %
quaton =+ % a b @5

N . S
Soit M, (Xo,Y,) une point de H. L'équation de tangente T au point M%st% 202

a2 b2

Ellipse

Soit a=b>0. Alors la courbe &d'équation
X2 y2 . .
— +-— =1 est appelée ellipse d'axe focal
az b2

(O;}) de

demi grand axe a, de demi petit axe b et

. Cer b2 ¢
d'excentricité e=,]1-— == <1 avec
az a

az=c2+ b2
C'est une conique admettant deux couples
foyer-directrices ( F, D) et (F', D"), avec

Soit b>a>0. A%\a courbe &d'équation

appelée ellipse d'axe focal

Z 4+ = >

e a, de demi petit axe b et

. C Ny a2 _c
d'exgentigitée e=,1-— == <1 avec
b2 b

A a2
ne conique admettant deux couples
r-directrices ( F, D) et (F', D"), avec F(0,c) ,

F(c,0) ,F'(-c,0) , et D et D' d'équation Q 0,-c) , et D et D' d'équation cartésiennes
cartésiennesxziza—2 6’2\, _b_b etyz—Ez—E.
e c &g) e e
a a2 + Les points A(a,0) , B(0,b) C(-a,0) et D(0,-b)

et x=- .
e C

Les points A(a,0) , B(0,b) C(-a,0) et D(Q @QS

sont appelés les sommets de I'ellipse f\v

A et C sont les sommets principaux il ‘\/ es
IQ 7

barycentres respectifs des points ( -e)
et (F,1) et (K,-e) ou K est le proj ogonale

de F sur D. (%

sont appelés les sommets de I'ellipse ¢

B et D sont les sommets principaux ils sont les
barycentres respectifs des points (F,1) , (K,-e)
et (F,1) et (K,-e) ou K est le projeté orthogonale
de F sur D.

ST
Soit M, (x,,Y,) une poigk £.

L'équation de tangente T au point M, est :

XX, Yo¥ _y
a2 b2

Q\

\}
Ensembles des po
L'ensemble des points

,Y) du plan tels que : Ax2 + By2 + Cx + Dy + E = 0 est une

AB Courbe

AB=0 Parabole ou deux droites paralléles ou une droite ou le vide
AB <0 Hyperbole ou deux droites sécantes.

AB > 0 Ellipse ou cercle ou un points ou le vide.
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Pour tous les exercices le plan est muni d'un repére orthonormé (O, i, j), p un réel stri@nt

positif. %
EXERCICE N°1 (Définition de parabole) %
Soit D la droite d'équation x =% et F le point de cordonnées (% ,Oj

Soit 0 ={M(x,y)/MF =MH} ol H est le projeté orthogonale de point M sur D.%

- . S
Montrer que M 00O equivaut a y2 = 2px. Q
EXERCICE N°2
1°)Pour chacune des paraboles suivantes, déterminer son foyer, son s et une équation se

sa directrice.

a)y2=4x ,b)x2=6x , ¢)y?2=-8x ,d)x2=-3y
2°)Montrer que les courbes 0, , 0, et O, d'équations respectiv =5x-1,
X2-4y +2x-1=0 gﬁz

et y2-x +y =0 sont des paraboles dont on déterminera Ies
3°)Vérifier que A(2,1) O 5 et écrire I'équation de tangent T &
4°)Déterminer les cordonnées de point B 00 ; tel que la tany

S ts caractéristiques .
N point A.

perpendiculaire a T. 4’\3

EXERCICE N°3

Soit [J la parabole d'équation y2 = 2px ( p > 0) de f; t de directrice D.

On considére une droite variable A passant par F ¢ parabole 0 en M et M'.

1°)Déterminer I'ensemble des milieux de [MM'].
1 2

1 ®
2°)Montrer que —— + — = — %
FM FM' p
3°)On désigne par T et T' les tangentes a | @ole O issues respectivement des points M et
M'.
a- Montrer que T est perpendiculair
b- Soit {A} = TN T'. Montrer que
EXERCICE N°4
Soit O la parabole d'équation y2 =
Soient M et M' deux points de la
Montrer que les droites (MM') ¢

EXERCICE N°5
Soit O la parabole d'équati px ( p > 0) de foyer F et de directrice D.

1°)A quelle condition la drqif@d'équation ax + by + ¢ =0 est-elle tangente a la parabolel .
2°)La tangente en un poj de parabole O coupe I'axe de symétrie en un point A.
Montrer que la tangen mmet de 0 passe par I=M*A.

m% > 0) de foyer F et de directrice D.
e O tel que le triangle MOM' est rectangle en O.

xe focale de O en un point fixe qui I'on déterminera .

3°)Soit T, et T, de ntes perpendiculaires a la parabole O .
Calculer en fonctign d(o, T,) xd(F, T,)
(d(A,A): la dista oint A a la droite A)

EXERCICE N°
Soit H est l'ortho e des triangles formés par trois tangents a une parabole de directrice D.
Montrer que HOD
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Maths
ERCICE N°7 ( Définition d'hyperbole)
ehicrois réels strictement positifs tels que c2 = a2 + b2. On donne le point F(c,0) et la droite

T - 2
D d'équation x = %. Soit H={M(x, y) /aMF = cMH} ol H est le projeté orthogonale de L%M sur

D.
X2 y2

1°)Montrer MUH équivaut a 2 B 1 %
2°)Prouvé qu'il existe un second point F' et une droite D' tels que, avec les notati

MF' _ MH'
correspondantes — = —

MF MH
3°)Quel est I'ensemble des points M du plan tels que |MF - MF'| =2a?

%
Q

EXERCICE N°8
1°)Pour chacune des hyperboles suivantes, déterminer ses foyers, ses ets et une équation
de chacune des directrices et son excentricité
a) 4x2-36y2 =121, €)-9x2 +4y2 =196 ; d) 2x2-2y2 = %
2°)Identifiés les ensembles des points M(x,y) vérifiant :

2 T T
a) X=——ety=3tant , tO
) cost Y } 2’ 2{ %
b)x:2t+l ety=§t—l , tOR".
t 2 t %
1 1 KTt
C)X = ety=—"tan2t ,t#—-+—
) cos2t ) J2 4 2 i\y
EXERCICE N°9 ‘
1°)A quelle condition la droite d'équation px + py +£k%) t-elle tangente a I'hyperbole H
d'équation
X2 _y* _
# b %
2°)Quel est I'ensemble des points par Iesquel sent deux tangentes a I'hyperbole H qui

soient perpendiculaires?
3°)a)Soit P un point du plan de cordonné . Discuter le nombre de tangentes a I'hyperbole

H passant par P
b)Dans le cas ou il existe deux tangel%x rire I'équation de la droite qui les joint.
EXERCICE N°10
2

Soit I'nyperbole H d'équation );—

g@

la directrice D' de H. Soit T une R
EXERCICE N°11 (Def|n|t|o

a,b et c trois reels str|cteme fs tels que a2 = b2 + c2. On donne le point F(0,c) et la droite

D d'équation x = — SO|t (x,y)/aMF = cMH} ou ¢est le projeté orthogonale de point M sur
D.

1°)Montrer ML € éq

2°)Prouvé qu'il eX| econd pomt F' et une droite D' tels que, avec les notations
correspondante

3°)Quel est I'ens le des points M du plan tels que MF + MF'=2a?
EXERCICE N°12

1°)Pour chacune des ellipse suivantes, déterminer ses foyers, ses sommets et une equatlo_ de
chacune des directrices et son excentricité /
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AAx2 + 36y2 =121 , C)9x2 +4y2 =196 ; d) 2x2 +2y2 =1
dentifiés les ensembles des points M(x,y) vérifiant :
i'a) x=5cost et y=3sint, tOR.

et -1 et

b) x=——- ety= , tOR.
) eZt +1 y eZt +1
EXERCICE N°13
2 2
Soit I'ellipse & d'équation XY ,a>b.
az bz

Soit M un point de & d'abscisse X, .

1°)Définir ses foyers F et F', ses sommets et une équation de chacune des diréd
excentricité. N
2°)Calculer MF et MF' et vérifier que MF + MF' = 2a.

3°) On considére une droite variable A passant par F coupe la I'ellipse & t M'.

1 1 2a
Prouver que ™ + =

VitV b2 ©
! 2
4°)La droite (MF'") recoupe & en N. Montrer que ™ +m = i%

FN - F'N
EXERCICE N°14 é

Déterminer la nature et les éléments de la courbe d'équation g

1°)x2+4y2+2x =1
2°)x2 -8y2+2x —-16y =1

3°)mx2+4mx +(m-1)y2+2=0 , mOR 4\}

5°)y2—4y=2x—X—2,mDR* %
m
EXERCICE N°15 ‘%i
On considére deux points distincts donnés F et F' giiplan orienté. On note O le milieu de [FF'] et
A la médiatrice de ce segment. On pose ¢ = OFz0h note A et B les points de A tels que OA =

OB =c. m

G

tion de centre F et d'angle dont une mesure

On note s la symétrie centrale de centre F et »\ D)
est .
2
Soit D et D' les droites symétriques de D pport a F et F'.
1°) a) On considere les points P = r (A) = s (A). Prouver que r (Q) = B.
Déterminer la nature du quadrilatere t tracer ce quadrilatére sur la figure.

esdulgegment [AB] par s, parretparros.

2°) On note T le cercle de ce (.\ et de rayon NI.
a) Montrer que, pour tout poipkNdu plan, MH? + MN? = 2(MF? + NF?).

3°) On note K la projectio ‘\‘\ ogonale de Hsur A etonpose o =ONou0 <a < cC.
Exprimer NK en fonction®, o , puis NF et NI en fonction de « et de c. En déduire que le cercle I
coupe la droite (HK) e oints M; et M, distincts ou confondus.

4°) Prouver queE

1
En déduire que Ior&w\\%j parcourt le segment [AB], les points M; et M, appartient a une ellipse E
dont F est un foy&xeRdont on précisera I'excentricité et la directrice associée a F.
Placer les somm E et tracer cette ellipse.
EXERCICE N°16

Le plan complexe est muni d'un repere orthonormal direct (O ;u, V).
On désigne par M, N, P trois points distincts de ce plan d'affixes respectives m, n, p.

\Jssocie les points H = s(N), I = r (N) et J=r(H)=(r 0 s) (N).
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\aths

ébz%trer que le triangle MNP est rectangle en N si et seulement si le complexe i npq - est un
r&dl non nul.
2°)Dans cette question, M, N, P sont d'affixes respectives z, z?, z*. %

a) Quelles conditions doit vérifier z pour que M, N, P soient distincts deux a deux ?
b) Démontrer que I'ensemble des points M d'affixe z = x + iy du plan tels que le trlan%

2
rectangle en N est une conique I d'équation [x +%j -y? = %, privée de deux pg

précisera.
3°) Préciser la nature de I et déterminer ses éléments géométriques (somm
excentricité, asymptotes).

4°) Représenter I et mettre en place sur la figure les sommets, les foyer. e%lgs asymptotes de .

EXERCICE N°17
Soit ¢ I'ensemble des points dont les cordonnées dans un repere orth > direct (O, i, j),
vérifient : 13x2 +13y2 - 24xy -25=0

1°)Soit r la rotation de centre O et d'angle Z' Ecrire la forme con%e der.

2°)Déterminer une équation de la courbe r( . Préciser sa natu ses éléments géométriques.
3°)En déduire la nature et les éléments géométriques de C.

EXERCICE N°18
Dans le plan complexe on considere I'ensemble E des poin ‘affixe z tels que

2 —(1+i)2 =2 —(1-i)? 4\)
1°)Déterminer et construire E. \7
2°)Déterminer et construire I'ensemble F des points %}u [z -1+ i)][i -(1- i)J =
3°)Vérifier qu'il existe un point de ENF ou les deélk urbes ont méme tangente.

EXERCICE N°19
A tout point M du plan de cordonnées x , y o

On appelle C I'ensemble des point M de pI

- )\ e son affixe z = x + iy (x yDR)
'affixe z satisfait la relation

(*),|z+iE|_‘Z_1+i|

T2 2]
1°)Démontrer que { admet pour eq ans le repere orthonormé (O i J)
X2 +y2 —2Xxy —2X — 2y+1 0.
2°)On pose e1 =— |+] et e I+] .Montrer que (O el,ez) est un repere orthonormé et
déterminer une equatlon de Ie repere O el,e2

3°)Quelle est la nature de
4°)Que signifie géométrig
EXERCICE N°20
Dans le plan P orienté
d'éguation : x2 -4y

queIIes sont ses éléments caractéristiques?
@Rent le relation (*). Construire Z.

\

) hyperbole, déterminer les sommets de H et ses asymptotes.

1°)Montrer que H &€st uv
2°)a)Vérifier qu§ t Mo(l + 2\/5,1) est un point de H.

b)Donner un ation de la tangente (T) a H en M,
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\aths

g E'iiérun réel de }E,E[ et I'équation dans C :
' [/Cces 22

(Ee) : (€05 20)z> - 2(c0s20 +2c0s0)z+5+4cos0 =0

a)Résoudre I'équation (E,) @%

b)M' et M" sont les images respectives des solutions z' et z".
Montrer que M' et M" varient sur une branche B de I'hyperbole H. %
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Divisibilité dans z %\
Soit a un entier et d un entier non nul. f\/
On dit que d est diviseur de a ou a est divisible par d, s'il existe un entier q tel qu dq .
Notation : da ~ [q0Z/ a=dq. %

*Si da alors ~da %\

Soit a , b deux entiers non nuls et c un entier. Q%
*Si ab et ba alors a=boua=-b.

*Si ap et blc alors alc %§A

*Si ab et ac alors gxb +yc pour touts x,y 0Z
Quotient et reste

Soit a et b deux entiers avec b non nul.
On appelle quotient de a par b I'entier g défini de la maniére sui e:

«q est le plus grand entier inférieur ou égale a E sib >0 g%

L

«q est le plus petit entier supérieur ou égale a % sib <0

*On appelle reste de a par b I'entier r = a — bq 4\3

O(qr)0zZxN/a=bg+r et 0<r<]p \7

eLe reste de tout entier n dans la division euclidienn% entier non nul b est un élément de
I'ensemble {0,1,2,..., b| - 1} %

Congruence modulo n %‘i
Définition et notation:

Soit n un entier naturel non nul et a et b deu
*)On dit que a est congru a b modulo n (o
de n. On note alors a = b(modn)ou a = b

*)Pour tout entier a, il existe un unique

0{0,,...,n - 1}tel que a =r|n]. On dit que r est le
reste’ modulondea. M
Propriétés
Soient a et b deux entiers relatifs n %et nON*
a=bln] - na-b %“
a=bn] = a=r[n] et b=rfn] %

In]

asan

Si a =b|n|alors b = a|n] %

Si a=bjn| et b =c[n| anrﬁk = c[n]

Si a=bjn] et c=dn] a +c=b+dn], ac =bdn| , ha=haln] (h0Z) et a =b*[n] [k ON")
Petit théoréme de

Soit p un nombre pregieg et a un entier naturel alors : p‘ap -a

Exemple : Montré‘Q%u) S 13‘n13 alors 13|n.

Ona: 13 est ur@%re premier alors 13‘n13 -n et d’autre part on a : 13|n** alors
13‘(n13 -(n® —n)

alors 13)n
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oJLe plué grand entier qui divise a la fois a et b sappelle le plus grand commun diviseur ou PGCD
deaetb. Onlenote allb.

Formellement : d = a Obsi et seulement si { d‘a et db Q%

Ok 0D, N Dy, Kld

2°)La plus petit entier strictement positif qui est a la fois multiple de a er b s'ap plus petit
commun multiple ou PPCM de a et b. On le note aOb p%\

am et bjm
OnOM, NM,, mn

Formellement : m = a (b si et seulement si {
3°)Deux entiers relatifs non nul a et b sont premiers entre eux lorsque Ie@ D est égale a 1.

Propriétés
Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.

Si bla alors a Ob = |b| aOb=d

Si bne divise pas a et si r est le reste
kOZ* : kaOkb =k|laO
modulo b de a alors a Ob =b Or. atlkb = | |(a b)

alb=b0Oa bDa .
Pour tout kOZ* : ka Dkb:|k|(a Db) 4%5 a[b ,cOz

alb>0 . an:é{%ﬁtﬂ
alb =2/ Ofy : (am%g b) = ab]

aC(bCc)=(acb)Cc,cOz* %
&
Théoréme

Soit a et b deux entiers non nuls. Alors il exist ique couple d’entiers (o’,b') tel que
a=(aCbl' ,b=(aCbp'et atb'=1
Lemme de Gausse

Soit a, b et c trois entiers non nuls. Si alors a|c
Théoréme
Q Q al b = 1
Soit a et b deux entiers non nuls% entier. Si a|n alors ab|n
b|n

Théoréme (inverse modu \‘f
Soit a et b deux entiers nat \L‘ nonnulstelsque b>2 et allb=1.
Alors il existe un unique € \+ non nul u D{O,l,...,b - 1} tel que au = 1[b].

On dit que u est invers odulo b.

Identité de Bézout
O nuls

Soit a et b deux entig;
*)aOb =1 si et seyl t si, il existe deux entiers u et v tels que au+bv =1
existe deux entiers u et v tels que au +bv =d

*)Soit d=alb, a
Equations de e:ax+ by =c.
Soit, a, b et c tro tierset d=aOb.
L'équation ax +by=c admet des solutions dans Z x Z, si et seulement si d divise c.
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Séries o 'evorcices & Wathe L
)

M
1°)Quel est le reste de la division par 7 du nombre 32% @7
2°) Quel est le reste de la division par 5 du nombre 2440 @

3°) Déterminer le chiffre des unités de I'écriture décimale de I'entier 777 . %

48

4°) Déterminer le chiffre des dizaines de I'écriture décimale de I'entier 4 Y

p et g sont des entiers naturels. @
1°) Démontrez que 2P9 -1 est divisible par 2P —1et par 29 -1. ‘xjék

2°) Déduisez en que pour que 2" -1 soit premier, il faut que n %\’
3°)Prouvez a l'aide d’'un contre exemple que la condition « n

pour que 2" —1soit premier. §
EXERCICE N°3
Montrez que pour tout couple d'entier relatifs (x , y) , 8 y2 est divisible par 7 alors x et y sont

¥
¢

n2 = 0[8Joun? = 4[@i n=0[2]

aussi divisibles par 7.

EXERCICE N°4

Soit n0Z. Montrer que : {

n2 =1[g] % sin=1[2]
@

1°) Quel est le reste de la division euclidignne de 3!° +1par 10 ?

En déduire le reste de la division fenne de 710 +1par 10.

2°)Soit rON, 0<r<9 . Mon e 10 divise r° + 1 si, et seulement si, r 0{3,7} .

3°) Déterminer 'ensemble dg%n rs naturels x tels que 10 divise x ** + 1.

EXERCICE N°6 %‘

On se propose de déter ous les couples d'entiers naturels (x,y) LIN x N, solutions de
I'équation :

(E):2¥ -3V =1 %
1°) Soit ki N. 4\)
e la division euclidienne de 9% par 8 ?

a) Quel est le re

b) Déterminer les restes de la division euclidienne de 32X + 1 par 8, puis de 3%%*! + 1 par 8.
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‘aﬂ &%, y)U N x N, un couple solution de I'équation (E). Montrer, a l'aide de 1°) que x< 2.

8\JEf-d&duire tous les couples (x,y) LI N x N, solutions de I'équation (E).

EXERCICE N°7| @
0

1°)Montrer que pour tout entier n >3 : 52 -1 = 4(1 +5% )(1 +5% )(1 +527

2°)En déduire que pour tout entier n >3 , 2" divise 52 -1 et 2"*! ne divise
EXERCICE N°8

Montrer que pour tout n de N : (3 + \/E)n + (3 - \/E)n est divisible par 2". %ﬁ

EXERCICE N°9

Montrer que pour tout n de N : %@(ﬁ)
1°)5 divise 22"*1 +32n+1 é;‘ék

2°)9 divise 4" -1-3n %
EXERCICE N°10 @

Montrer que pour tout n de N

5divise 1" +2" + 3" + 4" sj et seulement si équivaut e{ 3% ivise pas n.
EXERCICE N°11 %ék

1°) On consideére I'équation (E) : 17x — 6y = 2, %et y sont des entiers.
a) Résoudre dans Z* 'équation 17x = 6y. @5)

b) Déterminer une solution particuliere d %

c) En déduire tous les couples de Z° SOI% e |'équation (E).

d) Montrer que le PGCD des couples %& s de (E) est 1 ou 2.

e) Déterminer les couples (x ; y) d %utions de (E) dont le PGCD est 2.

f) Déterminer le couple (Xo; Yo) de (E) tel que X, Oy, =2 et 100<y, <150

2°) Une bande de 17 pirates @ paré d'un butin composé de pieces d'or d'égale valeur. IIs
itab

décident de se le partagergé%u'

recevrait alors 3 pieces. IV% leur bateau fait naufrage et seuls le butin, 6 pirates et le cuisinier

lement et de donner le reste au cuisinier chinois. Celui-ci

sont sauvés : le partag
a) On note N le nom
naufrage et y M

fonction de x\Quigen fonction de y.

ait alors 5 piéces d’or au cuisinier.
pieces d'or du butin, x le nombre de piéces de chaque pirate avant le

re de pieces d'or de chaque pirate aprés le naufrage. Exprimer N en

b) Ecrire alors la tion liant x et y.

¢) En utilisant les résultats de la question 1°c), déterminer la fortune minimale que peut espérer
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itidans Z x Z I'équation (E) : 2x — 8y = 5.

NEXERCICE N°12
1°) On considére I'’équation (1) d‘inconnue (n, m) élément de ZZ : 11n —24m = 1. %

a) Justifier, que cette équation admet au moins une solution.

b) En utilisant I'algorithme d’Euclide, déterminer une solution particuliere de I'€ (1).

c) Déterminer I'ensemble des solutions de I'équation (1). %
2°) a) Justifier que 10P -1 divise 10°K -1, k,pON . @

b) (n, m) désignant un couple quelconque d’entiers naturels solutions d%montrer que l'on

peut écrire : (10" —1) — 10(10**™ -1) = 9. &

c)En déduire I'existence de deux entiers N et M tels que : (10" —1)NGRY* -1)M = 9.

d) Montrer que tout diviseur commun a 10** -1 et 10! -1 divise Q@)

e) Déduire des questions précédentes le PGCD de 10%* —1 et 10%;%1.
EXERCICE N°13 : (BAC 2008.P)
1°)Soit dans Z x Z I'équation (E) : 2x — 8y = 5. %
Montrer que les solutions de (E) sont les couples (x, y)tels =8k-1ety=3k-1

n=3x+2
2°) a)Soit n, x et y trois entiers tels que .

n:8y+7§k%7

Montrer que (x, y) est une solutions de (E). %

ns 2[3] %
b)On considére le systéme (S) oune ntier.
n = 7[g] M

Montrer que n est solution du systéme (S)%%eulement si n = 23[24]

Déterminer le reste de 22 modulo 3 este de 7% modulo 8.
b)Vérifier que 1991 est une soluti ) et montrer que I'entier (1991)%°%® -1 est divisible par

3°) a)Soit k un entier naturel.

24.

%@)

1°)a) Déterminer deux ent'%%relatifs uetvtelsque 7u — 13v = 1.
b) En déduire deux enti elatifs u, et vy tels que 14uy, — 26v, = 4.

c) Déterminer tous le s (a, k) d’entiers relatifs tels que 14a — 26k = 4.

2°) On considére de iers naturels a et b. Pour tout entier n, on note @(n) le reste de la
division euclidien &%an + b par 26.
On décide de co message, en procédant comme suit :

A chaque lettre de Talphabet on associe un entier compris entre 0 et 25, selon le tableau :
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[ycees

ﬁbmbre0123456789101'\12
AN

LettreNOPQRSTUVWWY
&\

Nombre || 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 23 | 24
(AN

. T . . \V)
Pour chaque lettre a du message, on determine |'entier n associe puis on caIculw . La

lettre a est alors codée par la lettre associée a @(n) .

)
On ne connait pas les entiers a et b, mais on sait que la lettre F est codée{ar k lettre K

et la lettre T est codée par la lettre O.

5a +b =10[26] @
a) Montrer que les entiers a et b sont tels que : ,;fék

19a +b =14[26]

3R

b) En déduire qu'il existe un entier k tel que 14a — 26k = 4.

c) Déterminer tous les couples d'entiers (a, b), avec 0 < a <

5a +b = 10[26] ;

19a +b = 14[26]

3°) On suppose que a = 17 et b = 3. %%7

a) Coder le message « GAUSS ».
b) Soit n et p deux entiers naturels quelconques@ntrer que, si ®(n) = @(p), alors

17(n - p) = 0[26]

En déduire que deux lettres distinctes de I

4°) On suppose quea =17 etb = 3. %
a) Soit n un entier naturel. M

EXERCICE N°15 : SUITE 9‘5 FIBONNACCI
Soit (f. ) , définie par : f%o, f,=letpourtoutndeN:f _ =f _ +f.

2 n+1
1°)Montrer que pour t e N : 2 divise fn si et seulement si 3 divise n.
2°)Montrer que pour de N : 3 divise fn si et seulement si 4 divise n.

3°)Montrer que 4u.}\\@ut n de N : 4 divise fn si et seulement si 6 divise n.
S\
EXERCICE N°16\: NOMBRES DE MERSENNE

Soient a,b des entiers supérieurs ou égaux a 1. Montrer que :
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1{1) divise (Zab - 1).

Vor -1)op -1)= b -1)

3°)Si 22 —1 premier alors a premier.

EXERCICE N°17 :NOMBRES DE FERMA N&j\%

Partie A.

- n A
On appelle nombres de Fermat les nombres entiers F_ = 2% +1 ou n est un en \7\* turel.

Montrer que pour tout n de N* : F_divise 22 N

Partie B. °

On se propose de démontrer que : “ si le nombre (2" + 1) est premi le nombre n est une
puissance de 2. " %%

I.Soient b et p deux entiers naturels non nuls. %

1°) Factoriser b?®® * ! — b. En déduire que b** "' —b et b**! + %t divisibles par b + 1.

2°) Démontrer que : quels que soient les entiers a, m, p s, a™(?P*1) 11 est divisible par
am +1 . %

II. 1°) a) Soit n un entier naturel tel que le nombre (2" oit premier.

Démontrer par I'absurde que n ne peut pas avoir de g S impairs autre que 1.

b) Conclure. %

2°) a) Déterminer le plus petit entier naturel n t e F, nest pas un nhombre premier.

b) Waclav Franciszek Sierpinski (1882 — 1 démontré que tout nombre de Fermat, non
premier, admet un diviseur de la forme : k + 1, ou k est un entier naturel non nul. Vérifier
que cela correspond a I'exemple précéde

EXERCICE N°18 :THEOREME DE WILvSO_N

Soit p un entier naturel premier. On np I'ensemble{1;2;...;p - 1} .

1°) Montrez que tout élément de %remier avec p.

2°)Montrez que pour tout a de xiste b unique dans Ep tel que ab = 1[p].

3°)Déterminez les a élément tels que a2 =1Jp].

4°)Montrez que (p-1)= p% p|

5°)Déduisez-en que poi%@p entier naturel premier, (p-1)/+1 est divisible par p.

EXERCICE N°19

Soient a DZimpai@N tel que n > 3. Etablir : a% = 1[2”]
EXERCICE NOZQ’Z\
Montrez que, pourout b entier > 3, le nombre x = 1 + b + 2b? + b® + b* n'est pas un nombre

premier.
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z{x
=t | [ycees
EXERCICE N°21

2n %
* 2n)!
Soit pour toutnde N* : s = Z( ") Mb

= k(2n+1-k)
2°)En déduire que pour tout n de N s, est un entier divisible par 2n+1. Q??
%
1°)Décomposer 319 en facteurs premiers. %
2°)Démontrer que si x et y sont deux entiers naturels premiers eng&l en est de méme pour

les nombres : 3x + 5y et x + 2y.

(3a+5 b) =1276
3°)Résoudre dans N? le systéme d'inconnues a et b : ou m est le PPCM
2m
de aetb. &\S

EXERCICE N°23 §\7

1°) a est un entier naturel. Montrez que a°— a est '\"Il\ig par 10.
2°) a et b sont des entiers naturels aveca=b. Déé%ntrez que si a° - best divisible par 10 alors
a’ — b? est divisible par 20.

EXERCICE N°24

Montrer que les entiers suivants sont comp

1°)n* -n2+16 ,n0Z %
2°)4n3 +6n2+4n+1,n0ON" Q%x
3922 +1,nON" %ﬂ
EXERCICE N°25 %
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EXERCICE N°26 %
1°) Montrer que %%o tnde Z : 42 divise n’” -n

0
2°) Montrer que%tout nde Z : 2730 divise n'3 —n

3°) Montrer que pour tout n de Z : 2 -23divise n!> -n3
EXERCICE N°27
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{al o
5 g n” n’> 23n
rer;gue pour tout n de Z : 7+?+¥DZ

EXERCICE N°28

Dans cet exercice, a et b désignent des entiers strictement positifs. Q@

1Démontrer que si (a°> + a b — b?)? = 1, alors a et b sont premiers entre eux.
2° On se propose de déterminer les couples d'entiers strictement positifs (a ; b)

| Xne syjepw

/ s990A

(@®> + ab —b%? = 1. Un tel couple sera appelé solution.

a) Déterminer a lorsque a = b. %

b) Vérifier que (1 ; 1), (2 ; 3) et (5 ; 8) sont trois solutions particuliéres. QQ
c) Montrer que si (a ; b) est solution et sia # b, alors a* — b* < 0.

3° a) Montrer que si (x ; y) est une solution différente de (1 ; 1) alors@ xX)et(y; y+x)

sont aussi des solutions. %
b) Déduire de 2° b) trois nouvelles solutions. %
4° On considere la suite de nombres entiers strictement positi définie parag = a; = 1 et

pour tout entier n, n > 0, an+2 = ansr + an.

Démontrer que pour tout entier n > 0, (a, ; an+1) est soluti%
En déduire que les nombres a, et a,.; sont premiers en &gx.
%
Dans cet exercice, on pourra utiliser le résultat suixﬁ.

« Etant donnés deux entiers naturels a et b non ,Si alb =1 alors a2 0b2 =1»,

Une suite (S,) est définie pour n > 0 par S_ =

On se propose de calculer, pour tout ent; rel non nul n, le plus grand commun diviseur de S,
et Sn+1.

1°) Démontrer que, pour tout n > g%: 4S =n*(n+1)2

2° )Supposons que n est pair. S tier naturel non nul tel que n = 2 k.

a) Démontrer que S,, OS 1) x (k2 O(k + 1)2).

2k+%

b) Calculer alors Sn as

n+l

3°) Supposons que n e
Soit k I'entier naturel telquen =2k +1.

a) Démontrer que le ders 2 k +1 et 2 k +3 sont premiers entre eux.

b) Calculer alors % "

4°) Déduire des ions précédentes qu'il existe une unique valeur de n, que I'on déterminera,

pour laquelle S, et'S,;; sont premiers entre eux.

EXERCICE N°30
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Maths
dF,@ = 2 puis pour a = 3, déterminer un entier naturel n non nul tel que a" = 1 mod 7.

8 \60it #4in entier naturel non divisible par 7.

a) Montrer que : a® =1 mod 7.

b) On appelle ordre de a mod 7, et on désigne par k, le plus petit entier naturel non
=1 mod 7. Montrer que le reste r de la division euclidienne de 6 par k vérifie a" = 1 (e
En déduire que k divise 6. %
Quelles sont les valeurs possibles de k ? @

¢) Donner I'ordre modulo 7 de tous les entiers a compris entre 2 et 6. %

3°)A tout entier naturel n, on associe le nombre A" = 2" + 3" + 4" 45" + “.Q Q
Montrer que A*®® = 6 mod 7. %

@

Partie A. %

1°) Démontrer que, pour tout entier naturel n, 4" est congru a I%dulo 3.

2°) Prouver que 4% — 1 est divisible par 29. %
%e

3° )Pour 1 < n <4, déterminer le reste de la division de 4"

En déduire que, pour tout entier k, le nombre 4** -1 es d% par 17.

4° )Pour quels entiers naturels n le nombre 4" — 1 est-i &%ble par5?

5° )A l'aide des questions précédentes, déterminer q viseurs premiers de 4°® — 1.

Partie B. %k

Soit p un nombre premier différent de 2. %

1° Démontrer qu'il existe un entier n > 1 tel 1 (mod p).

2° Soit n > 1 un entier naturel tel que 4" = p). On note b le plus petit entier strictement
positif tel que

4° =1 (mod p) et r le reste de la divisio idienne de n par b.

a) Démontrer que 4" = 1( mod p). En irequer = 0.

b) Prouver I'équivalence : 4" - 1 Wisible par p si et seulement si n est multiple de b.

¢) En déduire que b divise p —

;‘k@

1°)Calculer le (4° -1) 5(4% .

2°)(u,) est la suite défi Up = 0, u; = 1 et, pour tout entier naturel n, par up+> = 5 U1 — 4 U,

Calculer u; , uz et ug,
3°)a)Montrer que R sue (u,) vérifie, pour tout entier naturel n, u,;; = 4 u, + 1.
b)Montrer que, ut entier naturel n, u, est un entier naturel.

6

¢)En déduire, p out entier naturel n, le u_ Ou_

+1 °
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aux . PP . 1
Soif (V,) la suite définie pour tout entier naturel n par v, = u, + =.
{:Seﬁ) P Parvn=th ¥ 3

a)Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on déterminera la raison et le premie%erme Vo

b)Exprimer v, puis u, en fonction de n. :%

c)Déterminer, pour tout entier naturel n, le (4" -1) 0(4"*! -1). Q%

i
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L'espace est muni d’'une repére orthonormé direct (Ofi, ],E) .

Définition
Soit U et v deux vecteurs et les point O, M, N tels que u=0A et v=0B. %
On appelle produit scalaire des vecteurs U et v le réel noté u.v et défini cogm uit :

¢Siu=0ou v=0 alors uv =0. <
¢Siu=0 et v#0 alors uv = Hﬁ x \7” cos(AéB) %
Conséquence @(ﬁ)

1°) OA.OB = OA.OH ou H est le projeté orthogonal de B sur (OA). ér\ék

ZO)G.V = %( ’ +H\7HZ - El—\?“zj %

i B &
9507 - Gv=0 4\‘}%
N

Propriétés : w\
Soit u , vet w trois vecteurs et a et b deux réels.

Produit scalaire dans lI'espace. %@7

u

30) 0V =1(a
2

- 112 - - - - -

a3 =g uv =vu (au).(bv) =ab
- =5 12 —|2 - -

u+vH =u +M + 2U.v

- =y = = 12 12

i vjefu-v] =2 +[v

Déterminant \V}{?’
V

Soit B= (i, 3, E)est une base
Pour tout vecteur u, il existe un eriplet (x,y,2) de réels tel que u = xi +yj +zk

M(x,yz) = OM = xi + yi +7k
a al a|| %

Soit U b|,v|b'| et w/b"

o o o
a a a"
On appelle détermina ,V,W)dans la base B, et on note detB(G, V,W)z b b b" leréel:
c ¢ c"
ab' b"_ba' a' c' a"
c c" c' " b"
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Jit-vectoriel dans I'espace.

Solt u=AB et v = AC deux vecteurs .
On appelle produit vectoriel de u par V, le vecteur défini comme suite : %
-Si uetv sont colinéaires alors uOv = 0 @
-Si Uetv ne sont pas colinéaires alors :

. GDEOY etv 0ROV, ®
ii. (ﬁ, V,ﬁ DV) est une base direct. @

i, Juov|=[d < VHsin(BAc) @\7
Conséquences et propriétés A N &
udu=0 ﬁDVzﬁ,siet mentsi,ﬁetv sont
aires
R
AB DIAC = AB x AC xsin|AB, ACK ol k unitaire et | uOv = —W au by = ablu OV
normale au plan (ABC) ;Ik
/(/\
uovjw = v 0w = (w ooy = detld, v, w) NS +w)=uov+aow
a a' N\ ' '
Soit u{b | et v|b'| alors : GDV:b a3+a al_{
. ™ilc c|" |b b
C C
XY
Propriétés é\rk
Soit ﬁ, vet w des vecteurs de I'espace. gﬁk
L'aire du parallélogramme ABCD est égale a : (

ARG Q)’aire du triangle ABD est égale a : l”ﬁi DA_DM
HAB DADH @ 2

Le volume d’un tétraédre ABCD est égale &?\ Le volume d’un parallélépipede ABCDEFGH est
l‘(ﬁ 0 Bp)ﬁ‘ % égale a : ‘(Ké DE)A_E" = det(ﬁé, AD, A?)

La distance d'un poin ‘espace a la droite A(A,G) est le réel :
i _[mRowg
= avec BOA

Translation %ﬁ

M=t (M) - MM =u %

0=t %

)f:€ - &/ f(M) ‘M% (N) =N

f est une translat%)et seulement si M'N' =MN.

*)Toute transla I'espace conserve la distance.

*) Toute translati e l'espace conserve le produit scalaire.

*)L'image d’une droite par une translation est une droite qui lui est paralléle.
*)L'image d’un plan par une translation est un plan qui lui est paralléle.
*)Toutes translation conserve la parallélisme et I'orthogonalité.
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utes translation conserve le milieu
agesd’un sphere S par une translation est une sphere S’ de méme rayon et de centre I'image

*) Soit u| b @%
c s
x'=x+a @7
Si M'(x',y',Z') = ta(M(x,y, z)) alors <y'=y+b @

Z'=z+cC
Réciproquement : L'application qui a tout point M(x,y,z) associe le point M'é%,z’) tel que

X'=x+a a N
y'=y +b est la translation de vecteur u| b |.
Z'=z+cC C @

Homothétie
*)M=hgy(M) = IM =KIM , ( kOR*)

*) h_l(l,k) = h(LU

*)f:g - &/ f(M)=M et f(N) =N %
f est une homothétie si et seulement si M'N' =kMN.

*)L'image d’une droite par une homothétie est une droit&\gu lui est parallele.
*)L'image d’un plan par une homothétie est un pIa% st parallele.

*)Toutes homothétie conserve la parallélisme et I'o alité.
*) Toutes homothétie conserve le milieu
*)L'image d'un sphere S du centre I et de rayon@ar une homothétie est une sphere S’ de

centre I'image de I et de rayon kR .
*) Toutes homothétie conserve le contact. @:))
*) Soit I(a,b,c) et KOR * —{1}
Q (1-k)a
By +(1-k)b
+(1-k)c
Réciproquement : L'application qu%t& oint M(x,y,z) associe le point M'(x',y',Zz") tel que

X'=kx +a

y'=ky + B est une homothéti ntre I a , B , y et de rapport k.
, 1-k'1-k'1-k

Z'=kz+y

Si M'(x',y",Z") = h(I,k)(M(x, Y, z)) alors

Rappel

Soit A(Xq,Y0sZ0), u

Droite:
L'ensemble des tels que AMet U soient colinéaires est une droite, appelé droite passant
par A et de vecte( directeur u.

D(A,0)=MD0/ [mOR, AM=ayf
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x X =X, +Aa
itation paramétrique : D(A,u):<y =y, +Ab ; AOR
Z=25+AC

Plan: %
Dans le cas ou uet v non colinéaires: M

L'ensemble des points M tels que AM soit combinaison linéaire de uet V, estunp pelé plan
passant par A et de vecteurs directeurs uet v.
P(A,U,vV) =MDE/ [m,BOR, AM=al+Bv| M

X =X, +Aa+fBa' Q%
Représentation paramétrique : P(A,u,v): 1y = Yo +Ab+Bb' ; AOR N

z=2, +AC+pc' %%

Equation cartésienne d'un plan et d’'une droite %@
¥)Plan : P:ax +by +cz+d =0 avec (a,b,c)#(0,0,0) %§§
ax +by+ d:'—OO est une droite,

a'x+b'y
si et seulement si, les triplets (a, b, c) et (a',b',c')ne sont p ortionnels.
*)L'ensemble {M o0&/ AMn = 6} est le plan passant par vecteur normal n
, S

*)Le vecteur nl b | est le vecteur normale & P. %?

*)Droite : I'ensemble des points M(x,y,z) tels que

; oF

*)Le vecteur X B | est un vecteur de P si et se entsi aa +b+cy=0

Y
Position relatives &\

Soit D(A,u) , D'(A',u) , P:ax+by+cz+%%et P:a'x+b'y+c'z+d=0

Leur vecteurs normaux n et n'

*)D OD' si et seulement si uou M
*)D//D' si et seulement si u//u' m?
*)P OP' si et seulement si no a’%“

*¥) P//P" si et seulement si n/

*)P OD si et seulement si
*) P//D si et seulement si

Distancede Aa P : % [axo + by, + <z +
Jaz +b2 +c?

La sphere
Etant donnés un oI de & et un réel R strictement positif. On appelle sphéere de centre I et de
rayon R, et on (1,r) I'ensemble des points M de & tels que : IM = R.

Autre définition : Sbit la sphére 7 de diamétre [AB]. MOZ -~ MA [JMB
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roguement :
) g;—?é.{ixl(x,y,z)DE/ x2+y2+22+ax+[3y+yz+d=0}
. 24 A2 4\2
On pose h :m -d

4

AN
Si h =0 alors N2
Sih<0 alors E=9¢ a By Sih>0 alors E =
E=1(5,5.2)
2°2°2 (PN

Intersection d'une spheére et d'un plan.
Soit { une sphére de centre I et de rayon R. Soient P un plan , H le projeté o '?‘;/a\é,) deIsurP

et d=(,P).
Sid > Ralors PN =0, onditque P et { sont extérieurs.
Sid =Ralors PN ={H}, on dit que P et C sont tangents.

Q

Si 0 <d < R alors P est le cercle de P de centre H et de rayon ,onditquePet ¢
sont sécants.
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EXERCICE N°1 G F
Soit le cube OABCDEFG représenté par la figure ci-dessous. :
L'espace est orienté par le repére orthonormal direct

(0; OA, 0OC, 0D). D
On désigne par a un réel strictement positif.
L, M, et K sont les points définis par OL =aOC, OM =aOA et

W =d ﬁ . Q ',"C B
1°) a) Calculer les coordonnées du vecteur DM 0 DL . Q ’

b) En déduire l'aire du triangle DLM.
c) Démontrer que la droite (OK) est orthogonale au plan (DLM
2°) On note H le projeté orthogonal de O (et de K) sur le plan ( .

a) Démontrer que OM OOK = OH OOK .
b) Les vecteurs OH et OK étant colinéaires, on note A g

Démontrer que A =

a 5 En déduire que H appartient a

. 2R
c) Déterminer les coordonnées de H. \7

L . — o _a’-a+2
d) Exprimer HK en fonction de OK . En déduir: K=———.
% a’+2
EXERCICE N°2
Soient a un réel strictement positif et OABC u pdre tel que :

* OAB, OAC et OBC sont des triangles rectan no,
* OA=0B=0C= a.

1°)Quelle est la na%re}u

2°)Démontrer qua lesygroites (OH) et (AB) sont orthogonales, puis que H est I'orthocentre du
triangle ABC. u€\7

3°)Calcul de OH

a)Calculer le volume V du tétraedre OABC puis l'aire S du triangle ABC.
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| dJuux . . 3
L KOR OH en fonction de V et de S, en déduire que OH = a?.

i

4°JEtude du tétraédre ABCD.

L'espace est rapporté au repére orthonormal, (O,%O—A,% O—B,%O_CJ

a)Démontrer que le point H a pour coordonnées :[g,%,gj
b)Démontrer que le tétraedre ABCD est régulier (c’est-a-dire que toutes ses aré

longueur).
c)Soit Q le centre de la sphére circonscrite au tétraedre ABCD. Démontrer qu%

droite (OH) puis calculer ses coordonnées. Q

Q
EXERCICE N°3 (Bac.M 2008p). %
L'espace ¢ est muni d'un repére orthonormé direct (O, i, j,k).
On considére le tétraédre ABCE tel que A(1,0,2) , B(0,0,1) , C(0,-1, = AB JAC.

1°)a)Vérifier que E a pour cordonnées (0,2,3).
b)Calculer le volume du tétraédre ABCE. él‘k
2°)a)Soit P le plan d’équation : x -2y -z +5 =0. Montrer qu st parallele au plan (ABC).

b)Soit K le point défini par 2KE +KC = 0. Calculer les cordo u point K et vérifier que K
appartient au plan P.

3°)Soit h I'homothétie de centre E qui transforme le point,C .

a)Déterminer le rapport de h.

b)Le plan P coupe les arétes [EA] et [EB] respective et J.

Calculer le volume du tétraedre EIJK. %rk
EXERCICE N°4 (Bac.Sc 2008p).

L'espace est rapporté a un repére orthonormé dirgks(0, i, j, k

N
On considére les points A(3,2,6) ; B(1,2,4) et C 0
points A(3,2,6) ; B(1,2,4) et G

1°)a)Calculer les composantes du vecteur ABIR

i

55,134

b)En déduire que les points A, B et C ne SONk NAK e ignés
c)Calculer le volume du tétraedre OABC.
2°)Soit H le projeté orthogonal du point plan (ABC).

Montrer que OH = % M
3°)Soit S la sphere de centre O et p @%par A.
a)Justifier que l'intersection de S a@& lan (ABC) est un cercle { de centre H.

b)Calculer le rayon du cercle ¢ . %
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Ficke de couns

p 4 z.a.if

Systéme complet
Soient A, , A, , ....,A, forment un systéeme complet d’évenements de Q ssi :

AOA0..OA, = QetOi, ji{1,2,.....,n} avecizj on a : AnAj=0
Exemple : A;={1,2}, A,={3}, As={4,5,6}
A;, A, et A; forment un systeme complet d’évenements de Q={1,2,3,4,5%&%}. &

Récapitulation :

(7
&
v

Type de tirage

Successif avec remise

Successif sans remise

\‘ ’
@O)\simultane
N

Ordre

L'ordre intervient

L'ordre intervient

Nbrdre n’ intervient

pas
Un cas possible un p-uplet avec un p-uplet d'élé % une partie de p
possibilité de distinct Q) éléments
répétition (\4’\\\%‘
cardQ n° AP = p__n
(n p!(n-p)!

Vocabulaire des probabilités
Expérience aléatoire. Eventualité

On lance un dé ou une piece de monnaie, on tire ug%ka ¥e dans un jeu...
Seul le hasard intervient.

On parle alors d’expérience aléatoire.

Les différents résultats d'une expérience aléatoj

L'ensemble des éventualités s'appelle I'univer:
Le nombre des éventualités de A s'appelle |

Exemple :
On lance un dé.

Ily a6 éventualités : 1, 2, 3, 4, 5 et 6. %
L'universest Q ={1;2;3;4;5; &

Evénements

Un événement est une partie (ou
On dit que cet événement est ré

Evénements particuliers :

L'événement certain contient
L'événement impossible ne
Un événement élémentair

Exemple :
On lance un dé.

L'événement certain
Les 6 événements él
L'événement « Obgeni
Il est composé de t

L'événement «
L'événement « O

ventualités.

Soit A et B deux événements de Q.

—

*®

ppellent des éventualités.

note souvent Q.
al de I'événement .

fs-ensemble) de I'univers.
i 'une des éventualités qui le compose est réalisée.

On le note card(A).

es éventualités. Il est égal a 'univers Q.
ent aucune éventualité. C'est I'ensemble vide 0.
un événement qui ne contient qu’une seule éventualité : {a }

i2;3;4;5;6}.

ires sont {1}, {2}, {3}, {4}, {5} et {6}.

nombre impair » est {1; 3; 5 }.

un nombre inférieur a 7 » est I'événement certain.
ir 8 » est I'événement impossible.

]
122 J

| Xne syjepw

/ s990A

154]
(=g
o
[¢D)
Qo
c
0
Q
=l
-
*
*
*
=
(=
-~
B
~
~
3
Q
(=
=3
@
Q
Z.
-
3
2
=2
[=}
Q
0
(o]
(=]
3
~
*
*
*
=2
Q
-~
-
(7]
Q
(=
X
<
0
o~
[}
(7]
~
1]
(=g
o
[¢D)
Qo
c
0
Q
=7
*
*
*
*
=
-~
~
=
~
~
3
(Y]
-~
-
@
Q
&
-
3,
o
g
[=}
Q
n
(0]
(=]
3
~




= [Maths
@ bigue A est inclus dans B, et I'on note A B, si toutes les éventualités de A appartiennent
aussha By
["&énement A n B est 'ensemble des éventualités communes & A et & B.
L'événement A B est I'ensemble des éventualités qui appartiennent soit a A, soit a B, s%ux
deux.
Deux événements A et B sont dits incompatibles ( ou disjoints) lorsqu'ils n‘ont aucun & ten

commun, c'est-a-dire AnB =0
L'événement contraire de A est le complémentaire de A dans Q. ; on le note A .( &
I'événement qui contient toutes les éventualités de Q qui ne sont pas dans A.

Des événements forment une partition d'un événement A, s'ils sont incompati X a deux et

si leur réunion est égale a A.

&

_ S
Probabilité Q
On considére un univers Q lié a une expérience aléatoire, Q = {Xy, X,
Définir une probabilité sur Q, c’est associer a chaque éventualité x; u ositif p; de sorte que

p: + po+ ... +py= 1.
Propriétés :

« 0<sp(A)<=1 é@k

« p(0O) = 0 ( la probabilité de I'événement impossible ulle )
« p(Q ) =1(laprobabilité de I'événement certain e eal).
* p (A) est la somme des probabilités de tous les & ents élémentaires qui forment
A.
Si A = {a, 2,35, .., &), alors p(A) = p({a) + % )+ Plan) + .+ p{ad).

* p(ALB) = p(A) + p(B) - p(An B).
* Si A et B sont incompatibles alors, p(An B) = adonc: p(ALIB) = p(A) + p(B).

«  Quel que soit I'événement A, p( A ) = 1

« SiA; A; et A; forment une partition de lors p(D) = p(A;) + p(Ay) + p(A3). ( Cette
propriété se généralise a un nombre %conque d’événements formant une partition de
D.) %
Equiprobabilité
Lorsque chaque événement élémentaire a la 'Q;.\“.- probabilité, on dit qu’il y a équiprobabilité ou
que les événements élémentaires sont éq iffRdables.
Propriété :
Si I'on est dans une situation d’équiprohd

La probabilité de chaque événement “,'\, aire est % ,

q

nombre de cas " favorables"
nombre de cas " possibles"

Pour tout événement A, p(A) = 2 =

Exemple : %
On tire au hasard une carte un jeu de 52 cartes. Chaque tirage est équiprobable.

La probabilité de tirer le ro%he trefle est 51—2

1t de tirer NS 1B3_1
La probabilité de tirer } e est de SR

Probabilité cond{g} Vi

Exemple

Parmi les 80 fill taient en classe :
36 sont aujourd’hy Salariées ; 39 sont meres de famille ; 15 sont salariées et meres de famille.
On choisit au hasard une de ces 80 femmes.
Considérons les événements A : « la femme choisie est salariée » et B : « la femme choisig
meére de famille ». o
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Dmpléter le tableau suivant :
jtcees B : mére de famille | B : non mére de famille | Total
A : salariée 15 21 36 %
“A : non salariée 20 @
Total 39 41 8 ('\7
‘f;\
., 36 S
2)Calculer P(A). rep. (%)

3)Que représente I'événement A n B ? Calculer la probabilité de cet événemen%ép. (%)
Q
4)On interroge une salariée. Quelle est la probabilité que ce soit une mé%&f&mille ? Vérifier que

I , . p(AnB) , 15
cette probabilité est egale a —p(A) . rep. ( 3 6) %

Remarque :
C'est la probabilité que la personne interrogée soit une mere de fagig, chant que l'on a
interrogé une salariée. %i

Définition et propriété /\
Etant donné deux événements A et B avec p(A) #0, on appg bs obabilité de B sachant A » et
on note pa(B), la probabilité que I'événement B soit réalisé ~:’ it que I'événement A est déja

réalisé.
On a alors pa(B) = % i\f

Formule des probabilités composées : %k
on a donc aussi : p(A n B) =p(A) xp,(B) %k
Exemple :
Dans I'exemple précédent, calculer la probabig la personne interrogée soit une salariée,
sachant que I'on a interrogé une mere de f%. rép. (;—g).
% 15
, ON p(ANB) _ 80
Iculer Pg (A). DAk P (A)= A2/ -6V
Calculer P; (A). Que représente cette r|te 8 (A) °B) 39
Q 80
Q
Représentation a lI'aide d'un pondéré
On appelle arbre pondéré un a r lequel on a placé les probabilités correspondant a chaque
branche comme l'indique le s ci-dessous :
Etape 1 Jﬁk Etape 2 Résultat Probabilité
PaB)_~B - ANB p(A N B) =p(A) X pa(B)
P g b @B __. ANB p(A N B) =p(A) x pa(B)
- Pa B) B
TR ” ANB plANB)=p(A) % p;i(B)
I—.. "5 AMB pIANB)=p(A) X pi(B)

La probabilité d’'uR{résultats est égale au produit des probabilités portées par les branches qui
conduisent a ce résultat.
La somme des probabilités portées par les branches issues d'un méme noeud est égale a 14
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2 lg H
Aansne forét, 70% des arbres sont des chénes, les autres sont des hétres. 40% des arbres ont
uné maladie et cette maladie touche un hétre sur 3. On désigne par C I'événement « étre un

chéne » et par M « avoir la maladie ».
1)Compléter le tableau ci-contre en indiquant dans chaque case le pourcentage corres t.

C C Total

M 30% 10% | 40% @7
™M 40% 20% | 60% @

Total 70% 30% 100% %

2)Faire un arbre pondéré et calculer les probabilités affectées a chaque braachs,

Formule des probabilités totales %
Si A est un événement de probabilité non nulle et A son év& t contraire, alors les

événements BnAet Bn A sont incompatibles et leur ré&Q) stB:

Exemple :

Dans une usine d’automobiles, trois chaines,
35% et 40% de la production de moteurs.
Certains de ces moteurs sont écartés co ectueux, dans les proportions suivantes :
5% pour la chaine « a », 4% pour la ¢ » et 1% pour la chaine « ¢ ».

On prend au hasard un moteur et on d¢ es événements suivants :
A : « le moteur est issu de la chaine «Q »
B : « le moteur est issu de la chai m »

n

< « b » et « ¢ » fournissent respectivement 25%,

C : « le moteur est issu de la ch » »
D : « le moteur est défectueux
Les résultats seront donnés a3\
1)Traduire les données de I'¢
pondéré illustrant la situati
2)Calculer P(D).
3)Quelle est la probabili

4)Calculer la probabili

S.
c&en utilisant les notations des probabilités et tracer un arbre

n moteur sorte de la chaine « a » sachant qu'il est défectueux ?
moteur sorte de la chaine « ¢ » sachant qu'il n‘est pas défectueux ?

1)P(A) = 0,25 ; P( 5;P(C)=0,4; Pa(D) = 0,05 ; Pg(D) = 0,04 ;P(D) = 0,01.
2)P(D) = P(AnD B D)+P(Cn D) = 0,0305

3)Po(A) = P(A (A)xP,(D) _ 0,25x0,05 _ 04008
P(D P(D) 0,0305

.y - P(Cn D) _P(C)xP(D) _ 0,4x0,99
RACIS) P(D) 1-P(D) 1-0,0305

I

= 0,4085
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' aux

q; pendance de deux événements

Définition et propriété

On dit que les événements A et B de probabilité non nulle sont indépendants si la réalis de
I'un n’influe pas sur la réalisation de l'autre, donc si : @

pa(B) = p(B) et ps(A) = p(A).

On a alors : p(An B) = p(A)xp(B). @;\

Exemple
Lancer une piece, puis un dé, puis tirer au hasard dans une boite ... ou les Ianc Jccessifs d'une
piece, d'un dé, ... la répétition du tlrage d’une bille dans une boite qui contien . jours le méme
nombre de biIIes . sont des expériences indépendantes : N

La réalisation d'un résultat n‘agit pas sur la probabilité du résultat suivant. o

On admet alors le principe suivant :

Principe multiplicatif :

Dans le cas d’une succession d'expériences indépendantes, la probabi ne liste de résultats
est le produit des probabilités de chaque résultat.

Exemple :
On lance une piece, puis un dé a 6 faces, puis une piece, puis ¢
4 faces.

Si on a obtenu Face sur la premiére piece, cela n'agit pas su
et ainsi de suite.

La probabilité d'obtenir la liste de résultats ( F ;2 ;P ;P ;3@%3 alors :

Variables aléatoires ( aléa numériques)
Soit X une variable aléatoire.
X(Q) - [0,1]

On appelle loi de probabilité de X , I'application : %‘ X - P(X =x,)
i =X

Soit X(Q) :{Xll---/Xn} %

Zn:p(X=xi):1 E(X):ixipi % V(x) =E((X -EQ))) | o(X)=V(X)
QN | Vo) =E(¢e)- 00y

E(X +a) =E(X) +a | E(aX +bY) = aEf(\M&(Y) V(aX +b) = a2V(X) o(aX +b) = [alo(x)

Fonction de répartition :
On appelle fonction de répartition Ql pplication définie de R dans [0,1] par F:x— p(X £x)

Schéma de Bernoulli, loi bi e
Epreuve de Bernoulli ‘glk

Définition
Une expérience qui ne co e que deux issues possibles (succes ou échec) est appelée
épreuve de Bernoulli.%

Exemples :
+ Le jetd'uRg piece de monnaie bien équilibrée constitue I'exemple le plus simple
e Bernoulli : la probabilité du succes (« pile » par exemple) est 0,5 et celle
(« face » par conséquent) est également 0,5.
« Mais le jet d'un dé classique peut également constituer un exemple d'épreuve de
Bernoulli, si I'on décide par exemple qu'un succes consiste a obtenir le 6 et que par
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_conséquent un échec consiste a ne pas obtenir le 6. La probabilité du succés est % et

[ycées

)

celle de I'échec est g .

Remarque : @%
Si dans une épreuve de Bernoulli la probabilité du succes est p, la probabilité de I'éc@?

1-p
Schéma de Bernoulli
Définition : %
On appelle schéma de Bernoulli, une expérience qui consiste a répéter plusi % is et de
maniére indépendante la méme épreuve de Bernoulli. M
Exemples : Q%

+ Sil'on jette trois fois la méme piéce de monnaie, on est en préenc® d'un schéma de
Bernoulli a 3 épreuves.
« Une urne contient 3 boules noires et 5 blanches. Une expé onsiste a extraire
trois boules de cette urne et a noter leur couleur.
- Si le tirage des trois boules se fait avec remise, on n en présence d'un
schéma de Bernoulli a 3 épreuves, la probabilité g(%kuccés (obtenir une boule
t

blanche par exemple) étant % et celle de I'éch%

: &

- Si par contre le tirage se fait sans remis% ne sommes plus en présence d'un

enir une boule noire) étant

schéma de Bernoulli puisque les épreuves nt plus indépendantes les unes des

autres. %%7

Loi binomiale %ék

Définition :
On appelle loi binomiale, la loi de probabilité pondant a un schéma de Bernoulli. Cette loi
est souvent notée B(n, p), la lettre B rappela ot « binomial », le nombre n étant le nombre
d'épreuves et le nombre p étant la probabil succes lors d'une épreuve.
Remarque :

Un schéma de Bernoulli s'illustre arbre dans lequel :

» de chaque nceud partent de nches ;

« toutes les branches menarty¥0N succes portent la méme probabilité p
« toutes les branches men échec portent la méme probabilité 1 - p.

Q&
Soit p la probabilité de I'événem cces.
On considére la variable aléat ssociant a cette expérience le nombre de succes réalisés au

cours des n épreuves.
Alors la loi de probabilité d %{est donnée par : p(X =k)=Ckp*(1 -p)"™*, kO{04,...,n}
E(x) =np | V(x) =np(1 ﬂ% a(x) = np(1 -p)

Lois continues %
Soit la fonction défini ,b] par f(x) = ﬁ est appelée densité de la loi de probabilité

uniforme sur [a,b]
On appelle probakylitduniforme sur [a,b] I'application qui & tout intervalle [c,d] O [a, b] associe le

réel p(c,d]) =

4

fOdx

0 —a
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X suit une loi de probabilité uniforme p si

24500020 | pled)=1-pc,d) | e ex e d-¢

b-a

(/ﬁﬁdmhs

Loi exponentielle @%
Soit A > 0. La fonction f définie sur [0,+oo[ par f(t) = Ae™ est appelée densité de | M
exponentielle.

On appelle loi de probabilité exponentielle de paramétre /., I'application p qui : %%

d
A tout intervalle [c,d] O [0,+c associe le réel p(c,d]) = J‘ AeMdx %
Q

p({c}) = If(X)dX =0 p([ol C]) - J')\e- sl _e

A tout intervalle [c, «o] O [0,+oo| associe le réel p([c, »]) = e

p(c,d]) = _T)\e‘“dx =g —g™M p(lc,+])
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"Nk | Sgries d'erencices & WMaths
Jhcées Drobadilité.

EXERCICE N°1
Une urne contient 12 boules blanches et 8 boules noires. On effectue des tirages d Zette urne,
chacune des 20 boules ayant la méme probabilité d'étre tirée. @7

1°) On tire simultanément 5 boules. Quelle est la probabilité d'obtenir %

a) 3 boules blanches et deux boules noires ? M

b) des boules de couleurs différentes ?

2°) On tire successivement 5 boules, la boule tirée étant remise dans l'urne e@ré haque tirage.

Quelle est la probabilité d'obtenir &

a) 3 boules blanches et 2 boules noires, dans cet ordre ?

b) 3 boules blanches et 2 boules noires dans un ordre quelconque ? §

3°) On tire successivement 3 boules en remettant la boule apres cha ge si elle est blanche,
en ne la remettant pas si elle est noire. Quelle est la probabilité de

a) exactement une boule blanche ? é{k

b) au moins une boule blanche? %

EXERCICE N°2

Deux urnes U; et U, indiscernables contiennent respectiveme %

Urne U; : 3 boules rouges , 2 boules vertes.

Urne U, : 2 boules rouges , 1 boules vertes. %
eWyn

On choisit une urne au hasard et on tire un boule dans ¢ e.

1°)Quelle est la probabilité qu’elle soit rouge ?
2°)On suppose que la boule tirée est rouge. Quelle es%ﬁ:babilité qu’elle provienne de l'urne U;.

EXERCICE N°3 é{k

Une urne contient 3 boules (a) et 2 boules (b)

On tire successivement et sans remise deux jeto l'urne.

Quelle est la probabilité de tire un jeton (b) en ier et jeton (a) en second ?
EXERCICE N°4

Une urne contient des jetons de 2 couleurs: et Noire, portant chacun un numéro.

On tire au hasard un jeton dans cette urn
La probabilité pour que le jeton soit roug
La probabilité pour que le jeton porte u
La probabilité pour que le jeton soit r
1° Quelle est la probabilité que le jet

3.
ro pair est 4/9 .
porte un numéro pair est 1/9 .

n porte un numéro impair?

jeton soit noir et porte un numéro impair?

yter un numéro impair" sont-ils indépendants?

alors quelle est la probabilité pour que ce jeton porte un
numéro impair?
EXERCICE N°5
I. Une urne contient deu g?ules blanches et n boules noires, indiscernables au toucher.

Un joueur tire simultané deux boules de I'urne et on note A, I'événement : “ Le joueur a tiré
deux boules blanches *

Déterminer n pour q obabilité p(A,) de I'événement A, soit égale a % .

IL.Dans toute la s
Un joueur tire sj

probléme, on prend n = 4.

3ment deux boules de l'urne et on note :

A, :I'événement Y joueur a tiré deux boules noires ".

A, :I'événement : NLe joueur a tiré une boule noire et une boule blanche ".
A, :I'événement : “ Le joueur a tiré deux boules blanches ”.

1°)Calculer la probabilité des événements A, et A;.
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rsde ce tirage, le joueur marque trois points pour chaque boule blanche tirée et perd deux
4eintsipour chaque boule noire tirée.

alculer la probabilité que le joueur soit gagnant (c’est a dire qu'il ai un score strictement positif).
III. Apres ce premier tirage, le joueur remet les boules noires dans l'urne et laisse boules
blanches tirées de c6té, puis effectue un nouveau tirage simultané de deux boules.
Soit B; I'événement : * On obtient i boule(s) blanche(s) lors du deuxiéme tirage ” (i = @u 2)

1°)Donner p(By|A;) et en déduire p(BynA,).

Calculer de méme p(BynA;) et p(BonAy). %%

En déduire que p(B,) = 4—1.
75
2°)Montrer de méme que p(B;) = % En déduire p(B,). QQ
EXERCICE N°6
On dispose de deux dés cubiques d’apparences identiques : I'un est p I'autre est truqué.

Pour le dé truqué, la probabilité d’obtenir un six est égale a % é{k

R

{®&rs indépendants. Calculer la

Les résultats seront donnés sous forme de fractions irréductibles

1°) a) On lance le dé parfait 3 fois de suite. On suppose les 3 |2

probabilité d'obtenir exactement deux six.

b) On lance le dé truqué 3 fois de suite. On suppose les 3 la

probabilité d'obtenir exactement deux six. \\\b

2°) On choisit 'un des deux dés précédents au hasard (les 388X dés ont donc la méme probabilité
(§§ I

ndépendants. Calculer la

d'étre choisis) et on lance ce dé 3 fois de suite. On supp 3 lancers indépendants.

On désigne  par T, I'événement : « choisir le dé truq
par T, I'événement contraire de T, *
par A, I'événement : « choisir le dé parfait efigh
par B, I'événement : « choisir le dé truquésgt
par C I'événement : « obtenir exacteme B

N

enir exactement deux six »,
'Obtenir exactement deux six »,
X SiX ».

On pourra admettre que la réponse au 1.a. e que la réponse au 1.b. est %

a) Calculer la probabilité de I'événement A

b) En déduire la probabilité de I'événeme

c) Déterminer la probabilité d'avoir chqj
SiX.

EXERCICE N°7

1°) Une urne U; contient 2 jetons n és 1 et 2.

Une urne U, contient 4 jetons nu 1, 2, 3 et 4.

On choisit au hasard une urne, % jeton dans cette urne. (Les choix sont supposés

WIS

truqué, sachant qu’on a obtenu exactement deux

7

équiprobables).

a) Quelle est la probabilité irer un jeton portant le numéro 1 ?
b) On a tiré un jeton portejg le numéro 1.

Quelle est la probabi u’il provienne de l'urne U, ?
2°) On rassemble mai t les deux urnes en une seule, qui contient donc les 6 jetons
précédents. On tire s nément et au hasard 2 jetons de cette urne. Les tirages sont supposés

équiprobables.

a) Calculer la p ité de tirer 2 jetons identiques.
b) Soit S la variae aléatoire, qui, a chaque tirage, associe la somme des numéros des 2 jetons

tirés.
Déterminer la loi de probabilité de S.
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elx.joueurs, Claude et Dominique, décident que si la somme des numéros est impaire,
IClaude donne 10 dt a Dominique et que, dans le cas contraire, Claude regoit A dt de
¥Dominique.

On note X la variable aléatoire qui, a chaque tirage, associe le gain algébrique de Cl
Calculer I'espérance mathématique de X en fonction de A, puis déterminer A pour jeu
soit équitable (c’est a dire pour que E(X) soit égale a 0).

EXERCICE N°8
Une urne contient 4 boules rouges et 2 boules noires, indiscernables au toucher. %
1°) On effectue au hasard un tirage de deux boules simultanément de I'urne.

On note Aq I'événement « on n‘a obtenu aucune boule noire » ;

on note A; I'événement « on a obtenu une seule boule noire » ; %

on note A, I'événement « on a obtenu deux boules noires ». N

Montrer que p(A;) = % et p(A;) = % : en déduire p(Ay). %ﬁ
2° )Apres ce premier tirage, il reste 4 boules dans l'urne. %

On effectue a nouveau un tirage sans remise de deux boules de I'urn

On note B, I'événement « on n‘a obtenu aucune boule noire au tira

on note B; I'événement « on a obtenu une seule boule noire au tir.
on note B, I'événement « on a obtenu deux boules noires au tira

a) Calculer pag(Bo), Pa1(Bo) et pap(Bo). %
b) Calculer p(Bo).

d) On n'a obtenu aucune boule noire lors de ce second tira

Quelle est la probabilité d'avoir obtenu une seule boule noir du premier tirage ?

3°) On considére I'événement R : « il a fallu exactement% x tirages pour que les deux boules

noires soient tirées de I'urne ». Montrer que p (R) = 1%7

EXERCICE N°9 g?

250 candidats se sont présents a un examen com nt deux épreuves |'un écrite et l'autre orale.
1°)Sachant qu’un candidat ne peut passer I'épr rale que lorsqu'il est admis a I'épreuve écrite
et que 120 candidats sont admis a I'épreuve é uelle est la probabilité pour qu’un candidat

passe |'épreuve orale ?

2°)60 candidats seulement sont déclarés adm
Quelle est la probabilité pour qu’un candidg \‘\/
EXERCICE N°10

On fait tourner une roue comportant 1 urs de méme taille numérotés de 1 a 12. Les
secteurs portant un numéro pair sont eur jaune, les secteurs portant un numéro multiple
de trois et impair sont de couleurs vege\gk les autres secteurs sont rouges.

Si la roue s‘arréte sur un secteur ur verte on tire un billet de loterie dans une urne A. Dans
les autres cas, on tire un billet d I& dans une urne B.

Dans l'urne A un billet sur quat agnant alors que dans B seulement un billet sur vingt est

gagnant.
Calculer la probabilité d’obt®§§§m illet gagnant.
EXERCICE N°11

{i

is a I'écrit ait passé avec succes I'épreuve orale ?

Un fumeur essaye de rédgi€ sa consommation. On admet qu'il fonctionne toujours suivant les
conditions :
C; : S'il reste un jour er, alors il fume le lendemain avec probabilité de 0,4.

est de 0,2.
On note U, la pr {jité qu’il fume le n°™ jour.
1°)Montrer que utndeN": U,y =-0,2U, + 0,4

2°)Soit pour tout {de N* : V, =U, - é Montrer que (V) est suite géométrique.

C,: Par contre, s'il c%% ume un jour, alors la probabilité qu'il fume le lendemain

eme

3°)En déduire U, en fonction de n et U; .
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guler alors : lim U, .

r n - +oo
“EXERCICE N°12
Soit P une probabilité définie sur un univers des possible Q et soient A et B deux évenemsqts
indépendants. r%
1°)Démontrer que A et B sont indépendants et qu’il en est de méme de A et B et d@ B.
2°)On suppose que P(A) = 0,2 et P(B) = 0,6.
Calculer P(ACB) , P(AOOB) , P(ACOB) et P(AO B) %
EXERCICE N°13
ctivement
M; , M, et Ms. La moitié des appareils de son stock provient de M; , un huitier@\de™™, et trois
huitiémes de M. Ce grossiste sait que dans son stock, 13% des appareils de Ja Warque M; son
rouge, que 5% des appareils de la marque M, son rouge et 10% des appgei&@e la marque Ms le

sont aussi.
On choisit au hasard un appareil emballé dans le stock de ce grossiste 1
1°)Quelle est la probabilité qu’il vienne de Ms.

2°) Quelle est la probabilité qu'il soit rouge sachant qu’i vienne de

3°) Quelle est la probabilité que I'appareil choisi ne soit pas de co@rouge.
4°)Apres examen, on s'apergoit que I'appareil choisi est rouge. él‘k
Quelle est la probabilité qu'il soit de la marque M; .
EXERCICE N°14

On considérensacs Sy, S, ...., S, tells que S; contient trig
chacun des autres sacs contient quatre boules noires et une
naturel supérieure ou égale a 2 .

s blanches et une boule noire;
lanche. n est une entier

Partie A
Dans cette question on tire une boule de chacun des t miers sacs S; , S; et S;.
Soit X I'aléas numérique qui désigne le nombre de b&4e¥ Blanches obtenues.

1°)Déterminer la loi de probabilité de X puis caIcuI
2°)Construire la représentation graphique de la e.‘:‘l\—” on de répartition F de X.

une boule de S; qu’on la place dans S, puis o e S, une boule qu’on le place dans S; et ainsi
de suite jusqu'a l'ordre k avec k[1{1,2,3,.... \ .
On note a la probabilité de I'événement &@/A btenir une boule blanche au k“™ tirage »

1°)Calculer p(A, / Ay_) et plA, /A @3 >2, en déduire que a,= %ak_l +1

6
2°)On pose by = a, —%. Montrer qued(BJ est une suite géométrique. En déduire a, en fonction de
é% Q&

Partie B
Dans cette question on effectue k tirages sucg@’une boule de la facon suivante : « On tire

k.
EXERCICE N°15

Jeu « chuck a luck ». On pari nombre de 1 a 6. On lance 3 dés. Si le nomnre sur lequel on
a parié sort :
Sort 3 fois %%é Sort 2 fois Sort 1 fois Sort 0 fois
Gagné 3 dinars /@ agné 2 dinars Gagné 1 dinars Perdue 1 dinars

Soit X le gain lors d'u .

1°)Déterminer la loi abilité de X puis calculer E(X) et sa variance.
2°)Construire la représghtation graphique de la fonction de répartition F de X.
EXERCICE N°1
Une urne conti

re boules noires et deux boules blanches.

Soit n un entier el supérieur ou égal a 2.

On répete n fois I'épreuve qui consiste a tirer une boule puis a la remettre dans l'urne ; on
suppose que toutes les boules ont la méme probabilité d’étre tirées et que les tirages sont
indépendants. —
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boulesblanche lors du du n®™ tirage.

))Calculer les probabilités p,, ps et pa.

2°) On considére les événements suivants :

Bn : « On tire une boule blanche lors du n—iéme tirage » %
U, : « On tire une boule blanche et une seule lors lors des n — 1 premiers tirages » @
a) Calculer la probabilité de I'événement B,

b) Exprimer la probabilité de I'événement U, en fonction de n.

c¢) En déduire I'expression de pn en fonction de n et vérifier 'égalité : p, =

3°)On pose : Sy =p, + p; +""+ P %
a) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n supérieur ou éga%z‘:lQ “ona:

_,_(n 2\"
S“‘l_(zﬂ)x@' %‘
b) Déterminer la limite de la suite (S,). @

EXERCICE N°17

Robin joue avec un jeu électronique.

Une partie consiste en un duel entre Robin et trois monstres, M,t¥, ou Ms , choisi par la machine.
Le jeu est programmé de telle sorte que, pour chaque partie, | nstre M, a une chance sur deux
d'apparaitre, les deux autres monstres ayant la méme probaby pparition.

On admet que lors d'un combat, la probabilité pour Robin d r est respectivement de :

0,3 contre M, 0,4 contre M, et 1 contre Ms.

1°) Robin joue une partie.

Calculer la probabilité pour qu'il gagne cette partie.

2°) Sachant que Robin a perdu la partie, quelles sont abilités pour :

a) qu'il ait joué contre le monstre Ml ? é‘fk

b) qu'il ait joué contre le monstre M3 ?

3°) Robin joue quatre parties consécutivement. dmet que les parties sont jouées
indépendamment.

Calculer les probabilités pour que : Robin gag oins une partie

EXERCICE N°18

Pour analyser le fonctionnement d'une ma N datelier, on note, mois aprés mois, ses pannes et

on remarque que :

e sur un mois la machine tombe au pl fois en panne ;

+ si pendant le mois «n» la machine de panne, la probabilité qu'elle en ait une le mois
suivant «n + 1» est 0,24 ; %

» si la machine tombe en panne | « n » (ce qui entraine sa révision), la probabilité qu'elle

tombe en panne le mois suiv. +1»est0,04;
« la probabilité que la machin en panne le premier mois apres sa mise en service est 0,1.
On désigne par E, I'événemen achine tombe en panne le "®™ mois suivant sa mise en
service » on note p, la proba . (et on a ainsi p; = 0,I). Si A est un événement, A

¢) Montrer que la suite (p,) est convergente; expliciter sa limite.
EXERCICE N°19
Un magasin stocke un certain produit dans des boites.
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@ftains cartons portent, en dessous et a I'extérieur, la marque M, les autres ne portent aucune
marque.

On précise d'autre part que ;®§

- parmi les cartons contenant une boite rouge, 45% portent la fameuse marque M

- parmi les cartons contenant une boite bleue, 60% portent la marque M.

On prend au hasard un carton dans le magasin. %)

1° On ouvre le carton tiré. On remarque qu'il contient une boite rouge. Quelle es@» babilité p;
que le carton porte la marque M?

Si la boite contenue dans le carton était bleue, quelle serait la probabilité p, %arton porte la
marque M? N

2° Quel est le pourcentage de cartons qui portent la marque M? &
En déduire la probabilité ps qu'un carton tiré porte la marque M.
3° On n'ouvre pas le carton tiré. On remarque toutefois qu'il porte la m M. Quelle est la

probabilité p, que ce carton marqué M contienne une boite rouge?

EXERCICE N°20

Quatre filles et trois garcons doivent subir I'épreuve orale d'u men. L'examinateur décide

d’établir au hasard la liste fixant I'ordre de passage des candiats. Pour cela, il met les noms

(supposés tous différents) des sept candidats dans une envelo

1°) Dans cette question, on suppose que I'examinateur pro

apres l'autre.

On désigne par F, I'événement : * le premier candidat inter

et par F, I'événement : “ le deuxiéme candidat interrogé @st

a) Quelle est la probabilité que les deux premiers candiga

b) Quelle est la probabilité que le deuxiéme candi ¢
premier candidat interrogé est une fille ?

c) Quelle est la probabilité que le deuxieme candic% nterrogé soit une fille ?

un tirage des sept noms |'un

st une fille “,

e fille ”.

interrogés soient des filles ?

errogé soit une fille sachant que le

oulant interroger seulement quatre candidats

2°) On suppose maintenant que I'examinateu
- guatre noms. On note X la variable aléatoire

parmi les sept, procéde a un tirage simulta
égale au nombre de filles ainsi désignées.
a) Quelle est la loi de probabilité de X ?
b) Calculer I'espérance mathématique d
EXERCICE N°21

Un supermarché commercialise des g
- dans 5 % des cas I'emballage n'est [ fact,

- dans 70 % des paquets d'emballa Q/ intact, il y a au moins une gaufrette cassée,
- 90 % des paquets d'emballage ﬁg\ e contiennent aucune gaufrette cassée.

1°) Un client achete au hasard .~~.v'-)e et de ces gaufrettes.

On note I I'événement : «l'e -b~ est intact» et C I'événement : « au moins une gaufrette est
cassée». >\<

a) Calculer la probabilité de gk

kés vendues en paquets pour lesquels

b) On considére les évén ts suivants
E : « I'emballage n'est p ct et aucune gaufrette n'est cassée ».
F : « 'emballage est in aucune gaufrette n'est cassée ».

Exprimer E et F en f de I, I ( événement contraire de 1) et C ( événement contraire de
C ) Calculer alors | <%abilités deEetdeF.
En déduire la prohabilité de C (événement contraire de C) puis celle de C.

2°) Lors d'une v% romotionnelle dans ce supermarché, ces gaufrettes sont vendues par lots de
cing paquets. Un>client achéte au hasard un tel lot. On suppose que les tirages des paquets
formant un lot sont indépendants.
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rouges et 5 boules vertes.

Si le joueur obtient 3 boules rouges, événement que |'on note R, il gagne 500 dt.
S'il obtient 2 boules rouges et 1 boule verte, événement que I'on note R,, il gagne .

Enfin, s'il obtient strictement moins de 2 boules rouges il ne gagne rien, on note ¢ ement E
1°) Montrer que les probabilités des événements R, et R; sont : @
5 1
PR)) = — et P(Ry) = —.
(R2) 12 (R3) 12 Q%
Q
2°) On note X la variable aléatoire donnant le gain du joueur.
Donner la loi de probabilité de X et calculer son espérance mathémati

3°) Dans cette question on modifie les regles du jeu de la fagon sui

¢ Sile joueur réalise les événements R; et R, il ne gagne plus d’aigent immédiatement mais est
qualifié pour la suite du jeu que I'on appelle * Banco ".

¢ Sil'’événement E est réalisé le joueur ne gagne rien et n'es qualifié pour le * Banco ".

Le ™ Banco " consiste a extraire une boule parmi les sept rest ns l'urne ; si celle-ci est verte

le joueur empoche les 1000 dt du ™ Banco ” et si elle est ro ueur a perdu mais repart avec

une prime de “ consolation ” de 200 dt. %

a) Quelle est la probabilité d’empocher les 1000 dt du “ €anc® ” sachant que R; est réalisé ?

b) Quelle est la probabilité d’empocher les 1000 dt du \BaRgo " sachant que R, est réalisé ?

¢) En déduire la probabilité d’'empocher les 1000 dt co”.

On note Y la variable aléatoire donnant le gain du j % ans ce nouveau jeu. Y peut donc

prendre les valeurs 0, 200 ou 1000.

d) Etablir la loi de probabilité de Y. x

e) Calculer I'espérance mathématique de Y et @arer avec celle de X.

EXERCICE N°23 M
1°) Soit P une loi de probabilité sur [0 ; 2nsité f définie sur [0 ; 2m] par : f(x) = A sin%.

a) Déterminer A. @
b) Calculer P(F;ED. %
32 S
Q

2°) La durée d'attente X en sec a la caisse rapide d’'un supermarché, est une variable
aléatoire qui suit une loi expo e de parameétre ﬁ , C'est-a-dire que pour tout réel t= 0
=X
ona:P(X<t) =I tie%.
020 O
a) Calculer la probabil{& &’ 'attente soit inférieure a 1 minute.

b) Calculer la probab I'attente dépasse 3 minutes.
EXERCICE N°24

1°) Soit P une loi @abilité sur [1; 10] de densité f définie par f(x) =

a) Déterminer%?
).

b) Calculer P([2 ;

3 -

=2
Q
-~
=3
("]
Q
(=
X
<
(o]
(D)
[}
1]
~
154]
(=g
o
[¢D)
Qo
c
0
Q
=l
="
*
*
*
=
(=
-~
B
~
~
3
Q
(=
=3
@
Q
&
-
3
2
=2
[=}
Q
0
(o]
(=]
3
~
*
*
*
=2
Q
-~
-
(7]
Q
(=
X
<
0
o~
[}
(7]
~
1]
(=g
o
[¢D)
Qo
c
0
Q
=7
=
*
*
*
=
-~
~
=
~
~
3
(Y]
-~
-
@
Q
&
-
3,
o
g
[=}
Q
n
(0]
(=]
3
~




a) Vérifier que la loi de X est une loi exponentielle dont on précisera le parametre A.

b) Calculer P(X < 400).
c) Calculer la probabilité que cet élément ait une durée de vie inférieur a 1000 heure ant

qu’il a déja tenu 500 heures. %
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N
Exercice n°1 @

Le tableau suivant donne I'évolution du chiffre d'affaires (CA), en millions dinars, s periode

1996-2002 d'une entreprise. A /
Année 1996 1997 1998 1999 2000 w 2002
Rang x; 0 1 2 3 4 o\ 6
CAvy, 164 182 200 221 246 | %70 300
Le nuage de points Mi(x;; ;) est représenté ci-dessous dans un repere ort onal ainsi que la
droite d'ajustement affine obtenue par la méthode des moindres carrés tion
y =22,5x +158,64 (coefficients arrondis & 107 prés).
grg@ﬁ)
310
+/Ms

290
270 A / Mg
250

/P M,
230

T M,

210 ~

190 //Ml
170 -{WO

0 1 2 3 4 5 6 7

150

1. A l'aide de cet ajustement, dét mlw le chiffre d'affaire que cette entreprise peut prévoir en
Q&

2005.
2. L'ajustement affine ne sembl s traduire I'évolution du chiffre d'affaire, on pose z = In y..
a. Calculer, en arrondissa "2 prés, pour i variant de 0 a 6, les valeurs z associées aux

rangs x; du tableau.
b. Déterminer avec la atrice une équation de la droite d d'ajustement de z en x obtenue
par la méthode de% ndres carrés (coefficients arrondis a 107 prés) .

c. En déduire uner n entre y et x de la forme y = Bx €. (Arrondir B a I'entier pres)

0,1x

3. On admet que la on f définie sur[o,+o] parf(x) =164e modélise I'évolution du

chiffre d'affaires entreprise.
a. Donner une,n le estimation, arrondie au million d’euros, du chiffre d'affaires en 2005.
b. A partir dequelle année peut-on prévoir que le chiffre d’affaires sera supérieur a 500

millions ¢! ?
EXERCICE 2
Dans tout I'exerciCe, le détail des calculs n‘est pas demandé.

Les résultats seront arrondis a 107,
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it etudier I'évolution des records de I'épreuve d’athlétisme du 100 métres masculin. Pour
&eldjohscherche un ajustement des records pour en prévoir I’évolution.
O donne dans le tableau suivant certains records, établis depuis 1900.

Année 1900 [ 1912 | 1921 | 1930 | 1964 | 1983 | 1991 (4999
Rang de I'année, x; 0 12 21 30 | 64 | 83 | 91N\
Temps en seconde, v, 10,80 |10,60| 10,40 | 10,30 | 10,06 | 9,93 | 9,88\ 9,79

N,
1) Etude d'un modeéle affine @

a) Construire le nuage de point M,(x; ; y;) avec i compris entre 1 et 8, é cette série
statistique double. On prendra comme unité graphique 1 cm pour d S en abscisse et
1 cm pour un dixieme de seconde en ordonnées. N
On commencera les graduations au point de coordonnées (0 ; 9 Q

b) Peut-on envisager un ajustement affine a court terme ? Cet & ment permet-il des
prévisions pertinentes a long terme sur les records futurs ?

2) Etude d’'un modeéle exponentiel é“k@

8

Aprées étude, on choisit de modéliser la situation par une autre%gurbe.
On effectue les changements de variables suivants :

X = e00092% gt Y = |y, g%
On obtient le tableau :

AN
X; = 000924 1 |0,895| 0,824\ O\758 | 0,554 | 0,464 [ 0,431 0,401
Y =Iny; 2,380 2,361 2,34 %332 | 2,309 | 2,296 | 2,288 | 2,281

a) Donner une équation de la droite de ré r%ion de Y en X obtenue par la méthode des
moindres carrés. ﬁ:\‘
b) En déduire que I'on peut modéliser u %ression de y en fonction de x sous la forme

suivante : r\-)
%ﬂ:*. réels a déterminer.

y = exp(ae +b)olaeth SQRUWE
c) A l'aide de cet ajustement, quel -'.A- du 100 metres peut-on prévoir en 2010 ?
d) Calculer la limite en +« de la fog \@ définie sur R par I'expression suivante :

f(t) = exp(0,154e 999%™ + 2,2

Wi
e) Que peut-on en conclure, en ttNiss
masculin a trés long terme. N

-0,00924x

t ce modele, quand aux records du cent métres

Exercice 3 Q

Le but du probleme est de déterms prix d'équilibre d'un produit. (On rappelle que le prix
d'équilibre d'un produit est obt que l'offre et la demande sont égales).

Une étude faite sur ce produ né les résultats suivants (le prix au kilogramme est exprimé en
francs et les quantités offr emande sont exprimées en milliers de kilogrammes)

/2
Prix proposgNe=x | 0,30 | 0,35 | 0,45 | 0,65 | 0,80 1
Demandqj\g > v | 625 | 490 | 3,75 | 2,75 | 2,40 | 2,25
Offre QN z] 1,25 | 1,30 | 1,30 | 1,50 | 1,55 | 1,60

V 3
Dans ce problem \ugisera, pour les calculs statistiques, les fonctions de la calculatrice détail
de ces calculs n¢ demandé).
Tous les résultat ériques seront donnés en valeurs décimales arrondies a 10 prés.

1) Représentation graphique
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aux
lanAP) est rapporté au repére orthogonal (O ; i, j)
nités graphiques 10 cm pour 1 franc en abscisse et 2 cm pour 1 millier de kilogrammes en

ordonnée.
Représenter sur le méme graphique les nuages de points associés respectivement aux
statistiques ( xi, yi) et (x, z ). M

largeur et de figurer par des signes différents (croix ou points par exemple) les
coordonnées ( x;, y; ) et ceux de coordonnées ( x;, z; ) respectivement.

2)  Etude de la demande Q%
Q
La forme du nuage de points associé a la série (x;, y;) permet d'envisag justement

exponentiel de y en x. On pose donc Y; = In vy,

a) Calculer le coefficient de corrélation linéaire de la série (x; , Yﬁ?@@justement affine par la
méthode des moindres carrés de Y en x est-il satisfaisant ? Pourq

b) Donner alors une équation de la droite de régression d %x sous la forme

Y =ax + b. E\%

En déduire en utilisant I'égalité Y = In y une estimation de la de y, en fonction de x prix au
kilogramme.

EXERCICE 4 4\}

Dans cet exercice, les calculs peuvent étre effectués é%ﬁulatrice; leur détail n'est pas exigé.

Le tableau ci-dessous donne la charge maximale y; %é%onnes, qu’une grue peut lever pour une
longueur x; en metre, de la fleche.
X\

Longueur x, | 16,5| 18 [ 19,8 | 22 23%&7 29 | 32 | 35 | 39 | 41,7

Charge y, 10 | 9 8 7 55| 5 | 45| 4 |35 32
1. Les réponses numériques a cette q n seront données a 102 prés.

a. Représenter le nuage de points I'aide d'un repére orthogonal

(O; i, ) dunités 1 cm pour 2 métres cisses et 1 cm pour une tonne en ordonnées.

Déterminer une équation de la droi gression de y en x par la méthode des moindres carrés.
Construire cette droite sur le graphiQheprécédent.

d. Utiliser cette équation po erminer la charge maximale que peut lever la grue avec une
fleche de 26 métres. Que peut-

2. On pose z -1 éﬁk

Déterminer le coefficient de corrélati% re entre x ety.
P

a. Recopier et com le tableau suivant (les z; seront arrondis a 107 prés)
x | 16,5 {YN19,8 2225 27 | 29 | 32 | 35 | 39 |[41,7
z 10,100\
Déterminer le coeffici e corrélation linéaire entre x et z puis une équation de la droite de

régression de z enxpar la méthode des moindres carrés (les résultats numériques seront arrondis

a 10 prés).

En se fondant s résultats obtenus en 2. b., calculer la valeur de z correspondant a x = 26; en
déduire la charge Waximale que peut lever la grue avec une fleche de 26 métres.

Ce résultat vous parait-il plus satisfaisant que celui de 1. d. ? Pourquoi ?
3) Etude de l'offre
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\aths

& du nuage de points associé a la série (x; , z;)) permet d'envisager un ajustement affine de

a) Calculer le coefficient de corrélation linéaire de la série (x; , z). Un ajustement par la
méthode des moindres carrés de z en x est-il satisfaisant ? Pourquoi ?

b) Donner alors une équation de la droite de régression de z en x sous la forme @7
Z=mx+p.

4) Etude graphique du prix d'équilibre Q%

Q
On considére, dans la suite du probleme, que la demande et 'offre son tivement
formalisées par les fonctions f et g définies sur l'intervalle [0 , 2] par 1A+ 2,08 ot g(x) =
0,53x + 1,10.

a) Déterminer le sens de variation de la fonction f sur l'interv %%) , 2] et dresser son tableau
de variation.

b) Sur le graphique du 1), tracer les courbes représentat'@ hs fonctions f et g.

C) Déterminer graphiquement le prix d'équilibre du @

On considére la fonction b définie sur l'intervalle %}k%]ipar h(x) = f(x) - g (x).

5) Etude numérique du prix d’équilibre

a) Déterminer le sens de variation de la fo h sur l'intervalle [0, 2] et dresser son
tableau de variation. %

b) Montrer que I'équation h(x) = 0 adp
Donner une valeur approchée décimale

a) Quel est le prix d'équilibre du considéré ?
Exercice n°5
Q
Aucun détail des calculs effectué Iculatrice n'est exigé dans cet exercice.

Le tableau ci-dessous donne | n du chiffre d'affaires réalisé a |'exportation par une
entreprise. \\n%

Année | 1990 | 4@%1 | 1992 [ 1993 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998
X; 0 Qﬁ 2 3 4 5 6 7 8

A

i 100 A N1 | 107 | 122 | 127 | 139 | 136 | 157 | 165

x; désigne le rang dedlaraee,
y; désigne l'indice e d'affaires a I'exportation rapporté a la base 100 en 1990.

On prendra :
e pour origine le pdint (0 ; 100),
e pour unités : 1,5 cm sur I'axe des abscisses,
2 cm pour 10 points d'indice sur I'axe des ordonnées.

1) a) Représenti age de points Mi(x; ; y;) associé a la série double dans un repere orthogonal.
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léuler les coordonnées du point moyen G associé a cette série statistique et placer ce point
raphique. (On donnera la valeur décimale arrondie au dixieme de I'ordonnée de G).

2) Déterminer la valeur décimale arrondie au centieme du coefficient de corrélation lin@ite de la
série double. Ce résultat permet-il d'envisager un ajustement affine ? Pourquoi ? %

b) En utilisant les coordonnées du point moyen G, donner une équation de la drd .g.“
Tracer cette droite sur le graphique précédent.

4) En supposant que I'évolution du chiffre d'affaires se poursuive de la mér&ﬁ@on au cours des
années suivantes, estimer l'indice du chiffre d'affaires de cette entreprige e I'an 2001 (on en
donnera la valeur arrondie a l'unité). %

EXERCICE 6 %
La cote d'une voiture d'occasion est donnée dans le tableau suivant @(ﬁ)
Année de mise 1991 1992 1993 ﬁi 1994 1995
en circulation @
Rang de I'année x; 1 2 RN 4 5
Cote y; 42 900 dt | 54 200 dt | 64 81 600 dt | 102 000 dt

1. Le plan est muni d'un repere orthogonal. Les unités g &as sont en abscisses : 2 cm pour
un an ; en ordonnées : 1 cm pour 10 000 F.

Représenter le nuage de points Mi(x. ; ¥i)- %

2. Les points n'étant pas parfaitement alignés, on% z=1Iny.
a. Recopier et compléter le tableau suivant :

A
X 1 ) 3 4 5
z=Iny, AV

il M
Les valeurs de z seront données sous fo cimale approchée a 102 prés par défaut.

(Dans la suite, le détail des calculs n'@\% demandé).

Q,
eaire entre x et z.

b. Calculer le coefficient de corrél
Un ajustement affine est-il justifi%

c. Donner une équation de la de régression D et z en x. (On arrondira les coefficients & 107

par défaut.) %
d. Calculer la valeur de z@ée par 'équation précédente pour I'année 1988. En déduire une

estimation de la cote d oiture de l'année 1988. (On donnera une valeur arrondie a 100 F
pres.)
Exercice 7 %

Un fournisseur d' &&a Internet, souhaite faire une prévision du nombre de ses abonnés pour
I'année 2005, il &akli® un relevé du nombre des abonnés des années 2000 a 2004.

Il affecte l'indice a l'année 2000 pour établir la statistique des abonnés et consigne les
données dans le tableau et le graphique ci-dessous :

| Année | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 |
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Aot 1 2 3 4 5 250 |
i Vids 100 | 112 | 130 | 160 | 200
200 - L ]
L
150
[}
100 T
1 2 3 4 5 6
PARTIE A N\
1) Le nombre d'abonnés était de 2040 pour I'année 2000, de combie pour I'année 2004?
2) Quel est le pourcentage d'augmentation du nombre nés entre 2003 et
2004?
3) Quelle est I'équation de la droite de régression de y en x par Sthode des moindres carrés ?
4) Quelles prévisions du nombre d'abonnés peut-on faire pour. nnées 2005 et 2010 ?

On arrondira a l'entier le plus proche.
PARTIE B |

Le fournisseur décide d'utiliser un changement de variablg po drobtenir un autre ajustement, il

crée un nouveau tableau en posant z = In(y)
1) Recopier et compléter le tableau suivant. On donn%ﬁvaleurs arrondies a 10

X; 1 2 %% 73 4 5
z; =Iny;

N
2) Dans le plan muni d'un repere, construi %nuage de points de coordonnées (x;,Y;) et la
droite de régression de Y en x donnée >quation : Y = 0,17x + 4,39.
3) Exprimer le nombre d'abonnés n; en du rang x; de l'année.
4) En déduire une nouvelle prévision ds re d'abonnés pour les années 2005 et 2010.
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